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Einleitung

Sei den zwanziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts hat sich die allgemeine Relati-
vitdtstheorie als vorherrschende physikalische Theorie fiir die Beschreibung gravitativer
Systeme etabliert. In dieser Theorie verschmelzen Raum und Zeit zu der gemeinsamen
vierdimensionalen Raumzeit, deren Krimmung in Zusammenhang mit der Gravitations-
kraft steht. Dieser Zusammenhang wird durch die FEinstein-Gleichungen beschrieben,
welche zu quasilinearen partiellen Differentialgleichungen korrespondieren.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir diese Theorie nur fiir isolierte gravitative
Systeme. Das heif3t, wir betrachten stellare Kérper bzw. Systeme von Schwarzen Léchern
und Sternen quasi-endlicher Grofle, die nicht durch Effekte ,auflerhalb* des Systems be-
einflusst werden. Weiter vereinfachen wir unsere Betrachtung dadurch, dass wir uns auf
den Standpunkt eines ,,in unendlicher Entfernung® frei fallenden Beobachters® einschrin-
ken und entsprechend die Raumzeit in eine kontinuierliche Familie von Zeitschnitten
zerlegen, die die Raumzeit (zu jeweils einem Zeitpunkt) aus Perspektive des Beobachters
beschreiben. Derartige Zeitschnitte werden mathematisch durch asymptotisch flache Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten modelliert und erste grundlegende Definitionen wie Masse
und Impuls (eines solchen Schnitts) sind etabliert (bspw. [ADM61, Bar86]). Jedoch sind
wir noch weit davon entfernt diese Systeme in aller Vollstdndigkeit zu verstehen; selbst
Grundbegriffe wie der des Massezentrums bereiten noch Schwierigkeiten.

Betrachten wir nun ein sehr einfaches System, um uns eine dieser Schwierigkeiten klar
zu machen. Stellen wir uns einen isolierten, vollkommen rotationssymmetrischen Stern
vor. Intuitiv scheint es klar zu sein, dass das (Rotations-)Zentrum dieses Sterns auch
das Massezentrum des Systems ist. Ersetzen wir nun in diesem Bild jedoch den Stern
durch ein Schwarzes Loch, so ist dessen Inneres aus Perspektive des umliegenden Raums
unerreichbar und daher ist auch vollkommen unklar, was wir als Zentrum dieses Systems
zu verstehen haben (vgl. Schwarzschild-Losung). Wenn wir jedoch im Stern-Modell
anstelle des Rotationszentrums das Zentrum als (abstrakten) Mittelpunkt ,aller um den
Stern konzentrischen Sphdren® verstehen, so kénnen wir diese Definition wiederum auf
das Bild des schwarzen Lochs {ibertragen. Wir kénnen hier allerdings Sphéren nicht als
Objekte definieren, die von ihrem Zentrum einen festen Abstand (den Radius) haben,
da dieses Zentrum (wie gesagt) unerreichbar ist. Allerdings konnen wir Sphéren auch als
geschlossene Flichen charakterisieren, die {iberall , gleich gekriimmt sind“. Somit kénnen
wir in diesem einfachen Fall das Zentrum der Masse als Familie der konstant gekriimmten
(CMC) Flachen definieren, falls diese Familie eindeutig ist.

Huisken-Yau zeigten 1996, dass eine solche Familie von CMC-Flachen nicht nur im Fall
eines exakt rotationssymmetrischen Sterns oder Schwarzen Lochs existiert und eindeutig

!Genauer einer Familie von Beobachtern, die nahe unendlich frei fallend sind.
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ist, sondern dass dies bereits fiir jedes System gilt, welches asymptotisch vergleichbare
Eigenschaften hat: Das betrachtete System muss lediglich aus ,,ausreichend grofie Ent-
fernung® wie ein System aussehen, das nur aus einem einzelnen rotationssymmetrischen
Schwarzen Loch bzw. Stern besteht. Seitdem hat sich diese Familie von CMC-Fléchen als
Werkzeug zur Untersuchung von (unter anderem) solchen asymptotisch Schwarzschild-
schen Systemen etabliert.

Dieses Existenz- und Eindeutigkeitsresultat von Huisken-Yau wurde spéater von Ande-
ren verallgemeinert. So zeigte Metzger in seiner Dissertation, dass eine geometrischere
asymptotische Rotationssymmetrie ausreicht: Wahrend Huisken-Yau annehmen muss-
ten, dass diese Symmetrien nicht nur fiir die geometrischen Gréflen der Metrik und der
Kriimmungen des Raums, sondern auch fiir Ableitungen der Kriimmungen gilt, geniigte
Metzger die (asymptotische) Symmetrie der genannten geometrischen Grofien. Gleichzei-
tig konnte er abschwéchen, wie ,,schnell“ sich der betrachtete Zeitschnitt nahe unendlich
dem Modell-Fall annédheren muss. Noch weiter verandern konnte Huang diese Annahmen:
Sie zeigte, dass die (asymptotische) Rotationssymmetrie zu einer (asymptotischen) Punkt-
Spiegelsymmetrie reduziert werde kann. Allerdings musste sie dafiir wieder Asymptotik
Verhalten von nicht-geometrischen Gréflen annehmen. Weitere Ergebnisse wurden bspw.
von Eichmair-Metzger erreicht. Auflerdem wurden alternative Blatterungen konstruiert.
Hier mochten wir die Fliachen konstanter ,vorgegebener Krimmung“ H + P = konst.
von Metzger [Met04] bzw. [Met07], die Flichen von Willmore-Typ von Lamm-Metzger-
Schulze [LMS11] und (im statischen Fall) die Niveau-Flidchen der Lapse-Funktion von
Cederbaum [Ced12] erwéhnen.

Eines der Ergebnisse dieser Arbeit ist, dass das von Huisken-Yau entwickelte Werkzeug
der Familie von CMC-Fléachen tatséchlich fiir jedes isolierte gravitative System verwen-
det werden kann: Uns gelingt es erstmalig zu beweisen, dass diese CMC-Fléchen auch
ohne angenommene (asymptotischen) Symmetrie-Bedingungen existieren und eindeutig
sind. Dabei erreichen wir mit der verwendeten Definition eines isolierten Systems konzep-
tionell die Voraussetzungen, die auch verwendet werden, um zu zeigen, dass die Masse
dieses Systems wohldefiniert ist. Daher ist es intuitiv anzunehmen, dass diese Annahmen
konzeptionell nicht weiter abgeschwécht werden kénnen. Schliellich wére es unplausibel
anzunehmen, dass es physikalischen Systeme gibt, fiir die das durch die CMC-Flachen
beschriebene Massezentrum wohldefiniert ist, ohne dass auch die Masse wohldefiniert ist.

Weiter zeigen wir, dass in wohldefinierter Weise der Quotient von Impuls und Masse
gleich der ,,Geschwindigkeit” des Systems ist, d.h. gleich der ,zeitlichen Ableitung® des
durch diese Fldachen definierten Zentrums. Damit gelingt es uns erstmalig beweisen,
dass diese Begriffe miteinander vertréaglich sind: Wiirde fiir diese Definitionen nicht die
bekannte Gleichung ,,Masse mal Geschwindigkeit = Impuls“ gelten, so widerspriche dies
der physikalischen Interpretation dieser Begriffe.

Zuletzt verallgemeinern wir diese Ergebnisse auf Fliachen, die konstante Kriimmung
nicht bzgl. eines Zeitschnitts sondern bzgl. ihres ,Lichtkegels“ haben — diese Flachen
sind eine natiirliche Verallgemeinerung der Horizonte schwarzer Locher. Existenz und
Eindeutigkeit solcher Fliachen wurde bereits von Metzger in dessen Dissertation gezeigt,
jedoch erreichen wir auch hier allgemeinere Ergebnisse.
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Neue Ergebnisse dieser Arbeit

Wir untersuchen in dieser Arbeit erstmalig die zeitliche Fvolution der CMC-Flédchen unter
den Einstein-Gleichungen und zeigen dabei insbesondere, dass bzw. in welchem Sinn das
CMC-Massezentrum (nach Huisken-Yau) mit den ADM-Definitionen von Impuls und
Masse vertraglich ist (Theorem II1.3.3 und Theorem I11.3.4). Dabei erhalten wir dieses
Ergebnis sogar in einem gewissen punktweisen Sinn (Theorem I11.3.9). Als Anwendung
nutzen wir diese Ergebnisse um interessante Beispiele von asymptotisch flachen Mannig-
faltigkeiten ohne wohldefiniertes Massezentrum zu konstruieren (Beispiel 111.4.3), deren
Existenz [HY96, Theorem 4.2] widerspricht.?

Weiter verallgemeinern wir die Existenz- und Eindeutigkeits3-Ergebnisse fiir die CMC-
Flichen in Dimension drei auf ¢2-Niihe zum Euklidischen Raum (Theoreme I11.1.1 und
I11.2.1). Dies ist insofern eine deutliche Verbesserung, da wir erstmalig keine Symmetrie-
Annahmen an die Komponenten der Metrik machen miissen: weder (asymptotische) Ro-
tationssymmetrie der Metrik selbst (vgl. [Met07, Theorem 6.2] und [EM12, Theorem 6.1])
noch (asymptotische) Spiegelsymmetrien an Metrik und Krimmung (vgl. [Hual0]) sind
nétig. Wir erreichen damit diese Resultate unter konzeptionell den gleichen Annahmen,
wie sie von Bartnik fiir die Wohldefiniertheit der (ADM-)Masse benétigt werden [Bar86]
und daher ist davon auszugehen, dass dies konzeptionell die in Dimension drei best-
mogliche Verallgemeinerung ist. Konzeptionell bedeutet hier, dass wir zur Vereinfachung
der Techniken punktweise statt Sobolev-Abfall-Bedingungen annehmen und daher nicht
genau die Annahmen erreichen, die fiir die Wohldefiniertheit der (ADM-)Masse benotigt
werden [Bar86] — siehe Abschnitt ,Offene Fragen in direktem Umfeld der Arbeit* auf
Seite 6.

Zusétzlich erhalten wir die korrespondierenden Ergebnisse fiir Flachen konstanter Ex-
pansion (CE-Flichen): Diese existieren fiir ¢?-Néhe zum Euklidischen Raum (Theorem
IV.3.1), wobei wir die punktweise ,,Kleinheit* der zweiten Fundamentalform (vgl. [Met04])
auf Kleinheit gewisser Integrale reduzieren kénnen (siehe bspw. Theorem IV.1). Auch da-
bei erhalten wir die Eindeutigkeit dieser Flichen (Theorem IV.2.1).* Dies verallgemeinert
die bisherigen Existenz- und Eindeutigkeitsergebnisse fiir diese Flachen. Das zu obigem
Evolutionsergebnis korrespondierende Resultat ist, dass diese Flichen in gewissem Sinn
»(in der Zeit) still stehen® (Theorem IV.4.1). Dies ist in Abschnitt IV.4 genauer erklért.
Zuséatzlich geben wir in den Bemerkungen IV.6 und IV.8 eine Verallgemeinerung der
Interpretationen der CE-Fléchen als Momente, wie sie von Metzger begonnen wurde.

Dies ist Teil der Versffentlichung [CN14], die in Kooperation mit Carla Cederbaum entstand. Jedoch
sind die hier vorgestellten Beispiele vom Autor der vorliegenden Arbeit erarbeitet und daher hier
wiedergegeben. Die weiteren Beispiele des zitierten Artikels wurden anschlieend vorrangig von Carla
Cederbaum erarbeitet und daher wird hier nicht genauer auf sie eingegangen.

3Es sei bemerkt, dass wir schwéchere Annahmen an die umliegende Metrik machen als bisher gemacht
wurden, aber die Klasse der Flachen einschrinken miissen, in welcher die Eindeutigkeit gilt. Es ist
jedoch durch Regularitédtsargumente wie in den Arbeiten von Metzger moglich, diese Einschréankung
zu entfernen, siehe auch [Nerl4b].

*Wieder bemerken wir, dass wir die Klasse der Flichen eingeschrinkt haben, innerhalb der die CE-
Fléachen eindeutig sind. Jedoch sollte man sich wieder klar machen, dass Regularitdtsargumente wie in
den Arbeiten von Metzger auch hier diese Einschrinkung entfernt werden konnen, siehe auch [Ner14a].
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Vergleich mit anderen Arbeiten

Wie bereits erwahnt, wurde das Existenz-Resultat fiir Flachen mit konstanter mittlerer
Kriimmung (CMC-Flidchen) erstmals von Husiken-Yau in [HY96, Theorem 4.1] gezeigt.
Sie bewiesen, dass jede dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M%), welche
asymptotisch zur Schwarzschild-Metrik ist, eine Blatterung durch eine Familie von Fla-
chen {,X}, konstanter mittlerer Kriimmung besitzt. Dabei setzten sie voraus, dass die
Metrik g von M bis zur vierten Ableitung und bis zur (exkl.) zweiten Ordnung gleich
der Schwarzschild-Metrik ist — in der hier verwendeten Notation Cj-asymptotisch zu
Schwarzschild.

Die Voraussetzungen wurden spater von mehreren Autoren abgeschwécht (wie oben
erklart), von denen wir jedoch drei weiter ausfithren moéchten. Metzger zeigte, dass (in
einem schwiicheren Sinne) 2-Nihe zu Schwarzschild ausreicht [Met04, Theorem 5.3] bzw.
[Met07, Theorem 6.2]. Spéter bewies Huang, dass (in einem noch schwécheren Sinne)
C?-Nihe zur Euklidischen Metrik geniigt, wenn zusétzlich ¢2-Symmetrie Annahmen an
die Metrik gemacht werden [HualO]. In beliebiger Dimension n > 3 wurde die Existenz
und Eindeutigkeit der CMC-Bldtterung von Metzger-Eichmair [EM12, Theorem 6.1]
gezeigt. Sie mussten fiir die Existenz nur ¢°-Nihe zu Schwarzschild und ¢2-Néhe zum
Euklidischen Raum annehmen.

Da unsere Haupt-Beweisstrukturen der der oben zitierten Arbeiten von Metzger ent-
spricht, wollen wir diese Arbeiten ndher erklaren. Metzger zeigt dort die Existenz und
Eindeutigkeit der Fléichen, falls die umliegende Metrik bis zur zweiten Ableitung in der
héchsten Ordnung nahe an der Schwarzschild-Metrik ist — ¢?-asymptotisch zu Schwarz-
schild —, falls die zugehorige Konstante ausreichend klein ist. Weiter verallgemeinert er
dies derart, dass nicht nur CMC-Fléchen sondern auch Fliachen mit konstanter Kriimmung
H + P existieren — CE-Flichen und # =+ trk = konstant. Dabei ist ? die zweidimensio-
nale Spur bzgl. dieser Fliche eines zusitzlichen symmetrischen (0, 2)-Tensors k, welcher
durch die zweiten Fundamentalform einer dreidimensionalen raumartigen Hyperflache
einer Lorentz-Mannigfaltigkeit motiviert ist. Dabei fordert er, dass dieser Tensor k Cj-
asymptotisch verschwindet und auch hier die zugehérige Konstante klein ist.

Zunéchst beweist er, dass Flachen mit konstanter Expansion #H + P, die eine zusétzliche
schwache Regularitét erfiillt, bereits in einem strikten Sinne regulér ist ([Met04, Abschnitt
1.5, Kapitel 2 und 3]). Anschliefend (Kapitel 4) folgert er, dass die Linearisierung der
Kriimmungsabbildung # + 2 : f +— (# £+ P)(graph f) auf solchen Flachen invertierbar ist
und zeigt eine untere Schranke ihrer Eigenwerte. In Kapitel 5 betrachtet er Konvexkombi-
nationen 75 := %7 — 7 (°5 — 7) der tatsichlichen Metrik 7 und der Schwarzschild Metrik g
sowie den skalierten Tensor "k := 7 k. Durch ein Offen-Abgeschlossen-Argument kann er
zeigen, dass das Intervall I der ,Indices“ 7 € [0, 1], fiir welche M eine solche Uberdeckung
bzgl. 77 und "k besitzt, das ganze Intervall [0, 1] ist. Er beweist also, dass dieses Intervall
nicht-leer, offen und abgeschlossen in (und daher gleich) [0, 1] ist. Die Offenheit wurde
dabei — mit der Invertierbarkeit des obigen Stabilitdtsoperators — durch den impliziten
Funktionensatz gezeigt und die Abgeschlossenheit durch ein Konvergenz- Argument. Ein
abschlieendes Regularitdtsargument liefert die differenzierbare Abhéngigkeit von 7.
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Wir mochten an dieser Stelle noch einmal hervorheben, dass die Haupt-Beweisstruktur
unserer hier ausgefithrten Regularitits-, Existenz- und Eindeutigkeitsergebnisse identisch
zu diesem Vorgehen von Metzger ist:

e Die entscheidende Regularitét (Abfall des spurfreien Anteils der zweiten Fundamen-
talform) der von uns betrachteten Flachen erhalten wir wie er durch Untersuchung
der schwachen Formulierung der Simons-Identitét fiir den Laplace der zweiten Fun-
damentalform. Allerdings verzichten wir darauf die Resultate von DeLellis-Miiller
[DLMO5] fir die daraus folgende Regularitét zu verwenden, sondern zeigen diese
der Vollstédndigkeit halber ,von Hand* im vorliegenden Fall der CMC-Fléchen.

e Die Beweisidee fiir die Existenz (und Eindeutigkeit) ist wie bei ihm ein Offen-
Abgeschlossen-Argument fiir ein dquivalent definiertes Intervall aller Indices 7 €
[0, 1] bzw. Gewichte 6 € [—1,1] fiir welche die gewiinschte Uberdeckung bzgl. der
kiinstlichen Metrik 75 := *5+7(7—°7) beziehungsweise bzgl. der kiinstlichen zweiten
Fundamentalform ‘k := 6k existiert.

e Ebenso erhalten wir die Abgeschlossenheit durch ein Konvergenz-Argument und die
Offenheit iiber den impliziten Funktionensatz, welcher angewendet werden kann,
weil der (Pseudo-)Stabilitdtsoperator invertierbar ist.

Anstatt wie Metzger gleichzeitig Metrik und zweite Fundamentalform zu veréndern,
betrachten wir dies nacheinander. Das heifit, zunédchst zeigen wir, dass CMC-Flachen
existieren, indem wir die Familie von Metriken "7 := *F — 7 (°%§ — ) auf M betrachten
und das dquivalente Offen-Abgeschlossen-Argument iiber die zugehorige Menge I von
Indices 7 fiihren. Anschlieflend zeigen wir, dass diese Fliachen zu Fliachen mit konstanter
Expansion H + btrk — in der Notation von Metzger # & 6 ® — deformiert werden kénnen
und beweisen, dass auch hier das Intervall der Gewichte 6 € [—1, 1], fiir die diese Flichen
existieren, offen und abgeschlossen in und damit gleich [—1, 1] ist.

Fiir die hier gemachte Verallgemeinerung sind drei zentrale Neuerungen gegeniiber bspw.

der Arbeit von Metzger notig. Die erste und kleinste Neuerung ist das tatséchlich in jedem
Schritt — wie bspw. dem Beweis der Invertierbarkeit obiger Pseudo-Stabilitdtsoperatoren
~ beachtet wird, dass nicht der ganze Funktionenraum L? (bzw. W??) betrachtet werden
muss, sondern immer nur die ersten drei Eigenfunktionen des Laplace der Fliche un-
tersucht werden miissen. Und diese erfiillen — gegeniiber allen anderen nicht-konstanten
Funktionen — zusétzliche Abschiatzungen. Diese Erkenntnis ist nicht wirklich neu, jedoch
scheint es so, als sei sie in der vorliegenden Arbeit erstmalig mit all ihren Folgen beachtet
worden. So geniigt es bspw. fiir die Invertierbarkeit obiger (Pseudo-)Stabilitdtsoperatoren
b9, die Invertierbarkeit der 3 x 3-Matrix Aij = f b, fi f; dp zu zeigen, wobei f; und
f; die besagten Eigenfunktionen sind. Genauer wird auf diese Eigenfunktionen in Ab-
schnitt I1.4 und Satz I1.5.9 eingegangen. Weiter wissen wir iiber diese Funktionen, dass
sie zu Translationen der zugehorigen Fldche korrespondieren (Abschnitt I1.6), und dass
Translationen ,einfache* Deformationen mit vielen zusétzlichen Eigenschaften sind.

Die zweite zentrale Idee ist die Verwendung der verallgemeinerten Bochner-Lich-
nerowicz-Formel fiir A(g(V f;,Vf;)) (basierend auf [Lic58]), um Integrale der Form
fzﬁ(u, v) fi fj dp fir diese Eigenfunktionen des Laplace der Flache ¥ durch die Ei-
genwerte des Laplace darzustellen, ohne auch nur in héchster Ordnung Kenntnis des
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Ricci-Tensors zu benétigen. Nach Kenntnis des Autors wurde dies erstmalig von Huang
in einem vergleichbaren Kontext gemacht [HualO, implizit in Lemma 3.7]. Wir verallge-
meinern diese Technik auf den von uns betrachteten Fall und kénnen daher die Stabilitat
der CMC-Flachen folgern, ohne mehr als Abfallbedingungen an die Ricci-Kriimmung
zu fordern. Wobei wir wieder beachten miissen, dass diese Eigenfunktionen ,,die einzige
entscheidenden® sind (vgl. oben). Dadurch erhalten wir die Invertierbarkeit des Sta-
bilitdtsoperators in dem von uns betrachteten allgemeinen Setting einer Cf+1 /Q—ﬂachen
Metrik.

Um die dritte dieser Ideen zu erklaren, bemerken wir, dass es in allen Existenz-Beweisen
der oben zitierten Arbeiten zentral ist, die Position der CMC-Flachen abschéitzen zu
konnen: Es muss gezeigt werden, dass fiir jede der CMC-Flichen ein Bruchteil ihres
Radius ausreicht, um den Abstand des Euklidischen Koordinaten-Zentrums der Fléache
zum Koordinaten-Ursprung nach unten zu beschrianken. Auch in der vorliegenden Ar-
beit ist es zentral eine dhnliche Abschétzung fiir das Koordinaten-Zentrum zu erhalten.
Dafir benutzen wir die Technik, mit der tiblicherweise gezeigt wird, dass diese Flachen
konzentrisch sind (siehe bspw. [CS03, CW08, Hual0, CP11]). Passen wir diese Technik
auf unsere Voraussetzungen an und kombinieren diese mit einer Kontrolle fiir die Ricci-
Integrale [, Ric (v, v) fi du, so erhalten wir die benétigte Abschétzung fiir das Euklidische
Koordinaten-Zentrum. Dabei erméglicht es ein nach Kenntnis des Autors (zumindest
in diesem Kontext) neuer technischer Trick diese Ricci-Integrale abzuschétzen — siehe
Lemma A.1.3.

Wir verwenden diese drei Ideen auflerdem, um im Fall der CE-Fléichen die Invertier-
barkeit des jeweils passenden Pseudo-Stabilitdtsoperator zu zeigen. Dafiir miissen wir
nur annehmen, dass die dabei zusétzlich auftauchenden Fourier-Koeffizienten der zwei-
ten Fundamentalform k bzw. gewisse Momente der Anfangsdaten geeignet kontrolliert
sind — vgl. Voraussetzung IV.3 sowie die Bemerkungen IV.5 und IV.6. Dies erméglicht,
dass wir auch die Existenz und Eindeutigkeit der CE-Fldchen fiir 652+1 /272—ﬂache An-
fangsdaten erhalten und damit auch fiir die CE-Flachen die Annahmen im Vergleich zu
Metzger reduzieren kénnen.? Dabei erhalten wir die Existenz der CE-Flichen insbeson-
dere unter geometrischen Bedingungen, d. h. Bedingungen, die formuliert werden kénnen
ohne Koordinaten zu verwenden, sowie leicht zu formulierenden Bedingungen wir bspw.
asymptotische Maximalitit, C'-Regge-Teitelboim-Bedingungen kombiniert mit dem Ver-
schwinden des (ADM-)Impulses. Zusétzlich erhalten wir weitere bzw. verallgemeinerte
Erkenntnisse iiber die Bedeutung der CE-Fliachen, siche Bemerkung IV.8.

Offene Fragen in direktem Umfeld der Arbeit

Nachdem in dieser Arbeit gezeigt wird, dass jede C?,,, -asymptotisch flache Mannigfal-

e+1/2

tigkeit durch CMC-Fldchen gebléttert wird, ergibt sich zunéchst die Frage, ob umgekehrt

SWir bemerken, dass in dieser Arbeit (im Gegensatz zu der zitierten von Metzger) angenommen wird, dass
(M,7,k,J, ) Anfangsdaten sind, d.h. dass die Einsteingleichungen (I.1) erfiillt werden. Aufgrund der
angenommenen (schwachen) Abfallbedingungen an J und p ist dies allerdings nur eine sehr schwache
zusétzliche Annahme.
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die Existenz einer solchen Blatterung bereits impliziert, dass die geblatterte Mannigfaltig-
keit asymptotisch flach ist, wenn geeignete geometrische Annahmen an die CMC-Blatter
gemacht werden.b

Als offene Frage in direktem Zusammenhang zu dieser Arbeit ergibt sich weiter, ob
fiir die Existenz der CMC-Blétterung tatséchlich die Annahmen ausreichen, welche
flir die Wohldefiniertheit der Masse benétigt sind. Denn mit etwas technischen Mehr-
aufwand sollte es moglich sein die Voraussetzung von der C2-punktweisen Annahme
§—%G = 0(d~¢~"/?) auf die korrespondierende Sobolev-Annahme (5 — %) € W>? s (M\K)
(mit p > 3) zu reduzieren. Es wire auflerdem interessant nachzuweisen, dass bzw. ob
die Hawking-Masse (oder ein anderer solcher Masse Begriff) monoton in der Zeit (und
Radius) auf den CMC- und CE-Fléchen ist — dies ist insbesondere zu erwarten, wenn
man nicht zu jeder Zeit die Fliache mit der gleichen mittleren Kriimmung bzw. gleiche Ex-
pansion betrachtet, sondern die entsprechend der Lichtgeschwindigkeit grofieren Fléchen.
AuBlerdem konnten die in Kapitel I hergeleiteten Kriimmungsidentitdten so umgeschrie-
ben werden, dass sich ein 2+1+1-Formalismus der Einstein-Gleichungen ergibt und es
wére interessant in diesem das Cauchy-Problem zu untersuchen. Dies kénnte bspw. fiir
numerische Betrachtungen der allgemeinen Relativitédtstheorie interessant sein.

Struktur der Arbeit

Im Kapitel I zeigen wir Kriimmungsgleichungen, die fiir Flachen der Kodimension zwei
und die umliegende Mannigfaltigkeit gelten. Genauer erkldren und definieren wir in die-
sem Kapitel zunéchst die in dieser Arbeit verwendeten Schreibweisen, erklidren welchen
Vorzeichenkonventionen wir folgen und geben die grundlegenden Definitionen (Abschnitt
I.1). Anschlieflend (Abschnitt 1.2) erarbeiten wir kurz eine Darstellung des Ricci-Tensors
einer vierdimensionalen Lorentz-Mannigfaltigkeit durch Groflen einer zweidimensionalen
raumartigen Untermannigfaltigkeit und definieren damit (Pseudo-)Stabilitdtsoperatoren,
welche in den spéateren Kapiteln eine zentrale Rolle spielen und daher dort ndher unter-
sucht und beschrieben werden. Schliellich definieren wir in Abschnitt 1.3 die von uns
verwendeten Abfallvoraussetzungen und definieren die von uns in der weiteren Arbeit
verwendete Klasse von ,fast-konzentrischen Sphéren®.

Im Kapitel II fithren wir die (fast) komplette Regularitét-Theorie der in dieser Arbeit
verwendeten zweidimensionalen Fliachen durch, wie wir sie fiir die Existenzresultate und
Evolutionsuntersuchungen benétigen. Genauer definieren wir Sobolev-Normen und zei-
gen im Abschnitt I1.1 das wohlbekannte Ergebnis, dass auf den von uns betrachteten
Flichen fiir diese Normen die bekannten Sobolev-Ungleichungen gelten. Aquivalent zum
Vorgehen im zweiten und dritten Abschnitt in [Met04], [Met07] folgern wir im Abschnitt
I1.2 aus der Simons-Identitét fiir den Laplace der zweiten Fundamentalform aus schwa-
chen Abschitzungen der beteiligten Fléche deutlich striktere Abschétzungen. Durch den
variierten Zugang zur Existenz-Problematik arbeiten wir hier unter deutlich verstarkten
Voraussetzungen und konnen daher auf einen grofien Teil der Techniken Metzgers ver-

5Tn leicht eingeschrankter Weise konnte dies bereits durch den Autor gezeigt werden.
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zichten. Aus diesen Abschétzungen leiten wir im Abschnitt I1.3 weitere Ungleichungen
an die Normale und Koordinatisierung der Fléchen her — wir verzichten dabei darauf ent-
sprechende Resultate von DeLellis-Miiller [DLMO05, Theorem 1.1] zu verwenden, da unter
den hier betrachteten Voraussetzungen weit einfachere Techniken die dquivalenten Ergeb-
nisse liefern. Zusétzliche Ergebnisse zu den ersten Eigenwerten und Eigenfunktionen des
Laplace erarbeiten wir im Abschnitt I1.4. Im anschliefenden Abschnitt I1.5 zeigen wir
die bendtigen a priori Abschéitzungen an den Stabilitdtsoperator der beteiligten Fléche.
Untersuchungen von Translationen schlieen das Kapitel ab.

Im Kapitel III beschéftigen wir uns mit Flachen konstanter mittlerer Krimmung. Zu-
néchst wird im Abschnitt III.1 die Existenz und in Abschnitt III1.2 die Eindeutigkeit
dieser Flichen gezeigt — wie in den Arbeiten von Metzger fithren wir den Beweis durch
ein Offen-Abgeschlossen-Argument. Indem wir dabei allerdings die Invertierbarkeit der
oben erwihnten Stabilitdtsoperatoren anders zeigen, erhalten wir die Existenz und Ein-
deutigkeit der CMC-Flachen unter unseren schwicheren Voraussetzungen (vgl. Abschnitt
,Vergleich mit verwandten Arbeiten, Seite 4). Im Abschnitt I11.3 beschéftigen wir uns
dann erstmals mit der zeitlichen Entwicklung solcher Flachen. Das nach bestem Wissen
des Autors neue Ergebnis dieses Abschnitts ist, dass sich die Flachen entsprechend dem
Quotienten aus Impuls und Masse ,,bewegen®. Dies ist bereits durch die Interpretation
von Huisken-Yau motiviert, die in [HY96] erkléarten, dass die Flachen der CMC-Blatterung
in gewisser Weise als Massezentrum zu interpretieren sind. In Abschnitt I11.4 zeigen wir,
dass das so definierte Massezentrum identisch zum ADM-Massenzentrum ist — dieses
Ergebnis erhalten wir allerdings nur unter stirkeren Annahmen als im Rest der Arbeit
bendtigt werden.” Dieses Ergebnis wurde u. a. auch in [Hual0, EM12] erreicht, dort aller-
dings unter anderen Voraussetzungen. Wir erhalten diese Gleichheit allerdings auch im
Sinne von Existenz, d. h. das ADM-Massezentrum ist genau dann wohl definiert, wenn
das Massezentrum von Huisken-Yau wohldefiniert ist. In diesem Sinn ist auch dieses
Ergebnis nach Kenntnisstand des Autors neu. Weiter geben wir in Beispiel 111.4.3 neue
Beispiele, welche u. a. zeigen, dass die Annahmen an die Skalarkriimmung aus [EM12,
Theorem 6.1] notwendig sind. Dies widerspricht insbesondere dem Koordinaten-Ergebnis
aus [HY96, Thm 4.2], da dort diese Annahme nicht gemacht wird.

Das Kapitel IV kann als Wiederholung des Kapitels III fiir den Fall der Flachen
mit konstanter Ezpansion gesehen werden, d.h. Flachen, die nicht bzgl. des umliegen-
den Zeit-Schnitts sondern bzgl. ihres Lichtkegels konstante mittlere Kriimmung haben.
Genauer zeigen wir im Abschnitt IV.1, dass jede CMC-Flache zu einer solchen Flache
konstanter Expansion (CE) deformiert werden kann — wieder zeigen wir dies durch ein
Offen-Abgeschlossen-Argument. Im anschlieffenden, kurzen Abschnitt IV.2 zeigen wir
die Eindeutigkeit der CE-Fliachen — der Beweis hier entspricht genau dem aus den zi-
tierten Arbeiten von Metzger. Dass die CE-Fléchen (genau wie die CMC-Fldchen) einer
Blatterung des Raums bilden, zeigen wir in Abschnitt IV.3. Im letzten Abschnitt IV.4
untersuchen wir kurz, wie sich die CE-Flachen in der Zeit evolvieren. Genauer zeigen wir,
dass sie unter den hier gemachten Voraussetzungen (u.a. verschwindenden Impuls) ,still
stehen®.

"Weiter verallgemeinert wird dies in [Ner14b].
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. Notationen und Blatterungen

In diesem Kapitel sollen die grundlegende Notations- und Vorzeichen-Konventionen
erklart werden, die in dieser Arbeit verwendet werden (Abschnitt I.1). In Abschnitt 1.2
leiten wir dann die angekiindigte Kriimmungs-Identitidten fiir Kodimension zwei her. In
Abschnitt 1.3 wird dann definiert, welche asymptotischen Eigenschaften in dieser Arbeit
angenommen werden — sowohl fiir die umliegende Mannigfaltigkeit (M,3) als auch fiir
die betrachteten Hyperflichen X.

I.1. Notation und Begriffe

Zunéchst sollen einige der haufiger verwendeten Notationen sowie Vorzeichen- und andere
Konventionen eingefithrt werden.

I.1.1 Notation (Uber Konstanten)

Wir verwenden den Buchstaben C' in Ungleichungen fiir die Aussage ,,es existiert unter den
gegebenen Voraussetzungen eine Konstante C' so, dass diese Ungleichung gilt“. Dabei wird
nicht zwischen mehreren solchen Konstanten unterschieden und immer (nur) entweder
zu Beginn des Abschnitts, in der Aussage oder in der Voraussetzung des zugehorigen
Lemmas/Proposition/Satzes oder Theorems darauf hingewiesen, von welchen gegebenen
GroBen cp, . . . diese Konstanten C' abhéngen — die Notation dafiir ist dabei C' = C/(co, ... ).
Vergleichbar entspricht die Formulierung ,,fir ausreichend kleines bzw. grofles K“ fiir eine
gegebene Konstante K innerhalb von Beweisen, der Aussage ,es existiert eine Konstante
Ky so, dass dieser Argumentationsschritt fiir K < Ky bzw. K > Kj gilt“ und auch hier
wird nicht zwischen verschiedenen solchen Konstanten K unterschieden und wieder (nur)
zu Beginn des Abschnitts, in der Aussage oder in den Voraussetzung des zugehorigen
Lemmas/Proposition/Satzes oder Theorems darauf hingewiesen, von welchen gegebenen
Konstanten ¢, . ..diese Konstanten K abhingen — die Notation dafiir ist K < K(c,... )
bzw. K > K(c,... ). o

Es sei erwdhnt, dass alle Konstanten monoton in ihren Abhédngigkeiten sind, d. h. gelten
die Voraussetzungen auch fiir kleinere Konstanten c, ...als urspriinglich angenomen, so
gilt die Aussage fiir die gleiche oder eine kleine Konstante C' = C(c, ... ). In den nach-
folgenden Kapiteln werden wir auBerdem die Notation Cz = C¢(][c, d], e) fiir Konstanten
Cz = C(c,d, e) verwenden, die ,klein sind“, falls ¢ und d ,klein sind“. Dies wird in den
jeweiligen Abschnitten genauer erlautert.

I.1.2 Notation (Ubliche Tensoren und Koordinatisierung)
Fiir eine Lorentz-/Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) bezeichnet X(M) die Menge

11
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der glatten Vektorfelder, exp, die Exponentialabbildung in einem Punkt p € M, V den
Levi-Civita Zusammenhang bzgl. g, Vf den Gradienten einer Funktion f € ¢!(M), tr
die Spur, ® den Riemann-, Ric den Ricci-Kriimmungstensor und § die Skalarkrimmung
sowie div die Divergenz. In einer Karte x entspricht dies fiir einen nicht-notwendigerweise
skalarwertigen (0,2)-Tensor T' € I'( Bil (T M, TM)) bzw. einen beliebigen Tensor U €
I'(Hom (T'M))

i -1
gzj :cq(elaej)) (ﬂ )1.] = <£7'j>2] 3 FZ]k‘ :g(veiej)ek‘)a
S = 4" Ricyj, Ricij = g" R, Rijkl = g(R(ei, ej)ek, er),
") 3 N
V=g e T =gUTy AU =57 (V) (e),
s

wobei wir hier und im Folgenden die Einstein-Konvention verwenden und die Hebung bzw.
Senkung eines Index die Verjiingung mit g% bzw. gi; bezeichnet, bspw. I‘ijk = gkll"z-jl.
Soweit keine Uneindeutigkeiten entstehen kénnen, unterscheiden wir in der Notation nie
zwischen einen Zusammenhang V auf M und den von ihm auf Tensorbiindeln von M
induzierten Zusammenhangen. o

I.1.3 Definition (Einstein-Gleichungen und -Tensor)
Eine Lorentzsche Mannigfaltigkeit (M, 5) erfiillt die Finstein-Gleichungen fir den Ener-

gie-Impuls-Tensor T, falls
~ — _— ]_ o~
87 T = Ein := Ric — §5§

gilt!, wobei Ein Einstein-Tensor von (M\ ,g) heif3t. o

Da diese Operation in der vorliegenden Arbeit hédufig verwendet wird, fithren wir eine
eigene Notation fiir die ,Verjiingung zweier Tensoren“ ein. Weiter erkldren wir iibliche
Notationen fiir gewisse Tensoroperatorionen bzw. -anteile.

I.1.4 Notation (Schreibweise von Tensoroperationen)

Fiir Tensoren S € I'( Hom**! (T'M)) und T' € I'( Hom'*! (T'M)) iiber einer gemeinsamen
Lorentz- /Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) schreiben wir SOT fur das g-Spurprodukt
(SOT)iy . igjrg = Sh...ileljl...jk und bemerken, dass T'® U @ V wohldefiniert ist, falls
U zumindest zwei Komponenten hat. Weiter bezeichnet (@ A e ), fir Vektorbiindel
Ey, Ey, E3 — M und eine Paarung b : I'(F1) ® T'(E3) — I'(E3) wie iiblich das Wedge-
Produkt iiber b. Zuletzt schreiben wir T° fiir den spurfreien Anteil eines symmetrischen
Tensors T' € I'(Sym (T'M)), d.h. T° := T — Ty g, sowie ]T|§ fiir die vollstandige
Verjiingung eines Operators mit sich selbst, d. h. ]T\; :=* (T, T), wobei hier * die von
g induzierte Metrik auf den Tensoren-Biindel tiber M bezeichnet. o

Da wir im Folgenden Blétterungen einer Mannigfaltigkeit durch Hyperflichen derselbigen
untersuchen wollen, werden wir meistens mehrere Mannigfaltigkeiten zugleich betrachtet

'"Wir lassen im Folgenden den physikalischen Faktor 87 wegfallen und identifizieren Ein und T iiber
diese Gleichung.
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miissen. Um deren Groéflen eindeutig in der Notation unterscheiden zu kénnen, fithren
wir die folgende allgemeine Konvention ein.

I.1.5 Notation (Unterscheidung von Mannigfaltigkeiten)

Sind mehrere Lorentz- /Riemannsche Mannigfaltigkeiten bzw. Metriken involviert, werden
Krimmungsgréfien etc. mit den gleichen Akzenten und Indices wie die zugehorige Metrik
versehen. Betrachten wir bspw. zwei Mannigfaltigkeiten (M,5) und (M, g), so bezeichnen
V, Ric, tr, ® den Levi-Civita Zusammenhang, den Ricci-Kriimmungstensor, die Spur
und das Spurprodukt in M bzgl. 7 und V, Ric, tr und ® die entsprechenden Gréfien in
M bzgl. 4. o

Wie bereits erwihnt sind Hyperflachen von Lorentz- und Riemannschen Mannigfaltig-
keiten zentraler Bestandteil der vorliegenden Arbeit. Auf diesen wird durch die Metrik
der umliegenden Mannigfaltigkeit bekannterweise die zweite Fundamentalform (dufere
Kriimmung) induziert. Da fiir diese verschiedene Konventionen in der Literatur etabliert
sind, erkldren wir welche Vorzeichen-Konvention der zweiten Fundamentalform verwendet
wird.

I.1.6 Notation (Zweite Fundamentalform)

Fiir eine Hyperfliche (M, g) einer Lorentz-/Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,3) be-
zeichnet I die zweite Fundamentalform und k ihre skalarwertige Form bzgl. einer gewéhl-
ten normierten Normalen v von M, d. h.

I(X,Y):=VxY —VxY, k(X,YV):=70(X,Y),r) VX, Yecx().

Es bezeichnet in diesem Fall # := trk die mittlere Kriimmung. Die zweite Fundamental-
form sowie die zugehorigen Groflen erhalten dabei Akzente und Indices entsprechend der
Metrik der eingebetteten (,kleineren“) Mannigfaltigkeit. o

Ist (M\ ,7) eine Lorentzsche Mannigfaltigkeit und M < M eine raumartige Hyperflache
mit induzierter Metrik g und zweiter Fundamentalform k, so steht die zweite Fundamental-
form mit der Kriimmung des umliegenden Raums in dem wohlbekannten Zusammenhang

= o (3 (- T _ o= (3 3 L= 122, ==

J := Ein (19, ) —dlv<ﬂg—k), 0 := Ein (19,19) = 2(5— ‘k‘ﬂ—l—ﬂ >, (I.1)
falls (]\/J\ ,g) die Einstein-Gleichungen erfiillt — vgl. auch Proposition 1.2.1. Dies motiviert
die Definition von Anfangsdaten, siehe bspw. [FB52, CBG69, Yor79].

I.1.7 Definition (Anfangsdaten)

Sind (M, ) eine dreidimensionale raumartige Riemannsche Mannigfaltigkeit sowie k ein
glatter, symmetrischer (0,2)-Tensor, J eine glatte 1-Form und g eine glatte Funktion auf
M, welche die Einsteinschen Zwangsbedingungen (constraint equations)

J - (77 - ¥), o ;(5— \kEH[?) (1.2)

erfiillen, so heifit das Tupel (M, 7,k, J, 0) Anfangsdaten (initial data set), J Impulsdichte
und 9 Energiedichte. o

I1
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I.1.8 Bemerkung (Erkldrung der hier vorkommenden Groflen)

Die Definition der Anfangsdaten ist durch raumartige Hyperflichen in einer Lorentz-
Mannigfaltigkeit motiviert. Wie wir an den Gauf3-, Codazzi-Gleichungen (siehe auch Pro-
position 1.2.1) erkennen, erfiillen die zweite Fundamentalform k, die Energiestromdichte
J = Ein (J,-) und die Energiedichte g = Ein (9,7) einer solchen Hyperfliche gerade die
Zwangsbedingungen (1.2), falls (]/\4\ ,7) die Einstein-Gleichungen erfiillt.> o

Da der Begriff der Blatterungen fiir diese Arbeit zentral ist, wollen wir hier eine exakte
Definition geben — einmal im Lorentzschen und einmal im Riemannschen Fall. Wir
bemerken dabei, dass wir fiir diese Definition nicht zwischen einer Blatterung des gesamten
Raums und einer Blétterung eines Teils des Raumes unterscheiden.

I.1.9 Definition (Zeitliche Blitterung)

Fiir eine Mannigfaltigkeit M, ein nicht-triviales Intervall I O (—¢,¢) und eine Lorentz-
Mannigfaltigkeit (M,7) heift eine injektive Immersion ® : I x M — M : (t,p) —
®(t,p) = 'D(p) zeitliche Blitterung von M, falls (M,'7) fiir 7 := ®;*7 eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und 9®/o¢ zeitartig ist, d.h. g (9%/at,9®/at) < 0. Weiter heifit ¢y :=
02/or Geschwindigkeitsvektor und @ := |5 (&g, €9)|"? Lapse-Funktion der Blitterung. Die
Blitterung heiit orthogonal, falls €y zu jedem Zeitpunkt ¢ € I orthogonal auf ‘M :=
Bild ‘@ steht. o

I.1.10 Definition (Rdumliche Blitterung)

Fiir eine Mannigfaltigkeit M, ein nicht-triviales Intervall R O (—¢,¢) und eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit (M,7) heiit eine injektive Immersion ® : R x M — M :
(r,p) = ®(r,p) = @ rdumliche Blitterung von M, falls g (9%/ar,9®/or) > 0. Weiter
heiBt e; := 9®/ar Geschwindigkeitsvektor und u := 3 (€1,€1)"”? Lapse-Funktion der Blat-
terung. Die Evolution heiflt orthogonal, falls e; zu jedem Index r € R orthogonal auf
+M := Bild ,® steht. o

In der vorliegenden Arbeit werden riumliche Blitterungen (/3), von Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten ("M, ‘7); betrachtet, welche wiederum eine zeitliche Blitterung einer Lor-
entz-Mannigfaltigkeit (M, g) bilden. Wir vereinbaren dabei:

I.1.11 Notation (Akzente von Mannigfaltigkeiten)

Jede Lorentz-Mannigfaltigkeit wird mit einem Dach-Akzent versehen, d.h. mit (M, 3)
bezeichnet. Dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten werden mit einem Quer-
strich versehen, d. h. mit (M, 7) bezeichnet. Werden gleichzeitig mehrere dreidimensionale
Mannigfaltigkeiten oder Metriken betrachtet, so werden diese durch einen linken oberen
Index unterschieden, d.h. (*M,%;), welcher sich auf ihre zweidimensionalen Hyperfliichen
vererbt, d. h. eine Hyperfliche in (“M, ) wird ebenfalls mit dem Index ¢ versehen ('3, %5).
Mehreren zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten oder Metriken werden durch einen lin-
ken unteren Index unterschieden, d.h. (,%,,g) bzw. (!X, lg). Diese Akzente und Indices
werden entsprechend Notation I.1.5 auf die abgeleiteten Grofien (Tensoren) vererbt.

2Wobei wir den Faktor 87 zwischen dem Einstein Tensor und der Momenten- bzw. Energiedichte zur
Verkiirzung unterdriickt haben.
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Teile dieser Arbeit werden sich nicht auf eine spezifische Dimension festlegen. In diesem
Fall erhalten die Mannigfaltigkeiten niedrigster Dimension n — 1 keinen Akzent, die Man-
nigfaltigkeiten mit einer Dimension mehr einen Querstrich und die gréfite Mannigfaltigkeit
(Dimension n + 1) einen Dach-Akzent. o

Es ist bekannt, dass jede Blitterung durch ihren Anfangswert ® und die Werte der
Lapse-Funktionen ‘@ und des Shift-Vektorfelder 9®/at— &' (zu allen Zeiten t) vollstéindig
charakterisiert ist. Daher sprechen wir von einer infinitesimalen Blatterung, wenn diese
Daten nur fiir ¢ = 0 gegeben sind. Da wir vorrangig an den Flichen ‘M := Bild‘®
interessiert sind, unterdriicken wir dabei den Shift, d. h. nehmen 9®/5: = '‘a'J an.

I.1.12 Bemerkung (Infinitesimale Blatterung)
Es ist wohlbekannt, dass fiir glatte Daten jede infinitesimale zeitartige Blatterung lokal

zu einer zeitartigen Blatterung fortgesetzt werden. Das heift, sei (M\ ,g) eine Lorentz-
Mannigfaltigkeit und M eine raumartige Hyperfliche darin mit normiertem, zeitartigen
Normalenfeld 9. Ist 0 < @ € ¢'(M) eine Funktion auf M und p € M, so existiert
eine Umgebung U C M von p € M, ein ¢ = &(p) > 0 und eine zeitliche Blitterung
® : (—e,e) x M so, dass auf M bereits 92/ot = @ gilt. Dies kann bspw. gezeigt
werden, in dem man die Exponentialabbildung eéxp(@ 1) in einer Umgebung von p € M
betrachtet. o

Entsprechend definieren wir infinitesimale rdumliche Blatterungen und erhalten auch
hier lokale Fortsetzbarkeit.

1.2. Kriimmungsgleichungen von Blatterung

In diesem Abschnitt kombinieren wir zeitliche und rdumliche Blitterungen. Genauer
betrachten wir fiir eine zeitliche Blitterung ® : I x M — M eine Familie von raumartigen
Blitterungen ‘W : ¢ x M — M (welche glatt von ¢ abhéingt). Wir werden nun herleiten,
wie die Kriimmungen der inneren Blitter /% := "W(r, M) mit denen der Lorentz-Mannig-
faltigkeit (]/\Z ,4) gekoppelt sind. Der Vollstéandigkeit halber leiten wir dafiir in Proposition
1.2.1 wohlbekannte Gleichungen wie bspw. die Gau$- ((I.6) bzw. (I1.10)) und Codazzi-
Gleichung ((I.5) bzw. (1.8)) her, bevor wir in Proposition 1.2.3 die analogen Gleichungen
flir Kodimension zwei wiederholen. Anschliefend geben wir die Definition und erste
Charakterisierung der im weiteren Verlauf betrachteten (Pseudo-)Stabilitdtsoperatoren —
eine genauere Erkldrung und Untersuchung wird in Abschnitt I1.5 nachgeliefert.

Um in der nachfolgenden Proposition 1.2.1 die beiden Fille ,zeitartige Blatterung
U (—e,e) x M" — M™% und  raumartige Blitterung ® : (—e,e) x M™~! — M
nicht einzeln bearbeiten zu miissen, verstofien wir hier insofern kurz gegen unsere iibliche
Notation indem wir M fiir eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen
oder Lorentzschen Mannigfaltigkeit M schreiben.

I.2.1 Proposition (Kriimmung bzgl. Blitterung der Kodim. 1)
Ist :1x (M",5) < (M,5) eine orthogonale zeitliche resp. riumliche Blitterung mit
Einheitsnormale ¥ und Geschwindigkeitsvektor e; = @) sowie sgn := —1 resp. sgn := 1,

1.2
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so gilt im Sinne von Tensor-Gleichheiten auf M

20k = —j, (L.3)
R (eq, -, eq) = E(E +ak®k — sgn Hess a), (L.4)
i('7'7'760) :a81E> (15)
R =R +sgn (kAK) (L.6)
. . —12
frk = 7 — 2 [K|_ (L.7)
g
— - —2 _
Ric(eg,e0) =@ <}[ - ‘kL —sgn Aa), (1.8)
g
Ric(eo, ) = @ (D7 — divk), (.9)
@Ric = aRic + sgn (2&E6E — aHk + i) — Hess @, (1.10)
~ — 2
S =5+sgn <2Ric(1/, v)+ ‘k‘f - }[2> (I.11)
g o
wobei d; die duBere Ableitung in der ersten Komponente, é := 9¢/a: und Hess @ die

Hessische der Lapse-Funktion bezeichnet, d.h. fir drei Vektorfelder X,Y, Z € X(M) gilt
dK(X,Y,2) = (VxK)(Y, Z) — (VyK)(X, Z) und Hess a(X,Y) = DxDya — Dg_,@.

BEWEIS
Wir identifizieren “M mit M und beachten, dass es geniigt die Gleichungen in einer
Kartenumgebung zu zeigen. Es sei daher 2 eine Karte von M um einen beliebigen Punkt
p € M. Damit ist 7 := (id,z) o ®~! eine Karte von M um ®(p) und wir identifizieren
wir Kartenurbild und -bild. Wir bezeichnen mit e, die Koordinatenvektorfelder mit den
Einschrankungen e; := €;|5;, wobei €y = a2Vt fiir t == Zo. Nach Voraussetzung steht eg
orthogonal auf allen €;. Als Index reichen im Folgenden die lateinischen Buchstaben i bis
m von 1 bis n und griechische Buchstaben von 0 bis n. Wir erhalten mit der Symmetrie

von K B 1 R R 1
aky; = — (7 (e Vo) +3 (6. V56)) = (—2%) ij,
also gilt (I.3). Weiter gilt (I.4) direkt mittels
Roijo = Do (ﬁ (ﬁéi € 50)) -7 (§éi €, ﬁgo g0)
~Di(5 (V5,65,8)) +3 (V6 Vaido)
= @ Doky; + Doarkyj — Ky Dot — 55 (Va5 (e, Vz, 20)
— Di(sgn@ D;@) + sgn D;a Dia + @ 5 ki ky;
=@ Dok;; +sgnagy (ng €j, él) Dya — D;(sgna D;a)
+sgn D;ja Dia + @2 7"k Iy

=@ Dok;; — sgna Hess @;; + azjkl Ejk ki
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aus der Definition des Riemann-Kriimmungs-Tensors und gleichartig folgt (I.5) mit

o~ ~

~ S — — €0 = = _ — € —~
Rijko = 4 (Véi <Véj ek + sgn kjka> — Vg, <Vé¢ € + sgn kikQ) : 60)

g (Veiej e +sgn ((k(éi,vej ék) + DiEjk)% + Ejkﬁéi i?) , §0>
-7 <V€jvei e + sgn <(k(€j, Véi ék) + DjEik)%) + Ek»@éj i?) , /6\0>
= (E(éi, ﬁéj ék> + DiEjk — E(éj, ﬁgi ék) — D]’Eik) .

Fir die letzte Gleichung des Riemann-Tensors beachten wir, dass die Tangentialkompo-
nente von Vg, & gleich Vg, e ist und erhalten (1.6) daher mit

~ = = _ kite . = — _ kire .
Rijkl =3 (Véi Ve, € + sgn %Vgi eo — Ve, Ve, € — sgn %ng €o, el>
= Ryjin — sgnkjrky + sgnkipkj.
Gleichung (1.7) ergibt sich direkt durch (I.3) und
trig k=7"0 (EU) = A + 5™ (05r) 7" ks

Mit (I.7) ist (I.8) nur die Spur von (I.4). Ebenso ist (I1.9) wegen Vg = 0 nur die Spur
von (1.5). Zudem erkennen wir (I1.10) mit (I.6) und der Spur von (I.4). Zuletzt ergibt sich
(I.11) als Spur von (I.10) unter Zuhilfenahme von (I.8) und (1.7). /

I.2.2 Definition (Blidtterung der Kodimension 2)

Ist ® : I x M — (M,5) cine zeitliche und "W : J x M — (M,%5) fiir 7 := "®,5 mit
@ := B(t,-) und alle t € I rédumliche Blitterung, so heit ¥ : I x J x M — M :
(t,r,p) > L®(p) == ®(t,"WU(r,p)) Blitterung von Kodimension 2, falls diese Abbildung
glatt ist. Weiter heifit ¥ orthogonal zum Zeitpunkt ¢ty € I, falls ® orthogonal ist und
" = ¥ unabhingig von t orthogonal bzgl. der Metrik ‘7 ist. Dabei heiit die Lapse-
Funktion “u : J x M — R zu ‘® rqgumliche und @ : I x M — R zu ® zeitliche Lapse-
Funktion. Aquivalent heifien die Geschwindigkeitsvektor €; zu ‘® und €y zu ® rdumlicher
und zeitlicher Geschwindigkeitsvektor, wobei wir o' := 0%/or bzw. e := 09¢/o: fir die
zugehorigen Ableitungen setzen. o

Wir bemerken, dass wir die ,zwischen liegende“ Mannigfaltigkeit M in der Notation
einer Deformation von Kodimension 2 unterdriicken, aber jeweils annehmen, dass sich
die Abbildung der Deformation in dieser Form zerlegen lasst.

1.2.3 Proposition (Kriimmung bzgl. zeitlicher Blidtterung der Kodim. 2)

Sei @ : (—e,e)? x M1 — (]\7"“,2) eine zum Zeitpunkt ¢ = 0 orthogonale Blétterung
der Kodimension 2 in einer Lorentz-Mannigfaltigkeit (M\ ,4)- Bezeichnen v und @ die
rdumliche und zeitliche Lapse-Funktion sowie €; und €y den rdumlichen und zeitlichen

1.2
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Geschwindigkeitsvektor, so gilt fiir k, (X) := k (v, X) (X € X(M)), k,, := k(v,v) und
v := € /y im Sinne von Tensor-Gleichheiten auf M"

_ utl — U
k(ey,e1) = —— k,, = —— 1.12
(e1,€1) —, — (1.12)
. N/ . . .
(us) = (@ trk) - 2uk,,(Va) — 2ak, (Vu) — 2au divk, (1.13)
2 2 o o
Ric(eg, ep) = a( trk —a (]k’ +4lk| + &, ) + AT+ 5 —}[) (1.14)
g g u u
RIC (eo,e1) —a( trk —2k Vu)—i—u(kW}[ divk, —tr(k@k))) (I.15)
_ Vu -
Rlc (eg,") =@ (Dﬂ-[ divk +k, # +k, ®k — k( ” ) —Vl,k,,> (1.16)
1 /- .
Ric(er, e1) = u(#' —u |k[2 —Au) - :(kll) (1.17)
—/!
_u2 (2 E _k vy 052)
4 au
Rlc(el, )—u(D}[ divk — 2k, ® k — 2k, k, + ﬁl;) (1.18)
a/
(k —I—D( ) — k@Da)
a u
Ric = Ric +2(kok—kok -k, k) + trkk — #k (L.19)
= / —/
_E_{_kﬁ_Hessu_Hesﬁsa_gkijwk R

a u U a uo

BEWEIS
Zunéchst kombinieren wir (I1.10) mit (I.8) bzw. (I.9) und erhalten damit (1.17) bzw. (1.18).
Ebenso erhalten wir (I1.19) direkt durch doppelte Anwendung von (1.10).

Nun wihlen wir eine Normalen-Karte = (29, ...,,) von M™ ' um p € M™! d.h.
eine Karte mit z(p) = 0 und |g,, — dpq| < C|a|? fiir eine Konstante C' = C(Ric, p), und
erhalten durch Betrachtung von (Zo,...,7,) =7 := (id,id,z) o ®~1! eine lokale Karte
von M, wobei fiir i € {1,...,n} und p € {2,...,n} insgesamt

- - N 0 N 0 _
Joi :0, glp‘M:O, .T‘Mnfl = (0,0,CL’), @MZGO, @ et = e1

gilt. Es reichen im Folgenden griechische Buchstaben im Index von 0 bis n, die lateinischen
Buchstaben ¢ bis m von 1 bis n und die lateinischen Buchstaben p bis v von 2 bis n.
Es bezeichnen e, die Koordinatenvektorfelder der Karte und ¢; := éi\ﬁ sowie e, =
€p|pn—1 deren Einschrénkungen auf die jeweiligen Hyperflichen. Per Konstruktion steht
eo senkrecht auf allen €; und e; senkrecht auf allen e,.

Nun definieren wir f als die orthogonale PI‘OJthlOIl von e; auf den Normalenraum von
M= 271(,0,RY), d. h. f :==¢y —J1p 5" €q, und erkennen fiir v := =/ ]A auf der spezi-
fischen Flache M"! einerseits @ = u und andererseits auch @ = @. Nach (I 3) gilt damit
—2ak = 7 und —2uk = 99/5(fv), somit folgt direkt (I1.12). Da &, Koordinatenvektorfelder



Kriimmungsgleichungen von Blatterung | 1.2

sind, folgt auf M™! [y, f] = 20uk”, wobei k" := k., g7 €. Da mit kK € X(,M"1)
durch die Annahme an die Karte im betrachteten Punkt auch D5 5"9|, = 0 gilt, folgt
damit auf M"~! in den gewihlten Normalkoordinaten

trk = %tr(Lgﬁ) - %tr( Ls, eoﬂ) ZtrLre\O’ﬂé?
_ _%}[+ %tr(K’) + %trE - ;ﬂ” (Dr (5“Evs) +Ds (EUEW‘»

— —/
—ak,H+ 2 tr(K') + Ltk — 2k, (Va) —
u

a
U U

2—k,(Vu) — 2adivk,.
Da weiter
H = trk — gP" grs g° kpg = trk + 20 g7 Ky g% kpy = trk — ggpr ks 4°% g
u
gilt, erhalten wir (durch Wiederholung dieser Rechnung)
. _ as N @ — _ o — _
9 =k, 3+ (t1k) + = trk — 2K, (Va) — 25 K, (Vu) — 2a divk,.
u u u
Also folgt (I1.13). Weiter erkennen wir (I.14) unter Verwendung von (I.4) durch

Riceo,e0) _ 557 ajP ‘7 +Aa
@] Y4

= otk + 200 (7% ) + % ( ) ]kz\ + 2*5 Pik Ky,

-/ —/ —/

S N Ry 7y
u u u

+

Dies impliziert (I.15) durch (1.9) und

RIC 61760 ( ) ( ), <%k1] _E(ﬁeiél"%) _k(€1,Veiej)>
= ( ) ( u) ((kn) - 2k<1;/ & —ugh Dpueq,él)> —ﬂpq%;lf

+gqu<Dupuel —ug"kypes, eq) —I—gqu<el Kpg Pl + Ve, )
= (trE)l + (Ew,), — (E,,l,>, — 24" Dyu k,,q —udivk,
= 7 (g™ K Kog — ukpg Ko ).
Wiederum mit (1.9) erhalten wir schliefilich (I1.16) mittels

Ric(e,, o) _ dtrk N Ok, N k(ep,u'v —ugi Dyue,)
@ Oz OxP u?

_ 121{2”” - % (V@lg)p — divk + k(kT, ep) + Hk(ep, v)
T ok koD
= %t;lf + 881;”: — ( ” u>p - (Vﬂg)p — divk + H k(v, e,) + k(?, ep> J

|
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Da ein zentrales Mittel der Haupttheoreme dieser Arbeit die Deformation einer Flache
ist, wollen wir nun neben Bldtterungen auch Deformationen von Flichen betrachten.

I.2.4 Definition (Rdumliche Deformation)

Fiir eine Mannigfaltigkeit M1, ein nicht-triviales Intervall R O (—¢,¢) und eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit (M, 7) heiBt eine glatte Abbildung ® : Rx M — M : (0,p)
«@(p) := ®(o,p) raumliche Deformation von Kodimension 1 von oM := Bild (@, falls ,®
fiir alle 0 € R eine injektive Immersion ist und ,M := Bild ,® ein normiertes Normalen-
feld ,v besitzt. Weiter heifit ,e1 := 9®/9s Geschwindigkeitsvektor und ,u := 7 (,€1, oV)
Lapse-Funktion der Deformation. Die Deformation heifit orthogonal, falls ,e; zu jedem
Index o € R orthogonal auf ,M := Bild ,® steht. o

Das heifit, Blatterungen und Deformationen unterscheiden sich nur insofern als dass die
erzeugten Flichen M von Blétterungen paarweise disjunkt sind (und daher die Lapse-
Funktionen strikt positiv sind), wéhrend dies fiir Deformationen nicht gefordert wird.
Wieder betrachten wir auch den Fall von Kodimension zwei.

I.2.5 Definition (Rdumliche Deformation, Kodimension zwei)

Fiir eine zeitliche Blitterung ® : I x M" — (M™1,3), eine Mannigfaltigkeit M™~! und
cin nicht-triviales Intervall R D (—¢ , ) heifit cine glatte Abbildung W : I x Rx M — M :
(t,o,p) — W(p) :== ¥(t,0,p) Deformation von Kodimension 2 von °M := Bild*¥ in
{*M = Bild'®},, falls "W : Rx M — 'M : (o,p) — ¥(o,t, p) fiir alle ¢ eine wohldefinierte
riumliche Deformation (von Kodimension eins) ist. Weiter heifit ‘e := 0®/ac riumlicher
Geschwindigkeitsvektor und fu =g (te1, lv) riumliche Lapse-Funktion der Deformation.
Die Deformation heifit orthogonal, falls e zu jeder Zeit t € I und jedem Index o € R
orthogonal auf (M := Bild !® steht. o

Wir verzichten auf die Indices r bzw. ¢, r, falls dadurch keine Uneindeutigkeiten entste-
hen. Ebenso bemerken wir wiederum, dass wir in der Notation einer Deformation von
Kodimension 2 die ,zwischenliegenden Mannigfaltigkeit* ‘M erneut unterdriickt haben,
obwohl deren Existenz weiterhin vorausgesetzt ist.

I.2.6 Bemerkung (Kriimmung bzgl. Deformation)

Wir bemerken, dass die Gleichungen aus Proposition 1.2.1 ebenso fiir eine rdumliche,
orthogonale Deformation anstelle einer rdaumlichen Blatterung gelten, ebenso gelten diese
Gleichungen aus Proposition 1.2.3 fiir eine orthogonale Deformation der Kodimension
2 anstelle einer Blétterung der Kodimension 2, wenn wir (I.14), (I1.16) und (I.17) mit
u bzw. o multiplizieren, um eine Division durch Null zu verhindern. Wir kénnen diese
Gleichungen auch in einem infinitesimalen Sinn anwenden — vgl. Bemerkung 1.1.12.

Wir erkennen dies, da es sich um lokale Gleichungen handelt, die innerhalb von [u > 0]
— und aus Symmetrie-Griinden auch innerhalb von [u < 0] — gelten. Im Inneren von
[u = 0] erhalten wir die Gleichungen ohne Abhéngigkeit von u, indem wir stattdessen eine
Teiliiberdeckung mit u = 1 betrachten (s. Bemerkung 1.1.12). Alle anderen Gleichungen
entsprechen in [u = 0] direkt der trivialen Identitat 0 = 0. Aus der Stetigkeit beider
Gleichungsseiten erhalten wir damit alle Gleichungen iiberall. o
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1.2.7 Notation (Anderung 8/a(fv) entlang infinitesimalen Deformation f v)
Fiir eine Hyperfliche M < (M, %) mit normiertem Normalenfeld v, eine glatte Funktion
f: M — R so wie einen Tensor 17" auf M bezeichne

or 05 T)

T = =
R T FEa

die Lie-Ableitung dieses Tensors, wobei @ : (—¢,¢) x M — M : (o,p) — ®f(o,p) eine
beliebige Deformation mit dem Geschwindigkeitsvektor f v auf M ist. Wir verwenden
die selbe Notation fiir andere Grofien, deren Ableitung in diesem Sinne wohldefiniert
ist. Beispielsweise ist dies fiir die Spur eines (0,2)-Tensors 7" auf M moglich, indem
wir @7} (trT) als Riickzug der Spur von T' auf der korrespondierenden Fliche ® (o, M)
interpretieren. o

Durch Beachtung von (I.3) erkennen wir, dass in diesem Sinne £,,(du) = —#Hu gilt.
Betrachten wir nun die (in diesem Sinne) zweite Ableitung (zweite Variation) des Fli-
chenfunktionals du, so erhalten wir den etablierten Stabilitdtsoperator, siche bspw. [Bd12]
oder in diesem Kontext [HY96].

I.2.8 Definition (Stabilitdtsoperator)
Ist M"~ ' < (M",7) eine Hyperfliche in einer Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, %) mit
normierten Normalenfeld v, so heifit

OH
a(fv)
Stabilititsoperator von (M,g) < (M,g). Dieser ist nach (I.8) aus Proposition 1.2.1
wohldefiniert und erfillt

04 CH(M) — (M) : f s Ly, H =

“Af = (Ric(,v) + [K2) f+AF ¥ fec(M). (I.20)
<o

Da wir im Folgenden nicht nur Flichen konstanter mittlerer Kriimmung # betrachten,
sondern auch Flichen konstanter Expansion # +trk untersuchen, ist es natiirlich nicht nur
die Variation der mittleren Kriimmung sondern auch die der Expansion zu untersuchen.
Dariiber hinaus deformieren wir in den Abschnitten I11.3 und IV.4 auch in zeitlicher
Richtung, wodurch sich der zeitliche Pseudo-Stabilitdtsoperator erklaren wird. Fiir ein
Offen-Abgeschlossen Argument lassen wir dabei ein zusétzliche Gewichtung 6 € [—1, 1]
zu — dies wird in Kapitel IV ausfiihrlich erklart werden.

Diese Art von Operator wurde nach Kenntnis des Autors erstmalig in [Met04] verwen-
det. Die Bezeichnung als (Pseudo-)Stabilitatsoperator soll lediglich die ,N&he“ zu obigem
Stabilitdtsoperator hervorheben. Weitere Informationen zu diesen Operatoren geben wir
in Abschnitt I1.5.

1.2.9 Definition ((Pseudo-)Stabilitdtsoperatoren)
Seien (M",5) < (M™t!,3) eine orientierte rdumliche Hyperfliche einer Lorentz-Mannig-

faltigkeit (M\ nt1 7)) und M1 < M" eine orientierte Hyperfliche. Fiir eine Konstante

21
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6 € [-1,1], eine Funktion f € ¢2(M™!) und eine Funktion g € c2(M") heiBen
O (7 + k) 0 (7 + 6rk)
T Aarr.N o fog =N

a(fr) a(gﬂ)

b-gemischter (Pseudo-) Stabilititsoperator von f bzw. zeitliche Anderung der b-gemischten
Krimmung bzgl. @, wobei v bzw. 9 das normierte Normalenfeld von M1 < M" bzw.
M" < M™1 bzgl. der jeweiligen Orientierung bezeichnet. o

i?lf =

Wir bemerken, dass % nicht durch die Werte von g auf M™~! charakterisiert ist,
sondern Werte aus einer infinitesimalen Umgebung von M"~! einflieen (siehe (1.22)).

Ebenso wie in Definition 1.2.8 die Charakterisierung des Stabilitdtsoperators durch
GroBe der Flache M angegeben ist, geben wir nun eine Charakterisierung dieses weiteren
(Pseudo-)Stabilitdtsoperators und der zeitlichen Anderung der gemischten Kriimmung.
Entsprechend der Bemerkungen 1.1.12 und 1.2.6 nehmen wir dabei an, dass die Funktionen
f bzw. g Lapse-Funktionen einer Deformation von Kodimension zwei sind.

1.2.10 Proposition ((Pseudo-)Stabilitidtsoperatoren)

Sei (M,g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit mit Einsteintensor Ein und sei ® : (—¢,¢)?

X

(M™, g) — (M,7) eine riumliche Deformation der Kodimension 2 mit réumlicher und
zeitlicher Lapse-Funktion v und @ sowie rdumlicher und zeitlicher Deformationsnormalen
v = @/u und 9 = eo/a. Fiir jede Konstante 6 € [—1,1] gilt

‘% f = (Ric(v,v) + 2 + 6Bin (9,v) — 6k, + 6divk, + 6tr(kOK))f  (121)
+ 26k, (Vf)+Af,
“Yya = (Ein (v,) + 6Ein (,9) + 6Ein (v,v) — 6Ric(v,v)) (1.22)

t+a (—divky 16 ‘EE 166 |k,

2 _
— b kwtrk>

g

/

+atr(kok) —2E(Va)+ﬁ%(trﬁ+}[) — bAw. o

BEWEIS
Es folgt mit (1.15) und Ein (J,v) = Ric (J,v) durch (1.20) direkt (1.22). Betrachten wir
(I.13), so erhalten wir mit (I.14), (I.17), (I1.20) und der Definition des Einsteintensors

N\ — k) 2 2 a— Ha' _
Ein (19,19) + Ein (v,v) = (> — ‘k‘ -6k, | + M + Ric(v,v) + ky, trk
a g g a
und daher folgt die zweite Gleichung (I1.22). /

Die Gleichung (I.21) wurde auch von Metzger hergeleitet [Met04, Met07]. Dieser bezeich-
net sie als Linearisierung der # & P-Abbildung®. Diese Bezeichnung und die Operatoren
selbst werden in Abschnitt I1.5 und Kapitel IV weiter erklart und untersucht.

5Wobei 2 in unserer Notation trk ist. Die hier punktweise ausgefiihrte Gleichung (1.21) kann nach
Integration in die ,Integral-Formel® fiir [ °% f f du aus [Met04, Prop. 2.4] umgeformt werden.
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1.3. Abfallbedingungen und Masse

Wir werden in den folgenden Kapiteln Riemannsche Mannigfaltigkeiten bzw. Anfangs-
daten betrachtet, die asymptotisch flach sind. Das heifit, wir betrachten Mannigfaltig-
keiten die (auBerhalb eines Kompaktums) diffeomorph zum Euklidischen Raum sind und
deren Metrik etc. gewisse asymptotische Annahmen erfiillen. Um diese nicht jedes Mal
ausfiihren zu miissen und da es fiir diese verschiedene Definitionen in der Literatur gibt,
flihren wir hier ein, welche Definition dieser Begriffe wir verwenden und erklédren diese
Annahmen in der nachfolgenden Bemerkung 1.1.8 weiter. Die hier verwendete Definition
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, die asymptotisch flach ist, wird bspw. auch in
[Met07, HualO, EM12] verwendet.

1.3.1 Definition (Asymptotische Voraussetzungen (flach))

Eine dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, %) heifit C€k+1 /Q-ﬂach, falls au-
Berhalb eines Kompaktums L C M fiir ein Ry > 0 eine Karte 7 : M \ L — R3\ Bg,(0)
existiert, fiir eine Konstante ¢y, den Euklidischen Koordinatenabstand vom Koordina-

tenursprung d : M \ L — (0,00) : p +— |Z(p)| und die Euklidische Metrik %

ol (Zz‘j - eﬁz‘j)
oz

Co

Viy| <k
= gatethl <k,

gilt und die Skalarkriimmung § mit punktweiser Abschitzung integrabel ist, d. h.

Ei(d) . d—o0
23 mit  Es(d) 0.

EeLl(M\f), 5| <

Gilt dies fiir E(d) = @/a=, so heiBt (M, ) C€k+1/2 -flach mit stark abfallender Skalarkrim-
mung.

Sind (M, 7,k,J,0) Anfangsdaten fiir die (M, 7) C‘Elﬂr1 j,-flach ist und fiir die Konstanten
0 und ¢; existiert so, dass in der asymptotisch flachen Karte

C1
= g5+l

k..
|a kij Vv <k—1 (1.23)

oz

gilt, so heifit (M,7,k,J,0) Cslf(;—ﬂach. Die Energiestromdichte heiit integrabel, falls J €
LY(M \ K) gilt. Gilt zusitzlich

d—00

< Eg(d)

7| < T mit Ex(d) 50,
so heift sie mit punktweiser Abschditzung integrabel. Ist dabei E5(d) = ©1/d°, so heilen die
Anfangsdaten mit stark abfallender Energiestromdichte. o

I.3.2 Bemerkung (Erklarung der Abfallbedingungen der weiteren Grofien)
Passenderweise werden wir zumeist 6 = € + 3/2 annehmen, wie es fiir eine Ableitung der
Metrik zu erwarten ist. Im Kapitel IV werden wir jedoch C52_|.1 /o ,-flach annehmen miissen.

L.3

23



I

24

Notationen und Blétterungen

Weiter bemerken wir, dass weder die punktweise Abschitzung an S bzw. J die Integrabi-
litét von S bzw. J impliziert, noch umgekehrt. Die zusétzliche technischere, punktweise
Abschiitzung an S bzw. J wird die Stabilitit bzw. ,korrekte zeitliche Bewegung® der
CMC-Fliachen implizieren. Wir werden ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass E5 monoton fallend ist, sowie

Co
>~ T1+87

OE5(r)
or

Co
=

(1.24)

ISIlL1 g3\ 5, (0)) < Ez(r), < Eg(r), ‘

erfiillt. Weiter bezeichnet E7 im Fall integrabler Energiestromdichte eine monoton fallende
Funktion mit

il
und ist J punktweise abgeschétzt integrabel, so nehmen wir auBerdem

‘d3j’ < Ey(d)

C1
— 7"1+€

0E5(r)
or

LR\ B, (0) < Es(r), — < E5(r),

an. <

Fir asymptotisch flache Mannigfaltigkeiten hat sich der Begriff der ADM-Masse mapm
in der Literatur etabliert, welcher von Arnowitt-Deser-Misner definiert wurde [ADMG61]
und nach diesen benannt ist.

1.3.3 Definition (ADM-Masse)
Die ADM-Masse mapy einer C2

T e+1/2
(M,g,T) ist durch

1 <8 0F:i . OFu
.= lim 2 : JJ =t Jt z> ds
MADM rl>oo 167r = /53(0)( ot v oz’ * K

definiert, wobei & das Euklidische Fldchenmaf ist. o

-asymptotisch flachen Riemannschen Mannigfaligkeit

Diese Masse-Definition ist fiir CE2 1 /Q—asymptotisch flache Riemannsche Mannigfaltigkei-

ten wohldefiniert [Mur86, Bar86, Chr88]. Wir werden in dieser Arbeit die alternative

Darstellung
-1 .
m = lim / RiCZ‘j E’Wdﬁ (1.25)
52(0)

r=00 8y

verwenden, welche auf einer Idee von Schoen basiert [CS03, CWO08].* Wir wiederholen in
Lemma A.1.2 die Wohldefiniertheit dieser Masse.

1Es sei angemerkt, dass die Gleichheit m = mapm zunichst nur fiir konform flache Riemannsche
Mannigfaltigkeiten (M,7) mit Skalarkriimmung § € L'(M) gilt. Durch Anwendung des bekannten
Dichtheitsergebnisses von Corvino-Schoen [CS03, Theorem 5] erhalten wir das gleiche Ergebnis fiir
2 s,-flache Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Dabei kénnen die punktweisen Abfall-Annahmen auch
durch Sobolev-Annahmen ersetzt werden. Wir erhalten mit der gleichen Argumentation wie im
konform flachen Fall, dass auch fiir ¢2 +1/.-flache Riemannsche Mannigfaltigkeiten dieser Limes existiert.
Die Gleichheit mit der ADM-Masse verbleibt unter diesen Voraussetzungen jedoch zu zeigen. Da wir
im weiteren keine anderen Masse-Begriffe untersuchen werden, bezeichnen wir die so definierte Masse
stets mit m und nehmen an, dass sie nicht Null ist.




Abfallbedingungen und Masse

Fiir kleine Teile der Arbeit werden wir die in der Literatur etablierten Regge-Tei-
telboim-Bedingungen bendtigen, welche besagt, dass die Metrik g in héchster Ordnung
symmetrisch ist [RT74] — fiir weitere Erklirungen siche bspw. [BO87, Hual0] und die
darin zitierten Arbeiten. Wir bemerken, dass die hier von uns gemachten Bedingungen
schwécher als die iiblichen Regge-Teitelboim-Bedinungen sind, weswegen wir die hier
gemachten als Pseudo-Regge-Teitelboim-Bedingungen bezeichnen.

I.3.4 Definition (Asympt. Voraussetzungen (Pseudo-Regge-Teitelboim))
Eine Cf+1 ,-flache Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,7) erfiillt die Cf+3/2—Pseudo—Regge—
Teitelboim-Bedingungen, falls

o (?ij —4ij © @Sp)
oTY

Co - — E*(d)
Vhi<k, — IS=Sewsl< =5

- d%-i—é-l—h\

gilt, wobei pg,(p) = T~ '(—Z(p)) die (auBerhalb eines Kompaktums Ly € M wohldefi-
nierte) Spiegelung am Koordinaten-Ursprung bezeichnet.
C€k+1/2—ﬂache Anfangsdaten (M, 7,k,J, ) erfiillen die Cf+3/2 c+5o- Pseudo-Regge- Teitel-

boim-Bedingungen, falls deren Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,7) die Cf+3/2—Pseudo—
Regge-Teitelboim-Bedingungen erfiillt und
0" (k5 + ki 075 ‘0 Vv <k—1
oz = g3tethl = '
gilt. o

Wir werden fiir asymptotisch Schwarzschilde Riemannsche Mannigfaltigkeiten zuséatzliche
Aussagen beweisen und geben daher hier die entsprechende Definition, vgl. bspw. [Met07,
Hual0, EM12].

I.3.5 Definition (Asymptotische Voraussetzungen (Schwarzschild))
Eine Cf+1 /Q—ﬂache, dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,7) bzw. eine An-

fangsdaten (M, 7, k,J,0) heifit Cﬁe—asymptotisch zu Schwarzschild, falls

o (ﬁz’j - ?ij)

oz

Co
= dltethl

Vv <k

gilt, wobei °7 := (1 + m/2d)* ¢ die Schwarzschild-Metrik bezeichnet.

In dieser Arbeit werden wir immer C€2+1 fo-flach und fiir einzelne Aussagen auch Clyo-
Asymptotik zu Schwarzschild fordern — wir bemerken, dass die vorgefiihrten Beweise
auch unter geeigneten Sobolev-Annahmen (vgl. [Bar86]) statt punktweisen-Annahmen
giiltig bleiben. Wir bemerken auerdem, dass der (ADM-)Impuls wohldefiniert ist, falls
die Anfangsdaten mit punktweise abgeschéatzter, integrabler Impulsdichte sind und zeigen
dieses bekannte Ergebnis in Proposition I11.3.7.

L.3
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Notationen und Blétterungen

Ebenso wie wir oben asymptotische Annahmen an Riemannsche Mannigfaltigkeiten
und Anfangsdaten gemacht haben, betrachten wir nun ganze Familien von solchen —
genauer betrachten wir zeitliche Blatterungen von Lorentz-Mannigfaltigkeiten. Wie oben
erklart konnen diese in wohldefinierter Weise infinitesimal erklart werden.

I.3.6 Definition (Asymp. Voraussetzungen an Blitterungen)
Sei @ eine strikt positive Funktion auf C€k+1 /Q—Hachen Anfangsdaten (M,7,k,J,0) (bzw.
diese Anfangsdaten C{er—asymptotisch zu Schwarzschild). Gilt fiir eine Konstante ¢;

8\’7\(@ _ 1)
otz

c1

- d%—i—s—l—\'y\

so heifit (M,7,k,J, 0, @) C€k+1/2—ﬂache infinitesimale Bldtterung (bzw. Cﬁ_e—asymptotisch
zu Schwarzschild) und @ heifit Lapse-Funktion dieser infinitesimalen Blatterung.

Eine zeitliche Blitterung ® : I x M — (]\7 ,g) einer Lorentz-Mannigfaltigkeit (]\7 .4)
heif3t gleichmdjig C5k+1 / -flach bzw. Cﬁg-asymptotisch zu Schwarzschild, falls aulerhalb
eines Kompaktums L C M eine Karte 7 : M \ L — R3 \ B,,(0) sowie Konstanten ¢, ¢
und @, existieren so, dass alle Hyperflichen (*M, 7, %k, 'J, '3, @) bzgl. der induzierten Kar-
te und den gegebenen Konstanten Csk+1 /2—ﬂach bzw. C{‘Zra—asymptotisch zu Schwarzschild
sind. Dabei bezeichnet 7 die induzierte Metrik auf ‘M := ®(¢t, M), 'k die zweite Funda-
mentalform, tJ := Ein (*9,-) die Energiestromdichte, 1o := Ein (%9,%9) die Energiedichte
und @ := |7 ("0,9®/at)| die Lapse-Funktion, wobei ") die zukunftsgerichtete Normale an
M ist. o

Wir werden in dieser Arbeit vorrangig mit Flichen arbeiten, die fast konzentrisch
sind, d. h. die in wohldefinierter Weise nicht zu weit von einer Koordinaten-Sphére mit
Zentrum im Ursprung entfernt sind. Um auf diese leichter zu referieren, definieren wir
hier die zugehorige Klasse von Fléchen.

1.3.7 Definition (Asymptotisch fast-konzentrische Flichen %%°(co,c1,cs))
Seien (M, ) eine CE2 1 /z—ﬂache Riemannsche Mannigfaltigkeit und cg,co,c1 > 0 und § > 0
Konstanten mit § > 0 oder ¢y < 1. Eine ¢V'-Hyperfliche ¥ < M heifit Cga +3/2—fast
konzentrische Sphdre mit Radius vergleichbar zu o > 0, in Symbolen ¥ € ?(‘ff(co,cl,(:g),
falls

e > hom6éomorph zur Sphére ist;

e die Fliache approximativ der einer Euklidischen Sphéire vom Radius o entspricht,
d. h. ,
’|E| - 47702‘ <cpo2” 5

e die Sobolev-Ungleichung mit Sobolev-Konstanten cg gilt, d. h.

Y
12 < es ( / Flan /2 / \Vflgdu) = cs | flwiag Y1 e E);



Abfallbedingungen und Masse

e cin Punkt® 2 = Z(3) € R? mit

1-6

|Z| <cpo°, mzax]dg— ol < e

existiert, wobei dz : M \ K — (0,00) : p+— |Z(p) — 7. o

Spéter wird o der Kriimmungs-Radius von ¥ sein, sieche Bemerkung I1.1. Wir werden
im Folgenden immer annehmen, dass die Konstanten cg, cg, und ¢; im Vergleich zum
Kriimmungs-Radius o klein sind. Weiter wird die Sobolev-Norm || + ||yy1.1 (5 hier nur
zur Vergleichbarkeit zu den spéteren Abschnitten (insbesondere Voraussetzung I1.1.1)
verwendet. Allgemein werden die Sobolev-Normen in Definition 11.3 eingefiihrt.

I.3.8 Bemerkung (Ausreichende, allgemeinere Klasse von Flichen)

Die Voraussetzungen an %X konnen abgeschwécht werden, vgl. auch Bemerkung 11.2.4.
Dies wird durch den Autor in [Nerldb] bzw. [Nerl4a] ausgefiihrt, der Vollstandigkeit
halber geben wir diese Bedingungen hier trotzdem wieder: Eine Fliche ¥ — M ist
schwach Cf;’e +3/2-fast konzentrisch mit Radius vergleichbar zu o > 0 und zugehorigen
Konstanten ¢; > 0 und n € (0, 1], falls

‘47702 — ]Z|‘ <c¢ o%*E, ot < rnzin a2
C1 3 2
/E}[Zd,u—l&r(l—g)ggn, Z][Exidu <(1-n)o

i=1
gilt, wobei g das topologische Geschlecht von ¥ ist. In dieser Arbeit kann die Bedingung,
dass eine Flache X ,,C§3/2+€—fast konzentrisch mit Radius o > 0 ist (X € %% (co,c1,c5))¢

iiberall durch ,,> ist schwach Cg o .-fast konzentrisch mit Radius o > 0“ ersetzt werden,
siehe [Nerl4b] bzw. [Nerl4a]. o

®Dieser kann damit als Euklidisches Zentrum von ¥ gewihlt werden, sieche Proposition 11.3.3 und
Definition 11.6.3.

L.3
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Il. A priori Abschatzungen von und in
Spharen

Dieses Kapitel ist der Untersuchung der Regularitét der betrachteten ,,Sphéaren“ gewidmet.
Im Folgenden bezeichnet 3 eine geschlossene Hyperfliche einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M,7), wobei ¥ fast konstante mittlere Kriimmung # habe und diffeomorph
zur Einheitssphire sei.! Dabei setzen wir voraus, dass (M,5) c2 ,,,-flach ist. Wir werden

e+1/2
die Ergebnisse des Kapitels dann einmal auf Flachen tatsdchlich konstanter mittlerer
Krimmung # =: —2/o und einmal auf Fldchen mit konstanter Expansion # + ptrk =: =2/

anwenden.? Erstere haben per Definition konstante mittlere Kriimmung, zweitere haben
asymptotisch konstante mittlere Kriimmung, falls k auf geeignete Weise ausreichend klein
ist. Entsprechend unterscheidet sich auch das Abfallverhalten dieser Flichen. Damit
wir trotzdem nicht alle Regularititssitze zweimal zeigen miissen, bearbeiten wir die
Regularitat allgemeiner, so dass beide Félle enthalten sind. Dadurch werden jedoch
einige zusétzliche Exponenten nétig. Wir erkldren nun, wofiir im Folgenden welches
Exponenten-Symbol verwendet wird, also zu welcher Eigenschaft diese korrespondieren.

e: Wird immer zum Grad der Asymptotik der Metrik von M korrespondieren — ent-
sprechend Abschnitt 1.3;

K: Wird auch immer zum Grad der Asymptotik der Metrik von M korrespondieren:
Im Fall asymptotisch flacher Riemannsche Mannigfaltigkeiten sei K := ¢ + 1/2 und
sonst K =¢+1;

l

Korrespondiert im Fall der Flachen konstanter Expansion zum Grad des Abfalls
der zweiten Fundamentalform k der Anfangsdaten. Im Fall Riemannscher Mannig-
faltigkeiten ist L := e + 3/2. Damit gilt in jedem Fall L > 3/2.

k: Entspricht dem Grad des Abfalls des spurfreien Anteils K der zweiten Fundamen-
talform k der betrachteten Fliche M < M. In Proposition 11.2.2 ergibt sich
k=min{K +1,L +1};

d: A priori angenommene ,Zentriertheit der Flache®, genauer gesagt gilt |d — o| <
co 00 fiir den Euklidischen Koordinaten Abstand d vom Koordinaten Ursprung.

Ist (M,7) mit stark abfallender Skalarkriimmung, so wird fiir die von uns betrach-
teten Fliachen § = € und ¢y < oo gelten. Ist dies nicht der Fall, so betrachten wir

"Wir erkliren im Folgenden, was wir unter fast konstanter mittlerer Kriimmung verstehen.
*Wir werden im gesamten Kapitel etwas schwichere Voraussetzungen annehmen als wir spéter vorfinden
werden, damit wir Aussagen fiir allgemeinere Félle erhalten.
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spéater nur Familien von Flichen {,X}, so, dass diese Ungleichung fiir 6 = 0 und
cop = ¢o(0) mit co(o) — 0 fir o — oo gilt.

7: ,Zentriertheit der Flache um ihr Koordinaten-Zentrum, d. h. fiir den Euklidischen
Koordinaten Abstand dy vom Koordinaten-Zentrum z von ¥ gilt |dy —o| < Co!™7.
A posteriori ergibt sich in Proposition 11.3.3, dass dies fiir alle 7 € (0, ) und je
eine Konstante C' = C(7) gilt. In den von uns spéter betrachteten Féllen gilt sogar
T =K.

Es sei dabei angemerkt, dass dies konzeptionelle Erklarungen sind, d. h. die korrespondie-
renden Ungleichungen gelten fiir gewisse Konstanten (wie ¢p), die sich von Abschnitt zu
Abschnitt dndern. Aulerdem werden alle Aussagen nur fiir Flichen von ausreichendem
Radius gelten, wobei die Bedeutung von ,ausreichend“ von obigen Exponenten (¢, K, L,
K, 0, 7) und der zugehérigen Konstanten (z. B. ¢y) abhéngt. Weiter bemerken wir, dass
(in geeignet konstruierten Karten) jede Fliche ¥ € %%%(co,c1,c¢g) (entspr. Definition
1.3.7) die Voraussetzungen der folgenden Abschnitte erfiillt, wobei die dort verwendeten
Exponenten , K, L und 7 wie oben erklirt gesetzt werden.

Wir werden zwischen den Abschnitten die Radius-Definition verdndern, dabei aber
jeweils Vergleichbarkeit der verschiedenen Radien erhalten.

I1.1 Bemerkung (Uber den Radius)

Wir bemerken, dass der Begriff des ,Radius® fiir geschlossene Flichen im R? auf verschie-
dene Weisen definiert werden kann und fithren daher im Folgenden auch verschiedene
Schreibweisen dafiir ein. Fiir die Definition des Radius diber den Fldacheninhalt, d. h.
|X| =: 4762, schreiben wir ¢, fiir die diber den gréften ,ganz in ¥ enthaltenen konzentri-
schen Ball schreiben wir r := min{|p| : p € ¥} und fiir die dber die Krimmung H =: =2/
(bzw. H + btrk =: —2/5) schreiben wir o — falls eine dieser beiden Kriimmungen konstant
ist.

In diesem Kapitel werden wir insbesondere erkennen, dass diese Radius-Begriffe in
den von uns betrachteten Féllen im Wesentlichen dquivalent sind, d. h. fiir Konstanten
¢s,co,c1 > 0 und § € [0,¢] existieren Konstanten C' = C(|m|,¢e,¢, d,co,c1) und C' =
C'(|ml,e,%o,c1) so, dass fiir alle ¥ € %% (co,c1,cs) (entspr. Definition 1.3.7)

ls—r[+ s — ol <Co'™ baw. ls—rl+]s—0|<ecC'o+Co'* o
gilt, falls § > 0 bzw. ¢g < 1.

I1.2 Bemerkung (Aufbau dieses Kapitels)

Im Abschnitt I1.1 werden wir das bekannte Resultat wiederholen, dass auf geschlossenen
Mannigfaltigkeiten X" fiir welche die erste Sobolev-Ungleichung || f{|; 25y < ¢/< | f Hwi’l )
gilt, auch alle anderen Sobolev-Ungleichungen erfiillt werden. Weiter zeigen wir die
bekannte L°°-, H und H?-Regularitit des Laplace-Operators unter Annahmen an die
Ricci-Krimmung. Um weiteren technischen Aufwand zu sparen, verzichten wir dabei
vollsténdig auf Holder-Réume und betrachten fiir den Laplace-Operator auch keine W2P-
Raume mit p # 2. Im darauf folgenden Abschnitt I1.2 verwenden wir diese Regularitét,



Kapitel-Einleitung | I1.1

um ein ,,Bootstrap“-Argument durchzufiihren: Eine zweidimensionale geschlossene Hy-
perfliche mit (im oben erklirten Sinne) fast konstanter mittlerer Kriimmung innerhalb
einer Riemannsche Mannigfaltigkeitn (M,%) erfiillt bereits starke (insb. punktweise) Ab-
schitzungen an die zweite Fundamentalform, falls sie schwache Abschitzungen erfiillt
und die Ricci-Kriimmung der umliegende Mannigfaltigkeit auf ¥ geeignet kontrolliert ist.

Die Normale und Koordinatisierung einer solche Fliache wird in Abschnitt I1.3 unter-
sucht, wobei an (M, ) weitere asymptotische Regularititsannahmen gemacht werden
miissen. Wir weisen darauf hin, dass dquivalente H(X)-Ergebnisse in [DLMO05] (und die
punktweisen Ergebnisse in [DLMO06]) unter weit schwécheren Annahmen erreicht werden
— diese benotigen jedoch weit grofleren technischen Aufwand.

Nachdem wir in Abschnitt 1.4 Abschéatzungen an die ersten drei Eigenwerte des
Laplace-Operators auf solchen Flidchen X hergeleitet haben, kommen wir in Abschnitt
I1.5 zu den Abschétzungen fiir den Stabilitdtsoperators.

Abgeschlossen wird dieses Kapitel von Abschnitt 11.6, in dem wir zeigen, wie Deforma-
tionen solcher Flachen durch ihre Lapse-Funktion charakterisiert werden. o

Zur Verkiirzung der Schreibweisen wiederholen wir skalierende Normen.

I1.3 Definition (Skalierende W*P-Normen und Riume)
Fiir eine kompakte, n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (X7, g) ist die W*P-
Norm eines k-fach differenzierbaren Tensors 17" durch

K
IV*T,

k
17 lweogsny o= 2 7" L(or)
k=0

definiert, wobei ¢ := {/IX"|/w, fir die Euklidische Flache w,, der n-dimensionalen Ein-
heitssphére Flichen-Radius von 3™ heifit und die Selbstverjiingung eines (m,n)-Tensors
T in einer beliebigen Karte definiert ist durch

klw-'»km l1,..-,lm

. . 1/2
— 11J1 in]
|T‘g T (cq tet g " ng’ﬂll tet gk'mlm El,...,in le,...,jn ) :

Die zugehorigen Rdume werden entsprechend bezeichnet, d. h. L? (™) bezeichnet die

Vervollstandigung der stetigen Funktionen in X" bzgl. der LP(X")-Norm und W*» (")
diejenigen LP(X")-Funktion mit endlicher W*?(£")-Norm, wobei schwache Ableitungen
verwendet werden. Aufierdem werden die Kurzschreibweisen H*(X7) := W*2(¥") und
H(X") := H'(X") verwendet. Zuletzt bezeichnet W~*?(£") den Dualraum von W*P?(£"),
welcher mit der induzierten Norm ausgestattet wird, d. h.

1 llyy=r.psmy = sup{w(f) \ f € WRP(E™), || Fllghonsny = 1} Vo e WhkP(xn),
<

Wir bemerken, dass diese Normen wie die jeweils zugehorige Lebesgue-Norm skalieren.
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Il.1. Sobolev-Ungleichungen und a priori Abschatzungen des
Laplace-Operators

Um in nachfolgenden Kapiteln aus der Kenntnis des Werts 2% f fiir den jeweiligen
Stabilitdtsoperators einer Funktion f bereits punktweise Abschitzungen fiir f zu er-
halten, leiten wir in Abschnitt I1.5 allgemeine a priori Abschétzungen fiir 22, her. Als
ersten Schritt hierfiir zeigen wir in diesem Abschnitt Sobolev-Ungleichungen und a priori
Abschitzungen fiir den Laplace-Operator. Fiir eine allgemeinere Einfithrung in diese
Thematik verweisen wir auf [GTO01].

I1.1.1 Voraussetzung (fiir Abschnitt I1.1)
Es sei (X", g) fur 1 < n € N eine n-dimensionale kompakte Riemannsche Mannigfaltig-

keit ohne Rand sowie c¢g > 0 eine Konstante so, dass die erste Sobolev-Ungleichung gilt,
d. h.

(& n
£l gy € = I ey ¥ £ € CHEP), (Iw.1)

wobei wieder ¢ := {/I%"|/w, den Flichen-Radius und w,, die Flidche der n-dimensionalen
Einheitssphéare bezeichnet. o

Es sei wiederum angenerkt, dass wir die Sobolev-Normen so definiert haben, dass beide
Seiten der ersten Sobolev-Ungleichung wie ¢"~!-skalieren.

Wie in [Sta60] verwenden wir das folgende Lemma fiir ¢(t) := p(|f] > t), um L*>-
Abschitzungen einer Funktion f € Wh"¢(X") zu erhalten.

I1.1.2 Lemma ([Sta60, Lemme 1, II])
Ist ¢ : [to,00) — [0, 00) monoton nicht-wachsend und sind 0 < ¢, @ und 1 < 8 Konstanten
so, dass

lt—s|"o(t) <cp(s)’ Vipg<s<t<oo

gilt, so folgt ¢(t) = 0 fiir t > to + T, wobei

Q=

T =271 (c go(to)ﬁ_l) . o

BEwEIs (NAcH [STA60, LEMME 1, II])
Wir setzen t := to + (1 — 27%) T und zeigen

o(ty) < 2177 o(ty) Yk e IN.

Fiir k£ = 0 gilt dies direkt und induktiv erhalten wir

a(k+1)

pltrin) = p(te+27771) <20 T o) <275 pt).

Mit der Monotonie, § > 1 und « > 0 folgt die Aussage. /



Sobolev-Ungleichungen und a priori Abschétzungen des Laplace-Operators

Nun kommen wir zu den Sobolev-Ungleichungen. Da diese wohl-etabliert sind, wollen
wir hier keine weitere Einfiihrung geben und verweisen nur wieder auf [GT01]. Allerdings
bemerken wir, dass aus diesen insbesondere folgt, dass jede W*1P(¥7)-Funktion mit
p > n zumindest k € INg-mal stetig-differenzierbar ist. Wir betrachten dafiir eine beliebige
Folge f, € ¢*°(X") mit f,, — f in WHLP2(£7) und bemerken, dass mit der dritten (IL.4)
der folgenden Ungleichungen die ersten & — 1-Ableitungen gleichméfig konvergieren, da
sie bzgl. der L°°-Norm konvergieren.

I1.1.3 Proposition (Sobolev-Ungleichungen)
Fiir die skalierenden Sobolev-Normen (siehe Definition I1.3) auf ™ gelten fiir eine Kon-
stante C' = C(cg,n,p) die Sobolev-Ungleichungen

cg(n—1 _ n
HfHLq(p)(En) < S(n) Q(p) S ! HfHWLp(En) Vf S Wl’p(z ), pE [1 ,n), (11.2)
cg(n—1 n_
[fllLeny < :ﬂn>19§p IHwaﬂQO) VfeWH ("), pe(l,o0), (IL3)
n(p—1) _n
[fllLeemny <2777 es < 7 [[fllwrwcsny VfeWHP(E"), pe(n,o0], (IL4)

| Fllwrrsny < C (SIV Al + 7" [ fllism ) ¥ € WHP(E™), pe (1,00, (IL5)

wobei ¢(p) := mp/(n—p), falls 1 < p < n und formal 7/cc := 0. In allen Ungleichungen kann
¢*"/» durch pu(supp f)*"/? ersetzt werden, wobei supp f := Abschluss([f # 0]) den Tréager
von f bezeichnet. o
BEWEIS

Nach Voraussetzung (I1.1) gilt die erste Ungleichung (I1.2) fiir p = 1 und durch Be-
trachtung von g := | f|*"~"/* erhalten wir mit der Holder-Ungleichung daraus die ersten
zwei Ungleichungen (II.2) und (I1.3). Fiir die dritte Ungleichung (I1.4) sei p > n und
f € WYP(Z") beliebig. Mit der ersten Ungleichung (I1.2) erhalten wir fiir t > s > 0,
fr :=max (|f| —¢,0) und Ay := supp fi

_n_
n—

1
n

rt—s\nflu(At)s/Hfr—sin—ldus/ 75 = £
A As

‘Ln—l(E”)

n—1

- cs _1
< (essllysrgn) ™ < (% 140" Iflysrsn)

Mit Lemma I1.1.2 fiir tg = 0, & = 7/(n—1) und f = n(p=1)/((n—1)p) > 1 erhalten wir somit
die dritte Ungleichung (II.4). Die vierte (IL.5) folgt direkt durch die anderen. /

Wie angekiindigt kommen wir nun zu den a priori Abschéatzungen des Laplace-Oper-
ators. Dafiir definieren wir fiir alle f € WH1(X") die lineare Abbildung [Af] durch die
schwache Form des Laplace-Operators, d. h.

AA0) == [ (VLTI A Vhe clEn).

Wir bemerken, dass die Konstanten der folgenden Proposition nicht optimal gewahlt
sind und die Einschrankung fiir (II.9) und (II.11) auf Dimension n = 2 zur technischer

I1.1
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Vereinfachung gemacht wurden. Weiter gilt (I1.10) auch fiir eine L'*°- anstelle einer
L2-Schranke an den Ricci-Tensor.

I1.1.4 Proposition (A priori Abschitzungen fiir den Laplace-Operator)
Es gilt fiir f € WH1(Z") und g € W22(Z)
1 £lligsmy < 2(1F lzgsmy + 2 NAAlg-1sm)); (IL.6)
lgllwzzgny < 3((1+ClIRC [l ) Iz + 5> 18gll2y)s (L)

wobei |Ric™[(p) := max{|min (0,Ric (§,&))| : § € T,X", ||, = 1} die g-Norm des
negativen Anteils von Ric bezeichnet.

Ist dabei n = dim ¥ > 3 und cp := H|RiC*|HLn/2(En) < (n=2)%/(8cg2 (n—1)2) =: ¢y, SO gilt
fiir eine Konstante C' = C(¢n/(ch—cr),cg,n) auch

HQHWM(En) < C(HQHLQ(E) +¢? HAQHLQ(E))' (IL.8)

Ist dagegen n = dim X = 2, so existiert fiir alle 1 < p < 2 bzw. 2 < ¢ eine Konstante
C =C(cs,(2—p)~ ") bzw. C = C(cs, (¢ — 2)~ ") so, dass fiir alle Funktionen f € L*(X")
mit [Af] € WIP(E7) bzw. g € H*(Z) bzw. h € W24(X)

2
||f”L°°(z) = C(§_1Hf||L2(2) tor H[Af]HW*LP(Z))’ (IL9)

9l < € (14 <[l[Ric[ll2gsm ) (I9llezsy + <> 1A9lls). (11.10)

C 3—4,.. 3_2

llvgroesy < = (1" T IRClEugsy ) Bllzgs) + "7 18R s (IL.11)

gilt. Da hier dim ¥ = 2 vorausgesetzt ist, ist dabei 2 Ric = § 4 und daher insbesondere
auch 2|Ric™| = [§7| := |min{0,S}|. o

BEWEIS

Es folgt (I1.6), da wir durch partielle Integration fiir jede Funktion f € ¢%(3")

vaH}Q}(zn) = _/f Afdp < HfHH(E") HAfHH_l(E")
1 1
< @Hf”i?(zn) + §||Vf|’i2(2n) + P IAL -1 gy
erhalten. Bekannterweise gilt fiir jedes Vektorfeld X € X2(X")
divVX = g"Ric(X, e, )es + VdivX,

damit erhalten wir fiir jedes solche Vektorfeld X € X2(¥") durch zweifache partielle
Integration die Ungleichung

IVX[[F25ny = /E(divX)Qd,u—/ZRic(X,X)d,u,

< HdiVXHi%zn) + [|Ric™ |, 530y HXH%@")'
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Durch Betrachtung von X := Vg fiir g € ¢3(X") und eine weitere partielle Integration
ergibt sich damit (IL.7). Fiir n > 3 erhalten wir (I1.8) dquivalent zu (I1.7), da vergleichbar
zu oben auch

[Hess flIt2sny < IAfIT2ny + ||Ric_||L"/2(2n ||Vf’|22"/(n—2)(zn)

8cg? (n 1
2 9 [Ric™ ||L"/2 (=)

(n—2)"¢
(17 £ 2 sy + <> [ Hess fI2(son))

< AfIF2(mny +

gilt, wobei wir die erste Sobolev-Ungleichung (I1.2) verwendet haben. Durch die ange-
nommene Abschétzung folgt die Aussage aus (IL.6).

Fiir die weiteren Abschéitzungen sei n = 2. Fir (I1.9) definieren wir fiir 1 < p < 2
und f € C%(X) zunichst fi, := max{|f| — k,0} und Ay := supp fx. Insbesondere ist
fr € Wh*°(2) und

[<(#)

2

_— / SV V) fe+ i AF fiodp

LQ(E) 4
2

—HV(fE) L2(%)

Weiter gilt fir s := 2p/(2—p) > 2 mit der Sobolev Ungleichung (II.3)

+ 18 ly-tags) (F7 I

2y sy < Wil 1elluzgsy + 260 Fillsgs) 1V iz

2}7 CS
< — A 2P f
=9 < ( k‘) H kHH(E

Zusammen ergibt sich also

Iv(%)

Fiir b > k > 0 erhalten wir mit der Sobolev Ungleichung (I1.2), der Holder Ungleichung
und anschliefend der Sobolev Ungleichung (II.5)

2

9p cg 2-p
L2(%) S 4(2 —p)?M(Ak) [ Af iy | elfis)

h—kPu(Ay) < f—kPdu< [ |f—kPd
| u<h>/| !u/ Pan=g]

gM(Ak)< o L1(%) H (fk> L2(2)>2

_24p 24p /4 9
<O (AR (T gy + 7 1Al ) 1 sy,

| /\

%

Daher erhalten wir (I1.9) mit Lemma II.1.2 fiir & = 3 und = (2+p)/(2p) und (IL.6).
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Um aus (II.7) auch (II.10) zu erhalten beachten wir, dass wie im Beweis von (IL.7)
IVX[F2(s) = /(divX)2 dp — / Ric(X, X) du
by by
< HdiVXHi?(z) + |[Ric™ [|p25;, ”XHi‘l(E) (IL.12)

gilt. Also miissen wir [ X||p4(x;) abschitzen. Dafiir bemerken wir, dass — wiederum durch
partielle Integration — die Youngsche Ungleichung

IVglts s, < / (|Ag| + 2[Hess g]) gl [Vgl? du
< lgllpee(s) (||A9||L2(z) + 2|[Hess 9||L2(2)) IVglEas

liefert. Durch Anwendung von (II1.12) fiir X := Vg und erneute Anwendung der Youngs-
chen Ungleichung erhalten wir

IValfasny < Cllgllpe s <||Ag||L2(Z") + 19llLee () ||Ric_||L2(Z"))
< <HA9Hi2(En) +C Hg”im@) (HRiC_HLQ(E") + g_l)-

Verwenden wir nun (I1.7) fir p = 2, so impliziert dies
C . 1\3
IVl < < (IRic llggmy + ™) (lgllz + <21Aglzcs, )-
Setzen wir dies in (II.12) ein, so ergibt dies (II.10).

Fiir (IL11) sei zunéchst h € ¢*(¥), f € ¢1(¥) mit [|f[ge) < 1lund ¢t =1—-p
wobei 2 > p. Wir erkennen direkt

_2
\ / Ah fdu\ < AR Iz < 7 1AR]Los),

insbesondere kénnen wir (I1.9) auf h anwenden. Weiter gilt fiir jedes Vektorfeld X € X(X)
mit ”XHWl,P(E) S 1

/g(AVh,X) du = /g(VAh,X) + Ric(Vh, X)du

HXHWLP(Z) .
< ————[Ah]lpas) + HXHL%(E)HRICHLQ(E)HVhHLQ(E)’
d. h.
C 1-2 0. 12
AV Al -1y < < (18RI, + 6" IRicl Eags, 17l 2qs )
Also folgt (I1.11) aus der Anwendung von (I1.9) auf g und Vg. /
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I1.1.5 Bemerkung (W?P-Regularitit)
Es ist wohlbekannt (vgl. die in der Einleitung des Abschnitts zitieren Quellen), dass fiir
(2, 4) = (52(0),%) neben den Ungleichungen in Proposition I1.1.4 auch

| Fllwerszioy < € (IFlmoy +s 210 lrgszoy) V> 2

gilt. Da dies mit den Calderén-Zygmund Abschatzungen deutlichen zusétzlichen Aufwand
bedeutet, wir dies im Folgenden nur fiir einen technischen Schritt bendtigen, zu diesem
Zeitpunkt langst die Metrik der von uns betrachteten Flachen 3 mit der der Sphéare
vergleichen kénnen und dies fiir die Anwendung dieser Ungleichung ausreicht, fithren wir
dies nicht im allgemeinen Fall vor. Wir bemerken, dass wir dabei die Abhéngigkeit dieser
Konstanten C' von den Kriimmungen S etc. nicht bestimmen und nicht ben&tigen — wir
miissen nicht einmal ausschlieffen, dass C' von o abhéngt (was dennoch nicht der Fall
ist). o

1.2. A priori Abschatzung der zweiten Fundamentalform

Wie in [Met07, Prop. 2.2] zeigen wir hier eine a priori Abschitzung der zweiten Funda-
mentalform mit Hilfe der bekannten Simons-Identitat. Wir bemerken, dass in [Met07]
dquivalente Resultate unter schwicheren Voraussetzungen an die Fliche gezeigt werden,
dort jedoch starkere Annahmen an die d&uflere Metrik § gemacht werden.

Es sei angemerkt, dass wir uns ab diesem Abschnitt auf zweidimensionale Fléchen
beschranken. Weiter sollte beachtet werden, dass die hier an die Flache angenommenen
Kriimmungs-Abschétzungen (siehe Proposition 11.2.2) bspw. von CMC- oder CE-Flichen
in asymptotisch flachen Mannigfaltigkeiten erfiillt werden, insofern der Mindestabstand
der Flache zum Koordinatenursprung r mit dem Flachenradius ¢ vergleichbar ist.

Zunachst wiederholen wir die bekannte Simons-Identitdt aus [Sim68] bzw. [SSY75]
und leiten diese in der hier verwendeten Notation her, d.h. in der von uns gewéahlten
Vorzeichenkonvention und in kovarianter Form.

I1.2.1 Lemma (Simons-Identitét)
Ist (X", ) = (M, ) eine glatte Hyperfliche einer glatten Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, ), so gilt auf ¥" die Tensor-Gleichheit

_ _ H?
Ak = Hess # — VRic, + divi®..,, + TR+ HR O K - €2 k

+ (trosR) O K — R R

wobei (diviR...o)pg = 4" (Ve, R )rpq die Divergenz bzgl. 4 in der ersten Komponente und
(tr23R ) pg = Rpqrs g7" die Spur bzgl. g iiber den zweiten und dritten Eintrag bezeichnen.o

I1.2
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BEWEIs
Zunéchst gilt in Riemannschen Normalkoordinaten fiir jeden Tensor 7' € I'( Bil (T'X))

0T
TS 9rPdrd
— (Veq Ve, T)T5 — Ttstqrt + TTtquts - (Hessqu + (Rgp N T)®>

(HesspgT')

—T(Ve, Ve er,€5) —T(er, Ve, Ve, €5)

rs

und damit folgt aus (I.5) wieder in Riemannschen Normalkoordinaten

(Ak),, =4"" ) =4" (Hessrp) + (divi R... )

k)
g \Ves
K)gs) F (tr2sR) ©K) ) = K Rprig + (diViR 1)

\@ao\m

o (.

(.

e ((Veuk),y + Rrgor) + ((trasR + 9k —k O k) O k),
_ k"‘t (Kprtq - ptqu + k?“tkpq) + (diVlE...V)pq

SN

~ Ozp \ Oz

— K Ryrig + (— K2k + kO k Ok +diviR .

_ Ricqy) T ((trasR + #k — kO ) k)

Pq
Da weiter #k ® k — |k|§ k=12#*R+HROK — |1€]§ k gilt, ergibt sich Aussage. /

Nun kommen wir zu dem angekiindigten Bootstrap-Argument fiir die zweite Funda-
mentalform. Wir wollen dieses spéter auf geschlossene Hyperflichen ¥ < M anwenden,
die in einer asymptotisch charakterisierten Riemannschen Mannigfaltigkeit liegen. Wir
erinnern uns daran, dass die Ricci-Kriimmung fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M.,7), die CZ, .-asymptotisch zu Schwarzschild ist, gerade

. m (. T;T; C
‘Rl%‘ - d:z,(ﬂz'j 3 )‘ S e

erfiillt. Insbesondere erkennen wir, dass eine Sphire ¥ = 52(0) gerade

C
r3te’

_ C — - C

S llee sy = r3te’ HRIC(V")HLw(z) HRICHLw(z) =3

erfiillt, also in diesem Fall Ric (v, -)|7s und S von hoherer Ordnung als Ric|rgxrs und
Ric (v, v) sind und letztere insbesondere nicht von e abhéngen.

Wir lassen hier der Vollstandigkeit wegen allgemeinere asymptotisch flache Riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M, 7) zu, d. h. erlauben 2 1o -flache Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit € € (—1, 1]. Wir bemerken, dass wir die Annahmen an die Fliche weiter abschwéchen
konnten — siehe Bemerkung 11.2.4. Zuletzt sei erwéhnt, dass entsprechend der in dieser
Arbeit genutzten Notation #(X) als Mittelwert # := f # du der mittleren Kriimmung
zu verstehen ist, auch wenn es sich a priori auch von diesem unterscheiden kénnte.
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I1.2.2 Proposition (A priori Abschitzung fiir K (Bootstrap))
Es sei (M,7) eine dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und (32, 5) < (M, 7)
eine geschlossene Hyperfliche, die Voraussetzung I1.1.1 fiir die Sobolev-Konstante cg

erfiillt. Gelten fiir Konstanten x > 1, K > 0, ¢; > 0, ¢ > 0, eine Einheitsnormale v und
HX) e R

Hm(y")HLW(z) = g:‘lﬂ’ HEH s (x) < gzcjf’
I+ H(© ey < o5, )+ 2| < 2

wobei ¢ := /IXl/axr > ¢(cg,c1,c2, K, K), so existiert eine Konstante C = C(cg, ca, k, K)
fiir die die folgende Aquivalenz

1 C1 C
1K][12(s) < Bes — 1K1 (s) < T (I1.13)
gilt. Gilt auBerdem noch [[V#|| 55 < a1/*+3, so gilt auch
1 0 ° €1
K2y < e & 1€l cs) + SR Nl sy < o= (I1.14)
3

BEWEIS
Fiir ausreichend groBes ¢ ist ,<* in beiden Fillen trivial. Fiir die zweite Aussage (I1.14)
bemerken wir, dass aus der ersten Aussage (I1.13) mit der Simons-Identitét

ch C

[0 o (o] o C]-C
AR I ) < g+ g (Rl + IRl + Welf) <

4
¢ts

1 =

folgt. Daher folgt die L°°-Abschitzung aus der korrespondierenden Ungleichung (I1.9)
des Laplace-Operators aus Proposition I1.1.4, falls die erste Aussage (I1.13) gilt.

Es sei fiir ,=“ der ersten Aussage (IL.13) # := #(s). Aufgrund von dim M = 3
verschwindet der dreidimensionale Weyl-Tensor und somit gilt fiir X,Y, Z € X(3¢) mit
| X1;, Y1y, 12|, <1 nach Voraussetzung

R(XY, Z,v)| = |5(5(X,2)g(YV.v) -3 (X,1)3(Y, 2))

N | G

+5(X,2)Ric(,Y) — 7 (X,v)Ric(Z,v) + 7 (Y, Z) Ric(X, v)

- _ — aC
< | (X, 2)| [Ric(v. Y) | + |5 (v 2)| [Ric(X,»)| < “7.

Weiter erkennen wir AR = Ak — 1/2 A4 g und erhalten daher durch Betrachtung von
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tr(AK ® K) aus der Simons-Identitdt und partieller Integration

2 ClC .7‘[2
VI < VR ) — [ T [RIZ + (€ 0 B 0 1) — [ 2RI d
C
+§mu 25
010 H HE — H? 5
< l2ey) — 5 IRlL2s) + | —— K|
2 2 LQ(E)‘ 12 (D)
o2 o o}
171 7] 2 g, D2y + | rk| sy 17 = Al
c10
" sy + e e
Nun bemerken wir, dass fiir ausreichend grofles ¢ bereits
3 C H? — H? aC ¢ C
<y H 19 = tlgagny <
2K = Kk L*(X) 1
2t ° 2 e

gilt. Damit erhalten wir fiir ¢ mit C/¢2+ < 1/c2 und C/2+K < 1/¢2

010

) ) 3 o) o)
||Vk||L2(z)) ||vk||L2(Z) 22 ||k||i2(z ||k||L4(z

aC
+ 2K K + i¢ + IR
gn I Rllzcey + S5 | Hm) 1115

Durch Anwendung der Young-Ungleichungen 2ab < a®+b% bzw. 4ab < 3a*/*+b* erhalten

wir mit Kk > 1

0120

o2 1 o112 1 91|12
IVEIlZ2 () < 75 IVEIL2e) — gl + 5 ‘ L?(z) R

falls ¢ ausreichend grof} ist. Es ergibt sich nun (I.13) mit erneuter Anwendung Young-

Ungleichung und

3

LG8
sy < (265178l + SRl ) el

I1.2.3 Bemerkung (Uber die Bedeutung der Exponenten)

Aufgrund der Aussage der Proposition und der letzten Voraussetzung an die Konstante
k ordnen wir sie der Mannigfaltigkeit > und nicht M zu, schreiben also x und nicht
%K. Weiter ist in den von uns im Folgenden betrachteten Féllen zumindest x > 3/2 und

K > 1/2.

40
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I1.2.4 Bemerkung (Abschwichung der Voraussetzungen)

Wir zeigen Proposition I1.2.5 als Beispiel dafiir wie die Voraussetzungen in Proposition
I1.2.2 abgeschwécht werden kénnen. Die Voraussetzungen kénnen weiter abgeschwécht
werden, falls wir (wie in den spiiteren Abschnitten) annehmen, dass M asymptotisch
flach oder asymptotisch zum Schwarzschild Raum ist und dass mind > 1/¢, #**/3 gilt —
vgl. [HY96, Abschnitt 5] und [Met04, Abschnitt 2]: So kénnen die Annahmen an |X| und
die Vergleichbarkeit von # und dem Geschlecht der Sphére aus den Annahmen an die
Kriimmungen #/, Ric und § aus Proposition I1.2.2 gefolgert werden und wir kénnen ebenso
die Annahmen in Voraussetzung II.1.1 folgern — vgl. auch Bemerkung 1.3.8. Da diese
Argumentation in den zitierten Arbeiten ausfiithrlich durchgefithrt wurde und diese fiir die
Existenz und Evolution (anders als fiir die Eindeutigkeit) der Flachen ohne Bedeutung
ist, verzichten wir darauf sie hier zu wiederholen. o

I1.2.5 Proposition (A priori Abschitzung fiir ¥)
Es sei (M,7) eine dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und (%2, 5) < (M, )
eine geschlossene, orientierte Hyperfliche. Gilt fiir Konstanten x > 1, ¢; > 0 und eine
Einheitsnormale v

< A
Li(z) — ¢rml

wobei ¢ := /Bl/ar > ¢(cg,c1,co, k, K) ist, so gilt fiir die Euler Charakteristik x(%) von
¥ und eine Konstante C' = C(cq, k, K)

[SllLi(s) < g:%l’ Hﬁ(u, 1/)‘

e C1 C
iz [otd-sm® = Rl <
¢ 2
C1 C ) ° C1
T > | [ Hodp — 8mx(X) — HkHLQ(E) < ©
9 2
BEWEIS
Beide Aussagen folgen aus dem Satz von Gauf-Bonnet und (I.11) mittels

3c1 = o5 0
e > ’/5 — 2Ric(v,v) du‘ = ’HkHiz( (87TX /}[2 du)’ /l

11.3. A priori Abschatzungen der Normalen

Wir zeigen in diesem Abschnitt Abschéitzungen an die Normalen, um im Folgenden
zwischen der ,tatsdchlichen® (geometrischen) und der ,Euklidisch-approximierten“ Nor-
malen wechseln zu kénnen. Wieder bemerken wir, dass mit ausreichend technischem
Aufwand die Voraussetzungen an die Fliache ¥ deutlich reduziert werden kénnen — siehe
bspw. wieder [DLMO05, Theorem 1.1] fiir den Euklidischen Fall — und wieder verzichten wir
zur Vereinfachung der verwendeten Techniken darauf diese Arbeiten zu verwenden. Als
Haupt-Technik werden wir fiir die Abschétzungen in diesem Abschnitt nur Integralkurven
zu Vektorfeldern benétigen.

I1.3
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I1.3.1 Voraussetzung (fiir Abschnitt II.3)

Es sei (X2,4) < (R3\ B1(0),7) eine geschlossene Hyperfliiche, wobei 7 eine derartige
Riemannsche Metrik auf R3 ist, dass fiir eine strikt positive Funktion ¢ € c'(R3\ B1(0))
und Konstanten x > 1, K € [k — 1,x] und ¢y > 0

= _ 4 e— - < E , _ - < E ,
|7 -7 e () = le—wslla <%
gilt, wobei d : R?\ B1(0) — R : p — |Z(p)| den Euklidischen Abstand vom Ursprung
bezeichnet und ¢g := 1 + m/2d der Schwarzschild-Faktor zur Masse m ist. Zuletzt® sei
angenommen, dass fiir die zweite Fundamentalform k von ¥ Konstanten ¢; > 0, co > 0

und 7 > 0, existieren so, dass fiir r := miny, d

mgxd <r+4cor! i ||1g||H(z) < 1)
2 c1 !
H + . R " || ||L &) = =

Wir unterscheiden dabei zwischen ¢y und ¢;, da wir durch die folgenden Ergebnisse die
Abschitzung zur Konstante ¢y — nicht jedoch die zu ¢; — in manchen Féllen verbessern
konnen. Weiter bemerken wir, dass wir spater nur den Fall 7 = kK — 1 bendétigen wer-
den und dieser Exponent nur zur Verallgemeinerung der Aussagen dieses Abschnitts
betrachtet wird. Weiter sei noch einmal auf den Beginn des Kapitels verweisen, wo die
Exponenten x und 2’ erklart werden und noch einmal betohnt die Konstanten ¢y und
c1 nur vergleichbar zu den dortigen Konstanten sind, d. h. sie diese Konstanten kénnen
unter Zuhilfenahme eines Faktor (abhéngig nur von |m|, ¢ und ¢p) verglichen werden,
sind aber nicht notwendigerweise gleich.

I1.3.2 Bemerkung (Interpretation von ¢ sowie k und e im Folgenden)

Um technische Feinheiten sparen zu konnen, stellen wir uns in diesem Abschnitt nicht
auf den Standpunkt einer dufleren Mannigfaltigkeit, die asymptotisch Schwarzschildsch
ist, und einer dort nicht-notwendigerweise zentrierten Flache Y. Stattdessen verschieben
wir die Koordinaten so, dass ¥ in diesen Koordinaten zentriert ist — dadurch ist M
nicht mehr asymptotisch Schwarzschildsch, sondern nur noch asymptotisch konform zur
Euklidischen Metrik. Die Exponenten K und & sind dabei so gewéhlt, dass sie zu den
bisherigen entsprechenden Exponenten korrespondieren, wie sie zu Beginn des Kapitels
beschrieben sind. o

Wir bemerken weiter, dass wir nicht den Fall k£ > 2 ausschlieen und dass wir mit dem
Schwarzschild-Fall vergleichen, um spéter bessere Ergebnisse im Fall von Riemannsche
Mannigfaltigkeiten zu erhalten, die asymptotisch zu Schwarzschild sind.

I1.3.3 Proposition (Schwarzschild Normale einer Hyperfl. nahe einer Sphére)
Ist r > r(|m|, K,¢o,co,c1,k,T), so existiert eine Funktion f € ¢*(5%(0)) so, dass ¥ der
Graph von f ist, d.h. fiir F': $2(0) — M : p— (14 f(p)) p gilt Bild F = ¥. Es gilt dabei

3Diese Voraussetzung und die Aussagen der nachfolgenden Lemmas sind dabei der Grund, dass wir &
zu X gehorig interpretieren, also x und nicht ® schreiben.
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fiir die Metrik *n von $2(0) bzgl. *7 fiir 7 = min{r, x} oder 7 € (0, x)

3—r—1 5— T/

fllwroey <Cr 2, | flge <Cr 2,

wobei C' = r(|m|, K, ¢, co,c1,k,7T) eine Konstante ist die polynomial von cg, ¢; und cg
abhéngt. Insbesondere gilt fiir eine Funktion h € ¢%(52(0))

1—r—1' l1—k—1
HF*g—thLoo 52 0)) S CT 2 y Hh—lHLoo(Srz(O)) SCT 2 ;
3—r—7' 3—r—7'
||F y h EHHQ 52 ) < CT 2 y ||h — ]_‘|H2(5r2(0)) S CT 2 . o
BEWEIS
Zunachst zeigen wir, dass wir § = ‘g annehmen kénnen, wenn wir ¢y und ¢; durch

Konstanten C' ersetzen, die von ¢y beliebig und polynomial von ¢y und ¢; abhéngen.
Dafiir bezeichne ## die mittlere Kriimmung, ¥k die zweite Fundamentalform bzgl. ¢*¢7
und entsprechend seien die weiteren Quantititen bzgl. ¢*%F bezeichnet. Direkt aus den
Voraussetzungen ergibt sich

C C
v -1 < =< —
dK — /K’
Seien nun x1, z3 : U — R? Normal-Koordinaten um einen Punkt p € U bzgl. der von p*%g
auf ¥ induzierten Metrik. Wir wéhlen nun eine Fortsetzung T1,ZT2 dieser Koordinaten
zu solchen auf eine M-Umgebung U von p, wobei wir fiir die zugehérigen Koordinaten-
Vektorfelder [€,|7 < 2 und [€y| 15 < 2 annehmen kénnen. Damit erhalten wir in p

Ve, eq = kyg v

und daher auch

‘vépéq‘y < C[%k|+ oK

Dies ergibt
kpg — “kpg| < ‘3 (VEPE‘PV) - v (wvépéqva)‘

< ‘@4 7 (vgpéq — ¥Vz,8, ¢ )’ C C o ¢

< o ——.
+K ~ oK oK
Dies impliziert die Voraussetzungen an K und ¥# anstelle von K und #. Beachten wir
nun, dass

goy (“’Vgpéq, sDU) = 53 (SOVEPEQ, Sl/>
gilt, so erhalten wir durch eine analoge Rechnung, dass die Voraussetzungen auch fiir die
Groflen bzgl. der Schwarzschild Metrik ‘g anstelle von g gelten. Zuletzt bemerken wir,

dass die Giiltigkeit der Aussage im Euklidischen Fall daher die Aussage im allgemeinen
Fall impliziert. Das heifit, wir kénnen g = ‘5 annehmen.

Es bezeichne p :=*Vd die Radialrichtung, X = pu—F (p,*v)’v = uT* deren Tangen-
tialprojektion und f := das Quadrat der Lénge dieses Tangentlalvektorfelds Es sei

I1.3
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‘v : R — X die Integralkurve zu X durch einen beliebigen Punkt *v(0) € X, welche fiir
alle Zeiten t € R existiert, da ¥ nach Voraussetzung kompakt ist. Wir folgern, dass fiir
alle Zeiten s <t € R

tf(sv(r)) dr = t‘g(X,X) dr = ty(u,X) dr = [ Dxddu
/s /St /s / 3 (I1.15)
- / (do*) (r)dr = d(4(1)) — d(*(s)) < co ™

gilt. Insbesondere gilt f(*y(t)) — 0 fiir t — oo. Mit f =4 (X, X) =7 (X, X) gilt fiir
jeden Tangentialvektor § € T),X in beliebigem Punkt p € X

Def = De(g(X, X)) = De('7 (X, X)) = 27 (Ve X, X).

Da auch f =77 (X, X) =5 (X, n) gilt, folgt fiir £ € T),X

— Sg (SﬁgX, X) + Sﬁ (M, SV)SE (SﬁgX, 51/) + Sj (X, Sﬁgu)
=7 (Ve X, X) + 7 (1, ) k(€ X) + Hess d(X, €).
Also gilt durch Kombination dieser Gleichungen fiir £ € X(X)
s—= (T S— S\S 1 2m —1\s= s—
7 (VeX. X) =7 (1 v)k(6, X) = (14 =5 e5" )7 (0. X)F (1,©)
1 m _ 45—
+ d<1 + d@51>90s4ﬂ(X7§)
S— S S S— S - S}[‘Y
=7 (1 ) REX) + (7 (1) — 05”5796, X)
—2 —2
¥Ps s, Ps 2m -1 s
L5 Ps (94 2 X
+ & (m S (24 d@s)>g<§, )
1 2m -1 25—
- d<1 T s )HXHSgﬂ (X, ).

Nach Voraussetzung gilt daher

4157 (V) — || o] o 2 2
‘ﬁ (VgX,X)‘ < (301 N ‘H(M v) HMHH‘ N 2¢g |r’X”g) 11, Il

rk r

Und somit erhalten wir fiir g := f oy

3¢ 4G v) —lullg) 202 6 3
il < (ril_{_ 5\ L 2s9 o <+rf})g, (IL.16)

T T T
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Kombinieren wir dieses Ergebnis mit (I1.15), so erhalten wir fir alle Zeitpunkte s <t € R

t 6 3¢ 3 (2 + Cl) Co
lg(s)] == 1g(t) — g(s)| < !9 Ndr <eol =+ =) < —
-
Damit kénnen wir fiir ausreichend grofies r annehmen, dass | X L =g <yt =| ,uH%

und somit °g (u,°v) > 0 gilt, da ‘v die &uflere Normale von ¥ ist. Insbesondere gilt
05’7 (u,v) < \X\%. Durch Integration und die ersten Ungleichung von (I1.16) erhalten
wir mit (IL.15) daher die Verbesserung zu

3¢ 4 + 22 3ar g, A+2¢%
g(t) < rn/g(s) ds + fs /9(5)2 ds < rTcO - + T ers /9(5)2 ds.

r

Mit der Gronwall-Ungleichung gilt fiir r > 4(2 + ¢%)c; daher wie behauptet

3c1 4420% (¢ 3cocy 2+ ¢? 6cocy
g(t) S WCQ exp(rs /;OO g(S)dS S rli*1+‘l' exp riTSCO S r571+7_.

Fiir den letzten Teil sei D := maxsd — r < cor'~7. Durch “5(*Vd,d) > 0 folgt
insbesondere, dass X ein Graph iiber 2 := §2(0) ist. Es bezeichne f : 52 — [0, D//] die
zugehérige Hohenfunktion, d.h. F: $2 — M : p — (1 + f(p)) p erfiillt Bild F = . Wir
bemerken, dass r(1 + f) = d o F. Damit erhalten wir fiir die Metrik *n von §? beziiglich
g die Darstellung

2 D,f D n
eyt (14 L) e BERAEY 0L
bq pq 2 s,

r r ‘,u,—i-"Vf‘
4

wobei h € c°(X) eine Funktion ist. Insbesondere ist f € ¢'($?) und wir erhalten

C C C
i k—14T7 Hh - 1”6(5,2) < T%JrT’ va”LOo < N7§+T )
T r

|Flg — h'n| <

wobei die Konstante polynomial von ¢y, ¢; und cg abhangt.

Damit existiert fiir zwei beliebige Punkte p,q € ¥ eine Kurve v : [0,1] — ¥ mit
~v(0) = p, v(1) = g und Lénge L(v) < 27r+ C. Weiter bemerken wir, dass fiir jede Kurve
v:[0,1] =%

1 1
d((1)) - d(x(0)) = /0 (dor)(t) dt = /O Dd(+(s)) ds

L) X sy L<>\/~‘wH ~ 7 (Vdv)

gilt. Damit erhalten wir

D = maxd - mind < Cr\/ ~‘VdH; — g (de, 51/)2 < Or3-30HR)
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Somit kann ¢o r1~7 durch C v~ /2 ersetzt werden, wobei die Konstante polynomial
von ¢y, ¢1 und cg abhéngt. Weiter ergibt sich durch die Darstellung der zweiten Funda-
mentalform durch die zweiten Ableitungen von f

3—Kk—T S5—k—T
2 2

[Flwiey <CF757 [l <Or 5

Endliche Tteration iiber den Beweis liefert die Aussage auch fur alle 7/ € (1, —1). //

11.4. Eigenwerte des Laplace-Operators

In diesem Abschnitt stellen wir uns zunéchst auf den Standpunkt der Koordinaten Sphére
¥ := §2(0) und werden die hier gezeigten Ergebnisse durch Approximations-Argumente
in den nachfolgenden Abschnitten im allgemeineren Kontext verwenden. In den nach-
folgenden Abschnitten und Kapiteln werden wir a priori Abschéatzungen fir die ersten
Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf geometrischen Sphdren bendtigen und zeigen.
Beispielsweise zeigen wir, dass die Koordinaten-Anteile der Normale v; approximativ Ei-
genfunktionen zu den ersten drei positiven Eigenwerten des negativen Laplace-Operator
auf geometrischen Sphdren sind. Dafiir zerlegen wir in diesen Abschnitt Funktionen
h € L3(X) in ihren translativen Anteil hT € H2(X) und deformativen Anteil h'- € L*(%),
d.h.

3
h=h" + ht, W' =>"h'f, /hifidu:o Vie{1,2,3},
i=1

fiir gewisse h', h?, h® € R, wobei { fi 122, eine Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen des
Laplace-Operators mit zugehérigen Eigenwerten A; sind so, dass A\g < A\; < A; < A4 fiir
i € {1,2,3} und j > 3. Das heiBt der translative Anteil AT ist die L?(%)-Projektion auf die
linearen Hiille der ersten drei nicht-konstanten Eigenfunktionen des Laplace-Operators,
wobei wir allerdings verwenden (und zeigen) werden, dass die zugehorigen Eigenwerte \;
die einzigen Eigenwerte des Laplacee-Operators sind, fir die |\; — 2/2| < 1/ gilt. Dabei
nehmen wir an, dass die Eigenwerte (aufler die drei ersten drei von Null verschiedenen)
des Laplace-Operators sortiert sind. Warum wir die ersten drei nicht sortieren wir im
Folgenden klar. Weiter erkliren wir in Abschnitt I1.6, warum wir den A’ als translativen
und ht als deformativen Anteil bezeichnen.

Diese Zerlegung wird im nachfolgenden Abschnitt I1.5 zentral sein, da es sich heraus-
stellen wird, dass der Stabilititsoperator auf den translativen Funktionen (g = g7) um
eine ganze Ordnung schneller abfillt (mit r—2 statt r—2) als auf den deformierenden
(9 = g"). Da diese Anteile per Definition durch den Laplace-Operator charakterisiert
sind, behandeln wir die grundlegenden Eigenschaften dieser Zerlegung in diesem Ab-
schnitt. Wir leiten in Lemma I1.4.4 eine einfache Abschétzung her mit der wir erkennen,
dass Ag ~ 2/ g bereits g- ~ 0 impliziert. Dies ist zu erwarten, sobald man sich in
Erinnerung ruft, dass auf der Euklidischen Sphéire mit Radius r die ersten drei Eigenwer-
te des (negativen) Laplace-Operators 2/r2 sind und der néchste erst 6/;2 ist. In Lemma
I1.4.5 erhalten wir daraus weitergehende Abschétzungen an den symmetrischen Anteil
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((9(z)+9(-2))/2) solcher Funktionen. Auch das ist nicht iiberraschend, da die ersten drei
Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf der Sphére gerade die Komponenten v; der
Normalen sind. Schliefllich wird in Proposition 11.4.6 der Ubergang vom Schwarzschild-
zum asymptotisch Schwarzschild-Fall gezeigt.

Mit zusétzlichem technischen Aufwand (oder Zitation entsprechender Ergebnisse auf
der Euklidischen Sphére) kénnten im Folgenden auch andere Sobolev- oder Holder-
Normen abgeschéitzt werden. Dies und die Betrachtung hoherer Eigenwerte spielen in
den nachfolgenden Kapiteln aber keine Rolle.

I1.4.1 Voraussetzung (fiir Abschnitt I1.4)

Es sei X2 := §,(0) € R? die um den Ursprung zentrierte Sphére mit Radius r > 1 und
(2,4) = (R3\ B, (0),7) erfiille Voraussetzung I1.3.1 fiir x > 3/2 und 7 € (0, k — 1] sowie
fiir eine weitere Konstante R,

612

— T-H—‘rl :

s +2RRe0an) + 2

r

L (%)

I1.4.2 Bemerkung (Die Bedeutung von K und k im grofieren Kontext)

Anschaulich haben wir zur Vereinfachung die Flache Bemerkung I1.3.2 durch Wahl einer
Karte von M noch weiter deformiert, dass ¥ genau einer Koordinaten Sphére entspricht.
In den Féllen, die wir im Folgenden betrachten, ist dies dank Abschnitt 11.2 so mdglich,
dass die Exponenten £ und x unangetastet bleiben. Die zusétzliche Bedingung in Voraus-
setzung I1.4.1 kommt dabei daher, dass S + 2Ric (v, v) in héchster Ordnung konstant ist,
falls die Flachen mit konstanter mittlerer Kriitmmung in R&umen betrachtet werden, die
asymptotisch Schwarzschild sind — in jedem der anderen Fillen wird x < 2 gelten und
damit ist dies keine zuséatzliche Voraussetzung. o

I1.4.3 Definition (Der translative h”, der orthogonale Anteil h* und h*)
Fiir h € H(X) bezeichnet der translative Anteil h” die L?-orthogonale Projektion von h
auf die lineare Hiille L2(X)” der Eigenfunktionen des negativem Laplace-Operators zu
Eigenwerten A mit |\ + 2/-2| < 1/+2 und der deformative Anteil den Rest, d. h.

<1}

wobei {f;}; eine Orthonormalbasis von L?(¥) aus Eigenfunktionen des (negativen)
Laplace-Operators mit Eigenwert \; bezeichnet, d.h. Af; = —\; f;. Fir jede Funkti-
on h € LY(X) bezeichnen weiter % := [hdu/|x| den Mittelwert und h* := h — % den
Mittelwert-freie Anteil von h.

2

W= ) fi/hfidu, ht:=h—hT, L2(Z)T::lin{ﬁ i+
R

fiel2(x)T

I1.4.4 Lemma (Vorbereitung fiir Aussagen iiber Ah =~ —2/;2 h)

Ist r > r(e,%, Ry,co,c1) und X ein Eigenwert des negativem Laplace-Operators, so ist
entweder Ay > 2/2 — Ru/s3 — 5co/r+ > 1/;2 oder jede Eigenfunktion zu diesem Eigenwert
ist konstant. Gilt fiir jeden positiven Eigenwert A > 0 des negativen Laplace-Operators

I1.4
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mit |A + 2/:2| > 1/:2 bereits A > 4/:2, so existiert fiir jedes n > 0 eine Konstante C' =
C(|ml|, e, %o, K, co,c1,m) > 0 so, dass die folgende Implikation fiir alle b € H*(X), A €
[-1/r2,-3/r2], 7> 0, ¢ > 0 mit 7"/c > 1+ n gilt:

cC

C 1
[Ah+ Ml < Srlblizey = [, <

L2(S) ©
BEWEIS

Fiir die untere Abschitzung an die Eigenwerte des Laplace-Operators verwenden wir die
Bochner-Lichnerowicz Formel [Lic58]

1 1
5A(|Vh|2) = 4(Vh, VAR) + 5(\Ahﬁ +54(Vh, Vh)) + [Héss h[?,

wobei wir berticksichtigt haben, dass wegen dim¥ = 2 auch Ric = $/2 g gilt. Durch
Integration verschwindet die linke Seite und daher erhalten wir mit partieller Integration

IAR|E2 sy = /Sg(Vh, Vh) dp+ 2|[Héss BT 25) > /Sg(Vh, Vh)du.
Somit erhalten wir die Abschétzungen A\y; > 2/,2 — Ru/r3 —2c1%/;5+ > 1/:2 an den kleinsten

Eigenwert des negativen Laplace-Operators Ay auf Mittelwert-freien Funktionen, da wir
nach (I.11) bereits wissen, dass

#H? R, 9 a? _%? R, 2% 1
mins$ > min — — — — ||R||¥ = _ > _ v _ > .
> M 2 3 Il () 248 — 2 3 Ry T2

Fiir die zweite Aussage beachten wir, dass jedes f € W2?(X) wie in den Voraussetzun-
gen

5 (121 2+ R (o sy ).

X

= B <N (S| B+ AR+ M [[Fe gy <
erfiillt, also h — & diesselben Voraussetzungen erfiillt wie h, wenn wir ¢ durch ¢ C' ersetzen.
Also kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit # = 0 annehmen. Nach Definition

von h' und unter Zuhilfenahme obige Abschétzung an die Eigenwertegilt

2
1 1 1 C
7Hh < HAh A (rzw”h”wzm) : (I1.17)
d.h. H i s < € i
L2(ny) — oG = LA(Su) T L2(S)

und wir erhalten die gewiinschte Ungleichung durch Einsetzen dieser Abschétzung in die
hintere Ungleichung von (11.17)

Cc

1 -
HAh L2(5 0 + FHhHL2(E,u) = 24T

- HAhl NSy
)

T
L3 (Sp) VA
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Wir fithren die Untersuchung des translativen Anteils einer Funktion im Schwarzschild-
Fall weiter.

I1.4.5 Lemma (Uber Af =~ -2/:2 f auf der Schwarzschild Sphiire)
Ist r > r(|ml,e,%o, Ry, co,c1), so existiert fiir jedes n > 0 eine derartige Konstante C' =
C(|ml, e, o, k,co,c1,7), dass fiir alle g € H*(X), A 4+2/2| < 1/2, 7 > 0 sowie /e > 147
mit c

I'AR+ ARz 9 < rgﬁHhHLQ(E,ﬁL)

bereits
< — _“ e < .
‘ h H*(S,0) = T L2(2,%) ‘)\ 2 (1 + Qr) = v (I1.18)
R cC |er cC s
IHSshlz) < el oy P Thoelmmn < Fh gy, (119

gilt, wobei ¢ : R® — R3 : p — —p die Spiegelung am Ursprung bezeichnet. Weiter
existiert ein Vektor X, = X,or = (X}, X7, X}) € R? mit |X,| = |n7
sg-Tangentialprojektion X} = Xie; — 7 (‘v, Xp,)*v

|Loo(2’55), dessen

xXr s cC
SVh — + %7 (v, Xp) = AT < =Pl (11.20)
’ oo - T 7?-“)
LQ(E,iL) ‘L (Evi‘) r + o
erfiillt. Es gilt dabei X,, = é;.
BEWEIS

Entsprechend der Definition 11.4.3 bezeichnet A7, h™, *# und *h* die Komponenten
von h € L?(X) bzgl. der Eigenfunktionen des negativen Laplace-Operators und der L%
Projektion jeweils bzgl. °5. Die erste Ungleichung aus (IL.18) folgt aus Lemma I1.4.4, da die
dortigen Voraussetzungen im Schwarzschild-Fall erfillt sind, weil die ersten Eigenwerte \;
des negativen Laplace-Operators im Schwarzschildfall bekannterweise 0 = \g < 2/2 (1 4+
m/2:) 4 = A1 = Ay = A3 < 5/s2 < )\ erfiillen. Die zweite Ungleichung aus (I1.18) folgt, da
wir mit den bisherigen Ungleichungen fiir i € {1, 2,3}

C cC
S A= Al g + r—Q‘ W) 2 < 20

1 T

BT

A=Al

L2(Z, L2(Z, 1)

folgern konnen. Es geniigt die Ungleichungen aus (I1.19) fiir h = A7 zu zeigen, da der
h*-Anteil mit den Sobolev-Ungleichungen durch die erste Ungleichung abgeschétzt ist.
Fiir die zweite Ungleichung von (I1.19) bemerken wir, dass fiir die Normale ‘v von 3 bzgl.
*g bekannterweise [ vy v; du = 4/3- wr?(1+m/2r)*F,; gilt und “v; eine Eigenfunktion des
(negativen) Laplace-Operators zum Eigenwert \; = || ist, wobei

am  SH?

3 5 = konst.

5 =5 — 2°Ric(v, v) + K|} — 9> =

Insbesondere bilden diese Funktionen ein Orthogonalsystem von {h'T : h € W*2(X, 4}
und daher gilt A7 = —hT 0o o und VAT = X;LT fiir ein X}, € R? wie in der Aussage des

I1.4
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Lemmas, da selbige Gleichungen fiir *v; gelten. Damit gelten die erste Ungleichung aus
(I1.19) und (I1.20). Durch Integration der Bochner-Lichnerowicz Formel (wie in Lemma
11.4.4) erhalten wir

se2||per|? AR T2 s 7|2 o 1T
S ‘ h L2(x) Ah L2(x) 5l HVh L2(D) * 2HHeSSh L2(%)
_s2||per? o 1T
=9 ‘ h L2(s) + QHHess h L2(s)’
d.h. |Héss hSTHLz(Z) = 0. Somit gilt auch die erste Ungleichung aus (I1.19). /N

I1.4.6 Proposition (Eigenraum-Dim. der ersten Eigenwerte des Laplace-Op.)
Ist r > r(|ml,e,%o,co,c1,c5,K), so sind alle Eigenfunktionen des negativen Laplace-
Operators zu Eigenwerten kleiner Ay := 2/r2 — Rv/s3 — 5co/r+ > 1/:2 konstant. Weiter gilt
dim{ArT : h € L?(£)} = 3 und fiir die zugehorigen Eigenwerte ), d. h. fiir A € [1/:2,3/,]
und h € H?(X) mit Ah = —\h, existiert eine Konstante C' = C(|m, ¢, o, co, c1, &) mit

2 m\ C
- = — < . .
’)\ 2 (1 T Qr) = prtl (I1.21)
Zusitzlich gilt fiir h € H*(X)
C c
T, 3T < “lyr o0c 1T < T
Hh tho sOHLOO(E) ok L2(z)’ HHeSSh L2(xz) — rrtl H L2(%)

wobei ¢ : M — M : p+— —p wieder die Ursprungsspiegelung bezeichnet, und es existiert
fiir h € H?(X) ein Vektor Xj, = X,r € R3 mit

1 C
Vi — = (X — hTv + ‘\Xh|— hT < —=||n" . (I1.22)
H’ r( )g Loo(s) g H HL () rrtl H L2(%)
Ist auch f € H*(X), so gilt fiir das Euklidische Skalarprodukt (-|-)
T (T 2 C T
= <

Dabei kann X. so gewihlt werden, dass fiir jeden Vektor X € R? genau eine Funktion
hx € H(X) mit hx = hj); existiert so, dass in obiger Notation X = X, gilt. o

BEWEIS
Die erste Aussage gilt nach Lemma I1.4.4. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt fiir
h € H%(Z) durch Anwendung der Sobolev-Ungleichungen

AR = Ahll (s,

IN

C C
ﬂ”HeSS Az + TT;HVhHL%E,u)

C C
ﬁ|’Ah’\L2(z,u) + m”h”m(z,u)'
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Daher ergibt sich durch die Vergleichbarkeit der Metriken 4 und ‘s nach Definition von
T

h Coin
L2(Bp) = rAtl Hh L2(3,9)

Insbesondere gilt nach Lemma I1.4.5 die erste Abschétzung (II.21). Somit ist die Abbil-
dung {h"'|h € L2(Z, 1)} = L3(Z, 1) : BT — (hT)T surjektiv und durch Kombination der
gerade gezeigten Ungleichung und der ersten Abschétzung in Lemma I1.4.5 auch injektiv.
Daher ist dieser Raum wie behauptet dreidimensional. Alle anderen Abschétzungen an
die Eigenfunktionen folgen ebenfalls aus Lemma I1.4.5, wenn wir fiir die letzten Abschét-
zung beachten, dass die Tangential-Projektion von X} bzgl. § mit der Voraussetzung an
7 in passender Ordnung gleich der von ‘7 ist.

Es verbleibt die Existenz einer Funktion h = AT € W*2(X) mit X, = X fiir vorgege-
bene X € R? zu zeigen. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung h — X, injektiv
auf {7 | h € W?2(2)} ist, da dieser Raum wie R? dreidimensional ist. Dies folgt jedoch
aus der letzten Ungleichung fiir f = h fiir ausreichend grofles r. /

\pﬂ—mﬂ

11.5. Uber den Stabilititsoperator

In diesem Abschnitt zeigen wir die a priori Abschétzungen ,des Stabilitdtsoperators® —
faktisch sind es mehrere (Pseudo-)Stabilitdtsoperatoren. Dafiir wollen wir kurz eine kurze
Erklarung dieser Operatoren geben, vgl. bspw. [Bd12]. Sei dafiir ® : (—n,n) x ¥ — M
eine beliebige orthogonale Deformation einer geschlossenen Fliche ®(0,%) = ¥ — (M, 7).
Damit gilt in jedem Punkt p € ¥ in allen Koordinaten z1, x5 : U — R? mit Ipg = Fpq
gilt,

(dp) = (\/detg dz1 ® diz)' = 2\;% = —uH,

wobei @ die Ableitung entlang der Deformation und v := y(d), v) die Lapse-Funktion von
® bzgl. der duBeren Einheitsnormalen v von ¥ < M bezeichnen. Da p € ¥ beliebig war
und um jeden Punkt solche Koordinaten existieren, erhalten wir insbesondere

LG
t=0

ot
also ist (in diesem Sinne) die mittlere Kriimmung die erste Variation des Fléchen-Funktio-
nals. Nun betrachten wir die zweite Variation dieses Flachen-Funktionals. Dafiir definieren
wir die Mittlere-Kriimmungs-Abbildung

H:H*(Z) — L%(X) : h~ H(graph, h) mit graph, h:= {mp(h V) ‘ pE E},

wobei # ( graph,, h) die mittlere Kriitmmung des Graphen graph,, h der Funktion h bezeich-
net, welche wir mittels p — (H(graph, h))(exp,(hv)) als Funktion auf ¥ interpretieren.
Wir bemerken, dass diese Kriimmungs-Abbildung fir Funktionen h € H?(X) mit ausrei-
chend kleiner H2-Norm wohldefiniert ist. Damit erhalten wir, dass ihre partielle Ableitung

O(H(th))

0cp 1 .
Lih ==

t=0

I1.5
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fiir alle h € H?(X) wohldefiniert ist, falls der umliegende Raum M und seine Metrik
7 ausreichend regulir sind — bspw. 7 € ¢2. Durch Koordinatisierung dieses Ausdrucks
erkennen wir weiter, dass die eingeschriankte Mittlere-Kriimmungs-Abbildung H|W2,p(2)

mit p > 2 differenzierbar ist und daher der eingeschrinkte Stabilitdtsoperator Qfﬂwz,p(z)
die totale Ableitung von H|yyz. (s ist. In (1.20) haben wir die bekannte Identitét

"1k = (Ric(v,v) + [K[2)h + Ah

fiir diesen Stabilitdtsoperator. Wir wollen hier die Bezeichnung als Stabilitdtsoperator
nur kurz dadurch motivieren, dass durch diesen gemessen werden kann wie stabil ei-
ne Fliche als CMC- (oder Minimal-)Flache ist: Ist ihr Stabilitdtsoperator invertierbar,
so existiert in einer (v-)Umgebung der Fliache keine weitere CMC-Fléche mit gleicher
mittlerer Krimmung; ist der kleinste Eigenwert des Stabilitdtsoperators strikt positiv
(auf Funktionen mit Mittelwert Null) und ist die Flache eine Minimal-Fldche, so hat
jede Storung der Flache mehr Flicheninhalt, genauer |®(¢,X)| > |®(0,%)| fur kleine ¢
falls die Lapse-Funktion Mittelwert Null hat. Eine ausfiihrlichere Motivation fiir diese
Bezeichnung wird in [Bd12] gegeben.

Wie bereits mehrfach erwdhnt werden wir in den nachfolgenden Kapiteln nicht nur
Fléachen konstanter mittlerer Kriitmmung (CMC), sondern auch Fléchen konstanter Ex-
pansion (CE) betrachten. Das heift, wir betrachten Flichen deren mittlere Kriimmung
in Lichtrichtung konstant ist, d.h. die Variation des Fldcheninhalts (im obigen Sinn)
in Lichtrichtung?® ist eine Konstante. Daher auch die Bezeichnung ,Flichen konstanter
Expansion® fiir diese Fldachen. Um diese Flachen zu konstruieren, werden wir allerdings
Flachen in Raum-Richtung deformieren miissen. Insbesondere betrachten wir die Varia-
tion der Abbildung

H+H:H*(X) - LX) : h > (H £ trk) (graph,, h),

wobei (H £trk)( graph, h) die Expansion des Graphen graph,, h der Funktion A (innerhalb
seines Lichtkegels) bezeichnet und das Vorzeichen + fest gewéhlt ist und bestimmt, ob in
Zukunfts- oder Vergangenheitsrichtung variiert werden soll — vgl. [Met04]. Das heift, wir
betrachten nicht die zweifache Variation des Flachenfunktionals in eine Richtung wie oben
(die rdumliche Normale), sondern variieren erst in Lichtrichtung (ergibt # 4-trk) und dann
in Raumrichtung. Dadurch erhalten wir den zugehorigen (Pseudo-)Stabilitatsoperator

a((H iaH)(n h)) |

n=0

LR =

welchen wir in (I.21) charakterisiert haben. Dort haben wir statt H & H fiir ein Gewicht
b € [-1,1] den Operator H + 6H betrachtet. Dies ist durch die Konstruktion der CE-
Flachen motiviert und wird in Kapitel IV ausgefiihrt. Es sei betont, dass die Bezeichnung

4 Alle obigen Interpretationen und Ergebnisse sind iibertragbar. Da Vektoren in Lichtrichtung per Defini-
tion Lange Null haben, miissen wir den Begriff der Einheitsnormale dabei in folgender Art modifizieren:
Ist v die &uBere Einheitsnormale von ¥ < (M, 7) und 9 die zukunftsgerichtete Einheitsnormale von
M — (]\//\[,ﬁ), so betrachten wir v &1 — je nach dem, ob in die Vergangenheit oder Zukunft variiert
werden soll.



Uber den Stabilitdtsoperator

Stabilitéitsoperator nur aufgrund der Analogie zum Stabilitétsoperator %7 gewéhlt wurde.
Fiir eine weitergehende Einfithrung in diese (Pseudo-)Stabilitatsoperatoren verweisen wir
auf [AMS05, AM09, AEM11].

Eine weitere mogliche Deformation der CE-Flichen wiére es, sie in Zeit-Richtung zu
verschieben — fiir weitere Informationen verweisen auf die gleichen Arbeiten wie oben.
Wieder kénnen wir einen zugehorigen (Pseudo-)Stabilitdtsoperator bestimmen, welcher
in (I.22) charakterisiert wurde. Da dieser nur fur die Evolution dieser Fléchen in Zeit-
Richtung eine Rolle spielen wird und leicht zu kontrollieren ist, betrachten wir diesen
allerdings erst im Abschnitt IV.4.

I1.5.1 Bemerkung (das Gewicht 5)

Da wir die beiden oben beschriebene Fille (CMC- und CE-Flichen) nicht einzeln analy-
sieren wollen, betrachten wir in diesem Kapitel beide Félle auf einmal. Dabei bezeichnet
b € [—1,1] das zugehorige Gewicht, d. h. wir wenden die Ergebnisse des Abschnitts spater
auf Flichen ¥ mit # + 6trk = —2/o an. Siehe dafiir auch Proposition 1.2.10.

I1.5.2 Voraussetzung (an M fiir Abschnitt I1.5, im Fall 5 = 0)
Es sei 6 := 0 und (M,5) eine Cf+1 f,-flache Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht
verschwindender Masse m (siehe 1.25). o

I1.5.3 Voraussetzung (an M fiir Abschnitt I1.5, im Fall 5 # 0)

Es seien (M,7,k,J,0) ¢ 172043/, flache Anfangsdaten mit nicht verschwindender Masse
(siehe (1.25)). Weiter sei 6 € [—1,1] mit 6 # 0. o

Es ist bekannt, dass die Masse m durch den obigen Ausdruck wohldefiniert ist — wir
wiederholen dies jedoch auch noch einmal in Lemma A.1.2.

I1.5.4 Voraussetzung (an X fiir Abschnitt I1.5)
Es seien cg,cg,¢1 > 0 und 0 > 0 Konstanten mit § > 0 odercy < 1 und X € K%s(co,cl,cS)

(entspr. Definition 1.3.7) habe fast konstante mittlere Kriimmung, d. h.
2 c
o

<

H + < — .
H Whee(z)  gate o

I1.5.5 Notation (Uber Abhingigkeit von Konstanten in diesem Abschnitt)

Um die Notation zu verkiirzen, werden die Abhéngigkeiten der Konstanten dieses Ab-
schnitts von |m/|, €, ¢y, J, cg, c1 und cg nur durch (konst.) angezeigt. Das heifit, im Fol-
genden schreiben wir D(konst.) fiir Konstanten D, die nur von diesen Gréen abhingig
sind. o

Wir wenden auf ¥ (fiir eine neue Konstante ¢; = ¢;(konst.)) Propositionen I1.2.5 und
I1.2.2 an, wobei wir in allen Abschitzungen ¢ und r durch o ersetzen kénnen (s. oben).
In geeignet angepassten Karten erfiillt ¥ insgesamt also die Voraussetzung I1.3.1, ins-
besondere kénnen wir Proposition 11.3.3 anwenden. Dadurch erhalten wir eine Karte

I1.5
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in der Voraussetzung I1.4.1 erfiillt ist, womit wir auch Lemma I1.4.5 auf ¥ anwenden
konnen. Wir erhalten fiir die Komponenten der Normalen im Vergleich zu Proposition
I1.3.3 weitere Abschétzungen.

I1.5.6 Lemma (Uber die Komponenten der Normalen)
Fir ¢ > o(konst.) und C' = C(konst.) gilt in der Notation von Lemma I1.4.5 X, r = ¢;
sowie '

by 2|2 C
’/yiyj dp — ’3‘5” < 003—87 ‘/A% v dp + 3| ‘5 1< U%-ﬁ-é" (11.24)
vt <Co2 . (11.25)
H(S) .

BEWEIS
Alle Aussagen gelten bekannterweise auf $? bzgl. der Schwarzschild-Metrik anstelle bzgl.
5. Mit den bisherigen Abschétzungen an die Fléche, die zweite Fundamentalform und
den Unterschied zwischen v und *Vd, folgen damit die erste Ungleichung direkt und die
zweite durch partielle Integration, d.h. es gilt (I1.24). Wir erhalten die L?-Anteil von
(I1.25), da mittels der ersten zwei

=y < — s = / < =\
o2 L2(x) — /AV’ vi du <a2 Gg+s> Vi L2(x) — o217t s T o3te

gilt. Daher erhalten wir (I1.25) schliefllich mittels dive; = dive; — Hv; +7 (Vyé;,v),
2 = , 1 1 >, 1 c 1
e = /g(wz,vui ) dp < = 4(e V3 )du + —Hvyi

1

o
C
—.

C
L?(z (‘/}[V Vi d“‘ L2(E)> TSy

Im Fall # = 0, d.h. dem Fall von CMC-Flachen, kénnen wir direkt folgern, dass der
Stabilitdtsoperator invertierbar ist. Dafiir bendtigen wir zunéchst ein technisches Lemma
iiber den Ricci auf der betrachteten Sphére X, welches im (asymptotischen) Schwarzschild-
Fall trivial wire. Um dieses zu zeigen, verwenden wir den Anhang A.1, welcher auf
Techniken zuriick geht, welche in [CS03, CWO08] ausfiihrlicher erkldrt werden. Das folgende
Lemma geht dabei auf eine Idee von Huang [Hual0] zuriick.

fove

L2(3)

3 L2(E)> T2 HVU

L(5)’

und

v+

v

VA

I1.5.7 Proposition (Uber Ric auf X)
Fiir ¥ wie in Voraussetzung I1.5.4 und eine Konstante C' = C'(konst.) und r := miny d
gilt

E— S 2m _ C
Ric(v,v) — B} dp + o3 < HSHLI(]R?’\Br(O)) + P (I1.26)




Uber den Stabilitdtsoperator | 11.5

Weiter gilt fiir E := #°/2 — 2/:2 alle i # j € {1,2,3} und jede Orthonormalbasis {f;}?_;
von L2(X)T aus Eigenfunktionen des (negativen) Laplace-Operators Af; = —\; f;

. _ 1Sl (rs\ 8,0 c
‘/(2RIC(V, v)—38— E) fi i d#’ < (03\ o 4 o3te’
2 6m . S E\ ., 3 151111 3\ B, (0)) C
BEWEIS

Wir bemerken, dass der Schwarzschild-Fall leichter zu 16sen ist, da dort Ric bereits (in
hochster Ordnung) auf ¥ bekannt ist.

Die erste Ungleichung gilt nach Lemma A.1.2. Weiter gilt nach der verallgemeinerten
Bochner-Lichnerowicz Formel

%Ag(Vﬁ,ij) = tr(Hess f; © Hess f;) + %(g(Vfi,VAfj) +g(VAfi,ij))
+2 5V 1,95

Durch Integration erhalten wir mit den Abschétzungen an Héssin (I1.19) in Lemma I1.4.5

NN, 1 s C
22T+ 5 [ S(VITAL) + (VAR VE) dut [ (VR VE) | < o

Da die f; nach Voraussetzung orthonormale Eigenfunktionen des Laplace-Operators sind,
ergibt sich mit partielle Integration daraus

C

< obte’

’/SJ(sz‘,ij) die — Ai Aj‘gi;

Indem wir die (asymptotische) Charakterisierung (11.22) und (I1.23) von V f; aus Propo-
sition 11.4.6 sowie die GauB-Gleichung (I.11) einsetzen, impliziert dies fiir 7, j € {1, 2, 3}

C
obte

2 = om e
0 > ’/(1‘2 +E+5—2Rlc(1/, I/))g(Vﬁ,ij)dM— /\i )\j Jij

1 5 — 2Ric 3G . 2| C
> 1/(2RiC(VV)—5—E)fZ»f-dM
~ o2 ’ J

. 2X; 3 — - C
_gij()\?—r2+o_2f2R1C(V,V)—5—Ed,U,>’— e

Damit gilt die zweite Ungleichung (fiir ¢ # j). Setzen wir die Vergleichbarkeit des verblei-
benden Integrals mit der Masse (II.26) ein und lésen diese (approximative) Gleichung
fiir i = j nach )\; unter Beachtung von |\; + 2/02| < 1/62 auf, so ergibt sich die letzte
Ungleichung. /
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Die folgende Proposition ist der einzige Grund, warum die punktweise Annahme [S| <
5(d)/a3 bendtigt wird.

I1.5.8 Proposition (Eigenwerte von °%; fiir 6 = 0)

Sei 3 wie in Voraussetzung 11.5.4, 6 = 0, 0 > o(konst.) und gelte im Fall § > 0 auch
co < co(|m|, e, o, c1,c5). Gilt

2
o

4]
> 0_2_,’_57

|+

Whee ()

so existiert eine Konstante C' = C(konst.) so, dass fiir alle f, h € H*(X)

%HhL B ﬁHLQ(E) = Hi% (hL - ﬁ)

L*(%)
6m CE<(0)
[t ans 53 [ ) < S5 W gy Wbl (1120
gilt. Dabei wurde zur Verkiirzung der Notation die Einschriankung (1.24) an S verwendet.o
BEWEIS
Dies ergibt sich direkt aus Proposition I1.5.7. /

Es folgen nun direkt die angekiindigten Abschitzungen des (Pseudo-)Stabilitdtsoperators.
Dabei zeigen wir zunéichst gewohnliche H2- und W1*°-Ungleichungen, die aus den dquiva-
lenten Ungleichungen (I1.10) und (II.11) fiir den Laplace-Operator folgen. AnschliefSend
erhalten wir mehrere (stdrkere) Ungleichungen fiir die einzelnen Funktions-Teile aus
Definition 11.4.3.

I1.5.9 Satz (A priori Abschiitzungen fiir °7;)

Sei ¥ wie in Voraussetzung I11.5.4 und gelte die Abschitzung (I1.27) fiir alle f = h € H*(X)
zumindest fiir 5m anstelle von C' E(0). Es existiert eine Konstante C' = C'(konst.) fiir
o > o(cy, ¢, m,co,cs, M) 80, dass fiir alle h € H2(X) und p > 2 die a priori Abschitzungen

Il s < (o | 2 (11.28)

it Hh||L2(Z)> < Co* i

L2(z)’

Lp(g)) : (I11.29)

gelten. Weiter gelten fiir die Funktions Komponenten entsprechend Definition I1.4.3 und
e € (0,1] die verbesserten a priori Abschéitzungen

_2
Blygos) < € (77 Iblla + o*F i

e fena < Lo, [y <00 [0,
C
’ (&ﬂth)T 12(5) = o3te lHH(E)’ HhL’ M2 co’ H&ﬂlh L(®)’
= ¥ :
L®(D) ~ y3te LY (%)




Uber den Stabilitdtsoperator

BEWEIS
Es gilt fiir f € W*P(X) und 2 < p < oo nach (I1.21) und den Voraussetzungen

2 C C
185y < | gy + (55 + 55 ) 1oy + 519 oy

2 C C
b
< it sy + (55 + 55) vy + A oy

Damit folgen die erste Ungleichung in (I1.28) sowie die Ungleichung (I1.29) aus Propo-
sition I1.1.4. Die zweite Ungleichung in (I1.28) ergibt sich damit aus der Voraussetzung
der Giltigkeit von (I1.27), sobald diejenige fiir ¥ gezeigt ist.

Als néchstes zeigen wir die Ungleichungen fiir die einzelnen Komponenten von f. Die
Ungleichung von # erkennen wir durch die Abschétzungen an %%, da der Laplace-Anteil
keinen Beitrag zum Mittelwert liefert und auch der V f-Term durch partielle Integration
und die Voraussetzungen an k, kompensiert wird.

Fiir die Betrachtung von h’ bemerken wir, dass nach der (asymptotischen) Eigenwert-
beschreibung (I1.21) aus Proposition I11.4.6 bereits [AhT +2/52 hT| < C/ot+x |RT| gilt, also
folgt die Ungleichung an A’ mit

H* C C
T B S TR O L
C
= gltk hTHLOO(z)'
Weiter gilt fiir h € H*(X)
o ] sy

Wegen der Unabhingigkeit zwischen A7 und k' folgt damit die Ungleichung an (2% h+)T.
Bei der weiteren Untersuchung von h' beachten wir zunichst, dass die Definition von h*

9 2 1 2
1Ll > 1 1 1L
'/Ah h d/,L‘_4O_2Hh L2(2)+4Hw )
impliziert. Weiter erhalten wir fiir ausreichend grofles o
11 2 C
bep 1L g L > 1l _ 1 _ 1 1
’/ ik h dﬂ‘_’/Ah h dﬂ‘ 502Hh L2(%) 02HVh LQ(E)Hh L2(3)

Zusammen erkennen wir ”hJ_HLZ(E) < Co? HiSﬁhLHLz(E). Da weiter

HAhL

L2

12(%) = Hﬁgth

C
() + ﬁ”hL L2(%) * %HAhl L2(%)

gilt, erhalten wir ||AhH\L2(E) <C ||5,,2”1hL||Lz(E) und daher aus Proposition II.1.4 die

H?,—Ungleichung an h'. Da sich damit durch Proposition II1.1.3 identisch zur obiger
Argumentation [|[Aht |5y < HiiﬂlthLp(z) fiir p > 2 ergibt, erhalten wir die W°-
Abschitzung fiir ht. /

I1.5
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I1.5.10 Bemerkung (Invertierbarkeit des Stabilitidtsoperators)
Damit ist % : H3(X) — L%(X) unter den Voraussetzungen von Satz IL1.5.9 injektiv.

Da %% als elliptischer Operator auch ein Fredholm-Operator ist, existiert der Inverse-
Operator % ~! : L2(¥) — H2(X) und es gilt

3
HiglilHL(L%Z);H%E)) =C (; + U2>'

Damit ist auch der eingeschrankte Stabilitdtsoperator Z?fl\wz,p(z) mit p > 2 auf seinem

Bild invertierbar. Dabei ist Bild 2% |yy2.» (x) = (%), da die W2P_Regularitit des Laplace
gilt, siehe Bemerkung II.1.5 unter Beachtung der letzten Ungleichung in Proposition
I1.3.3. o

11.6. Uber Translationen

Wir werden in den nachfolgenden Abschnitten die Deformationen von Flichen unter-
suchen — bspw. die Evolution der CMC-Flédchen in der Zeit. Dabei wird es entweder
entscheidend sein ob man statt von einer Deformation von einer Verschiebung sprechen
kann und in welche Richtung die Fléachen sich verschieben (oder zumindest wie die ,,Ge-
schwindigkeit* dieser Bewegung abgeschétzt werden kann). Daher untersuchen wir in
diesem Abschnitt wie anhand der Lapse Funktion einer Deformation erkannt werden
kann, ob diese (in hochster Ordnung) eine Translation ist.

I1.6.1 Voraussetzung (an M fiir Abschnitt I1.6)

Es sei (M,7) eine Cs2+1 j,-flache Riemannsche Mannigfaltigkeit.

I1.6.2 Voraussetzung (an ¥ & ¥ fiir den Beginn dieses Abschnitts)
Es seien ¥ € %% (co,c1,cs) (entspr. Definition 1.3.7), 79 > 0 und ¥ : (—ng,nm0) X ¥ —

M eine orthogonale riumliche Deformation wie in Definition 1.2.4 beschrieben, wobei
angenommen wird, dass ¥(0,-) = idy, die Identitét ist. o

Als erstes bestétigen wir die intuitive Erkenntnis, dass die Deformation der Fléche (infini-
tesimal) durch ihre Lapse-Funktion charakterisiert ist — gemeint ist dabei die tatséchliche
Variation der Fliache als solche. Dafiir betrachten wi zunachstr das Fuklidische Koordi-
naten Zentrum der Fliche Y. Da dieses auf verschiedene Weisen definiert werden kann,
geben wir nun die konkrete Definition, mit der wir arbeiten wollen.

I1.6.3 Definition (Euklidisches Koordinaten-Zentrum)
Fiir eine geschlossene Hyperfliche M <+ M \ K heiit der Vektor z':= (21, 29, 23) mit

A —. Je . foid?l
= ][Mﬁ’d”“ i(x)

Euklidisches Koordinaten-Zentrum von M, wobei ¢t das von der Euklidischen Metrik %
induzierte Oberflaichenmafl von M ist. o



Uber Translationen I1.6

I1.6.4 Proposition (Bewegung des Koordinaten-Zentrums)
Unter den Voraussetzung I1.6.2 existiert eine Konstante C' = C'(konst.) so, dass fiir das
Euklidische Koordinaten-Zentrum ,2 von ,3 := ¥(n, X)

anzi
‘677 0 3][2”““1“ < ey M),
gilt, wobei die Notation I1.5.5 verwendet wurde. o
BEWEIS

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ersetzen wir k£ mit min{2, x} und nehmen des-
weiteren [u[p2(x) = 1 an. Weiter kénnen wir mit den Annahmen an die Metrik statt
d 4 auch p betrachten und erhalten (in hochster Ordnung) die gleiche Grofilen. Zunéchst
berechnen wir die Ableitung von ,Z |,X| mittels

’ Inzi |n2])
on

O(T;o W
/ M — HuT; — 3v;u+ Huz; d,u‘
by

—3/ viudp + Huz; dp
n=0 P 877

/ Hu(z; — z;) + 21/iudu‘ < Co? ",
)

Wir erhalten nun die Aussage durch Anwendung der Produktregel in
I ozs
L) —l—/ﬂ-[uzidu—?)/l/iud,u
n=0 P

an

I1.6.5 Bemerkung (Uber die Bedeutung der Lapse-Anteile u’, u- und u*)

Es ergibt sich also die Erkenntnis, dass in der Notation von Definition 11.4.3 der Anteil
u!" der Lapse-Funktion die tatsichliche Verschiebung der Fliche charakterisiert. Weiter
ist klar, dass mit der Annahme # = konst. die Skalierung (d.h. Vergroflerung bzw.
Verkleinerung) der Fliache durch den Mittelwert der Lapse-Funktion #, charakterisiert
ist. Der Rest u—u’ — #, charakterisiert damit die Verformung der Fliche und daher passt
auch der dafiir getroffene Begriff. Dass all diese Ergebnisse nur in héchster Ordnung gelten,
ist lediglich der nicht-Flachheit der Metrik sowie den ,,Storungen“ der Flache geschuldet.o

I(yzi |2])

<=7 =,

i
70'5///

— 3][ viudp du
n=0 %

Damit haben wir erkannt, dass jede Deformation fiir die ||uJ-||L2(E) (relativ zu ||uT||L2(E))
ausreichend klein ist, das Koordinaten-Zentrum in eine klar durch v’ gegebene Richtung
verschiebt. Da das Zentrum lediglich ein Integral der Fliche ist, ist dies kein wirklich
zufriedenstellendes Ergebnis. Wir zeigen nun, dass dieses Ergebnis auch punktweise gilt.

I1.6.6 Proposition (Punktweise Version von Proposition 11.6.4)
Ist u (in hochster Ordnung) gleich v, d. h.

[y < o ]
H(E) — gf~1 H(Z)

und gelten die Voraussetzung 11.6.2, so existiert eine Deformation ® : (—ng,n0) x X — M,
die die gleichen Fliachen durchlduft und in héchster Ordnung eine Verschiebung ist, d. h.
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fiir eine Konstante C' = C'(konst.) gilt

c
— gmin{2,x}

= L2(E)

]

L2(x)’

wobei X := 9G2)/an|,_, € R? ein konstantes Vektorfeld ist und die Notation I1.5.5
verwendet wurde. o

I1.6.7 Bemerkung (Erklidrung im Euklidischen Fall)

Als ersten Schritt dafiir, betrachten wir den elementaren Fall, dass eine nicht-orthogonale
Deformation 1. gegeben ist, die gerade die Verschiebung der Euklidischen Koordinaten
Sphire $2(0) im Euklidischen Raum in Richtung des ersten Koordinatenvektors ist, d. h.
Ve : R x §2(0) — R?: (n,p) + ne1 + p. Insbesondere ist

Ope
n

=e) = g1V + (€1 — gv1 V) =t gV1 2 G VneR,

wobei 2 die Euklidische duBere Einheitsnormale der Sphire S2(ne1) = ¢e(n,52(0))
und ,8 € X(s}(ne1)) der Shift-Vektor von ¢, zum ,Index* 1 € (—oo,00) ist. Ins-
besondere ist dies keine orthogonale Deformation und daher auch kein Model fiir die
Deformation ®. Jedoch kénnen wir ¢, zu einer (eindeutigen) orthogonalen Deformati-
on e : (—00,00) X 52(0) — R3 ,orthogonalisieren®, die durch (0, p) = ¢.(0,p) und
efom = 1 5v charakterisiert ist. Diese orthogonale Deformation ist in dem Sinn die
gleiche Deformation, dass die zugehérigen Flichen identisch sind, d.h. 9.(n,$2(0)) =
ve(n,52(0)). Die Orthogonalitit von 1. ergibt gegeniiber den Standard Koordinaten von
Ve(n,52(0)) = S2(ne1) eine ,,Deformation” der Koordinaten von v, (n, 52(0)), die von
und den Koordinaten von $?(0) induziert werden — vgl. Abbildung IT.1. Weiter erkennen
wir, dass auch umgekehrt ¢, durch drei Eigenschaften von 1. charakterisiert werden
kann: e (0,p) = ¥e(0,p), @e(n,52(0)) = be(n, 52(0)) fiir alle n € R und 9ve/an = v fiir
einen Vektor ,v der nur von 1 € R abhdngt. Aulerdem kénnen wir den Vektor ,v durch

e, e e
nv:nylny+rnv V1, o

bestimmen, wobei ,V der Levi-Civita Zusammenhang von ¢.(n, $?(0)) zur Metrik ,g
ist, die von %7 auf v.(n, 5?(0)) induziert wird. Insbesondere erhalten wir so eine aus der
orthogonalen Deformation v, eine nicht-orthgonale Deformation (., welche in gewissem
Sinne die Koordinaten der Sphére erhdlt.

BEWEIS (VON PROPOSITION I1.6.6)
Ohne Beschriinkung nehmen wir [juf || () = 1 an, da fir uf" = 0 nichts zu zeigen ist.
Definieren wir auf (—n,n) x 3 das Vektorfeld

X =V (qunyv + ,Vyu)

“Da sich ,fv in 7 nicht konstant ist, aindern sich die Teile ¥; und £z nicht linear in Richtung v — entgegen
der ersten intuitiven Annahme.



Uber Translationen I1.6

b))

Abbildung II.1.: Verschiebung der Sphére

und bezeichnen mit @' : (—¢,e)xYX — (—¢,&)x X, so erkennen wir, dass ®'(n, ) € {n, } x2
fiir alle n gilt. Das heifit fiir ® := ¥ o &’ gilt

o0

v (0,-) = ®(0,-), a—n

= (nun’/ + vaiu) © (b(na ')’ (I)(nv Z) = ‘I’(% E)'
n

Setzen wir nun Proposition 11.4.6 ein, so erkennen wir mit

unsere Behauptung, wenn wir beachten, dass das Zentrum sich nur auf diese Weise é&ndern
kann, wenn

L
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C

<
9 0'1+E
L2(o%)

uT

L2(%) * %HulH

— X
n=0

H(%)

9(»?)
n

C
<=z
g

‘Xou -

4

n=0

I1.6.8 Bemerkung (Uber Eindeutigkeit)

Wir kénnen nicht folgern, dass die Deformation ® aus Proposition I1.6.6 eindeutig ist.
Selbst wenn wir die Anfangswerte ®(0,-) = ¥(0,-) fixieren, machen wir hier iiber ®
nur Aussagen in héchster Ordnung, d. h. wir kénnen @ in niederer Ordnung stéren und
erhalten ein @', das die gleichen Bedingungen erfiillt. o
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I1l. Flachen konstanter mittlerer
Krimmung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Blatterung durch Flachen mit konstanter mittlerer
Kriimmung (CMC). Wir zeigen in Abschnitt III.1, dass jede (dreidimensionale) CEQJrl .
flache Riemannsche Mannigfaltigkeit eine solche Blétterung aus geometrischen Sphdren
besitzt. Das heifit, es existiert eine Familie von Hyperflachen {,X},>4, die jeweils diffeo-
morph zur Sphéire $2 sind und konstante mittlere Kriimmung (CMC) haben, paarweise
disjunkt sind und die die ganze Mannigfaltigkeit aulerhalb eines Kompaktums iiberde-
cken. Wie in der Einleitung erklért ist dieses Ergebnis unter diversen Annahmen an die

Asymptotik bereits gezeigt worden, bspw.
e Im Fall der ¢j-Asymptotik zu Schwarzschild von Huisken-Yau [HY96];

e Im Fall der ¢#, .-Asymptotik zu Schwarzschild von Metzger [Met04, Met07] (einge-
schrankt auch e = 0 zuléssig);

e Im Fall von C55+1/2—ﬂacher Riemannscher Mannigfaltigkeiten mit stark abfallen-
der Skalarkriimmung, die die Cf 3 /2—Teitelboim—Bedingungen erfiillen von Huang
[HualO];

e Im Fall ¢f-flacher Riemannscher Mannigfaltigkeiten (beliebiger Dimension n > 3),
die ¢, -asymptotisch zu Schwarzschild sind und die Annahme an die Skalarkriim-

mung aus den Regge-Teitelboim-Bedingungen erfiillt von Eichmair-Metzger [EM12].

Nach Kenntnisstand des Autors ist der hier vorgestellte Fall der C‘;_1 /2-ﬂachen Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten ein neues Resultat und beinhaltet und verallgemeinert alle der
oben angegeben Resultate — zumindest mit der Einschrénkung auf Dimension drei und
unter Ausklammerung des Ergebnisses von Metzger fiir ¢ = 0. Weiter zeigen wir die
Eindeutigkeit der CMC-Flachen unter selbigen Voraussetzungen in Abschnitt I11.2. Wir
bemerken, dass die Voraussetzungen an die Klasse von Fldchen innerhalb derer die CMC-
Flachen eindeutig sind, abgeschwécht werden kénnen — vgl. Bemerkung I1.2.4. Auch dieses
Eindeutigkeits-Ergebnis wurde u. a. in den obigen Arbeiten erbracht — allerdings muss-
ten zumindest Eichmair-Metzger hierfiir zusétzlich C12+€—Asymptotik zu Schwarzschild
voraussetzen.

Wir wollen dabei betonten, dass dies das erste Mal ist, dass diese Existenz- und Eindeu-
tigkeits-Ergebnisse ohne (asymptotische) Symmetrie-Annahmen gezeigt werden konnte:
Weder die (asymptotische) Rotationssymmetrie einer Asymptotik zu Schwarzschild, noch
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die Punkt-Spiegelungssymmetrie der Regge-Teiltelboim-Bedingungen werden vorausge-
setzt. Weiter ist wichtig zu bemerken, dass wir im Gegensatz zu den oben zitierten Arbei-
ten unter diesen Annahmen nicht erhalten, dass diese Flachen konzentrisch sind: Diese
Fléachen haben (auch asymptotisch) kein gemeinsames Euklidisches Koordinaten-Zentrum.
Dass dies unter den hier gemachten Voraussetzungen auch nicht notwendigerweise der
Fall ist, wird am Beispiel I11.4.3 (aus [CN14]) klar.

Es sei noch einmal hervorgehoben, dass die Beweis-Methodik fiir Existenz und Eindeu-
tigkeit stark auf denen von Metzger [Met04, Met07] basieren — vgl. Absatz ,Vergleich
mit verwandten Arbeiten® auf Seite 4.

Als konzeptionell neues Resultat erhalten wir in Abschnitt II1.3 die zeitliche Evo-
lution dieser Flachen. Dieses Ergebnis wurde 2013 unter dem Titel Time evolution
of ADM and CMC' center of mass in general relativity in arXiv veroffentlicht [Nerl3,
Th. 4.2, Kor. 4.3,4.4].! Nach Kenntnis des Autors ist dies das erste Mal, dass ein solches
Ergebnis fiir die CMC-Flichen erbracht wurde. Ebenso ist es (nach Kenntnis des Autors)
das erste Mal, dass ein solches Ergebnis fiir das CMC- (und damit auch das ADM-) Mas-
sezentrum gezeigt wurde. Vor Abschluss dieser Arbeit wurde erstmalig ein vergleichbares
Resultat von Chen-Wang-Yau [CWY13] erbracht — allerdings fiir das von ihnen in der
zitierten Arbeit definierte Massezentrum.

Das von uns gezeigte Evolutions-Ergebnis verwenden wir dann in Abschnitt II1.4, um
im Fall der ¢, .-Asymptotik zu Schwarzschild eine Formel fiir das Euklidische Zentrum
der CMC-Flachen zu erhalten, welche nach Kenntnis des Autors unter den hier gemacht
Voraussetzungen neu ist. Diese Formel impliziert die Gleichheit des CMC- und ADM-
Massezentrums, welche unter verschiedenen anderen Voraussetzungen bereits u.a. in
[CWO08, Hual0, EM12] gezeigt wurde, und vom Autor unter den hier gemachten Voraus-
setzungen in [Nerl3, Kor. 5.3] veroffentlicht wurde. Nach Kenntnis des Autors ist dies
auch das erste Mal, dass die Gleichheit dieser Zentren auch im Sinne ihrer Existenz er-
bracht wurde. Wir erhalten auflerdem die Gleichheit des CMC- und ADM-Massezentrums

auch unter den oben erwiihnten zusétzlichen ¢ - 1-Regge-Teitelboim-Bedingungen.

I11.1. Existenz der CMC-Flachen

In diesem Abschnitt beweisen wir nun die Existenz der CMC-Flachen.

IT1.1.1 Theorem (Existenz der CMC-Flichen und CMC-Blitterung)
Sei (M,7) C52+1/2—ﬂach mit nicht verschwindender Masse m # 0 (entspr. (1.25)).

Es existiert o9 = og(|m|,&,¢) und eine stetig-differenzierbare Abbildung W
[0,1] x (01,00) x 52 — M so, dass alle Fliichen 7% := ¥(7,0,5%) konstante mitt-
lere Kriilmmung ;% = —2/o bzgl. "5 := g+ 7(7 — °g) 5 + 7(F — °g) haben und der

betragsméfig kleinste Eigenwert A des zugehorigen Stabilitdtsoperators erfiillt dabei

Tn der hier zitierten Version wurde nur der Fall der Cll+E-Asympt0tik zu Schwarzschild bearbeitet.
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|A—6m/o3| < CEx(0)/03. Weiter ist die Masse von M genau dann positiv, m > 0, wenn
die Flichen als CMC-Flichen strikt stabil sind, d.h.?

—/ °2hhdln>0  V0#hcH*(IY) mit #=0.
5>
Dabei ist (fiir m # 0) die Abbildung "V : (o1, 00) x §%2 — M : (0, p) = U(7,0,p) fiir

alle 7 € [0, 1] eine Blatterung nahe unendlich, d.h. " ist ein Diffeomorphismus auf
Bild ™0 und M \ Bild ¥ C M ist kompakt. o

IT1.1.2 Ergénzung (zu Theorem III.1.1)

Es gilt 73 € %%%(co’ E5(0),c1,cs) (entspr. Definition 1.3.7) bzgl. 77 fiir die Fléchen ;% aus
Theorem III.1.1 sowie gemeinsame Konstanten cg = C(|m|, e,¢), co’ = ¢o’(|m], &,¢) und
c1 = c1(|m|, e,¢). Weiter ist die Abbildung ¥ in der ersten Komponente C!-nahe an einer
Verschiebung der Fliche und in der zweiten Komponente ¢!'-nahe an der Kombination
einer Verschiebung und einer Vergréfierung der Fliche. Das heift, fir C = C(|m], K, )
und alle 7 € [0, 1] und o € (0p,00) gilt

1 1_ .. _[O0¥ :
Pl sy + I Frllisomy < Cot™s fir Fr o= <8T,y> i

1 C ) _(ov .
”Fcwal,oo(;z) + EHFUHHQ(Z,E) < oI+ fir Fo = ((9(77’/) -1-&v;,

— —

wobei v die duflere Normale von 7% — (M, 75) bezeichnet und ((7,0) € R? und £(7,0) €
R? Lipschitz-stetig von ¢ und 7 abhiingen und fiir C' = C(|m|, ¢, )

C|<CoBs0).  [§|<CBs0).  |5] < Coylo) o

erfiillen, wobei 4z das Euklidische Koordinaten-Zentrum von ;¥ entsprechend Definition
I11.6.3 bezeichnet. Dabei wurde zur Verkiirzung der Notation die Einschrénkung (1.24)
an Fs verwendet.

I11.1.3 Voraussetzung (an M fiir dieses Kapitel)

Sei (M,y) eine Caz+1 /Q—ﬂache dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht
verschwindender Masse m # 0 (entspr. (1.25)). o
Fiir den Beweis bemerken wir zunichst, dass die konzentrischen Sphéren $2(0) fiir 7 =
*7 konstante mittlere Kriitmmung haben, die in r (fir bspw. r > 3m) betragsméafig
streng monoton fallend ist und fiir r — oo gegen 0 geht. Insbesondere gibt es eine
streng monotone Umindizierung r : (og,00) — (n,00) so, dass 9% := 53( »)(0) konstante
mittlere Kriimmung —2/o hat. Damit gilt dieses Theorem fiir {0} x (0g, c0) anstelle von
[0,1] x (61,00). Durch ein Offen-Abgeschlossen-Argument ,erweitern® wir dies nun auf

2Wir beachten, dass das Vorzeichen der mittleren Kriimmung einer Sphére als negativ gewéhlt wurde.

I11.1
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[0,1] % (07 ,00) (fiir ein endliches o). Daftir nehmen wir an, dass der Satz auf einer solchen
Menge U C [0, 1] x (01 ,00) existiert und zeigen dann, dass sie offen und abgeschlossen
in (und damit gleich) [0, 1] x (o7, 00) ist — falls o ausreichend grofi gewéhlt wurde.

IT1.1.4 Voraussetzung (fiir Abschnitt II1.1)
SeiW:U x $? = M : ((r,0),p) — ¥(r,0,p) so, dass

1. U C[0,1]x(0g,00) fiir ein g > 1 und in den Bezeichnungen ,U :=UN([0, 1] x{c})
und U = U N ({7} x (09,00)) gelte 0 € ,U bzw. (dquivalent) o € °U fiir alle
o > o9, wobei ;U und "U als Teilmengen der reellen Zahlen interpretiert werden,

2. WU ist stetig-differenzierbar,
3. O\IJ(O', 52) =% = Sr(g)(O) fiir alle o > oy,

4. I3 = U(r,0,5?) hat fiir alle (7,0) € U bzgl. 75 konstante mittlere Kriimmung
g}[ = _2/0,

5. o0 : .U x 52 — M : (1,p) v ¥(7,0,p) ist eine orthogonale Deformation fiir alle
o > 09, d.h. %%/or| ) steht orthogonal auf ;X fiir alle (7,0) € U.

Weiter sei U in dieser Art maximal, d. h. es erfiillt U : U’ x 52 — M diese Voraussetzungen
fiir das gleiche o, so gilt U’ C U. o

Zunéachst erkennen wir, dass ¥ stark von der Wahl von oy abhéngt. Trotzdem unter-
driicken wir diese Abhéngigkeit um die Notation etwas einfacher zu halten. Die folgenden
Ergebnisse werden dann jeweils nur fiir ausreichend grofles og gelten — dies wird an der
jeweiligen Stelle nochmals hervorgehoben.

Wir bemerken, dass wir nicht fordern, dass ¥ eine orthogonale Deformation von Kodi-
mension 2 entsprechend Definition 1.2.5 ist. Entsprechend kénnen wir die Ergebnisse aus
Proposition 1.2.3 nicht direkt anwenden. Jedoch sind ,instantane Ergebnisse“, d. h. die
auf einer Fliche, wie bspw. die Charakterisierungen der (Pseudo-)Stabilitdtsoperatoren
aus Proposition 1.2.10 natiirlich weiter giiltig.

Mit den gleichen Argumenten wie Metzger zeigen wir, dass diese Menge U offen und
abgeschlossen ist: Die Abgeschlossenheit wird durch ein einfaches Stetigkeitsargument
erbracht. Dagegen werden wir die Offenheit durch den impliziten Funktionensatz erhal-
ten, wenn wir (zunéchst) voraussetzen, dass der Stabilitidtsoperator invertierbar ist. Um
zu erkennen, dass diese Annahme erfiillt ist und um die technischen Schritte einfacher
ausfithren zu koénnen, zeigen wir zunéchst, dass all diese Fliche ;3 bereits ng /ot -fast
konzentrisch mit Radius ¢ > 0 sind. Auch dieses Regularitits-Ergebnis erhalten wir
durch ein Offen-Abgeschlossen-Argument, in dem wir die Menge U, der ng /o .-fast kon-
zentrischen Fliachen von passendem Radius o := —2/# definieren und zeigen, dass diese
Menge nicht-leer sowie offen und abgeschlossen in und daher gleich U ist. Letztere Regu-
laritdtsargumentation unterscheidet sich in mehreren Punkten von denen der zitierten
Arbeiten.
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IT1.1.5 Notation (Der regulidre Bereich U,)

Es sei U, := U N (I, x (0¢,00)), wobei I, C [0,1] das maximale Intervall der Indices
7 € I, bezeichnet fiir die 7% := ¥(r,0,52%) auch C8,3/2+€—fast konzentrisch sind (entspr.
Definition 1.3.7), d. h.

I = {7‘0 ‘ V7 e[0,70]: Je1,c5>0,c0€[0,1): Vo >o0p: X € ‘](%’6(60,01,05)}. .
Wir erkennen, dass U, 2 {0} x (0¢,00), insbesondere ist U, nicht leer.

Um im Folgenden die Kriimmungs-Gleichungen fiir Flachen von Kodimension zwei in
ciner Lorentz-Mannigfaltigkeit (A, 7) aus Abschnitt 1.2 verwenden zu kénnen, konstruie-
ren wir die folgende kiinstliche Lorentz-Mannigfaltigkeit, in der (M, ") eine raumartige
Hyperflache ist.

II1.1.6 Definition (Kiinstliche Raum-Zeit)
Die kiinstliche Raum-Zeit (M, g) sei definiert durch

M :=[0,1] x M, Goo=-1 " Goi:=0  Fij="g; _?(Sg_g)zj’ ¢

wobei 7 : M — R : (,p) — 7 die kiinstliche Zeit sei. Weiter bezeichne "M := {7} x M
einen Zeit-Schnitt sowie g = %5 — 7 (°%5 — 7) bzw. "k = —1/2 (5§ — ) bzw. @ = 1 die darauf
induzierte Metrik bzw. zweite Fundamentalform bzw. zeitliche Lapse-Funktion.

Im Sinne dieser Definition unterscheiden wir nicht zwischen W und der korrespondierenden
Abbildung V' : U x $2 — M : ((,0),p) — (,¥(7,0,p)) in die kiinstliche Mannigfaltig-
keit und interpretieren ;3 als CMC-Hyperfliche von ("M, %), insbesondere werden die
zweite Fundamentalform ;k und die Normale jv von 73 bzgl. "7 berechnet.

IT1.1.7 Lemma (Regularitidt der Fliachen ;X)
Fiir oo > 00(Co) und (7, 0) € U, ist 7% eine ¢ NH3-Fliche sowie 7K € L®(78)NH(FY).0
BEWEIS

Dies folgt durch Anwendung von Proposition I1.2.2 auf eine beliebige Approximation von
&% durch glatte Flachen. /

Wir werden die Abgeschlossenheit von U, durch ein einfaches Stetigkeitsargument in
Lemma II1.1.11 erhalten, wéhrend dessen Offenheit sich in Lemma II1.1.12 durch die
Abschitzungen von 7-Ableitungen geeigneter Quantitdten von ;3 in Lemma II1.1.10
ergibt. Um von solchen Ableitungen sprechen zu kénnen, zeigen wir in Lemma IT1.1.8,
dass U eine Umgebung von U, in [0, 1] ist.

IT1.1.8 Lemma (Schritt 1: U ist Umgebung von U,.)

Fir o9 > og(|m|,¢) und jedes (7,0) € U, mit 7 < 1 existiert ein n > 0 mit U D

0,7+¢)x (6 —n,0+n). o
BEWEIS

Nach Proposition I1.5.8 bzw. Bemerkung I1.5.10 ist %} auf ¥ := o3 fir alle (1y,01) €

U, invertierbar. Weiter ist per Definition Qi”llwz,p(z) flir p > 2 die Linearisierung der
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Mittleren-Kriimmungs-Abbildung
2
H:[0,1] x (00, 00) x W*P(8) = L(S) : (7,0, f) = (graph,, f) + =
o

in der dritten Komponente im Punkt (r1,01,0) € [0,1] x (0¢,00) x H*(X), wobei
"H (graph,, f) die mittlere Kriimmung von graph,, f bzgl. "7 bezeichnet (vgl. Abschnitt
IL5). Wir bemerken, dass dies nach Proposition II.3.3 zumindest fiir kleine || f||\y2.s s
eine wohldefinierte Hyperfliiche von M ist, also H in einer Umgebung von (71, o1, 0) wohl-
definiert ist. Nach dem impliziten Funktionensatz (angewendet fiir p > 2) existiert damit
auf einer offenen Umgebung K C [0, 1] x (0¢, 00) von (71,01) eine stetig-differenzierbare
Abbildung F : K — W2?(X) mit H(7, 0, F(1,0)) = 0 fiir (1,0) € K. Also existiert eine
Fortsetzung ¥’ : I’ x §2 — M von ¥ auf eine Umgebung I’ von K in [0,1] x (1, 0c0), fiir
welche 1. — 5 erfullt sind. Mit der Maximalitdt von U erhalten wir die Behauptung. j/

Auf Grund des letzten Lemmas, macht es Sinn von einer Ableitung in ,Richtung 7 bzw.
o“ zu sprechen.

ITI.1.9 Notation (Zusétzliche Notationen fiir Abschnitt I1I.1)
Entsprechend der bisherigen Notation bezeichnet Jv die duflere Normale von JX, d. h.

v:Ux$?=R3:((1,0),p) — fv(p),
sowie Ju, und Ju, die Lapse-Funktionen, d. h.
ov
do

ov
ur U x85% = R 2((7—70)7p)'_>g<a7_

us U x 52— R :((T,U),P)Hé?(

(T’o—7p)

IT1.1.10 Lemma (Die Flichen sind gleichmifig regular)
Ist o9 > oo(|m|,e,%), so existieren Konstanten ¢y’ = ¢o'(|m|,e,¢) < 1, c1 = c1(|m|, e, o)
und cg = cg(|m|, e, ¢p) mit

™€ 17(9,’€ (co’ Es(0),c1,cs) bzgl’g V(r,0) € U,. o

Wir beachten, dass per Definition fiir (7,0) € U, insbesondere o > o gilt, also mit
der Monotonie von E(c) insbesondere 73 € X% (co’ E5(00),c1,cs) bzgl. 77 gilt. Dies
rechtfertigt die Bezeichnung als gleichmdflig reguldr, da alle Flachen eine (ausreichende)
Mindestregularitét erfiillen.

BEWEIS
Es sei (11,01) € U, und ¢, ¢; und cg die korrespondierenden Konstanten mit ;% €
%Y (co, c1,c5) bzgl. 77. Wir nehmen zunichst an, dass

1

Ur r

S Co.l—é" Ur

H= (X ’
(7
T 2( )

o ] ‘Wlm(z) + ] ‘Wlm(z) <CoEg(o)  (IIL1)
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gilt. Damit erhalten wir

‘552\
or

= ‘H/qu,u‘ <Co'=.

Da der Weyl-Tensor in dim M = 3 verschwindet, wissen wir in diesem Fall nach (I.4) mit
den Abschitzungen an die Lapse-Funktionen und Ric auch

@
or

Da (11,01) € U, beliebig war, erkennen wir unter Voraussetzung von (III1.1), dass fiir
alle (1,0) € U,, die zugehérigen Konstanten Jcg, Jei; und Jeg mit 7% € K% (Jeo, Je1, Jes)
bzgl. 77 sowie eine Konstante C' = C(CZicg, Det, g/cS)(T/,(,/)e[O,T)X(UO o) direkt

od
C, 9

< C oy Eg(o1). (II1.2)

o1

<
L2(x)

T1

0Jco < CE(0), 0Jcq <c dJcs

<
or or or ¢

angenommen werden kann. Wir kénnen daher in diesem Fall
Jco < CEz(0) 7+ C o, Jer < CT+ e, des < O1+ g

annehmen. Da 7 € [0, 1] gilt, bleibt damit nur noch (III.1) zu zeigen.

Wir beginnen mit einer einfachen vorbereitenden Abschétzung. Bezeichne dafiir "# (M)
die mittlere Kriitmmung einer Hyperfliche M < M bzgl. 75. Es gilt fiir eine Konstante
C = C(Iml,e,20,c0,c1,¢9)

C

gate

IH(TE)

A, 5

| 0TH(TE)
N or

| OTH(TY)
N or

- <

T1 T1 T1

Dabei haben wir (1.22) und die Voraussetzungen an g verwendet, welche @ = 1 und

C
- d%JreH'y\

alvlﬁjk
oz

Vv <2

und damit auch |J| < C/¢=+%2 implizieren. Damit erhalten wir nach Satz I1.5.9 insgesamt
die erste Ungleichung von (III.1) und

3
HUTHWI,OO(E) S 00—5_5.

Nach Proposition 11.5.8 gilt

6m CE< (o)
[ a5 [ ] < S5 gy bl VA€ LEE)

69



111

70

Flachen konstanter mittlerer Kriitmmung (CMC)

Setzen wir die Abschitzung an K aus Proposition I1.2.2 und die Voraussetzung an k ein,
so erhalten wir mit den bisherigen Abschatzungen an u, durch partielle Integration fiir
alle h € LA(%)

_ 3 1_
()Z;L/U‘rthM/<J(V)}[> hT+;k(V,XhT)d,u

g

6m T 0 T T

< ‘oﬁ/uTh du—/.ﬁfolh du +0—1+€ L2(%)
6m T 0 T\ . T c T T

< ‘Jg/ufh d;m/zl(m )h dp +al+€ h LQ(E)H 12(%) lurllzs)
CEsz(o) 1,7

Insbesondere gilt dies fiir h := ur/ l[urll 2, — Wobei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

ur # 0 gilt. Daher erhalten wir
s = H\ ¢ 1o
/(J (V)—; g +Ek(V7XQT> d/,L

Co
[urlliz(my < CE5(0) lurllpzsy + sup 7
L) y L= g€eL?(%) ||9T||L2(2)

und somit ergibt sich

_ > 1_
’u /(J(l/)—) gT+—k(u,XgT) du
o o
falls o ausreichend grof3 ist. Nach Proposition A.2.1 gilt jedoch weiter

- CEs
/ (0T () = 9) vi + Ko dﬂ‘ < CEg(0) < CHslo) Iill 2 s
» g

T
-

Co3
sup

gerz) 19" Iz

)

L2z§
(=)

Mit der Vergleichbarkeit von L2(X)” und lin{;}; nach Lemma IL.5.6 (vgl. die Argumen-
tation im Beweis von Proposition I1.5.7) erhalten wir damit

Mit der Regularitit von %7, Satz I1.5.9, ergibt sich die zweite Ungleichung von (IIL.1)
und wie oben erkléart ist damit die Behauptung gezeigt. /]

url

< Co*E5(0).

L2(%)

IT1.1.11 Lemma (Schritt 2: U, ist abgeschlossen in U)
Ist o9 > oo(|m|, &, ¢, ¢1,C2), so gilt U, = U, NU. o

BEWEIS
Per Definition gilt ,,C“. Fiir die umgekehrte Inklusion bemerken wir, dass nach Voraus-
setzung an ¥ der Flacheninhalt |7¥| und d o ¥ stetig von 7 mit (7,0) € U abhéngt.
Weiter hingt k nach II1.2 Lipschitz-stetig von 7 mit (7,0) € U, ab — wir erkennen also,
dass k damit auch von 7 mit (7,0) € U, NU stetig abhiingt. Da es sich um nicht-strikte
Ungleichungen handelt, folgt die Abgeschlossenheit von U, in U. /
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IT1.1.12 Lemma (Schritt 3: U, ist offen in und damit gleich U)

Ist o9 > oo(|m|,e,¢p,¢1,C2), so gilt U = U, und dabei gleichméBige Regularitit, d. h. es
existieren Konstanten ¢y’ = ¢/(|m|,e,¢) < 1, e1 = c1(|ml,e,¢) und csg = cs(|m|, e, o)
so, dass 73 € X% (co’ E5(0),c1,cs) (entspr. Definition 1.3.7) bzgl. 77 fiir alle (1,0) € U
(insbesondere o > 0yp) gilt. o

BEWEIS

Nach Lemma II1.1.10 sind alle Fliachen 73 fiir (7,0) € U, im obigen Sinn gleichméfig
reguldr. Nach Lemma III1.1.8 ist U eine Umgebung von U,, d.h. ist (71,01) € U,, so
existiert ein 0 < n = n(|m|,e, ¢, 1,01,c0,c1,¢5) mit [0,71 + 1) X (61 —n,01+1n) CU.
Mit der Regularitdt von ¥ und 451X gilt damit ohne Beschriankung der Allgemeinheit
fiir alle Flichen 7% € €%¢(2cg,30/2, 2c1). Damit gilt [0, 71 +n) x (01 — 1,01 + 1) C U,.
Nach Lemma III1.1.10 sind alle Flichen ;3 in U, im obigen Sinn gleichméBig reguldr und
damit sind diese Konstanten unabhéngig von 7, o1 und n wéahlbar. Damit ist U, in U
offen. Mit Lemma III.1.11 ist damit U, = U und die Flidchen im obigen Sinn gleichmé&fig

regulér. /

IT1.1.13 Lemma (U ist offen)

Ist g > oo(|m|,€,%p), so ist U in [0, 1] x (0¢,00) offen. o
BEWEIS

Dies folgt mit Lemma I11.1.8 aus Lemma I11.1.12, da damit U eine Umgebung von U, = U

in [0,1] x (0¢, 00) ist. /

IT1.1.14 Lemma (U ist abgeschlossen)
Ist o9 > oo(|m|,e,¢), so ist U N ([0,1] X (09,00)) =T N ([0, 1] x (a9, 00)). o

BEWEIS
Sei (79,0) € U beliebig. Nach Proposition I1.3.3 und Lemma II1.1.10 existiert eine Zahl
C(00), die von ¢ aber nicht von 7 abhéngig ist so, dass fiir alle 7 € ,U

el sty + 1592 52y + g g2y + [Vl s2) < Clo0)

wobei wir durch Betrachtung von Ju o JW¥ resp. Tx(Jv o ;W) dies als Abbildung von §2
nach R resp. R? auffassen. Beachten wir nun, dass %/or = uv gilt, so erhalten wir damit

‘ 0¥

or

wobei wir dies durch Betrachtung von T o ,¥ als Abbildung nach R? aufgefasst haben.
Beachten wir, dass ,¥ nach Lemma II1.1.8 in der Interpretation ,¥ : ,U — H?(5%;R3) :
T = U(7,-) stetig-differenzierbar ist, so impliziert dies, dass diese Abbildung auch
Lipschitz-stetig ist. Damit ist sie als solche Abbildung stetig auf den Rand von U
fortsetzbar.

Sei ,U : U — H2(52; IRS) diese Fortsetzung auf den Abschluss ,U von ,U. Weiter
bezeichne ¥ := ,¥(7,5?) die Fliche zu Index 7. Durch die Stetigkeit von ,¥ gilt ¥ €

H2(,U x52;R3)

< C(o),
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%% (cg,co,c1). Mit der gleichen Argumentation wie in Lemma I11.1.8 erhalten wir damit
fiir eine Umgebung I’ von 7 eine Abbildung ¥’ : I’ — H%(X) so, dass deren Flichen
3= U'(7', 5%) konstante mittlere Kriimmung 2/02 haben. Durch die Stetigkeit von ¥
und der Eindeutigkeit, die wir in der Argumentation von Lemma III.1.8 erhalten haben,
ergibt dies, dass wir annehmen konnen, dass ¥ = W’ auf I' N ,U gilt. Damit lasst sich ,¥
auf ,U fortsetzen. Mit der Maximalitét von ,U ist damit ,U abgeschlossen.

Da o > 0 (und o( unabhéngig von 7) beliebig war, erhalten wir damit fir ausreichend
grofles og die Aussage. //

BEwEIS (VON THEOREM III.1.1)
Mit Lemma II11.1.13 und Lemma II1.1.14 verbleiben nur die Abschétzungen an F, und
5 sowie die Blatterungseigenschaft zu zeigen. Letztere folgt aus den Abschitzungen an
F, und £, da dann fiir die Lapse Funktion u, € H%(X) von "W direkt u, > 0 folgt. Per
Konstruktion von ¥ gilt

2
O.,E/ﬂlua = 72
o
Insbesondere gilt
C
0 J—
‘gl(ua 1)‘ = O.%"FE
und daher gilt mit der Regularitit von %%, Satz I1.5.9, bereits
C
[0 =0 sy < 120 [0 = DYy SO
WL (8) = s3te H2(%)

Wenden wir die Regularitiat von %%, auf die Lapse-Funktion an und beachten Lemma
11.5.6 sowie Proposition 11.6.4, so ergibt sich die Behauptung fiir F,, und die fiir 5" flr
C o~¢+"2 anstelle von C E¢(0).

Durch die gleiche Argumentation wie im Beweis von Lemma II1.1.10 fiir u, = u, — 1
anstelle von u, erhalten wir

Per Konstruktion ist allerdings

T

Co?
Up sup

L2 7 ez 107 Iz

/ Qi”lug' B du‘.

— C
0 / :
‘flug — Ric(v, 1/)‘ < e

und nach Lemma A.1.3 damit auch
[ s ] < BImlEL, CBSe)  CEl)
E

< o2 o =72 HViHL2(2)7
wobei wir im zweiten Schritt unser Resultat || < C o Es(0) verwendet haben. Nut-
zen wir nun die Vergleichbarkeit von L2(X)” und lin{v;}; nach Lemma I1.5.6 (vgl. die
Argumentation im Beweis von Proposition I1.5.7), so erhalten wir daher

T
Ug

L2(s) < CoEs(o).

Wenden wir nun wieder die Regularitit von %% an, so erhalten wir die Behauptung. /
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111.2. Eindeutigkeit der CMC-Flachen

In diesem kurzen Abschnitt zeigen wir, dass die Flachen konstanter mittlerer Kriimmung
eindeutig sind — der Beweis entspricht dem von [Met04, Theorem 5.4] bzw. [Met04,
Theorem 6.5] und wir wiederholen ihn nur in der hier verwendeten Notation und unter
den hier gemachten Voraussetzungen. Wir bemerken, dass die Voraussetzung an die
Flachen ,X; hier stiarker als in den zitierten Arbeit sind. Wie bereits erwdhnt folgt dies
aus den gemachten technischen Vereinfachungen — vgl. Bemerkung I1.2.4. Wie ebenfalls
(in der Einleitung) ausgefithrt gibt es diverse weitere Eindeutigkeitsergebnisse fiir die
CMC-Flichen, bspw. von Eichmair-Metzger [EM12] und Huang [Hual0]. Diese benotigen
jedoch alle starkere Annahmen an die Abfall-Bedingungen der Metrik.

I11.2.1 Theorem (Eindeutigkeit)
Seien ¢ € [0,1), ¢1,¢5 > 0 Konstanten und (M,7) eine €2, J,-flache Riemannsche

Mannigfaltigkeit mit nicht verschwindender Masse m # 0 (entspr. (1.25)). Weiter
seien 31, %5 € X% (cg,c1,c5) (entspr. Definition 1.3.7) Hyperfliichen mit identischer

konstanter mittlerer Kriimmung #1 = #H9 =: —2/5. Ist 0 > o(|m|, &, o, o, 1), so gilt
21 = 22. <o
BEWEIS

Aquivalent zum vorangehenden Abschnitt II1.1 seien U; : I; x §2 — M stetig-differen-
zierbar so, dass

1. U, ist eine stetig-differenzierbare, orthogonale Deformation,
2. I; C[0,1] mit 1 € I; und ¥;(1,5?) = %,
3. T%; := W;(7,5?) hat fiir alle 7 € I; konstante mittlere Kriimmung —2/c bzgl. 77 :=
T+~
Weiter sei I; in dieser Art maximal, d.h. fiir jede Abbildung W/ : I x 52 — M, die diese
drei Voraussetzungen erfiillt, gilt I/ C I;. Indem wir die gleichen Schritte wie in Abschnitt
III.1 durchfiihren, erhalten wir, dass I; = [0, 1]. Insbesondere hat ¥;(0,$?) bzgl. der

Schwarzschild Metrik 7 konstante mittlere Krimmung —2/o. Damit sind diese Fldchen
jedoch identisch, d.h. ¥y (0,5?) = U5(0,.52). Damit ist das Intervall

Li={re[0.1] | 0(7.5%) = 0y(r.5%) }

nicht-leer. Weiter ist es mit der Stetigkeit von W; abgeschlossen. Mit der lokalen Ein-
deutigkeit aus dem impliziten Funktionensatz aus Lemma II1.1.8 ist I auch offen in und
damit gleich [0, 1]. Insbesondere ist X1 = Wy (1,52) = Uy(1,5?) = Xo. /

*Dabei bemerken wir, dass wir unter diesen Voraussetzungen in Lemma I11.1.10 nur "co < co + C' E(0)
statt 'co < C'Ez(o) erhalten, was hier jedoch fiir die weitere Argumentation irrelevant ist, da diese
zuséatzliche Abschéatzung nur fiir die Blatterungseigenschaft benotigt wurde.

I11.3
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111.3. Evolution der CMC-Flachen

In diesem Abschnitt untersuchen wir nun die zeitliche Evoﬁtion der Flachen mit kon-
stanter mittlerer Kriimmung. Es sei dafiir ® : [ x ‘M — (M,) eine C£2+1/278+3/2—ﬂache,

zeitliche Blatterung einer Lorentz-Mannigfaltigkeit (J\/Z ,4). Nach Abschnitt II1.1 existiert
zu jedem Zeitpunkt ¢ € I eine Uberdeckung “¥ : (0, 00) x $2 — 'M von 'M := ®(t, M)
und in jeder dieser ist die Fliche ¢ eindeutig durch o definiert, wobei wir o wieder iiber
die mittlere Kriimmung J/# =: 2/, definieren. Identifizieren wir jede dieser Flichen /%
mit ihrem Analogon ®(¢,-)~1({X), so macht es Sinn zu iiberlegen, wie diese Fliche von
der Zeit t abhiéingt. Das heifit, es macht Sinn ,¥ : I x 52 — M : (¢,p) — ®(t,-) L ("¥(0, p))
fiir fixes o zu untersuchen. Diese Abbildung (asymptotisch) zu bestimmen ist das Ziel
dieses Abschnitts. Die Ergebnisse dieses Abschnitts wurden durch den Autor in [Nerl3]
veroffentlicht.*

In diesem Abschnitt werden wir im obigen Sinn Kurzzeit-Ergebnisse erhalten, diese
aber auch infinitesimal ausdriicken (Theorem II11.3.12). Das heifit, einmal untersuchen
wir eine komplette zeitliche Bldtterung (wie oben) und einmal nur eine infinitesimale,
wobei wir ersteren Fall auf zweiteren iiberfithren.

IT1.3.1 Voraussetzung (fiir Abschnitt I11.3 (Kurzzeit))
Es seien (M,7) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit und @ : I x M — (M, ) eine C52+1/2,s+3/2'
flache, orthogonale zeitliche Blatterung mit nicht verschwindender Masse m # 0 (entspr.
(I.25)). Dabei sei N € [e + 3/2,2] derart, dass
‘j‘ < %
d1+N o

IT1.3.2 Voraussetzung (fiir Abschnitt II1.3 (infinitesimal))

Es sei (M,7,k,J,0,@) eine C‘f_s_1 Joet3 /Q—flache, infinitesimale zeitliche Blatterung mit nicht
verschwindender Masse m # 0 (entspr. (1.25)). Dabei sei N € [e + 3/2, 2] derart, dass

‘j‘ <%

di+N <&

Ist (M,7) Ci.-asymptotisch zu Schwarzschild, so geniigt es, dass die zweite Fundamen-
talform mit d~17¢ abfillt, d. h. in diesem Fall kann (1.23) durch

ok
oz

C1
= dltet+hl

Vv <1

ersetzt werden. Es ist aber auch in diesem Kontext tiblich (I.23) anzunehmen. Weiter
ist es (auch im asymptotisch flachen Fall) iiblich anzunehmen, dass die Energiestrom-
dichte (punktweise abgeschitzt) integrabel ist, d.h. N = 2 und J € LY(M) gilt. Die
weiteren Verallgemeinerungen sind vorrangig dazu da, die Ergebnisse auch unter den
Voraussetzungen von Abschnitt I11.4 verwenden zu kénnen.

“In der zitierten Veréffentlichung wurde zunéchst nur den Schwarzschild-Fall betrachtet.
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Zur Motivation fiir die Sétze dieses Abschnitts, erinnern wir uns daran, dass diese
Flichen das Massezentrum?® tZ der Fliache M charakterisieren — falls dieses wohldefiniert
ist. Weiter ist klar, wie sich ein Massezentrum in der Zeit bewegen muss, wenn wir den
Newtonschen Fall betrachten: Wiirden wir ein isoliertes Newtonsches System mit Masse

t—
mpy betrachten und wére Zp dessen Massezentrum zu einem Zeitpunkt ¢, so wiirde
t= t=
0Zn Py
ot N my
t—=
gelten, wobei Py den Newtonschen Gesamtimpuls des Systems zum Zeitpunkt ¢ bezeich-

net. Daher scheint es intuitiv anzunehmen, dass auch die Flichen /¥ sich in Richtung

des Quotienten von (ADM-)Impuls "B und Masse m bewegen, d.h. ,¥ in ¢-Richtung
einer ,Verschiebung® der Fliche !¥ in diese Richtung entspricht. Genau dies zeigen
wir in verschiedenen Versionen in diesem Abschnitt. Die schwéchsten und gleichzeitig
einpréagsamsten Formen des Resultats sind die folgenden zwei.

IT1.3.3 Theorem (Evolution des CMC-Massezentrums)

Sei (M) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit und ® : I x M — (]\/4\ ,4) eine gleichmafBig
CS2+1/27 -+3,-lache, orthogonale zeitliche Blétterung mit Massen tm = m(®(t, M))
(entspr. (1.25)) mit ['m| > M > 0 fiir t € I. Weiter sei die Energiestromdichte *J der
Flichen *M := ®(t, M) zu jedem Zeitpunkt mit punktweiser Abschitzung integrabel,
d. h. fiir alle ¢t € I gelte

E5(d) d
23 . Es(d) ==0.

|

Li(ar) = 9] <

Ist das (Koordinaten-) CMC-Massezentrum "Z 2u einem Zeitpunkt ¢y € I wohldefi-
niert, so ist es zu jedem Zeitpunkt ¢ € I wohldefiniert und erfiillt

o m’
wobei B den (ADM-)Impuls von ‘M in M bezeichnet. o

Wir erkennen, dass dieses Theorem direkt aus dem folgenden Theorem I11.3.4 folgt,
da lediglich der Ubergang o — oo gemacht werden muss (vgl. Definition I11.3.5).

II1.3.4 Theorem (Evolution der Eukl. Koord.Zentren der CMC-Fléchen)
Sei (M, ) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit und ® : I x M — (M%) eine gleichméBig
CE2+1/2 . +3/2—ﬂache, orthogonale zeitliche Blitterung mit Massen ‘m := m(®(t, M))

5 . . . . . . .
°Um die Lesbarkeit zu verbessern, haben wir hier darauf verzichtet dass Massezentrum mit einem
Uberstrich zu versehen.

I11.3
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(entspr. (1.25)) mit ]tmi > M > 0 fir t € I. Weiter sei die Energiestromdichte

tJ der Flichen ®M := ®(t, M) zu jedem Zeitpunkt mit punktweiser Abschitzung
integrabel. Bezeichnet ,Z das Euklidische Koordinaten-Zentrum der Fliche i3 < ‘M
mit konstanter mittlerer Kriimmung J# = —2/o aus Theorem III.1.1, so gilt fiir eine
Konstante C' = C(M, e, %)

9z P

% m < C (E5(o) + E5(0))

wobei ‘P den (Gesamt-)Impuls von M in M bezeichnet. o

In diesen Theoremen haben wir zwei Begriffe verwendet, deren formale Definition wir
noch schuldig sind. Der erste dieser Begriffe ist der des CMC-Massezentrums.

IT1.3.5 Definition (CMC-Massezentrum)

Sei (M,7) eine C52+1 /Q—ﬂache Riemannsche Mannigfaltigkeit und bezeichne .2’ das Euklidi-
sche Koordinaten-Zentrum (nach Definition 11.6.3) der eindeutigen CMC-Fliche ,¥ mit
mittlerer Kriimmung —2/o aus der Blatterung von Theorem III.1.1. Ist der Limes

Z = lim 4,2
o—00

wohldefiniert, so heiBt Z (Koordinaten-) CMC-Massezentrum. o

Der zweite bisher nicht definierte Begriff ist der von Arnowitt-Deser-Misner eingefiihrte
Begriftf des (ADM-)Impulses [ADM61], welchen wir kurz wiederholen. Dabei beachten
wir die hier getroffene Vorzeichenkonvention der zweiten Fundamentalform.

IT1.3.6 Definition (Impulstensor und ADM-Impuls)

Sei (M,7,k,J,0) eine C52+1/2,5 +3/2—ﬂache Anfangswertfliche und ¥ < M \ K eine ge-

schlossene Flache darin. Der Impulstensor 11, der Impuls P = (P1,P2,P3) € R3 und der
approzimative Impuls B(X) = (p;(2), po(X), p3(X)) € R? sind durch

1

M=37-K  p(D)=q

. B — lim 5( 52
[ P lin5(s0)
definiert, falls dieser Limes existiert, wobei u bzw. v das Oberflichenmafl bzw. die duflere
Einheitsnormale von ¥ < M \ K bzgl. 7 bezeichnet. o

Wir bemerken, dass in der Literatur der Impuls oft beziiglich der Euklidischen Daten
‘v und {4 anstelle von v und p definiert wird. Da die Anfangsdaten C€2+1 Jae +3/2—ﬂach
sind, spielt dies jedoch fiir den Impuls gar keine und fiir den approximativen Impuls

asymptotisch keine Rolle.

Wir wiederholen kurz das bekannte Resultat, dass die Integrabilitit der Impulsdichte,
d.h. J € L}(X), die Wohldefiniertheit des Impulses sichert.
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IT1.3.7 Proposition (Existenz des Impulses)
Erfiillen Anfangsdaten (M,3,k,J,8) Voraussetzung 111.3.2, so existiert eine Konstante
C= C(m,s,éo,él) mit

B(Y) < Co* N, (I11.3)

wobei ,% die Flache konstanter mittlerer Kritmmung —2/0 aus Theorem III.1.1 bezeichnet.
Weiter ist fiir J € L1(M \ K) der Impuls P wohldefiniert und dieser erfiillt

P —B(eX)| < CE5(0). o

BEWEIS
Seien X1 und Yo zwei geschlossene Hyperflichen in M \ K so, dass ¥ die Fliche
umschlieBt, d.h. das von ¥y in M \ K berandete Kompaktum beinhaltet ¥, und 3
im vergleichbaren Sinn K umschlieBt. Weiter sei U die Fliche zwischen ¥; und X
sowie r_ := miny,, d und r; := maxy, d. Bezeichnet p;v die auflere Normale und ,,u das
Oberflichenmaf einer geschlossenen Hyperfliche M in M, so erhalten wir mit dem Satz
von Gauf

[ nemedsn— [ Mene)ds < [ [0 )] av
1

2
S L JE e [

wobei die Konstante C' = C'(m, ¢, ¢y, L, ¢, N) unabhéngig von 1 und 9 sowie — und ;.
gewihlt werden kann und ,u das von 7 induzierte Oberflichenmaf von $2(0) bezeichnet.
Es ergibt sich

dr+Cr®

< C(S)) 4 C N2

/E H(Ely’éi>dzlu_/ H(22’/7éi)d22u
1

o

und damit die erste Behauptung (II1.3) indem wir ¥ fixieren. Ersetzen wir im Fall von
J € L1(2) die Abschitzung entsprechend zu
o p—
<[] [anar
r— J52(0)

C —
=+

/X:H(Ell/,éi)dzllu—/ H(EQV,él‘)d22u
1

P

<

LY(R3\B,_(0))’
so erhalten wir durch Betrachtung von 5 := $% (0) fiir . — oo und ¥y := $? (0) mit
r— — 00 bzw. ¥ = ;X die weiteren Behauptungen. /

Wir erkennen damit, dass Theorem II1.3.4 (und damit auch Theorem II1.3.3) eine direkte
Folgerung des folgenden Korollar I11.3.8 ist, welches wiederum direkt aus Theorem I11.3.9
folgt.

I11.3
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IT1.3.8 Korollar (Evolution der CMC-Fléchen) .
Sei (M,%) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit und ® : I x M — (M,) eine gleichméfig
C€2+1/27E+3/2—ﬂache, orthogonale zeitliche Blitterung mit Massen 'm := m(CID(E, M)) (entspr.
(1.25)) mit |['m| > M > 0 fiir t € I. Weiter sei die Energiestromdichte ‘J der Flichen
'M := ®(t, M) zu jedem Zeitpunkt integrabel, d.h. fiir alle t € I gelte J € L'(*M). Es
bezeichne /Y := ®(t, 0, 5?) die Fliche konstanter mittlerer Kriitmmung —2/s in “M und
. o
tpErr(tE) 871' / J (V) Vi d;uv

wobei v = v die duBere Einheitsnormale von !X bzgl. 7 und o = i das von ’7 induzierte
Oberflichenma8 von /¥ seien. Es existiert eine Konstante C' > C(e, ¢, ¢1) mit

v P({2) o [-
t— _ a .
5(875”’) - +87rm/2‘](”)”’d“

Wir wollen nun das Kurzzeit-Resultat in voller Allgemeinheit wiedergeben. Wir bemerken,
dass dieses Resultat identisch fiir zeitliche, orthogonale Blétterungen ® mit [9k| <
@ /ai+e+hl (Jy] < 1) gilt, wenn die zugehorigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten (‘M 4)
C}4 -asymptotisch zu Schwarzschild sind.

< Es(o) + E5(0) o> o0
o

II1.3.9 Theorem (Evolution der CMC-Fléchen (stark))
Sei (M 7) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit und ® : I x M — (M 4) eine gleichméfig
c? YRV -flache, orthogonale zeitliche Blitterung mit Massen 'm = m(®(t, M))

£

(entspr. (1.25)) mit ['m| > M > 0 fiir t € I. Es existiert oy > 01(M, &,¢,¢1) und eine
stetig-differenzierbare Abbildung ¥ : I x (o1 ,00) x §? — M so, dass "W := U(t,-,-)
die CMC-Blitterung von “M wie in Theorem III.1.1 ist. Bezeichne /¥ := ®(t, 0, 5?)
die Fliche konstanter mittlerer Kriimmung —2/s in ‘M und

o (45) = = [T,

wobei v = v die dufiere Einheitsnormale von ¥ bzgl. 7 und p = Ju das von 7 indu-
zierte Oberflichenmaf von /3 seien. Es existiert eine Konstante C = C(M, ¢, %o, ¢1)
so, dass fiir alle 0 > o1

- (8@ ) P + B (D)
ot’ m

gilt.

IT1.3.10 Ergénzung (zu Theorem II1.3.9)
Die Abbildung ¥ aus Theorem II1.3.9 ist in der ersten Komponente C'-nahe an einer Ver-
schiebung der Fliche und in der zweiten Komponente C!'-nahe an der Kombination einer
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Verschiebung und einer VergroBerung der Fliache. Letzteres gilt im Sinne der Ergdnzung
zu Theorem III.1.1 und ersteres bedeutet, dass fiir eine Konstante C' = C(M, e,¢g,¢1)
und alle t € T und o < 01

1 C o D (0%) + ' (%)
”FtHLOO(GtE)+;HFtHH(;E) <7 fur Ft _ﬂ<at > - m v

q

gilt. o
BEWEIS

Mit Theorem III.1.1 existiert ¥ mit den geforderten Eigenschaft, aufler dass die Regu-

laritdt in ¢-Richtung fehlt. Insbesondere fehlen die zugehorigen Abschétzungen. Durch

Betrachtung des Ruckzugs iiber ®, kénnen wir (im glatten Sinne) "M = M annehmen.

Seien nun t' € I und ¢’ > oy fest. Aquivalent zu Lemma III.1.8 bemerken wir erneut,

dass Qfﬂwz,p(z) fiir p > 2 die Linearisierung von

H:1xW?P(X) = LP(X): (L, f) — “(graph,, f) +

in der zweiten Komponente im Punkt (#,0) € [0, 1] x H?(X) ist, wobei ‘#( graph,, f) die
mittlere Kriimmung bzgl. %7 von graph,, f bezeichnet. Wir bemerken dabei, dass nach
Proposition 11.3.3 dies zumindest fiir kleine || f||\yz2»(x) eine wohldefinierte Hyperfliche
von M ist, also H zumindest in einer Umgebung von (t1, o1, 0) wohldefiniert ist. Mit dem
impliziten Funktionensatz existiert damit auf einer offenen Umgebung I’ C I von t’ eine
stetig-differenzierbare Abbildung F : I’ — H%(X) so, dass H(t, F(t)) = 0 fiir t € I’. Mit
der Eindeutigkeit aus Theorem II1.2.1 ist damit graph, F(t) = 3 fiir t € I’. Damit ist
U von der gewiinschten Regularitdt und es bleiben nur die Ungleichungen aus obiger
Ergénzung zu Theorem I11.3.9 zu zeigen. Nach Satz I1.5.9 und Proposition I1.6.4 miissen
wir dafiir nur die Lapse-Funktion betrachten. Damit folgt das Ergebnis aus Proposition
II1.3.11 und der nachfolgenden infinitesimalen Version Theorem III.3.12. /

I11.3.11 Proposition (Charakterisierung der Lapse-Funktion)
Die Lapse-Funktion u = “u von ¥ = ¥ erfiillt

“Yu = (divk, - T(v) - r(k 0 k) ) @ - D,atrk + 2k, (Va), (II1.4)

wobei die Indices t und o unterdriickt wurden und @ = g (9%/at, 1) die zeitliche Lapse-
Funktion und v die &uBere Normale von ¥ bzgl. 7 sind. o

BEWEIS
Durch Betrachtung des Riickzugs iiber ® kénnen wir (im glatten Sinne) ‘M = H anneh-
men. Fiir eine Hyperfliche M in M sei (M) die mittlere Kriimmung bzgl. 7. Durch
die Rechenregeln der Lie-Ableitung erkennen wir, dass fiir fixes 0 > o und t’ € I in der
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Notation von Theorem II1.3.9

0 -9 b
0% Bl o At (M)
B % t=t/ (t}[(\p(t/’52>])) + % it (t/}[(w(t’éa))) =%u + %a
gilt. Damit folgt die Aussage mit Proposition 1.2.10. Vi

Nun sind wir in der Lage das zu Theorem II1.3.9 dquivalente, infinitesimale Resultat zu
formulieren. Unter Beriicksichtigung von Proposition I1.6.4 sowie Proposition I11.3.11
bzw. Gleichung (II1.4) kann dieses wie folgt ausgedriickt werden.

IT1.3.12 Theorem (Infinitesimale Evolution der CMC-Flichen)

Sei (M,7,k,J,0,a) eine C;_1 Joe +3/2-ﬂache, infinitesimale zeitliche Blatterung mit
nicht verschwindender Masse m # 0 (entspr. (1.25)). Weiter sei ¥ = ,¥ die Flache
konstanter mittlerer Kriimmung —2/0 aus der Uberlagerung von M entsprechend

Theorem II1.1.1. Bezeichnet
B (5) = —— / J(v)vid
= V) U;
PErr 7m . i AL,

so gilt fiir eine Konstante C' = C(m, ¢,¢, L, ¢1)

falls 0 > o(¢p,¢1) gilt, wobei v := ,v die &uBlere Normale und u := ,u die eindeutige
Lapse-Funktion von X ist, die (II1.4) auf ,% erfillt. Weiter gilt

1
g

(I11.5)

C
- ) = o o

Wl,oo(z

BEWEIS
Wir betrachten ein fixes o und unterdriicken den Index ¢ im Folgenden. Die Ungleichung
(IT1.5) folgt direkt aus Satz I1.5.9, da Gleichung (II1.4) mit den Annahmen an k direkt
°Ziu| < C/oT+1 impliziert.

Seien nun f; drei L%-orthonormalen Eigenfunktionen des Stabilitétsoperators zu Ei-
genwerten \; mit |\;| < 1/62. Fiir diese gilt nach Satz I1.5.9 HfiJ_HLQ(E) < C/oc. Da Y4
selbst-adjungiert ist, liefert (II1.4) per Integration

/Zuui dp = / %(@(divﬁ, —J(v) - tr(k ® E)) — D,a trk + 2E,,(Va)) du.

)
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Per Annahme an @, k und J erhalten wir

‘D

v(Va) ‘ + ‘04 (dlvk —J(v )) - (diVE,, —j(y))‘ < e

Nach Lemma II1.1.10 gilt weiter |[K| < C/o=+%2 und daher auch

’atr(k@k) - %[trE < ¢

- g3te :

Der einzige Term, den wir noch betrachten miissen, ist daher
- H trk - - A trk
/fZ (divky —J(v) — 21" ) du = — /k(l/, Vi) + fi (J(V) + 2r ) du.

Beriicksichtigen wir die (asymptotische) Charakterisierung (I1.22) von V f; aus Proposi-
tion I1.4.6, so erhalten wir in der Notation von Proposition 11.4.6

i
< ‘/ Jiudu

Insbesondere erhalten wir mit der Vergleichbarkeit von lin{r;}?_; und L*(£)T (vgl. die
Argumentatlon im Beweis von Proposition I1.5.7), sowie der Vergleichbarkeit von L2(X)
und lin{f;}?_;, die aus ||fz'J_HL2(E) < C/o= folgt,

k(v, Xy,) —o (v )fidﬂ‘

k(v, Xy, — fiv) + fi (O’j(V) — trE) d,u‘ +Colf<Col®

T < C max

L2(x) — i

1 _ _ —
Son /5{1/@- —k(v, &) —cJv) v d,u‘ +Cole.

J
Tm

Damit ergibt sich mit Proposition I1.5.8

‘ ][ fiudp — (B(2) + pErr(E))‘ < % + CE5(0) (B(X) + P (X)) Vi

I11.4. Euklidisches Koordinaten-Zentrum der Flachen
konstanter mittlerer Kriimmung

Wir erhalten aus der Evolution der Fliachen konstanter mittlerer Kriimmung Theorem
I11.3.9 im Schwarzschild-Fall auch eine Formel fiir das Euklidische Koordinaten-Zentrum
dieser Flichen. Um das Zentrum bestimmen zu konnen, miissen wir { uv; du in Theorem
I11.3.12 bis inkl. der Ordnung 1 bestimmen, d. h. bendtigen
- . C

|E§(U) (p(z) + pErr(E)) < ;
Entsprechend miissen wir € € (0, 1/2] ausschlieBen. Wir bemerken, dass diese Einschrén-
kung in [Ner14b] durch Regge-Teitelboim Bedingungen ersetzt wurde.

I11.4
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IT1.4.1 Korollar (Euklidisches Koordinaten-Zentrum der CMC-Flichen)

Sei (M,7) eine 2 ,,-flache Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Masse m # 0 (entspr.
(1.25)), die C+3/2
mittlerer Kriimmung —2/o aus der Blitterung von M entsprechend Theorem III.1.1. Es
existieren Konstanten o1 = o1(g,¢) und C = C(g,¢) so, dass fir das Euklidische
Koordinaten-Zentrum .,z von X nach Definition 11.6.3

v, </5 (ov, ;) — 0 oV; (le H) (V) du)

gilt, falls o > o1, wobei “II := ~1/2 (tr(5%§ — 5) 7 — (°%4 — 7)) eine kiinstliche GroBe ist und
o die duBere Normale an $2(0) bezeichnet. o

c+1/2
asymptotisch zu Schwarzschild ist. Weiter sei ,% die Flache konstanter

<

o€

BEWEIS
Wir betrachten wieder die kiinstliche vierdimensionale Mannigfaltigkeit (“1\7 ,%7) aus
Definition I11.1.6. Das Ergebnis folgt nun aus Theorem II1.3.9 fiir die zeitliche Uberde-
ckung @ : [0,1] x M — arf (t,p) — (t,p), wenn wir die selbe Argumentation wie in
Proposition A.2.1 verwenden, um die (asymptotische) Unabhéngigkeit des Integrals von

oz zu erhalten. Vi

IT1.4.2 Korollar (ADM- und CMC-Massezentrum sind identisch)
Sei (M,3) eine C2 ,, -flache Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Masse m # 0 (entspr.

(1.25)), die C+3/2

R? ist genau dann wohldefiniert, wenn das CMC-Massezentrum Z e wohldefiniert ist
und in diesem Fall stimmen diese Zentren iiberein. Dabei ist

S G OF 77 T
7 - 1i z, ( 2Zik _ JJ) A2
ADM; = T I 5200 ( < o ozk ﬂjk —dii - T, .

et1/2”
-asymptotisch zu Schwarzschild ist. Das ADM-Massezentrum Zapy €

BEWEIS
Wir erhalten dieses Ergebnis durch Koordinatisierung des Integral-Ausdrucks in Korollar
I11.4.1. /]

Das Ergebnis aus Korollar I11.4.2 wurde auch in [CW08, Hual0, EM12] unter jeweils
anderen Voraussetzungen gezeigt — in letzterem Fall in beliebiger Dimension n > 3. Es
musste dabei allerdings als zusétzliche Voraussetzung die Symmetrie-Annahme an S aus

den Regge-Teitelboim-Bedingungen angenommen werden. Dies garantiert die Wohldefi-
niertheit dieser Zentren — siehe bspw. [CS03, CW08, Hual0, CP11].

Wir geben nun noch Beispiele dafiir, dass die Abschidtzungen an das Euklidische
Koordinaten-Zentrum aus Definition 1.3.7 optimal sind. Das heifit, wir geben Beispiele
Riemannscher Mannigfaltigkeiten, die C2l_n—asymptotisch zu Schwarzschild sind und fiir
die das Euklidische Koordinaten-Zentrum 2 der Flachen ,3 aus Theorem III.1.1 zumin-
dest |,Z] > @'7"/c fiir eine Konstante C' > 0 erfiillen. Weiter zeigen wir, dass auch fiir
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17 =0 (¢ = 1) nicht gewéhrleistet ist, dass diese Zentren konvergieren, also moglich ist,
dass keines der Massezentren existiert. Dies widerspricht insbesondere [HY96, Thm 4.2].

Fiir die folgende Konstruktion verwenden wir das Beispiel einer zweiten Fundamen-
talform YEj mit vorgegebenem (ADM-)Impuls P € R3, wie es von York vorgeschlagen
wurde [Yor79, Kap. 6]. Weitere Beispiele sind in der Arbeit [CN14] veroffentlicht, welche
in Zusammenarbeit mit Carla Cederbaum entstand.®

IT1.4.3 Beispiel (Die Abschitzungen sind scharf)
Definiere 7 := %7 — 2 f(d) k fiir

o o T: T
kij = "kij = BYE (ij +7; P — P*my, (sﬂz’j - le]»

auf M := R3\ B1(0), wobei P = (Py, P», P3) € R3, f € Ci_n(ﬁ) und 7 € [0, 1/2) beliebig
sind. Die kiinstlichen Groéfen (]\/4\ ,4) seien entsprechend Definition I11.1.6 definiert. Insbe-
sondere sind die Metrik 5 = 5+ (7 — °7), die auf {7} x M induzierte werden, gleichméiBig
C%,n—asymptotisch zu Schwarzschild. Durch Korollar I11.3.8 und Lemma III.1.12 erhalten
wir damit, dass das Euklidische Koordinaten-Zentrum 2 der Fliache ;¥ (entsprechend
der Notation aus Voraussetzung II1.1.4)

C

<

1 [ —
Toi— / / (v, e) 40" I (V) di dr’
mJo Jsz2 (1}5)

erfiillt. Insbesondere ergeben sich in diesem Fall Abschédtzungen an ;2 und damit auch

C

< .
= 0_1_,’]

1 T —
gzi—/ / T, &) + 0 % ™' () dudr’
mJo Js2(0)

Wir bemerken nun, dass nach Wahl von k bereits | [ s2(0) 11 (v,e;)du — P;| < C/gl-n gilt.
Weiter ergibt direkte Rechnung 7

3f'(d) P* p,
d?

T (1) + <C, ] _ <.

Cd,S—(S(TM7Ty)

Cd,S—é(TMaTE)

Insgesamt erhalten wir

) a0) 7|
2 m|~ ol=0°

‘ﬁ(T? U) -7

Durch Wahl von f(d) = d’ erhalten wir, dass die Abschiitzungen fiir § € [0,1/2) scharf
sind. Durch die Wahl f(d) := sin (In d) erhalten wir, dass die Konvergenz der Euklidischen
Koordinaten-Zentren selbst im Fall von € = 1 nicht notwendigerweise wahr ist. o

SDer hier vorgestellte Teil des zitierten Artikels wurde vom Autor der vorliegenden Arbeit erarbeitet und
daher hier wiedergegeben. Die weiteren Beispiele des zitierten Artikels wurden anschlieend vorrangig
von Carla Cederbaum erarbeitet und werden daher hier nicht genauer beschrieben.
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IV. Flachen konstanter Expansion

In diesem Kapitel untersuchen wir die Regularitit, Existenz, Eindeutigkeit und Evolution
von Flichen ,¥ mit konstanter Expansion ,H + ,trk = —2/0 (CE). Der Aufbau gleicht
dem von Kapitel IIT iiber die CMC-Flédchen. In Abschnitt IV.1 wird die Existenz der
einzelnen Flidchen gezeigt und in Abschnitt IV.2 deren Eindeutigkeit. Dass die CE-
Flachen wie die CMC-Fldchen den Raum tiberdecken, wurde aus technischen Griinden in
den seperaten Abschnitt IV.3 ausgelagert. Schliefllich zeigen wir in Abschnitt IV.4, wie
sich die CE-Fléachen in der Zeit bewegen. Dieses Ergebnis unterscheidet sich zentral von
dem korrespondierenden iiber die CMC-Flachen aus Abschnitt II1.3: Die Evolution der
CE-Flachen ist faktisch nur eine Invarianz in der Zeit, da wir fiir das Existenz-Ergebnis
voraussetzen miissen, dass der Impuls verschwindet. Dennoch ist diese ,,zeitliche Invarianz®
nach Wissenstand des Autors ein konzeptionell neues Ergebnis.

Die Existenz und Eindeutigkeitssitze sind Verallgemeinerung der Existenzsétze und
Eindeutigkeitssitze von Metzger aus [Met04, Theorem 5.3] bzw. [Met07, Theorem 6.2]
— die Eindeutigkeit wird wieder nur in Bezug auf die Annahmen an die Anfangsdaten
verallgemeinert, wihrend die Annahmen an die Flédche verstarkt werden. Wir bemerken
dabei, dass die Hauptbeweisschritte dquivalent zu denen in Metzgers Beweis ablaufen,
aber wir wie im Fall der CMC-Flachen an zentralen Stellen zusétzliche Ideen einbauen.

Wir geben zunéchst vereinfachte Versionen der Hauptresultate.

IV.1 Theorem (Existenz — vereinfachte Version von Theorem IV.3.1)
Seien (M,7,k,J, ) C62+1 /272—ﬂache Anfangsdaten mit stark abfallender Skalarkriim-
mung und nicht verschwindender Masse m # 0 (entspr. (1.25)). Dabei sei die Energie-
stromdichte stark abfallend, der (ADM-)Impuls verschwinde und es gelte die (asym-
ptotische) Symmetrie-Bedingung der ¢}  .-Pseudo-Regge-Teitelboim-Bedingungen fiir
die zweite Fundamentalform, d. h.

Co
d3+e )

Co

P =0, e

i

kij + kij O@g‘ <

Es existieren eine Konstante o¢g = 01(e,¢p,¢1) und eine stetig-differenzierbare Ab-
bildung ¥ : [~1,1] x (0¢,00) x $2 — M so, dass die Flichen /% := ¥(5,0,5?)
konstante gemischter Kriitmmung £# + 6 Strk = 2/ haben und ¥ := ¥(4,-,-) ein
C!-Diffeomorphismus auf Bild ®¥ ist, wobei M \ Bild ®U C M kompakt ist. o

Wir erkennen, dass die hier gemachten Voraussetzungen mit Ausnahme von P =0
insbesondere fiir ¢2-flache Anfangsdaten erfiillt sind, wenn die etablierten C2-Regge-
Teitelboim-Bedingungen gelten, siehe bspw. [HualO, Def. 1.2 & 1.3]. Weiter bemerken
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wir, dass wir die Voraussetzung ,der Impuls verschwindet“ unter der Annahme von
|0ki; ozt | < C/a3 durch ,der Impuls ist klein“ ersetzen konnen, d. h. es existiert ein Py =
Po(e,@0,c1) so, dass die Behauptung auch fiir \P| < Py anstelle von P = 0 gilt. Unter
diesen Bedingungen kann weiter die Annahme des ,,starken Abfalls der Skalarkriimmung*
entfernt werden und es ergibt sich auflerdem, dass die Fliachen in Richtung des Impulses
verschoben sind — genauer gilt fiir P #0

o P 550

5 3 a‘ <Co'™ +Err(f)o mit Err(6) —= 0.

Diese Beobachtung verallgemeinert in infinitesimaler Weise die Erkenntnis aus [Met04,
Abschnitt 7.1] bzw. [Met07, Remark 7.2], dass die Koordinaten-Zentren dieser Flachen
durch den Impuls charakterisiert werden — vgl. Bemerkung IV.8.

IV.2 Theorem (Eindeutigkeit — vereinfachte Version von Theorem IV.2.1)
Seien ¢y € [0,1) und c¢1,cs > 0 Konstanten sowie (M, 7,k,J,0) Anfangsdaten, die
die Voraussetzungen von Theorem IV.1 erfiillen. Weiter seien 1, Y5 € X%°(co, c1,c5)
(entspr. Definition 1.3.7) mit #; + 6tr;k; =: —2/o fiir ein gemeinsames Gewicht 6 €
[—1 , 1]. Ist 0 > o(e, ¢, C1,c0,c1,C5), so gilt X1 = Xo. <o

Nun kommen wir zu den tatséchlichen Voraussetzungen fiir dieses Kapitel.

IV.3 Voraussetzung (fiir dieses Kapitel)
Seien (M, 7,k,J,0) C - +1 /2.2 -flache Anfangsdaten mit nicht verschwindender Masse m # 0
(entspr. (1.25)), stark abfallender Skalarkriimmung und einer Energiestromdichte, die mit
punktweiser Abschitzung integrabel ist, d.h.

< T Vi Ey (d) d—oo
NEs JeLl(M), ‘J‘ R A1) B NY)
Dabei gelte
I C _ _ El
H ; p; dp| < , I (&) % — (%, 8;) 9 dG| < ——,  (IV.1
T < e ) ) el < e (V)
][ trkdu| < ot ][ trk Gu; du| < Zc—i (Iv.2)
52(0) reve 52(0) reve o

Sofort ist erkenntlich, dass fiir Anfangsdaten mit asymptotisch anti-symmetrischer zweiter
Fundamentalform (vgl. c'-Pseudo-Regge-Teitelboim-Bedingungen), die Ungleichungen
in (IV.1) und die erste Ungleichung in (IV.2) a priori erfiillt sind. Weiter zeigen wir in
Proposition IV.9, dass fiir solche Daten die zweite Ungleichung aus (IV.2) gleichwertig zu
P = 0 ist, falls [J| < @/a3+<. Insbesondere erhalten wir damit, dass unter den Annahmen
von Theorem IV.1 die Voraussetzung V.3 erfiillt ist.

Es gentigt eigentlich, dass (IV.1) und (IV.2) fir n/2 mit n < n(e, ¢, ¢1) statt c1/r2+e gilt.
Ebenso kann die Bedingung der stark abfallenden Skalarkriimmung fallen gelassen werden.
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In diesem Fall muss in den folgenden Argumenten r—° und E5(r) jeweils durch 1’ ersetzt
werden, wobei dies fiir eine Konstante steht, die fiir ausreichend kleines 7 < (e, ¢, ¢1)
als beliebig klein gewéhlt werden kann (vgl. [Met04]).

IV.4 Notation (Uber Abhiingigkeit von Konstanten in diesem Abschnitt)
Um die Notation iibersichtlicher zu gestalten, werden die Abhéngigkeiten der Konstanten
dieses Abschnitts von €, ¢, ¢; nur durch (konst.) angezeigt. Das heifit, im Folgenden
schreiben wir D(konst.) fiir Konstanten D, die nur von diesen Groéfien abhéngig sind.

Nun wollen wir erkléren, warum wir die Voraussetzungen in (IV.1) und (IV.2) als (asym-
ptotisches) Verschwinden der Koeffizienten der nullten bis dritten Fourierstufe der zweiten
Fundamentalform bezeichnen wollen. Weiter erkldren wir, in welchem Sinne diese Unglei-
chungen als ,Momente der Anfangsdaten“ verstanden werden konnten.

IV.5 Bemerkung (Interpretation der Vor. IV.3 durch Fourierentwicklung)
Wir wissen, dass die Komponenten u; der Euklidischen Normalen p der zentrierten
Sphiire 52 := 52(0) im Euklidischen Raum Eigenfunktionen des negativen Laplace-
Operators der Sphére zum Eigenwert —2/r2 sind. Die néchsten fiinf Eigenfunktionen
(zum Eigenwert 6/:2) sind Linearkombinationen von Produkten zweier Komponenten der
Normalen. Die weiteren sind dquivalent aufgebaut: Es gibt fiir jedes n € IN Polynome
Pt P g, P R? — R so,dass f% := P"(u1, pio, p3) fiirm € {—n,n—n+1,...,n}
Figenfunktionen des Laplace-Operators zum gleichen Eigenwert A, sind und diese so
konstruierten Eigenfunktionen eine Orthonormalbasis des L?(52(0)) bilden. Dabei ist P
ein gerades bzw. ungerades Polynom, falls n gerade bzw. ungerade ist. Entwicklen wir
k;; in dieser L?(52(0)) Basis, so erhalten wir auf 52(0)

kj=% > (/ kij P%(m,uz,ug)d‘it> Py (i, o, 1)

k
n=0m=-n 52(0)

::CZ'L,n(r) o

Wir erkennen nun, dass die ersten beiden Abschitzung aus (IV.1) Aussagen iiber Linear-
kombinationen der ¢;7 5 und cgjp sind. Schreiben wir trk = # —k,,,, so erkennen wir auch
in der ersten Abschétzung aus (IV.2) Aussagen iiber Linearkombinationen von ¢ und
C?ﬂ. Auch die zweite Ungleichung von (IV.2) ist in selbem Sinn eine Aussage iiber Linear-
kombinationen von ¢, und ¢j} 5. Insbesondere sind diese Voraussetzungen erfillt, wenn
eyt fiir n < 3 asymptotisch verschwinden. Dies erklért, warum wir diese Voraussetzung als
»(asymptotisches) Verschwinden der Koeffizienten der nullten bis dritten Fourierstufen*
interpretieren. Wir erkennen allerdings in Proposition IV.9, dass nur die nullte bis zweite
Fourierstufe verschwinden miissen, wenn starker Abfall von J angenommen wird.

IV.6 Bemerkung (Voraussetzung IV.3 und Momente von (M,7))

Wir zeigen in Proposition IV.9, dass unter schwachen zusétzlichen Voraussetzungen (stark
abfallende Energiestromdichte) die zweite Ungleichung in (IV.2) dem Verschwinden des
(ADM-)Impulses entspricht. Das heifit, dies ist eine Annahme an das lineare Moment.

87



IV

88

Flachen konstanter Expansion (CE)

Betrachten wir die folgende Definition des (ADM-)Drehimpulses [ADM61], so stellen
wir fest, dass die zweite Ungleichung aus (IV.2) insbesondere dann erfiillt ist, wenn der
Drehimpuls wohldefiniert ist und zwar sogar fiir ¢ = 1. Es sei bemerkt, dass die umgekehrte
Implikation nicht gilt, d. h. das (asymptotische) Verschwinden dieses Integrals impliziert
nicht die Existenz des Drehimpulses — zumindest nicht flir unsere Annahme ¢ < 1.
Somit ist auch die zweite Ungleichung aus (IV.2) eine Annahme an ein Moment der
Anfangsdaten.

IV.7 Definition ((ADM-)Drehimpuls)
Sind (M, g,k,J,0) 2, Jo,c3,-flache Anfangsdaten, so ist der (ADM-)Drehimpuls D :=

(EI,EQ,b?’) € R? definiert durch

. L
D' = li I (v, éx) €% f; d v,
fggor/‘;rz(o) (v ex) €9 vydv
falls dieser Limes existiert. Dabei bezeichnet f die duBere Einheitsnormale von $2(0)
bzgl. der Euklidischen Metrik und €7* das Levi-Civita-Symbol. Dieses ist 1 bzw. —1,
wenn (i, j, k) eine gerade bzw. ungerade Permutation von (1,2, 3) ist und sonst 0. ©

Das erste Integral aus (IV.1) entspricht der Anderung des Flicheninhalts von $?(0) unter
einer (infinitesimalen) Verschiebung in der Zeit der Fliche M. Das heifit, auch dieses
Integral kann in gewisser Weise als ein Moment von M interpretiert werden. Es ist unklar,
ob das erste Integral als Korrekturterm fiir das gerade erkléirte ,Moment“ zu verstehen
ist oder eine eigene Bedeutung hat. Im Fall von Anfangsdaten, die eine (asymptotische)
Maximalfldche sind, féllt dieses Integral jedoch a priori wie gefordert ab.

Es scheint also dquivalent statt (IV.1) und (IV.1) zu fordern, dass die ,ersten drei
Momente der Anfangsfliche wohldefiniert sind“ und das erste Moment (der Impuls) ver-
schwindet — ohne dass wir hier allerdings fiir die ,,dritten Momente* eine zufriedenstellende
Definition oder gar tatséchliche physikalische Interpretation geben koénnten. o

IV.8 Bemerkung (Zur Interpretation von Metzger)
In [Met04, Abschnitt 7.1] bzw. [Met07, Remark 7.2] wurde erkldrt, dass fur das von
York gegebene Beispiel der zweite Fundamentalform Yk zu vorgegebenen Impuls (vergl.
Beispiel 111.4.3, [Yor79, Kap. 6]) das Euklidische Zentrum einer # 4-trk = konst. Fliche (in
hochster Ordnung) direkt aus dem Impuls abgelesen werden kann bzw. umgekehrt. Weiter
wurde in [Met04, Letzte Bemerkung in Abschnitt 7.1] bzw. [Met07, Remark 7.2.(iii)]
angemerkt, dass die ADM-Masse und der ADM-Impuls offensichtlich nicht ausreichend
sind, um die Struktur zu charakterisieren, die durch diese Fldchen gegeben ist.
Betrachten wir unsere Ergebnisse, so erkennen wir, dass diese Flachen tatséchlich nur
unter zusétzlichen Symmetrie-Annahmen an die zweite Fundamentalform und Abfall-
Bedingungen an die mittlere Kriimmung und die Energiestromdichte durch den Impuls
und die Masse charakterisiert sind, wiahrend sonst zuséitzliche Grofien einflieen — unter
anderem der Drehimpuls. Auflerdem erhalten wir eine infinitesimale Version der Korre-

spondenz von Impuls und Zentrum der CE-Fléchen (vgl. mit der Erklarung nach Theorem
IV.1).



Kapitel-Einleitung

Bevor wir die Haupttheoreme beweisen, zeigen wir das angekiindigte Ergebnis, dass der
Impuls durch das zweite Integral in (IV.2) charakterisiert wird. Wir erhalten dadurch
eine alternative Darstellung fiir den Impuls. Diese Darstellung ist jedoch insofern weniger
geeignet als die etablierte, da sie stdrkere Annahmen an die Anfangsdaten und die Familie
der Flichen macht, auf denen diese Integrale bestimmt werden (hier {$2(0)},).

IV.9 Proposition (Alternative Darstellung des (ADM-)Impuls)
Sind (M,7,k,J,0) C +1 J2,e43/2 asymptotisch maximale Anfangsdaten mit stark abfallender
Energiestromdichte, d. h.

‘}[‘ — d2+6 ‘ ‘ - d3+a’

so gilt fur eine Konstante C' = C(konst.)

C

— 1 _
Pi — / tl"kVZ‘dM S
167 Js2(0)

-
L)

wobei v die duBere Einheitsnormale und p das Oberflichenma$ von $2(0) bezeichnen,

die von g induziert werden. o

BEWEIS
Wir setzen

und erkennen mit

/ trkv; du = / (?[ —k(v, V)) v;dp = / I1 (v,v) v; du,
$2(0) S52(0) ?

52(0)

dass

Q

hi(r) —/ trk v; dp| <
$7(0)

gilt. Damit geniigt es zu zeigen, dass |fi(r) — 47 P;| < C E+(7) gilt, um die Behauptung

zu erhalten. Beachten wir die Abschétzungen an die Metrik, so erkennen wir durch

Anwendung des Divergenz-Satzes

=
L)

T, C
II{e;.V d Errdu Err| < |J
(6375 Jam= [ e o <[]+ 5

wobei wir die Annahmen an J = divk verwendet haben, 77 das von 7 induzierte Maf3,
Err einen Fehlerterm und B := Br(0) \ B,(0) bezeichnen. Berechnen wir die Ableitung
V(@ 7:)/4?) explizit, so erhalten wir

R R
1 - KA E T
hi(R / / $+H< >—2H<$ m)dudr_/ T ar,
T r . T

v
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wobei wiederrum Err, einen Fehlerterm mit |Err| < W20,/ + C/r1+< bezeichnet. Damit
erhalten wir fiir die Ableitung von h;
7

s20 , C
r + rlte’

1 _
hi(r) — = Huy; + 1 (v, e;) — 21 (v, v) v; dp
T Js2(0)

<

wobei wir bemerken, dass h; nach Voraussetzung differenzierbar ist. Wir erkennen in
diesen Termen f und die Definition des Impulses wieder und erhalten
8P, 2 20  C

2 P
; i(r) +

- r rlte’

hi(r)

r

Wenden wir nun die Gronwall-Ungleichung Lemma A.3.1 an, so erhalten wir die Behaup-

tung. VA

IV.1. Existenz der CE-Flachen

Wir fithren in diesem Abschnitt den Beweis durch, dass fiir jedes Vorzeichen + und jede
6‘19/2 .-fast konzentrische Sphére 0% mit mittlerer Kritmmung %4 = ~2/» (fiir ausreichend

groBes o) zu einer Flache *1%) deformiert werden kann, welche konstante Expansion
9 + *trk = ~2/o hat. Wir mochten zunichst das hier erhaltene Ergebnis mit den bereits
von Metzger in [Met04] bzw. [Met07] erbrachten Resultaten vergleichen — unabhéngig
von den abgeschwéchten Voraussetzungen. Die dortigen Theoreme [Met04, Theorem 5.3]
und [Met07, Theorem 6.2] besagen, dass fiir beide Vorzeichen + und jede (stiickweise)
glatte Kurve
v :[0,1]: (Ho,00) x [0, 1] : £ = A(2) =: (71(£),72(t))

eine stetige Abbildung F : [0, 1] — ¢>%($?) existiert so, dass der zugehérige Graph M :=
graph,, F(t) iiber der Sphire konstante gemischte Kriimmung ' =+ ¢ ‘trk = —v;(t) bzgl.
der Metrik % hat. Dabei ist %7 := t 7+ (1 — t) *%7. Fiir diese Theoreme wird vorausgesetzt,
dass die Konstanten, mit der die zweite Fundamentalform d?k und die Metrik d (57 — %)
abgeschéatzt sind, ausreichend klein sind — in unserer Notation ¢y < ¢y, ¢ < ¢;. Wir
konnen aus den dort gezeigten Abschéitzungen der Flachen X; insbesondere folgern, dass
eine Verschiebung V : R? — R3 : p — p + 17 existiert so, dass V(°E) (asymptotisch fiir
o — 00) gleich 1Y ist.

Wir dagegen werden eine Deformation ¥ : [~1,1] x §2 — M konstruieren, deren
zugehorige Flichen Y := U (6,5?%) konstante gemischte Kriimmung ba + pbtrk = O
haben, wobei die Konstante und die Metrik 5 entlang der Deformation fest ist. Die
zusétzliche Moéglichkeit der Variation der Konstanten 7y bearbeiten wir im Abschnitt
IV.3, indem wir zeigen, dass diese Flidchen eine Blitterung des Raumes (nahe unendlich)
bilden. Statt dass die Flidchen dabei (y-nahe an einer Verschiebung der Startfliche sind,
wie es wie oben erklirt wurde, erhalten wir im Sinn von Abschnitt I1.6 eine ¢!-Néhe zu
einer Verschiebung.
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IV.1.1 Theorem (Existenzsatzes)

Erfiille (M, 7,k,J,0) die Voraussetzung IV.3 und seien Konstanten cy’,c’,cs’,d > 0
mit § > 0 oder ¢y’ < 1 gegeben. Weiter habe ¥ € %% (co’,c1’,¢s’) (entspr. Definition
1.3.7) konstante mittlere Krimmung # =: —2/o. Ist 0 > o(konst., d,¢o’,c1’,cs’), so
gibt es eine Deformation ¥ : [~1,1] x §2 — M von dieser Fliiche ¥ = ¥(0, 52), deren
Niveauflichen ?% := W(4, 5?) konstante f-gemischte Kriimmung 4 4 6 ‘trk = —2/o
haben. o

IV.1.2 Ergidnzung (zu Theorem IV.1.1)
Es gibt Konstanten ¢y = co(konst.), ¢; = c¢;(konst.), cs = cs(konst.) so, dass % €
KE (co,c1,c9) (entspr. Definition 1.3.7). Weiter erfiillt deren Euklidisches Koordinaten-
Zentrum 7 fiir eine Konstante C' = C(konst.)

= <8\I/ 5u> _ 9% 6,0
I\ o8 a6

wobei ’v die duBere Normale von ’Y bzgl. 7 bezeichnet. Dabei gilt letztere Abschéitzung
Aquivalent auch in H? und W anstelle von L. o

0b

< Cfo_l—.&‘7

Fiir den Beweis dieses Existenztheorems IV.1.1 gehen wir dquivalent zu Abschnitt I11.1
vor, nur dass wir dieses Mal o fixieren. Wir markieren dabei die dquivalenten Vorausset-
zungen und Lemmata, um diesen Vergleich weiter zu erleichtern.

IV.1.3 Voraussetzung (fiir Abschnitt IV.1 (Voraussetzung I11.1.4))
Es sei U : I x $2 — M : (6,p) — "U(p) := ¥(6,p) eine orthogonale Deformation auf

einem Intervall I, fiir die /% := Bild®% und A :==Z o ¥ : I — (5% R3)
1. IC[-1,1] mit 0 €1,
2. %2 =3,
3. A€ ct(I x s%R3),
4. %9 4 ptrk = —2/o auf *Y fiir alle 6 € I

erfiillen. Weiter sei I in der Art maximal, dass fiir jede andere orthogonale Deformation
U’ I' x §2 — M, welche diese Voraussetzungen erfiillt, bereits I’ C I gilt. o

Es geniigt I = [0, 1] zu zeigen, um das Theorem zu beweisen.

IV.1.4 Notation (Das regulidre Intervall I, (Notation IT1.1.5))
Es sei I, C I das maximale Intervall der Indices in I so, dass ‘% := W(6,5?) auch
CSO3 ot -fast konzentrisch sind (entspr. Definition 1.3.7), d. h.
IT’ = j:ﬁoel Vb€ [_ﬁ0750] : HCO:CO(’m‘75,EO761,5),016261(‘m|7576076175) .
Jeg =cs(lml e, 0,1, 6) : o2 € K" (co,c1,¢5)

Weiter sei 2 das Euklidische Koordinaten-Zentrum von S entsprechend Definition I1.6.3.¢

Iv.1



IV

» |

Flachen konstanter Expansion (CE)

Wir bemerken, dass wir vorausgesetzt haben, dass die Konstanten cg, ¢1, cg nicht von o
abhédngen, sie aber a priori von 6 abhingig sein kénnen. Weiter erkennen wir, dass I,
nicht-leer ist, da nach Theorem III.2.1 und der Erginzung zu Theorem III.1.1 bereits
0% = ¥ € %5°(co,c1,c5) (entspr. Definition 1.3.7) und daher 0 € I, gilt, wobei hier
co = co(konst.), ¢; = ¢ (konst.), cs = cg(konst.) gilt.

IV.1.5 Lemma (Regularitit der Fliche ’S (Lemma I11.1.7))

Fiir 6 € J ist ’Y eine ¢! N H3-Fliche sowie 'k € L°°(X) NH(’Y) und % € WHP(X) fiir
alle p < oo. o

BEWEIS

Durch Approximation mit glatten Flidchen kénnen wir fiir 6 € J Proposition 11.2.2
(genauer (I1.13)). Damit ist k € H(’Y) und damit die Fliche H3-regulir. Somit ist
birk € WHP(X) fiir p < oo und daher kénnen wir wieder Proposition 11.2.2 (genauer
(I1.14)) anwenden. Insgesamt ist die Fliche daher zumindest H3 N ¢™!-regulir. /

Alle bisherigen Ergebnisse auer Satz 11.5.9 und Bemerkung I1.5.10 kénnen auf alle ‘%
mit b € J angewendet werden — fiir zunachst unterschiedliche Konstanten ¢y und cg —,
wie nach Voraussetzung I1.5.4 erklart ist. Daher kénnen wir nun zum Schritt kommen,
dass der Stabilitdtsoperator invertierbar ist.

IV.1.6 Proposition (Schritt 0: /%, ist invertierbar (Proposition I1.5.8))
Fiir jedes 6 € I, gilt die Aussage von Proposition I1.5.8, d.h. fiir ausreichend grofies
o > o(konst.,co, c1,cs) existiert C' = C(konst.,co, c1,¢g) so, dass fiir alle f, h € H3(XZ)

6m
[t s Ty [

s+

< CE5(o)

o3

L3(%) = %de

1 llLzesy Ihllz sy, (IV.3)

(IV.4)

L2(%)

gilt, wobei cg, ¢1, cg so gewihlt sind, dass ¥ € X5 (co,c1,cs). Insbesondere ist unter
diesen Voraussetzungen %, invertierbar. o
BEWEIS
Wir fixieren 6 € I, und unterdriicken den zugehorigen Index. Da der kleinste von Null
verschiedene Eigenwert des Laplace-Operators auf {f* : f € H?(X)} per Definition von
f* zumindest 5/02 ist, erhalten wir aus (IV.4).
Fiir die erste Ungleichung (IV.3) sei nun f € H?(X)” eine Eigenfunktion des Laplace-
Operators, Af = —Af, mit |27 = 1. Nach (L21) gilt fiir

R::}[Q—zztrk—l—w
2 r2 r 2
zumindest
_ 2 R - 26— C
‘/(iiﬂlf%—)\f)f—(Ric(y,l/)—l—Q—+5J(u)+}[>f2du‘§ .
r 2 o odte
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Damit ergibt Proposition I1.5.7
6 1 [ 3 - 2 C
‘/i%lffdu+m—/Sde;H—][Rdu—b‘/<J(u)+9{)f2du‘ < .
o3 2 2 o o3te

Kombinieren wir nun die Vergleichbarkeit von ¥ und $2(2) mit der von {v;}?_; mit L2(X)
sowie |Z] < C'o'7¢, so erhalten wir die Behauptung im Fall f = h aus den Annahmen an
(IV.1), (IV.2) und |[J| < Ez(d)/as.

Wenn wir statt dessen zwei solche Eigenfunktionen f, h betrachten, so erhalten wir
gegeniiber der obigen Rechnung die zwei zusitzlichen Terme divk fh, k(V f)h. Nach
partieller Integration erkennen wir, dass diese gerade dem zweiten Integral von (IV.1)
entsprechen. Daher erhalten wir (IV.3) fir zwei solche Eigenfunktionen mit einer Rech-
nung wie oben. Da per Definition diese Eigenfunktionen LQ(E)T aufspannen, ist damit

(IV.3) gezeigt. /

T

Insbesondere kénnen wir nun auch Satz I1.5.9 und Bemerkung I1.5.10 auf S anwenden.
Damit kénnen wir nun zum ersten der oben erklidrten Schritte kommen, dass I eine
Umgebung von I, ist und ¥ eine ausreichende Regularitat erfiillt so, dass sich in den
folgenden Lemmata gewisse Gréflen ableiten lassen.

IV.1.7 Lemma (Schritt 1: I ist Umgebung von J (Lemma III.1.8))
Fiir jedes #y € [0,1) mit J D [—#y, ] existiert ein n > 0 mit I D (—(by+n), b +7n)
und A‘(—(ﬁo—‘rn),ﬁo—‘rﬂ) S Cl(HQ(E)) o

BEWEIS
Wir zeigen dieses Lemma zugleich fiir +6y und —#fy und entsprechend wéhlen wir 4. Wir
erkennen, dass 0% : W2P(2) = LP(X) : f — FRZ fiir p > 2 die Linearisierung von

H+ H:[-1,1] x W»P(X) = LP(X) : (6, f) — #(graph,, f) + btrk(graph,, f)
in der zweiten Komponente im Punkt (+#y,0) ist. Nach Bemerkung I1.5.10 ist +hog

invertierbar und wir wissen, dass H+-H(#6y,0) = —2/o. Daher ergibt die Anwendung des
impliziten Funktionensatzes, dass eine C'-Kurve v : (—¢,¢) — W*P(X) existiert fiir die
H 4 H(£b +t,7(t)) = 2/ fiir [t| < e und v(0) = 0 gilt und (t) € B5(0) € WP(X) ist
fiir ausreichend kleines § > 0 durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt. Insbesondere
gilt U(+py — t,52) = graph, (). Mit der Regularitiit von v ist also A als Abbildung
nach H%(s2; M) fiir ein n > 0 stetig-differenzierbar fortsetzbar auf (—(f + 1), b + 1),
insbesondere ist ¥ fiir ein 1’ € (0,7) auf (—(h + 1), bo +1') x 52 stetig-differenzierbar
fortsetzbar. Mit der Maximalitdt von I gilt also die Aussage. Dabei gilt die Regularitit
von A iiberall in I, da #y € I, beliebig war. /

Auf Grund des letzten Lemmas macht es Sinn von einer Ableitung in ,Richtung 6“ zu
sprechen. Daher fiihren wir ein:

IV.1.8 Notation (Zus. Notationen fiir Abschnitt IV.1 (Notation II1.1.9))
Entsprechend der bisherigen Notation bezeichnet v die &uBere Normale von ’Y, d. h.

viIx 2= R3:(6,p) — ‘vip),

Iv.1
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sowie u, die Lapse-Funktion, d. h.

w1 x 82— R :(6,p) — fur(p) :

/ (8\11 K )
Vi » Mo .
96 | (5,p) v ©

Nun zeigen wir, dass die Regularitét der einzelnen ’Y-Flichen mit 6 € J gleichméaBig ist.

IV.1.9 Lemma (Die Flidchen sind gleichméi8ig regulidr (Lemma I11.1.10))

Ist o9 > og(konst.), so sind die Flichen Y fiir 6 € I, gleichméBig regulir, d.h. es
existieren Konstanten ¢y < cg(konst.), ¢; < ¢j(konst.) und cg < cg(konst.) so, dass
5% € %5 (co,c1,c5) (entspr. Definition 1.3.7) fiir alle 6 € I,.. o

BEWEIS
Wir erkennen zunéchst, dass /%y = —trk gilt, insbesondere ist nach Satz I11.5.9

[+

Damit erhalten wir mit (IV.3)

) < Co? HtrE

<0 ey 2O <0

L2(%) Whee(s) =

Huz ;(E) <(Co? (/ 'ffluﬁuﬁTd,u — /éfﬂéﬁ;du> + C(E5(0) + E5(0)) Huz ;(2)
< 003/trkzg du+Coz | e O (E5(0) + Ex(0) & ;(Z).

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Proposition IV.1.6 konnen wir wieder
(IV.1) und (IV.2) verwenden und erhalten mit den Sobolev-Ungleichungen

]

Eine zu Lemma II1.1.10 identische Argumentation liefert die Behauptung. /

H2(X%) <Co”, Hu”THwLOC(z) <Co'™.

IV.1.10 Lemma (Schritt 2: I, ist abgeschlossen in I (Lemma II1.1.11))
Ist #p € [0, 1] mit (—by, k) C I, soist I, D [—hy, bp] N 1. o
BEWEIS

Wir erhalten die Aussage mit der gleichen Argumentation aus Lemma IV.1.9, mit der
wir im letzten Kapitel auch Lemma I11.1.11 aus Lemma I11.1.10 gefolgert haben. /

IV.1.11 Lemma (Schritt 3: I, = I (Lemma II1.1.12))

Ist 09 > op(konst.), so gilt I = I, und dabei gleichméfBige Regularitit, d.h. es exis-
tieren Konstanten cq < cg(konst.), ¢; < ¢;(konst.) und cg < cg(konst.) so, dass % €
K (co,c1,cg) (entspr. Definition 1.3.7) fiir alle 6 € I. o
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BEWEIS
Wir erhalten die Aussage mit der gleichen Argumentation aus Lemma IV.1.9 und Lemma
IV.1.10, mit der wir im letzten Kapitel auch Lemma III.1.12 aus Lemma II1.1.10 und
Lemma II1.1.11 gefolgert haben. /

BEWEIS (VON THEOREM IV.1.1)
Mit Lemma IV.1.7 ergibt sich, dass I C [—1,1] offen in [—1,1] ist. Weiter folgt die
Abgeschlossenheit von I genau wie in Lemma I11.1.14. Insgesamt ist daher I = I,, = [0, 1].
Die ¢'-Nihe zu einer Verschiebung folgt nun aus den Abschitzungen an v bzw. uﬁL /

Wir erhalten die Giiltigkeit der Anmerkungen zum Impuls nach Theorem IV.1 wie
folgt. Wir wenden Proposition IV.9 an und bekommen daher mit der Charakterisierung
5215 = —trk sowie einer Rechnung wie in Theorem I11.3.12, dass 2m/c % (asymptotisch)
gleich P v ist. Nun beachten wir, dass fiir groflere 6 die Charakterisierung des Impuls aus
Proposition IV.9 nicht mehr angewendet werden kann, da die Flache nun von Ordnung
o verschoben wurde. Entsprechend ergibt die gleichen Rechnung wie gerade eben, dass
2m/y by (asymptotisch) gleich P.v plus einen Fehler ist, dessen Ordnung gleich der
Ordnung der Verschiebung ist. Da letztere (fiir 6 = 0) dem Impuls entspricht, erhalten
wir die Giiltigkeit der zitierten Anmerkung.

IV.2. Eindeutigkeit der CE-Flachen

In diesem kurzen Abschnitt zeigen wir, dass die Flachen konstanter Expansion eindeutig
sind — der Beweis entspricht [Met04, Theorem 5.4] bzw. [Met04, Theorem 6.5] und wir
wiederholen ihn nur kurz unter den hier gemachten Voraussetzungen. Wir bemerken, dass
die Annahmen an die Klasse der Fliachen, in welcher die Eindeutigkeit gilt, auch hier
abgeschwécht werden kénnen — vgl. Abschnitt II1.2.

IV.2.1 Theorem (Eindeutigkeit)

Sei (M,7,k,J,0) eine Anfangsfliche die Voraussetzung IV.3 erfiillt und seien Kon-
stanten c¢g,c1,cg > 0 und & > 0 gegeben. Weiter seien 1,Xs € ‘.7(‘;’5(00,01,05)
(entspr. Definition 1.3.7) gleich gewichtete CE-Flidchen mit identischer Expansi-

on, d.h. #; + btr;k; = —2/o fiir ein gemeinsames Gewicht 6 € [—1,1]. Ist 0 >
o(konst, 9, cg, c1,cs), so gilt X1 = Xo. o
BEWEIS

Aquivalent zum vorangehenden Abschnitt IV.1 sei ®; : I; x §? — M stetig-differenzierbar
so, dass

1. IC[-1,1]
2. ®; eine stetig-differenzierbare, orthogonale Deformation ist;

3. (I)i<5,52) =X

V.2
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4. V% = ®;(#, $?) fiir alle £ € I; konstante gemischte Kriimmung #+ 6 ¥ trk = —2/»
hat.

Weiter sei [; in dieser Art maximal, d. h. erfillen W; : I/ x § 2 M diese Voraussetzungen,
so gilt I/ C I;. Indem wir die gleichen Schritte wie in Abschnitt IV.1 durchfiihren, erhalten
wir, dass I; = [~1,1]. Insbesondere hat ¥;(0,5%) konstante mittlere Kriimmung —2/c
und damit sind diese Flachen nach Theorem II1.2.1 identisch. Damit ist das Intervall
I:={6€10,1] : Uy(b,5%) = Ws(6,52)} nicht-leer. Weiter ist es mit der Stetigkeit von ¥;
abgeschlossen. Mit der lokalen Eindeutigkeit des impliziten Funktionensatzes aus Lemma
IV.1.7 ist I auch offen in und damit gleich [—1,1]. Insbesondere ist 31 = ¥y (6, 52%) =
\112(5,52) = Y. ///

IV.3. Existenz der CE-Blatterung

Wir kénnen nun die Existenz und Regularitit der gesamten Blitterung von M durch
Flachen mit konstanter gemischter Kriimmung zeigen — genauer der Blatterung von M
bis auf ein Kompaktum L C M.

IV.3.1 Theorem (Existenz der Teiliiberdeckung)

Sei (M,7,k,J,0) eine Anfangsfliche die Voraussetzung IV.3 erfiillt. Es existiert
oo = op(konst.) und eine stetig-differenzierbare Abbildung ¥ : [—1,1] X (0¢,00) X
$2 — M so, dass die Flichen ¥ := U (b,0,5%) konstante gemischte Kriimmung
L4 + b btrk = —2/o haben. Dabei ist ®¥ := W(4, -, ) eine Blitterung, d.h. ¥ ist ein
Diffeomorphismus auf Bild *¥ und M \ Bild by C M ist kompakt. o

IV.3.2 Erginzung (zu Theorem IV.3.1)

Ist U die Abbildung aus Theorem IV.3.1, so ist ,¥ := ¥(-, 0,-) wie ¥ in Theorem IV.1.1,
wobei alle Konstanten unabhéingig von o > o(¢ gewéhlt werden kénnen. Weiter existiert
eine Konstante C' = C(konst.) so, dass fiir alle 6 € [-1,1] und o € (0¢, 0)

1 . _ 8\];’ 4 80-527/ I3
HFEHWLOO(;E) + ;”FgHHQ(o@Z) < CE5(o) fir Fy:=3 (86’ V) T ov;,
1 C .. _ 8\11 6 aﬁzi I3
HFUHWLOO(CEE) + ;HFO—HHQ(OE_E) < P fir F, :==3 (80’ y) —1- 5705,1/2'
wobei fv die duBere Normale von /S < (M, 5) bezeichnet und £(6,0) € R3 Lipschitz-
stetig von ¢ und 6 abhéngt. o
BEWEIS

Nach Theorem III.1.1 existiert fiir oy = 0¢(cp,¢) eine stetig-differenzierbare Teiliiber-
deckung ®° : (¢, 00) x §2 — M deren Flichen (,% := ®°(0,5%) konstante mittlere
Kriimmung °# = —2/s haben. Weiter erfiillen diese Voraussetzung I1.5.4 fiir passendes o,
6 =0 und in o gleichméfig beschrinkte Konstanten cg, ¢; und c¢g. Nach Theorem IV.1.1
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existiert auflerdem fiir ausreichend grofies o fiir alle ¢ > o1 eine orthogonale, stetig-
differenzierbare Deformation ,¥ : [-1,1] x $? — M von ¥°(c, 5?) = ,¥(0,5%) dessen
Flichen £ = +V(6) konstante gemischte Kriimmung Lol + btk = —2/o haben. Au-
Berdem gilt 2 € %% (co,c1,¢5) (entspr. Definition 1.3.7) sowie gleichmiBig beschrinkte
Konstanten ¢y = ¢o(konst.), ¢; = ¢1(konst.) und cg = cg(konst.).

Nun definieren wir

®:[-1,1] % (01,00) x 5* = M : (b,0,p) = 4V (6,p) := ®(6,0,p) := "V(o,p)

und erkennen, dass ® fiir fixes o € (07, 00) stetig-differenzierbar ist. Weiter ist in pas-
senden Normen £% a2 $2(2) mit /o < c; < 1. Damit ist

1—
QO'ZHIEaXdZmindZ M

Yo >op, b€[-1,1].
E>)) E5 g

Da £% topologisch eine Sphére ist, ist damit M \ Us £5 in einem Kompaktum enthalten,
falls ® zumindest stetig ist. Also {iberdecken diese Fliachen den ganzen Raum aufler-
halb eines Kompaktums und es verbleibt nur die Regularitdt in o-Richtung und die
Blatterungseigenschaft zu zeigen.

Sei by € [-1,1] und o2 > o1 beliebig und ¥ := (ng. Per Konstruktion ist 2%, auf X
invertierbar und 2% ist die Linearisierung von

H+ -H:[-1,1] x (01,00) x H¥(X) = L%(2) : (6,0, f) — H(graph,, f) + 6trk(graph,, f)

in der dritten Komponente im Punkt (6, o2,0) mit (H+-H)(fy, o2,0) = ~2/o,. Wiederum
ergibt damit die Anwendung des impliziten Funktionensatzes, dass eine C'-Abbildung
F:((6p—n,b+n)N[-1,1]) x (02 —n,09 + 1) — H(X) mit (H+-H)(6,0, F(6,0)) =0
fiir [6— fbo|, |0 — 02| <nund F(0,0) = 0 existiert und dass F'(s, ~2/s) € B (0) C H?(%)
durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Mit Theorem IV.2.1 erhalten wir fiir
ausreichend kleine |0 — 09| und |6y — 6|, dass ¥ = graph, F(o, 6). Daher konnen wir
® als stetig-differenzierbar annehmen. Damit ist nur noch die zweite Abschatzung aus
Ergénzung 1V.3.2 und die Blatterungseigenschaft zu zeigen.

Seien 0 < oo und 6 € [—1,1] beliebig und es bezeichne u := fu = 7 (9%/0s, fv) die
Lapse-Funktion von ® in der zweiten Komponente. Per Definition gilt zunéchst

a2 (2)=2

do\ o o2

Insbesondere gilt fir v =u — 1

— 46 — — C
54 (W) — Ric(v,v) — —trk — divk,| < ——.
g O'§+E
Damit liefert Satz 11.5.9
’u'J‘ < Col™e, ’u'J‘ ‘ < g < 1
H2(®D) — whee(s)y = g€ 2
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Damit ist nach (IV.3)

2
‘ ) < Co? (/ " luu’ dp — / "Lt u” d,u) +CE(0) HUT‘ L2(%)

2
L2(Z

T
o

2

< Co3 .
L*(%)

[ (Rt + 22k + 5w ) o |+ C o) o7

Zunéachst integrieren wir partiell und bemerken dann, dass wir mit der selben Argu-
mentation wie im Beweis von Proposition IV.1.6 wieder (IV.1), (IV.2) und Proposition
IV.9 verwenden kénnen. Somit implizieren die Ungleichungen (I1.28) und (II.29) des
Pseudo-Stabilitdtsoperators

Damit ist «' > 0 und daher gilt die Uberdeckungseigenschaft. Weiter ist damit auch die
zweite Ungleichung der Ergénzung zu Theorem IV.3.1 gezeigt. /

U/T

U,T

<C 1—67 Z.
~ Co 9

| <3
H2(%) o€

‘wlm b =
(%)

IV.4. Zeitliche Invarianz der CE-Flachen

Es wire wiinschenswert, dass zu Theorem I11.3.9 dquivalente Theorem fiir die Evolution
auch fiir die CE-Fldchen zu erhalten. Leider erhalten wir in Theorem IV.4.1 nur das
,Fehlen der Bewegung®, da wir nach Proposition IV.9 implizit angenommen haben, dass
fast kein Impuls vorhanden ist. Das heifit, wir wissen nur im Fall, dass der Impuls klein
ist, dass diese Flachen existieren. Daher erhalten wir hier nur das Ergebnis, dass diese
Flachen (in hochster Ordnung) ,still stehen®.

IV.4.1 Theorem (Nicht-Evolution der Fldchen)

Sei ®: I x M — (M,) eine gleichméBig 652—5-1 /2’2-ﬂache zeitliche Evolution so, dass
'M = ®(t, M) die Voraussetzung IV.3 zu jedem Zeitpunkt ¢ € I erfiillt, die Massen
tm gleichméBig beschrénkt sind, d.h. ['m| > M > 0 und asymptotisches Vakuum

herrscht, d. h. zu jedem Zeitpunkt ¢t € I gilt

< C1 Ej(d) .

Ein
‘ iﬁ - d3

Weiter sei die Lapse-Funktion C?-asymptotisch zur eins-Funktion f = 1 und C'-
asymptotisch spiegelsymmetrisch, d. h. zu jedem Zeitpunkt ¢ € I gilt

oMl (ta — 1)
otz

(@)
= Jl+et]

Co

Vv <2,

al’” (ta — ta o) Spsp)
otz

Vv <1, |

= gz tethl

wobei g, die Spiegelung am Koordinaten-Ursprung wie in Definition 1.3.4 ist. Es
existiert eine ¢'-Abbbildung ¥ : I x [~1,1] x (0¢,00) x 52 — M so, dass ¥ :=
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WU(t,-, -, ) die Uberdeckung entsprechend Theorem IV.3.1 ist und

ov 1 ov
t t,6 L= t,6 < _
4 ( ot’ UV) 'leoo(tgz) sd ( ot’ UV) H2(14%) CBslo) Viel, o>on
gilt, wobei “fv die Normale von "% := W(t, 6,0, 5?) in ‘M bezeichnet. o

BEWEIS
Wir erhalten die stetige Differenzierbarkeit von ¥ genau wie im Beweis von Theorem
I11.3.9 bzw. Theorem IV.3.1. Seien nun t € I, 6 € [-1,1] und o > 09, & = U(t, b, 0, 52)
fest und wir unterdriicken die entsprechenden Indices. Es bezeichne u die Lapse-Funktion
in Zeit-Richtung. Wir erkennen zunichst, dass ‘Zu = —5%a gilt. Mit (1.22) und den
angenommenen Abschéitzungen bedeutet dies

T 2D, —  2trk|  CEs
“u =5 (RiC(% v) + A+ Va) +divk, + ——| < ‘L,(U).
o
Insbesondere ist nach Satz I1.5.9
CE~
ey <1 iy < T
(%) ! wWhee() = pie

Dies impliziert mit (IV.3)

2

2
T 3 ; T bep, L. T . T
Hu 2 <Co (/ "Alun du—/.iﬂlu U d,u> + C E5(0) Hu 12()
<Cdo? /(5 (Ric(u, v) +Aa + QD”a) — divk, — M) u” du
o o

+ CE5(0) o2 [T

L2(%)

Zunéchst integrieren wir partiell und bemerken dann, dass wir mit der selben Argu-
mentation wie im Beweis von Proposition IV.1.6 auch hier wieder (IV.1), (IV.2) und
Proposition IV.9 verwenden kénnen. Damit implizieren die Sobolev-Ungleichungen

’

J

< CE5(0)o, HUTH < CE5(0).

H2(S) Whee(s) = VA
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A. Einfache Ungleichungen

A.1. Ric-Integrale

In diesem recht technischen Abschnitt verwenden wir unter anderem die Technik mit der
Schoen die Darstelllung (I1.25) fiir die Masse bewiesen hat — fiir weitere Informationen
zu dieser verweisen wir auf [CS03, CWO08]. Wir wiederholen hier, dass die Masse durch
(1.25) wohldefiniert ist und wie schnell diese durch die approximierenden Integrale ange-
nahert wird, wobei wir uns auf unsere Annahmen beschrinken. Weiter verwenden wir
dhnliche Techniken, um auch weitere dhnliche Ric-Integrale unter Kontrolle zu bringen.
Wir beginnen mit dem einfachsten dieser Lemmata.

A.1.1 Lemma (Ric (v, €;)-Integrale)

%}i (M,7) C52+1 j,-flach. Sei ¥ — M\ K eine geschlossene Fliche so, dass das Kompaktum
K der asymptotisch flachen Karte im Inneren von ¥ liegt, d. h. die kompakte Zusammen-
hangskomponente von R? \ Z(X) beinhaltet den Koordinaten-Ursprung. Fiir r := miny, d
existiert eine Konstante C' = C(m, €,¢p) mit

wobei d = |Z| den Euklidischen Abstand vom Koordinaten Ursprung, v die duBere
Einheitsnormale und p das Oberflichenmaf von ¥ < M bzgl. 7 bezeichnet. o
BEWEIS

Nach der zweiten Bianchi-Identitét ist Ric — S/2 7 divergenzfrei, d. h. div(Ric —3/27) = 0.
Es sei R > maxy d und das Gebiet U := Bg(0) \ By, wobei By, C R? das Innere von
Z(X) bezeichnet. Wir erhalten durch den Satz von Gauf
= S_\/e\
/(J(Rlc — 25> (Vei> dp

— 1_ — 1_
/ Ric(v,€;) — = Sv;du — / Ric(v, ;) — = Sv;dp
2 2
5%(0)

» 2
R
S /
miny; d J 52(0)

(w39 (7%

wobei v bzw. p jeweils die Normale bzw. das Oberflichenma$ von ¥ und $3(0) sind und
7t das Volumenmafl bezeichnen — jeweils induziert von 4. Da nach Voraussetzung

C

dpds < e

C R—o0
—_—

S —5
R§+€_2

0

N 1_
/ Ric(v, ;) — = Sv;dp
53(0) 2

gilt, erhalten wir die Behauptung. /
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A.1.2 Lemma (Ric (v, v)-Integrale)
Sei (M, 7) C€2+1/2-ﬂach. Der Limes

. -r S YN g
m = r]ggo o /5?(0) Ric(v,v) — 3 du
existiert, wobei v und p die von g induzierte duflere Einheitsnormale und das induzierte
Flachenmafl bezeichnen.
Sei weiter ¥ < M \ K eine beliebige geschlossene Fliche wie in Lemma A.1.1, die fiir
7e€R3 co€10,1),c; >0 und r :== miny d

T—Z Cc1

— r%_,,_g?

1Z| <cor, max|v — 18| < cor?

r

erfiille, wobei v wiederum die von 7z induzierte &uflere Einheitsnormale bezeichnet. Es
existieren eine Konstante C' = C(m, ¢, ¢, g, 1) mit

r — K}
(m + o /Z (RIC(Z/, V) — 2) du

wobei p wieder das von g induzierte Flachenmafl bezeichnet. o

_ C
< ISl rs\B,0)) + et

BEWEIS
Nach Voraussetzung gilt
i

/Ric(u,rv—x)—;g(l/,ru—a:)d,u <
b

/Z<Ric(z/, e) — ‘;uz> du

Somit impliziert Lemma A.1.1

T/RiC(V,V)—Sd,U,—/RiC(V,x)—Sg(V,.%)d,u,
> 2 > 2

Der Rest des Beweises verlduft genau analog zu dem von Lemma A.1.1. Es gilt nach
der zweiten Bianchi-Identitit div(Ric —$/2 5) = 0. Wir erhalten durch den Satz von
GauB fiir R > 27 und das Gebiet U := Bg(0) \ By, wobei By, C R? das Innere von 7(¥)
bezeichnet,

<[, Weo) - 3700w [ Ricn) - jpn)dal + 2
52(0) 2 » 2 re
R
— S \/=~ | C
S/U 1c—2g>( :z:)du —i—;
5 ¢ ¢ _ C
< /(]2+ predit o < 1S1l2 3\ B, (0)) t 2
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wobei v bzw. 11 die jeweilige Normale bzw. das jeweilige Oberflichenmaf$ von $2(0) und
S%(0) sowie i das Volumenmaf bezeichnen — jeweils induziert von 7. Da § € L'(M)
vorausgesetzt ist, verschwindet fiir ¥ = $2(0) der rechte Ausdruck fiir R > r — co und
daher konvergiert das Integral. /

Im nachfolgenden Lemma verwenden wir einen zuséatzlichen Trick, der auch in Proposition
IV.9 zentral ist: Zunéchst benutzen wir den Satz von Gauf}, um wie bisher ein Integral
S 52(0) Ric (v,v) Zidp =: f(r) durch das gleiche Integral auf einer anderen Fliche 5%(0)
zuziiglich einem Volumenintegral zu berechnen. In diesem Fall ergibt sich jedoch, dass
wir in diesem Volumen-Integral wieder den selben Term Ric (v, ) Z; integrieren miissen.
Der Satz von Fubini und anschlieBendes Ableiten von f liefern damit eine gewéhnliche
(approximative) Differentialgleichung fiir f, dessen Losung das gesuchte Integral bestimmt.

A.1.3 Lemma (Ric (v, v)v;-Integrale)
Sei (M,7) Cf+1 /2—ﬂach und ¥ < M \ K eine beliebige geschlossene Fliche wie in Lemma
A.1.2 fiir die auflerdem )

max T -2 <r+cyrz2 °

gilt. Es existiert eine Konstante C' = C(m, €, ¢y, o) mit

/E<Ric(y, V) — ‘;)a du

wobei v die duflere Einheitsnormale und ;1 das Oberflichenmafl von ¥ < M bzgl. 7
bezeichnet. Insbesondere gilt

_ C
< ISl w0 + 2

C

mz; r _
< ISl s\ 5, (0)) + =

- — (Ric(l/, v)— ;) v; du

r 8 b

BEWEIS
Mit Lemma A.1.2 gilt fiir , := R3\ B,(0)

mz T (Ric(u, v) — ;) v; du

T 8 )

_ C
+ ISl o) + =

i
rE

<

/E<Ric(1/, v) — ‘;)a du

und daher folgt die zweite Aussage tatséchlich aus der ersten. Setzen wir dy := |Z —Z] und
R := maxy dp, so erkennen wir mit dem Satz von Gau$ fir das Gebiet U := Bg(?) \ By

/E<Ric(v, V) — ;)I’z du — /5?(2) (Ric(u, v) — ;)wz du
(- 5) (55 ) ] £

T
-
R
§// gd/,bds+g<g.
r 552(0)85JrE re re

Somit geniigt es die Aussage fiir ¥ = $2(2) zu zeigen.
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Es sei dafir

f(r) ::/ (RM}—SZ])(V?:CZ)J:Z(&,U[ \V/T>R()+CO.
5,2(3) 2 T T

Wieder verwenden wir den Satz von Gaufl und erhalten

- (5 53) (2 i [

wobei Err ein Fehlerterm mit |Err| < C/;2+< ist. Leiten wir f ab und beachten dabei
|V(Z —2) —id| < ¢/o=t2 s0 erkennen wir

— S \/. _<=(T 2 7;(T — %)
/52(2)<R1c:—25><:n—z,v<d%)+r2r2)d,u

+1/ Bldu+ —
et

/ (RIC — ;g> (V, €i> dp
S2(2) r

Somit ergibt Lemma A.1.1 fiir f(r) #0

‘W(r) 2f(r)

‘8f(r)+2f()

r)| <
or r ‘_

<

<1/ Sldu+ ——
Srlen AR

Verwenden wir die Gronwall-Ungleichung aus Lemma A.3.1, so erhalten wir fiir ein n € R

8r+ r

L[ - c 1. C
=<7 [ Bl g < Sl + e

Dies liefert die Behauptung, da aus der Voraussetzung |f(R)| — 0 fiir R — oo und damit
n = 0 folgt. /

A.2. “II-Integrale

Es ist bekannt, dass eine C2-asymptotisch flache Riemannsche Mannigfaltigkeit ein wohl-
definiertes (ADM-)Massezentrum hat, falls sie die C?-Regge-Teitelboim-Bedingungen
erfillt — fiir mehr dazu siehe bspw. [CS03, CWO08, Hual0, CP11]. Der Vollstéandigkeit
halber wiederholen wir den Hauptbeweis-Schritt dafiir in Proposition A.2.2. Zunéchst be-
trachten wir aber den Fall ohne Symmetrie-Annahme, in welchem wir den gleichen Trick
verwenden, wie er auch fiir die zitierte Wohldefiniertheit des (ADM-)Massenzentrums
verwendet wird.
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A.2.1 Proposition (Zentrums-Abschitzung (implizit))

Sei (M,7) C€2+1/2—ﬂach. Sei ¥ < M \ K eine geschlossene Fliche so, dass das Kom-
paktum K der asymptotisch flachen Karte im Inneren von ¥ liegt, d.h. die kompakte
Zusammenhangskomponente von R? \ Z(X) beinhaltet den Koordinaten-Ursprung. Gilt
fir R := maxy d, Z € R? und eine Konstante ¢

T—7z

R

o N
S@, |Z|§C0Ra

vV —

so gilt fiir eine Konstante C' = C(m, ¢, ¢y, co, Ro)

/ R (&v"IT) (v) vi — “T0, du‘ < RSl 1o\ 0y + CRS Vie{1,2,3},
Y

wobei d = |Z| den Euklidischen Abstand vom Koordinaten Ursprung, v die duBere

Einheitsnormale und p das Oberflichenmafl von ¥ < M bzgl. 7 bezeichnet und die

kiinstliche Grofe durch Il := —“tr(7 — 4)g — 7 — 7 definiert ist. o
BEWEIS

Zunéchst formen wir die Annahme des asymptotischen Abfalls der Skalarkriimmung um.
In Koordinaten ausgedriickt gilt

or;* W - .=, = .=
y_o_ Tk + T Ty — T Tl

Ricij = “oek ~ "o

Daher erhalten wir

a(eﬁy)i 3(855),

2%@' — 9 — P J + eHeSSij (%T"E) + EZZU
oL~ or ik g eﬁy 0 eﬁy o — C
< gkl ( — )Z - ( . )j + ‘Hess;j (trg) + Ags;| + —=—
ozk oxJ oz’ ox’ T ddte

< i leghl 9°gji gy gy \ 0%z
- oziozk oozt  oFozTk oxtox?
a(%g), a(%g)j I
= Sl + “Hessy; (‘trg) + ‘Agi;| + i
C
S d3+€'

Insbesondere impliziert dies durch Spurnehmen mit ‘div’g = 0

@i (“divg) — Diig| < [5]+ dg%

)| -
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Da nach dem Satz von Gauf} fir die Euklidische Normale v und das Euklidische Ober-
flichenmafl 4

/ (@I () 7 — “TL () i — /
5%(0)

S2(0)
R
<)

gilt, erhalten wir damit

/ (Edﬁan)(ey)@ —“H(elj,ei)dfu—/
2
s3,0)

57(0)

(@E@H)(%) T — T (v, &) du

R
dsg/

ds.

/5 " @ (7, AT - °IL) d

/5 o @ (A1) du

(EEQH) (V)T — I (v, &) d%u

B C
< R<|5HL1(R3\Br(0)) t Rs>

Waihlen wir nun r > R beliebig aber fest, so ergibt sich

e1:..Q e — a e, = e — C
/512%(0)( div H)( v)T; — U (v,6)du| < R<||5||L1(]Rg\3r(0)) + R€> +C.

Die Aussage folgt nun aus der Annahme an v und 2, da mit der selben Argumentation

R
<17 / /
r 552(0)

Ny c
< [ ISl g, 0) + 72
gilt. /

Nun wiederholen wir kurz das erkléirte Resultat, dass unter Annahme der 652 3 /Q—Regge—

Teitelboim-Bedingungen das (ADM-)Zentrum (Korollar II1.4.2) wohldefiniert ist.

wie oben

/Z (<divern) (v) Zd g — /5 ?(0)(edival_[)(eu)2'd‘ﬂ

em(eman) ‘ duds

A.2.2 Proposition (Zentrums-Abschitzung (implizit) — starke Version)
Sei (M, 7) Cirl /Q—ﬂach und erfille die Cf 3 /Z—Regge—Teitelboim—Bedingungen. Es existiert
der Limes
Jpp— 1 qi,a L aTTt . .
Z; = lim /52(0) r (le H)(u) v; — Uy dp Vie{1,2,3},
wobei d = |Z| den Euklidischen Abstand vom Koordinaten Ursprung, v die dufere
Einheitsnormale und p das Oberflichenmaf von $?(0) < M bzgl. 7 bezeichnet und die

kiinstliche Grole durch Il := g — °7 definiert ist. Sei weiter ¥ = graph, f ein Graph
einer Funktion f € H?(52(0)) iiber einer Sphire so, dass fiir eine Konstante cg

€ Co

I ls2es20p) Scor ™5 If = fo@lluzsz)) <

r—E
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gilt, wobei ¢ = ¢y, wie in Definition 1.3.4 sei. Es gilt fiir C' = C(m, ¢, ¢, ¢y, Ro)

ZZ-—/R(diVaH)(u) ui—“H,,Z-du‘ <CE{(r) Vie{1,23),
>

wobei v die duflere Einheitsnormale und p das Oberflichenmafl von ¥ < M bzgl. 7
bezeichnet und ohne Beschriankung der Allgemeinheit (1.24) fiir § angenommen ist. ¢

BEWEIS

Fir

o(divg).  o(dvg), o

R;j = P L4 . “Hess;; (“trg) — Agi;
wurde im Beweis von Proposition A.2.1
C
‘2Rlcw - R;| < e

gezeigt. Nun zeigen wir, dass weiter auch

_ _— C

’(QRICM — Rij) — (2R1Cij — RZ]) e} QD‘ <S d4+€ (Al)

gilt. Wieder betrachten wir dafiir die Koordinatisierung

IR A AP
ozk ol

Rlcij =
und erkennen zunéchst, dass

Tw" Tyt — T T T Tl =T Thit) o | < 46;6
g

gilt und daher wiederum nur die ersten zwei Terme der Koordinatisierung betrachtet
werden miissen. Fiir den ersten erkennen wir

OLy" Oy _ g™

ozt 9 ok T ozk
—kl

o = B 8kl 8fkl afkl

und daher |E; — Ej o ¢| < C/d*+<. Somit geniigt es g* oTiji/oz* anstelle des ersten Terms
zu betrachten. Durch die dquivalente Rechnung

El =

LINY O
By = ykl igl eykl ijl

oz 765"? B B
_ (ykl B eykl) (%l;zil B aazzil . (p) n ((gk:l _ egkl) B (ykl _ egkl) o (p) %l;zil o0

+ <(g“ — ") %I;il ) o
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erhalten wir |Fy — E3 o ¢| < C/a*+< und daher, dass wir den ersten Term wie gewiinscht

durch o
0 OTi 1 8( dlvg) . 8( d1vﬂ)j o
I ok T2 oz’ oz’ Jij

ersetzen konnen. Identisch ergibt sich mit

pom g (0= 2 ) = (6 5) )
M(« 5 ) )

o (0 -5) o) (35 + 5 o))

aﬂ<<<ﬂ“ ”’>w><%“f )

und 9¢/oz7 = —1, dass wir den zweiten Term wie gewiinscht durch ‘Hess;;(‘trg) ersetzen
konnen. Somit haben wir (A.1) gezeigt. Wie in Proposition A.2.1 erhalten wir durch

Spurnehmen mit ‘div’g = 0

iy (“dvCIT) — v (A 0 | < S-S ow|+ prees
Nun bemerken wir, dass nach Voraussetzung fiir die Normale v resp. ‘v der Koordinaten-

sphire $2r(0) bzgl. 7 resp. %7

C C
< 4 — 4 — <
’V_'_VO('D‘_T%—%&’ |(V V)+(V V)O¢’_r%+5
und dquivalent fiir das Oberflichenmaf p resp. & bzgl. g resp. %
C
_ < U—u)—(u— <
=pepl < === =) = (—pogls 0

gilt. Mit

‘dlv“H leaHng‘< 305

rat

(G = divetT) 4 (T — i) o ] <
r2

ergibt sich daher zunéchst

S — — — C
T (divaﬂ) (v)y; — I, dp — / r (edivaﬂ) (v) vi — ey du| < —.
52(0) 52(0) "
Durch die dquivalente Rechnung wie in Proposition A.2.1 erhalten wir damit fir R’ >
R > Ry

R (E‘ZH) (v)v; — “I,; du

/ R (EGH) (V) v; — M, dp — /
$2.,(0) 7

5i(0)
R/
_ C
ST + ——dp
/R / 0) rite

IN
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Eine Gronwall-Ungleichung | A3

Dies impliziert sowohl die Wohldefiniertheit von Z;, als auch die Behauptung fiir ¥ =
512%(0). Fir ¥ wie in der Voraussetzung folgt die Behauptung auf die gleiche Art und
Weise. /

A.3. Eine Gronwall-Ungleichung

In diesem Abschnitt zeigen wir der Vollstdndigkeit halber eine einfache Ungleichung vom
Typ der Gronwall-Ungleichung fiir gewohnliche (approximative) Differentialgleichungen.
Diese ist bei weitem nicht optimal, aber fiir unsere Zwecke ausreichend.

A.3.1 Lemma (Gronwall-Ungleichung)
Seien P € R, § € (0,00) und € € [0, 00) beliebige Konstanten und 0 < h € L([tg, 00)).
Fiir jede stetig-differenzierbare Funktion f € [tg,00) — R mit

) Pl h(t
rw+ -2 <M g = g
gilt
P 1 [
— =< = >
‘f(t) C < te/t W(s)ds :e>6
P 1 [ ’
‘f(t)—é Stf/t h(s)ds :e<d
wobei 17 € R eine feste Zahl ist, die von f abhéngt. o
BEWEIS

Fir F(t) := f(t) — P/s gilt nach Voraussetzung

h(t)
te

’F’(t) + (ZF(t)’ <
Gilt die Behauptung fiir ' anstelle von f, so folgt die Behauptung durch Auflésen der
Definition von F(t) nach f(¢) auch fiir f. Daher konnen wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit P = 0 annehmen.
Fiir g(t) := t° f(t) gilt nach Voraussetzung |¢'(t)| < h(t)/t=—5. Insbesondere gilt per
Integration fiir tg <t < T im Fall von € > §

T S T 9]
|g(t)—g(T)|§/ h( )dsst‘fl_é/t h(s)dsétfl—‘S/t h(s)ds.

' ge—0

Damit existiert in diesem Fall der Limes g, von g(t) fiir t — oo und es gilt

1 oo
g~ 90 < 5 [ h)ds

Durch Auflésen der Definition von g(¢) nach f(t) ergibt in diesem Fall die Behauptung.
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Ist € <9, so gilt fir ¢t > ¢y mit f(t) # 0

‘3|f(t)|

ot t

und daher auch fir tg <t <T

T S 00
Lf®) = 1F(T H</t —i!f(s)\—l—}ie)dsgt_a/t h(s)ds.

Damit existiert in diesem Fall der Limes | f|~ von |f(t)| fir ¢ — co und es gilt

1l = If@)]] <7 / " h(s)ds.

Es bleibt zu zeigen, dass |f|s = 0. Auf Grund der Stetigkeit von f kénnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit lim; o f(¢) > 0 annehmen. Insbesondere gilt f(¢) > 0
fiir t > T ab einem gewissem 7' < oo. Damit gilt fiir foo = | f|eo

[ee]
o= fO1< 6 [ h(s)ds,
t
Betrachten wir nun wiederum die Ableitung

of(t), 6, | |24
ot il sar

o t+ - f()‘+5t1€/t h(s)ds

<t (h(t) +¢71 /t b h(s)ds).

Per Integration erhalten wir fiir eine endliche Zahl ¢

00 > |foo — f(2)] > /too gfoo —755(h(t)—i-s1 /Ooh(u)du>ds

t

Z5foo/ slds — ¢ = o0.
¢

Dies ist ein Widerspruch und daher gilt |f|s = 0. /
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SO
Ah
[AR]

(eNe),

©

V,V,V
ViV VS
«

cs

div, div, div

Der spurfreie Anteil eines symmetrischen Tensors: S° := S — trS/trg 5 12

Laplace einer Funktion h € W»!(M™): Ah == trHess h.............. 16
schwache Form des Laplace-Operators einer Funktion » € WH(X7) fiir
alle f € c}(X") definiert durch [AR](f) ==~ [g(Vf,VR)dpu........ 33
Das Wedge-Produkt iiber einer Paarung b........................... 12
Das Spurprodukt: (S ® T, i 1.5 = Si1~~-klﬂj1...jk ................. 12
Levi-Civita Zusammenhang bzgl. 7, 7, g auf M MY 12
Gradient einer Funktion f bzgl. g, 7, g oo 12
zeitliche Lapse-Funktion.......... .. ... .. i i 26
Sobolev-Konstante. ....... ... 32
Konstante zur Abfallrate e........ ... . ..o i 23
Konstante zur Abfallrate d........ .. .. .o i 23

(zumeist) Abfallrate der betrachteten Anfangsdaten (nicht Riemannschen
Anteil) ..o 23

Divergenz bzgl. g, 7, g auf M\, M, S 12

E+(d) Abfallfunktion der Energiestromdichte der betrachteten Anfangsdaten,
falls diese mit punktweise Abschitzung integrabel ist ............... 23
E<(d) Abfallfunktion der Skalarkriimmung der betrachteten Riemannschen
Mannigfaltigkeit bzw. Anfangsdaten ............. ... .. .. ..., 23
Ein Einsteintensor Ein := Ric — /27 bzgl. gauf M ..................... 12
€ (zumeist) Abfallrate der betrachteten Riemannschen Mannigfaltigkeit
bzw. des Riemannschen Anteils der Anfangsdaten................... 23
XDy, 6XD,, exp,, Exponentialabbildung im Punkt p bzgl. (]\//f 4), (M., 5), (3,4) ... 12
g Euklidische Metrik ......... ... .. 23
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Hess h

7((3}8(00’ Cl7CS)

“Af

i f

i%?

Schwarzschild Metrik 7= (1+ 22)*%F. ... 25
kiinstliche Metrik "g....... .. .. 64
deformativer Anteil von h € L2(X) . ...oooiiiiiiiiii 47
Mittelwert von h € L} (X): f:= f hdu == [hdu/|5|. ..., 47
Mittelwert-freier Anteil von h € LY(X): h* = h — B, .. 47
translativer Anteil von h € L2(X) .. .vvvviiiiia 47
Hessische einer Funktion h € W21(M™): fiir beliebige Vektorfelder X,Y €
X(M™) definiert durch Hess h(X,Y):= DxDyh — Dy, yh.......... 16
Spurfreier Anteil der Hessischen einer Funktion h € W1(X") definiert
durch Hé&sh:=Hess h—Un Ah g ..., 49
= W () 31
= ) 31
Energiestromdichte J = Ein (9,-) .........oooiiii 14

zweite Fundamentalform "k = —1/2 (°% — ) des kiinstlichen Zeitschnitts
TM oo 67

Klasse aller CgS Jot -fast konzentrischen Sphéren mit Radius vergleichbar

zu ¢ > 0 mit zugehorigen Konstanten cg,cg,c1,6 > 0 mit § > 0 oder

€O < e 26
oOH

:= ——— Stabilitdtsoperator von M angewendet auf eine Funktion f €

o(fv)

o 017 21
O(H + btrk

= (8(—;;) Pseudo-Stabilitdtsoperator von M angewendet auf eine

v

Funktion f € C2(M) ..o 22
O(H + btrk .

= (a(-i-ﬂ)r) zeitliche Anderung der f-gemischten Kriimmung von

g

M Mbzgl. GE CP(M) oo 22

= lim —(87r)~! / Ric;; 777 d% der in dieser Arbeit verwendete
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R, R, R
P/{i\c, Ric, Ric
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, S, S
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tr, tr, tr
Whe(s)
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1 3 Ofii . Bg
= li J g it ADM-Masse. . .... 24
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kleinster Euklidischer Koordinaten Abstand vom Koordinaten Ursprung

re=min{[p| : pE X} . 30
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