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Zusammenfassung

Diese Dissertation beschreibt invariante K&hlermetriken auf sphérischen Varietéiten X durch
Potentialfunktionen auf einem reellen Parameterbereich. Die Kédhlermetriken sollen dabei ei-
ne spezielle geometrische Eigenschaft besitzen, wie kéhler-einsteinsch, kahler-ricci-solitonisch
(beziiglich eines zugeordneten holomorphen Vektorfeldes), skalarflach oder extremal. Sie be-
ginnt mit einer knappen Einfithrung in die Theorie der sphérischen Varietdten und einer sich
daran anschlielenden Darstellung wichtiger Klassen sphérischer Varietdten, die im weiteren
Verlauf eine Rolle spielen werden. Darauf folgen die zentralen Kapitel der Arbeit, in denen
zuerst horosphérische homogene Réaume herangezogen werden, um eine reelle partielle Diffe-
rentialgleichung fiir invariante Kahlermetriken herzuleiten, die der Kéhler-Einstein-Bedingung

Ric(w) = A\w

mit A € R geniigen. In Kapitel 3 wird der Versuch unternommen, fiir Kéhler-Einstein-Me-
triken auf GC-fasthomogenen Varietéten, die i. A. nicht sphiirisch sind, eine reelle Monge-
Ampere-Gleichung auf dem riemannschen symmetrischen Raum M = GC/G herzuleiten,
was sich mit der verwendeten und empfohlenen Methode als nicht moglich herausstellt. Wir
beschreiben aber auch, wie man mit Hilfe der direkten Berechnung des Operators auf eine
reelle partielle Differentialgleichung st68t. Diese direkte Berechnung des Operators werden
wir auch in den folgenden Kapiteln 4 und 5 verwenden, in denen die reelle Einsteingleichung
explizit berechnet wird, fir die Beispiele SLy(C) x G,,/H bzw. SL,(C)/SL,,—1(C), und in
Kapitel 5 fiir zwei wundervolle Einbettungen sphérischer Varietéiten vom Rang eins. Losungen
dieser Gleichungen werden angegeben und Verallgemeinerungen werden erortert. Stets gehen
wir auch auf andere Ergebnisse in der Literatur zu diesen Fragestellungen ein.
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Notation

Alle auftretenden Varietédten sind {iber C gesetzt. Die Einstein’sche Summenkonvention wird
stets angewandt.

Wichtigste Grundlagen stammen aus den Bereichen: Theorie affiner, algebraischer Grup-
pen, komplexe algebraische Geometrie und Differentialgeometrie, wofiir wir die Werke [Hu],
[GH], [W], [H] und [KN] als Quellen (i.d.R. ohne Anmerkung im Text) angeben.

G eine reduktive und zusammenhéngende affine algebraische Gruppe
B eine Boreluntergruppe (zusammenhéngend)
Staba(x) Stabilisator in einem Punkt z

beziiglich einer Gruppenwirkung von G

(oftmals in der Algebra auch als G, bezeichnet)
Ng(H) Normalisator von einer Untergruppe H in G
T¢ die eindimensionale, multiplikative

algebraische Gruppe (C*,-),

auch als G,,, bezeichnet.

D, (C) die Gruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen
KE,KRS Kahler-Einstein, Kéhler-Ricci-Soliton
psh plurisubharmonisch

Einsteingleichung eine reelle partielle Differentialgleichung,
die die Kéhler-Einstein-Bedingung
Ric(w) = Aw ausdriickt



Einleitung

Eine Kéhlermannigfaltigkeit X kann auf drei verschiedene Arten definiert werden, je nach
Ausgangspunkt der jeweiligen Betrachtung. Vom Standpunkt der Riemann’schen Geometrie
als:

Definition 0.1. Eine Kdhlermannigfaltigkeit X ist eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit, zu-
sammen mit einer kompatiblen fast-komplexen Struktur J (d.h. die Riemann’sche Metrik g ist
invariant unter der fast-komplexen Struktur J), so dass VJ = 0 gilt, wobei V die kovariante
Ableitung beziiglich des Levi- Civita-Zusammenhangs ist.

Von der Theorie einer fast-komplexen Struktur J auf einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit her betrachtet:

Definition 0.2. Es gibt eine Hermite’sche Metrik g, dessen assoziierte metrische Form w :=
g(J.,.) geschlossen ist: dw = 0, und J ist integrabel, d.h. eine komplexe Struktur.

Von der symplektischen Geometrie herkommend:

Definition 0.3. Fine Kdhlermannigfaltigkeit ist eine symplektische Mannigfaltigkeit, d.h.
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit geradzahliger Dimension, mit einer symplektischen 2-
Form w, so dass es eine w-kompatible komplexe Struktur gibt, d.h. w(.,J.) ist Riemann’sche
Metrik.

Diese reichhaltigen Strukturen, die eine Kdhlermannigfaltigkeit ausmachen, stehen mit-
einander in Beziehung, und man spricht von einem kompatiblen Tripel (w, g, J), da man aus
je zwei davon die dritte Struktur bestimmen kann.

In dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit Kahlermetriken g auf nichtsinguléren, sphérischen
G-Varietéten, die invariant unter einer maximalen kompakten Untergruppe K von G sind.
Jede projektive, algebraische Varietét ist kdhlersch, daher gibt es dort stets Kéhlermetriken.
Allerdings existiert nicht auf jeder kompakten, komplexen Mannigfaltigkeit eine solche Art
von Metrik, wie die Hopfmannigfaltigkeiten zeigen. Unter allen K&hlermetriken gibt es nun
solche, die dariiber hinaus spezielle geometrische Eigenschaften besitzen, wie Kéhlermetriken
mit konstanter bisektionaler Kriitmmung, Kéhler-Einstein-Metriken (KE-Metriken), Kéhler-
Ricci-Solitonen (KRS) (zusammen mit einem holomorphen Vektorfeld), Kédhlermetriken mit
konstanter Skalarkriimmung, extremale Metriken. Die Existenz einer derartigen speziellen
Metrik kann man zur Klassifizierung von Kéhlermannigfaltigkeiten nutzen, je nachdem ob sie
mit einer speziellen Kéhlermetrik versehen werden kann oder nicht, und wenn eine bestimm-
te Art nicht existiert, so gibt es vielleicht eine Allgemeinere. Zum Beispiel hat }P’Z[m:o] keine
Kahler-Einstein-Metrik mit positiver Skalarkriimmung, aber es existiert ein KRS, wobei w von
positiver Skalarkriimmung ist, und dazu ein eindeutig bestimmtes, holomorphes Vektorfeld
X vorhanden ist.



6 Einleitung

Es ist eine grundlegende Figenschaft von K&hlermetriken, dass man sie lokal durch ein
Potential @ioxa als O0¢ioka1 beschreiben kann, also einfach iiber eine lokal definierte, strikt
plurisubharmonische (psh), glatte Funktion. Dadurch kann die geometrische Bedingung an
die Metrik (oft) durch eine Gleichung fiir Potentialfunktionen ausgedriickt werden.

Fiir torische Varietéten wurde mit [WZ] 2004 ein Meilenstein auf der Suche nach Kéhler-
Ricci-Solitonen auf Fano-Mannigfaltigkeiten gesetzt, da von X.-J. Wang und X. Zhu gezeigt
wurde:

Theorem 0.1 ([WZ] Theorem 1.1). FEine torische Fano Mannigfaltigkeit besitzt einen KRS.
Die Metrik w ist eindeutig bis auf holomorphe Automorphismen und das holomorphe Vek-
torfeld ist eindeutig bestimmt. Der KRS ist eine KE Metrik, falls die Futaki-Invariante ver-
schwindet.

Theorem 0.1 wurde von X. Zhu in [Z] mit der Methode des Kéhler-Ricci-Flusses anstelle
der Kontinuitdtsmethode erneut gezeigt. Aulerdem wurden nach direkten Folgerungen aus
Theorem 0.1 von C. Li in [L1], [L2], und Verallgemeinerungen davon in Y. Shi und X. Zhu [SZ],
E. Legendre [Le], von F. Podesta und A. Spiro schon ein groflerer Schritt im KRS-Problem in
die Menge der toroidalen horosphérischen Varietiten mit der Arbeit [PS] getan. Die torischen
Fano-Varietéten sind insbesondere auch homogene torische Faserbiindel mit einem einzigen
Punkt als Basis, wodurch Theorem 0.1 in [PS] erkennbar verallgemeinert wird. Dies umfasst
auch Arbeiten von Koiso und Sakane iiber KE-Metriken bzw. KRS fiir die Faser F' = P'. Der
Schluss zur Losbarkeit benutzt entscheidend die Losung der reellen, partiellen, nichtlinearen
Differentialgleichung durch A-Priori-Abschitzungen aus [WZ], die htheren Abschitzungen ih-
rerseits stammen aus [Y2], [TZ2]. Die horosphérischen Einbettungen oder auch S-Varietéten
(so in [T1] genannt) G/H C X, fiir G reduktiv und U eine maximale unipotente Untergrup-
pe von G, die in H enthalten ist, stellen eine Teilmenge der sphérischen Varietéiten dar, die
wegen der Beschaffenheit der Faser F' im toroidalen Fall noch gewisse torische Methoden zur
Bearbeitung zulassen. Fiir alle anderen horosphérischen oder sphérischen Varietéiten trifft das
nicht mehr zu, und man benétigt eine echte Verallgemeinerung der Arbeitsweise. In dieser
Arbeit zeigen wir, dass die direkte Methode der rechnerischen Reduktion einer komplexen
Gleichung, die die geometrische Bedingung inkorporiert, auf eine reelle, partielle Differenti-
algleichung fithrt. Dies wird an vielen Beispielen unterschiedlicher Klassen sphérischer Va-
rietéten illustriert. Dabei ist die Wahl der reellen, K-invarianten Koordinatenfunktionen auf
G/H entscheidend, wenn K < G eine maximale, kompakte Untergruppe ist.

Nicht beriicksichtigt werden in dieser Arbeit die interessanten Entwicklungen dieses The-
mas, die fiir torische symplektische Varietéten mit Arbeiten von V. Guillemin in [G], M.
Abreu in [A1], [A2] initiiert wurden. [R], [BB], [D1] und [Wo] beschreiten diesen Weg auch
fiir sphérische Varietédten. Ferner klammern wir die analytischen Methoden aus der Theorie
des Kéhler-Ricci-Flusses komplett aus, hierzu gibt es sehr viele Arbeiten, u.a. von X. Chen,
D. H. Phong, J. Song, G. Tian, B. Weinkove, oder [Z]. Ebenso verzichten wir auf den Ansatz
fir Existenztheoreme spezieller Kéhlermetriken, der mit dem Begriff der Stabilitéit verkniipft
ist, mit allen Abwandlungen davon. Hierzu vgl. Werke von S.K. Donaldson, G. Tian, S.-T.
Yau, und weitere Referenzen im Skript [PhSt].
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Diese Dissertation enthélt in ihren Kapiteln folgende Sachverhalte:

In Kapitel 1 geben wir eine Darstellung der wichtigsten Begriffe und Fakten aus der Theo-
rie der sphérischen Varietéiten {iber C. Die Luna-Vust-Theorie ist fiir solche Einbettungen der
Komplexitét 0 besonders gut zu handhaben, und die Klassifikation geschieht durch sogenann-
te gefarbte Féacher. Das hier vorgestellte Material ist nicht neu und folgt den einschlégigen
Referenzen wie [T1], [Br2], [K|. Desweiteren wird ein Ergebnis von D. Akhiezer aus [Akl]
prasentiert, das den Rang einer sphérischen G-Varietédt durch die topologische Dimension
des Raumes der Doppelnebenklassen K \ G/H bestimmt, wobei K < G maximale kompakte
Untergruppe, und H < G Stabilisator eines Punktes in der offenen Bahn ist. In [Ak1] wird
auch eine Funktion angegeben, die nach einer Idee von V. Batyrev einen standardisierten
Weg bahnt, die reellen, K-invarianten Koordinatenfunktionen ¢‘, i = 1...7 := rk(G/H) zu
erhalten. Die von den ¢' induzierte Abbildung gibt in vielen Fillen Anlass zu einer Bijektion
von K \ G/H auf das Bild des Bewertungskegel v in Nr der sphérischen Varietit G/H, so
dass Potentiale zu Funktionen darauf werden. Beweisen werden wir die Bijektivitdt nur in
einem Spezialfall im Kapitel 4.

In Kapitel 2 beschéftigen wir uns mit horosphérischen Varietédten und ihrer speziellen
Kahlermetriken. Wie schon erwéahnt, liefert Theorem 0.1 eine Existenz- und Eindeutigkeits-
aussage (bis auf holomorphe Automorphismen) von Kéhler-Ricci-Solitonen auf torischen Fa-
novarietidten. Wir leiten eine reelle Differentialgleichung fiir die zwei horosphérischen und
toroidalen Beispiele C™ \ {0}, und die Hyperfliche )", X;Y; = 0 in C" x (C™)* her, beide
jeweils unter SL, (C)-Wirkung, und vergleichen diese mit der Gleichung auf Torusfasern von
Podesta und Spiro in [PS]. Wir besprechen im letzten Abschnitt dieses Kapitels, wie die Ver-
allgemeinerung auf beliebige horosphérische Varietéten vor sich gehen kann.

Im Kapitel 3 erortern wir die Herleitung von reellen Gleichungen fiir Kéhler-Einstein-Me-
triken auf GC-fasthomogenen, kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten X, und ordnen unter-
schiedliche Methoden ein. GC ist dabei eine komplexifizierte, kompakte, zusammenhéngende
Liegruppe, die einen dichten Orbit in X besitzt, der isomorph zu G® (bzw. G® modulo einer
endlichen Untergruppe) ist, d.h. der Stabilisator ist (fast) trivial. Diese Fragestellung ist eng
verkniipft mit der fiir sphérische Varietéten, und ist inspiriert von [D1]. Bei Kdhlermetriken
w, die unter der maximalen kompakten Untergruppe G C GC invariant sind, kann man durch
Einschréankung auf die offene GC-Bahn und Riickzug nach G, das Potential in eine Funk-
tion auf dem Quotienten M := G*/G verwandeln, und daran die gewiinschte geometrische
Bedingung kniipfen. Es wird im Anschluss vorrangig um das Kéhler-Einstein-Problem auf
Fanovarietéiten gehen. Dafiir wird gezeigt, dass es nicht moglich ist, eine reelle Gleichung vom
Monge-Ampere-Typ zu erhalten, wenn G nichtabelsch ist.

Kapitel 4 untersucht drei Beispiele von Kompaktifizierungen von
SLn(C)/SLn-1(C)

flir n > 3, bzw.
SLQ((C) X Gm/H

mit einem eindimensionalen Torus H fiir n = 2, als sphérische Varietiten vom Rang 2, und
leitet eine reelle partielle Differentialgleichung her, die von zwei reellen Koordinaten abhéingig
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ist, fiir die Frage nach der Existenz von Kéhler-Einstein-Metriken, die generell auch kurz
Einsteingleichung genannt werden soll.

Kapitel 5 fithrt die Situation fiir wundervolle Varietdten vom Rang eins und hoher vor
Augen. Eine Beschreibung der Klassifizierung dieser Art sphérischer Varietdten im Rang
eins, findet sich in [Ak4] und [Brl], fiir sie als algebraische Varietdten, und in [HS] als Kéhler-
mannigfaltigkeiten betrachtet. Wir stellen an konkreten Beispielen eine reelle Gleichung fiir
invariante Kéhlermetriken auf. So wird die Einsteingleichung fiir das Kéhler-Einstein-Problem
auf wundervollen Kompaktifizierungen von SLy(C) x SL2(C) /SL2(C) und PSL,,+1(C)/GL,(C)
hergeleitet. Schlieflich gehen wir noch auf wundervolle Varietéiten hoheren Ranges ein.
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Kapitel 1

Theorie der sphirischen Varietiten

Einfiihrung

In diesem Kapitel werden die Varietdten eingefiihrt, die fiir alles Weitere grundlegend sind,
und auf denen die analytischen Fragestellungen gestellt werden: Die sphérischen Varietéten.
Es sind dies algebraische Varietéiten, auf denen eine affine algebraische Gruppe durch Mor-
phismen operiert, und eine Boreluntergruppe eine dichte Bahn besitzt. Diese umfassen Bei-
spielklassen wie die torischen Varietédten, symmetrische Varietéiten, Fahnenvarietéiten, ... Da
sphérische Varietdten die Komplexitédt Null besitzen, also die Kodimension eines generischen
B-Orbits Null ist, ist die Klassifikationstheorie nach Luna und Vust kombinatorisch gut behan-
delbar. Die Luna-Vust-Theorie beschreibt allgemein Einbettungen von homogenen Raumen
G/H in G-Varietiaten. Wir benotigen iiberdies nur den Fall iiber dem Koérper C und setzen
dies fiir alle Varietidten im Folgenden auch stets voraus. Auflerdem sollen die Gruppenwirkun-
gen stets algebraisch sein, was fiir eine algebraische Gruppe G, die auf einer Varietéit X wirkt,
bedeutet, dass G x X — X ein Morphismus ist.

1.1 Definition und Klassifikation von sphirischen Varietédten
nach Luna-Vust

1.1.1 Definition einer sphirischen Varietét

Definition 1.1. FEine normale G-Varietit X heift sphdrisch, falls sie eine offene und dichte
B-Bahn besitzt. Ein homogener Raum G/H, fir eine abgeschlossene Untergruppe H von G,
heif$t spharischer homogener Raum, falls G/H als algebraische Varietit sphdrisch ist.

Dabei ist G/H eine homogene algebraische Varietdt, denn H C G ist abgeschlossene
Untergruppe. Dadurch wird G/H als geometrischer Quotient realisiert, der in der Quotien-
tentopologie eine glatte und quasiprojektive Varietét ist, mit Strukturgarbe Og, g = W*Og ,
die direkte Bildgarbe der H-invarianten reguldren Funktionen auf G, wobei H auf G von
rechts wirkt, unter dem offenen Morphismus 7 : G — G/H, nach [T1].

In diesem Zusammenhang hat man stets den Punkt eH € G/H als sogenannten Basis-
punkt der Wirkung ausgewéhlt, um von G/H als homogenem Raum reden zu kénnen, denn
wir wollen eine Menge O, die nach der strengen Definition ein homogener Raum ist, worauf
also eine Gruppe G transitiv operiert, sofort mit dem Raum der Nebenklassen G/H, wobei
H := Stabg(o) fir o = eH € O ist, dank des dquivarianten Isomorphismus zwischen beiden

10



1.1. DEFINITION UND KLASSIFIKATION VON SPHARISCHEN VARIETATEN
NACH LUNA-VUST 11

identifizieren. Das Paar (O,0) wird auch punktierter homogener Raum genannt. Um eine
G-Varietit X als Einbettung eines sphérischen homogenen Raumes zu erhalten, wihle einen
Punkt z € X aus der offenen B-Bahn in X, das Bild von o unter ¢, falls schon eine Einbet-
tungsabbildung ¢ : (G/H,eH) — X mitgegeben wurde. Es muss Gz C X offen und dquivariant
isomorph zu G/H sein, wobei H = Stabg(z) die Isotropiegruppe auch von x ist. Man fasst
beides zusammen zu einem Paar (X, z) und spricht davon als dquivariante Einbettung. G/H
wird in die G-Varietét X, mit diesem als offenen G-Orbit, dquivariant eingebettet. Falls (X, x)
vollstéandig (kompakt) ist, spricht man von einer #quivarianten Vervollstindigung (Kompak-
tifizierung) von G/H, oder einfach von einer Vervollstindigung (Kompaktifizierung). Wir
mochten nun kldren, wann man zwei Einbettungen als dquivalent betrachtet.

Definition 1.2. Zwei Finbettungen von G/H, (X,x) und (X', 2') heiffen birational isomorph,
falls es in X und X' jeweils eine G-stabile offene Teilmenge gibt, die, als G- Varietiten betrach-
tet, G-dquivariant isomorph sind, und die Basispunkte ineinander tiberfihrt werden.

In einer gegebenen birationalen Aquivalenzklasse will man die Einbettungen bis auf Iso-
morphie klassifizieren, was wiederum Aquivarianz und x — 2’ fiir einen solchen Isomorphis-
mus bedeutet.

Bemerkung 1.1. Es gibt mehrere verschiedene, aber &quivalente Charakterisierungen der
Eigenschaft eines homogenen Raumes sphérisch zu sein, vergleiche [T1] 25. Darunter ist be-
sonders die Aquivalenz der nachfolgenden Aussagen erwiahnenswert.

e GG/H ist sphirisch, d.h. eine Boreluntergruppe B < G hat einen offenen Orbit in G/H.
e H hat einen offenen Orbit in G/B.
o H wirkt auf G/B mit endlich vielen Bahnen.

e C(G/H)E =C

1.1.2 Das Gitter N und der Bewertungskegel v

Wir konstruieren zunéchst das zugrundeliegende Gitter NV, in dem sich alles Weitere abspielen
wird, und den Bewertungskegel v, der unter einer noch zu definierenden Abbildung p im Gitter
als eine Teilmenge liegt, und der die Menge der G-invarianten Bewertungen in N darstellt.
In diese Zeichnung legt man im Folgenden die gefdrbten Kegel hinein, die sich zu einem
gefarbten Fécher zusammenfiigen. Dies beschreibt, unter Einhaltung gewisser Vorschriften,
eine Einbettung (X,z) von G/H.

Definition 1.3. Fir einen sphdrischen homogenen Raum G/H setze:

C(G/H)B) .= {f e C(G/H)* :b.f = x(b)f,¥b e B,x =

X¢ : B — C* Charakter}

A:=Agm = {x;:feC(G/H)P]
wobei x einen Charakter von B bezeichnet, also einen Morphismus von algebraischen Va-
rietdten B nach G,,, der ein Gruppenhomomorphismus ist. Er heifst Gewicht zu einer Semi-
invarianten f, falls f solch ein Eigenvektor ungleich Null ist, und den betreffenden Charakter
hervorbringt.

Siehe auch [Hu]. A ist eine freie, endlich erzeugte, abelsche Gruppe.

11



12 KAPITEL 1. THEORIE DER SPHARISCHEN VARIETATEN

Definition 1.4. Den endlichen Rang rk(A) bezeichnet man als Rang von G/H, bzw. von X,
wenn eine Finbettung von G/H wvorliegt.

C(G/H)B) C C(G/H)* ist eine abelsche Untergruppe.
Bemerkung 1.2. Umgekehrt legt ein gegebener Charakter x eine B-Semiinvariante bis auf

einen konstanten Faktor eindeutig fest.

Beweis. Seien f, f’ beide B-semiinvariante Funktionen zum Gewicht y, so ist % eine B-
invariante Funktion auf G/H, und insbesondere auf dem offenen B-Orbit Bxzy C G/H. Daher
ist % konstant, da solche B-invariante Funktionen auf sphérischen homogenen Rdumen stets
konstant sein miissen, nach Bemerkung 1.1. O

Dies kann man in einer kurzen exakten Sequenz kurz so ausdriicken:
(1.1) 1—C*—CG/H)PB) — A —0
Bemerkung 1.3. All diese Gruppen hiingen nur von der G-iquivarianten birationalen Aqui-
valenzklasse ab, deshalb hat man: C(X)(®) = C(G/H)B), A(G/H) = A(X), fiir eine Einbet-
tung X ( d.h. genauer (X,z)) von G/H.

Als Nichstes bringen wir die Definition des Q-Vektorraums N (X) tiber dem dualen Gitter
N zu A.

Definition 1.5. N(X) := Homgz(A(X), Q) ist ein Q-Vektorraum
Definition 1.6. Fine diskrete Bewertung auf X ist eine Zuordnung v : C(X)* — Q so dass
gilt:

1. v(fi + f2) > min{v(f1),v(f2)},Vf1, fo € CX)* mit fi + f2 € CX)*

2. v(fife) =v(f1) +v(f2),Vf1, fo € C*

3. v(C*)=0
Es folgt daraus, dass das Bild von v eine diskrete Untergruppe von (Q,+) ist, also von der
Gestalt aZ, fir ein a € Q sein muss. Man nennt v normiert, falls dieses Bild genau 7. ist.

Vgl. [Br2] Abschnitt 3, fiir dieses und das Folgende. Es gilt: Jeder Primdivisor D auf X
definiert eine normierte Bewertung vp, die Nullstellen und Pole entlang D misst, mit der
Eigenschaft O,, = Ox p, My, = mx p. Umgekehrt ist jede abgeschlossene Untervarietét das
Zentrum einer Bewertung, fiir Divisoren D ist D das Zentrum einer Bewertung vp. Fiir
G-invariante Bewertungen gilt dasselbe fiir G-stabile Divisoren (bzw. abgeschlossene Unter-
varietéten).

Definition 1.7. Fine Bewertung v auf einer G-Varietdt X heifst G-invariante Bewertung,
falls fiir alle f € C(X)* gilt: v(g.f) = v(f), Yg € G. Bezeichne mit v(X) die Menge aller
G-invarianten Bewertungen auf X.

Definiere eine Abbildung
(1.2) p: {diskrete Bewertung auf X} — N
v l(x) = v(f)

wenn x = Xy ist. Dies ist wohldefiniert, da f bis auf konstanten Vorfaktor eindeutig durch
X bestimmt ist, und v auf konstanten multiplikativen Vorfaktoren Null ist. Man erhilt ein
Element in N fiir jede Bewertung. Es gilt die folgende Proposition:

12
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Proposition 1.1 ([K] Corollary 1.8.). Die Abbildung p : ¥ — N ist auf den invarianten
Bewertungen von X injektiv.

Dadurch kann man v mit seinem Bild in N, mit einer Teilmenge also, identifizieren.
Desweiteren kann man zeigen: Die Menge der G-invarianten Bewertungen ist ein konvexer
polyhedraler Kegel. Vgl. [Br2] Abschnitt 4.

1.1.3 Einfache Einbettungen

Definition 1.8. D(X) sei die Menge der B-stabilen Primdivisoren aufX, und fir eine G-Bahn
Y C X setze Dy(X) :={D € D(X) : Y C D}.

Definition 1.9. Eine G/H-Einbettung (X, z) heifst einfach. falls es genau eine abgeschlossene
G-Bahn gibt.

Beachte hierbei, dass natiirlich nicht jede G-Bahn entweder der offene, dichte Orbit oder
eine abgeschlossene Bahn in X ist. Es gibt daneben den allgemeinen Fall von lokal abgeschlos-
senen Bahnen in X. Diese kénnen jedoch als abgeschlossene Bahnen in einer affinen, offenen
und G-stabilen Teilmenge Xy ¢ von X dargestellt werden, die ganz X iiberdecken. Es gilt:

(1.3) Xyp =X\ U b

DeD(X)\Dy (X)

ist B-stabil, affin und offen in X, nach [K] 2.1., und Xy,¢ := GXy,p hat Y als einzigen abge-
schlossenen G-Orbit. Damit kann man sich auf diese einfachen Einbettungen beschrianken, da
es nur endlich viele G-Bahnen gibt.

Teile die Menge Dy (X) auf, und verwende fiir G-stabile Divisoren sofort die Zuordnung
zur G-invarianten Bewertung;:

By (X) = {vp € v(G/H): D € Dy(X) G-stabil}
Fy(X) := {DNG/H € D(G/H) : D € Dy(X) nicht G — stabil} Farben

Beachte bei der hier gegebenen Definition der Farben, dass erst die Abschliisse in X davon die
G-Bahn Y enthalten.

Theorem 1.1. Jede einfache G/H -FEinbettung (X, x) ist eindeutig durch das Paar

(By (X), Fy (X))
bestimmt.
Beweis. Nach Luna und Vusts originalem Beweis zeigen. O

Definiere einen Kegel Cy (X) € N(X), der von p(Fy (X)) und p(By (X)) erzeugt wird. Dabei
ist p gegeben als die Hintereinanderschaltung von der Identifikation eines Divisors mit sei-
ner assoziierten Bewertung und p. Beachte jedoch, dass diese Abbildung, nur auf B-stabile
Primdivisoren angewandt, die nicht G-stabil sind, nicht injektiv zu sein braucht.

Beispiel 1.1. Fiir G = SLy(C), H = T, G/H = P! x P! \ A hat man zwei verschiedene
Farben X! = 0 und Y! = 0 fiir homogene Koordinaten [X° : X![Y?: Y] in P! x P!, die in
N = Q beide unter p auf +1 abgebildet werden.

13



14 KAPITEL 1. THEORIE DER SPHARISCHEN VARIETATEN

Als Konsequenz miissen bei der Bezeichnung einer einfachen Einbettung durch kombina-
torische Objekte die Farben stets alle mitaufgefithrt werden.

Definition 1.10. FEin gefirbter Kegel ist ein Paar (Cy, Fy), mit Cy € N und Fy C Dy, so
dass gilt:

(GK1) Cy ist ein Kegel, der von p(Fy) und endlich vielen Elementen aus p(v) erzeugt ist.
(GK2) CY Npv # 0
Und (Cy, Fy) heifst strikt konvez, falls gilt:

(SKK) Cy ist strikt konvexer Kegel und 0 ¢ p(Fy).

Theorem 1.2. (X,z) — (Cy(X), Fy (X)) ist eine Bijektion zwischen Isomorphieklassen einfa-
cher Einbettungen und strikt konvexer gefirbter Kegel.

1.1.4 Einbettungen und gefirbte Ficher

Definition 1.11. FEin Paar (Cy, Fo) heifst Seite eines gefirbten Kegels (C,F), falls Cy Seite
von C ist, das relative Innere Cg sich mit dem Bewertungskegel pv nichtleer schneidet, Cgﬁpy #*
0 und Fo = F N p~(Co) ist.

Insbesondere muss eine Seite selbst wieder ein gefarbter Kegel sein, mit nur solchen Farben,
die auch schon im urspriinglichen gefirbten Kegel vorhanden waren. Sei (X, z) eine beliebige
Einbettung, und Y eine G-Bahn in X. Sei (Cy, Fy) der gefirbte Kegel zur einfachen, offenen
Untereinbettung Xy, = G - Xy,gp von Y, als einzige abgeschlossene G-Bahn darin. Man hat
folgende Korrespondenz:

Proposition 1.2. Die Zuordnung Z — (Cz(Xz), Fz(Xzc)) beschreibt eine Bijektion der
Menge der G-Bahnen in X, dessen Abschluss Y enthilt, und der Menge der Seiten von

(Cy (Ry,e), Fy (Xv,a))-

Beweis. Siehe [Br2] 3.4 Proposition. Beachte, dass ein geférbter Kegel bijektiv einer einfachen
Einbettung entspricht, was bedeutet, dass man eine offene Teilmenge von X als offene Unter-
einbettung so zu wihlen hat, dass sich die G-Bahn dort als abgeschlossen enthalten befindet.
In [Br2] ist diese strenge Sichtweise besser verfolgt als in [K]. O

Dadurch erhilt man folgendes kombinatorisches Objekt:

Definition 1.12. Ein gefdrbter Ficher | ist eine nichtleere, endliche Menge von gefdrbten
Kegeln, mit folgenden Figenschaften:

(GF1) Jede Seite eines gefirbten Kegels (C,F) € § liegt auch in §.

(GF2) Yv € v gibt es hichstens ein (C,F) € f mit v € C°, d.h. einen Uberlapp von relativen
Inneren von gefirbten Kegeln kann es nur aufSerhalb des Bewertungskegels geben.

F heifit strikt konvex, falls

(SKF) (0,0) € § ist, oder dquivalent dazu, falls alle Elemente von § selber strikt konvez sind.

14



1.2. WICHTIGE KLASSEN SPHARISCHER VARIETATEN 15

Fiir eine sphérische Einbettung (X, z) von G/H, setze:
(1.4) f(X) :== {(Cy Xy,c), Fy Xy,¢)) : Y C X is a G — Orbit}

Klar ist, dass Y — (Cy,Fy) eine ordnungsumkehrende Bijektion zwischen der Menge der
G-Orbits in X und f(X) ist, wobei die Inklusion von Abschliissen von Orbits auf der einen
Seite gemeint ist, auf der anderen natiirlich Seite eines gefarbten Kegels zu sein.

Theorem 1.3. Die Zuordnung (X, z) — f(X) beschreibt eine Bijektion zwischen den Isomor-
phieklassen von Einbettungen und strikt konvexen gefirbten Fdchern.

1.2 Wichtige Klassen sphirischer Varietiten

Wir werden es im Weiteren mit speziellen Klassen sphérischer Varietéten zu tun haben, daher
werden diese bereits jetzt eingefiihrt und einige Eigenschaften besprochen. Auflerdem werden
einige Beispiele aufgefiihrt werden.

1.2.1 Wundervolle Varietiten

Wir definieren zuerst den Begriff der sogenannten wundervollen Varietit.
Definition 1.13. Sei X eine G-Varietdt. X heifit wundervolle Varietdt, falls gilt:
o X ist nichtsinguldr und vollstindige Varietdt.

e X enthdlt einen offenen G-Orbit X%, dessen Komplement die Vereinigung von nichtsin-
guldren G-stabilen Primdivisoren XD X)) mit normalen Kreuzungen und nichtlee-
rem Schnitt ist.

o Vr,ycX gilt: Gz = Gy < {i: X0 32} ={j:x0) 54}

r heiffit Rang von X, und 0X Rand von X, bestehend aus der Vereinigung der G-stabilen Divi-
soren.

Es gilt im Zusammenhang mit sphérischen Varietéten, dass wundervolle G-Varietdten
stets sphiérisch sind, nach einem Ergebnis von Luna, vgl. [Pe] Thm. 3.3.1, ganz Kapitel 3,
[T1] 30.2 oder [Br2], auch fiir das hier Folgende.

Definition 1.14. Fualls Ng(H)/H endliche Gruppe ist, so heifit eine einfache Einbettung
von G/H kanonische Einbettung, falls sie durch den gefirbten Kegel (v(G/H), D) beschrieben
wird.

Es kann gezeigt werden, dass Ng(H)/H stets diagonalisierbare Gruppe ist, die aber nicht
immer eine endliche Gruppe sein muss. In diesem Fall existiert keine kanonische Einbettung.
Wenn aber Ng(H)/H endliche Gruppe ist, so ist dies dquivalent dazu, dass der Bewertungs-
kegel v(G/H) strikt konvex ist.

Proposition 1.3. Sei X sphérische Varietéit. Dann gilt:
X ist wundervolle Einbettung <= X ist die glatte, kanonische Einbettung eines offenen
G-Orbits. Der Rang als wundervolle Varietdt und als sphérische Varietit stimmt iiberein.

15



16 KAPITEL 1. THEORIE DER SPHARISCHEN VARIETATEN

Es ist insbesondere eine toroidale Einbettung, weil es keine Farben im gefarbten Kegel
gibt, er also "ungefirbt“ ist. Die Vollstdndigkeit der Einbettung X ist gewihrleistet, da der
eine vorhandene, strikt konvexe Kegel den Bewertungskegel v(G/H) iiberdecken kann, weil
der Bewertungskegel selber strikt konvex ist.

Beispiel 1.2. Sei G := SLy(C), H = T der maximale Torus in G bestehend aus Matrizen
(g‘ )\91 ), mit A € C*. Man bekommt als homogene Varietit G/H = P! x P'\ A, die sphirisch
und vom Rang eins ist. Dabei ist

Xo Yo

A= {[Xo: X1][Yo: V1] € P! x P! X, 1

}
die Diagonale im Produkt der projektiven Geraden. Dies sieht man durch die Wahl des Basis-
punktes zo := [1: 0][0 : 1] € P! x P!\ A, und der natiirlichen linearen Wirkung auf den homo-
genen Koordinaten von G. Der Stabilisator ist H, und man erhilt zwei G-Bahnen: G/H, und
A\ als eine abgeschlossene G-Bahn. Als offene B-Bahn findet man P! xP1\ (AUV(X;)UV(Y7)),

wobei eine Boreluntergruppe durch Matrizen der Form (g gcfl ), mit (e C*und a € C, in G

gegeben ist. Als Abschliisse der Farben in P! x P! hat man die Divisoren V(X71), V(Y1) vorlie-
gen, wobei allerdings die abgeschlossene G-Bahn A nicht in diesen enthalten ist, somit tragen
sie nicht zur sphérischen Einbettung bei, nach dem oben Gesagten iiber die Konstruktion
eines gefiarbten Kegels, und es kann nur toroidale Einbettungen geben. Der Bewertungskegel
hat Q>op(va) = Q<o unter p als Bild im Gitter N, da p(va)(x) = —1 ist. Also gibt es insge-
samt nur folgende zwei Einbettungen von G/H:

(Co,fo) = ({0},@) Xg = Pl x Pl \ JAN

®

triviale Einbettung

(C1, F1) = W(G/H) = Q<0,0) | Xy =P x P!

—@

kanonische Einbettung

Beobachte, dass die kanonische Einbettung die Eigenschaften aus Definition 1.13 erfiillt, mit
X = P! x P! glatt und vollstéindig, und das Komplement von G/H besteht nur aus dem
nichtsinguldren Divisor A. Der Rang dieser wundervollen Einbettung sowie als sphérische
Varietét ist demnach eins. Andere Einbettungen kann es wegen Bedingung (GK2) der Defini-
tion 1.10 an geféirbte Kegel nicht geben, man kann also auch keine anderen gefiarbten Fécher
konstruieren.

Bemerkung 1.4. Glatte wundervolle Einbettungen X sind schwache Fanovarietéten (Ky !
ist nef und big, vgl. [BB]). Nach [T1] 30.2 sind auch einige Fanovarietéten darunter, wie z. B.
die Fahnenvarietéten.

1.2.2 Symmetrische Varietiten

Wir fithren die algebraischen symmetrischen Rdume ein, nach [T1] 26.

16
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Definition 1.15. Ein (algebraischer) symmetrischer Raum ist eine homogene Varietit G/H,
mit H < G eine abgeschlossene Untergruppe, so dass es eine Involution o : G — G (mit o # id
wie diblich) gibt, mit (G°)° C H C G°. Eine Einbettung dieses symmetrischen homogenen
Raumes (X, z) heifft symmetrische Varietit.

Beispiel 1.3. Fiir jede zusammenhingende, halbeinfache, algebraische Gruppe G ist (G x
G)/G, G diagonal in G x G eingebettet, ein symmetrischer homogener Raum. Als ¢ hat man

c: GxG—=>GxG
(9,h) = (h,9)
Wir werden spiter das konkrete Beispiel G := SLo(C) erleben.
Es gelten folgende Eigenschaften, vgl. [P2] :
e Symmetrische Varietidten sind sphérisch.

e symmetrische homogene Réume gestatten nach C. De Concini und C. Procesi eine
wundervolle G/ H-Einbettung.

Alle Beispiele erhélt man auch als lokal isomorph zu Komplexifizierungen der riemannschen
symmetrischen Rdume von kompaktem Typ, wie in [AK] und [9] fiir niedrige Rénge explizit,
und in [Bil] abstrakt behandelt.

Beispiel 1.4. Im Rang eins gibt es die Komplexifizierungen G¢/K® kompakter, riemannsch
symmetrischer Réume G/ K, fiir eine zusammenhéngende, kompakte, halbeinfache Liegruppe
G, wie sie in [S] und [AK] aufgelistet sind.

1.2.3 Horosphirische oder S-Varietiten

Definition 1.16. FEine homogene Varietit G/H heifit horosphdirisch, falls das unipotente
Radikal R,(B) einer Boreluntergruppe B von G in H enthalten ist, das heifit, es liegt eine
mazimale, unipotente Untergruppe von G in H. Eine Einbettung (X, x) einer horosphdrischen,
homogenen Varietit nennt man horosphdrische Varietit (oder S-Varietit, wie in [T1]).

Aus [Hu] 30.4 ergibt sich die Begriindung fiir diese Aquivalenz von einer maximalen,
unipotenten Untergruppe in G, und das unipotente Radikal einer Boreluntergruppe zu sein.

Lemma 1.1. Horosphdrische Varietdten sind sphdrisch.

Beweis. H enthilt eine maximale, unipotente Untergruppe von G, und aus der topologischen
Konsequenz der Bruhat-Zerlegung, [Hu| 28.5, ergibt sich eine offene Menge in G als isomorph
zu U~ x B unter dem Produktmorphismus. Unter Beachtung der beiden Aquivalenzen in
Bemerkung 1.1 iiber dichte Bahnen von B in G/H, bzw. von H in G/B, fiir eine Borelunter-
gruppe B < G, ergibt sich die Behauptung. O

Fiir uns wichtig ist die Aquivalenzaussage aus der

Proposition 1.4. Fiir eine homogene Varietdt G/H sind folgende Bedingungen dquivalent:
1. G/H PL>H G/P ist ein Torusbiindel, d.h. ein homogenes Faserbiindel mit einem Torus
als Faser.

17



18 KAPITEL 1. THEORIE DER SPHARISCHEN VARIETATEN

2. R,(B) C H, d.h. G/H ist horosphérischer homogener Raum.

3. H=\ker(x: P — C*), fiir Charaktere x einer bestimmten parabolischen Untergruppe
P < G, mit einer Boreluntergruppe B in P. Es ist dann Ng(H) = P.

4. Fiir das Bild des Bewertungskegels unter p gilt: pv(G/H) = N(G/H), d.h. er bedeckt
das ganze Gitter N.

Beweis. (2) <= (4): [Br2] 4.3 oder [Pe| 3.2. Fiir (2) < (3) vgl. [P1]1.2-1.3, (1) <= (2)
folgt aus Standardfakten aus [Hu], [KN]. Vgl. insgesamt auch [P2]. O

Beachte im Hinblick auf Punkt 1 der Proposition 1.4, dass eine horosphérische Varietét
als eine Einbettung eines solchen Torusbiindels verstanden werden kann, wobei allerdings die
Projektion des homogenen Raumes G/H auf die Fahnenvarietét G/ P sich auf die Einbettung
fortsetzen ldsst, also vertréglich ist mit dieser, oder eben auch nicht. Dies sieht man sehr
anschaulich an dem folgenden Beispiel, das wir aus [P2] iibernehmen.

Beispiel 1.5. Sei G := SLy(C), H := U die maximale unipotente Untergruppe in G, beste-

hend aus Matrizen der Form ((1) 11’) mit b € C. Man hat einen horosphérischen homogenen

Raum vom Rang eins vorliegen, der isomorph zu A%\ {(0,0)} ist. Wie man leicht fiir z¢ := ()
und die natiirliche, lineare Wirkung auf A(QC sehen kann, ist die Isotropiegruppe Stabg(xg) = U,
und G wirkt transitiv auf der komplexen Ebene, aus der der Ursprung {(0,0)} entfernt wurde.

Wenn die Koordinaten von A% mit (z,y) bezeichnet sind, so findet man A%\ ({(0,0)}UV(y))
als offene Bahn von einer Boreluntergruppe B < GG, mit Elementen (g C0_41>, wobei ¢ € C*,

a € Cist. Die Farbe ¢ := V2 (y)\ {(0,0)} liegt in G/H. Als Einbettungen gibt es folgende 6
Moglichkeiten. Aufgefiihrt sind die gefirbten Féacher bzw. gefarbte Kegel, falls eine einfache
Einbettung vorliegt, und die Einbettung in einen Raum X, die Projektion 7wy : G/H — IP)}C des
homogenen Raumes auf G/P und Projektion 7; : X — G/P = G/B = P}, i = 0...5 (falls
existiert).

18
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(Co, Fo) = ({0},0) G/H < Xo:=A2\{(0,0)}
0 N\« 1 o

O, P

(C1, F1) = (Q<op(Dy :={Xo=0}),0) | G/H < X :=P&\{[1:0:0]}
0 "\ lm

—@ PL

(Ca, F2) = (Q>0p(¢); ¢) G/H <  Xy:= A%
o\ |3m

©—e Pe

(C3, F3) = (Qs0p(E), 0) G/H = X3:=A2
0 173

©—0 Pe

f1 = {(Co, Fo), (C1,F1), (Ca, F2)} G/H < X4:= IP’%
TN\ Pm
&—e Pl
fa = {(Co, Fo), (C1, F1), (C3, F3)} G/H <  X5:=P2[0q
0 "\« s
@O—O P

Dabei ist F der exzeptionelle Divisor der jeweiligen Aufblasung. Die Kreise auf dem rechten
Strahl symbolisieren die fehlende, ein Punkt die anwesende Farbe c¢. Man sieht, dass sich die
Projektion 7y in den Féllen 2 und 4 nicht zu Abbildungen 7;, i = 2, 4 fortsetzt, weil es an den
zusitzlichen Punkten (0,0), ¢ = 2, und [1 : 0 : 0], i = 4 scheitert, die sozusagen iiberzihlig
sind, und nicht mit der Projektion my vertriglich abgebildet werden konnen. In X;, i = 2,4
enthélt der Abschluss der Farbe ¢ diese Punkte als abgeschlossene G-Bahn, tauchen somit
auch im gefiarbten Facher auf. Man kann
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und 3
X5 = P2¢ [1.0.0) = X4 = P

als toroidale, dominierende Varietét iiber der dquivarianten Vervollstédndigungsvarietéit auf
der rechten Seite ansehen. Es handelt sich offenkundig um Niederblasungen exzeptioneller
Divisoren.

Allgemein kann man feststellen: Wenn es keine Farben in den gefarbten Kegeln des
gefarbten Fiachers gibt, so hat man eine toroidale horosphérische Einbettung vorliegen, und
dies ist nach [P1] Exemples 1.13 (2) ein homogenes torisches Biindel mit einer torischen Va-
rietét als Faser vorliegen. Falls es jedoch Farben gibt, so existiert immer noch ein dominanter
Morphismus

<o P

«~ G/H

!
G/P

einer toroidalen Einbettung X, bei der alle Farben fehlen, auf die urspriingliche Einbettung X.

1.3 Topologische Charakterisierung des Ranges einer sphé-
rischen Einbettung

Wir werden hier das Ergebnis zum Rang vorstellen, und eine Vermutung von V. Batyrev wie-
dergeben. Zuerst erwiihnen wir das Resultat von D. Akhiezer aus [Ak1] iiber die topologische
Berechnung des Rangs einer sphérischen homogenen Varietdt G/H durch die Dimension des
Raumes der Doppelnebenklassen K \ G/H, wobei K < G eine maximale kompakte Unter-
gruppe ist. Danach wird die Idee von V. Batyrev kurz beschrieben, eine konkrete Bijektion
durch die K-invarianten Koordinatenfunktionen auf G/H nach R", fiir ein 7 € Ny, anzugeben,
die den Bewertungskegel im mit R tensorierten Gitter N ®qg R als Bild liefert.

Theorem 1.4 ([Akl]). Der Rang r € Ng von G/H ist gleich der topologischen Dimension
von K\ G/H (als reelle Mannigfaltigkeit mit Rand).

Proposition 1.5 ([Akl]). Falls der Rang r von G/H gleich eins ist, so ist entweder

e K\ G/H = R homdomorph, genau dann wenn G/H ein homogener Raum mit zwei
Enden ist (horosphérisch)

oder

e K\ G/H = R>(p homdomorph, genau dann, wenn G/H eine glatte, dquivariante Ver-
vollstdndigung zusammen mit einer homogenen Hyperfliche als abgeschlossener Bahn
zu einer Zwei-Orbit-Vervollsténdigung (wundervolle Einbettung) besitzt.

Erinnere, dass Enden in diesem Kontext als Zusammenhangskomponenten des Komplements
des offenen Orbits in einer dquivarianten Vervollstéandigung definiert sind.
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Man sieht daher, dass der Raum K\ G/H in dem Fall Rang eins eine Mannigfaltigkeit mit
Rand sein kann, wie eben R>q, oder aber eine differenzierbare Mannigfaltigkeit wie R. Fiir
die Klassifikation sphérischer Varietdten vom Rang eins, siehe [Ak4], [Brl] und auch [HS], wo
kompakte Kdhlermannigfaltigkeiten mit denselben Eigenschaften untersucht werden.

Der Vermutung zufolge sollte man in einigen sphérischen Fiéllen und im horosphérischen
Fall aus der Funktion

(1.5) log F* :=log Y _ fI'fI'

wobei f!' Basis der Gewichte vom Gewichtsraum V' (y) ist, reelle K-invariante Funktionen
q',...,q" auf G/H extrahieren kénnen, r der Rang von G/ H, die eine Bijektion von K\ G/H
auf das Bild des Bewertungskegel in Ny liefern.

a/H " ) Ng
lmg
K\G/H

Die kanonische Projektion 7y ldsst die Abbildung ¢ in den Raum der Doppelnebenklas-
sen K \ G/H absteigen. Einen Beweis der Bijektivitit geben wir in Kapitel 4 fir G/H =
SL,(C)/SL,,—1(C), mit n > 3. Wir merken noch an, dass die Funktionen F* durch Summa-
tion {iber alle dominanten Gewichte folgenden Raum der K-invarianten Funktionen erzeugen
(vgl. [Ak1]):

(C[G/H] ® C[G/H])X @cp#

In Kapiteln 2, 4 und 5 werden einige solcher Koordinatenfunktionen ¢, ..., ¢" angegeben
werden, mit kleinem r allerdings. Die Bijektivitdt der dadurch gegebenen Abbildung auf den
Bewertungskegel wird explizit in Proposition 4.1 fiir das dortige Beispiel SL,,(C)/SL,_1(C)
als homogener sphérischer Raum von Rang zwei gezeigt werden. Auf den darstellungstheore-
tischen Gesichtspunkt der Funktionen F* werden wir jedoch nicht weiter eingehen.
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Kapitel 2

Spezielle Kihler-Metriken auf
horosphirischen Varietiten

Wir besprechen zuvorderst zwei anschauliche Beispiele, und leiten einen reellen Ausdruck
des Operators ddyp fiir eine K-invariante Funktion ¢ : G/H — R her, K < G maximale
kompakte Untergruppe. Durch Koordinatenwahl steigt ¢ zu einer Funktion u auf einem R”
ab, wenn r € N der Rang von G/H ist. Der Ausdruck fiir 99 wird in Bemerkung 2.3 mit dem
in [PS] aufgestellten Operator verglichen. Desweiteren wird eine Verallgemeinerung des dort
gezeigten Existenztheorems eines KRS auf beliebigen horosphérischen Varietéten angedeutet.

2.1 Das Beispiel C"\ {0}

Wir lassen G :=GL,(C) auf C™\ {0} linear operieren. Dies geschieht in transitiver Weise, und

1
wenn man den Punkt zg = | . | fixiert, so erhélt man als Isotropiegruppe
0
1 tio ... tin
0
H={T € GL,(C)|T = | 0 T }
0

Dabei muss 7" €GL,—1(C) liegen, und die ¢1;,i > 2 sind beliebig. Damit ist G/H horo-
sphérischer homogener Raum, da eine maximale unipotente Untergruppe von G in H enthal-
ten ist. Wir interessieren uns fiir unter K :=U(n)-invariante Kéhlermetriken auf G/H, bzw.
dquivarianten Einbettungen davon, darum definieren wir die reelle, K-invariante Koordina-
tenfunktion

Cc*"\ {0} — R
X1
N 2 2
—oogi=In(jz "+ ..+ |xn]?)

Tn
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Zur Abkiirzung fithren wir die Notation [|z[|? := "% | |z;|? ein. Es ergibt sich:

Oll=(* _ >, @idat

dq

[
5y = Olalf _ T mas
[l = Jaf?
299 2 2 3 2 2
o5y — lrlodla] mﬂxn Adlle]2 _ ] <|$|UH4H 2t A g
X X

Fiir eine K-invariante differenzierbare Funktion ¢ auf G/H = GL,(C)/H, die als Funktion
auf K \ G/H = R aufgefasst, als u = u(q) geschrieben werde, folgt aus der Kettenregel
000 = u110q A 0q + u109q (wie in (3.18), wobei ui, etc. die Ableitung von u nach der
Variable ¢ bedeutet) die Rechnung

n

(8590)” = Z (l) (u110g A 8(]) (ulaaq) -t

=0

= <n> uf (00q)™ + (n) uiruf ™ g A Og A (99q)" !
0 —— 1
A B

Die Berechnung von Term A liefert:

P (LI,

II:L“H4

25.._7. .
= n!det (W’) dzt ANdzt AL AN da™ A dE" =

(9

Fiopd
Ndzt A ... AdE" =

HW

::M

= nldet(+—5

HW

denn die Determinante der Matrix 1 — M ist wegen des Rangs eins von M

k2

=1-1=0
]|

det(1—M)=1—tr(M —1—22

Dies bedeutet, dass die Ableitung u} := (u/)™ gar nicht auftritt.

Die Berechnung von Term B: dg A 9g A (00q)" ! gestaltet sich etwas aufwindiger. Zerle-
ge ihn in zwei Anteile, der Erste ist offenbar

Sy Trwda® A d7

]*

Oqg N Oq =

Der zweite Faktor ist: (00¢)" !, und mit Hilfe der Tatsache (99q)" ! A 99q = (09q)™ folgt,
wobei (00¢)™ der bereits bekannte Term A ist, dass die Koeffizienten im Wesentlichen Eintrége
der komplementiren Matrix ¢g*4 zur Koeffizientenmatrix g = (9:5) == (([|=]|*;5 — Tsx;);5) mit
einem Faktor von ||z||*~%" sind.
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Lemma 2.1. Fir die adjungierte Matriz zu g, auch komplementdre Matrix oder Adjunkte
genannt, gilt:

—4 . ) 4=
Pt e [ ] e |2 ] ] = NPT (@ag)i)

In In

9" = |z

fiir eine Matriz g = (g;;) der Grofen xn, undi,j=1...n

Beweis. Wegen g*dg = gg*d = det(g)-E,, = 0 hat man eine Matrixgleichung gg*! = 0 nach ¢!

als Spaltenvektoren betrachtet zu l6sen. Dies gelingt mit dem eindimensionalen Vektorraum
1

C-| : |. Weil det(g) = 0 ist, aber nichttriviale (n — 1) x (n —1)-Minoren existieren, liegt mit
Zn

g eine Matrix vom Rang (n — 1) vor, so dass die komplementdre Matrix Rang eins besitzt.

Wir berechnen nun explizit den Eintrag ¢2%. um den gemeinsamen Vorfaktor zu finden.

det(ghy) = det(([|€]*6i5 — Zi)); =1, (n1)) =
_ ZTiTj -
= ng”?’n Qdet(éij — H;HJ?) — ||$||2n 2(1 . t’I"M) _
~——
=M
o (e T RN
]| ]|
= [l
Durch Berechnen weiterer Eintrédge in anderen Spalten, um die Faktoren zi,...,x, zu den
einzelnen n Spalten zu bestimmen, sieht man die Behauptung ein. O

Mit (g- )5 =Y 1., gi,;gzg = 0, und Beriicksichtigung des Basiskovektoranteils mit +1,
+1 fiir ¢+ < j, —1 fiir ¢ > j, folgt:

(85q)"71 = Guj 'gin_ljn_ldmil AT A L. drtnt A dEit =
= (n—Dlg(ED)da’ AL i . AdE" =
2n—4 .
(n—1)1W(¢1)dx1A...i...j...Adx”

Mit dem ersten Anteil des Terms B, gA0q, zusammengesetzt und den Basisanteil angeordnet,
ergibt sich:

n

2n—4 5
Z < $lC|T£U||4/\dZL“ > A Z <(”_1)-Wdasl/\...i...j.../\dx”> =
r x

ij=1

iz [l .
i,5=1

(]2 [l[*"~*

dz' A ... ANdT" =
||| 4m

=(n—-1)!
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—1)!
- (T\lely%) dzet A ANdEY = (n— Dle ™dzt AL A dT"

Die Ausformulierung von (99¢)™ liefert:
2.1 HOp)" = " upu” Yn — Dle ™da' A ... A dT"
(2.1) (00¢ 1 1

Wir erhalten das Ergebnis

Theorem 2.1. Als Einsteingleichunyg fiir eine Kdhler-Einstein-Metrik 00¢ auf C*\ {0} findet
man

(2'2) n!unu’f*le_”q —e ¥

bei Wahl von dz' A ... Adz"™ als Volumenform. Wenn man statt GL,(C)/H, den homogenen
Raum C™\ {0} als SL,(C)/H, mit H als entsprechende Isotropiegruppe von xy in SL,(C),
realisiert, so ist diese SL, (C)-invariant.

Korollar 2.1. Man findet bei Wahl der modifizierten, nur SU(n)-invarianten Volumenform:

=nle ™dz' A ... AN dT"

dVOl(Cn\{O} =

die wegen 99 1n(e~"9) # 0 nicht mehr Kriimmungsform Null besitzt, aber den Faktor n!e="4
auf der linken Seite in (2.2) in dieser Volumenform verschwinden lésst, den Ausdruck

(2.3) (00p)™ = unu?fldVol(cn\{o}

Auf der rechten Seite kann man e™* nicht zusammen mit dieser Volumenform ansetzen, weil
es unter —901n(.) das Resultat 90u + nddq liefert, und weiter das Standardverfahren die
Gleichung Y7 () (00u) (80q)" " = e~ "da! A ... A dT™.

Als Losungspotential zur Gleichung (2.2) findet sich
u = In(1+ €)™ +1In[n!(n + 1)

wie man leicht nachrechnet.

Wir kénnen die Ricci- und Skalarkriimmung wie in [R] berechnen, aber mit der, wie es
dort genannt wird, ”geschickten* Koordinatenwahl, die von E. Calabi schon benutzt wurde
([R] Remark 2.2.2.). Beachte jedoch, dass 0In(e~"%) = —nddq # 0 ist, man muss diesen
Term deshalb mitbeachten.

Ric(90p) = —00In(upul™t - e ™) =
= —[Unnunufn*z +(n— 1)“111“?1“?7%3_

0q A\ dq
— (n = Dufyu]™ =i u Y —— -
1 1 (unu? 1)2
00q
unu?fl

— (ulnu?_l + (n— 1)uf1u’1‘_2) + nddq
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Korollar 2.2. Fiir n = 2 ist die Skalarkriimmung S von der zu 09y gehorigen Metrik auf
C"\ {0} durch

2 2 2 .2
U U1 U] + 2u111UuT U — Ui Uyl

5(00p) = —(2)!

e2au?, uy
gegeben.

Beweis. Aus den Formeln fiir Ric(00p) und 90 setzt man den Ausdruck der Skalarkriimmung
S(00¢) = n!Ric(00¢p) A (00¢)" ! zusammen, was wegen n = 2 besonders einfach ist.

(21 Ric(00p) A (00p) =
9 2] dq N\ 0q A 00q

2 2
= —(2!) [uununul =+ 2u111u11u1 — U1 U] 5

Daraus folgt die Behauptung. O

Dies liefert eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir u zur vierten Ordnung, um eine Be-
dingung an die Skalarkriimmung der Kéhlermetrik 00¢ auszudriicken, z.B. S(90¢) =konstant.

Bemerkung 2.1. Beobachte dass C™ \ {0} ein horosphérischer homogener Raum vom Rang
eins ist, d.h. als homogenes torisches Biindel hat es die Faser C*. Zuerst einmal liegt eine
maximale unipotente Untergruppe von G offenkundig in H, indem man einfach die unipo-
tenten Matrizen in G betrachtet. Eine Boreluntergruppe von G =GL,(C) sind die oberen
Dreiecksmatrizen, die man als Gruppe mit 7'(n) bezeichnet. Fiir G = SL,,(C) kann man
dhnlich einsichtig argumentieren. Damit findet man als Farbe Ven, (o) (z5), die B-invariant
aber nicht G-invariant ist. Es gibt eine natiirliche Projektion des homogenen torischen Biindels
SL,,(C)x p.C* auf P"~! = SL,,(C)/P mit Faser C* dariiber, fiir eine parabolische Untergruppe

t11 tiz - tin

0

P von SL,(C), z.B. Matrizen der Gestalt [ 0 T in SL,,(C). Der Homomor-
0
phismus 7 : P — C* ist im Fall n = 2 mit 7(7) = ¢}, fiir ein n’ € Ny gegeben, was je nach

der Kompaktifizierung gewéhlt wird (vgl. [PS1] 6. Examples). Fiir beliebiges n € N fiir den
homogenen Raum alleine ist 7(7') = t1; zu setzen.

2.2 Das Beispiel C" x (C")*

Wir lassen SL,(C) auf V := C" x (C")* wirken, und wéhlen, anders als im noch folgenden
Kapitel 4, den Punkt vy := (e1, (e,,)*) € V als Basispunkt des zu konstruierenden homogenen
Raums aus. Die Wirkung wollen wir definieren durch

SL,(C)xV — V
(T,0) = (ToW (T @)
Dies ergibt als Isotropiegruppe in vg fiir n = 3 gerade die Standard maximale, unipotente
1 b ¢

Untergruppe aus Matrizen der Gestalt |0 1 f | € SL3(C). Fiir n > 4 erhélt man eine
0 01
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horosphérische Untergruppe H < SL,(C) mit Matrizen T' = (¢;;) von der Gestalt: t1; =
tan =1, ti1 =tp; =0, fiir 2 <i <n-—1, t,; = 0. Als Bahn, worauf die Wirkung transitiv ist,
erhélt man

Y= {((z,y) € A migi = 0} \ ({x = 0} U {y = 0})

=1

bei Wahl von affinen Koordinaten xi,...,2n,y1...,Yn, oder kurz (z,y), in V. Y ist eine

horosphérische homogene Varietéit vom Rang zwei, da fiir n = 3 die Standardboreluntergruppe
tir tiz i3

mit B ={T = | 0 too to3]| € SL3(C)} gegeben ist, d.h. es gilt H?:l tii = 1, so dass
0 0 t33

B/U = ']I‘(% der 2-Torus ist. Fiir n > 4 kann man es sich analog iiberlegen.

Bemerkung 2.2. Als homogenes torisches Biindel vom Rang zwei zeigt sich Y als SL,, (C)x p »
T% iiber der Basis SL,(C)/P liegend.

Als zwei reelle, SU(n)-invariante Koordinaten wéhlen wir:

T = ln(\m1|2 + ..+ |l‘n|2) = ln(||m||2)
y=(ml*+ ...+ ya>) = In(|ly||*)

Wir berechnen nun, #hnlich wie im vorhergehenden Abschnitt, im Fall n = 3 die Grofle
(00¢)® fiir eine SU(3)-invariante Funktion ¢ auf Y C V, die zu u = u(x, y) auf R? korrespon-
diert, beziiglich einer geeigneten, SU(3)-invarianten, oder sogar SL3(C)-invarianten Volumen-
form auf Y wie in Abschnitt 4.2.2.

Theorem 2.2. Die Einsteingleichung einer KE-Metrik auf Vervollstindigungen des Raumes
Y, formuliert auf Ng = R?, lautet

(2.4) 5(ufus + uru3)(uirugy — udy)(e¥HY) — V)4

+ u%u%(uu + ug9 — 2u12)63(x+y)] =e ¥

Beweis. Fiir die Berechnung verweisen wir auf Kapitel 4, wo im Prinzip genau diesselbe
explizite Rechnung stattfindet, die hier nétig wére. Das Ergebnis dieses Ableitungsoperators
kann man von (4.16) iibernehmen, mit Riicksicht auf die herausgenommenen algebraischen
Mengen, {x = 0} U{y = 0} in der Hyperfliche {Z?Zl x;y; = 0}. Partielle Ableitungen nach
2 haben wir mit Index 1, nach y mit 2 bezeichnet. O

2.3 Kaihler-Ricci-Solitonen auf horosphérischen Fano-Mannig-
faltigkeiten

Die Veroffentlichung [PS] klédrt die Fragestellung zu Theorem 0.1 allgemeiner auf homogenen
torischen Biindel X := G© x pr I, wobei I’ kompakte torische Kéhlermannigfaltigkeit der
Dimension m ist, P eine parabolische Untergruppe von G und 7 : P — (C*)™. (C*)™
ist der Torus, der effektiv, holomorph auf F' operiert. Das Theorem lautet fiir ein Potential
u=u(q,...,q,) wie folgt:
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Theorem 2.3 ([PS] Theorem B, Corollary 5.2). Das homogene torische Faserbiindel m : X —
GC /P, mit einer kompakten torischen Kihlermannigfaltigkeit F als Faser, besitzt einen KRS
(w, X(’\)) auf X genau dann, wenn es Fano ist, und der KRS ist eine Kdhler-FEinstein-Metrik,
genau dann, wenn die Futaki-Invariante verschwindet. Die torusinvariante Funktion u als
Potential erfillt auf allen requldren Punkten F,.., der Standardfaser F' des Torusbiindels X die
Gleichung

2
(2.5) det (88'; ) = 1. o=V =X () —u
‘oq’ ay du
Tt Hae]ﬁ <_ani + ba)

fiir ein A = (A\',...,A") € R™, so dass die Tian-Zhu-Invariante beziiglich des Vektorfeldes
XWN (dies ist die verallgemeinerte Futaki-Invariante) verschwindet, fir X, das assoziierte
Vektorfeld der Kdihlermetrik des KRS,

und O = log Jye

IX 67471')\ifi wn+m

eine Konstante.

Wir gehen im Folgenden auf diese Arbeit niher ein, im Hinblick auf die Methode, die wir
auf beliebige sphérische Varietdten anwenden wollen.

Beobachtungen: 1. Die Einsteingleichung, die hier eine reelle Monge-Ampere-Gleichung
ist, wird nur noch auf der Faser F' formuliert. Damit ist sie direkte Verallgemeinerung des
Theorems in [WZ] im torischen Fall, in dem die Basis des homogenen Torusbiindels nur aus
einem Punkt besteht, und stiitzt sich im Beweis der Losbarkeit ausschlielich darauf. Sie
enthélt einen im Vergleich zu der aus [WZ] bekannten Gleichung, fiir Kdhler-Ricci-Solitonen
auf torischen Fanovarietéiten, zuséitzlichen Faktor L . Dieser kommt alleine

HaeRx(_%%J’_b“)
von der Gruppe G, genauer von Wurzeln aus dem komplexifizierten Komplement m® zu €€,
das aus der Zerlegung g = £ & m bzgl. der Killingform stammt, die unter der fast-komplexen
Struktur Jy der Basis V := G®/P im (1,0)-Eigenraum von m® liegen.

2. Die bijektive Korrespondenz zwischen 7" -invarianten (1, 1)-Formen auf F' und G x T""-
invarianten (1, 1)-Formen auf M beeinhaltet in der Richtung von F' nach M die ¢-Komponente
der Lieklammer in g, &hnlich wie auch in der Identifikation 3 in Abschnitt 3.2.1 nichtabelsche
Ausdriicke dazukommen. Dies ist der entscheidende Schritt in der Reduktion des Problems
auf die Faser F' in Lemma 5.1 von [PS].

3. Die Funktion h := w"(ﬁ’l, JEY, .. .) ist gegeben als

m
h=Cdet(fiy) [ O akfi+ba)
a€RY, i=1
mit Konstante C' # 0, und gewissen af, := a(iZ;) und b, := a(il,), beides reelle Funktions-
werte unter « von Bestandteilen der auf F' eingeschrénkten sog. algebraischen Darstellenden
Zy =Y, [iZi+ 1, von w. h trigt als Volumenformvorfaktor auf F' letztlich mit dem hinteren
Produkt iiber Wurzeln « zur Gleichung (2.5) bei.

Bemerkung 2.3. Ein Vergleich der reellen Einsteingleichungen (2.2) und (2.4) mit (2.5)
zeigt, dass im Rang eins Beispiel C" \ {0} die Struktur der Gleichung (2.2) mit (2.5) iiber-
einstimmt, wenn man nur eine Koordinate ¢' fiir die eindimensionale Torusfaser hat. Fiir
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(2.4) sieht man jedoch Inkompatibilitét zu (2.5), da man in (2.4) zwar einen Determinanten-
Ul U2
U1 U2
Operator erster Ordnung, wie in (2.5) gefordert, antrifft. Damit gibt es also zwei verschiedene
Gleichungstypen, die eine geometrische Bedingung ausdriicken kénnen, und es wird entschei-
dend von den Randbedingungen abhéngen, welche Funktionen Lésungen sind.

ausdruck det( )) vorfindet, jedoch nicht einen Monge-Ampere-Operator und einen

Im Hinblick auf eine Verallgemeinerung des Theorems von Podesta und Spiro kann man
zuerst kliren, was die Fano-Eigenschaft fiir horospérische Varietéten (Einbettungen X horo-
sphérischer homogener Varietiten G/H ist damit gemeint, d.h. S-Varietdten) kombinatorisch
bedeutet. Dies wurde in der Dissertation [P1] basierend auf Arbeiten von M. Brion in der
Sprache der sphérischen Varietéiten getan, wo man einen antikanonischen Divisor — Ky ex-
plizit angibt. In [PS] wird die Fano-Eigenschaft mit Hilfe des symplektischen Zugangs und
der Impulsabbildung fiir homogene torische Biindel angegeben. Nichtsingularitéit einer G /H-
Einbettung X kann kombinatorisch durch den gefiarbten Ficher beschrieben werden, sh. [P1].

Darauthin ist weiter herauszuarbeiten, wie der Operator einer Gleichung fiir eine spezielle
Kéhlermetrik aussieht, wenn man die geschickte Wahl von reellen, K-invarianten Koordinaten
auf G/H, die eine bijektive Abbildung von K \ G/H auf eine Teilmenge von Ng = R" liefern,
fir ein » € N, als Methode benutzt. K ist dabei eine maximale kompakte Untergruppe von
G. Die geeigneten, reellen Koordinatenfunktionen auf G/H findet man nach der Idee von V.
Batyrev aus Abschnitt 1.3 im horosphérischen Fall aus der Formel (1.5), wobei man hier wegen
Proposition 1.4 stets den ganzen Vektorraum Ng als Bild der Abbildung (¢',...,q") auf das
Bild des Bewertungskegels erhélt, man hat also keine Einschrinkungen zu treffen. Vergleiche
dies mit Proposition 1.5 fiir den Fall Rang eins, der einfach Ng = R im horosphérischen Fall
liefert. Wenn man eine holomorphe, G-invariante Volumenform vom Typ |Q|? auf G/H zur
Verfiigung hat, z.B. nach Lemma 5.7, kann man den Operator in jedem Einzelfall nach Formel
(3.52) bestimmen.

Offenbar ist die Reduktion aus [PS] auf eine Gleichung in der torischen Faser eine voll-
kommen verschiedene Herangehensweise in der speziellen Situation eines homogenen torischen
Biindels, die in diesem Fall naheliegend ist, aber nicht auf beliebige horosphérische Varietéten
anwendbar ist. Eine reelle Monge-Ampeére-Gleichung herzuleiten, wird im Kapitel 3 noch fiir
i.A. nichtsphirische, fasthomogene GC-Einbettungen versucht werden.
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Kapitel 3

Kahler-Einstein-Metriken auf
GC—fasthomogenen
Fano-Mannigfaltigkeiten

3.1 Einfiihrung

Es ist bekannt, dass auf komplexen Liegruppen G eine G-invariante, holomorphe Differential-
form von maximalem Grad existiert. Diese wird auf Liegruppen G durch Riickzug mit Links-
bzw. Rechtstranslation einer alternierenden Multilinearform hochsten Grades im Tangential-
raum des neutralen Elements erzeugt. Wenn man eine solche Form € hat, ist die Aufstellung
einer Einsteingleichung fiir die Existenz von Ké&hler-Einstein-Metriken auf Einbettungen X
von G durch

(3.1) (996)" = ef P

mit f = F¢ : G — R, einer reellwertigen, glatten und plurisubharmonischen (psh) Funk-
tion (fiir ¢; > 0,< 0 entsprechend gewihlt), oder f =konst. (fiir ¢; = 0, mit ricciflacher
Kihlermetrik d9¢), gelungen. Anders liegt der Fall jedoch, wenn man eine Einsteingleichung
von reellem Monge-Ampeére-Typ bekommen will, wie in [D1] 4.2 vorgeschlagen, weil fiir diese
Art Gleichung ein grofler Apparat zur Behandlung zur Verfiigung steht. Dazu schrinken wir
das Problem auf sogenannte linear komplex-reduktive Liegruppen ein, die nach Definition
Komplexifizierungen kompakter, reeller Liegruppen sind. Wir schreiben G dafiir, und lassen
G die dann maximale kompakte Untergruppe von GC sein. Als Ziel setzt man sich, fiir ein G-
invariantes Kéhlerpotential ¢ auf GC eine reelle Gleichung auf dem Quotienten M := G*/G
aufzuschreiben, auf den sich ¢ als eine Funktion u herunterholen ldsst, und das Losung einer
geometrischen Fragestellung an X ist. Bei der Riickrichtung wird die Annahme der Fortsetz-
barkeit von 90¢, wobei ¢ zu der auf M gefundenen Losung u gehort, auf ganz X entscheidend
sein, unter gewissen Rand- und Nebenbedingungen. Das wichtigste Hilfsmittel ist dabei ein
Identifikationsverfahren, das den Operator 90 auf psh, G-invarianten Funktionen ¢ mit der
Riemann’schen Hesseschen V? auf geodiitisch konvexen Funktionen w auf M in Beziehung
bringt, und das wir ausfiihrlich erkldren. Allerdings treten einige Probleme auf, wie wir se-
hen werden, so dass die Gleichung, die wir durch Heranziehung einer nur G-rechtsinvarianten
Volumenform auf G erhalten, statt obigem |Q|?, nicht mehr die richtige Formulierung des
Problems sein kann, da bekannte Losungen, die Kéhler-Einstein-Metriken auf Einbettungen X
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von G liefern, nicht mehr Losungen dieser Gleichung sind, was die explizit durchgerechneten,
nichttorischen Beispiele weiter unten in Abschnitt 3.4 zeigen. Wir kénnen durch die genaue
Herleitung dieser Gleichung zeigen, dass es wegen des dort verwendeten Identifikationsver-
fahrens scheitert. Das Herleitungsverfahren orientiert sich weitgehend am Standardverfahren,
das sich fiir |Q|? abspult, musste aber fiir die Anwendung der Identifikationen abgewandelt
werden. Wir benutzen meist Uberlegungen in lokalen Koordinaten, da man dadurch einen
genaueren Eindruck bekommt. Zwei durchweg begleitende Beispiele veranschaulichen diese,
und am Schluss folgen die Beispielrechnungen fiir Potentiale von Ké&hler-Einstein-Metriken
prominenter SL(C)-Varietéiten X.

Diese Aufgabenstellung wurde im Uberblicksartikel [D1] von S. K. Donaldson vorgeschla-
gen, zusammen mit vielen weiteren Forschungsansétzen, dem wir hauptséchlich folgen, aber
mit einigen Modifikationen. Im Rahmen des Themas, Gleichungen fiir sphérische Varietdten
zu finden, nimmt es im Beispiel GC = SLy(C) eine Zwischenstellung ein, da der Quotient nach
S bei M = SLy(C)/SU(2) noch zu bilden wire, wenn man SLy(C) 22 SLy(C) x G,,/H als
sphirische Varietiit auffassen will, und eine maximale kompakte Untergruppe mit SU(2) x S!
gegeben ist. Es ist also noch eine S'-Symmetrie in der Gleichung auf H? vorhanden.

3.2 G%-fasthomogene Mannigfaltigkeiten

Sei im Folgenden G eine kompakte und zusammenhéngende Liegruppe. Dafiir weifl man (vgl.
[HN] 15.1-15.2 fiir das Kommende), dass die universelle Komplexifizierung (ng, G¢) von G
(ng : G — G® ein Homomorphismus reeller Liegruppen) fiir jede Liegruppe G eindeutig
existiert, eindeutig bis auf Isomorphie aus der definierenden, universellen Eigenschaft. Weil
G kompakt ist, erfiillt sie {iberdies weitere Sachverhalte, unter diesen befindet sich Folgende:
Die Abbildung n¢ ist injektiv, GC enthélt ne(G) als eine maximale kompakte Untergruppe
und die Polarzerlegung

(3.2) p:GY «— gx@G
expac(iA) U «— (A, U)

ist ein Diffeomorphismus. GC heifit dann linear komplex-reduktiv, und ihre Liealgebra g€ ist
auch tatsichlich reduktiv. Definiere eine Abbildung, die von der Polarzerlegung p und der
natiirlichen Projektion 7 : G€ — M := G®/G induziert wird, als

(3.3) v:GY — Mx@
T — (x(T),Ur),¥T = Ur = p(A,Ur) € G©

Dies ist ein G-dquivarianter Diffeomorphismus, der GE(M, Q) als triviales Hauptfaserbiindel
M x G zerlegt, wenn wir G auf M x G von rechts mit ((p,U),U’) — (p,UU’) wirken lassen.
Wihle auf G€ den kanonischen invarianten Zusammenhang, der durch die reduktive Zerlegung
g® = g®m, mit Ad(G)m = m von m bestimmt ist. Dies ist hier sogar als kanonische Zerlegung
einer symmetrischen Liealgebra (g©, g, o) erhéltlich, wobei o die g fixierende Involution in g©
bezeichnet.

Sei X eine n-dimensionale, kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit vom Kéhlertyp, mit einer
holomorphen Rechtswirkung von G, die eine dichte Bahn besitzt (X wird auch fasthomogen
genannt), und w die Kdhlerform zu einer gegebenen Kéihlermetrik g, die wir stets als Element
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in der ersten Chernklasse ¢1(X) von X wihlen. Nach Definition ist g Kédhler-Einstein-Metrik,
genau dann, wenn w die Bedingung:

(3.4) Ric(w) = Aw

fiir A ohne Beschrankung der Allgemeinheit gleich £1 oder 0 erfiillt. Wir werden diese For-
derung in eine Gleichung fiir Funktionen auf dem Quotientenraum M := G®/G iibersetzen,
indem wir uns auf G-invariante Metriken auf X beschrinken, G als Isometriegruppe dieser
Kihlermetrik auffassen, und ein n-Tupel von globalen reellen Koordinaten (x!,...,z") auf
M auswihlen, die wir auch kurz mit £ manchmal bezeichnen.

M ist globaler, riemannsch symmetrischer Raum, da (GC,G,U) ein kompatibles Tripel
von Liegruppendaten bereitstellt, wobei o (sic!) hier als komplexe Konjugation und invo-
lutiver Automorphismus in G auftritt, der G fixiert, um einen riemannsch symmetrischen
Raum daraus zu konstruieren. Statte M mit seinem kanonischen, invarianten Zusammenhang
als symmetrischer homogener Raum aus. Auf M kann man immer eine GC-invariante Rie-
mann’sche Metrik gf\]{[ finden, da G kompakt ist. Er hat fiir (G(C7 G, o) vom nichtkompakten
Typ (insbesondere nichteuklidisch hier angenommen) nichtpositive Schnittkriimmumg, genau-
so wie negativdefinite Riccikriimmung. M ist diffeomorph zu R™ und gestattet ein globales
Koordinatensystem.

In dem folgenden Text werden wir zwei partielle Differentialgleichungen herleiten, auf
andere Wege eingehen und auf verschiedene Probleme hinweisen. Fiir die Erste arbeiten wir
mit einer nicht-GC-invarianten, aber G-invarianten Volumenform ¥*(dV olys AdVolg) auf G,

Dabei ist dVolys := det(gf‘]([ Ydx' A...Adx™ das kanonische, Riemann’sche Volumenelement

auf M, das zur Riemann’schen Metrik ¢ assoziiert wird, und mit metrischen Koeffizienten
gg\f auf M in globalen Koordinaten x ausgedriickt wird. dVolg soll ein G-rechtsinvariantes
Volumenelement auf G sein, als Ubereinkunft sei es die zu einer biinvarianten Riemannmetrik
g% assoziierte Volumenform, die es auf kompakten Liegruppen G stets gibt. Lokal kann sie

als dVolg = det(gg YAIE A ... AdU™ fiir gewisse Koordinaten (9!, ..,9") auf G geschrieben

werden. In komplexen Koordinaten (w'!,...,w") lokal in einer Umgebung V C G, erhilt

man aus U*(dVoly A dVolg) eine Funktion h(*) als Vorfaktor von dw' A ... dw".
(3.5) U (dVoly AdVolg) = K™ dw' Ado' A ... A dw”™ A do™

Dazu definiert man eine glatte, nichtverschwindende Funktion h : M — R auf M, die als
Entsprechung zur (lokal in einer Umgebung V C G*) gegebenen Funktion h(®) dient, durch
die Gleichheit auf G©

(3.6) 90 In(h o U) = 99 In(h™))

Existenz, Eindeutigkeit und Nichttrivialitdt von h werden spéter in Abschnitt 3.2.2 und in
Lemma 3.5 diskutiert. Lokale Koordinaten auf G werden nicht oft benutzt werden, da sie
nicht so gewihlt werden konnen, dass d' A ... A d9" alleine koordinatenwechselinvariant
(strikt lokale Koordinaten ausschlieflich moglich, da G kompakt) oder G-invariant ist. (Falls
G nichtabelsch ist, so gibt es lokal nicht die Moglichkeit, die flache Metrik zu haben. Der

Tensor 4 /det(gg Yd9' A ... AdY™ hat also nicht konstanten Vorfaktor, da d' A...AdY" alleine

nicht global auf G als Tensorfeld fortsetzbar ist.) An Koordinaten auf Liegruppen sind die
logarithmischen Koordinaten als kanonische Koordinatenwahl bekannt, besser wird es aber
vermieden, iiberhaupt welche zu wéhlen. Vgl. jedoch [Mar].
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Theorem 3.1. Die reelle Monge-Ampére-Gleichung, die man auf M erhdilt, aber nicht mehr
in Entsprechung zur komplexen Monge-Ampére-Gleichung des Kihler-Einstein-Problems (3.4)
auf X steht, ergibt sich in der oben beschriebenen Situation und Notation als

(3.7) det ((V?u);5) = e~V It

fiir eine geoditisch konvexe, glatte Funktion ', und h' := Tor (hg 7y als eine nirgends verschwin-
ij

dende, glatte, reelle Funktion, die fir halbeinfaches G€ eindeutig ist, im Allgemeinen aber nur
bis auf Homomorphismen G€ — C* bestimmit.

Wir schreiben u' := w — Inh, fiir eine Funktion u auf M, die durch eine G-invariante
Funktion ¢ auf GC festgelegt ist, die im Rahmen der Volumenform w” der Kihler-Einstein-
Metrik w auf GC auftritt, wenn man

e PU*(dVoly A dVolg)

als Beschreibung fiir die Volumenform w™ hernimmt, diese also auf die ausgezeichnete Volu-
menform U*(dVolyr A dVolg) bezieht. Erinnere, dass v’ geodétisch konvex auf M bedeutet:
V2(u —Inh) > 0, wobei V? die Riemann’sche Hessesche bezeichnet (und nicht den Laplace-
operator), und positiv definit sein muss. Im Fall, dass man Koordinaten (9, ..., 9") wihlen
kann, so dass d! A ... A d9" eine (global) wohldefinierte und rechtsinvariante Volumenform
auf G hergibt, so lautet die Gleichung

(3.8) det ((V?u);5) = e

(dies ist z.B. der torische Fall, cf. [M], [WZ]).

Als Zweites, weil die Gleichung (3.7) nicht die richtige Gleichung sein kann, wegen des noch
zu besprechenden Identifikationsprozesses, der in der Herleitung der Gleichung beschritten
wird, formulieren wir ein weiteres

Theorem 3.2. Die Finsteingleichung auf M in dieser oben beschriebenen Situation ist
(3.9) A'(z,u, Du, D*u) = e

wobei A" ein nichtlinearer, partieller Differentialoperator zweiter Ordnung ist, und durch
(3.10) (00¢)" = A'(x,u, Du, D*u)|Q|?

definiert wird, mit @ als holomorphe, G®-rechtsinvariante n-Form auf G, und ¢ eine diffe-
renzierbare, G-rechtsinvariante Funktion auf G, die zu v auf M korrespondiert.

Diese wird im nichtabelschen Fall keine Gleichung vom Monge-Ampere-Typ sein, wie
wir fiir die in Abschnitt 3.4 noch folgenden Beispiele vermuten, und wie es Beispiele in den
Kapiteln 4 und 5 fiir sphérische homogene Raume alle zeigen. Nur im torischen Fall haben
wir Ubereinstimmung beider Verfahren in der wohlbekannten Gleichung

0? _

weil i/ = 1 und die Riemann’sche Hessesche im flachen R™ gerade die Matrix der zweiten
Ableitungen ist.
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3.2.1 Identifikation der Form 00¢ auf G mit der Riemann’schen Hesse-
schen V?u auf M

Wir beschreiben die stattfindenden Identifikationen, die in [D1], [D2] skizziert sind, und
dhnlich auch in [AL] und [Bil] benutzt werden. Entscheidende Teile davon sind urspriinglich
in [L] bewiesen, nach meinem Dafiirhalten, und teilweise in [Ak3] umrissen. Wir verwenden
diese Grundlage aus [L] fiir die Methode, aber in der Gestalt wie in [D1] aufgezeigt, und stets
mit zwei illustrativen Beispiele bei der Hand, und mit erlauternden Erkldrungen dazu.

Sei T € G mit n(T) = x € M, und 0 € M der Ursprung, d.h. der Punkt, der der
Nebenklasse eGG entspricht. Zusétzlich seien U,V € g, und v € TT(GC)]% :(,)) ein Vektor vom
Typ (1,0).

Lemma - Identifikation 0. Sei ¢ : GC — R eine beliebige, glatte, G-rechtsinvariante Funk-
tion, seiu : M — R eine glatte Funktion, © : GC — M die kanonische Projektion und W C M
eine offene Umgebung in M. Dann assoziiert man

(3.12) u — ¢:(T):=uon(T), TeG®
w:u(z):=goo(x) +— ¢, o:W —=G%eGC mitmoo=idy

mit einem glatten, lokalen Schnitt o iber W C M im Hauptfaserbiindel GS(M,G).

Beweis. Fiir jedes 2 € W C M gibt es ein T = o(x) € G© mit u(x) := ¢(T), fiir einen Schnitt
o iiber W C M. Lokal gibt es stets solche Schnitte, da 7 : G& — M ein Hauptfaserbiindel mit
Strukturgruppe G ist, und fiir jedes andere T € G, das 7(T") = z erfiillt und man durch
einen anderen lokalen Schnitt bekéme, folgt u(z) = ¢(T") = ¢(TU) = ¢(T) fiir ein U € G.
Uberdies gilt: u € C°(M) <= uom € C®(G®), weil 7 glatt ist. O

Lemma - Identifikation 1. Es gibt einen linearen Isomorphismus zwischen dem komple-
zifizierten Tangentialraum T,MC in @ € M, und dem komplexen, d.h. dem holomorphen,
Tangentialraum (Tru,X)not, fiir ein T € G mit x = 7(T) und festem xo € X, in dem die
Wirkung ® von G© auf X eine dichte Bahn hat, und die Wirkung auf xo mit Dy - G® = X
bezeichnet sei. Die Behauptung postuliert einen Isomorphismus

(3.13) TxM(C — (TTxOX)hol
1
Y+iY =YRr1+Y ®ri 5(—Jd7r;1(Y) +drH(Y')) —
J(—=Jdr; (V) + drnpt (Y'))

d?TTJ(2§R(U)) + Z'dﬂ'T(Q%(U)) Hovi= %(’UR - iJUR)

wobei Y € TyMC, v € T, MC liegen, m : G — M die kanonische Projektion bezeichnet, J die
kompleze Struktur auf GC.

Beweis. Das Lemma ist selbsterkldrend, wenn wir uns nur klar vor Augen fithren, was eigent-
lich passiert. Die erlduternden Isomorphismen des holomorphen Tangentialraum (77, X)por =
(TrG®) ot = (TT(GC)R)(il’O) sind aus elementarer komplexer Geometrie wohlbekannt, und
®,, wurde benutzt. Vektoren daraus sind vom Typ (1,0), mithin darstellbar als Kombination
%(UR —iJug) eines gewissen reellen Tangentialvektors vg € Tp(GC)gr. Wir benutzen ferner auf
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M die Abbildung ToM = g€/g in 0 € M, und, da M reduktiver homogener Raum ist, gibt
es einen Vektorraum m, so dass: g* = g @ m mit Ad(u)m C m, v € G. Somit ist Y € ToM
nichts anderes als ein Element JU € m = Jg unter dr, in e € G, wobei J fiir die induzierte
komplexe Struktur auf dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum (gC)R von g® steht, und
U € gist. M ist homogen unter G€, GC ist eine komplexe Liegruppe und wir kénnen transitiv
auf M durch Diffeomorphismen operieren, und es gilt die niitzliche Formel

(3.14) mou(T,.)=x(T,)om, VT eG"
mit der transitiven Wirkung

Y:GExM —» M
(A4,p) — x(4p)

und p die Multiplikation in der Liegruppe GC. Die Konsequenz dieser Formel und der Ablei-
tung davon ist, dass es geniigt, Tangentialvektoren in T,GC und Ty M zu betrachten. Dies gilt,
weil jeder Tangentenvektor auf GC eine Kombination von linksinvarianten Vektorfeldern an
dem FuBlpunkt des Tangentenvektors ausgewertet ist, und der Zusammenhang in GC(M ,G)
den Vektorraum Jg zu jedem Punkt als horizontalen Untervektorraum des Tangentialraumes
dorthin verschiebt. Zusammengefasst:

Y bzw. (i)Y’ in € M entsprechen also (U —iJU ) bzw. (J)3(V —iJV)p im Punkt T € G©
ausgewertet, fiir U,V € g.

Wodurch Y, Y’ beschrieben werden, kann auf vier verschiedene Arten mit U, V' geschehen, wir
haben uns fiir die hier entschieden, wie auch in [L]. O

Beispiel 3.1. Sei als Erstes g = (s')" = i6,(R) gegeben, die Liealgebra von G = (S1)", mit
GC = (C*)", so dass:
a® =0,(C) =g® Jg =i, (R) @ 5, (R)
gilt, wobei §,,(C) die abelsche Liealgebra der n x n-Diagonalmatrizen mit Eintrigen aus C
ist. M = R"™ sei der flache symmetrische Raum ((C*)", (S, 0), 0 : T + T_l, mit T € GC,
fixiert dabei (S!)", und die Projektion ist
m: (CH" — R

T=(z...,2") — (In|z'|,...,In]z"|)

Z1C11 0
Das Differential in 7' € (C*)" und auf Tangentenvektor = deprC =
0 ZnCnn
pur(C) in T angewandt, wobei pup die natiirliche Linksmultiplikation in der Gruppe mit T
bezeichnen soll, und ¢;; € C fiir alle ¢ gewahlt seien, berechnet man als

zyeten 0
drr(d C)—iﬂo etc—iﬂ( ) =
TAHTE) = ™ PTGt e B
— 4 m(meen)),. ) =L (n(a) + Reen),. ) =
dt|o ’ dt|o ’

= (%(611), ey %(Cnn))
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Die Identifikation T, (R™)C < T ((C*)™)(19) vollzieht sich nun folgendermafen:

, 0 4 .0
N V) -y !
Y +iY' = Ej (YJ+zYJ)—8xj — E (Y +zYJ)zJ—8Zj 7

J
0 -0
chiaxj < chzjﬁlT, c; eC
J J

beziiglich der Koordinaten, die man aus den trivialen Atlanten auf R™ und (C*)" erhilt,
da dme(diag(aii, ..., any)) = diag(Rai1,...,Rany,) ist, und die Identifikation von (C*)"-
invarianten Vektorfeldern

diag(O,...,l,...,O)Eziii, 2eCHVYi=1,...,n
z

liefert, wobei die 1 an der i-ten Stelle der Diagonalmatrix sitzt. Beobachte, dass aus R/ (T') :=
TT' die Ableitung dr Ry Ar = dr Ry Rp(A) = Ryppi(A) folgt. Jedoch hat man

dﬂT(diag(zlan, oo 2any)) = diag(Raqq, - . ., Rapy)
Fiir mehr Details zum torischen Fall, siehe [F] oder andere Literatur dazu.

Beispiel 3.2. Sei g = sus, dann ist
g® =sl(C) = hetmio’l(C) @ suy

und G = SLy(C). Der homogene Raum M = SLy(C)/SU(2) ist nichts anderes als der reelle,
hyperbolische, dreidimensionale Raum H?, wobei wir Koordinaten z,y,r € R mit » > 0 im
oberen Halbraummodell wihlen, wie in [EGM] beschrieben, als Teilraum der Quaternionen.
Dies ist auch praktisch fiir konkrete Rechnungen. Bezeichne Punkte mit x + iy + jr, worin
die vierte Komponente Null ist, und mit z := x + iy € C. Setze

(3.15) 7:SLy(C) — H?
a b bd + ac+ j
T = — = 1J
<c d) SENTEEAPE

Dies gibt reelle, SU(2)-invariante Koordinatenfunktionen auf SLy(C)
_ p_bd+ac
z = Ry

o Cx bcz—i-aé
Y= Sapep

o 1
"= P

vor. Wir werden auch das Differential dieser Abbildung in e := <(1) (1)> benétigen, d.h.

dme : T.SLy(C) = 5l5(C) — T;H?

wobei auf der rechten Seite Tangentialvektoren %, 8%7 % in j € H? mit den Punkten 1,4,

identifiziert werden sollen, aufgefasst als Vektoren im Tangentialraum T;(R @ iR & jR~)
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aus der Quaternionenbeschreibung. Auf der anderen Seite wihlen wir die folgende Basis von
5[2 ((C)

(3.16) )(:==(8 é>,}{:: <é (a>”/:: <$ 8)

und (iH,X —Y,i(X +Y)) von su(2). Das Differential berechnet sich darauf wie folgt:

d d (et 0 d g
d eH = — tH = — = — — =
" dtio"© dt |07r( ( 0 e_t>) dt|olet|2
_J2j firteR
0 fiirt=1t', t' €R, also dm.(iH)

o d Wx-v) _ d cos(t) sin(t)\, _
dr.(X —=Y) = %mﬂ' oe = a‘oﬂ'( t )

_4 J _ 4
~dtjo]cos(t)]? + |sin(t)]2  dtp

=0

. _d tx—y) d cosh(t)  isinh(t)),
dme(i(X =Y)) = G moe = dt|o”((—z'sinh(t) cosh(t)>) =

_d 2icosh(f)sinh(t) +j
~ dt|o|sinh(t)|2 + | cosh(t)[2

da (. J
dipo (z anh(2t) + s ) i

e (1 _4d o el y_ d T cos(t) isin(t)), _
Are(i(X +Y)) = g5 moe ") =5 <<Z.Sm(t) Cos(t)>>_

_4 J _d g
~dtjo|cos(t)]2 4 |sin(t)]2  dtjpl

d ixay) 4 cosh(t) sinh(t)), _
dre(X +Y) = dto" O ° N dtlow( sinh(f) cosh(t) )=

_d  2cosh(t)sinh(t) +j
~ dtjo|sinh(t)|? + | cosh(?)|2
d

J
dtio ( anh(2t) + cosh(2t)> 2

wobei wir folgende Formeln im Verlauf der Rechnungen benutzten:

1 1
sinh(z) cosh(y) =5 sinh(z +y) + 3 sinh(z — y)
1 1

sin(x) cos(y) =3 sin(z +y) — 5 sin(z —y), z,y € R
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Man bekommt damit auch bestétigt, dass su(2) der vertikale Untervektorraum ist. Zusam-
mengenommen schreibt sich die Abbildung als

, ;) ;) D
Y+ZY’:(Y1+m’)%+(Y2+zYQ’)a—y+(%+%)§H

Vi—iYs Y3 2 \Y{ —iyy -V}
_ —iY3 + Y3 (—iY1 + Ya) + (Y] +1Y3)
(—iY1 = Ya) + (Y] —iY3) iYs — Y3

mit reellen Koeffizienten Y;, Yj’ eRVi,j=1,2,3.

Lemma - Identifikation 2. Es gibt einen weiteren linearen Isomorphismus, zwischen dem
Raum der symmetrischen Tensoren s*(T} M) und einem Untervektorraum von
A(l’l)(TT(GC)RJ}S’O) (fiir jeden, fest gehaltenen Punkt T € G mit 7(T) = x € M konstru-
ierbar)

(3.17) s =sida’ @ dr! = w:Q¥(Zr) :=¢"(Y)+ ¢ (V)
s w i { J
s:*(Y)=Q¥Y) <« w= §hijdz A dz?

mit assoziierten quadratischen Formen ¢*(Y) := s(Y,Y), und Q¥ (Z7) := w(Zr, Z1), 2u einer
symmetrischen Bilinearform s bzw. alternierenden Sesquilinearform w. z* sind dabei beliebige,
kompleze Koordinaten auf G€, um T € G herum, «* die globalen Koordinaten auf M.

Beweis. Es handelt sich um ein linear algebraisches Problem. Ich verweise daher getrost auf
das torische Beispiel weiter unten. Beachte, dass wir nicht auf den darunterliegenden reel-
len Vektorraum T7(GC)g zuriickgreifen, auf dem die alternierende Form nach eventuellem
Basiswechsel trivial operierte. Der Ausdruck Q“(Y) setzt natiirlich Identifikationslemma 1
voraus. 0

Die Rolle der komplexen Koordinaten auf G generell und ihre Beziehung zu den Koor-
dinaten auf M, zeigt die folgende

Bemerkung 3.1. Sei ¢ := uor eine G-invariante Funktion auf G, mit den Koordinaten z°
auf M und komplexen Koordinaten z* auf G® um 7. Dann folgt mit der Kettenregel

= Pu 0z 0x?  Ou 0%k
(3.18) 99¢ <8x‘0ﬂ 0% 9= D azkazl) z ez
:uijﬁxi A Ox? + upddz®
Die reellen Koordinatenfunktionen 2! = x%(2',..., 2", 2!, ... 2") sind glatt. Aus der Formel

(3.18) ergibt sich fir die n-te duflere Potenz weiter
(3.19) (00¢)" = A(x,u, Du, D*u)dV olGz ™™

wobei A ein a priori nicht ndher bekannter reeller Differentialoperator zweiter Ordnung ist, der
auf die (beliebig oft) differenzierbare Funktion u : M — R angewandt wird, und dVolgc_ r-invar
eine vorerst beliebige G-rechtsinvariante Volumenform auf GC bezeichnet. Es wird fiir die
Ausformung des Differentialoperators A entscheidend darauf ankommen, welche Volumenform

hier benutzt wird.
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Beispiel 3.3. Betrachte den abelschen, torischen Fall mit G' = (S1)". Explizit ist
Q(Z) =g (V) + (V) = 3 sy (VY7 1 VYY)
ij=1

Setze H := h — iw als die korrespondierende hermitesche Form mit assoziierter quadrati-
scher Form QY (Z7) := H(Zr,Z7) an, und bemerke dass Q“ auch reellwertig ist, weil die
schiefsymmetrische Form w reell ist (auflerdem ist unter Verwendung von zugrundeliegen-
den reellen Koordinaten w nach Diagonalisierung gerade dz’ A dy’ = %dzi A dz'). Die Zer-
legung einer hermiteschen Form schreibt sich (in offensichtlicher Notation wie in [B]) als
hijdwi ® dw! = %hijdwi ® dw? — i%hijdwi A dw? beziiglich der komplexen Koordinaten w?.

Wenn s bekannt ist, so erhélt man H durch Polarisation von Q¥

H(Zy,Z) IE(QH(Zl + Za) — QM (Z1 — Zo)+
+iQH (21 +iZy) —iQ(Z, — iZ5)) =
=21 (4 V) + (] + ¥3) — (Vi — Ya) — ¢ (¥ ~ Vi) +
+i(g* (Y1 = Y3) + ¢° (Y] + Y2)) —i(¢* (Y1 + Y3) + ¢*(Y] — Y2))] =

2
(s(Y1,Ya) + s(¥7, Y3) — is(Y1, Y3) + is(Y{, Y2))

i
0 2 0
H _ 2w .
@ <8wj>_iQ <8wj)’vj_1“'n

Die Einfiithrung von affinen logarithmischen Koordinaten w! = z+49% in (C*)" =2 R" x (S1)",
wobei ¢ = In|2%|? ist, liefert die Schreibweise als

wegen

%H = sijda’ @ dal + spdd* @ A — isyda’ @ dY' + isg;dd® @ dad =
= s;(de’ @ da? + dY' @ dY —ida’ @ d +idd' @ da?) =
= sijdwi & d’LZJj

. . . e . 8 ) . ;
so dass die korrespondierende Matrix beziiglich der Basis 575, 557 ~ 1 ® 5 (bis auf §) so

aussieht: '
( (Sij) —Z(Sil)>
i(skj)  (sw)
sijdz’ ® dz? + sy dd* @ do*
Sij 0
0 sy

—syda’ @ d¥' + sp;dv* @ da’

Der reelle Anteil davon ist

mit zugehoriger Matrix

und der imaginédre Teil davon ist:
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somit (bis auf Faktor %)

1 . g . A
w= —§%(H) = isijdl‘l Ady = §sijdwz A dw?
Dies beschreibt in der Korrespondenz (3.17) die w definierende, quadratische Form @Q“, vom
reellen Gesichtspunkt quw vt q‘sZ.Tgc s aus. Dies muss jedoch noch in die komplexen Koordina-
ten umgerechnet werden.

Umgekehrt sei nun w bekannt, aus der Teilmenge der Formen, die eine Zerlegung von Q¥
gestatten, unter Benutzung der Identifikation 1, wie in (3.17) fiir Q¥ gefordert. Dann schrénkt
man Q¥ auf T, M < T,MC ein, und setzt nur komplexe Vektoren vom Typ (1,0) in Q% ein,
die unter der Identifikation 1 von Tangentialvektoren vorher einem Y entsprachen, also aus
einem n-dimensionalen reellen Vektorraum stammen. Fiir verschiedene Y kann man durch
Polarisierung die symmetrische Bilinearform s aus Q“(Y') = ¢*(Y) bestimmen.

Bemerkung 3.2. Dies liefert genau das, was wir von der expliziten Berechnung von 00¢ und
der Verarbeitung in der Gleichungsfindung im torischen Fall erwarten. Es kann auch durch
Benutzung von affinen logarithmischen Koordinaten beschrieben werden.

sijdwi ® da? sijdwi A diw?

gilt sogar fiir Tensorfelder VZu = 632872]- de’ ® dad mit 00¢ = 83?@1 dw' Adw’, wobei ¢ (S1)"-

invariant ist, und wir den Faktor 5 bei Formen w weglassen. Denn die Kettenregel fiir 90¢
aus (3.18) fiithrt auf:

0%¢ Oz 0z’ 1

= U —— = Uji——
0zk0z! 92k 9z Y yizi

= det o = ! det(u;;)
ozko7l | |zl|2 e |Zn|2 v

und der Vorfaktor der Determinante wird bei Aufstellung der Einsteingleichung verschwinden,
da —901n(.) angewendet wird. Vgl. [F],[WZ],[M]. Solch ein Vorfaktor entsteht ganz allgemein,
sobald man Koordinaten = gefunden hat, fiir die 90z* = 0,Vk = 1...n gilt:

ozt Ozl ort  Oxd
det \ wi gk gzt ) = 4\ gartiga ) =

ox' Ox? oxt .
= det(@) det(u;;) det(ﬁ) = det(u; )| det(@)]
Ob er unter 99 1In(.) verschwindet, ist eine Frage der Holomorphie an 27“:2. Ferner kann H auch
durch natiirliche komplex-lineare Fortsetzung von s auf TM nach TMC punktweise erzeugt
werden.

Beispiel 3.4. Sei wieder g* = sl5(C), g = su(2) mit M = H3. Dann findet die Identifikation
wie im torischen Fall statt, da es sich rein um linear algebraische Abbildungen handelt.

Wir werden sehen, dass im allgemeinen Fall, wenn G nichtabelsch ist, ein weiterer Term
auf der rechten Seite auftritt, der den Kommutator der Liealgebra involviert. Dies kommt
aber nur unter der dritten, noch folgenden Identifikation zum Tragen, wo nicht nur Tensoren
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in einem festen Punkt, als gébe es nichts auflen herum, betrachtet werden, sondern Tensor-
felder auf einer Mannigfaltigkeit. Darauf nimmt auch das néichste Lemma Bezug, das besagt,
dass das Identifikationsverfahren, nicht wie im torischen Fall, nur aufgrund geschickter Koor-
dinatenwahl auf G vonstattengehen kann.

Lemma 3.1. Sei ¥ : G — M x G der Diffeomorphismus aus (3.3). Im nichtkommutativen
Fall gibt es keinen komplezen Atlas auf GC, mit lokalen Koordinaten w? = x7 o prys o U +
i o prg o W in einer Umgebung V' C GC, mit der Figenschaft, dass:

1. (x',... 2") globale Koordinaten auf M sind,

2. (01, ...,9") lokale Koordinaten in Vi C G eines differenzierbaren Atlas auf G sind, und
Vo vom gewdhlten V' von oben abhdngt.

Solch ein Atlas existiert
<~

fiir jeden nichtleeren Kartenschnitt VN V' C G, wo man w' bzw. w'" als kompleze Koordi-
naten vor sich hat, besteht der Kartenwechsel aus der Vorschrift 97 = 9 + Konstante, fiir
w? =zT opry oW + i oprg o .

Beweis. Wihle einen Punkt 7 € V NV’ im Karteniiberlapp, mit ¥(7T') = (p,u). Dann be-
trachte dort einen Koordinatenwechsel.

w'((wh, ..., w")(T)) = (2" o prag + 0" o prg)(wh, ..., w™)(T))

— (@, @) (D)) + (D, ) (T))

Die komplexen Funktionen w’i(wl, ...,w™) sind holomorph, wenn

0 /3
aas
gilt, also die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillt sind:

al,/i 819” al,/i B 819”

oxd 0w oI Ord

We.il x' global definiert sind, gilt z”* = 2%, so dass % = 0;; und % = 0, Vj. Daraus folgt
% = 0;; somit 9" = ¥'+Konstante. Die andere Richtung ergibt sich trivial. Wahle auf
nichtabelschem G die kanonischen logarithmischen Koordinaten, so wird klar, dass Koordi-

natenwechsel nicht die Addition von Konstanten sein konnen. O

Korollar 3.1. Falls die Bedingung aus Lemma 3.1 erfiillt ist, und w’ derartige komplexe
Koordinaten auf GC sind, gilt:

1. dw' Adw' A ... A dw™ ist Volumenform auf GC, und d9* A ... A d9" ist Volumenform
auf G.

2. dw' Adw! A...Adw" ist G-rechtsinvariante Volumenform <= do' A ... A dd" eine
rechtsinvariante Volumenform von G ist.
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Beweis. 1. Klar, da unter Koordinatenwechsel invariant. 2. Beobachte, dass die n-Form dx' A
... A dz™ natiirlicherweise invariant unter G ist (unter der Rechtswirkung auf G©). Zerlege
dann auf GC die 2n-Form

dw' A A dw™ = (=20)"dzt AL A dE™ A dIY AL A dOT
O

Diese Identifikationen 0.—2. fithren zusammen auf eine Korrespondenz von auf (3.17) auf-
bauenden speziellen Tensorfeldern. Es handelt sich dabei um das symmetrische 2-Tensorfeld
s := V?u und die (1,1)-Form w := 9d¢, fiir einander via (3.12) korrespondierende glatte
Funktionen u: M — R und ¢ : G€ = R.

Lemma - Identifikation 3. Es besteht eine bijektive Korrespondenz von Tensorfeldern
(3.20) S w
auf M bzw. GC, die durch

(3.21) s w: Q) =¢(Y)+ ¢ Y) + 2drp(J|U, V]gr)u

s:q¢°:= QT}M Hw
gegeben wird, mit quadratischen Formen Q¥, q°, assoziiert zur schiefsymmetrischen Sesqui-
linearform w: Q“(v) := w(v,v) fir v € TT(GC)%’?), und zur symmetrischen Bilinearform s:
s(Y,Y) := ¢*(Y) mit Y,Y' € T,M, wobei x € M mit n(T) = x fir ein T € G gilt. Die
linksinvarianten Vektorfelder U,V € g sind durch das kompleze linksinvariante Vektorfeld
Z = du;lv € g© bestimmi:

U: = wR(Z), vertikaler Teil
Vi = —JhR(Z)), -Jvom horizontalen Teil

Die Polarisationsformeln liefern punktweise die alternierende Form 09¢ auf G€ und das
symmetrische Bilinearformenfeld V?u auf M.

Bemerkung 3.3. Die zweite Zeile in (3.21) bedeutet: Um ¢°*(Y) in = € M fiir einen Vektor
Y zu berechnen, wihle den entsprechenden Tangentialvektor v € Tr(GC)py (nach (3.13)) in
einem T € G©, das 7(T) = z erfiillt, was eine freie Wahl von U € TGT ! fiir festes T' zur
Folge hat, so dass ¢°(Y') = Q¥ (v) gilt. Es gilt hierbei die exakte Gleichheit von reellen Werten.

3.13
In der ersten Zeile werden dagegen Werte fiir w bzw. Q“ auf dem ganzen TMC (<—>) T G%Ol
konstruiert, wobei der dritte Term einen auf u angewandten Tangentialvektor (Derivation) in
x € M darstellt.

Beweis. Man benutzt dafiir verschiedene Tatsachen aus der Differentialgeometrie, wie es in
[L] ausgefiihrt ist, wir geben den Beweis im Folgenden fiir den Leser wieder. Zuerst einmal
gilt fiir jede Funktion ® auf G®, und komplexe Vektorfelder Z, W auf GC:

(3.22) 06(W, 2) = W - 36(2) — Z - 36(W) — d([W, Z))

Unter den zusétzlichen Vorgaben, dass ¢ G-invariant ist, und X :=U + JV, Z .= X —iJX
mit U,V € g linksinvariante Vektorfelder auf G sind, erzielt man die Formel

(3.23) 00¢(Z,Z) = (JU)*¢ + (JV)2¢ + 2(J[U, V)¢
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Dazu betrachte den Term
(Z,7) = [X —iJX, X +iJX] = 2i[X, JX]
wie man direkt ausrechnet, und weiter wird
(X, JX]=Lx(JX)=JX,X|+LxJ - X=0

da das komplexe linksinvariante Vektorfeld Z den Typ (1,0) auf GC besitzt, weshalb es ein
holomorphes Vektorfeld ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn das reelle Vektorfeld
X € g% automorph ist, d.h. £Lx = 0. Als niichstes bedingt die Vorgabe der G-Invarianz an ¢,
dass gilt:

(UG)(T) = Dor(Ur) = So(T - exp(tl))yco =0 WU € g, € C°
Zusammengenommen folgern wir nun mit der Rechnung
00p(Z,2) = 2Z¢ — 09(|2,Z)) = ZZ¢ =
= (X —iJX)(X +iJX)p = X2¢+ (JX)?¢ +i[X, JX]p =
= X0+ (JX)’¢= U+ JV)’¢+ (-V + JU)’¢ =
= (U*+2U - JV + (JV)2)p+ (V2 =2V - JU + (JU)?)¢p =
= (JUPo+ (JV)? o+ U(JV)p = V(JU) =
= (JU¢+ (JV)’¢ + [U, JV]¢ — [V, JU]¢p
als wichtiges Zwischenergebnis die Gleichung (3.23). Fiir den nichsten Zwischenschritt erin-
nern wir uns an folgenden Fakt: Mit einer Geodédte v in M, die von x € M ausgeht, mit

Geschwindigkeitsvektor Y in x, kann man die Riemann’sche Hessesche wie folgt berechnen
2

d
(3.24) Viu(z)(Y,Y) = (dﬁu o fy(t)> -

Der Beweis dazu wird in Lemma 3.4 gegeben. Zur Erklérung der Notation hierbei sei erwahnt,
dass V? die zweite kovariante Ableitung auf einer glatten Funktion u ausdriickt, in den koor-
dinateninduzierten Basistangentenvektoren %,i =1...n auf M lautet diese

B 0? g O
T Dziozi ULk
Als dritten Zwischenschritt, weil das Tangentialbiindel von GC trivial ist, haben wir einen
Biindelisomorphismus TG = GC x g€ vorliegen, so dass wir fiir jeden Vektor v in T € G©
ein eindeutig bestimmtes linksinvariantes Vektorfeld Z € g€ finden, so dass Zp = v wahr ist,
die Umkehrung dazu ist trivial.

Weiter geht es in folgender Weise: Fiihre die Gleichung (3.23) auf den Punkt T € G©
zuriick
(3.26) 906(T)(Zr, Zr) =

= (JU)¢ + (JV)3¢ +2(J[U, V])r¢ =

d? i
_ (dtij(T exp(tJU))) — + (dt2¢(TeXp(tJV))> o +

(3.25) (VQU)U

+2- (jtqﬁ(Texp(tJ[U, V]))) =

|t=0
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<;§;u on(T exp(tJU))> - <522u on(T exp(tJV))> . +

+2. @u o 7(T exp(tJ[U, vm) B

Die Ausdriicke ¢t — 7(T exp(tJW)) mit JW € {JU, JV,J[U,V|} C Jg,t € R sind Geodiiten
in M, die in z = 7(T) mit Tangentenvektor dnpJWr starten. Beobachte, dass man fiir jedes
W € g Folgendes weif3:

d? d

GEOTep(tIW) = 4 Lo exp(tI)) =
d

= %lOD(ZSTexp(tJW)(JWT) = (JW)T(b

Wir konnen jetzt Gleichung (3.24) auf die ersten beiden Ausdriicke des Ergebnisses in (3.26)
anwenden, und den Dritten nur umformen, um insgesamt

(3.27) 09¢(T)(Zr, Zr) = Viu(x)(Ye, Ye) + Viu(2)(Yy, Y;) + 2 - drr(J[U, V])ru

mit Y, = drnp(JU)p, Y, := drp(JV)r zu erhalten. Beachte auch, dass es fiir eine andere
Wahl von 7" # T, aber noch immer mit 7(7") = z, ein U € G gibt, so dass T" = TU gilt, was
im Grunde genommen keinen Unterschied von (3.27) im dritten Ausdruck macht, wegen der
Invarianz unter G, und die ersten beiden Terme bleiben sowieso unveréndert. Damit haben
wir die Identifikation (3.21) erlangt, indem man 9d¢ zu V2u assoziiert, genau dann, wenn
(3.12),(3.13),(3.20) in jedem Punkt € M und T € GC mit 7(T") = z gilt, und beide Tensoren
lassen sich gegenseitig auseinander bestimmen. O

Korollar 3.2. Seien Z7p < Yz + 1Y), Wr < Yy + 1Y}, unter der Identifikation aus Glei-
chung (3.13) zueinander assoziiert. Wir berechnen die Polarisation der quadratischen Form
Q“(Zr) = w(Zy, Z1), und gehen mit Gleichung (3.27) nach M iiber.

(3.28) 006(Zp, W) = i(QW(ZT W) — Q%(Zr — W)+
+ iQw(ZT + ZWT) — iQw(ZT — ZWT)) =

1
= 1@z +Yw) + *(Yy + Yy )+

+ 2dr(J[=Jdn Yz + Yw), =Jdn ™ (Yy + Yij)]))u—
- %(QS(YZ = Yiw) +¢*(Yz = Yy )+
+2dr(J[=Jdn N (Yz — Yw), —Jdrn = (Y — Yiy)]) Ju+
+ 26 (0 = i)+ ¢*(V + Yin)+
+ 2dn(J[~Jdn (Y7 — Vi), = Jdn~ (Y} + Yw)]))u—
— @07+ V) + ¢ (V] — Yin)+
+ 2dr(J[—Jdn Yy + Vi), = Jdn = (Y — Yiw)]))u
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Nun wenden wir die Bedingung Y’ = 0 an, um ganz nach M zu gelangen. Der obige Ausdruck
reduziert sich auf

s(Yz, Yiw) + idn(J[=Jdr 1 (Yy), —Jdn~  (Yw)])u

so dass die Matrix beziiglich der Basis (%, e %) wie folgt aussieht:

(%’ + z’dw(J[—de_l(%), —de—l(a‘zj)])u)

Beispiel 3.5. Im torischen Fall haben wir gerade das Identifikationsverfahren 2 in fest ge-
haltenen Punkten 7 € G®, und 7(T) = z aufgezogen, dieses konnen wir direkt auf die
Identifikation 3 hier iibertragen, mit variierendem Basispunkt zwar, aber es entstehen keine
Zusatzterme, da g = iR" abelsch ist und M = R" flach ist. Das zweite Beispiel, das wir stets
noch verfolgen, ist aussagekraftiger, siche das folgende Beispiel.

Die Identifikation 3 reduziert sich ganz allgemein auf die Identifikation 2, wenn man sie nur
in zwei festgehaltenen Punkten ablaufen lédsst, denn man findet sich im linear algebraischen
Fall wieder.

Beispiel 3.6. Hier ist also G = SU(2), M = H3. Sei s = V2u zuerst vorgegeben. Fiir jedes
v=durZ,mit Z, € sly(C), sei Z, = c1 X +coH +c3Y = <22

3
e € SLy(C) das neutrale Element. Zerlege Z, in seine Bestandteile aus der direkten Summe
su(2) @ herm2>0’1((C):

7z, = <1 ic3 31 — 63)> . <1 c (e + 03)>
5(c3 —c1) —ic3 5(cs+ 1) —c}
Vergleiche dieses mit dem Ergebnis in (3.13), so dass die Vektoren Y,Y”, die zu Z korrespon-
dieren, durch die Komponenten

C1 . . .
mit ¢; = ¢t +ic2 € Cin
—c )’ J J J

1

Yl = 7(_03 - C%)? }/2 =
1

Y = 5(0% +e3), Yy =

10

o1 . 9 & & . _ . . .
beziiglich der Basis (5, 5y 5r) gegeben sind. In e = (O 1>, der Einfachheit halber, ist w,

bestimmt iiber die Polarisierung von
Q¥(Z) = (Y) +¢*(Y') + 2dre(J[U, V])u

Man erhélt unter Beriicksichtigung, dass Z, schon ein Vektor vom Typ (1,0) ist, und man
die R Funktion im Folgenden vernachléssigen kann

. 1 1 .
U= pra(Ze) = ¢ - il + Sler —e3) - (X =Y) + S(c] +¢3) - i(X +Y) =
— Y3 iHA4Ys (X —Y)+(-Y) (X +Y)
1
V.= —Jprhermio,l((c)(Z) = —J[cs - H+ 5(6% — ) i(X -Y)+

1
+§(c%+c§)'(X+Y)]:ng’-iHnLYQ’-(XfY)le"z'(XJrY)
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somit

[U,Vlsuz) = 2MNMY; = YaY{)iH +2(Y1Y5 — Y3Y{)(X = Y) +
+2(Y2Y5 — Y3Y5)i(X +Y)

und im Hinblick auf Beispiel 3.2 und die Berechnungen dort, folgert man

2m (J[U,V]) =AY — VaY])(=2)) + A(V1Y] — Ya¥])(2i) +
+4(YaYy — Y3Y3)(=2)
was
! ! a / ! 8 / / a
—8(M1Y, — Y2Y1)§ +8(Y1Y3 — Yng)a—y —8(Y2Y; — Y3Y2)%
entspricht. Dies liefert den ganzen Ausdruck fiir Q¥ (Ze):
(329)  @(2) =)+ )+

0 0 0
#8 (=00 v L+ 03— W) L - g - vavd g ) =

Oz oy or
Y vy %
=¢V)+ (V) =8| (2| x (V5 oy | v
Vs Y] g

wobei wir aus formalen Griinden das Vektorprodukt und Skalarprodukt in R? eingesetzt ha-
ben.

Sei umgekehrt w gegeben, das sich aus der Polarisierung von “ gewinnen ldsst, und Q%
ist ein Ausdruck wie er in (3.21) auftaucht. Damit erhélt man die symmetrische Bilinearform
s = V2u aus der Polarisierung von ¢°, und ¢° ist einfach Q“ auf TH? eingschrinkt, d.h.
Y’ = 0 setzen, wobei der Term ¢*(Y”’) verschwindet, ebenso wie 2dmry(J[U, V])u, weil V nach
der Identifikation 1 und oben berechneter Formel zu Y’ korrespondiert. O

Bemerkung 3.4. (Erklirung zum Identifikationsverfahren) Wie in Bemerkung 3.3 schon
angedeutet wurde, wird w aus der Polarisierung von Q)“ gewonnen, vgl. Identifikationslemma
3, und Q¥ wird als quadratische Form auf ganz TG(,EOI wirkend konstruiert. Die Vorfaktoren
det(¢;) von (09¢)" (kartenabhingig) und det(u;;) bzgl. der kanonischen Koordinaten = auf
M sind nicht identisch, da auf GC sozusagen mehr Informationen vorhanden sind als auf
M. Diese geht bei der Richtung nach M durch das Einschrénken verloren. Es handelt sich
dabei im nichtabelschen Fall um den dritten Term in (3.21), der ersatzlos mitsamt seiner
lokalen, nichttensoriellen Informationen wegféllt. Dies fithrt zum Fehler, der bei dem Verfahren
gemacht wird. Torisch geht nichts verloren, da es den dritten Term von Anfang an gar nicht
gibt, und man s = V2u auf den Y’ Vektoren iibernehmen kann, von den Werten auf Vektoren
Y, in den Benennungen von Identifikationslemma 1 fiir Y, Y.

3.2.2 Aufstellung der reellen Monge-Ampere-Gleichung

Wir werden Theorem 3.1 zeigen. Die Kahlerform w erfiille die Gleichung (3.4) und sei invariant
unter der Wirkung der maximalen kompakten Untergruppe G von GC. Unter Einschrinkung
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von w auf die offene Bahn U := GC.x & X, fiir ein festes zg € X, und anschliefendem
Riickzug mit der Abbildung, die der Operation auf dem Punkt zq

Dy GEXX— X, T Ty

(von rechts) entspricht, induziert es eine exakte (1,1)-Form auf GC, weil G eine Stein’sche
Mannigfaltigkeit ist, und somit alle htheren Kohomologiegruppen verschwinden, und man das
00-Lemma (Lemma 3.2) fiir diesen Spezialfall anwenden kann. Wir erhalten

(3.30) OF ity (w) = 90¢

mit einer glatten reellen Funktion 6, die unter G invariant ist. Daher finden wir eine andere
G-invariante Funktion ¢, indem wir auf GC gleichsetzen

(80h)" = e=*T*(dV olps A dVolg)

Wir beziehen hierbei alle Volumenformen auf diese fixierte Volumenform ¢*(dVys A dVig)
auf GC, wobei dVy; das Riemann’sche Volumenelement zur Riemann’schen Metrik auf dem
symmetrischen Raum M ist, und dVi eine mindestens G-rechtsinvariante Volumenform auf
G ist. Man kann aber einfach auch eine biinvariante Metrik auf der kompakten Liegruppe
wéihlen, und dazu dV als Riemann’sches Volumenelement ansetzen. Auf der anderen Seite,
nach den Identifikationen des letzten Abschnitts, korrespondiert d9¢ zu V2a auf M, und
dies ist symmetrisch und positiv definit auf M, nach [L], so dass es folgende Riemann’sche
Volumenform auf M mit Koordinaten x in der globalen Karte auf M gibt

_ det((V%)ij)
det((g}))

Schreibe fiir ¥*(dV olps AdV olg) einen lokalen Ausdruck in komplexen Koordinaten in der Um-
gebung V' C G hin, wie in Gleichung (3.5) mit einer lokalen Funktion h(®) wobei ausfiihrlich

det((V2d);;)dz' A ... A dz" dV ol

(3.31) hw) = < det(g%) o \I/> < det(gg) o \I/) Jw?
sein muss, und J®@?) die lokale Transformationsfunktion von der 2n-Form dz! A ... A dz™ A
dO' A ... A dY" auf M x G nach dw' A ... Adw™ auf GC in den entsprechenden Umgebungen

ist. Genauer kann man festhalten:
Sy _ T(datAL Adat NN AT
dw! A ... A dw™

dxt o W) A ... Ad(z" o W) Ad(W o W) A ... Ad(I" o )

dwl A ... A dom™
_ <8(19 W) ki 4 8(12 ° \I/)du‘/i) A
=1

, Owki wli

()

n j , j ,
A (dekj + de j> J(dw' A ... A da™)

! !
e ow"i i

Gleichung (3.5) war:

T (dVolpr AdVolST 2y = B gyt A LA dw™
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Durch Anwendung von Cherns Riccikriimmungsformel
Ric(w) = —00Indet(g;5), fiirw = gﬁdzi Adz

auf X, erhélt man einen Ausdruck fiir die Kriimmungsform auf dem kanonischen Linienbiindel
Ky, und zur Unterscheidung schreiben wir einen unteren Index X bzw. GC an Ric, je nachdem
wo man diese Formel anwendet, um die Kriimmungsform zu bestimmen. Unter Ausnutzung
der Tatsache

(3.32) ®*if; Ricx(w) = Ricge(Pifw)
folgt mit Ricge(®*ij;w) = Ricge (99¢) die Formel fiir die Kéhler-Einstein-Bedingung
(3.33) 00¢ — 8dlog(h™)) = 8¢

fiir exakte (1, 1)-Formen auf G, aus der Anwendung des Riickzugs ®*i}; auf beide Seiten der
Kéhler-Einstein-Bedingung (3.4). Als erste direkte Konsequenz von (3.33) erkennt man die
G-Invarianz von

90 h™) = 98 (¢ — ¢)

weil ¢ und ¢ beide selbst G-invariant unter der Rechtswirkung von G auf G sind, und
weiterhin folgt die Existenz von h € C*°(M) in Gleichung (3.6), so dass h o ¥ globale, G-
invariante Funktion auf G€ wird. Im Allgemeinen ist sie nur bis auf Addition von Charakteren
auf G€ und eine Konstante eindeutig bestimmt, wogegen im Fall dass G© halbeinfach ist, sogar
die Eindeutigkeit folgt, vgl. Bemerkung 3.8. In nichttorischen Fillen ist h(*) eine echt lokale
Funktion und nichtkonstant, fiir beliebige komplexe Koordinaten (w?,...,w") auf GC.

Bilde die n-te duere Potenz der (1,1)-Formen auf beiden Seiten der Gleichung (3.33),
und erhalte folgende Gleichheit von Volumenformen

(3.34) (80 — DD In kW)™ = e=W* (dV olpr A dVolg)

Daraus leitet sich die wohlgemerkt lokale, komplexe Monge-Ampere-Gleichung fiir diese Si-
tuation auf V C GC her:

(3.35) {det(( — In A )):e—¢h<w>

(¢z] (lnh v ) ) >0

wobei man auf beiden Seiten den gleichen Basisvektor dw! A ... Adw" zu lokalen Koordinaten
w', ..., w" auf G® vorfindet. Wir benutzen die Konvention, dass Indizes k, (4,7), (i,7) die
rechts unterhalb einer differenzierbaren Funktion stehen, stets die diesbeziiglichen partiellen
Ableitungen dieser Funktion bedeuten, im passenden jeweiligen Kontext in den vorgegebenen
reellen oder komplexen (lokalen) Koordinaten. Es diirfte keine Schwierigkeiten bereiten. Be-
achte, dass Gleichung (3.35) nur lokale Giiltigkeit hat, von der Wahl von Koordinaten auf G
abhéngt, und i.A. nicht G-invariant ist. Die Funktion ¢ ist jedoch nach Vorgabe G-invariant,
also ist
det ((¢ — Inh(*));5)

)
(3.36) ) —e

kartenunabhiingiger Ausdruck und invariant unter G-Wirkung auf GC. Bis zu dieser komple-
xen Monge-Ampere-Gleichung ist die Kéhler-Einstein-Bedingung noch korrekt ausgedriickt.
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Wir iibertragen die rechte Seite von Gleichung (3.34) als Erstes nach M x G (mit Hilfe des
Riickzugs beziiglich ¥ 1), und eliminieren nichstens dV olg auf der rechten Seite um nach M
zu gelangen. Indem man auch auf der linken Seite diesen Weg der Ubertragung wihlt, kann
man eine Gleichung aufstellen, die ebenfalls die Kahler-Einstein-Bedingung korrekt abbildet:

(\P_l)*(agul o ‘Il)n o efu’flnh’
dzl A...ANdz" ANdVolg

(3.37)

Diese ist jedoch mit einem i.A. unbekannten Differentialoperator geschrieben, also nicht un-
bedingt von reellem Monge-Ampere-Typ. Will man jedoch diesen Typ gewaltsam erzwingen,
so muss man das Identifikationsverfahren aus Identifikationslemma 3 ausfithren, bei dem je-
doch die Beziehung zur komplexen Gleichung soweit aufgegeben wird, dass sich Lésungen
nicht iibertragen lassen, vgl. Bemerkung 3.4. Das Vorgehen assoziiert nun die linke Sei-
te 00(¢ — In h(“’))‘v von Gleichung (3.34), was gleich 99(¢ — Inh o W)y ist, und sich zu
00(¢ — Inh o W) auf ganz GC fortsetzen lisst, in einem einzigen Schritt mit V2(u — Inh)
auf M. Dies ist die Anwendung des Identifikationslemmas 3, insbesondere Gleichung (3.21).
Bilde die korrespondierende Volumenform, auf Grundlage der globalen Koordinaten x. Die
Ersetzung der lokalen Funktion A(*) durch eine globale, invariante Funktion h o auf GC mit
Hilfe der Gleichung (3.6), gestattet eine unmittelbare Ubertragung zu h auf M. Schlieflich
erreichen wir

Vdet (V2(u —nh))ij)dat A ... Ada™ = e~ dVoly

auf M, was eine Gleichsetzung von auf zwei unterschiedliche Weisen induzierten Volumen-
formen darstellt. Dies liefert, nachdem man Exponenten um Faktor zwei angepasst hat, um
die Quadratwurzel loszuwerden, da das Riemann’sche Volumenelement seinen Koeflizienten
unter einer Quadratwurzel hat, wogegen dies auf der rechten Seite nicht der Fall ist, weshalb
hier Anpassungen vorzunehmen sind, die folgende Gleichung an die Koeffizienten

det((V2(u — Inh));j)
det(g%) B

—Uu

Somit erhalten wir nach der Festsetzung in Theorem 3.1 von v/ := u —1Inh und A’ := Tor (hg w7y
ij

die folgende reelle Monge-Ampere-Gleichung in (3.7)
(3.38) det((V2u')y;) = e~

Jedoch ist die reelle Gleichung (3.7), wegen der Identifikation 3, wie in Bemerkung 3.4 beschrie-
ben wurde, eine falsche Bedingung fiir eine KE-Metrik. Genauer sehen wir in Abschnitt 3.4
im Beispiel G = SU(2), dass bekannte Potentiale fiir G-invariante KE-Metriken auf SLy(C)-
fasthomogenen Varietdten X die Gleichung (3.7) nicht erfiillen.

Der Unterschied in der reellen Situation kann durch folgende Rechnung sichtbar gemacht
werden :

(00¢)"

det((VQ&)ij)dazl VAN d:Cn)

(3.39) = (1 - dVolg)

Mit 8d¢ = 8¢’ und entsprechend V24 = V2 bekommen wir
. (1) (090')"
det((V2u/);)dzt A ... Adz™ AdVolg
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als den Faktor, der den Unterschied ausmacht: Die eine Volumenform erhilt man durch
Weglassen von dVolg, die Andere iiber das Identifikationsverfahren, das insgesamt IdVolg
wegkiirzt, so dass man dieses [ auf der linken Seite wieder zuriickmultiplizieren muss. Beob-
achte jedoch, dass [ selbst ein partieller Differentialoperator ist, der auf die Funktion v’ wirkt.
Die gesamte linke Seite wird mit diesem Operator zu

(U=H*(90u’ o W)™

det((V?u)i5) - 1 =
et((VZu)i5) dzl AL Adz" AdVolg

was die folgende Gleichung (im Allgemeinen wohl nicht von reellen Monge-Ampere-Typ, vegl.
(3.37)) liefert.

(\Il_l)*(aéu’ o \Ij)n __—u'—Ink

A4 o
(3.40) dz'' A ... Adx™ AdVolg

Bemerkung 3.5. Bei gleicher rechnerischer Behandlung beider Seiten der Gleichung (3.34)
in obiger Herleitung, d.h. Quadrieren beider Seiten nach dem Identifikationsverfahren, erhélt
man statt (3.7) folgende Gleichung in denselben Bezeichnungen wie eben.

(3.41) det((V2u');;) = e~ 2 ~In(hn")

Bemerkung 3.6. Die Riickrichtung obiger Herleitung von (3.7) unter Benutzung der Identi-
fikationen 0 - 3 lduft folgendermaBen ab. Sei u' eine Funktion, zu der ¢’ := ' o 7 nach (3.12)
korrespondiert und die im Folgenden aufgelisteten Eigenschaften besitzt:

i. o erfiillt Gleichung (3.7)

ii. ¢ auf GC ist plurisubharmonisch, d.h. fiir v/ hat man auf jeden Fall V2%’ > 0 (geodétische
Konvexitéitsbedingung) und eine weitere Nebenbedingung, ohne die es nicht gehen wird,
vgl. [Ak4]

iii. 00¢’ auf GC setzt sich auf ganz X als Randbedingung fort, fiir u/ oktroyiert dies ebenfalls
eine Randbedingung.

Aus (3.7) erhélt man
det (V2u/)ij)dat A ... Ada™ = e "W gl AL A da”

Ergénze die rechte Seite mit der n-Form dVolg, und iiberfiihre die linke Seite mittels Identi-
fikation (3.21) auf G©

(00¢)" = e~ TIhoVtIndet(gif W) gx (gol A A da™ A dV olg)
Deshalb schreibe in lokalen Koordinaten auf G©
(80¢)" = =@ VR gl A A da”

Jetzt konnen wir die Ricciform auf beiden Seiten der letzten Gleichung bilden, d.h. —99 In(.)
auf die Koeffizientenfunktion der lokal geschriebenen Volumenform anwenden, somit folgt

Ricge(80¢)) = 80¢' 4+ 001n h — 9 1n h(™)
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was sich mit Gleichung (3.6) auf
Ric(90¢) = 09
— Ric(w) =w

transformiert, wobei wir w als Fortsetzung von (®~1|U)*(09¢') auf dem offenen Orbit U =
GC.xzy C X auf ganz X definieren, unter erfiillter Randbedingung, die vorausgesetzt wird. Es
ist wegen der Plurisubharmonizitétsvoraussetzung und Glattheit eine Kéhlerform, und daher
ist w eine Kihler-Einstein-Form auf X, die auf G€ durch 09¢’ bestimmt ist.

3.2.3 Aufstellung der Einsteingleichung fiir homogene Riume unter Ver-
wendung von )

Anstelle der Volumenform ¥*(dV oly; AdVolg) kann man jedoch auch |Q> = QAQ wie in der
einfithrenden Gleichung (3.1) wéhlen, die zu der unter der natiirlichen Gruppenmultiplikation
auf GC rechtsinvarianten, holomorphen n-Form € := Qgc gehort. Alle moglichen solchen
differieren nur um eine Konstante ungleich Null, da man sie als mit der Gruppenmultiplika-
tion vom neutralen Element verschobene n-Form im Tangentialraum auf der Liegruppe G©
realisieren kann. Manchmal gibt es eine natiirliche algebraische Konstruktion einer solchen
holomorphen Form, wie es z.B. fiir G© = SLy(C) der Fall ist. Weitere Beispiele fiir holomorphe
Qr, wobei L sogar eine homogene Varietét sein kann, folgen in den Kapiteln 4, 5. Vergleiche
zur Existenz und Eindeutigkeit von ), auch Lemma 5.7.

Schreibe fiir eine derartige n-Form lokal in Umgebung V' € G mit Koordinaten w', ..., w™:

(3.42) Q=f®dwt AL A dw”
mit einer lokalen holomorphen Funktion f(*), so dass gilt:
QAQ =@ Pdw' Adw' A .. Adw™ A dw™

Daraus ergibt sich

_ (W) . g fw)
w2 _ o Of
99 [f@2 = 9 TP
_fORIOSIP ~ 9P R
B | flw) )4 B

Das bedeutet, dass |Q|? die Kriimmungsform Null besitzt. |2|? unterscheidet sich um eine
Funktion k(z!,...,2™) von der in Unterkapitel 3.2.2 betrachteten Volumenform W*(dV olys A
dVolg) auf G©

(3.43) U*(dVoly AdVolg) =k - |Q)?

und es trifft zu, dass man nicht leicht einen Ausdruck fiir k£ finden kann, wie es im Fall SLy(C)
zum Beispiel schon zu beschwerlich ist. Die Funktion & muss zwar G-rechtsinvariant sein, aber
vom selben GC-Invarianztyp wie U*(dVoly A dVolg).

Der {ibliche Ansatz geht von der Gleichung

(3.44) (00p)" = e ?|Qqc|? =
= e ?|fPdwt AL A da”
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aus, was genau der Kéhler-Einstein-Bedingung (3.4) entspricht, bei erfiillter Randbedingung
zur Fortsetzbarkeit auf ganz X in der Riickrichtung. Es liegt nahe, im Hinblick auf die Identi-
fikationen aus Unterabschnitt 3.2.1, 90¢ sofort (n. [D1]) durch V2u zu ersetzen. Allerdings ist
unklar, was (V2u)" in (3.44) sein soll. AuBierdem sind die beiden Operatoren ja nicht gleich
im naiven Sinn, sondern stehen in einer bijektiven Korrespondenz auf bestimmten Mengen
von Funktionen. Ferner ist unklar, wie man formal richtig von (3.44) nach det((VZu);;) = e~
gelangen sollte, da zwar (00¢)" = det(qbﬁ)dw1 A ... Adwo™ gilt, das heifit, eine lokale Glei-
chung ist in V C G© erfiillt: det(;;) = e~?|f)]2) und invariant unter Koordinatenwechsel
und G-Wirkung aufgeschrieben st6t man auf

det(¢i3) o

(3.45) e

Hier spielen die gewéhlten komplexen Koordinaten keine Rolle, und man ist versucht, die
Identifikation 3 aus Abschnitt 3.2.1 anzuwenden, aber wie man den Tensor V?u einsetzt und
dann weiterrechnet, ist auch nicht klar. Wenn man die Riickrichtung zeigen will, also von
der reellen Monge-Ampere-Gleichung det((V2u);;) = e™* auf die Kihler-Einstein-Bedingung
(3.4) schliefen mochte, so hat man ebenfalls das Problem, dass man nur die Koeffizienten
ersetzen mochte, dies ist aber nicht moglich, wenn auch die Koeffizienten (V?u);; durch die
kanonischen Koordinaten auf M feststehen, weil (¢;;) kartenabhéngig ist.

Die einzige Moglichkeit, die verbleibt, ist, das Ziel eine reelle Gleichung von Monge-Am-
pere-Typ zu erzielen, aufzugeben, und einen der speziellen Situation angepassten Differential-
operator zuzulassen, wie in Theorem 3.2 behauptet. Die Herleitung verlduft dabei so, dass
der Operator (00¢)"™ mittels Gleichung (3.18)

82” %% + % 82$k dzk A dgl
0xtoxI 9zF 978 Oxk 92k07

aé¢:(

1., z", und auf eine

direkt berechnet wird, nach Wahl von reellen Koordinatenfunktionen x .
geeignete Volumenform bezogen wird. Man erhélt fiir eine Volumenform dVolgC_ rmvar- = die
vom Grad der Invarianz her geniigt, um eine Gleichung zu schreiben, unter Benutzung lokaler

Koordinaten w’ und der Formeln:

1
jlxt .. am)
(3.47) U (dVolys A dVol5™ ) =hWdw' A ... A d™

(3.46) dV ol G = U*(dVolys A dVolg™™)

die diese Volumenform mit minimalen Invarianzanforderungen auf die in Abschnitt 3.2.2
verwendete Form W*(dVoly A dVoli™V?") bezieht, via einer nirgends verschwindenden, G-
invarianten Funktion j = j(x!,..., 2") folgende Gleichsetzung.

(3.48) (009)" =A(z, @i, Dii, D*u)dV ol ™™™ =

:6f¢dvolgér—invar.
wobei ¢ wie in (3.30) das Potential von w auf G€ bezeichnet. Die entstehende Gleichung lautet
(3.49) Alz, f:=u+1Inj—Inh,Df, D*f) = e

mit der Ersetzung (3.6), die wegen der nur von x abhéngigen Funktion j hier auch gelten
muss.
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G —r-invar.

Wir kénnen mit den beiden benutzten Volumenformen, dem allgemeinen dVol ¢ ,

und |Q?, das iiber (3.43) zu dVoly A dVol&G™1 bezogen ist, schreiben:

(3 50) (8?]0 o \I,)n _ e—(bdvolggr-invar‘ — e—.¢§|Q‘2
) (00¢)" = A(z,u, Du, D2u)dV0lgEr'mvar' = A'(z,u, Du, D?u)|Q|?

wobei der Operator A" durch obige Gleichung gc?égb)” = A’|Q|? definiert wird. Die fiir 001Inj =
0 und 00Inh =0, d.h. 900Injo ¥ =0 und 9d1Inh o ¥ = 0 erhiltliche reelle Gleichung lautet

k
(3.51) A'(z,u, Du, D*u) = e_“}

Wir wollen ausschlieBlich die spezielle Wahl |Q|? fiir dVolgjcr'in"ar' mitsamt den Gleichungen
(3.42), (3.43) und (3.46) verwenden, um die Hilfsfunktion % letztlich loszuwerden. Dazu fordert
man die Gleichheit (3.44) ein, also nicht mehr in Bezugnahme auf eine andere Volumenform
dVolgjcr‘invar' die man erst noch umrechnen muss, um eine passende lokale Gestalt zu erzeugen.
Man bekommt einen Operator A’ mit A’ = %A und setzt an, wie eben, mit

(3.52) (00¢)" = A'(x,u, Du, D*u)|Q|?
fiir alle G-rechtsinvarianten Funktionen ¢ auf G, und wir erhalten
(3.53) A'(z,u, Du, D*u) = e~

ohne die Funktion j, was man als reelle Einsteingleichung ansehen kann, wie in Gleichung
(3.9) von Theorem 3.2 behauptet.

Bemerkung 3.7. Ausschlieflich die Art (3.53) einer reellen Gleichung wird in den Kapiteln
4 und 5 hergeleitet, durch die Berechnung der Operatoren A’ beziiglich der Wahl von [ |?
und geeigneter r Stiick (r =Rang(L)) reeller Koordinatenfunktionen z auf affinen homogenen
Varietdten L := G/H, fiir eine reduktive algebraische Gruppe G, und H eine abgeschlossene
Untergruppe von G. Stets gilt r < 2n, wobei n = dim¢(L) die komplexe Dimension ist. In
allen Beispielen liegen folgende Werte vor: » = 1, r = 2 oder fiir die beiden quasihomogenen
Beispiele (torischer Fall und G = SU(2) aus dem noch folgenden Abschnitt 3.4; r ist nur mehr
die Anzahl reeller Variablen) mit » = n. Zur Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Form
Qp, beachte die zusétzlichen Voraussetzungen an G und H aus Lemma 5.7.

3.3 Wichtige Eigenschaften von G* in Bezug auf den homoge-
nen Raum M

Wie in der Darstellung im ersten Abschnitt von [Bal, zeigen wir verallgemeinernd die folgenden
Aussagen.

Lemma 3.2 (90-Lemma fiir lineare komplex reduktive Liegruppen GC). Sei G eine kompakte
Liegruppe. Jede geschlossene (1,1)-Form w auf G© kann durch w = 00 dargestellt werden,
fiir eine glatte Funktion B auf GC. Wenn w reell ist (d.h. T = w), so kann B auch reell gewdhlt
werden. Wenn w unter Multiplikation p : G x G¢ — G© mit Elementen aus G invariant ist,
so kann B auch G-invariant gewdhlt werden.

53



54 KAPITEL 3. KAHLER-EINSTEIN-METRIKEN AUF GC-FASTHOMOGENEN
FANO-MANNIGFALTIGKEITEN

Beweis. Setze die lokale Version dieses 00-Lemmas auf Stein’sche Mannigfaltigkeiten unse-
res Typs fort. In der Literatur gibt es entweder die lokale Version oder die globale Ver-
sion fiir kompakte Mannigfaltigkeiten in fast jedem Textbuch zur komplexen Geometrie.
Weil w geschlossene Form ist, gibt es wegen H é’l(GC) = 0 und dem d-Poincaré-Lemma ein
a=al?+a% € HYGC R) mit

w = da=(0+0)a=
= 9o + 9a? + 9t 4 5ot

Es muss also da!'? = 0 = 9a%! gelten, weil w nach Voraussetzung eine (1,1)-Form ist. Wegen
des Verschwindens der Dolbeault’schen Kohomologiegruppen H g’O(GC) =0= Hg’l(GC) bzw.

wegen des sog. Dolbeault’schen Lemmas, existieren Funktionen b1, Ba, so dass al? = 98, und
a%l = 0By gilt. Setze 8 := By — B, damit folgt:

008 = 9(0fy —0B1) = 0™ —0B) = 0¥t — 003, =
902t + 908 = 0ot + 0o’ = da = w

Wenn w reell ist, so wéhle %(ﬁ + f3) als reelles Potential fiir w. Es ergibt sich

00(5 + ) = 5(w+005) =

N

N = Qi

(w+w) =w

Wenn w invariant unter der Links- oder Rechtsmultiplikation x in G€ mit Elementen U € G
ist,

n:GxGt = G©
(U, T) - U-T, bzw.T-U

und wir schreiben gy : G — GC fiir die Multiplikation mit einem festen U auf G, dann
bedeutet dies: pjw = 00(ui;B) = 09(B o uy), man muss also B invariant unter der Grup-
penwirkung machen, wenn es das nicht schon ist. Dazu mittelt man die Funktion 3 iiber die
kompakte Gruppe G, in der iiblichen Weise mit dem Haarschen Integral, und erhélt:

(3.54) b= [ i Stonr (V)
G

was als neues Potential verwendet werden kann, das G-invariant ist. O

Korollar 3.3 (00-Lemma fiir affine homogene Varietéiten). Sei G reduktive algebraische
Gruppe, H < G abgeschlossene reduktive Untergruppe. Dann ist der homogene Raum G/H
eine affine Varietit, insbesondere eine Stein’sche Mannigfaltigkeit. Wir kénnen darauf Lemma
3.2 anwenden, der Beweis funktioniert analog. Fiir eine maximale kompakte Untergruppe
K < @G, die auf G/H natiirlich von links operiert, kénnen wir wie oben, fiir eine K-invariante
(1,1)-Form w, ein zugehoriges invariantes Potential durch Integration finden.

Bemerkung 3.8 (Eindeutigkeit des Potentials in Lemma 3.2). Aus [BO] entnehmen wir, dass
im Spezialfall dass GC halbeinfach ist, die Eindeutigkeit bis auf Addition von Konstanten fiir
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solche Potentiale wie in Lemma 3.2 folgt, weil pluriharmonische, G-invariante Funktionen auf
G, die man zu Potentialen beliebig addieren kénnte, ohne w zu dndern, nur konstante Funk-
tionen sein konnen. Im Allgemeinen, wenn GC reduktiv ist, haben wir wegen des Auftretens
nichttrivialer Charaktere von G® eine Uneindeutigkeit zu verzeichnen, d.h. bis auf monomiale
Funktionen in dim(Z(G®)) Variablen plus einer Konstanten. O

Lemma 3.3 (Beweis der Formel (3.32)). Seiw = gﬁdzi/\dzj eine positiv definite hermitesche
(1,1) Form auf X. Dann gilt

(D*ZERZC)((W) = RiCGC ((D*ZEL{))

Beweis. Wir berechnen dies explizit in Koordinaten z* auf X, und w® auf G, in geeignet
gewahlten Umgebungen. Die rechte Seite ist leichter zu sehen:

Ricge (P ijw) = — 90 (D ijw™)1.n) = =00 n(((P*igw) " )1..a) =
= — 00m(((006)")1..5) = —09 In det(42")
Auf der linken Seite haben wir
®*if; Ricg(w) = — 00(®*i; In((w™)1..a) = —00 In(®*i};(w™)1..a) =

= — 00 In(®%if; det(g>))

Anstelle dieses Ansatzes, rechnen wir den inversen Transformationskoeffizienten aus.

it (dz' AL A d2")

02! 92" 92! oz" Ky I & i
:awkl'”(?wk"'8w71..'awfn'dw Adwt Ao Adw™ Adw'™ =
Z ( ) ( ) 821 82” 621 8zﬁ
= sagnloi1)sagn(o ‘e . . .

JrIATL) ST Owor(1) Owo1(n)  gyyo2(1) Hwoz(n)

01,02€Sn

cdw' Adwt AL A dw™ A dw™ =

= det <8z> - det 87;_' dw' ... dw" =
Owl ) i1 m ow? )
i,5=1..n
) 2
det < 0z >
ow’ ij=1..n

dw' ... dw"
und f := det (‘w ) . stellt eine holomorphe Funktion dar, so dass dd1n|f|? = 0,
i,j=1..n

owJ
wenn iiberall f # 0 gilt. Dieser extra entstehende Faktor verschwindet oben eingesetzt, und
beide Seiten stimmen {iiberein. O

Lemma 3.4 (Beweis der Gleichung (3.24) fir eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit (M, g)).
Fiir jedes Y € T,M,x € M und jede Funktion u gilt:

2
(3.55) Viu(z)(Y,Y) = i v(t)
dt? o
wobei v die Geoddite mit v(0) = z,%(0) =Y bezeichne.
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Beweis. (nach [J] Abschnitt 3.3) Erinnere, dass die Riemann’sche Hessesche einer glatten
Funktion in Koordinaten x auf M durch

0%u — ﬁpk

2 — et _ Y.
Viu=Vdu = (G:Biazcj ozk™ Y

> dr' @ da’
gegeben ist (sh. Gleichung (3.25)). Angewandt auf Vektorfelder X, Y auf M erhilt man:
Vdu(X,Y) = g(Vxgradu,Y) = X(Y(u)) — (VxY)u
weil
X(Y(f)) =Xg(gradu,Y) = g(Vxgradu,Y) + g(gradu, VxY)
Jetzt benutzen wir die Vorgaben aus der Voraussetzung, und mit

Vdu(Y,Y) =Y (Y (u)) = (VyY)u =Y (grad u(Y)) =

= 5(0)(grad u()p = #0)5; worlt) = 5 Guoa(t)

erzielen wir das Ergebnis. O

(w)

Lemma 3.5 (Explizite Berechnung der Funktion A"/, beziiglich komplexer Koordinaten

(w', ..., w") auf GC). Wir erinnern an die Definition von h\) in (3.5). Daraus erhdlt man
0 0
W~ g 99N
(dVOlM A dVOlg) (awl, , 811‘)”)
0 0
- d ¥y 19 * 6
Voly AN dVolg <\Il F0l v 8w”>

Alternativ vergleiche man die Koeffizienten in
dVolpr AdV o™ = (B o O~ (U1 *(dw' A ... A dw")
fiir bekannte dVolpys und dVolgm”‘”"'.

Dies kann man nun rechnerisch bestimmen, wozu man das Differential D¥ oder DW—!
auszurechnen hat. Stattdessen bringen wir, neben dem torischen Fall, der in Abschnitt 3.4
geschildert wird, den aus den Beispielen 3.2, 3.4 und 3.6 bekannten Fall G = SU(2), als
nichttriviales Analogon.

Beispiel 3.7. Wir haben die Isomorphie SU(2) = $3 im Sinn, wo man Volumenformen in
einer Karte mit trigonometrischen Vorfaktorfunktionen findet. So bekommt man in [Ba] fiir
(91,9%,93) bei Wahl der Eulerwinkel (3, a, ) €]0, 47[x]0, 7[x]0, 27r[ und Einsformen

o1 = —sin~yda + cosysinadf

09 = cos~yda + sinysin adf

o3 = cosadf + dy

die Volumenform o; A 02 A 03 = —sinada A df A dy. Nach Gleichung (3.5) haben wir:

hw) = (, /det((g]g?’))\/ ]gSU(Q)D oW J = /%(VsinaoW)J, mitr = m, wie im Beispiel

3.2 gesetzt wurde, und wofiir man noch lokale Koordinaten (w!, w? w?) auf SLy(C) einfithren
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muss, in einer der vier Umgebungen wo a, b, ¢, oder d # 0 ist. Denn ¥ auf H? betrachtet
ist einfach 7 : SLy(C) — H® wie in (3.15) festgelegt wurde (vgl. auch (3.61)). Fiir den
interessanten Teil von h(*) erhiilt man als Pendant zu A’ die lokale Funktion —sinowo U - J,
wobei J hier nicht bestimmt wird. Fiir den anderen Teil %3 findet man 99 1n(r®) # 0. Wenn,
wie im torischen Fall, —991In h(*) = —991n(ho ¥) = 0 ist, d.h. die Kritmmungsform Null ist,
so muss h o U =konst. sein.

Nach [Ba] ist die Volumenform o; A o3 A o3 sogar unter SU(2) x SU(2)-Wirkung in-
variant, d.h. von links mit U; und von rechts mit inverser Matrix U, U multiplizieren, fiir

Ui, Uz € SU(2).

Als schon frither empfohlene Konstruktion einer Volumenform kénnen wir das von der
(—1)-fachen Killingform —#g,2) auf su(2) als Riemann’sche Metrik induzierte Riemann’sche
Volumenelement wéhlen. Es gilt:

Kgu(2) (v, w) = tr(ad(v)ad(w)) = 4tr(vw), Vo, w € su(2)

und in der schon unterhalb von Gleichung (3.16) aufgeschriebenen Basis von su(2): < iH, X —
Y, i(X+Y) > ist

—Rsu(2) = 4

S O N
o N O
N OO

was man nun an jeden Punkt der Liegruppe durch Translation verschieben kann, und damit
als die ausgezeichnete biinvariante Metrik installieren kann. Explizit bestimmen wollen wir
dafiir nichts weiter.

Insgesamt vermuten wir, dass i.A. h nichtkonstant und 991In(h o ¥) # 0 ist. Wir wissen,
dass h(®) i.A. nichtkonstant ist, &9 1n det(ggg) # 0 und falls 901In(h o ¥) = 0 ist, so war
U*(dVoly A dVolg) schon eine Volumenform auf G mit Kriimmungsform gleich Null, wie
bei |Q5c|? auch. Sonst muss sie nur die Chernklasse ¢ (G®) = 0 reprisentieren kénnen.

3.4 Die Beispiele der torischen Varietiten und SL.(C)-fast-
homogenen Varietiten

Von der Geometrie einer kompakten Liegruppe G ist bekannt, dass
1. sie eine biinvariante Metrik g besitzt,

2. der korrespondierende Riemann’sche Zusammenhang mit
1
VxY = E[X’Y]’ VX,Y €g

gegeben ist,

3. R(X,Y)Z = %[[X, Y], Z], VX,Y,Z € gder Kriimmungstensor ist, und man in dhnlicher
Weise auch die Schnittkrilmmung K, die Riccikriimmung und die Skalarkriimmung auf-
schreiben kann.
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Fiir die bisher in Abschnitt 3.2.1 behandelten beiden Beispiele G¢ = T% und G¢ = SLy(C)
wird nun rechnerisch ausgewertet, ob man zur reellen Monge-Ampere-Gleichung fiir Kéhler-
Einstein-Metriken gelangen kann. Man setzt dabei in die reelle Monge-Ampere-Gleichung
(3.7) die klassischen Potentiale als Funktionen v’ ein, die als Losungen bekannt sind, und
bestimmt gegebenenfalls die Funktion A’

3.4.1 Der torische Fall G = (S')" und torische Varietiten

Wir werden zuerst das grundlegende, instruktive Beispiel einer torischen Varietét genauer
untersuchen, hinsichtlich der Fragestellung nach G = (S!)"-invarianten K#hler-Einstein-Me-
triken. Vergleiche [F], [WZ], [M].

Hier ist G© := T = ((C*)",-), und M = R" der flache euklidische Raum. Seien (z!,...,z")
die natiirlichen Koordinaten auf R, (z!,...,2") die komplexen auf (C*)", und (9*,...,9")
(echt) lokale Koordinaten auf (S)" gegeben durch (vgl. [F])

)

Hier bekommt man h = 1, weil sowohl die Volumenform der Standard (symmetrischen) Metrik
ggn = §;; einfach dz! A ... A dz™ ist, und man auf G = (SY)" die globale, biinvariante
Volumenform dd' A ... A d9¥" wihlen kann, die den Faktor eins als Koeffizient besitzt, so dass

B h
 det (gz]%-")

ist. Daher erhdlt man wie in [M] die reelle Monge-Ampere-Gleichung (3.8). Beachte jedoch,
dass die Koordinaten auf G = (S)™ nicht global definiert sind, aber dass der Koordinaten-
wechsel nur aus der Addition einer Konstanten in jeder einzelnen Koordinate eines Faktors
S1 von G besteht, so dass schon Ausdriicke wie dv; fiir jedes i = 1,...,n invariant sind, und
daher ganz d¥' A ... A d9™. Dasselbe Verhalten tritt auch bei der Multiplikation mit einem
festen Element von G auf, deshalb folgt die Biinvarianz. Auf jeden Fall haben wir

4 =1

dzt A dzt dz" A dz"
|12 |2m ]2

= 90Inh® = 99Inh™ =0

=dw' A...\da"

beziiglich der affinen logarithmischen Koordinaten w® = 2* + v/—19*. Das sind komplexe Ko-
ordinaten, wie sie im Lemma 3.1 behandelt werden, und hier im kommutativen Fall auftreten.
Sei X eine glatte torische Varietét, d.h. sie enthélt einen algebraischen n-Torus als offene
Menge U C X und die natiirliche Operation auf sich selbst setzt sich fort zu einer Wirkung
auf ganz X. Eine (1,1)-Form w wird auf U ganz allgemein durch ein Potential ¢ als w = 90¢
beschrieben, das wegen der Invarianzforderung zu u : R™ — R absteigt.
Wie oben erldutert, erhélt man auf jedem der Wege, sowohl durch die Identifizierungsme-

thode im Abschnitt 3.2.2, als auch durch direkte Berechnung des Operators A’ = ( 832(.;2 j>

beziiglich der globalen, holomorphen, invarianten n-Form QTE = dz—zll/\. . ./\dzz—: wie in Abschnitt
3.2.3, diesselbe torische Einsteingleichung (3.11) det(u;;) = e™*. Denn die Berechnung von
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det( (aéqﬁ)i;) als lokaler Koeffizient von (00¢)" unter Benutzung von affinen logarithmischen
Koordinaten und Gleichung (3.18) ergibt, wie in Bemerkung 3.2 schon mitgeteilt

0% 1
det — | =det(ujj) ———=
¢ (6z1821> ¢ (uj)|z1|2---|z”\2

Der Faktor W wird von der Volumenform absorbiert, und er verschindet unter dem

Ricciformoperator —dd1n(.), so dass man die behauptete Gestalt der Einsteingleichung (3.11)
aus (00¢)" = e*‘z’\QTE\Q bzw. (00¢)" = e~ ®U* (dVirn A dV(g1yn) erhilt.
3.4.2 Der hyperbolische Raum und die halbeinfache Gruppe G = SU(2)

Wir behalten die Notation und Konventionen wie in den Beispielen 3.2, 3.4 und 3.6 eingefiihrt
bei. Es sei stets

a b
T = <C d) S SLQ((C)
Eine transitive SLy(C)-Wirkung auf H? wird durch die Festsetzung

(az +b)(ez + d) + acr? L r
lcz + d|? + |c|?r? ]]cz—i—d\z—i- |e|?r?

(3.56) Xotjr(T) =

gegeben. Dies stattet H? mit der Struktur eines homogenen Raumes aus. Halte den Punkt
j € H? fest, der als Stabilisator SU(2) hat, so dass H® = SLy(C)/SU(2) ist. Die SLy(C)-

invariante Metrik auf dem hyperbolischen dreidimensionalen Raum H? ist bekanntermafen

1 1 1
(3.57) ds? = ﬁdx2 + ﬁdyg + ﬁdﬂ
fir r > 0. Das Riemann’sche Volumenelement dazu lautet:
dxdyd
(3.58) dVolys =
,

und die Christoffelsymbole berechnen sich iiber Ableitungen der Metrik

1 dgu | Ogij  0gij -
ko 1 K i i 99ij _
(3.59) Iy 59 <6xj + i Bl i,5,k=1,2,3

fiir das angeordnete Koordinatentripel (z,y,r), was folgendes Bild ergibt:

1 -2 1 1

th =t =0t =3 (-2F) = 1 M= T3, =0, 1%~ 1
1

Fb:ﬁz:l{fz:o 1%3:0, ngz_;argszo

1 1

F%3:—;, F%z:F?QZO F:§3:F§3:07 szz—;

Aus Symmetriegriinden erhélt man alle Symbole. Fiir eine Rechnung muss man noch Ko-
ordinaten auf SLg(C) wéhlen. Dabei geht man wie im Beispiel 3.6 vor und wéhlt als Karte
SLo(C) D Uy1 := {a # 0}, mit zugehoriger Abbildung

(3.60) (,011:U11 — (Cg
T — (a,b,c)

w? w? 1 2 3
5 1wt | 0 (whwtw?)

wl
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60 KAPITEL 3. KAHLER-EINSTEIN-METRIKEN AUF GC-FASTHOMOGENEN
FANO-MANNIGFALTIGKEITEN

Weil ein Diffeomorphismus SU(2) 22 S3 besteht, und SU(2) nichtabelsch ist, ist die Schnitt-
kriimmung +1 in jedem Punkt fiir alle Ebenen, also ist SU(2) nicht lokal isometrisch zum
flachen euklidischen Raum, und es gibt keine lokalen Koordinaten, um konstanten metrischen
Tensor auf SU(2) in einer ganzen lokalen Koordinatenumgebung zu bekommen. Die zuge-

ordnete Riemann’sche Volumenform bekommt dadurch ihren Vorfaktor det(giSjU@)). Die
Abbildung ¥ lautet

(3.61) T :SLy(C) — H3 x SU(2)
Clé"‘b(i'f’] 1
T (e v )

T($7 Y, T)U A ((.%', Y, T)v U)

fiir einen globalen Schnitt 7 : H* — SLy(C). Daraus kann man nach Lemma 3.5 h(*) berech-
nen.

Die direkte Berechnung von (09)3, wie in den Bemerkungen 3.1, 3.2 und 3.7 vorgezeich-
net, und in den Kapiteln 2, 4, 5 fiir die dort herrschenden Bedingungen ausgefiihrt, um eine
reelle Gleichung (3.9) zu sehen, fiihrt auf:

(3.62) 009 = > (Z) (uiOp° A OPP)F A (4, 80p™)37F =
k=0

— (g> (ug0OP*)? + (i’) (uiiOp’ A Op")! (urdOp*)? +

3

+ <§> (uijapi AN 5pj)2(uk85pk)l + (g) (uijapi A 5;0])3

fir p* = z,p? = y,p> = r. Im Einzelnen:

1 _ _ _
Ox =3 reda + rdob + Oc [r*(—ace — bed — alc|” — bed) + ar]

Zc

+8d [r*(—aed — bdd — acd — b|d|?) + br]

Td

1 - - _
oy =5 reda + rdob + Oc [r*(—ace — bed + alc|* + bed) — ar]
i

Ye

+0d [r*(—aed — bdd + acd + b|d|*) — br]

Ya

Or = — cr’dc — dr*dd
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00z :% {(~|e[*r® +1r)dc A Oa — cdr*dd A 9a — edr*dc A Ob + (—|d|*r* + r)0d N Ob+
+ |d|?*r?0a A O¢ — Edr?0a A dd — cdr?db A O + |c|*r?0b A dd+
+ dc A 9¢[2r3(—ag|d)? + ac|c|* + bd|c|* + bd|c|*) + r*(—bd — bd — ac)]+
+ 8d A 0¢[2r*(—ad|d|* + be|c|® + aced + bedd) + r*(ad — be)|+
+ dc A ad[2r3(ad|c|* — bé|c|* 4 aced + bedd) + 2 (—ad + be)|+
+0d A 0d[2r3 (acld|* + ac|d|® — bd|c|? + bd|d|?) 4 r*(—ac — ac — bd)]}

00y :% {(—|c\2r2 +7)0c A da — cdr?dd A da — edr’de A Ob + (—\d!2r2 +7)0d A Ob—
i

— |d|*r*da A O + edr?0a A Od + cdr?db A 9¢ — |c|*r?0b A dd+

+ dc A 9¢[2r3(ac|d)? + aclc|* 4 bd|c|* — bd|c|?) + r*(bd — bd — ac)]+

+ dd A 9¢[2r3 (ad|d|? + be|d|? + aced — bedd) + 1% (—ad — be)]+

+ dc A dd[2r(ad|c|? + bé|c|* — aced + bedd) + r2(—ad — be)]+

+0d A 9d[2r® (acld|® — aeld|* + bd|c|* + bd|d|*) + r*(ac — ac — bd)]}
00r =0c A Oe(—r% + 2r3|c?) + 0d A dd(—r? + 2r3|d|?) + 2cdr®dd A O + 2edr3dc A dd
Wir erhalten fiir Gleichung (3.62) folgenden Ausdruck.

(3.63) (00p)? = <g>o Q2+ G’)FQ\QP + (;’) B|QP + (2) 3! det(uij)%ﬂm]?

Dabei sind F3, F3 Ausdriicke in entsprechenden Anteilen von u;; und ug;i, j, k = 1,2, 3, die

jedoch in unseren Rechnungen nur teilweise weitestgehend vereinfacht sind. So ist in Fy =

gy — 2itzy — uyy)2ulrt — Fu2(..)) — %ug( L) = iduguyrt(c) + (up — duy)ur(|e? —

|d[?)(ab — bd)]
1 ,
6r4(um — 2iUgy — Uyy)U
der einzige Term in u2. F} = 0 wire der erste Faktor in Gleichung (3.63).
Beobachte, dass die Determinante der Riemannschen Hesseschen (V?u);; nach Gleichung
(3.25) und oben bestimmten Christoffelsymbolen uns liefert:

2
r

Ur Uy

Ugy — r ua:y ua:y + r Ugy uxy Uy
2 U
(3.64) det(VZu) = Uy Uyy — 55 Uyr + 2| = |Uye Uy Uy | +
U u u
Upp + Tx Upy + Ty Upy + TT Ury  Upy  Upy

Ur 2 2 2
+ r (umuyy = UggUpy — UyyUpr + Uz — Uy + uyr) +

U U
+27m(uxyuyr — UyyUgy) + 27y(uxyuxr — UggUyr) +

2
Ug Uy Ug Uy Uy Uy uZ
+2Umy 3 + QU:M'T + 2uyr 3 + (_u:r:v — Uyy + urr)ﬁ -
T T T T
2 2
uz Yy | ujup | Uyt
Uy =L — Uy — -r
vy 2 2 3 33

vgl. Term F in Gleichung (3.63)

Der Term F} wurde aber als verschwindend erkannt. Wir werden in den folgenden Abschnitten
auf eine andere Weise vorgehen, und bekannte Losungspotentiale in (3.7) einsetzen.

61



62 KAPITEL 3. KAHLER-EINSTEIN-METRIKEN AUF GC-FASTHOMOGENEN
FANO-MANNIGFALTIGKEITEN

3.4.3 Verschiedene SLy(C)- und PSLy(C)-Einbettungen X und ihre Kihler-
Einstein-Metriken

Wir betrachten im Folgenden in Kapitel 4 wiederkehrende sphérische Varietéten, die hier als
G* = SLy(C)-Einbettungen mit dichtem Orbit und trivialer, bzw. diskreter Isotropiegruppe
auftreten. Im einzelnen sind dies die SLy(C)-Varietiiten P? x P!, Q ¢ P* und HD ¢ P2 x P2,
Ferner wird die PSLy(C)-Varietiit P3 auftauchen, mit formal demselben Kiihlerpotential wie
auf der Quadrik @ C P*. Die Berechnungen der reellen Audriicke in (z,y,r) wurden mit dem
Formelmanipulationsprogramm Maple 10 der Firma Maplesoft, [Ma], ausgefiihrt.

Die Einbettung SLy(C) — P2 x P!

Gebe Punkte in X := P2 x P! wie iiblich mit homogenenen Koordinaten [X? : X! : X?][Y?: Y]
an, und wihle den komplexen Atlas, der aus offenen Teilmengen wie Uy x U/ besteht, wobei
Up == {X° # 0} bzw. U} := {Y? # 0} auf dem zweitem Faktor, und analog fiir alle anderen
moglichen Teilmengen. Definiere eine Wirkung ® : SLy(C) x X — X auf X durch

O(T,x) :=[X":aX +cX?: bX' +dX?)[aY? + Y : bY? + dY']

Die dichte Bahn ist U := ®(SLy(C),z) = P? x P\ (Do U D1) beziiglich des Punktes zg :=
[1:1:0][0: 1], wobei Dy := {X° = 0} und D; := {X'Y? — X2Y'! = 0} Primdivisoren sind.
Stelle eine Beziehung zwischen den Karten des Atlasses von SLy(C) mit bestimmten offenen
Teilmengen auf P? x P! vermoge des Isomorphismus @, her.

(I)xo|U11 Ui — Ui x P! \ (Do U Dy)
T — [l:a:bllc:d]

Xt X2

< Y%()O(O Y%()O(O ) < [XO . Xl . X2HY0 : Yl]
X1yl _Xx2yo0 X1yl _Xx2yo0

was auch vollsténdig lokal in den betroffenen Umgebungen U x U\ (Do U D;) und U; x U7 \

(Do U Dy) fiir diese offene Teilmenge von P? x P! auf der rechten Seite ausgedriickt werden
kann. Fiir die erste davon bedeutet es demnach

by U — Up x U(,) \ (Do UDl)
1 w? 14 ww?
wl’ wl’ wiwl

1 2?2 2!
1 .2 .3
(1717 Al (Z 72 72 )

Wir bestimmen das invariante Potential der Kihler-Einstein-Metrik als Funktion auf H?. Dazu
beginne mit dem lokalen Ausdruck des Kéhlerpotentials der Produkt Fubini-Study-Metrik von
P2 x P!

In(1+ |2'* + |2°])® + In(1 + |2%%)?

in gewissen komplexen Koordinaten, und schriinke dies auf U ein. Danach ziehe es nach SLy(C)
zuriick, was zuerst nur lokal in einer offenen Kartenumgebung auf SLy(C) definiert ist, wie
uns die Beziehung oben vorgibt, aber diese Funktion liefert uns die globale Potentialfunktion:

¢(T) = In(1 + |af® + b]*)? + In(|c” + [d[*)?
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die in den reellen Koordinaten auf H? wie folgt aussieht:

2\ 3 2
1
u:zln(l—i-r—i—’zj) —i—ln()
r r

Daraus berechnet man die Riemann’sche Hessesche, von der wir nur die nicht Null Beitrige
aufschreiben
ury — usly, U12 w1z — ul'g
Uo1 uge — usl'3y  ussz — usl'3,
uszy — ull“él usz2 — U2F§2 uss — U3F§3
Wir lassen vorerst die Exponenten der beiden Summanden noch unbestimmt A, B € N sein,
weil in der Herleitung in Abschnitt 3.2.2 eine Quadratwurzel zum Verschwinden gebracht
wurde, somit durchaus andere Exponenten auftreten kénnten, und rechnen mit « := In(1 +
2
T+ %)A + In(1)B. Die klassische Losung ist also u fir A = 3 A B = 2. Wir erhalten fiir
beliebiges A, B:
1
2 _ 2 2 2 2
det((VZu);) = r5(r+r2+|z]2)4[(A|z’ + Ar® + B|z|* + Br® + Br) -
A-( ARP|zP 4+ + |2 +
+B(zt + 22%2 + o) +
=|2|*
+Br(|z* + 42t + 8% + 4y) +

—
=4]z[*

+Br2(6\z\2) +
+Br3(4]z)? +1) +
+Brt)]

Dies verglichen mit

T‘A+B

(2224 r)A

—Uu

liefert einen gréferen Ausdruck in 7 und |z|? fir ' = W, der insbesondere fiir die
ij

klassische Losung so umfangreich bestehen bleibt.
Die Einbettung SLy(C) — Q c P*
Die Quadrik @ in P* werde in homogenen Koordinaten [Xg : X; : X : X3 : X4] durch die
Gleichung Xg = X1 X, — X5 X3 beschrieben. Definiere die Wirkung durch
@SLQ(C)XQ - Q

X1 X
(T,[Xo: X1:X0:X3:Xy]) — [Xo:T <X; Xj)]
Fiir den Punkt 2 :=[1:1:0:0: 1] € @ erhilt man triviale Isotropiegruppe, und U = X\ Dy.
Als Kklassisches Potential findet man v = In(r + @ + %)4, genauso wie im PSLy(C)-

Einbettungsbeispiel P3 unten. Dort steht auch die Berechnung von det(V2u), e™* und A’

63
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Die Einbettung SLy(C) — HMD ¢ P2 x P?

Die Gleichung der Hyperfliiche H(11) ¢ P2 x P? in homogenen Koordinaten [Xp : X7 : Xo][Yp :
Y1 : Y] lautet: XoYy — X1Y2 + X0V = 0. Definiere eine Wirkung

®:SLy(C) x HBY - gD

(T X X v wl) - Do (3 imes 7 (1))

was im Punkt 2 := [1:1:0][1:0:1] € H®Y triviale Isotropiegruppe hat.
Das klassische Losungspotential ist

ERY 1\
u=In(l+r+—) +In{1+-
r r

Man erhalt fiir Konstanten A, B und die Funktion v = In(147r+ @)A +1In(14 1) folgendes
Ergebnis:

1
r5 (14 r)4(r2 + [2]2 + )%
- (Br? + Br + B|z]* + A|z|* 4+ Ar|z)* + Ar® + Ar3)(..)
A+B

det((VQU)ij) =

,
2422 r)A +r)B

—Uu

Daraus lisst sich b/ = in Abhéngigkeit von A und B bestimmen, das auch fiir

1
det((V2u);;)ev
die klassische Losung mit A = 2 = B keinen kiirzeren Ausdruck liefert, und er ist verschieden

von den anderen Beispielen.

3.4.4 Die einfache Gruppe PSU(2)

Diese Gruppe ist als SU(2)/Z(SU(2)) = SU(2)/{£1} definiert. Ihre Komplexifizierung ist
PSLy(C), dessen Elemente als Nebenklassen

+a +b
= <:|:c :|:d>
beschrieben werden kénnen, und der homogene Raum M = G€/G ist ebenfalls H?. Der Grund
dafiir ist, dass die PSLy(C)-Wirkung x auf H?, die formal genauso wie in (3.56) gegeben wird,

fiir jedes darstellende Element einer Klasse +7 € PSLs(C) dasselbe Ergebnis liefert, weil das
unterschiedliche Vorzeichen in folgender Formel keinen Unterschied macht:

(az + b)(¢z + d) + acr? r
ez + d? + |c]2r2 Mez + dP? 1 |c2r2

Xz+jr (T) :=

Dabher liefert es auch eine wohldefinierte, transitive und effektive Wirkung auf M = H3. Ferner
kann PSU(2) mit SO(3) identifiziert werden.
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Um explizite Rechnungen auszufiithren, wihlt man sich wieder einen Atlas auf PSLy(C),
ahnlich dem fiir SLo(C) aus (3.60), nur mit dem Unterschied, dass die Ambiguitét des Vor-
zeichens eines Reprisentanten einer Klasse aufgehoben werden muss. Zum Beispiel die Kar-
tenumgebung PSLy(C) D Uy := {a # 0} mit der Abbildung

11:011 — (Cg
T +— (a% ab,ac)

1 2
1 (w w 1 2 3
=, 3 wiawes | & (W05 w)

Vwl \w wl

Die Einbettung PSLy(C) «— P3

Bezeichne Punkte durch homogene Koordinaten [X?: X! : X2 : X3], und wiihle die iiblichen
Koordinatenumgebungen Uy := {X? # 0}, analog fiir die drei anderen Mengen, zusammen
mit den kanonischen Hom6éomorphismen nach C? wie immer. Gebe die Wirkung vor mit

PSLy(C) x P? — P3
(T,[X°: X' X?: X°]) » [(X° XY)7T:(X? X3T]

von rechts also. Die offene Bahn von PSLy(C) in P3 ist U := P3 \ D; beziiglich des Punktes
xo :=[1:0:0: 1], und mit dem Divisor D; := {X"X? — X' X? = 0}, der auch eine abge-
schlossene PSLg(C)-Bahn darstellt. Via der Abbildung ®,, erhélt man einen Isomorphismus,
der die Karten ﬁij, i,j = 1,2 auf PSLy(C) nach dem Muster U;; = {a # 0}, mit bestimmten
offenen Teilmengen auf P in Relation stellt, die hierbei gleichzeitig eine echte Teilmenge der
jeweils zugehorigen Kartenumgebung ist, anders als im Fall SLo(C), wo es zu Uberlappungen
zweier Kartenumgebungen von P2 x P! kommt. Dies gilt natiirlich nur fiir die gewihlten
Standardkarten auf den projektiven Rdumen.

2 : PSLo(C) — P3\ Dy
T — Ja:b:c:d]
+1 X0 X1>

0. yl. y2. y3
XOXS_X1X2<X2 X3 — [ XT XXX

und exemplarisch lokal
1011 — Ug)S\Dl CPg

2 3 3
w? w? wiw? +w
(w',w?,w?) < )

wl’ ,wl’ (’11)1)2

! i 2 1.2 .3
((z3 2122)27 (23 — 2122)27 (23 — zz2)2> “— (2,275,2°)

Man kann beobachten, dass jedesmal, wenn a # 0 fiir ein 7' € PSLy(C) gilt, das Bild auto-
matisch in Uy C P? ist, analog in den anderen Fillen, und ebenso umgekehrt. Die Kartenum-
gebungen auf PSLy(C) und auf P? verhalten sich also sehr angepasst zueinander.

Das weitere Vorgehen ist fast das Gleiche als in den SLg(C)-Einbettungen oben, nur mit
kleineren Anderungen an manchen Stellen. Schriinke auf die offene PSLy(C)-Bahn U C P3
ein und ziehe ein lokal geschriebenes Potential der Fubini-Study Metrik

In(1 + |z1|% + |z2)% + |23/)*
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von P? in komplexen Koordinaten einer Karte dort zuriick nach PSLy(C), wo es zuerst nur in
einer Umgebung gegeben ist, und setze es von dort auf ganz PSLy(C) fort, zu einem globalen
Potential

O(T) = Aln(|af® + [b]* + [c* +|d|?)

Die Substitution der Koordinatenfunktionen z,y,r von H? in diese PSU(2)-invariante Funk-

tion fithrt auf
( = 1)
u=4In{r+—+4 -
r r

somit sieht das Ergebnis zu Exponent A € N des Potentials

(540)
u=In(r+—+4 -
r r

wie folgt aus:

443
det((V?u);;) = A2 22 + 1)2
u ré
T R
W 1 TA+4(7“2+|Z’2+1)2

det(V2u)et - 4A3(r2 + |22 +1)4

und fiir A = 2 finden wir den kiirzesten Ausdruck fiir A’ = % und nicht fiir die klassische

.. . 8
Losung A = 4, denn da ist A’ = m.

3.4.5 Interpretation der Beispiele

Man erkennt anhand der obigen Berechnungen, dass eine reelle Monge- Ampere-Gleichung vom
Typ det((V?u);;) = e, oder auch det((V?u');;) = e %~ die Kihler-Einstein-Bedingung
auf H? an Potentiale u bzw. u/ nicht korrekt beschreibt, da die obigen Potentiale jeweils Losung
sein miissten. A’ kann auch nicht identifiziert werden, da die errechnete Unterschiedsfunktion
h' stets eine andere ist. Insbesondere hat die Wahl der Exponenten A, B grofien Einfluss auf
den Unterschiedsfaktor von det(V2u/) und e~ . In [PS] ist im toroidalen horosphirischen Fall
eine Gleichung hergeleitet worden, die einen Faktor zusétzlich hat, der von Liealgebradaten
abhingig ist, und vergleichbar mit dem hier verwendeten e~ ™" ist. Siche Kapitel 2. Es
sind echt transzendente Methoden verwendet worden, um auf reellen Monge-Ampere-Typ
zu stofen, wobei allerdings die dort behandelten toroidalen, horosphérischen Varietdten sehr
nahe am torischen Fall liegen, weil sie Einbettungen von homogenen Torusbiindeln sind. In
[Bil] wird fiir Komplexifizierungen G¢/K® riemannscher symmetrischer Riume G/K von
kompaktem Typ, was fiir das kompakte G und K = {e} die hier geschilderte Situation enthélt,
ebenfalls eine Gleichung dieses Typs aufgestellt, wieder mit transzendenten Methoden, da man
lokale, komplexe Koordinaten iiber die Exponentialabbildung verwendet. Die Gleichung hat
jedoch Anpassungen an den einzusetzenden Funktionen notig, ist daher nicht in unmittelbar
zu gebrauchender Form wie im torischen Fall oder in (2.5) geschrieben worden.
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Kapitel 4

Kéahler-Metriken auf
SL, (C)-Varietaten (n > 3) und
SLy(C) x Gy,-Varietiten

4.1 Einfiihrung in diese Problemstellung

In diesem Kapitel sei stets
| GC.H e

n>3 SL,(C), SL,,—1(C) SU(n)

n =2 | SLy(C) x Gm,{(<g\ A(L) ,)\> :AeC*} | SU(2) x St
mit G als maximale kompakte Untergruppe von GC, und H als abgeschlossene Stabili-
satoruntergruppe von GC gegeben, beziiglich der man den homogenen Raum bildet. Die-
se Unterscheidung ist notig, weil man G‘C/H als sphérischen Raum bekommen will, und
es wire SLy(C)/SLi(C) = SL2(C), und mit einer nur 2-dimensionalen Boreluntergruppe
T5(C) von SLy(C) kénnte man keine offene Bahn bekommen. Deswegen nimmt man im Fall
n = 2 fir G© die Gruppe G,, zu SL2(C) mit dazu, und teilt durch einen Torus H in jetzt
GC := SLy(C) x G,,, um GC/H zu erhalten. Eine Boreluntergruppe B < GT besitzt jetzt die
Dimension 3 wie SLy(C). Damit kann man eine Wirkung definieren, so dass G®/H sphirisch
und isomorph zu SLy(C) ist, siche unten. Statt des Torus H; := H, kann man auch alternativ
Ao

0 A
Sei 7 : SL,(C) — SL,(C)/SL;,—1(C), bzw. 7 : SL2(C) — SL2(C) x G,,/H; die kanonische
Projektion in der jeweiligen Situation.

einen Torus Hy := { ,A ] : A € C*} wihlen, und zum selben Quotienten gelangen.

Zur Bestimmung des Quotienten GC/H, bzw. einer Darstellung des homogenen Raumes
dazu, benutzt man fiir den Fall n > 3 den Vektorraum V := C™ x (C™)*, und operiert mit
SL,(C) linear im ersten Faktor und kontragredient linear im zweiten Faktor auf V.

SL,(C)xV — V
(T,v) — (TN (T )

Lege den Vektor vy := (e1,(e1)*) € V fest, wobei e; der i-te Standardbasisvektor von
C" sei und e} der zur Standardbasis i-te duale Basisvektor, und operiere darauf mit GC.
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Damit bekommt man als Stabilisator: H = Stabgy,,(c)(v0) = SLp-1(C), und als Bahn:
Y :=SL,(C).vp = G®/H, und rechnet Folgendes nach:

Y = {(z,y) EV:inyizl}

=1

Die Bahn kann als Quadrik in A%” aufgefasst werden, in dem man die lineare und die duale
lineare Struktur vergisst.

Lemma 4.1. Fir n > 3 ist SL,(C)/SL,—1(C) isomorph 2u' Y C AZ', und es ist ein
sphdarischer homogener Raum.

Details hierzu finden sich in mehreren am Lehrstuhl Prof. V. Batyrev verfassten Schriften.
Im Fall n = 2 ergibt sich folgender homogener Raum:

Lemma 4.2. Als Varietiten sind SLa(C) X G,,/H = SLo(C) isomorph. SLy(C) ist dadurch

ein sphdrischer homogener Raum.

Beweis. Sei

T (z 2) € SLs(C)

ein typisches Element aus SLy(C). Beobachte zuerst, dass H;, i = 1,2 nicht normal in
SL2(C) x Gy, ist, weswegen man keine Faktorgruppe erhilt. Fiir H; zum Beispiel, gilt mit
einem beliebigen Element (T,t) € SLy(C) x Gyp:

(¢ 0y (D)

( ad\ —becA~t  ab(A7! = )) A
cd(A— A1) —beA+adr )

fiir beliebige A € C*. Lasse SLa(C) x Gy, auf der Menge SLy(C) wirken, durch:

(SLQ((C) X Gm) X SLQ((C) — SLQ((C)

_fa b , (d Y ,)\10_
(T_(C d),m_(c, d,) - (M) =
(aa’ +bd)t=t  (ab + bd')t
(ca' +dc)t=  (cb + dd')t

Dies liefert im Basispunkt (}{) € SLy(C) den Stabilisator H;. Wenn man alternativ durch
die Diagonalmatrix (())‘ )\91) von rechts her operiert, so erhielte man als Stabilisator in der
Einheitsmatrix Hs. Als Boreluntergruppe B kann man sich die Menge aller Paare in SLy(C) x
G, der Form
C « *
(<0 C_1>,t) (eCaelC,teGy,

wihlen. Als offene B-Bahn findet man SLy(C) \ (V(T%1) U V(Ts2)), wobei V(T5) C SLy(C)
die Zariski-abgeschlossene Menge der Matrizen T' mit Koordinatenfunktion 75; = 0 sei, und
V(T»2) entsprechend. Dass diese beiden Divisoren B-Bahnen sind, sieht man leicht an der
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Berechnung des Bildes eines beliebigen Punktes 7' € SLy(C) unter einem allgemeinen Element

( « a b\ (t71 0\  [Carx'+achT! (A + ad
0 ¢ )\e a)Lo )T reat 1A

Es ist offenkundig, dass dies fiir ¢ = 0 bzw. d = 0 unter der Wirkung auch so bleibt. Es
ist weiterhin klar: V(Ty;) N'V(T22) = (). Weitere abgeschlossene B-Bahnen gibt es nicht, und
die offene Bahn ist das Komplement zu beiden Divisoren, denn fiir den Punkt T := (1) €

SLo(C) gilt:

SLa(C)\ V(Tar) UV(T2)) = B. G (1)>

Beweis dazu:
“D”: Klar durch Bestimmung des Bildes von Tj unter einem allgemeinen Element von B wie

-1
eben: <(C ;f;‘ltl C?f t>’ was fiir die zuléssigen (,t € C*, a € C stets in der offenen Menge
liegt.
“C”: Sei T beliebig gewiihlt aus SLy(C). Dann ergeben sich die folgenden Bestimmungsglei-
chungen fiir ein Element aus B, das den Punkt 7y auf T iiberfiihrt:
c

cd = (72, p =t2 a=

S
Q 9
g ‘

fiir die Losungen (, ¢, « existieren. O
Proposition 4.1. Es gibt eine Bijektion (fir n > 3)

(4.1) SU(n) \ SL,(C)/SL,_1(C) — {(z,y) € Ng =2 R?: z +y < 0}
Z,W mod SU(n) +— (—log||Z|? —log||W|?)

fir ZW eY C A%” wie in Lemma 4.1 behauptet. Der Fall n = 2 wird entsprechend nach
Lemma 4.2 und dem noch folgenden Unterkapitel 4.2.3 beschrieben. Der Bildraum kann dabei
mit dem Bewertungskegel im mit R tensorierten Gitter Nr identifiziert werden.

Beweis. Es sind — log || Z||? und — log || ||? offensichtlich SU(n)-invariante Funktionen von Y’
nach R, da || Z]|? # 0 # ||W||? gelten muss. Wenn < .,. > das (hermitesche) Standardskalar-
produkt auf C™ mit konjugiert linearem zweitem Eintrag bezeichnet, so kann man schreiben:

n
L=|) zwl =1 <2,W> P <|Z|*|W|?

i=1
Daraus folgt durch Logarithmieren und Multiplikation mit —1:
0> —log||Z||* —log W]

Also liegt das Bild im Bereich {(z,y) : x +y < 0}. Zur Injektivitéit seien zwei gleiche Bild-
punkte (z,y) = (2/,¢') mit z +y < 0 und 2’ + 3’ < 0 gegeben, fiir die als Bilder gilt:
r = —log||Z||%,y = —log||W|?, wie auch 2/ = —log|Z’||?,y/ = —log||W'|]?, fiir gewisse
(Z,W),(Z',W') € Y. Also sind bereits die Liangen || Z||*> = ||Z'||%, [W|? = ||[W’||? gleich.
Daher gibt es unitire Matrizen Uy, Uy €SU(n), so dass Z’' = U1 Z und W’ =¢ U2_1W gilt. Wei-

oty o' +y’ .. . . . .
z =e 2z ,was nach Definition gleich IIZIITIWH = ||Z'||\1\W’H ist. Weil aber die Paare

terhin ist e
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von Vektoren (Z, W), (Z',W') aus Y kommen, folgern wir mit Hilfe der Relation dort weiter,

dass es gleich I ZHI‘I/KVII = |\<ZZ/ le‘[//V’II ist, was aber jeweils Cosinus von Winkeln f, 8’ € [0, §) ist,
die iibereinstimmen. Daher ist U; = AU, ! und wegen der Lingengleichheit sogar A = 1, d.h.
=U1Z N W =UW.

Zur Surjektivitat: Wihle hierfiir einen Punkt (x, y) mit z+y < 0 beliebig. Man findet einen
Vektor (Z, W) mit —log || Z||> = z,—log [[W]|? = y in Y, das heifit, er muss > 1, zjw; = 1
erfiillen. Setze Z := (21, 22,0,...,0) und W := (wq, wo,0,...,0), als Koordinatenvektoren in
C™ interpretiert. Die Bedingungen an (Z, W) € Y sind:

—~
N

z = —log(|z1]* +|22*)? = —log(|| Z|*)
0
y = —log(lwi]® + Jwe]?)? = —log(||W]]?)
!
1 Q Z21W1 + Zows
Wihle eine Matrix (jl _ww2> € SLy(C), denn dann gilt die dritte Bedingung automatisch.
2 1

: und Spalte zwei mit £ Dann sind die beiden Spal-

Multipliziere die Spalte eins mit T2l

tennormen

HWII

e’ e _:|Z|
|21]? + [22]? =€ 2
1Z]]? 12|12 1Z]

~y —y
|w1|2672 + wg[2-E S=ch Wi _ -
W] W] W]

woraus sich die ersten beiden Bedingungen erfiillen, und die Dritte bleibt unverédndert giiltig,
denn:

=€

MIE]

ke

1 ¢ —2ty _aty _zty
det A1 2]l —wzm 21w ¢’ + woz € € 1
-4 Yy | = AWy 222 = =
2lh Wi 12w 1ZITWT = TZITW]

Also hat man (Z, W) gefunden, mit

s z

A (1 25 2 0,...,0)
' ||Z|| 2z
_y
e~ 5 e 2
Wi = (w1 wgo0,...,0)
w2 v

fiir eine beliebige SLy(C)-Matrix (? —ww2>. Falls = 0 oder y = 0 ist, so setze Z = 0 bzw.
2 1

W = 0. Zusammen ergibt sich:

n
E Zi Wy = 1
=1

wie in Y erforderlich. O
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4.2 Die Bestimmung der invarianten Volumenform und der
Ersetzungsregeln

4.2.1 Ersetzungsregeln fiir Y in den Fillen n > 3

Betrachte die affine Quadrik Y in A%ﬂ Vn > 3, was als Hyperfliche mit quadratischem,
irreduziblem definierendem Polynom eine Varietdt der Dimension 2n — 1 ist, wobei man die
natiirlichen Koordinatenfunktionen in A%” mit (z1,...,2p, W1,...,w,) bezeichnet. Wichtig
dabei ist die Unterteilung in zwei Klassen, die der bereits aufgestellten Gleichung geniigen:

n
(4.2) z zZiW; = 1
=1

Als abgeleitete Gleichung ergibt sich folgende Bedingung an die Differentiale

=1 =1

Es tauchen verschiedene (2n — 1)-Formen auf, die jeweils eine andere Variable nicht als
Basiskovektor, sondern als multipikativen Vorfaktor besitzen. Diese wollen wir ineinander um-
rechnen konnen. Dies ist eine Fihigkeit, die bei den in Abschnitt 4.3 folgenden Berechnungen
wichtig sein wird. Im weiteren Verlauf werden die folgenden Umrechnungsformeln nur noch
kurz Ersetzungsregeln genannt.

Multipliziere dazu die Gleichung (4.3) mit den drei folgenden (2n — 2)-Formen,

(dzg A+ Ndzgp—q Ndzgeqg A+ Ndzp) A (dwy A -+ Adwp—g Adwppy A=+ Adwy,) =
=(dzy N---dZg - Ndzp) A (dwy A -+ - day - -+ A dwy,)
(dzy A+  Ndzg—1 Ndzgag A+~ ANdzi—y Adzigg A= Adzp) A (dwyg A -+ Adwy,) =
=(dzy N-+-dZ -+ dZ- - Ndzp) A (dwy A -+ A dwy,)
(dzy A+ Ndzp) A (dwy A -+ dg - - day - - - A dwy,)
Es fehlen also stets zwei andere Basiskovektoren, wodurch eine Umrechnung stattfinden kann.
Die erste Relation von (2n — 1)-Formen lautet wie folgt:
(4.4) (=)™ 25(dzy A= dEg -+ Adzy) A (dwy A -+ A dwy)+
+ (=) Ywp(dzy A -+ Adzy) A (dwy A -+ - daby - - - A dw,) =0

Fiir das zweite Produkt ergibt sich
(4.5) ((—1)k_1’wk(d21 VAN --'dél--'/\dzn)—l—
(=) 2wy (dey A dg - A dzn)> A(dwr A+ A dwy) =0

Genauso multipliziere die differentielle Bedingung (4.3) mit der dritten Form, so erhélt
man als dritte Regel

(4.6) (dzy AN+ Ndzp) A ((—1)”+k_lzkdw1 A-dwy e A dwy+
+ (—1)”+l_22ldw1 A dwg - A dwy,
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4.2.2 Die invariante Volumenform fiir Y, n > 3

Wir konstruieren hier eine invariante, algebraisch definierte (2n — 1)-Differentialform Q auf
Y, die uns die gesuchte Volumenform durch Q A © bringen wird. Setze an mit:

dzy A ... Ndzp Ndwi A ... A dwy,

(i ziw; — 1)
1=1

(4.7) wy =

Lemma 4.3. wy ist eine meromorphe, SL,,(C)-invariante 2n-Form vom Variablentyp (n,n)
aqu , mit einem Pol erster Ordnung entlang Y, und holomorph auflerhalb von Y .

Beweis. z1,...,%p, W1, ..., wy, sind globale Koordinaten auf C?", was man auch als komplexen
Vektorraum auffassen kann. Daraus ersieht man, dass die 2n-Form im Zéhler von wy invariant
sein muss, auch wenn man auf den beiden Sétzen von Variablen (Z, W) mit SL,(C) linear
und kontragredient operiert, da die Determinante der beiden einzeln schon eins ist. Fiir den
Nenner rechnet man schnell nach:

ST2(T W) —1=>" > (Tiz) (T igwy) — 1 =
=1 =1 j k=1

Z - IWTUZ]wk = Z jk2j Wk — Z zjwg — 1

i=1 k: J,k=1 j=1
Alles andere ist offenkundig richtig. O

Proposition 4.2. Die holomorphe, SL,,(C)-invariante Volumenform [Q2|? auf Y lautet

{w; #0} : |Qu,|> = le/\ini:
= 2|dzl/\ A Ndzp P A ldwy A A dwy)?

|w|
{z; #0} ¢ Q)7 = QZJA@:

= 5 ’2|dz1/\ A dzp|? A ldwy A da A dwy, |
J

in angegebenen offenen Umgebungen von Y.

Beweis. Aus der zweiten Adjunktionsformel ([GH] 1.1) ergibt sich wegen

n n
3(2 2 W; — 1) 8(2 Z;W; — 1)
i=1 i=1
—_— = Wj, ——(f———— = Z
0z; J owy,
die Ausiibbarkeit der Poincaré Residuumsabbildung
dz1 N . Ndzp ANdwr A N d
wy P._F>{. wg/ _ ( 1) 1021 Zn w1 Wn, |Y
wj
dzy A ... Ndzg Ndwy A .. k... Nd
wy P.R. wg// _ ( 1)]@*1 21 Zn ;:1 wn‘Y
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was fiir die richtige Wahl offener Teilmengen {z, # 0} bzw. {w; # 0}, j,k € {1,...,n}, eine
wohldefinierte, holomorphe (2n — 1)-Form auf Y hergibt. Die Invarianz unter der SL,(C)-

d(zn: ziw;—1)
Wirkung bleibt erhalten, da die abgespaltene Einsform —&——— invariant ist, wobei man

( Z:l ziw;—1)
dafiir die Relation

d(z ZiW; — 1)
=1

(i ZiWg — 1)
=1

"

(4.8) wy = A wy PP

vorfindet. Spezifiziere die Formen wf und wf- genauer als €, und 0

w20} + 0, = EV
(-1

J

(dzi A .oodzio .. Ndzp) A (dwy Ao A dwy,)

{2z #0} : Qg = (dzi Ao ANdzp) A (dwi AL dwy ... A dwy,)
Die Wohldefiniertheit einer daraus gebildeten globalen Form auf Y ist gesichert, weil wegen
der drei Ersetzungsregeln ein Ubergang zwischen all diesen lokalen (2n — 1)-Formen auf dem
Schnitt der jeweiligen Definitionsbereiche moglich wird.

Von ) ausgehend, konstruieren wir die invariante Volumenform von Grad (4n — 2) aus
der Behauptung durch |[Q]? := Q A Q. Das (zweite) Gleichheitszeichen ergibt sich dort jeweils
aus dem positiven Signum der Permutation von

Qu, Ay, =
n\n— 1

= (="~
N e’ | W

|w;
=11

ldzy Ao oie o Adz 2 Aldwy A A dwy |

fiir €2y, analog bei 2, ;. Insbesondere gilt:
(4.9) lwi 2|2 = |dzy A ... dZi ... Adzg |2 A|dwy A - - A dwy |2
|2 1P = |dzr A - Adzn* Aldwy A didj ... A dw, |
O

Desweiteren ist folgendes technisches Lemma niitzlich beim Beschreiben von Volumenfor-
men in dz;, dw; durch €.

Lemma 4.4. Es gelten folgende Vorzeichenregeln:

ldzy A i NdzgP=day A Ndzg AdEL A L dE, =
= (=12 DO DGz AdzE AL Adzg AdZEy

und

ldwy A ... A dwy|* = dwy A ... Adw, Adioy A ... A did, =
= (=12 DGy Adiby A ... A dwy A diy,
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was zusammengesetzt und mit Hilfe obiger Proposition 4.2

| Qs | |wi* =
= (=1 dzy Adz A i Adzg AdZaA
Adwy Adiy A ... A dwy A diby,

liefert.

Beweis. Durch Nachrechnen der einzelnen Permutationen. O

4.2.3 Volumenform und Ersetzungsregeln fiir den homogenen Raum SI,(C)
Die invariante Volumenform fiir SLy(C)

Die Existenz einer bis auf konstanten Vorfaktor eindeutigen, biinvarianten Volumenform ist
fiir die komplexe Liegruppe SLy(C) aus der Theorie klar, und kann durch Links- bzw. Recht-
stranslationen einer Volumenform in der Liealgebra sl (C) angegeben werden, die wegen der
Unimodularitét von SLy(C) auch biinvariant ist. Um eine praktische, lokale Darstellung zu
erzielen, ohne transzendente Methoden, gehen wir dhnlich wie fiir Y vor.

Betrachte hier die affine Quadrik SLy(C) C A, mit den Koordinatenfunktionen Tij,i,j =
1,2 von Aflc, die der Bedingung: 711722 — T12T%1 = 1 geniigen. SLy(C) kann analog zu Y in den
Fillen n > 3 aus Abschnitt 4.2.1 als Hyperfliche beschrieben werden, wenn man die Gestalt
der Elemente in SLy(C) anders als iiblich vorgibt:

SLa(0) = (! 71t) s der(T) = 1} =

= {<Zl _u]2> D 21W1 + 2owe = 1}
w1

22

21

Die Wirkung von SLy(C) x Gy, auf SL2(C), Elemente als Vierervektoren (5,%) aufgefasst,

w
transformiert sich so zu

z1 t , T Z1

z29 z2

((T7 t)7 wy ) = til C d w1
1 a —b

w2 t wWo

Die Determinante der Matrizen, die die Operation hierbei beschreiben, ist gleich eins. Setze

(4 10) dTi1 NdTi9 N dTvy A dTns
. W L=
SL2(©) (T11T22 — T12To — 1)
dz1 N\ dzo N dwi N dws
(z1w1 —+ 2owo — 1)

Man hat es im Vergleich mit Y in den Fillen n > 3 mit einem zusétzlichen Minuszeichen zu
tun, ansonsten genauso wie dort. Der Deutlichkeit halber und als Beispiel, soll es dennoch
ausgefiihrt werden.
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Lemma 4.5. wgr, () st eine meromorphe, SLg (C) X Gy -invariante 4-Form vom Variablentyp
(2,2), beziiglich der Koordinaten (21, z2, w1, w2), aqué mit einem Pol erster Ordnung entlang
SL2(C) versehen, und holomorph aufferhalb von SLo(C) C Ag.

Beweis. Der Zihler ist eine 4-Form in C?*, die mit Multiplikation mit der Determinante auf

die Wirkung durch SLy(C) x G, antwortet, wie in Lemma 4.2 fiir zwei zweikomponentige
Al

Vektoren (Z = (Z,), W = (1)), hier in C* als Vierervektor (5,21> aufgefasst. Die Matrizen

w2
aus SLo(C) x Gy, die diese Wirkung ausiiben, haben aber Determinante eins, wie oben be-
schrieben. Der Nenner ist det((7};)) — 1, was selbstverstandlich eigensténdig invariant bleibt,
und es folgt die behauptete Invarianz von wgy,(c). Alles Andere ist klar. O

Proposition 4.3. Die holomorphe, SLa(C)-invariante Volumenform auf SL2(C) als homoge-
nem Raum lautet

|d22 A dwy A dw2|2

twr #0) Qs [* = w1 |2

{22 # 0} .2 = 2 n Tj;? dw|?
{ws # 0} 1,2 = 195N d;u;@/\ dws|?
(20} i = e n el

in den ausgewihlten offenen Umgebungen geschrieben.

Beweis. Unter der Poincaréschen Residuumsabbildung wie in Proposition 4.2 erh&lt man lokal
in {The # 0}, {To1 # 0}, {T12 # 0} und {711 # 0} die folgenden 3-Formen

dTio AN dTo A dToe - dzo N\ dwi N dws

Too wy
dTi1 ANdTo A dToe dz1 N dzo N\ dwq
O, = T =
21 z22
dTi1 N dTio A dTbe dz1 N dwy N dwsg
QT12 = - T =
12 w2
dT11 N dTi9 N dIs dz1 N dzo A dwsg
QTII o= T = -
11 21

Beachte, dass Vorzeichen aufgrund des Vorfaktors bei der P.R.-Abbildung (—1)’~! entstehen
konnen, aber auch aufgrund der Ableitung der Determinantenrelation im Nenner. Beobachte
ferner, dass man sich ein Minuszeichen Unterschied in der Konvention bei Y bei Wahl von
n = 2 einhandelt. Durch Bildung der Volumenformen in den lokalen Umgebungen mit wy # 0,
etc., verschwindet aber jegliches Vorzeichen wieder, so dass man hier die gleiche Gestalt wie
bei Y fiir n > 3, nur eben fiir n = 2 erhilt. O

Ersetzungsregeln fiir SLy(C)

Aus der differentiellen Bedingung fiir SLo(C): ThodTh1 — Th2dT51 + Th1dToe — To1dTh9 = 0,
bzw. widz1 + wodzo + z1dwy + zodwy = 0, ergeben sich die Ersetzungsregeln wie oben durch
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Multiplikation mit einer entsprechenden 2-Form, so dass eine Beziehung zwischen zwei 3-
Formen offenbar wird (fiir Koordinaten (z1, 22, w1, w2)):

(4.11) Multiplikation mit Ersetzungsregel
dz1 N dzo z1dz1 AN dzo N dwy + zodzy N dzg A dwy = 0
dz1 A dwy —wadz1 N dzo N\ dwy + zodz1 A dwy A dwy =0
dz1 A dws —wadz1 N dzo N\ dwy — z1dz1 A dwy A dwy =0
dzo N dwy widz1 A dzo A\ dwy + zodzg A dwy A dwg =0
dzo N\ dws widz1 A dzo A\ dws — z1dzo N dwy A dwg =0
dwi N dws widz1 A dwy A dwg + wadzo A dwy A dwy =0

Diese Regeln finden sich genauso bei denen fiir Y wenn man n = 2 setzt, da die Relation (4.2)
und die differentielle Relation (4.3) in allen betrachteten Féllen n > 2 {ibereinstimmen.

4.3 Berechnung des Operators A’ im allgemeinen Fall n > 3

Wir wollen den partiellen Ableitungsoperator A’ bestimmen, der die Wirkung von 90 auf
einer SU(n)-invarianten Potentialfunktion f beschreibt und in die Aufstellung der Einstein-
gleichung eingehen wird. Dazu fiihrt man auf der Quadrik Y in A%" fiir die kanonischen
(affinen) Koordinaten z1, ..., z,, w1, ..., w, folgende Abkiirzungen ein:

n n
1212 = 3"z, (W2 =Y w,
=1 i=1

und Differentiale beziiglich 0 und 0:
— n o n
O1ZI° = zdzm, WP = widw.
=1 i=1

n

n
Nz = mdz, SIWI2 = widuw

i=1 i=1
AuBlerdem bendtigen wir spéter auch:

00|1Z|1> = _dz Adz, OIWI* = dw; Adw;
=1 =1

Als reelle, invariante Koordinaten wahlt man z,y wie folgt:
(4.12) 2= —log||Z|[2 y:=—log|W]?

Also:
1 1

T Y

, e
12]1? W2

und mit Vorteil kann benutzt werden:

NZI* 5 aZ|?

or = — or = —
1Z]|? 217
B L 14
W W
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Das Ziel ist, fiir eine reellwertige Funktion f(x,y) auf {(z,y) € R? : x +y < 0}, nach
Proposition 4.1, den Differentialoperator A’(f) in folgender Gleichung zu bestimmen:

@af" =t = A(HlaP
Beginnen wir mit Jf:

of = 5f(—10gHZHQ,—logHWHz)*
1
fo gzl %) - iy HWHQ( IW?) =
= —fa"@IZI]?) — fye" @IW])

Daraus ergibt sich fiir 90 f folgender Ausdruck:

(4.13) O0f =frz0T A Ox + f 0y N Oy + fyuOy A Ox + fryOx A Oy—
— f:00x — £,00y =
fac:v“‘fx 2 A7 2 fyy+fy 2 A9 2
==———(9||Z||* AO||Z]|*) + a||W |- A O||W %)+
R O1ZI A ZI) + B @I AT
fxy 2 A Al 72 Jay 2.3 2
W* A0 Z||*) + 5= O Z]|7 A O||W|7)—
fa fy a7

”Z”g(aaH %) - W/‘E’HQ(WHWHQ)

Zur Abkiirzung fithren wir ein:

fmz+fx 2 .79 2 fyy+fy 2 A7 2
wy: = ————(0||Z||* ANO||Z||*) + AW |“ A O|W||*) +
1 o OIZIP ADIZI) + S @IWIE AT W)
fxy 2 A9 2 fxy 2 A9 2
+—=="——0|W|* A0 Z|]?) + —=5>—=5 (3| Z]|* A O||W
fz’ fy oY 2
wg: = 90| Z||* 00| W

Wir bemerken, dass fiir das Quadrat von w; gilt:

% _ ((foc:c + fa) (fyy + fy) —

fgy 2 A 37112 2,9 2
oNZ||” NO|Z||7 ANO||W |7 A O||W
1Z] W4 1Z] 1Z]| Wl Wl

Lemma 4.6. Mit den Festsetzungen von wy oben, und den beiden Summanden

Wé = ||Z||2 (35||Z|| )
wg: \WHQ (86HW” )

von wa, erhdlt man die Behauptung:
W =0, (Wh)"™ = (W) =0

und alle hoheren Potenzen dieser Formen verschwinden ebenso.
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Beweis. Um die erste Gleichung einzusehen, schreibe zunéchst w% auf, und beobachte, dass
aus der allgemeinen Tatsache, dass das Dachprodukt einer Einsform « mit sich selber stets
Null ergibt, @ A @ = 0, der Ausdruck sich wegen gleichlautender Einsformen um FEiniges
reduziert. Daher hat man noch {ibrig:

wi = ((fxz + f2)02 A Ox + (fyy + f,)0y A Oy+
—i—fmy@x/\éy—i-fyw@y/\éx)z =

= (faz + fx)(fyy + fy)ax A Oz A Oy A 5y+

+ (fyy + fy)(fox + f2)0y A Oy A Ox N Ox+

+ fayfyz0x A OY AN OY A Ox + fyz fryOy A Ox A Oz A Oy =

= 2((fee + fa:)(fyy + fy) — fy)c‘)a: A Oz A oy N 3y =
= 2((few + o) (fy + fy) — [2)E2TONZ| A O ZI| A O|W | A D|W|

Yy

Es wird wi)’ sofort Null sein, da alle Einsformen schon in dieser Vierform auftreten, und alle
weiteren Dachprodukte mit w; verschwinden miissen. Im zweiten Teil der Behauptung sind
wh und wh reine Ausdriicke in dz;, dz; bzw. dw;, dw;. Daher ist die hochste nichttriviale Form
in jedem Typ der Basiskovektoren von Grad 2n. Aber (wh)"*! und (w5)"*! produzieren eine
2n+ 2 Form bzgl. der beiden Typen, also Null. Die Behauptung fiir noch hohere Potenzen ist
klar. O

Bemerkung 4.1. Die 2n x 2n-Koeffizientenmatrix der Form 00f sieht beziiglich der Basis

<
dqo‘/\dqﬁ,fﬁrqo‘:{za’a_n mit o, 5 =1...2n,

Wo,x > n—+1
wie folgt aus:

fmx+fac o~ fr - fac .
(fap) = ( 12T+ %% ||Z||2‘5”) (\7\2\\2|\$v||221wl)
aB) = fou Fuutfy - ,
(rzrtiren=) femn — piton)
fur alle 7,4, k,1 = 1,...,n. Die vier Untermatrizen sind jeweils n x n-dimensioniert, und die

gesamte Matrix ist von der Grofle 2n x 2n. Nach Einschriankung auf Y C A%" hat man
Relationen unter den Eintrdgen. O

Laut Definition von wi und wy ist:
85f = W1 — Wy

und die zugehorige Volumenform bzw. hochste nichttriviale dulere Potenz auf der (2n — 1)-
dimensionalen affinen Quadrik Y ergibt sich als

2n—1
(4.14) (00f)* ! = (w1 —wp) =) <2nk— 1>w§2nl)k(—w2)k =

k=0

= Wi (2n — D) wd" 2w —(2n — 1)(n — 1) w3 3w?
T ——— T
B

denn wegen Lemma 4.6 sind alle anderen Summanden in der Summe gleich Null.
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Berechnung von Term A:

gt = () ) )

Man benoétigt

n n— f; ;! ¥ n ¥ n—
()" (@)™ = e Q2N 217" A @I )"

wobei

D01 Z|IH)" = nl(dzy AdZ1) A ... A (dzn A dZy)
(85”W”2)n_1 - (n — 1)! Z(dwl A d@l) VAN dwm@j N (dwn A d@n)
j=1

So dass zusammen
= n = n—1 Lemma 4.4 “
(001 Z|1)" A (@2 W P = nl(n = IO |2 P)[Q7 = nl(n — 1)1 Z]*Q?
=1
Wir erhalten

n fn—1

! Mmn—1 __ xJYy 2
(w2)n(w2)n - n'(n_ 1)‘||Z||2n,2”W”2n,2|Q‘

Analog

n—1 fn
() ()" = il — DYty

! = =12
|Z][zn=2][w|2n=2

Also haben wir Term A schon ausgerechnet:

TR et 1)
1Z][2r=2 (W |[2r—2

= (2n = DU (o + £yl VEW0P

w%n_l =(2n—1) ]Q|2 -

Berechnung von Term B: Beobachte, dass

2n—2
2n — 2
B2 = gt = 3 (7)) hug) -

= ((22:2%) (wh)™ (wy)" 2 10<2:<212> ;:é)”l(wé')"lJr
+ () ey =
(

n (n—2)!(n—2)!

( 1 1
n(n—1) (n—1)2

)

wh)" (wy)" 7 + (wp)" ™ (wg)" " +
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Wir benennen die auftretenden Summanden der gesamten Ausdriicke in Term B (mit wq),
wie folgt:

(2n — 2)!
(n—2)!(n—2)!

+m (wh)™ 2 (wh) w

Wir benutzen die Tatsache:

S 00) 72" = i L2
1Z] 1Z]

fTL
(W)™ = nl—~
’ w2

(wp)™ = (

dzy Ndzy N ... Ndzy, A\ dZy,

dwy A dwy A ... N\ dwy A dioy,

Nun zu den Termen Ba und Be:

W) A W)™ Awr = @) A @72 A T ) i gy

W4
n n— n n— fxx+fm a
(W™ A (Wh)"2 Awy = (W)™ A (wh) 2A(HZH4)8||Z|I2A8HZ|!2

weil alle Kovektoren dz; und dz; in Ba durch (wh)™ schon vorhanden sind, muss man von
den Einzeltermen in wy nur die Kombination von dw; und dw; ranmultiplizieren, alle anderen
duBeren Produkte sind Null. Analog treten im Term Be schon alle dw®, dw’ in (w))™ auf, so
dass man von w; nur mehr die Kovektoren dz*, dz’ nichttrivial multiplizieren muss.

Wir fithren die Rechnung fiir den ersten Term Ba durch:

B +f,) _ R
w/n/\w//nZ/\(fyy yawZ/\aw2:n| x Yy yy Yy
Gl M) e AIWIE A GIWIE) = oz s e
dzy NdZL A ... Ndzy NdZ, A (DO|W D)2 AW |? AO|W | =
P2y 4 £y)
=nl(n —2)12-Y
=2z W

dzi A ... \NdzZpA\

n n
A Z dwy ANdwy .. .50 ...5]...dwy Add, | A Zwkwldwk/\dwl =

LK

wobei wir fiir 4, j die Reihenfolge i < j verlangen, was man sofort statt ¢ # j genauer schreiben
kann, denn die (2n — 4)-Formen sind in Reihenfolge gebracht und aufsummiert worden, also
kommen alle Paare (4,j) von fehlenden Basiskovektoren auch mit ¢ < j geordnet vor. Daher
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ergibt sich weiter

= nl(n — U272 (fyy + fi)e" TV dzy AL A dELN

n

> (JwilPdwy Adiwy A g A dwy A diBn+

1<)

+ wiwjdwy Adoy A ... dwi A ... A Gdog A A dw, A divg—
— wijdwy A dwy A .. iddg A Adwif A .. A dw, A did,+
+ Jwj|Pdwy Adwy A ... ... A dw, A diby,)

weil wir nur fiir entweder (k = ¢ Al = i) oder (k = ¢ Al = j) oder (k = j Al = i) oder
(k = j ANl = j) einen nicht Null Beitrag vom &duBeren Produkt beider Summen erhalten.
Wende die dritte Ersetzungsregel an, um zur Gestalt (4.9) der Volumenform € auch in den
zwei Mitteltermen zu gelangen. Das Verfahren lduft jetzt folgendermafien: Entscheide was
ersetzt werden soll, d.h. entweder den fehlenden Kovektor vom Index ¢ oder vom Index j
einzutauschen, um den gleichen Index zu bekommen, also zum Beispiel

Wiwjdz A ... Ndz, Ndwy A odwii A A Gdog A A didy,

wir haben hier dw; gegen dw; eingewechselt. Versammle alle Kovektoren vom selben Typ,
die fiir die Substitution nach der Regel notwendig sind, in unserem Beispiel ergibt dies den
Ausdruck:

wiwj(—l)j*”"("*?)dzl A dzl ANdza A ... Ndz, A diwg A . A d@p A
ANdzo N ... Ndzpy ANdwy A . A dwn
wobei das richtige Vorzeichen entscheidend ist und von den ausgefithrten Permutationen

herriithrt. Wende die Ersetzungsregel (4.6) fiir die hintereinander aufgereihten antiholomor-
phen Kovektoren an, um dw; weglassen zu kénnen, und setze dafiir dw; ein:

dz Ndz . /\dzn/\dwlA...?..Adwn:
= (- 1)’+J Az NdEs A ... N dZ, A dioy A . . A diy,
Zj

Wir stellen die natiirliche Reihenfolge der Basiskovektoren durch geeignetes Permutieren wie-
der her, um

dzy NdzZy N ... Ndzp ANdZ, A\ dwy A dwg A . j . A dw, N dwy,

zu erhalten, wobei man ein Vorzeichen (—1)72"*! aufnimmt. Das gesamte Vorzeichen, was

man sich damit eingebrockt hat, ist das Produkt der drei einzelnen aus den drei Schritten

(_1)j—i+n(n—2)+i+j—3n+1 _ (_1)2j+n(n—2)—2n+1 _ (_1)1 _ (_1)

Setze dies in den Summanden der laufenden Rechnung ein:

Wiwjdz A ... Ndz, Ndwy A dwii AL A JdDg A LA diD, =
’lU’LUZ
= I A ANdZL A L ANdzp A dZy, A dwy A dog A . j .. A dwy, A dw, =
Zi
J
’lU'U}Z
= —— 2 PIOP = —wiw; ziz|Q
.7
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wobei noch Gleichung (4.9) verwendet wurde, um |Q2|?> dastehen zu haben. Wir werden von
nun an darauf verzichten, dieses Verfahren jedesmal zu beschreiben, wenn es zum Einsatz
kommt, denn es sind im Grunde immer diesselben Uberlegungen mit Hilfe einer geeigneten
Ersetzungsregel, und den beiden Permutationen hin zu der Gestalt, die man fiir die jeweilige
Ersetzungsregel bendtigt. Am Ende tauscht man wieder zuriick in die natiirliche Reihenfolge.
Bei diesen Permutationen muss peinlich genau auf das korrekte Vorzeichen geachtet werden.
Es ergibt sich
o St fy) 5
(wy)™ A (wg)" 2 A (W(?HW\F NO|W|?) =
= nl(n = 22 F3 72 (fyy + F)e" T~ (wil |2 P10 — wiw;ziz] Q17—
1<j
— w2 Q + [w; |z *| Q) =
=nl(n — U7 72 (fyy + £)e" D " Jwizy — wiz) Q) =
1<j
= nl(n — 2272 (fyy + fy)e" T (e — 1)|Q)?
wobei wir folgendes niitzliches Lemma bei der Summe anwenden kénnen.

Lemma 4.7. Wir behaupten fiir alle (Z,W) € Y C C*, wobei Z = (21,...,2,), W =

(w1, ...,wy) sei, und mit x := —log || Z||, y :== —log |W]||, dass
Do lwiz —wiE? = etV 1
1<j

firi,j7=1,...,n gilt.

Beweis. Setze

(o 2=
wp ... Wnp,
— AARVA

t— PR
44 _<WZ WW)

worin ZW := 3" | zjw; bedeutet, und analog bei den iibrigen Ausdriicken. Dann folgt
det(AAY = ZZ WW —WZ ZW = || Z|*|W|* — (W, Z)/|?

beziiglich des natiirlichen Skalarprodukts in C". Auf der anderen Seite, aufgrund der verall-
gemeinerten Determinantenmultiplikationsformel, erhalt man

det(AA) = 37 det(A7)det(AV) = YO T FE G
— — Wi Wil |w; Wy
1<i<j<n 1<i<j<n J J
= Z (Ziwj—ijwi)(ziwj—zjwi): Z ‘Zﬂf)j—Zj’lDilz
1<i<j<n 1<i<j<n

wobei A% den 2 x 2 Minor der Matrix A aus den Spalten i und j bezeichnet. Aus der Definition
von x und y folgt

n
IZIPW N = (W, 2) P = O 1z O lwil?) = 1Y awzsl* = e =1
k=1
Dies zeigt die Behauptung. O
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4.3. BERECHNUNG DES OPERATORS A’ IM ALLGEMEINEN FALL N >3 83

Der Term Bc kann dhnlich bestimmt werden, nur mit vertauschten Z und W. Das heif}t,
er ist gleich

(W)™ A (W3)" 2 Awr = (w5)" A (wp)" 2 A ("f:':|m|;||‘zfm)(9HZH2 NOIIZII%) =
= nl(n = U772 [ (fow + fo)e"OH (7Y = 1|0

Der noch fehlende Term im Ausdruck B: w2” 21 ist Term Bb, dessen Berechnung nun

die Aufgabe ist. Erinnere, dass Term Bb gleich (w))" *(w4)" lw; war. Ohne Vorfaktoren
behaupten wir Folgendes:

(9911 Z)%)" 1 A @AW )" 1Ol ZIP A DN ZIP = (n = D) (n — DY |zl 11%120%)

7]_1

)1 21"~ A QOIIW )" OIW 2 ADIIW* = (n = 1)!(n — 1)! Z Jw; |*wi*19)

3,j=1
n

(0011 Z%)" 1 A @OIW ) LW A DI Z)) = (n — D)(n— DI~z 2wi Q)
ij=1

0011 Z%)" 1 A @AW )" DI ZIP ADIW I = (n — D)(n— DI —Zw;zwi|Q?)
i.j=1

Um dies einzusehen, betrachte zuerst nur (w})” 1 A (wj)" "1 (ohne die Vorfaktoren wiederum)

@) Z|IH)" "t A @IW )"t = (n = DI dey ANdZL A i A dz A dZ)
=1
A =D dwy Ay AL g A dwy A diBy) =
j=1
=(n—Dn-) " da A di...dz Adwy...Jj...dDy,)
ij=1

Als Zweites liefert w; die Zweiformen

n
ONZIPAONZI1° = Zvadey A dz
k,l=1

DIWIE ABIWIE = 3 wpwndu A duy
kl=1

n
OIWI2 AB|Z| = 3 wyady A dz
kl=1
n

OIZ> ABIW|? = S zpwndz A du
k=1

Die Kombination aus beiden reduziert die Summierung iiber k,! zu den einzigen nicht Null
Beitrigen die man fir: (k =iAl =1), (k=jAl=7), (k=jAl=1), (k=1iAl=j) bekommt,

83
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dhnlich zu dem, was wir weiter oben schon einmal gesehen hatten. Die vier zu berechnenden
Produkte sind:

Gl (f95||W||2)”‘1 NOIIZI? A OIIZ|I* =

((n—1)! Z|zz| dzy A odzg Adwy A jg .. A dioy) =
4,j=1

(4.9)
=" ((n—1)! Z EAREARIY)
3,j=1

und

(09 2] A ((’95IIW||2)”_1 NOIIW 2 A OIW|* =

(n—1)! Z ]wj\ dz1 A .. dZy Ndwy AL N dwy) =
i,j=1
(4.9)
=" ((n—1)! Z |wj|*wi]*Q2%)
4,j=1

Bei den anderen zwei Ausdriicken muss man jedoch die Ersetzungsregel (4.4) vorher benutzen,
um |Q|? letztlich mit (4.9) einsetzen zu koénnen, wie es oben auch getan wurde.

(091 Z]*)" =" A (65HWHZ)"_1 NOIIW* A )| Z))* =

((n—1)! ijz, Ddzy A ANGdZ A dZy Adwi AL A dwj A A diDy,) =
,j=1
n
(4.9)

= (=N (~Dzw;zjwi|QP)

i,j=1
und

@)1 2] A (35\\WH2)”’1 NO|IZIIP nOIW|* =

((n—1)! Zw]zldzl/\ ANdzi A dZ, Adwi AL A Gdog AL A didy) =
,j=1
(4.9) -
=" ((n =1’ (=) zw;zw|Q)
ij=1
Beachte, dass das Minus in diesen beiden letzten Fillen von unterschiedlichen Schritten
herriihrt:

e Im ersten Fall tritt es wegen w;z;dw; A dz; auf, was mit (w))" 1 A (wf)"~ multipliziert

wird und geordnet werden muss, so dass dz; mit dem Kovektor dw; zusétzlich noch
vertauscht werden muss. Die Ersetzungsregel ergibt ein Plus, so dass insgesamt das
Minus der Vertauschung weiterhin besteht.

e Im zweiten Fall kann man zw;dz; A dw; leicht in (w))" ! A (w5)"~! mit einem Plus
einfiigen, da dz; schon auf der linken Seite steht, wo es hingehort, aber die Ersetzungs-
regel (4.4) liefert letztlich doch das Minuszeichen.
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4.3. BERECHNUNG DES OPERATORS A’ IM ALLGEMEINEN FALL N >3 85

Deshalb erlangen wir das, was wir eingangs behauptet hatten, und der vollstandige Ausdruck
von Bb: (wh)"H(wh)" 1w1 lautet:

fa

85 7 2\n—1 A fy aé W 2\n—1 A —
Sttt foz + [ foy + 1
_ _ 12 z Jy we ey 22wy e
= DY 2w Z Sz T S el e
f?ﬂ — f;ty _ _ 2
W ZjW; — oo ZiW 2 W5 | |QF =
2R e ) [

n— n— n— a: ffEfE+fx " f +f -
= (= DLz gyl “”( 7 o+ g O i
= =1

fyz 2 fxy 2 2
1 (3 1 (3 Q
BE ||W||2'Z“”' HE ||W||2'Z“”' 11 =
1 en— vz + fo _ fyy + [y _
— — 1) 2 rn—1 gn—1 (n 1) (z+y) f 2x vy Yy _—2y
e Sz

fyx fmy ) 2
— 1= 1) 197 =
1Z]12 w2 1Z]12 W2

= (n—Dln— D e V@ (fo 4 fo b fyy + fy — 2fme)|Q

wobei wir die Formeln folgenden Lemmas benutzt haben.

Lemma 4.8. Fir alle Koordinatenvektoren Z = (z1,...,2n), W = (w1, ..., wy) in C" gilt
Z |27¢|2|Zj|2 = (Z \Zi|2> und Z ZjWiZjws = Zziwi
ij=1 i=1 i,j=1 i=1

Beweis. Mit einer einfachen Induktion iiber n sieht man es. Der Fall n = 1 ist trivial, also
behandle gleich n — n + 1:

85
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n+1 n
D Ll = ) Ll P+
i,j=1 hj=1
n n
+ 2Pl + 3Ll + ol =
j=1 =1

n n n
= Q1P + 1z PO 1251 + O 1zl zasa P + 1z |* =
i=1 j=1 i=1

n n n
= (ZI%F + |Zn+1\2) O 15 + lznil? (Z |zl® + |Zn+1\2> =
i=1 j=1 i=1

n+1

n
= O 1= | Y1zl + 2 | =
i=1 j=1

n+1 2
- (Srer)
=1

und in gleicher Weise

n+1

n
E ZiW;Zj Wi = E ZiWiZ5W;+

ij=1 ij=1

n n
+ E Zn+1Wn+12;W5 + E ZiW; Zpn 4 1Wny1 + Zpt1Wnt12n1Wpa1 =

j=1 i=1
n n n
e 2
= E ZiWj +Zn+1wn+1(g ZjW; +Zn+1wn+l(§ 2iw;) + |Zpp1Wn1]” =
i=1 j=1 i=1
n n n
= E 2iW; + Zp 41 W1 (E ZjW;i) + Znt1Wni1 E 2W;i + Zpp1 Wyt | =
i=1 j=1 i=1
n+1 n n+1
= (D zwi) (Y 2®)) + Zns1®ni1 (D ziws) =
i=1 j=1 i=1
n+1 2
== E Z; Wy
i=1

Dies zeigt die Aussage des Lemmas.

Mit den drei Ausdriicken fiir die Terme Ba: (wh)"™(w4)" 2wy, Be: (wh)" 2 (wy) w; und Bb:
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-2

(w))" ! (w3)" 'w in der Hand, kénnen wir den ganzen Term B zusammensetzen: w%” wy st
gn wy =
T £2;L) z"f)— 2)! <7:;En ; PRI 2 (fyy + f)e" 0 (e = 1)+
L@ (;) (n— - D et et n o) (£ b oy 4 fy — 2 V)
+T2En - ; P27 (faa o+ fr)e" O (€777 — 1>> Q2 =

=2n-=-2)' [(f7 ;*Q(fyy + fy) + Iy =2t fo)) (e DY) nlety)y

12T fa o+ Fo o+ Fuy + fy = 2y )R] P2

Berechnung des Terms C:
Erinnere, dass der Term C gleich w? A wgn 3 war. Betrachte jeden Faktor dieses Ausdrucks
einzeln. Beginne mit w?. Viele Kombinationen verschwinden aufgrund der Tatsache, dass
diesselbe 1-Form von 9||Z||2, 9| Z||?, 0| W ||2, 0||W ||> zweimal in solch einem Produkt auftritt,
also Null ergibt. Ubrig bleiben

W2 — (fow + fo)(fyy + fy)
! 1Z|[* W4

(fyy + fy) (frz + f)
1Z[1* [
2

L HWH4
2

||Z||4||W||4
= 2((fax + fo) (fyy + Fy) = )00 2| A ONZIP A OIW P A OIW |2

o\ Z|I* A DN Z|* A OIW 2 A DI WI*+

+ AW ABIW > Aol ZI1P A0l Z|*+

OIWIIZ AOIZI* A OIZI* A OIW >+

+ I Z|* AOIWII2 AOIIW |2 A 0| Z||* =

Als néchstes zum Faktor w2” 3. Er bringt

W2n—3 / m2n—3 (203 INi(, 11\ (2n—3)—i
wy" " = (wy + wy) = Z ; (wy)"(w3) =
=0
on — 3 o -3
o G [ L G [T
n n

2n—3 2n -3

(e e (S ) s)

n—2 n—3

weil alle anderen Terme verschwinden, wie wir schon in Lemma 4.6 bemerkt haben: (w})"*! =
0 und hohere Ordnungen, (w5)"*! = 0 und hohere Ordnungen.

Betrachte die Dachprodukte der vier Summanden von eben, mit dem davor bestimmten
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88 KAPITEL 4. KAHLER-METRIKEN AUF SLy(C)-VARIETATEN (N > 3) UND
SL5(C) x Gp-VARIETATEN

3
(wh)™ (wy)" 3 Aw?, (wh)" M wh)" T Awi,
Ca Chb
(wh)" 2 (wy)" T Aw?, (wh)" 3 (wh)™ Aw?
Ce cd

und beginne mit Term Ca:
(wp)" A (wW5)" P At =

= RElVA
= 1z N2 A s

N2((faz + Fo) (Fyy + Fy) = Fog) 20 Z|P A O ZIP A OIW |2 A OIW |2

(00| W[I*)"=*A

was Null ergibt, da
(00 Z||*)" (Z dz; /\dzz> =nldzy Adzy A ... Ndzy A dz,

schon alle moglichen Basiskovektoren dz;, dz; enthilt, so dass der ganze Ausdruck mit w?
multipliziert nur verschwinden kann, weil in w? weitere genau dieser Kovektoren auftreten.
Beobachte, dass Term Cd auch Null wird, aus demselben Grund, beziiglich der Kovektoren

dw;, dw; allerdings. Als Néchstes bestimmen wir Term Cb:
(wy)" P A (Wg)" P Awi =

= [ 1f; : 2(z+y)
— HZHQn_QHWHQn 1 ((f$$+faj)(fyy+fy) :L‘y) .

(001 Z])"=" A (2OIIW )2 A DIIZ|I* A DI Z))* A DIWII* A D|IW 2

und rechnen vorerst nur mit dem Basisanteil:

@11 21"~ A (2OIIWIP)"2 A DI Z|* A DI Z)I* A OIWI* ADIWI* =

= (-1 day AdzL A i N dzg A dZg)A

=1
A (n—2))( Z dwy Adwy A ... 705 A dwn A diy)A
1,j=1,i#]
n n
AN Zezdze Adz) A (Y wpwedw, A ding) =
k=1 p,q=1

= (n—Dn =21 |zi*)dz1 Adzi A ... Adzy A dZpA
i=1

n
Y dwi Adwy AL G A dwy A dDy)A
i.j=1,i#]

() wpwgdw, A ding) =
p,q=1
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4.3. BERECHNUNG DES OPERATORS A’ IM ALLGEMEINEN FALL N >3 89

n

=(m—-Dn—2)e dar A...AdZo A D wilPdwi AL GG diDnt
i,j=1,i<j
—i—wiwjdwl/\...?.. .../\dﬁ)n—ﬂ}jwidwl/\...E...j.../\dﬁ)n-i-
+|wj\ dwi A .. ... A dwy) =

n
=(n=Dn=2)le™ > (Jwil’z* — ww;zizj — wi;z% + lw; |20 =
1,7=1,1<j
n
=(n=Dn-2)e™ > |wz —wzn[’0Qf =
1,7=1,1<J
Lemma 4.8

=5 (=Dl —2)le eV - 1)|Q)?

wobei wir Ersetzungsregel (4.4) fiir die mittleren beiden Terme bemiiht haben.

Der entsprechende Ausdruck kommt auch im Term Cc vor: (w)) 2(w4)" 1w}, nur =

und y vertauscht. Setze die Terme ungleich Null Cb, Cc zu Term C zusammen (mit allen
Vorfaktoren und Konstanten dabei)

m-3 2 _ (2n—3
n—1

)2(n - Dl(n—2)!
T2 ((fop 4 Fo) (fyy + fy) = £2,)€" @) (e — 1)+

+ (2”__23> 2(n — 1)l(n — 2)lfr—2 o1

((fox + fo) (fyy + fy) = F2 )T (e — 1)|Qf? =
=2(2n = 3)(f o2 4 oot o).
((faw + fo) (fyy + fy) — F2,)e" T (777 — 1)|Qf

Wir sind jetzt in der Lage, alle drei Terme von (99f)%"~! zu kombinieren, wie es in der
Gleichung (4.14) mit noch beizufiigenden Konstanten verlangt ist:

W' =20 = DU (fo + £y TVE |0
A

2n—2

wiwy" 2 =2n = U1y 2 (Fyy + fy) + [ 1272 (fox + f2))-
B

(e DEty) _ enlzty)y g
+ fg_l n_l(fx:c + fo+ fyy 4+ fy _ QfIyex-i‘y)e(”—l)(x"‘y)]|Q|2

wiws ™ =202n = N+ LT ((Fee + fo) (i + ) = £2,)
C
en(x—i—y)(e—x—y o 1)|Q|2
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(419)  (90f)* 1

= D07
—fm 1fn L(fo + f,)em Dt
+ (fa £y (fyy + fy) + ) 1y 2 (fow + fz))(e("—l)(”y) _ 6n(a;+y))+
+ 12 ) (fm + fo+ fyy b fy = 2fye ) D))
- (f& y 2 Y (fow + fo) (fyy + fy) — f2) (D@0 enlety)y =

=f7 "*2<fyy + )+ f§’2f§(fm + fa)—
— ( ;L VA R T (fre o+ o)y + ) = £2)) (DO n(H)) 4
;L 1 (fa:a: + fyy o 2f yeery) (n— 1)($+y)

=y e+ Fu) + (2 B2
(Foatyy — xy)](en(uy) — e DY)y
+ fn 1fn 1(facx + fyy - 2fzyex+y) OH‘ZJ) (n=1)(z+y) _
= (™ 1fn 24 fn- 2fn Y (Foafyy — xy)](en(xﬂ/) — (DY)
S e S = 2y

Zum Abschluss erreicht man das
Theorem 4.1. Die Finsteingleichung
(4.15) A((z,y), f,Df, D*f) =/

d.h. die reelle Differentialgleichung, die die Kdhler-Einstein-Bedingung (3.1) auf L :=Y im
Bild des Bewertungskegel {(z,y) € Ng : x +y < 0}, als Teilmenge in Ng = R?, ausdriickt,
lautet

(4.16) (2n — D(fT ;*2 4 fr2 ;71)(fmfyy — fgy)(en(x+y) — DY)y 4
+ 2 faw + gy — 2fy)e™ Y] =
:e_f

mit 00(f o) > 0, weil es eine positiv definite Form sein muss.

4.4 Die Berechnung von A’ fiir den Fall n = 2

Wir rechnen durchweg in den Koordinatenfunktionen (z1, z2, wi, wo) auf Aé. Beobachte, dass
trotz des zusétzlichen Minuszeichens vor wy und der Vertauschung der Eintrige im zweiten
Spaltenvektor der SLy(C)-Matrizen, die Normausdriicke

I1ZI* == 1] + |22 [W? := Jwn]? + o]

der Vektoren Z = (Z}), W = (3 ) identisch zu den Definitionen fiir die Rechnung fiir Y
sind, wenn man n = 2 setzt. Demzufolge sind auch alle davon abgeleiteten Formen, wie
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0||Z||%,0||W |2, 00| Z||?, 00||W ||*> und komplex konjugierte Ausdriicke identisch. Die reellen
Koordinaten sind genauso mit # = —In(||Z|?),y = —In(]|W|?) gegeben. Daher wird man
diesselbe Gleichung in z,y erhalten, nur eben fiir n = 2.

In dem Fall n = 2 sieht die Formel von (99f)?3 folgendermafien aus:

(00f)% = — w3 +3wiw —3waws

Wir werden die drei Summanden einzeln berechnen. Der Erste, A: wj ist schon aus dem
letzten Kapitel bekannt.

UL FE(fo + fy)e™ T |02

Fiir C: wow? berechnen wir die beiden Basisvektoren darin:
N Z|? NOIZIIP AOIWI ABIWI* A (DDNZI%) = I ZII* - w122 — waz|* - |
N Z|> NOIZIIP NOIWI* ADIW > A (DDIW %) = W* - |1 20 — a1 |* - [
Ausfiihrlicher fiir den Ersten:
(0911 211%) A OIIZII* A DIZI* AOIIW 2 A BIIW|* =

2

2
— (Zdzi/\dzi> AN zdz | ADNZIP AOIW P ADIW? =
=1

j=1

2
= (dz1 Ndz1 N\ Zadzo + dza N dZa A Z1dz1) A (Z zkd2k> AO|W|2ADI|W|? =
k=1
= (|zo|?dzy A dZy A dzy A dZy + |21]2dze A dZa Adzy Adzi) AO|W |2 AD||W 12 =
= |1 Z|?dz1 A dZy A dzo A dZaN

A (|w1|2dw1 A dwy + wywedwy N dwg + wowidws A divg + |w2|2dw2 AN d’LZ)Q) =
Benutze die Ersetzungsregeln fiir den Fall SLo(C) x G,,,/H, und achte auf die Vorzeichen:

= |1 Z||?dz1 A dZy A dzo A dZaN

A (|w1|2dw1 A dwy — wﬂ_UQZl dwy A dwy — wQQf}lZQdWQ A dwg + |w2|2dw2 VAN d’u_}2) =
2 1
W1 WaZ1 WaW1 22
=127 - |(jun]? = —=)|z2* + (Jwa? = —)|z1?| - 19 =

= 2| - [lwi?|z2]* — @r1woz1z2 — wiwaz1Z2 + |wa]?|21°] - 1O =

= 1Z]1* - [w1z2 — waz|? - |9
Beobachte, dass |wZzs — w221\2 folgendermafien ausgeschrieben werden kann:
jwi1z2 — w2z P = (|21 + |22*) (Jwof* + [wn[}) =1 =e7"7¥ =1

weil die Matrix

T := <21 _w2) e SL(2) det(T) = zqwy + zowe =1
Z9 w1q
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erfiillt. Also

Tt — < z1 Z2> (Zl —w2> — < |21* + 22> —Z1wa —|—z2w1> _
—wz wi) \z2 Wy —zy + Wize  |wy]? + |wa?

e’ —Z1w2 + Zow
_ - - 1 2_ 2W1 e SL<2)
—Wo 2z + W1 29 e Y
so dass wir die Beziehung e %Y — | — Zywg + Zowy |2 = 1 aus der Determinante hiervon erhalten.

Dies liefert den invariant geschriebenen Ausdruck fiir diesen Faktor.
Fiir Term B: w3w; finden wir

wiw) = (wh +wy)? - w1 = ((wh)? + 2whwy + (w5)?) - w
Die einzelnen Basisanteile dieses Ausducks lauten

09|\ Z||* A 03| Z|1* N 0| Z|1* A DI|Z||* = 0
00|\ Z||* N0 Z|1* NOIIW > AOIW||* = 2|22 — waza [* - | = 2(e™7¥ — 1)|
99|\ Z||* N 93| Z|* N OIIW | A D Z]* =0
90||Z||* A 03| Z|1* A 0| Z|[* A DIIW|* = 0

99| Z|> NODIW |2 AN Z|I? A DN ZII? = (|1 + |22)? - 1017 = (1Z]*)* - 12
90IIZ|* A GDIW 2 A DIW > ADIW 1 = (lwn|* + [w2l*)? - [ = (IW[%)* - |
09||Z||* N Od|W |I* A O|W* A DN Z))* = —|Qf?

99|| Z||* N 0d|W 1> A 0| Z|* A OIW | = —|Qf?

AW ? N ABIIW > A DI Z|I? A O ZIIP = 2|z1we — Z2wn|? - |QF = 2(e*7Y — 1)|Qf
AW > A 9BI|W > A DIW > A D|W > = 0
dd|W | Ada|W > AOIIW|* A8 Z|* =0
AW * A aBIIWI* Aol Z|* AW | =0
Zum Beispiel berechnet man
99| Z|1> A 83| Z||* A OIIW|? A DI ||* =
=2-dzy Ndz1 Ndza N\ dZoN

A (\wllzdwl A dw + wwedwi N dg + wiwedwe A dwy + |w2]2dw2 A du_)Q) =
benutze wieder die Ersetzungsregeln in den geeigneten Umgebungen, und achte auf Vorzeichen

2-dz1 NdzZy ANdzo A dZaN

WiW2Z W1 2
V0221 g diy — P2W1Z2
z2 21

= 2(‘11}1’2‘2’2’2 — Wiwo 2122 + \w2\2]21\2 — wlu_)gzlig) . ’Q‘Q =

VAN (|w1|2dw1 A dwy — dwy A divg + |w2]2dw2 VAN dﬂ)g) =

= 2|7I)1Z2 — w221|2 . |Q|2
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4.5. BEISPIELE VON KOMPAKTIFIZIERUNGEN FUR N > 2 93

Zusammengenommen kénnen wir jetzt den vollstdndigen Ausdruck mit den Konstanten
fiir
—w% + 3w§w1 — 3w2w%

als Vorfaktor von |Q|? aufschreiben

(=1)- (UL A (fo + fy)e™ )+
13- (F2(fyy + f) €220 29 + Woz1 |2+
+ 2fu fy(fra + F2) TV ZIP)? + 2fu fy (Fyy + L) (WP
+ 20 fy Fay€ 2 (=1) + 2 fy fry€® T (1)
+ 2 (fox + f2)e2E02| 21wy + Zown|?) -
=3 (2ful(fox + fo) (fuy + fy) — [2, )€ T Z)1% | 21wa + Zow: [+
+ 2fy[(fan + fo) (fyy + fy) — £ T W P |0122 + W21 )

was sich vereinfachen lasst zu

6- (—[(fz + fy)(fmfyy B foy) + f:cfy(fm + fyy)] ) 62(x+y)(€7x7y -1+
+ fxfy(fw:v + fyy)€x+y - 2fmfyfzy62x+2y) =
=6- <_<fac + fy)(facxfyy - gy)(ex—i-y - 62(x+y)) + fzfy(fz:v + fyy - Qfxy)€2(x+y)) =
=6 ((fo + fy) (foatyy — :?y)(e2(z+y) — ")+ folfy(fow + fyy — 2fxy)€2(x+y))

Wir erhalten schlie3lich
Theorem 4.2. Die reelle Gleichung
(4.17) A((z,y), f,Df,D*f) =ef

firn=21in {(z,y) € Nr : z +y < 0} fir den homogenen Raum L := SLa(C) lautet:

(4.18) 6- [(fzr + fy)(fxxfyy - fiy)(GQ(m+y) - 6x+y)+
+ f:cfy(fxx + fyy - 2fxy)e2(z+y)] =
:e_f

fiir 90(f o) > 0.

4.5 Beispiele von Kompaktifizierungen fiir n > 2

Wir geben in diesem Abschnitt Losungen fiir die oben aufgestellten Gleichungen (4.16),
(4.18) an. Dabei bettet man den homogenen Raum SL,,(C)/SL,,_1(C) bzw. SLs(C) x G,/ H;,
(i = 1,2) in verschiedenen Varietdten dquivariant ein, und sucht nach geeigneten Funktio-
nen, die Potentiale von SU(n)- bzw. SU(2) x Sl-invarianten Kihlermetriken auf der ganzen
Varietéit sind, und die Gleichungen 16sen. Das bedeutet inbesondere, dass man neben der
notigen Differenzierbarkeitsklasse und der Plurisubharmonizitéit, auch Randbedingungen zu
beriicksichtigen hat, wie sich die Metrik “am Rand”, also auferhalb des offenen Orbits zu
verhalten hat, was wir aber aussparen in dieser Arbeit.
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94 KAPITEL 4. KAHLER-METRIKEN AUF SLy(C)-VARIETATEN (N > 3) UND
SL5(C) x Gp-VARIETATEN

4.5.1 Beispiele im Fall n =2

Gliicklicherweise kennt man fiir die folgenden Beispiele der Kompaktifizierungen X jeweils
Kahlermetriken, die die geforderte Invarianz besitzen, und zudem auch noch Kéhler-Einstein-
Metriken mit positiver Skalarkriimmung sind. Aus den bekannten lokalen Potentialen muss
man sich nur noch die auf dem offenen Orbit darstellende, invariante Funktion f verschaffen,
dazu siehe das Kapitel 3. Diese miissen Losungen der Gleichung (4.18) sein.

X=P? x P!
Die Kompaktifizierung P? x P! von SLy(C) wurde schon hinliinglich in Kapitel 3 besprochen.
Fir f=In(1+e )+ 1Ine ¥ =1In(1+ e *) — y erhélt man aus den partiellen Ableitungen

—X —x

—e e
e R

fy = _1vfyy =0= fazy
die folgende linke Seite in der Gleichung (4.18):

—2x

e’ e’ e
6 - (-1 62(w+y)) -6 e2(zty) _
( Treop <

C14ee (1+e® 1+e%)3

—6-e" In(1+e ®)3+Ine?¥ _ e—31n(1+e‘“)—2lne_y+ln6

Anstelle von diesem f, wihlt man die leicht abgesinderte Funktion f = In(14e~%)34In(e™¥)2—
In 6, und setzt diese in die Differentialgleichung ein. Dies bringt einen zusétzlichen Vorfaktor
32.2 = 18 ein, wegen der Exponenten der neuen Funktion f. Jetzt muss man diese Konstante
in f wieder abziehen f :=In(1 + e %)% +In(e™¥)? —In6 — In18 = In(1 + %)% + In(e ¥)? —
In 108, was Gleichung (4.18) 16st. Der Faktor 6 = (2 -2 — 1)! = 3! vor der linken Seite von
(4.17) ist stets vorhanden, wie die Berechnung dieses Operators zeigt. Er beschreibt den
konstanten Koeffizienten einer Volumenform, die hier beziiglich der Variablenklassen vom
Typ (3,3) ist. Die Exponenten 3 und 2 sind die Einsteinkonstanten der Fubini-Study-Metrik
der projektiven Rédume P? und P!, die zu diesem Potential der Produktmetrik beitragen, weil
wegen der Beziehung c; (P") = 2t} [wpg] beziiglich der Standard Fubini-Study-Metrik auf dem
projektiven Raum gilt: Ric(wps) = (n + 1)wps.

X ist Quadrik in P*

Fiir f =1In(e™™ 4 e7Y) mit den partiellen Ableitungen

—e T e~ TY
Jo = myfm = m = fyy
b=y v = e r e
bekommt man fiir die linke Seite:
4
— _—o4.¢Y
(em® +e¥)4
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4.5. BEISPIELE VON KOMPAKTIFIZIERUNGEN FUR N > 2 95

Wihle f = In(e~*+e~¥)*—In 24 als Potentialfunktion in einer ersten Verbesserung. Beobachte,
dass dies einen zusitzlichen Faktor 4% = 64 wegen des Exponenten 4 einbringt, so dass

fi=In(e®+e¥)* —1In1536

Gleichung (4.18) exakt 16st.

X ist Fahnenvarietit SL3(C)/B in P? x P?
Fir f:=1In(1+e %)+ In(1 4 e7Y) berechnet man die partiellen Ableitungen zu

— —x

e e Y
foc 1—|—€ x7fy vfxx—myfyy—m

Der Ausdruck auf der linken Seite in (4.17) ist damit:

6 2 _ eln 12—2In(1+e %) (1+e™Y)
(1+e 72 (1+e7v)?

Veréndere f zu f :=2In(1+ e *)(1+ e ¥) —In12. Dies produziert einen Zusatzfaktor von 8
wegen des Exponenten 2 in dem Term auf der linken Seite. Somit 16st die Funktion

f=2In(1+e*)(14+eY) —1n96

Gleichung (4.18) exakt.

4.5.2 Die Beispiele im Fall n > 2
X =Pn x prl
Fiir f = In(1+4 e~ *)""! 4 1In(e7Y)" — In((2n — 1)!) erhalten wir :

e*iﬂ

fx_(n+1)1+ z,fsz(nJrl)m

fy = _n’fyy =0= fxy
Dies liefert nach Anwendung des Operators auf f den folgenden Vorfaktor von |2|?:

e—(n—1)z e
(It+e )T (1+e)2"

n n—1
=l <1(fe+—i§n+l e =Ty

n(z+y) _

2n —D!(n+ )" " t(n+1)

Weil frofyy — fxy = fz0—0=0 gllt ist der erste Summand Null, also stammt der ganze

Ausdruck vom letzten Term f7—* Y N fozt fyy—2fuy)e” n@+y) Der Vorfaktor fiir n = 2 bringt
6 - 18 = 108 wie fiir diesen Fall ausgerechnet wurde. SchliefSlich findet man als exakte Losung
von (4.16)

f=In(1+e )" £In(e ™)™ —In[((2n — 1)) (n + 1)"n" ]
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96 KAPITEL 4. KAHLER-METRIKEN AUF SLy(C)-VARIETATEN (N > 3) UND
SL5(C) x Gp-VARIETATEN

X ist Quadrik in P?"
Fiir f =In(e™® +e7¥)?" —In((2n — 1)!) rechnen wir

- —xr—y

fo = Qn;ﬁ7 Joz = 2nm = fyy
Daher hat man auf der Operatorseite von (4.15)
(2n — 1)!(271)2”*14%
(e= + e—v)2n
Dies kommt wiederum alleinig vom zweiten Teil des Operators, weil fru fyy — fy = 0 ist.

Der Vorfaktor im Fall n = 2 ergab 6 - 4* = 1536, was diese Berechnung auch bestétigt. Die
endgiiltige Funktion ist

f=In(e™® +e¥)? —In[((2n — 1)!)(2n)?" 4]

als Losung von (4.16).

X ist Hyperfliche in P" x P" vom Bigrad (1,1)
Fir f=In(1+e )" +1In(l+e¥)" —In((2n — 1)!) erhalten wir:

—e T —x

fz= nma foz = nma facy =0= fyx
fy=rirow I =i ep

Der Operator auf der linken Seite der Gleichung (4.15) auf f angewandst, fiithrt zu

e—nx—(n—1)y

(1 + efx)nJrl(l + efy)n—’_

(2n — )2 (—1)2n3 (

e—(n—l)x—ny
" (1+e®)(1+ey)ntl
—(n—l)(x—i—y) (e_x<1 —+ e_y)2 + e—y(l + 6—33)2)
I+ e ) i(1+ e vynt]
_ _ 2n—17_ _—(n—1)(z+ )(1 + e—y)e—x + (1 + e—x)e—y n(z+y) _ (n—1)(z+y)
=(2n—1n [—e Y (14 e—@)nFI(1 + e—v)ntl (MY —e )+
e_x —+ e_y —+ 46—90—31 + 6—$—2y + 6—2.7:—y
(1 ¢ eo)"H (1§ e v)ntl

) (eM@ty) — e(n=D(@ty)y

+ n2n—1(_1)2n—26 en(x-i-y)] _

4 o (=D (aty) enlat)] —
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4.6. BEZUG ZU OPERATOREN AUS DEM KAPITEL 3 97

(2 — D! —(@ —1)(e T +e V42" Y)+ (VY +e+4+eF +e7Y) _
(1 + ez)nJrl(l +€fy)n+1

1y 2n1 2" 2V A2V 2
' (14 ex)n+1(1 4+ e—y)ntl

(I+e ) (1+eY) B
(1+ex)n+1(1+efy)n+1 -

1

(I+ex)"(1+ey)n

=(2n—-1)

= (2n —1)In?""12

= (2n —1)In?""12

Beobachte, dass diese Berechnung umfangreicher als die Vorherigen ist, da der erste Teil des
Operators nicht verschwindet. Verglichen mit dem konstanten Faktor im Fall n = 2 gilt, dass
31232 = 6-8-2 = 96 ist, was mit der expliziten Kalkulation davon iibereinstimmt. SchlieSlich
hat man als Losung der Gleichung (4.16) die Funktion

f=In(1+e )" +In(1+e¥)" —In[((2n — 1))n*""12]

4.6 Bezug zu Operatoren aus dem Kapitel 3

Wir erinnern uns an die Theoreme 3.1, 3.2, und beleuchten die Relation der reellen Koor-
dinatenfunktionen von SLy(C), die SU(2)-invariant zu H? gehéren, zu denen fiir SLg(C) =2
SLy(C) x Gy, /H, die SU(2) x S'-invariant auf {(%,9) € Ng : # + § < 0} bezogen sind. Diese
seien wie folgt bezeichnet:

vi= T i i= —In(jaf? + bf?)
yi= g 9=~ (el + |dP)
T
Sie verhalten sich zueinander in folgender Weise:
| 2|2 = 2?24yl =e ™ 2 3= _—In(r+ @)
r=eY g =1In(r)

Die Koordinate |z|? := 224y hat eine zusitzliche S'-Invarianz, und kann statt mit x,y durch
Z, 1 ausgedriickt werden. Allerdings kénnen x,y nicht als Funktionen von &,y abhingig ge-
macht werden. Es korrespondieren die Grundfunktionen der Lésungen, ohne die Exponenten,
der drei besprochenen SLo(C)-Einbettungen in folgender Weise:

X f(z,y,7) © f(2,9)
P2 x P! 1n(1+r+%'2)+1n(%) <—> In(1+e %) -3
; c
QcPp In(r + E- 4+ 1) & In(e™* +¢79)

HYUCP2xP? In(1+r+E8) 4 Im(1+1) « In(1+e %) +1In(1+e9)
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Kapitel 5

Wundervolle Einbettungen
sphirischer homogener Riume

5.1 Spezielle Kihler-Metriken wundervoller Varietiten vom
Rang eins

Fiir sphérische Varietéiten vom Rang eins ist eine vollstdndige Klassifikation basierend auf
Arbeiten von Akhiezer in [Ak4], Brion [Brl], und von Huckleberry und Snow [HS| bekannt.
Vergleiche die Diskussion in Abschnitt 1.3. Man hat genau zwei Klassen zu unterscheiden: Die-
jenigen, die eine wundervolle Kompaktifizierung zulassen, siehe [T1] Tafel 5.10, um die es hier
gehen soll, und die horosphérischen homogenen Rdume, von denen in Kapitel 2 ein Beispiel
behandelt wurde. Diese zwei Klassen sind dadurch unterschieden, dass Vervollstindigungen
im Rand, d.h. aulerhalb des offenen Orbits, entweder einen homogenen Divisor haben (wun-
dervolle Einbettung), oder zwei Divisoren. Andere Fille mit mehr Divisoren oder anderen
abgeschlossenen Untervarietdten gibt es nicht. Einbettungen von symmetrischen Varietdten
vom Rang eins, die auch wundervolle Kompaktifizierungen besitzen, gehoren ebenfalls in
diesen Rahmen. Wir greifen im folgenden Abschnitt zwei Beispiele wundervoller Kompaktifi-
zierungen heraus, und bestimmen die Einsteingleichung dazu, die eine invariante Kéhler-Ein-
stein-Metrik festlegt. Es entstehen gewohnliche nichtlineare Differentialgleichungen, die eine
Losung besitzen.

5.1.1 P3 als PSLy(C)-, und die Quadrik in P* als SLy(C)-Einbettung

Obwohl Rang eins auf den ersten Blick verspricht, nicht zu kompliziert zu sein, ist dies in-
sofern ein Irrtum, dass die Rechnung nicht schwierig ist, aber recht lange. Fiihre folgende
Abkiirzungen ein

G1 = SLQ((C) X SLQ(C) H1 = SLQ(C)
G2 = PSLQ((C) X PSLQ(C) H2 = PSLQ(C)

wobei H; hier die Stabilisatoren unter der G;-Wirkung auf den Varietéiten

X1: = {det(X)=1%: X € Matyxs(C),t € C} C P(Matax>(C) ® C)
XQ L= P(M(ItQXQ((C)) = ]P)3
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in den Punkten ((§9),1) € Xy, bzw. ({{) € X2 sind. Fiir die homogenen Koordinaten wéhlt
man die Bezeichnungen [X()() : Xo1 : X0 Xq1 t] € X1 bzw. [Xoo : Xo1: Xqo: X11] € Xs. Die
Operation mit Matrizen S,T € G;, i = 1,2 findet dabei jeweils von links mit S und von rechts
mit 7! auf X € Mataxo(C) statt. Die offene Bahn von Gj in X;, i = 1,2, findet man leicht
als Komplement zu Vyx, (t) bzw. Vy,(det(X)), wobei X € Matax2(C) liegt, heraus. Denn es
bestehen folgende Bijektionen

Gl/H1 = SLQ(C) — Xi \Vxl (t) c X1
T — [T : 1]
2 e Xet£0)
GQ/HQ = PSLQ(C) — X9 \Vx2 (det(X)) C X9
T — [T]
X
det(X)

[X]

Damit ist klar: Homogene Réume G;/H;, i = 1,2 werden in X; eingebettet. Die weggenom-
menen Divisoren sind irreduzible, homogene Hyperflichen in den Varietédten X;, ¢ = 1,2 und
andere Gj-Bahnen gibt es nicht. Bezeichne mit L; := SLy(C) bzw. Ly := PSLy(C) die den
Quotienten G;/H; entsprechenden homogenen Riume, fiir i = 1, 2.

Lemma 5.1. Es gibt Isomorphismen der offenen Bahnen

SLy(C) x SLy(C)/SLy(C) = SLy(C) PSLy(C) x PSLy(C)/PSLy(C) = PSL,y(C)

1 1
(X,t) = X XH\/MX

wobei fiir den Wurzelausdruck ein Zweig der komplexen Wurzel zu wihlen ist.

Beweis. Klar. O
Bemerkung 5.1. Fiir Vy, (¢) erkennt man eine Isomorphie via
P{X € Mataxs : det(X) =0} — P! xP!
X = <X00 X01> —  [Spaltenraum(X) : Zeilenraum(X)]
X0 Xn

XoYy XoYi
X1Yo XiYh

[XO . Xl][Yb . Yi]
mit P! xPL. O
Als maximale kompakte Untergruppen nimmt man

K;:=SU(2) x SU(2) < Gy bzw. Ky:=PSU(2) x PSU(2) < G2

und bildet den Quotienten des homogenen Raums L; bzw. Ls danach, da man diesbeziiglich
invariante Kéahlermetriken auf X;, ¢ = 1,2 studieren will. Auf L; erwihlt man folgendes ¢
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100 KAPITEL 5. WUNDERVOLLE EINBETTUNGEN SPHARISCHER HOMOGENER
RAUME

als Kj-invariante Koordinatenfunktion, ¢ = 1,2, das als Summe der unter Linksmultiplikati-
on invarianten Spaltenvektornormen von X € Mataoxo, und unter der Rechtsmultiplikation
invarianten Zeilenvektornormen von X insgesamt unveradndert bleibt.

(5.1) q == —In(| Xoo|* + [Xo1|* + [X10]> + | X11]%)

Diese Funktion ist fiir beide Fille i = 1, ¢ = 2 wohldefiniert, und liefert die Bijektion K;\ L; =
R<p nach Proposition 1.5. Es folgt:

g = _ Xo0dXo0+X01dX01+X10dX10+X11dX13
X112
0q = 0q, d.h. komplex konjugiert
1 25kl _ ¥
= | X116 — X 45 X S
88(] = — Z HJX—||4JdXij A dXy

1,,k,1=0
Wir fithren zur Abkiirzung und iibersichtlicheren Darstellbarkeit ein:

R X268 — Xi5 X
17, =
[P

M aXi; A dXy

fiir 4,4, k,1 = 0,1, so dass man bzgl. der Reihenfolge (00), (01), (10), (11) schreiben kann:

1 (00,00) (00,01) (00,70) (00, 1)

. | (01,000 (01,01) (01,70) (01,T1)

(5:2) 0= (k)= | 1050y (1001) (10.70) (10.11)
LRI=0 (11,00) (11,01) (11,10) (11,11)

Sei ¢ : L; :== G;/H; — R, i = 1,2 eine glatte, K;-invariante Funktion, d.h. ¢ =: u o 7, fiir
die Projektion 7k, : L; — K;\ L;, und eine Funktion u auf K; \ G;/H;, i = 1,2. Es ergibt sich

(5.3) (009)® = (u110q A Oq + u100q)® =
3
= Z (?) (w110 A 0q)" A (u100¢)> ™" =

1=0

3 = - 3 _ _
= (0> (4109q)* + <1> (u119g A 9g)" (u100q)* + 0
Man hat sich daher um die Terme

A (00q)3
B dq N Oq A (00q)?

zu kiitmmern und berechnen diese jetzt.

Berechnung von Term A: Bestimme (00q)? durch duBere Multiplikation jedes Eintrages
(i, kl) mit allen neun komplementiren Eintrigen (i'j, K'l') mit ij # 4'j/ und kl # K'l' die
nicht Null ergeben. Dies bringt 144 Summanden hervor, die man wieder zu je 4 Summanden
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nach Basisformen aufaddieren kann. Allgemein bedeutet dies:
(ig, kI) A (15" KV) + (ig, KUY A (35 KD+
+ (@5 k) A (ig, K'U) + (35 KUY A (ig, kL) =
B ”XH25Z‘Z — X Xn HXH25§/]‘Z// — Xy Xpry

dXU A kal A dXi’j’ AN ka’l’+

X4 X
X 11205 = Xi X 1X11%65 — Koy X _ }
dXii NdXpp NdXyao N dX g+
X X4 Y v
”XH%%’ — Xi’j'Xkl HXHQ(SZ-W - Xink’l’ - _
: dXyir NdXg NdXi; N dX g+
X X Y Y
X205 — Xy Xy || X268 — X1 X _ _
- ST v A P Xy A d i N dX A d X =

IX11%68 — XijXu 1X1%05 ) — Xy X

(el X4
B ||X||25@]'€j,l/ — X Xy . HXH26%, — Xy Xp
X4 |14

. dXij A kal A dXi/j/ A ka’l’

was wir im Folgenden mit

=: (ij, kl)(i'§', K'l")

bezeichnen wollen. Damit haben wir 36 Terme der Form (ij, kl)(i'j’, k'l") vorliegen:
a  (00,00)(01,01) s  (01,00)(10,01) ae (10,00)(11,01)
b (00,00)(01,10) ¢  (01,00)(10,10) af (10,00)(11,10)
¢ (00,00)(01,11) w  (01,00)(10,11) ag (10,00)(11, 11)
d  (00,00(10,01) »  (01,00)(11,01) ——  —— ——
e (00,00)(10,10) w  (01,00)(11,10) ah  (10,01)(11,10)
f (00,00)(10,11) = (0L, 00)(11 11) ai  (10,01)(11,11)
g (00,00)(11,01) —— -
h o (00,00)(11,10) y (01,01)(10, 10) aj  (10,10)(11,11)
i (00,00)(11,11) »  (01,01)(10,11) ——  ————
——  ———— aa (01,01)(11,10)

(5.4) j (00,01)(01,10) ab  (01,01)(11,11)
k (00,01)(01,11) ——  ————
[ (00,01)(10,10) ac  (01,10)(10,11)
m  (00,01)(10,11) ad  (01,10)(11,11)
n  (00,01)(11,10) —— = ————
o (00,01)(11,11)

p  (00,10)(01,11)
¢  (00,10)(10,11)
r (00,10)(11,11)
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Zum Lesen der Tabelle: Man sammelt alle nichttrivialen Produkte unter dem Namen des ers-
ten Auftretenden, wie in der Definition von (ij, kl)(i'j', k', 1") ausgesagt ist. Die Spalten eins
bis drei stammen alle aus Produkten von Eintrigen der Matrix (5.2) der ersten bis dritten
Zeile mit allen Matrixeintragen. Jede Spalte hat eine Untergliederung nach den Produkten
der einzelnen Eintriige der jeweiligen Zeile, sofern vorhanden. Damit hat man nun (90q)?
vollkommen berechnet.

Zur Bestimmung von (09q)? miissen alle diese Eintrige (i, kl)(i'5, k'l') von a — aj noch-
mals mit (5.2) multipliziert werden. Dabei bleiben nur vier Produkte (ij,kl)(i'j’,k'l") A
(i", 5", k") ungleich Null iibrig, die man aufschreiben muss. Diese sammelt man wieder
zusammen zum folgenden System von 16 dufleren Produkten ungleich Null:

a  (00,00)(01,01) A (10,70) m  (01,00)(10,01) A (11,T0)
b (00,00)(01,01) A (10,TT) n  (01,00)(10,01) A (11,T1)
¢ (00,00)(01,01) A (11,70) o  (01,00)(10,10) A (11,11)
2 (00,00)(01,01) A (11,TT) —— L
¢ (00,00)(01,10) A (10,T1) p  (01,01)(10,10) A (11,11)
P (00,00)(01,10) A (11,T1) —— -
g (00,00)(10,01) A (11, T0)

. b (00,00)(10,01) A (11,11

(5:5) i (00,00)(10,10) A (11, 1T)

i (00,01)(01,10) A (10,T1)
¢ (00,01)(01,10) A (11,T1)
[ (00,01)(10,10) A (11,

Erkldung der Tabelle: Man sammelt wieder nur unter dem ersten auftretenden Produkt alle
neun zu einer festen Basissechsform auf. Die erste Spalte besteht aus Produkten der Eintrige
a—e aus (5.4) mit (5.2)-Eintrégen. Es folgen weiter in derselben Spalte Produkte von j, ! mit
(5.2). Danach geht es in der zweiten Spalte von (5.4) mit s, t-Produkten weiter, und schlieflich
noch ein y-Vielfaches. Damit hat man alle Summen von Produkten aufgelistet, je neun Stiick
verbergen sich hinter jedem Ausdruck eines Frakturbuchstaben, wobei diese Form dem ersten
auftretenden Produkt in der Reihenfolge der vorherigen Tabelle entspricht. In allgemeinen
Ausdriicken bedeutet dies:

(i, K3 KT) A5 70+
+ (i KT K1) A @5 FT)+
+ (i, k)@ KT A (R +

(Z], kl)(l// N/ k//l//) (Z/j/ W)
(1]7 k/l )( kl/l//) ( -/ -1 klll)+
(Z], k l )( -/ -1 k//l//) ( ] ,kl)
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+(@@'5, kD" 7 KT A (i, KT
(1/]/ k‘l)( /) k”l//) (Z],W)+
(l/]/ k l )( /Y k”l”) (Z]7H) _

X265 — Xy Xy |1 XN208T — Xiojo Xpwr | X\205 10 — K jor X
11 X el

X I2887 = K X X288, = Xy X [1X 28587 — Ko X

X4 (P | X4
X265 — Xy Xy | X (120871 — Ko Xpnn || X (2685 — XKoo Xpowr
N X X4 [1X]4 -
HXH25'€NZ” Xij X | XN208 0 = Xiojon Xy || X265 — Xirjo X
| X4 X X4

X188 — Xij Xiwnwr | X NP0} — Xiry X | X |P0}50 — Koo Xiow

X X X
X265 — Xy X || X285 50 — Koo jor X | X |08 — X jo Xy
X X X

dX;; A dX N dXy g 10 A dXpp N dXm JIA dXpmn

Diese Terme miissen aufaddiert werden, indem man fiir die Indizes (ij, kl), (5, k'l") und
(i"5", K"1") die 16 Eintrige der Tabelle (5.5) von (90¢)3-Summanden a — p durchlaufen lisst
und sumrmert7 um zu Term A zu gelangen. Dies erfordert viel Schreibarbeit, und man kann
weiter vereinfachen. Setze schliellich eine explizit bekannte Referenzvolumenform ein, auf die
alle Terme bezogen werden, z.B. wihlen wir in der Umgebung {Xoo # 0} C SL2(C) bzw.
C PSLy(C) folgende aus Proposition 4.3 bekannte Form.

_ _ _ Xan |2 _
dXoo N dXoo A dXo1 ANdXo1 ANdXqg NdXqg = — _7010 QXOO VAN QXOO
Es folgt letztlich:
_ 4 _ 1
(009> = —6- QANQ =24 1Q)? =
X8 [(P{RE
= 2464‘1(—\Q|2)

wobei wir ¢ in Gleichung (5.1) definiert hatten. Beachte, dass —|Q|? eine positiv definite
Volumenform ist, wenn man sie in den Koordinatenbasiskovektoren ausdriickt. Dies ist am
Ende entscheidend fiir die Aufstellung der Gleichung und um die gewiinschten Losungen zu
bekommen.

103



104 KAPITEL 5. WUNDERVOLLE EINBETTUNGEN SPHARISCHER HOMOGENER
RAUME

Berechnung von Term B: Man hat also dg A 9g A (00q)? zu bestimmen. (99q)? ist schon
berechnet und in Tabelle (5.4) aufgelistet worden. Also bleibt

dg A\ Oq =

_ 1
X112 X ]2

A (XoodXoo + Xo1dXo1 + X10dX10 + X11d X1 =

(Xo0dXoo + Xo1dXo1 + X10dX10 + X11dX11)A

1 Y v —
= WUXOOPCZXOO A dXoo + XooXo1dXoo A dXo1+

+ X0 X10dX00 A dX10 + XooX11dXoo A dX11+
+ X01X00dXo1 A dXoo + | Xo1|*dXo1 A dXo1+
+ Xo01X10dX01 A dX10 + Xo1 X11dXo1 A dX11+
+ X10X00dX10 A dXoo + X10X01dX10 A dXo1+
+ | X10?dX10 A dX10 + X10X11dX10 A dX11+
+ X11 X00dX11 A dXoo + X11X01dX11 A dXo1+
+ X11X10dX11 A dX1o + | X11*dX11 A dXq1)

Schreibe die nichttrivialen duBeren Produkte davon mit dem Term (9dq)? auf. Dann sum-
miere dies auf zum gleichen Basisvektor. Dazu betrachten wir einen allgemeinen Term zum
Basisvektor dX;; A dXyy A dXyj NdXgye NdXgrjn N d X Man erhélt:

(ig, k) (@' 5", KUY N X jn Xy d X jr N d X +
—I—(ij, k‘l)(i’j’, k”l”) VAN Xi//j//Xk/l/dXi//j// VAN ka’l’ +
—I—(ij, k‘l)(i”j”, k‘ll/) VAN Xi/j/Xk//l//dXi/j/ VAN ka”l” +
—l—(ij, k:l)(i”j”, k‘”l”) A Xi’j’Xk’l’dXi/j’ A ka’l/ +
+(ij, k,l/)(ilj/, k:”l”) AN Xi”j”XkldXi”j” AN d)_(k;l +
—f—(ij, k‘/l,)(i”j”, k”l”) A Xi’j’XkldXi’j’ A kal 4
—i—(i/j/, kl)(iﬁj”, k,l,) VAN Xink//l//dXij AN dX g +
—i—(i/j,, kl)(i”j”, k//l”) AN Xink/l/dXz‘j VAN ka/l/ +
+(i/j/, k/l/)(i//j//, k//l”) A Xij XigdXi; N d Xy

wobei wieder

(ig, kD)(7'§', K'T") ==

L (IX1P6E = XX X175 — Koy Xww |1 XIP65" — Xy Xpw | X105, — Xiy Xu
| X4 12X X4 12X

dX;; A kal A dXi/j/ A ka’l’

gesetzt ist, und noch ein Nenner bei dg A ¢ von W weggelassen wurde. Zusammenfassen
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dieser Terme liefert mit allen Faktoren:

e (X Xua (85 88k — ok okl +
+XZ]Xk,l, (5k//l/15kl - 5kllzl/5kl' )
+ X5 Xporin (O3, 5k’l’ — ¥ l’akl )+
l

+X11/Xkl(5k”l”5f,,§',, _ k”l"5k/f)+
+ X jr X g (OFL0K L) — 55 651,) +
Ry X 58~ L) 4
g X055 — S +
S X058, ~ ) +

kL Sk'l k'l skl
JrXi//j//Xk//lu((Sij(Si/j/ — 61’3‘ 6i’j’)]

Diesen allgemeinen _Ausdruck muss man mit den bekannten 16 Kombinationen a — p aus der
Tabelle (5.5) fiir (00q)? befiillen. Damit ergibt sich:

_ _ 9

(00q)° N Oq N Dq TX[F

(Xo0Xoo + Xo1Xo1 + X10X10)dXoo A dXoo A dXo1 A dXo1 A dX19 A dX10+
(Xll]Xll)dXOO AN dXogo NdXog1 ANdXo1 AdXq9 ANdXq1+
(XHXIO)dXOO AN dX()o AN dXo1 A dX()l AdXq1 A Xm()—i-

(|X00 + |‘X701|2 + ’X11| )dXOO VAN dXOQ A dXop1 A dXOl ANdXqi1 N dX11+
( X01X11)dX00 A dX()o ANdXo1 A dX10 A dXq9 A dXH—I—
(X()le())dX()o A dXQO A dXp1 A Xmo ANdXqi1 A dX11+
(—Xlngl)dXog VAN dXOO ANdXi9 A dX(]l ANdXq11 A Xm(]—l—
(Xl()XOl)dXoo N dX()O A dXq9 N\ dX()l ANdXqi1 A dXH—i-

(| Xo00[? + [ X10* + | X11[*)dXo00 A dXoo A dX10 A dX10 A dX11 A dX11+
(XOOXll)dXOO VAN dX(n A dXo1 A dX10 A dXi0 A dX11+
( XO0X10)dX00 AN dX01 A dXpp N dX10 ANdXqi1 A dX11+
(XOOXOI)CZXOO VAN dXol A dX19 A Xmo AdXq1 A dXH—i-
(XllXOO)dX01 AN dX(]o A dXig N dX()l ANdXq11 A XmOJr
(_XIOXOO)dXOI VAN dXo() ANdXi9 A dX()l ANdXq1 A dXH—I—
(X01X00)dX01 VAN dXQO A dXq9 A Xmg ANdXq11 A d)_(ll—l-

(‘X01|2 + |X10’2 + ‘XH‘Q)CZX(H A dX()l A dXqg A Xm() ANdXq11 A dXH

tczaﬁwu-o-u@@—hmc)ncrg

was man wieder mit Hilfe der Ersetzungsregeln aus Abschnitt 4.2.3 auf die Referenzform
dXoo NdXoo NdXo1 ANdXp1 AdXig A Xmo beziehen kann:

2 Xo1 = Xo1 -
= W[OXOOP + | Xo1 > + [ X10/?) + XileoXn + X7MX11X10+
\X01| XlO - Xo1 X
+ (| X00 2 + | Xo1 2 + | X711 + =—X0nX11 — X01X10+
X10 = X1 X710 = X
+ X10X11X01 |)0(100|;0X10X01 X(I)z (\Xoo|2 [ X10)” + | X11%)—
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Xu g Xo1 X1 ¢ X10X11
. ot XooX10 + i Xoo Xo1—
| Xool
X5 X1 Xo1 5 X1 X10 o
11 11 Xo1 I g Koot
[ Xool

X1 )? v X X
+ ‘X;(l) (IXo1]* + | X10/* + | X111%)]dXo0 A dXoo A dXo1 A dXoy A dX1g A dXi

Wenn man jetzt die Volumenform |Q|72 in ihrer Gestalt auf der offenen Teilmenge {Xqo # 0}
einsetzt, d.h. dXgg AdXgo AdXog1 AdXg1 AdX1g AdX 19 = _‘XOOPQXOO A xS0 erhdlt man
nach weiterem Zusammenfassen:

1 4

= -2 _
(24 P
= —2(e — 4e')| Qx|

)QXOO A QXDO =

weil nach (5.1) ¢ = — In(|| X ||?) gilt.

Wir setzen nun Terme A und B zusammen in (5.3) ein.

(00u)® = ® (u$0dq)* + @ (u110g A Bq) A (u190q)* =

= (u1)3(80q)® + 3u11u3dq A g A (00q)* =
= - (—24eQ)?) 4 3upui[-2(e* — 4e1) Q%] =
= [—24e4qu§’ + 6(e — 4e4q)u11uﬂ (—19?)

Dazu erinnern wir uns an die positive Definitheit von —|Q|?, was man beziiglich eines lokalen
Basisausdrucks direkt sieht, und wir erhalten als reellen Operator A’, wie in (3.52) definiert:

(5.6) Al(q,u, Du, D*u) = —24¢%3 4 6(e29 — 4e ) up u?

Die Einsteingleichung fiir X; = {det(X) = ¢’} C P* und X, = P?

Die Aufstellung der Einsteingleichung nach Kapitel 3, insbesondere analog zur Gleichung
(3.53) fiir Qp,, i = 1,2, fithrt auf das folgende Ergebnis

Theorem 5.1. Die reelle Gleichung fir eine invariante Kdhler-FEinstein-Metrik w auf L; —
Xi, i = 1,1, lautet auf dem Bewertungskegel R<o als Teilmenge in Nr = R

(5.7) —24e%3 4 6(e%7 — 4e)up ut = e

Als Losungspotentiale in den beiden Einbettungsvarietiten X1 bzw. X5 findet man folgende
zwei Funktionen:
1\ 34
u =In (1 + 26_‘1) + In (2) fir Xy
u=—4q — In (3 . 29) fiir Xo
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wie man leicht durch Einsetzen in Gleichung (5.7) verifizieren kann. Die Herleitung dieser
Funktionen vollzieht sich in der folgenden Weise. Fiir X; braucht man das Potential der
Fubini-Study-Metrik von P* auf der affinen Karte {¢ # 0} nicht weiter einzuschrinken, da
diese genau der offenen, dichten GGi-Bahn entspricht. Dann entspricht aber % einer SLy(C)-
Matrix, wie oben in Lemma 5.1 bemerkt, daher kann man direkt die Koordinatenfunktion
q einfithren. Fiir X wéhlt man ebenfalls ein lokales Fubini-Study-Potential in X;; # 0, fiir
Paare i,5 € {0,1}, und schrinkt dieses auf den offenen G2-Orbit ein.

5.1.2 P x (P")* als PSL(n + 1)-Varietét

Sei G := PSL(n + 1), mit K = PSU(n + 1) als maximale kompakte Untergruppe in G. Der
homogene Raum G/H = PSL;,;+1(C)/GL,(C) wird folgendermaflen konstruiert: Bezeichne
einen Punkt in X := P" x (P")* in homogenen Koordinaten mit [Xo : ... : X,,|[Yp : ... : Y}],
und betrachte X =? (Xo,...,X,,) € C""! als Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis
dieses Vektorraumes. Y entsprechend als Kovektor in (C"*1)* beziiglich der zur Standardbasis
dualen Basis. Einen Spaltenvektor erhilt man aus Y durch Transposition Y. Die Wirkung
legt man so fest:

PSLn_H((C)XX — X
(A [X][Y]) = [AX][(A7Y)'Y]

wobei AX die gewohnliche Matrixmultiplikation darstellt, und im zweiten Faktor analog.
Fixiere den Punkt [1:0:...:0][1:0:...:0] € X, so erkennt man H = GL,, als Stabilisator
dieses Punktes. X zerlegt sich in zwei Bahnen, den offenen Orbit und eine abgeschlossene
Hyperfliche, homogen unter G: X = G/HUG/P mit L := G/H = {[X][Y] € X: Y(X) # 0}
als offene Bahn, und den homogenen Divisor G/P folglich als die Menge auf der Y (X) =
Yo(Xo) + ...+ Y,(X,,) = 0 ist, fiir eine geeignete, parabolische Untergruppe P < G. Offenbar
ist Y(X) ein invariantes Polynom unter der Wirkung von G, da fiir ein 7" € PSL,11(C) gilt

n

(T7'Y)TX) =D (TV)(TX)i =... = Y(X)

i=1
wie etwa bei vorherigem Beispiel SL,,(C)/SL,,—1(C) (n > 3) in Abschnitt 4.2.2 schon gesehen.
Als Koordinate wéhlen wir

XIY)? noyiyig2
(58) q:= log M — log ’ Zz:O ‘

X2y (Ximo [ XTP)(2j=o Y7P?)
in den (2n + 2) homogenen Koordinaten (X°,..., X")(YY ..., Y™) von X ausgedriickt, was
invariant unter C* x C*-Wirkung bleibt, also auf P™ x (P™)* wohldefiniert ist. Dies entspricht
dem Logarithmus des quadrierten Cosinus des Winkels, der zwischen den Geraden CX und CY
in C™ eingeschlossen ist, wobei die Gerade CY dual eine Hyperebene durch Null beschreibt.

Lemma 5.2. Die reelle Koordinatenfunktion q auf G/H ist invariant unter der Operation
von K =PSU(n + 1) auf der offenen Teilmenge {Y (X) # 0} in X.

Beweis. Sei U € K. Dann hat man

WX TUTINE | (UXUCTE
dCIXII]) = los rrpe@nn e = 8 X pIow |2
o WUXUCT)E X )P
=loe s e o Ixpee ~ D
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O]

Es ist bereits aus Kapitel 3 klar, dass zu einer K-invarianten Funktion ¢ auf der offenen
G-Bahn G/H C X eine Funktion u = u(q) auf dem Bewertungskegel pr C Nr gehort, wobei
der Quotient M := K\(G/H) = R hierbei ist, fiir die folgende Regel gilt:

(5.9) 88(;5 = ullf)q/\5q+u185q
2n
_ 9 . _ ,
510) @0 = 3 (%) (unda 0 (wdde -
=0

2 5 2 H )
— ( (;I) (u100q)*™ + ( 1n) (u119q A 9g)' (u100q)>" !

weil alle hoheren Potenzen von gAQdq, die grofler oder gleich zwei sind, wegen der auftretenden
Einsformen 0q bzw. dq verschwinden. Um konkret rechnen zu kénnen, wenden wir die Segre-
Einbettung auf X an, und gehen dann im Zielraum in eine affine lokale Karte iiber, in der wir
ableiten konnen. Dies bedeutet:

S:X=P"x (B")* — PUt™
[(Xo:.o.: Xp][Yo:... 0 Y] — [XoYo:XoYi:...: XoY,: XqYy: ... X,,Y5]

wobei X und Y als Koordinatenvektoren aus C"! eingesetzt werden. Im Zielraum seien die
homogenen Koordinaten mit [Zoo : Zo1 : ... Zon @ Z10 : - - - : Znn) passenderweise bezeichnet.
Das wohlbekannte Bild ist die Varietét

Vpn2+2n (ZijZi’j’ - Z‘j’Zi’j)y 0 S ’i,i/,j,j/ S n
Wir wihlen die Karte Uyg := {Zpo # 0} aus, und setzen:

gﬂjzzz—oz), Vi, j=0,...,n A (i,7) # (0,0)

Somit hat man im Bild der Segreabbildung Relationen:

Yi _ 05 5 _
v, =3 7Z_0
z‘j_Xin_ )}2_ 05—
3 _XY - X0_3 yJ =
070 XN i AOAj£0
0Yo’
(5.11) — 7 = 510500 :Rij, 1,5 =0,...,m A (i,5) # (0,0)

Auf dem Bild des Divisors gilt offenkundig: 1+ > 3" = 0. Fiir die Koordinate ¢ folgt:

. = log | 2o XiYil? _
(im0 1K) (=0 1Y512)
Zii
_ 10 | Z?:O Z00 ‘2 _

g : -
(i 20— 15212
‘Z?:oé”? '
(L4220 3P+ 325, 13% %)

= log
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Daraus errechnet man die Differentialformen

Z?:l dzii Z?=1 31'0 d‘,’z‘o 2?21 30jd30j
T+30s" 1+, B 1+ 25, 9P
0q¢ = 0q, d.h. komplex konjugiert
_ZZj:l(l + 31 13™12)055 — 510570

(142251 18%1%)
ZZj:l(l + D k=1 ‘?)Ok’z)@‘j — 303"
R (14 0 3P

dqg =

00q =

Der Ausdruck (5.10) zeigt, dass

A (09q)*"
B (9g A 9q) A (0dq)*!

die entscheidenden Terme sind. Setze
00q =: wa + wp
fiir die zwei Summanden zur Abkiirzung. Dann folgt:

3.\2n = 2n l, 2n—1 2n n, n
(00" =3 () Jwawy" ™ = 7 Jwiiwi

=0
2n—1
2n -1 2n—1
-1 _ 2n—1-1 -1 -1
(00q)*"~ E whw™™ —<n_1)wg w{f—l—( . >wgw2

Beweis. Bei Term A muss | = n sein, da wegen der Trennung der Variablen nach Typ kO in
wq bzw. 0k in wy, verschwinden duflere Potenzen von w,, wy, die groffer oder gleich n + 1 sind,
wie bisher schon 6fter aufgetaucht. Bei (00¢)?"~! ist es genauso. O

Berechnung von Term A: Dazu benutzen wir das niitzliche Lemma

Lemma 5.3. Fiir die metrische Form der Fubini-Study-Metrik in lokalen Koordinaten auf

P
w = ig-ﬁdziAde:
277
i (14 2l)di; — 2*27 dzi A dFd
2 (14 ]2?)?
qgilt:
B _ 1
8, det(gg) = Ry _—
b, g" =g = (L4 [[2lPP) - (167 + 2°27)
¢, (6" = det(g)g”
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Beweis. a,
det(g5) = o det((1 + [|=|2)6; — #'27) =
TN PRE y
(L4 J2]2)" (7
z _
G @t e | )

S SN NN

“u+nﬂ%n“*t(A”‘<1+Lw%n<1+1+uaw>‘
1

A5 =P

b, Rechne (g-g71).z = gijgjk nach:

NS — 3o ) .
:(1 + ||Z” )51] Zi%Zj . (1 + ||Z||2)(6_]k + 2]216) —

L+ =77
1 . S
:Hiwﬁ5[“+Hﬁ%%wk+u+w4m@ﬂuk_%@yk_%qyﬁ]:
T O + O el - i — ] =
T+ TP z -
_ 1 2 k = k o Afj -
~ s [+ I +558) = i1+ 529 =

1 = _
:w(l + ”ZH2)(65€ + Zizk - Zizk) =

=5k

¢, Klar da (g;5) invertierbare Matrix ist, sind die Eintrége der adjungierten (komplementéren)
Matrix in angegebener Weise bestimmt. O

2
Mit diesem Lemma haben wir fiir Term A in UE:O " A S(P™ x (P™)*) Folgendes erzielt:

(099)*" =
_ (Qn)'dg,lo AdZOA A A0 dzO AdZOU AL LA 3O A d3On _
(]_ + ZZ:l |3k0|2)n+1 (1 + ZZ:I |5Ok|2)n+l
(n+1)q 7,10 A A dz0n
e 3 .. A dj
= (2n)!

(’1 + ZZ:l 5kk’2)n+l

mit der Definition von ¢ in Gleichung (5.8).

Berechnung von Term B: Wir haben oben gesehen, dass

= 2n —1 2n—1
(00g)*" " = (wa + wy)?" " = ( ! >wglwg + ( " )wgwg—l
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ist. Weil
(—1)"n! 10 , =10 0 A 7-n0
g dz " ANdy AL ANdY™ A dR"
Yo T U o R oo
— 1)l
Wi = (=1)"™n 3"V A AN AL A AP A a0

(0 + i Py

bereits aus der Berechnung von Term A klar sind, ben6tigt man nur noch die n — 1-te duflere
Potenz der beiden. Es geniigt, Term w? ! zu betrachten. Es gilt: w? = (w? 1) A w,, und
sowohl w, als auch wy sind bekannt. Fiir die Koeffizientenmatrizen g = (g,;;) gilt also:
g = gg* = (det(g))E,. Deshalb sind nach Lemma 5.3 die Eintrige der adjungierten
Matrix einzusetzen und der Basisvektoranteil entsprechend zu beriicksichtigen (nach weiter
unten folgendem Lemma 5.4):

a

n— n— = n! a K N 5T
wit = (="t det(g,7) (9 HiEDdOA g A =
ij=1

(1 + 300 13012 (1655 + 37957)

= (=1)" Y(n—1)! o (£1)
(=" Zgl 1+ S0 [FOpR)t
d3ON . GG NdE0 =
. "L (10 +57%7)
— iy Y 0 (1)

d3PON i g o And™

Der andere Faktor dg A dq sieht folgendermafien aus:

dg N Oq =
n y I n VRS
dj“ 320 d310 5Ozd‘,’Oz
= TT~n ik — A
(; D L ; 143k 18702 ; 1+3 5 |3Ok|2>
n g n N LA
dz’i 370d37° 3% d3%
A — o — ) =
(; L+ 3k 3 ; L+ 2 ke 15717 ; L+ 3k 3%

Vereinfache weiter, mit Hilfe der abgeleiteten Relationen dR;j, fiir 4,5 =0,...,n und (4, j) #
(0,0), aus (5.11):

djii — 30id3i0 + 3i0d30i
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Man erhélt folgenden Ausdruck, der aus vier Doppelsummen besteht:

i ( 501'30]' 501‘33'0
A T P U+ S 59 (L Sy 57P)
- 370309 . 370370 )d;,io N4
L+ 3252 PO+ 305 3) - (U4 205, [5701%)?2
zn: ( 30133'0 301'301'
S T 2ia ™ P (U i ) (1 + 22 %)
370370 370309 , -
T T R0[2)(] SRR T (] T R012)(] o) 4 A A3+
(L4 D=t 130T+ > 0=13%%) (U4 35—y 37912 (1 + D op— [3%%1%)
Zn: ( 51‘030]‘ 2"iOZ’jO
A T i P (T S ) (1 gy 1597)
_ 33" N 33" V3 A 50+
(L4 D5y BRI 427520 3%%) (T + 2052 3P (1 + 2ok [3*01%)
Zn: ( 3103]'0 32'050]'
<0i550 £0i,05 ‘ .
. F + 33 )déo’b A ng]

(U 205 B (L + 20k 37%) (14 2ok )2

Wir gehen daran, dg A dg und (09q)?"~! zu Term B zusammenzusetzen. Doch davor ein
kleines technisches Lemma zum Vorzeichenverhalten.

Lemma 5.4. Firn € N undi,j € {1,...,n} gilt bei der Umordnung der Basiskovektoren
n(n—
d5ON A NGO A = (—1) T O A GG A LA dyO A d5
analog fiir dz"* A ... AN AL AdGY

mit +1 als Vorzeichen also, wenn man von der 4n-Form
d3ON NGO N AL AR

ausgeht. Bei der Einordnung von einer Zweiform aus Basiskovektoren in die darauffolgende
(2n—2)-Form, mit Trennung nach holomorphen bzw. antiholomorphen Einsformen, weil dann
die relative Lage von © zu j unerheblich ist, hat man als Vorzeichen:

(d3° AdFOY AN ON i ANdOANGOA G AN =
= (=) GON O AdO NGO AL A A

und analog fiir den anderen Koordinatentyp. Bei der Hineintauschung von dz° Ad3?0 in dz'0 A
d3'OA...01...5... ANd3"™ entsteht andererseits jedoch:

(+1)d3% AL AdE™Y, falls i < j
(=1)dz 0 A ... AdZ™, falls i > j
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Beweis. Nachrechnen. Vergleiche dazu auch Lemma 4.4 zum gleichen technischen Sachverhalt.
O]

Dies ergibt fiir g A g A (00q)?" L

3 2n —1 n—1, n 2n —1 n, n—11 __
@ o (2 et + (7 a1 -

= (0g N 5q)/\

2n—1 n— 1+, | ‘2)(5'i+_j0 iO)
[ (n—l )(_1>2 1(i1)n!(n - 1)! (1+kzlzjl bkojp)gﬂz’ : (1+ZZ:11|30’“|2)"+1

GO NGO NGO A AT+
2n—1 — 1457 39 12) (85,4373
+( nn )(_1)2n l(jzl)n!(Zn— 1)!(14‘22:11\5’“0\2)""'1 '( (Zl:i_zljgzlllz())g“lé)”ilz )
GONAGBONG N g NG ] =

o — 1) o1 & (05i +3°3")
= (=1)*" nl(n—1)!

( n-1 ;1 (14 305 135012 (1 + Doy 302+
< 3OZZOj B 501'5]‘0 B

L+ 370 312 (L + 200 s (1 + 200, 370)%)
31'030]' gioajo >

- o+
(L + 225 B+ 205 3) (U4 225, [3701%)?

BN AGONG A A+

o — 1 - & (65i +3%75%)
+( )<1fnlmoln! o ;
n 2 ST I+ S )

ij=1
< 310370 310307

T+ 370 1P (4 20 M) (1 + 205 [3%1?)
30i3j0 301‘303‘
— +
(1+ 325 B+ 3052 3%) - (L4 X5 |30’“!2)2>
d3PON NGO NdO AL A =

(2n — D=1 310 AL AdFO A D AL A dE
(1 + ZZ:I |3k0‘2)n+1(1 + ZZ:I |50k‘2)n+1

n

DG+ B )+
k=1

ij=1
n ) ) n

+ 37+ Y B G| =
7,7=1 k=1

d3'ON AN NN AL A A
IR L
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Invariante Volumenform und Einsteingleichung auf X = P" x (P")*

Wir wollen eine PSU(n + 1)-invariante Volumenform auf der offenen PSL,,;1(C)-Bahn L in
X :=P" x (P™)* konstruieren. Sie kann also durchaus Pole entlang des homogenen Divisors
am Rand besitzen.

Lemma 5.5. ) := (ZZZ)S(%’ fiir
Ox: = > (-1PX;dXoA...j... AdX,

j=0
Qy: = ) (-)YdYoA...j...AdY,

j=0

ist eine rationale 2n-Form auf X und holomorph auf dem offenen Orbit L = X\ A. Sie ist inva-
riant unter der PSLy11(C)- Wirkung und besitzt einen einfachen Pol entlang A := {[X][Y] €
X:Y(X)=0}.

Beweis. Betrachte Qx auf C"*!. Rechne die duBlere Ableitung davon aus:

dQx = Z(—l)jde/\dX()/\...j.../\an =
=0

= > dXoA...AdX, =
=0

= (n+1DdXoA...ANdX,

Dies ist invariant unter G = PSL,1(C)-Wirkung, also auch Qx, da beide Formen mit der
Multiplikation der Determinante antworten. Dies zeigt die Invarianz von ganz 2 unter G, da es
fiir Qy analog gilt, und Q2 auf N C X offenkundig wohldefiniert ist. Die Glattheitseigenschaften
sind Kklar. O

Als néchstes bestimmen wir die lokale Gestalt von €2 in der affinen Karte Uz, C pr’+2n
mit den inhomogenen Koordinaten 3%, i, = 0,...,n und 4, j nicht beide gleich Null.

Lemma 5.6. Fiir die n-Formen d3'° A ... Ad3™ und d3°' A ... A d3"" behaupten wir wegen
{Zoo # 0} Nim(S) = {Xo # 0} N {Yp # 0}
d3POANGEON L N =

A3V A2 AL N d =

R , .
= WZ(—DJY}CZYO/\...].../\CZYH
0 j=0

Beweis. (Es geniigt fiir Qx.) Wir verwenden Induktion iiber n. Fiir n = 1, ist wegen 3'° :=

Zio — b — 2 die Sache durch Ableiten klar:

1
djlo = F(XoXm — deXo)
0
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Firn —n+1:
A3 A 5O A LA dznHL0 = Q()?) Ady 0 =

Xo X2

X"Jrlz XdXoA...i.../\an/\< +1 +1 0>:

XWZ ) XidXo A .io . ANdXp NdXpy1—

-1)X
_%Xmf\.../\an/\anH:
0
A
= WZ(_UZX%ZX()/\...%.../\anJrl Q(”‘H)
0 i=0

wobei wir eine Abkiirzung eingefiihrt haben: Q( : X"‘H S ()X dXo At ANdX,

wie der Leser sicherlich wahrgenommen hat. Es wurde dabei, wie fir n = 1, d3"T!10 =
%(Xoanle — X, +1dXp) in der Rechnung benutzt. O
0

Zusammen ergibt sich die lokale Gestalt von € als

O - Qx Oy _
(X k=0 Xi Vi) !
VdON AN NG N AN
(1+ X5y a1 Zg5 -
30N ANdZO AdZOV A LA dO

(]_ + 22:1 3kk)n+1

Mit Gleichung (3.1) auf L C X formuliert, fiir eine invariante Funktion ¢, die zu v = u(q)
auf M :=PSU(n+1)\ PSL,+1(C)/GL,(C) = R<q korrespondiert, finden wir unser Ergebnis.

_ n+1ly n+
= Xo' Yy

Theorem 5.2. Die Einsteingleichung auf R<q, fiir eine invariante Kdhler-Einstein-Metrik w
auf einer Einbettung X von L, lautet wegen

A'(¢*,u, Du, D*u) = e~
fir alle n > 1 wie folgt:
2n))ud™ — 2((2n) ) ugui™ ! — 1)]erta — o—u
[((2n)Dur"™ = 2((2n) )urruy

Beweis. Setze die Terme A und B wie in (5.10) ausgerechnet zusammen:
3.4\ 2n 2n 3,1y2n 2n 3,11 3,\2n—1
(00¢)™ = | J(wr99¢)™ + { " ) (u119 A 9q) (u100q)

wobei wir oben Term A mit: (0dq)?"

A n = (2n)!e"*19]Q|2 berechnet haben, und Term B als:
(9q A q) A (90g)**H = =2((2n — 1)!)e"+ D1

4(e4 —1)|Q2|?. Es folgt die Behauptung. O
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Als Losung dieser Gleichung fiir die wundervolle Einbettung X = P" x (P™)* von L finden
wir, durch Einschrinken der Fubini-Study-Metrik auf L C X und Umschreiben als Funktion,
die von ¢ abhéngig ist, u = —(n+1)¢ mit u; = —(n+1) und u1; = 0. Man sieht, dass der Term

|
B wegen u1; = 0 komplett wegfillt. In die Gleichung einsetzen liefert: (2n)!(n + 1)?"e(+1)4 Y
e~ ", somit als exakte Losung:

u=—(n+1)¢+In[(2n)!(n + 1)*"]

5.1.3 Andere wundervolle Varietidten vom Rang eins

In mehreren Arbeiten wurden die sogenannten symmetrischen Varietéiten behandelt, die oft
als Komplexifizierungen G€/K® kompakter, riemannscher symmetrischer Réume G /K, wobei
G eine kompakte, zusammenhéngende und halbeinfache Liegruppe ist, K eine abgeschlossene
Untergruppe, so dass eine Involution 6 von G existiert, die die Eigenschaft (G?)° ¢ K ¢ GY
besitzt, definiert sind. Darunter finden sich [S] und [AK], die beide ricciflache, vollstindige
und G-invariante Kdhlermetriken darauf konstruieren, wobei man sich in [AK] auch sym-
metrischen Varietdten hoheren Ranges widmet, was im n&chsten Teil besprochen wird. Das
Vorgehen unterscheidet sich in beiden Arbeiten etwas. Wihrend in [S] eine besondere Ko-
ordinatenfunktion ¢ gew#hlt wird, die die homogene Monge-Ampere-Gleichung (99¢)" = 0
erfiillt, so dass in der Berechnung von (09y(q))™ der Term A, der zum Basisanteil (09q)"
gehorige Ausdruck in unseren Beispielrechnungen, stets verschwinden muss, wie bei uns nur
im ersten horosphérischen, Rang eins Beispiel C" \ {0} in Kapitel 2, so benutzen H. Azad
und R. Kobayashi in [AK] (4.3) eine Fortsetzungsmethode einer Losungsmetrik auf X \ D,
wobei D eine glatte homogene Randhyperflache ist, auf ganz X. Ein darauffolgendes Beispiel
zeitigt allerdings wiederum die Einfiithrung einer als radiale Variable bezeichnete Funktion,
die Methodik schlechthin. Wundervolle Kompaktifizierungen von symmetrischen Varietdten
von Rang eins sind nach [AK] (4.1) glatte homogene Varietdten, d.h. letztlich verallgemei-
nerte Fahnenvarietéiten als kompakte, homogene Kéhlermannigfaltigkeiten, die natiirlich eine
Kahler-Einstein-Metrik positiver Riccikriimmung besitzen.

Fiir bestimmte, konkrete Beispiele wundervoller Varietiten vom Rang eins, vergleiche
[T1] in Kapitel V.30 hierzu. Es gibt eine reelle Variable ¢, die zwei Terme A: (00¢)", B:
dq A 0q A (00¢)V 1, mit N := dimcX, sind wie in den oben ausfiihrlich behandelten Fillen
zu berechnen, der speziellen geometrischen Situation geméifl, und einzusetzen in den Ansatz
wie in den Gleichungen (5.3) und (5.10). Die Volumenform spielt dabei eine wichtige Rolle.
Die allgemeine Gestalt der Einstein-Gleichung vermuten wir als:

(5.12) Nt 9ud 4+ ta(1 — tze¥29)e3 %y uly 1) = e

fur gewisse t; € R mit ¢ € {1;2;3}, und s; € Z,j € {1;2;3}.

5.2 Spezielle Kidhler-Metriken auf wundervollen Einbettungen
héheren Ranges

Der Artikel [Bil] weist fiir irreduzible, komplexifizierte, kompakte, symmetrische Réume
GC/KC, mit zusammenhingendem K nach, dass man jede beliebige reelle, exakte, G-invariante
(1,1)-Form als Ricciform realisieren kann, insbesondere erhilt man ricciflache Kéhlermetriken
fiir die Wahl von Null als Ricciform. Durch Vervollstdndigung dieser symmetrischen Varietéiten
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erhélt man Kéhler-Einstein-Metriken auf der zugeordneten Einbettungsvarietéit X, falls sich
die Losungen zu Kéhlermetriken auf X fortsetzen lassen, was sich als Randbedingungen duflert.

Diese Arbeit verallgemeinert die Resultate von [Bi2] und [AK] um ein grofles Stiick. Sie
spart aber auch die Sprache der in [AK] verwendeten DeConcini-Procesi-Kompaktifizierung
vOllig aus und behandelt das Problem mit Hilfe transzendenter Methoden, was letzen Endes
auf eine schon in Abschnitt 3.4.5 besprochene reelle Monge-Ampere-Gleichung fiihrt.

Ein Resultat hat jedoch insbesondere in diesem Kapitel grofle Bedeutung. Es handelt sich
um folgendes

Lemma 5.7 ([AK] (3.2), [S] 3.). Sei GE/KC die Komplegifikation eines kompakten, rie-
mannsch symmetrischen Raumes G/K, wobei K zusammenhdngende, abgeschlossene Unter-
gruppe von G sei, und G kompakte und halbeinfache Liegruppe, mit dimc(GC/KC) = n.
Dann ezistieren eine bis auf Konstante eindeutige G©-invariante, holomorphe n-Form Q auf
der symmetrischen Varietit G/K®, und somit auch |Q? als ricciflache Volumenform auf

GC/KC.

Unter diesen Voraussetzungen kann daher die in all unseren Beispielen verwendete Metho-
de der Gleichungsaufstellung (die aus Abschnitt 3.2.3, in der verallgemeinerten Version fiir
homogene Riaume L), mittels einer GC-invarianten, holomorphen Volumenform | |? auf einer
homogenen Varietit L := G®/KC, benutzt werden. Man erhilt eine Gleichung der Form (3.1)
im Kihler-Einstein-Problem (3.4) auf dquivarianten Vervollstindigungen X von L, und wenn
man sich geeignete reelle, G-invariante Koordinatenfunktionen (¢', ..., ¢") nach Abschnitt 1.3
auf L verschafft hat, landet man schlussendlich immer bei einer reellen Differentialgleichung
vom Typ (3.7) auf inneren Punkten von G\ L.
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