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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Navier-Stokes-Gleichung ist die Grundlage der Beschreibung vieler Gase und
Fliissigkeiten. Mit ihr lasst sich die Rheologie sogenannter Newtonscher Fluide be-
stimmen. Charakteristisch fiir diese Materialklasse ist der lineare Zusammenhang
der gemessenen Spannungen mit der Rate der Verformung. Der Oberbegriff unter
dem diese zentrale Gleichung in Lehrbiichern diskutiert wird ist die Hydrodynamik
[1]. Diese Theorie erweitert den Begriff der Thermodynamik insbesondere um die
explizite Darstellung der Bewegungsgleichungen physikalischer Gréfien. Hydrodyna-
mik ist ihrem Wesen nach makroskopisch und fasst die betrachteten Materialien als
Kontinua auf. Die Eigenschaften des Materials werden dabei durch Transportkoef-
fizienten ausgedriickt. Ein Resultat dieser Beschreibung ist die lokale Formulierung
der Impulserhaltung inklusive der Viskositéten: Die Navier-Stokes-Gleichung.

Fiir viele Fluide ist die klassische Hydrodynamik mit der Navier-Stokes-Glei-
chung jedoch nicht ausreichend um deren FlieBverhalten korrekt wiederzugeben. Die
Schwierigkeit einer hydrodynamischen Beschreibung besteht darin, die relevanten
makroskopischen Groéflen zu identifizieren. Es gelang jedoch die hydrodynamische
Theorie auf zahlreiche nicht-Newtonsche Systeme zu erweitern. Diese Materialklasse
beinhaltet zum Beispiel die Fliissigkristalle oder auch die Suprafliissigkeiten.

Fast taglich begegnen wir Granulaten. Egal ob am Friihstiickstisch oder im Ur-
laub am Strand, granulare Materie ist aus dem Alltag nicht wegzudenken. Eher
nicht alltéglich sind Lawinen zum Beispiel aus Schnee oder Geroll. Aber auch die
Industrie hat einen breiten Anwendungsbereich granularer Materie. Man denke da-
bei zum Beispiel an die Lagerung und den Transport von Getreide. Nicht zuletzt ist
es fiir Ingenieure und Geophysiker eine Herausforderung dauerhaft stabile Bauwerke
auf granularen Untergrund zu konstruieren. Die Erscheinungsformen sind dabei sehr
breit gefachert. Granulare Materie kennen wir als fest, fliissig und gasformig. Eine
Theorie sollte all diese Formen umfassen und méglichst viele Phianomene abdecken.
Eine hydrodynamische Beschreibung sollte moglich sein, falls es gelingt die Phéano-
menologie auf wenige charakteristische makroskopische Groflen zu reduzieren. Man
muss hierbei wieder beachten, dass das einzelne Korn keine Rolle spielt und das
Granulat als makroskopischer Korper aufgefasst wird. Das Ziel einer umfassenden
Beschreibung von Granulaten wurde von M. Liu und Y. Jiang in einer hydrodyna-
mischen Theorie [2-6] aufgegriffen. Es lassen sich zwei wesentliche Unterschiede zu
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2 KaAPITEL 1 EINFUHRUNG

einem gewohnlichen Fluid ausmachen. Ein Granulat zeigt elastische Eigenschaften.
Jedoch ist es nicht moglich ein (trockenes) Granulat einer Zugbelastung auszuset-
zen. Die Elastizitat ist allerdings nur transient, d. h. auflere Anregungen kénnen
zu eine Art Kollaps des Systems fithren. Beeindruckende Konsequenzen dieses Ver-
haltens sind Lawinen oder das Explodieren von Getreidesilos. Ist ein Granulat erst
einmal zum Flieen gebracht worden, lasst sich sehr einfach das zweite wesentliche
Unterscheidungsmerkmal beobachten, welches auch gleichzeitig fiir die Transienz
der Elastizitat verantwortlich ist. Die Korner eines Granulats werden untereinander
zuféllige, ungerichtete Bewegungen ausfithren und man kann eine mesoskopische,
sogenannte granulare Temperatur 7T}, einfithren, die diese Freiheitsgrade in sich auf-
nimmt. Trotzdem existiert weiterhin das wesentlich groflere Entropiereservoir, das
iiber die mikroskopischen Freiheitsgrade definiert wird und das den Ausdruck der
thermischen Energie mit der Temperatur 7" beinhaltet. M. Liu und Y. Jiang konn-
ten eine Bewegungsgleichung fiir die granulare Temperatur aufstellen und diese mit
den Elastizitatsgleichungen verbinden.

Ferrofluide sind aus unserer Erfahrung heraus viel weniger bekannt als Granula-
te. Das liegt letztlich daran, dass sie in der Natur nicht vorkommen. Thre hervorste-
chende Eigenschaft ist eine sehr starke Magnetisierbarkeit. Ein handelstiblicher Ma-
gnet gentigt um Ferrofluide sichtbar zu kontrollieren. Erreicht wird dies durch kleine
ferromagnetische Partikel, die in einer Tragerfliissigkeit gelost sind. Dies macht sie
fir industrielle Anwendungen auflerst interessant. Man kann Ferrofluide zum Bei-
spiel zur Herstellung reibungsarmer Lager verwenden oder sie werden zur effektiven
Abfiihrung von Warme in Lautsprechersystemen eingesetzt. Ein weiteres Einsatz-
gebiet sind Démpfungssysteme, deren Stérke durch das Anlegen und Variieren von
Magnetfeldern kontrolliert wird. H. W. Miiller und M. Liu [7, 8] gelang es eine
Theorie solch stark magnetisierbarer Materialien zu entwickeln. Im Gegensatz zu
einem gewohnlichen Fluid kann die Kopplung eines Ferrofluids an magnetische Fel-
der im Allgemeinen nicht vernachléssigt werden. Dies erfordert eine makroskopische
Beschreibung der elektromagnetischen Felder, bzw. die Einbindung als Zustands-
variablen in die Hydrodynamik. Es zeigte sich, dass dies aber nicht hinreichend
ist um Ferrofluide beschreiben zu konnen. Fiir gewohnliche magnetische Materia-
lien hat man meist einen linearen konstitutiven Zusammenhang der magnetischen
Felder mit Hilfe der magnetischen Suszeptibilitat. Die Magnetisierung in einem Fer-
rofluid muss aber nicht mit den magnetischen Feldern im Gleichgewicht sein. Die
Relaxation der Magnetisierung kann so langsam sein, dass sie als unabhéngiges,
makroskopisches Phanomen zusétzlich zu den Feldern H und B angesehen werden
muss. Dies erfordert eine zusétzliche Bewegungsgleichung fiir die Magnetisierung,
die von H. W. Miiller und M. Liu hergeleitet werden konnte.

Wir stellen nun den Aufbau und die beschriebenen Phénomene der vorliegenden
Arbeit vor. Wir beginnen in Kapitel 2 mit einer Einfithrung in die generelle Vorge-
hensweise einer hydrodynamischen Theorie. Dazu werden wir alle makroskopischen
Bewegungsgleichungen eines gewohnlichen Fluids herleiten.

Kapitel 3 beginnt mit einer Einfiihrung in die Phdnomenologie der granularen
Materie. Anschlielend stellen wir die zusétzlichen makroskopischen Zustandsgrofien
und Bewegungsgleichungen vor.



Das erste zu beschreibende Phanomen diskutieren wir in Kapitel 4 mit dem
kritischen Zustand. Dieser Effekt hat nichts mit dem kritischen Bereich nahe eines
Phasentibergangs zweiter Ordnung zu tun. Stattdessen handelt es sich hierbei um
ein nicht-Newtonsches Phénomen. Die gemessene Scherspannung ist unabhéngig von
der Rate der Verformung solange die Verformungen hinreichend langsam sind. D.
h., dass man ein granulares System bei unterschiedlichen Geschwindigkeiten scheren
kann ohne dabei die angelegten Spannungen zu éndern. Man nennt so ein System
auch perfekt plastisch. Wir werden zuerst ein stationdres System betrachten und
die entsprechenden Bewegungsgleichungen 16sen. Anschlieend soll noch eine ein-
setzende Scherstromung betrachtet werden.

In Kapitel 5 machen wir den Ubergang zu schnellen Verformungen. Es zeigte sich,
dass sich die Spannungen dabei ebenfalls nicht-Newtonsch verhalten. Die Spannun-
gen sind hierbei abhdngig von der Rate der Verformung. Diese Abhéngigkeit vari-
iert je nach Versuchsaufbau und Material. Dieser Bereich lésst sich als seismisch
bezeichnen, da sein Ursprung in einer dufleren Anregung liegt. Es werden Losungen
fiir verschiedene Versuchsgeometrien ohne und mit Gravitation prasentiert werden.

Kapitel 6 beschéftigt sich zuerst mit dem Zwischenbereich der beiden voran-
gegangenen Kapitel. Es soll der Ubergangsbereich der Spannungen fiir moderate
Verformungen diskutiert werden. Zusétzlich préasentieren wir den Effekt des soge-
nannten Scherbands. Das Granulat bildet dabei zwei Regionen aus: Einen ruhenden
Bereich ohne T}, und einen fluiden Bereich mit hohem 7}. Dieser Effekt soll zu ver-
schiedenen Randbedingungen betrachtet werden.

In Kapitel 7 geben wir zundchst eine Einfithrung in den Aufbau und die Phé-
nomene der Ferrofluide. Wir werden dann die Grundziige der hydrodynamischen
Theorie hierzu diskutieren.

Wir besprechen in Kapitel 8 Effekte, die die Viskositdt von Ferrofluiden unter
dem Einfluss duflerer Magnetfelder betreffen. Auch hierbei handelt es sich wieder
um einen nicht-Newtonschen Effekt. Dabei kann es zu einer sogenannten Struktur-
viskositdt kommen, d. h. die Viskositit hingt von der Starke der angelegten Scher-
spannung ab. Wir besprechen dazu zwei verschiedene Konstellationen beziiglich des
angelegten aufleren Magnetfeldes.

In Kapitel 9 berechnen wir eine Scherwelle in einem Ferrofluid mit Hilfe des
Maxwell’schen Spannungstensors. Als Grundlage wird uns auch hier die Theorie
von H. W. Miiller und M. Liu dienen. Es wird sich ein elastischer Anteil in der ab-
geleiteten Dispersionsrelation zeigen, der die Welle senkrecht zur Anregungsrichtung
propagieren lésst.
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Kapitel 2

Hydrodynamische Methode

Thermodynamik ist die Theorie von Vielteilchensystemen, die sich in einem Gleich-
gewichtszustand befinden. Deshalb beschrinkt sich die thermodynamische Beschrei-
bung der Dynamik auf die Abfolge reversibler quasistatischer Prozesse. Fiir gewohn-
lich werden sich makroskopische Systeme jedoch nicht im Gleichgewicht befinden.
Zudem ist oftmals die zeitliche Entwicklung der makroskopischen Messgrofien von
Interesse. Das hydrodynamische Konzept liefert eine Dynamik zusatzlich zu den be-
kannten Relationen der Thermodynamik, d.h. ein System von Bewegungsgleichun-
gen der relevanten makroskopischen Variablen und eine Einbindung dissipativer
Prozesse.

2.1 Lokales Gleichgewicht und Fundamentalrela-
tion

Makroskopische Systeme werden im Rahmen der Hydrodynamik als Kontinua auf-
gefasst!. Tatsichlich sind jedoch einzelne ,Punkte® solcher Systeme endliche Vo-
lumina, die hinreichend klein sein miissen um ein makroskopisches Kontinuum zu
gewahrleisten. Andererseits sollen die einzelnen Volumina gentigend Teilchen enthal-
ten um ein thermodynamisches Gleichgewicht herstellen bzw. iiberhaupt definieren
zu konnen [1, 9]. Wir nennen diese charakteristischen Zeit- und Léngenskalen fiir die
sich solch ein lokales thermodynamisches Gleichgewicht einstellt 7 bzw. A, die wie-
derum tiber eine materialabhangige Transportgeschwindigkeit aneinander gekoppelt
sind.

Wir wollen eine Anregung eines makroskopischen Systems betrachten, deren
Zeit- und Léangenskala wir als 1/w bzw. 1/q festlegen. Um die eben eingefiihrte
Definition eines Kontinuums mit lokalem thermodynamischen Gleichgewicht auf-
rechterhalten zu kénnen, missen wir fordern, dass die Skalen der Anregung, 1/w
und 1/q, grof gegen die lokalen Gréfilen 7 und A sein sollen.

Die meisten Freiheitsgrade eines Vielteilchensystems haben charakteristische
Skalen im Bereich von 7 und A und sind dementsprechend fiir das lokale ther-

'Es sei angemerkt, dass es sich hierbei um eine Feldtheorie handelt, d.h. Ort und Zeit sind
voneinander unabhéngige Grofien: dr/dt = 0.
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modynamische Gleichgewicht verantwortlich. Nur wenige Systemvariablen variieren
langsam bzw. grofiskalig gegeniiber den lokalen Ausgleichsprozessen. Die iiberle-
benden® Variablen haben also charakteristische Frequenzen und Wellenzahlen die
im Bereich von w und ¢ liegen. Damit haben wir ein Kriterium fiir die Einbindung
von makroskopisch relevanten Variablen festgelegt [9, 10]:

wT K 1, gA < 1. (2.1)

Insbesondere wird dieses Kriterium von Variablen mit einer Dispersionsrelation
folgender Form erfullt [9, 11]:

lim w=0. (2.2)
q—0
Daraus ergeben sich zwei Klassen von Variablen. Zum einen Dichten von Erhal-
tungsgroffen und zum anderen Variablen, die zu spontan gebrochenen Symmetrien
gehoren, wobei letztere auf das Goldstone-Theorem zuriickzufithren sind [9, 10]. Fir
ein gewohnliches Fluid zum Beispiel reduziert sich das auf die Energiedichte ¢, die
Massendichte o und die Impulsdichte g. Ein Beispiel fiir eine Variable, die im Zusam-
menhang mit einer spontan gebrochenen Symmetrie steht, wire die Magnetisierung
eines Ferromagneten?.
Es gibt aber noch eine weitere Variablenklasse, die als langsam relaxierende
Variablen bezeichnet werden [9, 11]. Fir diese gilt:

C}% w=1/. (2.3)
Im langwelligen Limes unterliegen diese Groflen immer noch Relaxationsprozessen.
Anders ausgedriickt heifit das, dass die Relaxation solcher Groflen auch von lokalen
Bedingungen abhéngig ist und die ,Kollektivitdat“ einer Anregung (¢ — 0) keine
Rolle mehr spielt. Dabei muss sich die Zeitskala 7, deutlich von 7 abheben, ansons-
ten wiirden solch zuséatzliche Variablen wenig Sinn machen und wir konnten diese
Freiheitsgrade loswerden indem wir einfach das lokale thermodynamische Gleichge-
wicht abwarten wiirden. Betrachten wir ein mehrkomponentiges Fluid und lassen
chemische Reaktionen zwischen den Komponenten zu, so sind die Massendichten
der einzelnen Komponenten langsam relaxierende Variablen, vorausgesetzt die Re-
aktionen laufen gegentiber 7 langsam genug ab.

Nachdem wir jetzt einige Kriterien fiir ein hydrodynamisches System festge-
legt haben fithren wir noch die Fundamentalrelation ein, die alle systemspezifische
thermodynamische Information beinhaltet. Wir kénnen die fragliche Grofle als die
Entropiefunktion S bzw. deren Dichte s identifizieren, die ihrerseits eine Funktion
von den eben eingefithrten Variablen sein muss. Am Beispiel eines gewohnlichen
Fluids illustriert hiele das: s = s(g, 0, g). Wir kénnen aber auch genauso gut die

2Eigentlich miisste man auch die Drehimpulsdichte  x g und die sogenannte Boosterdichte
or — gt mitnehmen, jedoch ergeben sich daraus keine zusétzlichen hydrodynamischen Moden
bzw. Losungen. Allerdings kann man daraus ableiten, dass der Spannungstensor symmetrisch sein
muss und der Massenstrom durch g v gegeben ist [1, 12].
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Energiedichte als grundlegende Funktion betrachten, d.h. £ = £(s, g, g), und davon
das totale Differential bilden:

_ O dg, (2.4)

~ 0s
ng s7g 379
=Tds+pdo+ v-dg. (2.5)

de

Im Falle des gewohnlichen Fluids kennen wir die Ableitungen der Energiedichte,
auch Zustandsgleichungen genannt. Das sind die Temperatur 7', das chemische Po-
tential p und die Geschwindigkeit v, die im Allgemeinen ihrerseits Funktionen der
Variablen sind. Die Kenntnis der Zustandsgleichungen ersetzt die explizite Anga-
be einer Fundamentalrelation, die wir durch Integration der Zustandsgleichungen
erhalten konnen.

Die Abhéngigkeiten der Zustandsgleichungen 7', ... von der Impulsdichte g bzw.
der Geschwindigkeit v lassen sich ganz allgemein mit Hilfe einer Galilei-Transfor-
mation in das lokale Ruhesystem angeben. Die Energiedichte transformiert sich via
e =¢eo+ g*/(20), wobei gy die Energiedichte im Ruhesystem ist. Die Massendichte
und die Entropiedichte bleiben unter einer Galilei-Transformation unverandert und
mit g = p v erhalten wir:

2
dgo—Tds+<u+’;>dg. (2.6)
———

=po

Wir erkennen, dass sich T" unter einer Galilei-Transformation nicht dndert und so-
mit keine Funktion von v sein kann, wohingegen die Abhangigkeit des chemischen
Potentials iiber p(s, 0, g) = po(s, 0) — v?/2 gegeben ist.

2.2 Globales Gleichgewicht

Von der Entropiefunktion eines Systems wissen wir, dass sie im thermodynamischen
Gleichgewicht ihren maximalen Wert annimmt. Fiir Systeme wie wir sie betrachten
ist das lokal immer erfullt und nur dann gilt auch Relation (2.4). Ein thermo-
dynamisches System wird nun auch zu einem globalen Gleichgewicht streben und
die Entropie dabei maximieren. Diese Ausgleichsprozesse, auch thermodynamische
Kréfte genannt, verlaufen irreversibel und sind somit dissipativ. Wir konnen die
Extremaleigenschaft der Entropie ausnutzen um Ausdriicke fiir diese dissipativen
Kréfte abzuleiten, die im Gleichgewicht verschwinden missen [12]. Dazu betrachten
wir ein abgeschlossenes System mit Volumen (2 und nutzen aus, dass gewisse Gro-
Ben dabei erhalten bleiben. Fiir ein gewohnliches Fluid waren das die Energie, die
Masse, der Impuls, der Drehimpuls und der sogenannte Booster, der die Erhaltung
des Schwerpunkts unter Galilei-Transformation ausdriickt. Das Problem lésst sich
als Variationsaufgabe unter Nebenbedingungen darstellen [13]:

0=24 / Fle,0,9)dV, 2.7)
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wobei
Fle,0.9) =s(e,0,9) +Lic+Loo+ Ly-g+Ly-(rxg)+Ls-(or—gt). (2.8)

Die L; sind sogenannte Lagrange-Multiplikatoren, die jeweils an eine erhaltene
Grofle bzw. Zwangsbedingung gekniipft sind. Die Ableitungen des Integranden F
nach den Variablen ergeben nach dieser Losungsmethode getrennt voneinander Null
(0F/0e = 0,...). Die dafir notwendigen Ableitungen der Entropiedichte s(e, o, g)
lassen sich aus der Fundamentalrelation (2.4) ablesen und man erhélt:

1 1%

v
OZT+L1’ O:—T—I—L2—|—L5-T’, 0:—T+L3+(L4><7°)—L5t. (2.9)

Diese Bedingungen lassen sich auch lokal formulieren:
1
VT = 0, V[L + at’U = 0, Uiy = 5 (VZ v -+ V] ’U7;> =0. (210)

Ungleich Null wirken diese Gréflen, wie bereits erwahnt, als thermodynamische Kraf-
te, die bestrebt sind das System in ein globales Gleichgewicht zu bringen und die
Entropie zu maximieren. Interessanterweise kann sich ein Fluid bei reiner Rotation,
gegeben durch die Vortizitat (V; v; — V; v;)/2, durchaus im Gleichgewicht befinden.

2.3 Bilanzgleichungen

Eines der Kernstiicke der hydrodynamischen Methode ist die Bestimmung der Zu-
sammensetzung der Bilanzgleichungen. Fiir unser Beispiel des gewohnlichen Fluids
hatten wir fiinf Erhaltungsgréfien als Variablen, deren prinzipielle Struktur immer
folgendermaflen gegeben ist:

/atedV’ __ %je-dA, /(%eid\/’ — j{jfj dA,. (2.11)
|4 ov 1% ov

D. h., dass eine explizite Anderung der Dichte einer Erhaltungsgréfie e, e; innerhalb
eines Volumens V' nur durch das gleichzeitige Auftreten eines Stroms j¢, j; iiber den
Rand des Volumens kompensiert werden kann. Da man das Integrationsvolumen V'
beliebig wahlen kann, lassen sich die Bilanzgleichungen auch lokal formulieren. Fiir
ein gewOhnliches Fluid heifit das:

0o+ V-(ov) =0, (2.12)
0, g: + Vol = 0, (2.13)
0e+V-Q=0. (2.14)

Die Massenstromdichte ist fiir ein gewohnliches Fluid identisch mit der Impulsdichte
g = ov, was wir auf die Boostererhaltung zuriickfithren kénnen. Zudem ist die
Impulstromdichte o; aufgrund des Drehimpulserhaltungssatzes ein symmetrischer
Tensor. Wir wollen dies an dieser Stelle allerdings nicht zeigen sondern verweisen
stattdessen auf die einschldgige Literatur [1, 12].
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Fiir die Entropiedichte lasst sich ebenfalls eine ahnliche Gleichung angeben, die
allerdings noch einen Quellterm enthalten muss. Dieser Anteil wird sich, in einer
noch zu klarenden Art und Weise, aus den Gréflen zusammensetzen lassen, die wir
im Zusammenhang mit dem globalen Gleichgewicht diskutiert hatten (2.10).

8ts+V-F:§. (2.15)

Wir wenden nun ein Verfahren an, das uns ermoglicht die reaktiven Anteile der
Stréme unserer Variablen zu bestimmen und die Entropieproduktion R/T genauer
zu spezifizieren [1, 9]. Dazu bildet man die substantielle Ableitung der Fundamen-
talrelation (2.4):

de  ds do dg . d _

Man betrachtet also die Anderungen der Gréflen, die einem sich im Raum bewegen-
den , Fluidteilchen“ anhaften und driickt dies durch die lokal gebildeten, raumfesten
Ableitungen aus.

Unter Verwendung der Bilanzgleichungen (2.12) - (2.15) ldsst sich (2.16) auf
folgende Form bringen:

6t5+Vj[(5+P)vj+T(Fj—svj)+vi (O-Z,'j_givj_Péij)}
:R‘l—(F—S’U)VT"‘ (U;j—gi’l)j—P(sij) Uz’j (217)

wobei wir P definiert haben als®
P=Ts+po+v-g—-e. (2.18)

Die Form von Gleichung (2.17) wurde bewusst gewéhlt, wenn man dazu gleichzeitig
(2.14) betrachtet. Wir kénnen daraus eindeutig die Energiestromdichte @ und die
Rate der Entropieproduktion R ablesen, da die ,rechte“ Seite von Gleichung (2.17)
identisch verschwinden muss [14].

Wir nehmen an dieser Stelle vorweg, dass die Anteile der Stromdichten, die in
der Entropieproduktion auftauchen von rein dissipativem Charakter sind und wir
definieren:

FP=s5v—F, ol = givj + P by — o} (2.19)

v

3In der Thermodynamik wird dieses P oftmals als Druck bezeichnet und damit meint man
die Kraft pro Flacheneinheit in Normalenrichtung. Diese Aussage trifft selbst fiir ein gewohnliches
Fluid nur im thermodynamischen Gleichgewicht zu. So kann zum Beispiel, wie wir noch sehen wer-
den, im nicht-Gleichgewicht ein volumetrischer Geschwindigkeitsgradient vy, in der Impulsstrom-
dichte 0;; auftauchen, den man durchaus als Teil der Kraft pro Flacheneinheit in Normalenrichtung
ansehen muss. Wir werden uns also grofitenteils von der Defintion des Druckes als Normalkraft
losen und P vielmehr als Abkiirzung bzw. Funktion der Variablen ansehen, siehe hierzu auch [1].
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Mit Ausnahme der dissipativen Stromdichten ist das Gleichungssystem (2.12) -
(2.15) bestimmt und wir kénnen schreiben:

F=sv—F", (2.20)
0l = Gi0j + 05 = giv; + POy — o], (2.21)
Q;=(e+P)v; =T f —viaj, (2.22)

Wir erkennen, dass die Entropieproduktion tiber die Gré8en V71" und v;; gegeben ist.
Das ist konsistent mit der Diskussion in Abschnitt 2.2, als wir die Bedingungen fiir
ein globales Gleichgewicht diskutierten. Die Entropieproduktion verschwindet also
notwendigerweise mit den dissipativen thermodynamischen Kraften. Dabei taucht
in R die Grofle Vu + 0;v nicht auf, da wir die Massenstromdichte mit g = p v als
dissipationsfrei festgelegt hatten [12]. Man beachte, dass wir mit o;; den sogenannten
Spannungstensor definiert haben, welcher sich zur Impulsstromdichte agj um den
Term g; v; unterscheidet.

Das vorgestellte Verfahren liefert uns also explizite Information zur Gestalt der
reaktiven Anteile der Bewegungsgleichungen und dabei war keine konkrete Anga-
be zu Materialeigenschaften notwendig, bis auf die Benennung der makroskopisch
relevanten Variablen, die das betrachtete System grundsétzlich charakterisieren.

2.4 Dissipation und Symmetrie

In der Bilanzgleichung fiir die Entropie (2.15) hatten wir einen Quellterm R einge-
fithrt, den es noch explizit zu spezifizieren gilt. Die Struktur der Entropieproduktion
R fur ein gewohnliches Fluid wurde bereits im vorigen Abschnitt mit (2.23) festge-
legt und es sind noch die dissipativen Stromdichten F” und 05 zu bestimmen.

Geméafl dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik gilt fiir die Entropiepro-
duktion grundsatzlich:

R>0. (2.24)

Zieht man noch die in Abschnitt 2.2 gemachte Aussage hinzu, dass die Entropie-

funktion im Gleichgewicht ein Maximum besitzt, folgt daraus, dass Stromdichten,

die in R auftauchen, Funktionen der thermodynamischen Kréfte sind und auch mit
diesen identisch verschwinden miissen [1, 9-11, 15];

ED=FP(VyT,ow),  of =0l (VuT,uk). (2.25)

Der einfachste Ansatz diese Abhéngigkeiten zu behandeln, ist eine Entwicklung

in linearer Ordnung und wir kénnen einen Zusammenhang zwischen den Stromdich-

ten J und den thermodynamischen Kréaften K mittels einer Koeffizientenmatrix

L;; herstellen: J; = L;; K;. Diesen Zusammenhang wenden wir auf das gewohnliche

Fluid an und erhalten
D
R
ij ign Tijke Vke
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Ganz allgemein konnen die Koeffizienten der Matrix L;;, auch Transportkoeffizi-
enten genannt, von den Variablen des Systems oder auch den Zustandsfunktionen
abhéngen, jedoch nicht von den thermodynamischen Kraften. Lieflen wir solch eine
Abhéangigkeit zu, wiirde das einer Entwicklung in Terme hoéherer Ordnung gleich-
kommen, deren Giiltigkeit allerdings nicht hinreichend verifiziert ist und auflerdem
wiirden wir die dargelegte klare Struktur sozusagen ,verderben® [15].

Lars Onsager konnte eine Relation iiber die Symmetrie der Matrix L;;, die wir
ab jetzt Onsager-Matrix nennen werden, aufstellen [15-17]. Dazu muss man wissen
wie sich die thermodynamischen Kréfte unter Zeitumkehr verhalten. So hat, zum
Beispiel, v;; eine negative und VT eine positive Paritat unter Zeitumkehr. Die
Onsager-Matrix ist dann, abhéngig von den Zeitumkehrparitdten, symmetrisch oder
antisymmetrisch beziiglich der Kombination zweier Krafte K,

L;; = Lj; - Zeitumkehrparitit (K; K;) (2.27)

Diese Relation ist auch als Onsagersche Reziprozitatsrelation bekannt und gibt uns
weitere Information tiber die Gestalt von R.

Wie bereits erwahnt haben unsere Krafte v;; und VT eine gegensatzliche Paritét
und wir erhalten Bium = —Bmre. Verwenden wir dies fiir (2.26) und (2.23) erkennen
wir, dass Beitrage ~ v;; Vi T" in R identisch verschwinden. Ein solcher Term ware
auch nicht konsistent mit der Zeitumkehrparitdt von R, die positiv ist [17]. Jeder
unabhéangige Beitrag zu R muss dann ebenfalls eine positive Zeitumkehrparitiat ha-
ben und das ware nicht vereinbar mit Termen ~ v;; VT, die eine negative Paritat
besitzen.

Fiir den Fall Zeitumkehrparitit (K; K;) = +1 gibt es populére Phénomene, wie
zum Beispiel den Peltier-Effekt, bzw. den Seebeck-Effekt. Hierbei sind ein elek-
trisches Feld E und ein Temperaturgradient VT die thermodynamischen Krafte
und die Beitrage der ,Kreuzterme“ addieren sich in R = ... + j*-E + FP.VT =
oo+ (i Ej)V; T + (ay; Vi T') E;, siehe zum Beispiel [10]. Die Positivitat von R ist
tiber die Eigenwerte von L;; gewahrleistet, die jeweils selbst positiv sein miissen.

Gliicklicherweise lassen sich die Tensoren der Onsager-Matrix mit Hilfe von Sym-
metrieargumenten reduzieren. In unserem System ist keine Vorzugsrichtung oder
Ahnliches vorgegeben, d.h. wir kénnen es als isotropes Medium ansehen und wir
bekommen:

FP =xVT, o =nu)+ gwg 8ij- (2.28)
Dabei ist x die Warmeleitfdhigkeit, n und ¢ sind Zéhigkeitskoeffizienten und ganz
allgemein definieren wir den spurlosen Anteil von Matrizen (hier von v;;) als a?j =
a;; — ag 6;;/3. Wie man sehen kann, gibt es keinen Koeffizienten der auf den Ten-
sor Bmre zuriickzufiithren ist. In einem isotropen Medium lasst sich nur ein anti-
symmetrischer isotroper Tensor dritter Stufe finden, ndmlich der Epsilon-Tensor,
gijk- Damit hitten wir in (2.28) Beitrage von der Form FP = ... + Be.0 vre und
ol =... =B €nij Vn 1, die jedoch im ersten Fall wegen €1 iy = 0 und im zweiten

ij
D __ D _ :
Fall wegen 0;; =0j; bzw. €,,; = —€nj verschwinden.
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Damit hat die Entropieproduktion die engtiltige Form:

2 2 ¢ 2
R=r(VT) +n(v)) + 5 (on) (2.29)

Diese drei sogenannten Transportkoeffizienten miissen entweder durch mikro-
skopische Rechnungen oder Messungen bestimmt werden. Allerdings kénnen wir
aufgrund der Positivitat von R gewisse quantitative Einschrankungen vornehmen:

k>0, 17>0, (>0 (2.30)

Wir haben also ein Gleichungssystem zur Verfligung, das uns ermoglicht das
Verhalten eines gewohnlichen Fluids zu beschreiben. Dabei forderten wir als ,,Ma-
terialeigenschaften” nur, dass sich das Fluid vollstdndig durch die Massendichte,
Impulsdichte und Energiedichte beschreiben lésst.

Im Wesentlichen machten wir nur zwei Einschrankungen: Zum einen darf sich
das System nicht zu sehr vom Gleichgewicht entfernen, ansonsten kénnen wir die
Forderung fiir ein lokales Gleichgewicht nicht einhalten und zum anderen setzten
wir ein rdumlich isotropes System voraus um die Anzahl der Transportkoeffizienten
auf drei reduzieren zu konnen.



Kapitel 3

Granulare Materie

Granulate beschreiben eine Materialklasse, die sich aus klassischen, makroskopi-
schen Teilchen zusammensetzt. Die einzelnen Teilchen sind dabei grof§ bzw. schwer
genug, so dass die thermische Bewegung vernachlassigbar ist. Auflerdem kénnen
die Teilchen von beliebiger Form oder Oberflichenbeschaffenheit sein (von ,extre-
men* Verhéltnissen einmal abgesehen, wie eine Ansammlung von Kletten). So gelten
zum Beispiel Systeme aus Sandkoérnern, Glaskugeln, Cornflakes oder Reiskérnern als
Granulate [18-20]. Wir werden uns in diesem Kapitel der Beschreibung solcher gra-
nularer Materie widmen und einen passenden hydrodynamischen Ansatz vorstellen.

3.1 Merkmale und Beobachtungen

Wir wollen uns ausschliefSlich mit trockenen Granulaten beschéftigen. Das Material,
das sich in den freien Zwischenrdumen befindet, soll keinen Einfluss auf die Eigen-
schaften des Granulats haben. Wéhlen wir dazu Luft fiir die Zwischenrdume wird
dies auch sehr gut erfiillt sein, wohingegen zum Beispiel Wasser mit seiner benet-
zenden Eigenschaft die Bedingungen fiir das Granulat dndert. Auch ohne duflere
Krafteinwirkung géabe es eine zusatzliche, anziehende Wechselwirkung zwischen den
Koérnern, die man berticksichtigen miisste. Die Beschreibung solcher Effekte soll zu
einem anderen Zeitpunkt geschehen und wir werden uns im folgenden nur mit Luft
als Fiilllmaterial befassen.

Die Physik trockener Granulate in Ruhe entsteht durch den Kontakt der Kérner
miteinander. Das Phdnomen zweier sphéarischer Korper in elastischem Kontakt ist
als Hertzscher Kontakt bekannt [21]. Ein Haufen granularer Kérner wird bei me-
chanischer Beanspruchung eine uniiberschaubare Anzahl an Hertzschen Kontakten
ausbilden, wobei sich dabei ,,Kraftketten“ ausbilden, die die Information des Kraft-
tibertrags durch den Korper transportieren [22], siche Abbildung 3.1. So, wie der
Hertzsche Kontakt zweier Korner ein elastisches Phanomen ist, ist auch die Fortset-
zung fiir viele Teilchen, vermittelt durch die Kraftketten, von elastischer Natur. Ein
Granulat in Ruhe verhalt sich also wie ein Festkorper, der elastischen Spannungen
ausgesetzt werden kann [23-25]. Eine makroskopische Theorie muss dies berticksich-
tigen und im Vergleich zu einem Fluid zusétzliche Variablen dafiir bereitstellen.

13
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Abbildung 3.1: Darstellung des Kontaktnetzwerks eines aufgeschiitteten Granulats
unter Einflufl von Gravitation. Die Linienbreite macht die Stérke der Kontaktkraft
kenntlich. Ubernommen von [22].

Offenbar sind Granulate besondere Festkorper, die sich in ihren Eigenschaften
von ,konventionellen® Festkorpern unterscheiden. In Ruhe und ohne eine auflere
Krafteinwirkung kann man im Prinzip auch gar nicht von einem Aggregatszustand
sprechen, weder fest noch sonst irgendwas, da die Koérner im Kollektiv aufgrund der
angenommenen Kohésionslosigkeit keinerlei Wechselwirkung zeigen. Erst wenn man
das Material einer Druckbelastung aussetzt, zeigt es elastische Merkmale, gleichzei-
tig ist es jedoch unméglich (trockenes) Granulat auf Zug zu belasten. Einen weiteren
Effekt konnen wir unserer Alltagserfahrung entnehmen. Sobald wir ein Granulat auf-
schiitten, sei dies nun Kohle, Sand oder ein beliebiges anderes Schiittgut, bemerken
wir, dass dies nur bis zu einem gewissen Grad moglich ist. Die freie Oberflache wird
mit der Horizontalen einen bestimmten Winkel bilden fiir den der Haufen noch sta-
bil ist. Uberschreitet man diesen Winkel verhélt sich das Material an der Oberfliche
fliissig und gleitet am Haufen entlang und kommt erst zum Stehen wenn der be-
sagte Winkel unterschritten wird. Man nennt diesen Winkel auch angle of repose.
Im Prinzip dasselbe Phanomen ist der sogenannte yield, die Flieigrenze, wobei sich
Granulate dabei nicht wesentlich von konventionellen Festkorpern unterscheiden.
Dabei ist das Granulat einer Scherspannung ausgesetzt, die sukzessive gesteigert
wird, bis das Verhéltnis von Scherspannung zu angelegtem Druck einen materialab-
hangigen Wert tibersteigt und thermodynamisch instabil wird und als Folge beginnt
das Material zu flieen. Es gibt aber auch ein Beispiel eines Effektes, der unserer
physikalischen Erfahrung nicht sofort gerecht wird. Befiillt man einen Silo oder ein
ahnliches Gefafl mit Granulat, wird man feststellen, dass der Druck, den man am
unteren Rand des Gefafles misst, immer weniger zunimmt, je mehr Material am
oberen Rand nachgefiillt wird, siche Abbildung 3.2. Der Druck strebt einem Sétti-
gungswert entgegen. Dieser Effekt ist als Janssen-Effekt bekannt [19] und hat tiefe
Konsequenzen fiir die technische Umsetzung von Silos, etc. Verfliissigt man nédmlich
das gelagerte Material, indem man zum Beispiel am unteren Ende eines Silos Ma-
terial entnimmt, dndert sich die Situation der mechanischen Belastung abrupt. Die
Materialsdule verhalt sich nun hydrostatisch (also nicht-séttigend) und man misst
einen starken Anstieg des Druckes auf die Materialwénde [26]. Dies kann durchaus
zur Folge haben, dass das Silo explodiert.

Von diesen dramatischen Folgen einmal abgesehen, kann man sich fragen, wie
sich granulare Materie verhalt wenn sie angeregt wird. Wir diskutieren dazu ein
einfaches Beispiel aus dem Alltag: Man stelle sich einen Zuckerhaufen auf einem
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Abbildung 3.2: Darstellung des Jannsen-Effekts. Der Druck auf den Gefaflboden
nahert sich mit zunehmender Befiillung im Gegensatz zur hydrostatischen Variante
einem Sattigungswert.

Tisch vor und wir riitteln permanent an den Tisch um so dem Zuckerberg eine An-
regung aufzuzwingen. Nach und nach wiirde der Zucker auf dem Tisch zerflieen.
Wir schlieflen daraus, dass die Elastizitat, die ein Granulat ohne Frage besitzt, nur
transient, also voriibergehend ist. Somit hat die Physik von Granulaten auch Merk-
male von Polymeren. Elastizitat existiert in beiden Féllen nur unter bestimmten
Bedingungen und im Allgemeinen sind beide Materialklassen einer Relaxation der
elastischen Anteile unterworfen. Die Form der elastischen Gleichungen sind, wie wir
noch sehen werden, von derselben grundséatzlichen Struktur. Die Bedingungen und
Abhéangigkeiten der Terme, die die Relaxation beschreiben sind fiir beide Félle al-
lerdings sehr unterschiedlich.

Wir kénnen nun auf einen weiteren Zustand schliefen fiir den Granulate exis-
tieren. Granulate konnen in fliissiger Form vorliegen, wie wir am Beispiel des Flief3-
verhaltens des Zuckers aus dem letzten Absatz sehen konnten. Die Natur dieses
Zustandes besteht darin, dass die einzelnen Bausteine des Materials nicht mehr
dauerhaft exakt an Ort und Stelle vorliegen miissen, wie das bei einem Festkorper
der Fall wére. D. h. fiir ein Granulat, dass die Koérner bei Anregung makroskopische
Distanzen zuriicklegen und eine kinetische Energie haben, die nicht zu vernachlassi-
gen ist. Mit dieser kinetischen Energie ist allerdings nicht die kinetische Energie der
gerichteten makroskopischen Bewegung des Granulats gemeint, sondern der Ener-
gieinhalt der ungerichteten zufélligen Bewegung, die ein Teilchen abweichend von
der makroskopischen Geschwindigkeit v ausfithrt. Wir erhalten also einen weiteren
Freiheitsgrad fiir granulare Systeme, namlich die mittlere Energie der ungerichteten
Bewegung der Korner.

Im Vergleich zu einer herkommlichen Fliissigkeit muss der fliissige Zustand eines
Granulats dynamisch hergestellt werden. Ohne eine auflere Anregung wird sich das
System wieder verfestigen. Dies wird als jamming bezeichnet und ist der gegentei-
lige Prozess zum vorher beschriebenen Uberschreiten der Flieigrenze. Jedoch ist es
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moglich, dass das Material auch vor Einsetzen des jammings elastische Merkma-
le aufweist [25, 27, 28|. So hat der Spannungstensor, wie wir noch sehen werden,
elastische Anteile, die fiir dicht gepackte Granulate nicht zu vernachlassigen sind.
Umgekehrt werden diese Anteile umso unwichtiger, je lockerer das Material gepackt
ist bis zu einer Untergrenze fiir die der elastische Anteil thermodynamisch insta-
bil wird. Zudem zeigt der Spannungstensor eines fliissigen Granulats noch andere
Besonderheiten. Fiir ein gewohnliches Fluid ist die effektive Viskositat, also das
Verhéltnis von Scherspannung zu Geschwindigkeitsgradient, eine Konstante, wohin-
gegen die Viskositat fiir Granulate selbst eine (ansteigende) Funktion des Geschwin-
digkeitsgradienten und damit der duBeren Anregung ist. Dies ist eine Eigenschaft
eines dilatanten Fluids, die auch verschiedene Polymerlosungen zeigen kénnen [29].
Nicht zu vergessen das vielleicht bekannteste und spektakuldrste Auftreten einer
granularen Flissigkeit, der Lawine. Im Prinzip haben wir dieses Phénomen mit
dem Zuckerhaufen schon angesprochen. Material verfliissigt sich unter bestimmten
Bedingungen an der Oberflache und rutscht ab. Wie wir alle wissen beschrankt sich
dies nicht auf Zucker sondern wird beobachtet fiir Lawinen verschiedenster Art. Ob
Schnee oder Geroll, die Materialien zeigen dabei alle fliissiges Verhalten.

Verringern wir sukzessive die Dichte konnen wir kaum noch von einer granularen
Fliissigkeit reden, sondern werden feststellen, dass die Eigenschaften des Granulats
eher denen eines Gases entsprechen. Auch hier gilt wieder, dass eine Anregung von
auflen vorliegen muss um das granulare Gas aufrecht erhalten zu kénnen. Die Teil-
chen sind dabei vollig delokalisiert und die Physik dieses Zustandes ist nun durch
die (inelastischen) Stofle und die, im Vergleich zu den bisherigen Phinomen, hohe
kinetische Energie der Kérner bedingt [18, 30].

Wie wir feststellen konnten, lassen sich die Eigenschaften von Sand kaum in
einem Satz wiedergeben. Die Phanomene sind von verschiedenstem Charakter und
viele Experimente zeigen, wie sehr sich Granulate von , gewohnlichen“ Materiali-
en unterscheiden. Obwohl uns die Physik der einzelnen Kérner vertraut sein mag,
miussen wir umso mehr Anstrengung aufwenden, wenn sie als Kollektiv, d. h. als
makroskopischer Korper auftreten.

3.2 Theorie

Im letzten Abschnitt haben wir die Gemeinsamkeiten und Unterschiede von Granu-
laten zu gewohnlichen Fluiden und Festkorpern aufgezeigt. Ebenso konnten wir auf
gewisse Analogien zu Polymeren schliefen. Durch die Mannigfaltigkeit der Effekte
wird es nicht gelingen die hydrodynamischen Gleichungen eines elastischen Festkor-
pers oder eines Fluides, so wie wir sie beispielhaft vorgestellt hatten, auf Granulate
anzuwenden. Stattdessen werden wir an Hand bestehender theoretischer Modelle
aufzeigen, wie wir die hydrodynamische Methode auf Granulate auszuwerten haben
[2-6, 31-33]. Zum einen miussen die elastischen Effekte ihre Entsprechung finden
und zum anderen soll ein Ausdruck fiir die ungerichteten Bewegungen der Korner
im Falle einer Anregung eingebunden werden.
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3.2.1 Zustandsvariablen

Wir beginnen die Diskussion um die Einbindung zusatzlicher relevanter Zustands-
variablen indem wir isotrope elastische Festkorper betrachten. Der Unterschied zu
einem gewohnlichen Fluid liegt darin, dass die ,,Bausteine® eines elastischen Festkor-
pers lokalisiert sind, also einen festen Platz im Ruhesystem des Festkorpers haben.
Daran andert auch ein gewisses Zittern der Bausteine um die gegebene Position
aufgrund der immer vorhandenen thermischen Anregung nichts. Die Molekiile ei-
nes Fluids, oder aus was auch immer das Fluid aufgebaut ist, fiihren dagegen eine
delokalisierte (thermische) Bewegung aus. Dies ist natiirlich die Brownsche Mole-
kularbewegung.

Daraus schliefen wir, dass fiir einen Festkorper offenbar die kontinuierlichen
Translationssymmetrien des Raumes gebrochen sind [34]. Mit solchen Symmetrie-
briichen sind stets auch hydrodynamische Variablen verbunden, wie wir schon in
Abschnitt 2.1 diskutiert hatten. Der makroskopische Ausdruck zur Charakterisie-
rung dieses Symmetriebruchs ist die Angabe eines Koordinatenvektors a(r,t), der
jedem Korperpunkt im Raum einen Vektor zuweist. Im unverzerrrten Zustand gilt
trivialerweise r = a(r,tg). Wenn der Korper bewegt oder verzerrt wird ,wandert*
das Vektorfeld a dementsprechend, da es an die Massenpunkte des Korpers ge-
bunden ist. Im Allgemeinen wird also gelten: r # a(r,¢;). Diese Darstellung der
korperfesten Koordinaten a als Funktion der raumfesten r wird auch die Eulersche
Beschreibung genannt. Die Umkehrung, also r = 7(a,t), bzw. die Lagrangesche
Darstellung wird héufig in der linearen Elastizitétstheorie verwendet [9]. Die ist
fiir unsere Zwecke allerdings nicht gerade niitzlich, da wir sdmtliche Definition in
raumfesten Koordinaten vorgenommen hatten.

Die Bewegungsgleichungen von a lassen sich vergleichsweise einfach finden [35],

iaz@ta+(v-V)a:O. (3.1)
Diese Gleichungen driicken den simplen Fakt aus, dass sich die korperfesten Koordi-
naten bei einer substantiellen Ableitung nicht &ndern. Dazu erinnern wir uns an die
Definition der substantielle Ableitung (2.16), die ja gerade als korperfeste Ableitung
festgelegt wurde.

Jedoch muss da/dt nicht notwendigerweise Null ergeben. So kann es dissipative
Effekte geben, die auf der ,rechten Seite“ von Gleichung (3.1) einen Term erzeu-
gen und die Bindung korperfester Punkte und dem Vektorfeld a etwas losen. So
ein Effekt ware zum Beispiel die Leerstellendiffusion [35]. Von der Diskussion sol-
cher Effekte wollen wir in dieser Arbeit absehen und verweisen an dieser Stelle auf
zukinftige Arbeiten hierzu.

Nun héangt die elastische Energie nicht explizit von a ab. Ansonsten wiirde das
bedeuten, dass man einem Korper durch Ausfithren einer Galilei-Transformation
elastische Energie zufiihren konnte. Dies ist natiirlich nicht der Fall. Elastische Ener-
gie wird mittels elastischer Verzerrungen in einem Korper platziert [35],

1
U5 = 5 ((5” — Vl aij ak) . (32)
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Die Definition des Verzerrungstensors u;; lasst sich auf die Léngenanderung des
raumfesten Ortsvektors r relativ zu dem entsprechenden korperfesten Vektor a(r)
zurtickfithren, dr? — da® = 2u;; dr; dr;, siehe [35]. Durch diese Definition ist klar,
dass der unverzerrte Zustand r = a(r,t,) dquivalent zu u,;; = 0 ist.

Auch fiir u;; lasst sich schnell eine Bewegungsgleichung finden, indem man raum-
liche und zeitliche Ableitungen der Gleichungen (3.1) und (3.2) bildet,

8,5 Uiy “+ v Vk Uyj + Uk Vj Vi + Ujk Vz Vg — Vi = 0 (33)

Diese Gleichung ist offenbar von kinematischer Natur, enthélt aber auch den Ge-
schwindigkeitsgradienten v;;, der in diesem Fall als eine Art Quellterm auftaucht.

In der Einfithrung zu diesem Kapitel hatten wir beobachtet, dass die Elastizi-
tat granularer Materie ,nur® transient ist. Die rein kinematischen Gleichungen fiir
u;; konnen in der vorliegenden Form nicht fiir Granulate gelten. Wir kénnen davon
ausgehen, dass es dissipative Prozesse gibt, die im Falle einer d&ufleren Anregung die
elastischen Verzerrungen relaxieren und damit die im Granulat gespeicherte elas-
tische Energie verschwinden lassen [6]. So haben wir uns davon tberzeugt, dass
zum Beispiel ein Haufen Zucker auf einer Tischplatte durch eine dauerhafte &u-
Bere Anregung vollig zerflieBen wird. Analog zur Polymerphysik miissen wir also
einen Relaxationsterm X} einfithren [36] und werden bei der Bestimmung dieses
Terms in Abschnitt 3.2.6 (natiirlich) die speziellen Charakteristika der Granulate
berticksichtigen,

8t Uyqj + Vg Vk Uyj =+ Uk Vj U + Uk Vz Vg — Vi = Xz? (34)

Mit dem Schritt der Hinzunahme von XZ-? ist allerdings etwas an Qualitat der Va-
riablen u;; verloren gegangen. Die elastischen Verzerrungen u;; lassen sich nun nicht
mehr auf das Vektorfeld a zuriickfithren, d. h. die Gleichungen (3.1) und (3.4) sind
nicht mehr dquivalent, und w;; ist damit auch nicht mehr Ausdruck spontan ge-
brochener Symmetrien. Allerdings lasst sich die Mitnahme von wu;; als Variablen
rechtfertigen solange sich die Zeitskalen der Relaxationsprozesse der Verzerrungen
deutlich von der Zeitskala des lokalen thermodynamischen Gleichgewichts abheben.
Diese Definition wurde schon in Abschnitt 2.1 gebraucht und wir nannten Variablen,
die dieses Kriterium erfiillen langsam relaxierende Variablen. Im folgenden Kapitel
werden wir durch die Berechnung einer einsetzenden Stromung zeigen konnen, dass
sich die Entwicklung von w;; tatsichlich auf makroskopischen Zeitskalen abspielt.

Das Auftreten des Terms Xi? hat noch weitere Konsequenzen. Solange sich u;;
auf das Vektorfeld a zuriickfithren lasst haben wir effektiv ,nur® drei Freiheitsgrade
bzw. hydrodynamische Variablen statt der zu erwartenden sechs. Mit w;; als lang-
same Variablen sind es sechs unabhangige Komponenten.

Die elastischen Verzerrungen u;; liefern uns die notwendigen Variablen um die fiir
Granulate vorhandene (transiente) Elastizitat zu beschreiben. Dies wird aber nicht
ausreichen granulare Materie als Ganzes beschreiben zu konnen. Es zeigt sich, dass
sich das Verhalten verfliissigter Granulate mit der Hinzunahme von u;; als Variablen
nicht hinreichend beschreiben léasst. Letztlich lautet die Fragestellung was denn die
Ursache fiir die Transienz der Elastizitat ist.
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Im einfithrenden Abschnitt hatten wir diskutiert, dass Granulate unter einer
auBeren Anregung beginnen sich zu verfliissigen. Die Korner werden durch ein ge-
wisses ,Ritteln® immer wieder den Kontakt untereinander verlieren. Das hat zur
Folge, dass die Elastizitat, die durch diese Kontakte im System gespeichert war re-
laxieren wird. Dies identifizieren wir als genau die dissipativen Prozesse, die wir im
letzten Abschnitt als Grund fir die Einfithrung des Termes XZ-? in Gleichung (3.4)
angesehen hatten [6].

Die dem System aufgezwungene ,,Unruhe“ verursacht nun einen neuen Freiheits-
grad in einem granularen System, der nicht durch die bisherigen Variablen abge-
deckt ist. So kennen wir die gerichtete makroskopische Bewegung des Systems mit
der entsprechenden Geschwindigkeit v, siche Gleichung (2.5). Durch eine &ufere
Anregung erfahren die Koérner nun eine zusétzliche Geschwindigkeit, die im Mittel
allerdings ungerichtet ist und damit nicht Bestandteil von v sein kann. Da diese
zweite Geschwindigkeit keine Vorzugsrichtung hat werden wir wie in [6] einen Ska-
lar T; einfithren um diese hinzukommende Variable zu charakterisieren. Wir wahlen
in Analogie zur Temperatur 7" den Begriff der granularen Temperatur 7, da beide
ihre Existenz einer willkiirlichen mikroskopischen bzw. mesoskopischen Bewegung
verdanken. Es ist klar, dass man die Analogie nicht tiberstrapazieren darf, da die
Geschwindigkeitsverteilung der Korner fiir den Anregungsbereich den wir betrach-
ten einer Maxwell-Boltzmann-Verteilung nicht entsprechen wird. Zudem werden bei
diesen zufélligen mesoskopischen Bewegungen allein schon durch die Unregelméfig-
keiten der Form der Koérner auch Drehimpulse angeregt, die ebenfalls (makrosko-
pisch) gleichméfig auf die Kérner verteilt sind. Nichtsdestotrotz lasst sich T, als
Mass fir die Zufallsbewegung der Koérner angeben und von der makroskopischen
Geschwindigkeit v als zusétzlicher unabhangiger Beitrag abgrenzen.

Die Hinzunahme einer Temperatur T, lasst sich auch iiber deren konjugierte
Variable, der sogenannten granularen Entropiedichte s4, verstehen. Die Grofien T,
und s, sind folgendermaflen verkniipft [6]:

Oe

Tg - a Sy : (35>
Die granulare Entropiedichte s, ist Teil der Gesamtentropiedichte s, wird aber fiir
unseren Fall der Granulate separiert mit s = (s — s,) + s,. Nun steht s, fir die
mesoskopischen Freiheitsgrade der Korner als Ganzes und deren ungerichtete Be-
wegung, wohingegen sich s — s, auf die mikroskopischen Freiheitsgrade, das heifit
zum Beispiel die Phononen, bezieht. Mit dieser Definition ist klar, dass s, wesentlich
kleiner ist als s — s,. Betrachtet man ein Korn, so gibt es eine ungezahlte Menge
an mikroskopischen Freiheitsgraden, die sich aus dem atomaren Aufbau des Korns
ergibt. Das Korn im Ganzen genommen besitzt dagegen nur sehr wenige Freiheits-
grade, wie zum Beispiel die der Translation. Also gilt in sehr guter Naherung s > s,
und (s — s,) & s.

Das Energiediffertial hat mit s und s, folgende algebraisch identische Formen,

de=Td(s—sy) +T,dsg+...=Tds+ (T, —T)ds, + ... (3.6)

Beide Beschreibungen werden sich als niitzlich erweisen. Die Definition mit s — s,
und s, als Variablen ist die Grundlage fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen.
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Die zweite Variante mit s und s, als Variablen ist wichtig fiir das Auffinden der
globalen Gleichgewichtsbedingungen, da dafiir auch weiterhin die Gesamtentropie
s maximiert wird. An der Definition von 7T, andert die zweite Variante tibrigens
nichts, da es zu beachten gilt, dass 0s/0s, # 0 gilt.

Zur Erleichterung der Schreibarbeit sollen folgende Grofien definiert werden:

5=5—5, T,=T,-T. (3.7)

Grundsétzlich gehen wir davon aus, dass makroskopische Anregungen primér
zuerst in die mesoskopischen Freiheitsgrade, also s, ,flieBen” und erst danach soll die
in das System gebrachte Energie in das mikroskopische Reservoir s iibergehen. Dies
entspricht der Alltagserfahrung, da eine &duflere Anregung offenbar zunéchst eine
granulare Temperatur 7T}, verursacht und erst durch die dabei entstehende Reibung,
etc. die einzelnen Korner erwarmt, bzw. die Temperatur 7' des Systems erhoht [6, 37].
Der umgekehrte Fall tritt nicht ein. Ein Erhohen der Temperatur 7' fithrt nicht zu
makroskopischen Geschwindigkeiten der Kérner.

Bevor wir diesem Verhalten in Abschnitt 3.2.6 eine Gestalt per Formel zuordnen,
muss zuerst eine Bilanzgleichung fiir die neue Variable s, gefunden werden. Da es
sich bei s, um eine Entropiedichte handelt analog zu s, sollte auch die Bilanzglei-
chung dieselbe Form besitzen [6],

R
Orsg+ V-Fy= L. (3.8)

g

Gleichung (2.15) ldsst sich genauso umschreiben um die Bilanzgleichung fiir das
grofle Entropiereservoir s zu erhalten,
R
s+V-F=_—. (3.9)
T
Es gilt zu beachten, dass jetzt nicht mehr zwingend R > 0 gelten muss. Die
Gesamtentropie s setzt sich bekanntermafien zusammen aus s + s, und fiir die
Raten der Entropieerzeugung addiert man die Gleichungen (3.8) und (3.9), so dass
wir fiir die Gesamtentropieproduktion folgern kénnen:
R R,
— 4+ == >0. 3.10
T + T, — (3.10)
Wir erkennen, dass Gleichung (3.8) offenbar keinen Erhaltungssatz darstellt.
Auflerdem wird mit der Einfithrung von s, auch keine Symmetrie spontan gebrochen.
Es muss sich also bei der granularen Temperatur, ganz analog zu den Verzerrungen
u;;, um eine langsam relaxierende Variable handeln.

3.2.2 Der Energieausdruck

Im Vergleich zu dem in Kapitel 2 vorgestellten gewohnliche Fluid hat sich der Aus-
druck fir die Fundamentalrelation erweitert [6],

de =T'ds +T,dsy + pdo — m; duy; + v - dg. (3.11)
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Hierbei ist m;; = —0¢/0u;; der elastische Spannungstensor, der nicht identisch mit
0;; aus der Impulserhaltungsgleichung ist.

Relation (3.11) zeigt zudem einen wesentlichen Unterschied zur gewohnlichen
Elastizitdtstheorie (mal abgesehen von der Einfiihrung einer granularen Tempera-
tur). Die Massendichte ¢ und die elastischen Verzerrungen sind unabhéngige Varia-
blen. Dies ist insofern auflerordentlich, dass im Falle kleiner Verzerrungen fiir einen
gewohnlichen Festkorper ein Zusammenhang zwischen der Spur des Verzerrungsten-
sors und der Massendichte besteht: do/o = —duy. Fir ein granulares Medium gibt
es einen solchen Zusammenhang nicht. Man kann sich relativ einfach klar machen,
dass sich eine elastische Verzerrung auch ohne eine Dichtevariation d&ndern lasst. So
konnten sich die Korner gegeneinander verschieben, so dass dabei die Verzerrung u;;
relaxiert, wohingegen das ,,Leerstellenvolumen® und damit auch die Massendichte o
unverandert bleibt.

Wie so oft wird es niitzlich sein das System als Funktion der Temperatur(en)
darzustellen, so auch hier. Eine zweifache Legendresche Transformation fithrt auf

_ Je _ Oe
f(T,Tg,...):&t(s,sg,...)—ﬁs—a—sgsg, (3.12)
df = —sdT" — s,dT, + pdo — m; du;; + v - dg. (3.13)

Wir erhalten also ein Art freie Energie des Systems, obwohl die Benennung eigent-
lich nur fir die Transformation beziiglich T" reserviert ist. Immerhin ist der zweite
Teil der durchgefithrten Legendreschen Transformation ebenfalls eine Transforma-
tion nach einer Temperatur.

Um ein makroskopisches System vollstandig beschreiben zu konnen geniigt es be-
kanntermaflen nicht die relevanten Variablen zu kennen. Man benétigt die Kenntnis
der Zustandsgleichungen oder auch des Ausdrucks der Energie. Fiir ein ideales Gas
waren das die kalorische und thermische Zustandsgleichung. Der notwendige Ener-
gieausdruck fiir ein granulares System soll nun spezifiziert werden.

Wie bereits diskutiert, hat eine Variation der Temperatur 7" keine wesentliche
Riickkopplung an anderen Reservoirs. Es sei erwahnt, dass sich die Elastizitatsko-
effizienten wesentlich dndern konnten falls 7' (und P) die Regionen eines Phasen-
tibergangs erreichen wiirden. Die Kristallstruktur von Quarzsand (Siliziumdioxid)
wird sich allerdings erst im Temperaturbereich ~ 850 K (und 1bar) modifizieren.
Dadurch wiirden sich auch die Elastizitdatskoeffizienten &ndern und somit hinge der
elastische Beitrag zu f sicherlich von der Temperatur 7" ab. Wir wollen hier aber Sys-
teme betrachten deren Materialeigenschaften sich im Bereich der Raumtemperatur
nur unwesentlich d&ndern. Dies impliziert auch, dass im unten vorgestellten Ausdruck
fiir die Energie die thermische Ausdehnung der Korner, ebenfalls eine Funktion von
T, vernachléssigt wird. Ebenso soll die freie Energiedichte f zwei Beitrdge enthalten,
die getrennt voneinander Funktionen von Tj und w;; sind. Dies entspricht sozusagen
einer Entwicklung in niedrigster Ordnung und Kopplungsterme von 7}, und u;; seien
an dieser Stelle vernachléssigt. Allerdings heifit das nicht, dass der Energiebeitrag
~ u;; unbeeinflusst von Tj, ware. Schliefllich gilt es die Bewegungsgleichungen fiir



22 KAPITEL 3 GRANULARE MATERIE

u;; zu 16sen und die sind via X,L-? an T, gekoppelt. Es ist nach [6]
2

f =§Q + fo(T, 0) + filo i) + fo(Ty, 0); (3.14)

f1=B(o) VA (g A2+ “2> , (3.15)

§
1 _
fo= 5 ob(o) T7. (3.16)
Dabei sind A = —ug und v = uy; uf;. AuBerdem sind B(p), £ und b(g) materialab-

hangige Parameter, wobei der Zusammenhang mit der Dichte o noch zu spezifizieren
ist [6],

A
B =B, (9%> , (3.17)
Qcp —0
b= by (1 - Q) . (3.18)
Ocp

Die Massendichte g, ist die Dichte der random closest packing fraction, d. h. die
maximal mogliche Schiittdichte. Den Parameter o7, werden wir spéter im Rahmen
des Abschnitts 3.2.5 definieren. Offenbar divergiert B(p) (fir A > 0) und damit
auch der elastische Energiebeitrag fir o — g.p; dieses Verhalten wurde aus Griinden
der Einfachheit so gewahlt. Prinzipiell lasst sich die Festlegung des Ansatzes von
B(o) auf bereits vorhandene Ansétze und auf die Erfilllung bzw. die Verletzung
thermodynamischer Stabilitétskriterien zurtickfithren, siehe hierzu Abschnitt 3.2.5.
Es konnte A = 3/20 gefunden werden [6], was wir ab jetzt immer verwenden werden.
Die Form des Parameters b(p) erfiillt eine experimentelle Vorgabe. Solange 1 > a > 0
gilt, erhalt man einen Druck P, der fiir p — g, divergiert [6].

Der elastische Energieausdruck f; wurde offenbar in Anlehnung an den Effekt des
Hertzschen Kontakts gefunden und auf makroskopische gescherte Systeme erweitert.
Der Beitrag fs erinnert nun nicht gerade an die kalorische Zustandsgleichung eines
idealen Gases. Dies hat damit zu tun, dass wir hier granulare Systeme betrachten,
die auch den elastischen Limes beinhalten sollen. Und dieser Grenzfall ist T, vy — 0,d.
h. die Anregung verschwindet. Also ist f; gerade eine Entwicklung um den Gleich-
gewichtszustand mit einem Maximum bei Tg = 0. Fir die Energiedichte ¢ erhalten
wir ein dementsprechendes Minimum fiir s, = 0. Das Reservoir der mesoskopischen
Freiheitsgrade hat sich im Gleichgewichtszustand ,entleert®.

Die konjugierten Variablen s, und ;; ergeben sich auf nattirliche Art und Weise:

of _ —
_87’9 =s,=0b(0) T}, (3.19)

of EW,’jZB(Q)\/Z(A-F U? >5ij_25,(g)\/zu0.

o : 0. (3.20)
ij
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Der Ausdruck fiir die elastische Energie wurde bereits erfolgreich auf verschiede-
ne experimentelle Situationen angewendet und vertrauen deshalb auf dessen grund-
sitzliche Anwendbarkeit [2-5, 31-33]. Der Beitrag f, soll letztlich (auch) in dieser
Arbeit auf seine Anwendbarkeit hin iiberpriift werden.

3.2.3 Gleichgewichtsbedingungen

Analog zum gewohnlichen Fluid werden wir die Extremaleigenschaft der Entropie
ausnutzen um lokal formulierte Bedingungen fiir das thermodynamische Gleichge-
wicht abzuleiten. Dazu war es nétig eine Variationsaufgabe unter Nebenbedingungen
zu 10sen. Fiir ein granulares System ergeben sich keine zusétzlichen Zwangs- bzw.
Nebenbedingungen, schlielich haben die hinzugekommenen Variablen s, und u;;
keine Bilanzgleichungen, die einem Erhaltungssatz entsprechen wiirden. Wir kon-
nen also das zu maximierende Funktional F aus Abschnitt 2.2 quasi unverdndert
ibernehmen?,

f(gﬂgg?Q?uij?g) = 8(57 Sg, 0, uz]ag)
+Lie+Loo+Ly-g+Ly-(rxg)+Ls-(or—gt). (3.21)

Nun konnen oder miissen wir F zusétzlich nach den Variablen s, und w;; ableiten
und wir erhalten (siehe hierzu auch Abschnitt 2.2):

VT =0, Vu+ 0w =0, Uz‘jE%(Vin-l—Vjvi):O,
T,=0, m;=0. (3.22)

Die ,neuen“ Gleichgewichtsbedingungen entsprechen der Intuition. Uberlisst man
ein granulares System sich selbst, wird es recht schnell einen unangeregten Zustand
einnehmen (Tg = 0). Gleichgewicht in T}, bzw. fir die angeregte granulare Bewe-
gung bedeutet also, dass die mesoskopischen Freiheitsgrade in den mikroskopischen
aufgehen. Der zerflielende Haufen Zucker aus Abschnitt 3.1 ist dagegen ein Beispiel
dafiir, dass ein stetig angeregtes granulares System (Tg # 0) keine elastischen Span-
nungen aufrecht erhalten kann und letztlich in einen Zustand mit m;; = 0 miinden
muss.

Falls T, v = 0 gilt kann allerdings 7;; = 0 nicht mehr eine passende Beschrei-
bung eines Gleichgewichts sein. Schliellich kann ein ruhendes granulares System
sehr wohl elastische Spannungen im Gleichgewicht halten. Unter solch einer Vor-
aussetzung, Tg = 0, und damit auch s, = 0 vermehrt sich allerdings die Anzahl
der Nebenbedingungen der oben diskutierten Variationsaufgabe. Der Limes Tg — 0
beinhaltet namlich Xg — 0 und die Bewegungsgleichungen fiir u;; reduzieren sich

4Es sei explizit erwihnt, dass die Gesamtentropie s zu maximieren ist und nicht 5 oder gar
5¢. Auch wenn sich der Lowenanteil der physikalischen Resultate aus s4 ergibt, muss doch immer
im Hinterkopf behalten werden, dass die einzelnen Koérner eines Granulats selbst schon makrosko-
pische und damit thermodynamische Systeme sind. Wiirde man dieses riesige Entropiereservoir
tatsdchlich vernachléssigen, wiirden sich daraus seltsame Schlussfolgerungen ergeben. Die Ener-
gieerhaltung sollte jedoch auch fiir granulare Systeme eine Grundvoraussetzung sein.
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auf (3.3). Die Verzerrungen sind sozusagen ,erhalten“ und lassen sich auf das Vek-
torfeld a zuriickfithren. Man kann zeigen [6], dass dies dann zu verdnderten loka-
len Gleichgewichtsbedingungen fiihrt mit V; m;; = 0. Die elastischen Spannungen
miussen demnach nicht zwingend identisch verschwinden, wie wir das auch fiir ein
ruhendes System erwarten. Im Rahmen dieser Arbeit wird aber immer '_f_’g # 0 gel-
ten, so dass wir die gefundenen Ergebnisse ohne Einschrankung weiter verwenden
koénnen.

Man kann die gefundenen Gleichgewichtsbedingungen auch kombinieren um ei-
ne etwas schwéchere Formulierung zu erhalten. Im Laufe des néchsten Kapitels
verwenden wir zusétzlich folgende Gleichgewichtsbedingung;:

VT, =0. (3.23)

Im Gleichgewicht muss gelten: ' = —1/Ly und 7, = —1/L; und damit natiirlich
auch VI'= 0 und VT, = 0.

3.2.4 Bilanzgleichungen

Ziel dieses Abschnitts ist es die reaktiven Anteile der noch unbestimmten Strome
herauszufinden. Die allgemeinen Formen der Bewegungsgleichungen aller Variablen
haben wir mit (2.12) - (2.14), (3.4), (3.8) und (3.9) bereits zusammengestellt. Die
Vorgehensweise wird dieselbe sein wie am Beispiel des gewohnlichen Fluids in Ab-
schnitt 2.3 illustriert. Zuerst soll die substantielle Ableitung des Energiedifferentials
gebildet und anschlieBend durch Einsetzen der allgemeinen Bewegungsgleichungen
und adaquate Umformungen die reaktiven Anteile der Strome gefunden werden.
Die Ableitung des Energiedifferentials (3.11) mittels der substantiellen Ableitung
d/dt=0,+v-V:
de ds dsg do dg du;
a Tty tr T g
Wir verwenden also die Bewegungsgleichungen (2.12) - (2.14), (3.4), (3.8) und
(3.9) um folgende Form der Bilanzgleichung der Energie zu erhalten:

(3.24)

O+ V(e + Py + T (Fy = 50;) + Ty (Fyy = 5405) +vi (0] = giv; — Py )|
= R‘l— Rg + (U;j _givj — Pém — 7Tz'j +7rkiukj +7Tjkuik) Uij
+ (F —5v)-VT + (Fy — 5,v)- VT, — X[ ;. (3.25)

Dazu wurde auch die Symmetrierelation aus Anhang A benutzt. P ist die ,,Abkiir-
zung® folgender Relation,

P=T5+T,sq+po+v-g—c¢ (3.26)
of 0

_ ca— f 2

9% 9g 9 f (3.27)

Wie schon beim gewohnlichen Fluid soll der Begriff Druck fiir P etwas gescheut
werden, da P nicht der komplette Ausdruck fiir die Kraft senkrecht zur Oberflache
ist.
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Die ,rechte” Seite von Gleichung (3.25) beginnend mit R+ R, +. .. hat identisch
zu verschwinden, da die ,linke“ Seite genau der Energieerhaltung (2.14) entspricht.
Dies definiert uns die Raten zur Entropieproduktion R+ R,. Bei genauerer Betrach-
tung erkennt man, dass die Beitrédge zu R+ R, offenbar von der Form Stromdichte -
Thermodynamische Kraft sind, wobei wir die fiir ein granulares Medium auftreten-
den moglichen Krafte im vorigen Abschnitt hergeleitet hatten. Die Stromdichten,
die in R und R, auftauchen sind von rein dissipativen Charakter und um uns die
Schreibarbeit zu erleichtern definieren wir:

FP=5v—F, FP =s,v—F, (3.28)
05ngj+P5ij+7rij—Wkiukj—ﬂjkuik—aij. (329)

Die reaktiven Anteile der Bilanzgleichungen (2.12) - (2.14), (3.8) und (3.9) und
auch die Summe der Raten der Entropieproduktion R + R, sind damit bestimmt
und wir konnen schreiben:

Fesv_ P (3.30)
Fg _ Sg v — FgD, (331)
O’z{j = 9ivj +0ij = giVj + P 0ij + i — Whi Uij — Tj Ui — 05‘7 (3.32)
Q; = (e + P)vj + v; (T — Thg Upj — Tjg Wire) — Tfjp -1 gl,)j - Uiailj)" (3.33)

R_|_Rg:FD~VT+F£'VT9+O'£U2‘]‘+X£7Tij' (3.34)

Da wir den Ausdruck der Energie f kennen (3.14), kann man daraus mit (3.27)
leicht P berechnen. Da die Energie abziiglich der kinetischen Energie aus drei ad-
ditiven Teilen fy, fi und fy besteht, erhalt man auch fiir P dementsprechend drei
Anteile. Wir nahmen an, dass die Kérner kohésionslos sind und daraus lésst sich zei-
gen, dass ein Anteil in P, der sich auf fy zuriickfithren lasst identisch verschwindet
[6]. Die verbleibenden Teile P, und P, ergeben sich zu

9 9fs

P=P +P,=—=p— 20— 3.35
1+ £ (9QQ f1+aQQ fo, ( )
3 1 1
P=|—0p + — 1| f1, 3.36
! [20 <Qcp -0 0 — Q}p) ] fl ( )
2
a 0°/0cp .+
P2:§b(g) . ;T;. (3.37)

Qcp

Mal abgesehen davon, dass es noch gilt die dissipativen Strome zu bestimmen,
haben wir fiir ein granulares System noch eine zusétzliche Freiheit im Vergleich zum
herkommlichen Fluid. Mit R und R, gibt es zwei Entropieproduktionen. D. h. es
miissen zusétzliche Entscheidungen getroffen werden, ob ein dissipativer Strom, wie
zum Beispiel 05 , zu R, R, oder anteilig zu beiden beitrégt. Dies soll in Abschnitt
3.2.6 diskutiert werden.
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3.2.5 Thermodynamische Stabilitat

Ein wichtiger Punkt einer thermo- bzw. hydrodynamischen Theorie ist die Stabi-
litdt des Systems. Dazu ist es bekanntermaflen erforderlich, dass die Entropie eine
konkave Funktion beziiglich ihrer natiirlichen Variablen ist [10]. Dies lasst sich auf
die hier verwendete Legendre-Transformierte der Energie f umformulieren und es
miissen verschiedene Bedingungen erfiillt sein, so dass ein stabiles granulares System
moglich ist. Die explizite Diskussion dieser Kriterien wurde bereits dargelegt [6, 38],
so dass wir an dieser Stelle auf eine detaillierte Herleitung verzichten werden. Nur
eine Anmerkung: Die Energie wurde so konstruiert, dass sie beziiglich 7, immer
stabil ist, d. h. jedes T, sei zugelassen. Dies mag in der Realitit moglicherweise
nicht immer zutreffend sein, sei es fiir sehr kleine oder sehr grofie 7,. Uns soll die
generelle Stabilitdt der Energie beztiglich T, gentigen, es sei denn diese Annahme
wird durch Experimente oder theoretische Uberlegungen widerlegt. Man erhélt fiir
den elastischen Teil der Energie folgende Kriterien:

Dabei kann der Materialparameter g, als loosest packing density interpretiert wer-
den [6]. Wie der Name schon sagt, verlieren die Kérner eines granularen Systems mit
0 < o¢p dauerhaft den Kontakt untereinander und deshalb kann auch keine stabile
(elastische) Losung solch eines Systems moglich sein. In der Definition von B(p),
siche (3.17), hatten wir ein g, definiert. Wir kénnen nun den Zusammenhang zu
0¢p nachliefern:

) 20
Qﬁp = Ocp + = (Qﬂp - Qcp) . (339)

9
Die GroBie g, ist also so gewéhlt, dass die elastische Losung bei g, instabil wird.
AuBerdem ist das System nur stabil falls

u? s 2

Y <9f baw. o <= 3.4

L<oe b g f2 (5.40
2 0 0

gilt (wobei 77 = 7;; m;;) [3, 6]. Dies entspricht der sogenannten Drucker-Prager-Form
des Coulomb-yield-Kriteriums [39]. Granulare Materie kann also nur bis zu einem
bestimmten Punkt (elastische) Scherspannungen aufnehmen. Jenseits der Stabili-
tatsgrenze wird sich das granulare System eine alternative Losung zu den gegebenen
Randbedingungen ,suchen“ miissen und der Energieausdruck des Granulats wird
sich auf f = g?/20 + fo + fo reduzieren. Die Losungen der Bewegungsgleichungen
zu diesem Energieausdruck sind sozusagen rein fluid. Die Theorie granularer Mate-
rie gibt mit diesem letzten Kriterium (yield) ein wichtiges Merkmal der Granulate
korrekt wieder, was bereits ausfiihrlich diskutiert wurde [3, 6]. Damit lasst sich sehr
gut der Parameter £ bestimmen. So lasst sich an Hand des Schiittwinkels, d. h. der
Winkel den ein aufgeschiitteter Haufen Granulat mit der Horizontalen einschlief3t,
der Parameter ¢ fiir Sand mit ~ 5/3 bestimmen [2].
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Im Rahmen dieser Arbeit sollen Scherstromungen beschrieben werden. D. h. es
gilt eigentlich nicht nur die thermodynamische Stabilitat, sondern auch die dynami-
sche Stabilitit der Losungen zu gewéhrleisten. Wir beschrinken uns aber nur auf die
eben aufgezahlten Stabilitatsbedingungen. Das ,,Austesten der dynamischen Stabi-
litdt soll auf zukiinftige Arbeiten verschoben werden, da es uns in dieser Arbeit um
die prinzipielle Moglichkeit einer Losung ging. Die Untersuchungen beziiglich der
dynamischen Stabilitdt werden sicherlich niitzliche Informationen zu Tage fordern,
die den Werteraum der Materialparameter einschranken werden.

3.2.6 Dissipation

Nachdem die reaktiven Anteilen der Stromdichten gefunden wurden, sollen nun die
irreversiblen Anteile bestimmt werden. Der Ansatz fiir die verbleibenden Stromdich-
ten soll von linearer Ordnung in den thermodynamischen Kraften sein, wie wir das
schon von dem gewodhnlichen Fluid bereits kennen. Die Onsager-Matrix® lautet:

F;-D Rio Kl 0 0 Vo T

Fﬁ _ KJ Rg,jp 0 ~0 Vp Tg (341)
O-I?E 0 0 nqur —Olppst Uqr

XnDln O 0 _amnqr anst Tst

Beim Aufstellen der Onsager-Matrix wurde schon davon ausgegangen, dass die
Transporteigenschaften eines granularen Systems im Allgemeinen von isotropen
Charakter sind. Fiir solch ein System kann es keine lineare Kopplung geben, die
einen Tensor dritter Stufe bendtigt, siehe Abschnitt 2.4. So ergeben sich also bereits
acht Eintrage fiir die Onsager-Matrix, die wir identisch Null setzen kénnen.
Weitere Einschrankungen erhalten wir wenn wir das Onsagersche Prinzip, d.
h. Relation (2.27), auf die AuBerdiagonaleintrdge von (3.41) anwenden. Die Tem-
peraturgradienten V; 7" und V; T, haben offenbar beide eine positive Paritit un-
ter Zeitumkehr und wir schlieSen f(ij = Kj;. Anders sieht es fir v;; und m;; aus.
Der Geschwindigkeitsgradient hat eine negative Zeitumkehrparitat, wohingegen die
Spannungen eine positive besitzen. Also erhalten wir hierfir &;jpe = —ouj-

Betrachten wir zuerst die Strome F” und F f . Ist das System isotrop erhélt
man K;; = k' §;; und Ky ;; = /{; 0;;. Es darf nicht vergessen werden, dass es nicht klar
ist welcher Entropierate (oder beiden) die dissipativen Strome denn ,zugeschlagen®
werden miissen. So kénnen (oder miissen) wir fir die Transportkoeffizienten einen
additiven Ansatz machen derart, dass man fir R und R, jeweils einen Betrag be-
kommt, zum Beispiel &' = kg + kg,. Wir entscheiden uns fiir den Ansatz aus [6],

FP =xVT,  FY=k,VT, (3.42)

SWir sind zutiefst von der Anwendbarkeit der Onsagerschen Prinzipien auch fiir granulare
Materie iberzeugt. Die Onsagerschen Relationen basieren unter anderem auf der mikroskopischen
Reversibilitat. Nach unserer Kenntnis gibt es Zweifel ob dies fiir Granulate iberhaupt erfiillt wird,
da die Kollisionen der Korner von dissipativen Charakter sind. Dabei wird aber vergessen, dass sich
die eigentliche Reversibilitdt eben nicht auf der mesoskopischen Skala einzelner Kérner, sondern
auf atomarer Ebene abspielt [40]. Im Prinzip handelt es sich um dieselben Diskussion wie bereits
in Fufinote 4 ausgefiihrt.
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Die Stromdichte F* trigt dabei nur zu R bei und F gD soll nur zu R, einen Bei-

trag leisten. Die Koeffizientenmatrizen f(ij und K;; verschwinden identisch. Dieser
Ansatz geht davon aus, dass die jeweiligen Temperaturgradienten naherungsweise
ausschlieflich fiir ihre ,eigenen“ Reservoirs s und s, einen Beitrag liefern.

Fir den Viskositatstensor 7;;5¢ soll nicht so verfahren werden. Man erhalt nach
Auswerten unter der Annahme von Isotropie zwei Beitrage, einen proportional zur
Spur des Tensors und den zweiten proportional zum spurlosen Anteil. Die sollen
nun aber jeweils zweigeteilt werden und einen Beitrag zu R und R, liefern. Damit
ldsst sich ;e folgendermaflen schreiben [6],

C+Cg5

+ 2
Nijkt = 1 <5ik dje + 0i Oji, — 3 0;j 5ke> + i Oke- (3.43)

2

7, ¢ ergeben einen Beitrag zu R und 7,, (; zahlen zu R,. Die Viskositdten n und ¢
interpretieren wir als ,,Festkorperviskositaten®, die auch dann noch da sind wenn die
granulare Temperatur 7, nicht auftritt bzw. relaxiert ist. 7, und ¢, sollen von gra-
nularem Charakter sein, also zusétzliche Viskosititen darstellen, die nur auftreten
wenn die Korner des Granulats durch ein 7, angeregt sind. Dies entspricht sehr gut
dem anschaulichen Bild des dissipativen Impulstransports bei dem eine angeregte
Materialschicht die néchstliegende Schicht nach und nach ,mitnimmt®

Eine der Grundannahmen bestand darin, dass das Entropiereservoir s, aus-
schlieflich Freiheitsgrade beinhalten soll, die auf einer zuséitzliche Bewegung der
Koérner beruhen. Alles was mit Spannungen und Verzerrungen zu tun hat soll hin-
gegen nur Auswirkungen auf das grofie Entropiereservoir s haben. So auch die Ko-
effizientzenmartix 3;;,, und im Gegensatz zum Viskositatstensor hat 3;;,, demnach
keine Anteile, die einen Beitrag zu R, liefern [6]. Fiir ein isotropes System ergeben
sich fiir ;e zwei iibrig bleibende Koeffizienten und wir konnen schreiben:

Bo
2

A

2
Bijke = <5z‘k dje 4 0ig Oji, — 3 0ij 5kz> + 3 0ij Ok (3.44)

Fiir die letzte unbestimmte Koeffizientenmatrix «;jz, wollen wir nun nicht mehr
ndhern, dass es sich um ein rein isotropes System handelt. Stattdessen nehmen
wir an, dass die Transporteigenschaften eines granularen Systems beziiglich a;jxe
durch den momentanen Verzerrungszustand mitbestimmt sind. Die Berticksichti-
gung dieser nicht-isotropen Erweiterung fithrt zu weiteren nicht-linearen Termen in
den Bewegungsgleichungen zu u,;. Es stellte sich heraus, dass gerade diese Terme
einen wesentlichen Beitrag in bestimmten Situationen liefern konnen, siehe néchstes
Kapitel, und deshalb auch nicht zu vernachlassigen sind. Wiirden wir dhnliches fiir
die anderen Koeffizientenmatrizen zulassen bekdmen wir Beitrage, die immer durch
Terme niedrigerer Ordnung in den Bewegungsgleichungen ,iiberlagert” wéren. Des-
halb reicht uns der isotrope Ansatz fir die iibrigen Transportkoeffizienten.

Die Matrix a5 konstruieren wir mit Hilfe der Tensoren ¢;; und w;;. Ein Beitrag
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~ €;;, liefert uns keine zusétzliche Information. Man erhalt:

Unn 51 J 5@ «
Oézjkf—|:061+(062+053—2064) 3:| 33k€+a2u2£§]—|—§3u%5k6
+1<a +2a )(5 Si0+ Gru B0 — = 610 )
9 0 3 4 Unpn, ik Uj¢ il Yjk 3 ij Ukl

« 4
+ ?4 (U?k (Sje + U?Z 5jk + u?k (51[ + ug,g (Lk - g {u?j 5]4[ + Ugg (51]}> . (345)

Die ,,iiblichen®, also isotropen Koeffizienten eines Tensors vierter Stufe sind o und
a1, analog zu n und (. Es ergeben sich mit oy, a3 und a4 drei zusétzliche Material-
parameter deren Relevanz in den kommenden Abschnitten gezeigt werden soll.

Die Verzerrungen sind im Allgemeinen kleine Groflen (u;; < 1), deshalb lésst
sich a;ji¢ noch etwas vereinfachen,

0;7 0 o Oij 2
J3 id + (6] ’LLM 3] + 0;)3 0 (5}% + — <6zk 5'g + (511 6jk — g 6ij5]€g>

4
(U?k 00 + gy Ok + U?k die + U?z Oik — 3 [u?j Sre + upy %D . (3.46)

Qe =~ 0

Oy

3

Schluendlich lassen sich die Stromdichten 05 und Xil]? angeben:

+ 5@ (0%
=(n+ny) v); + ¢ 3 S Ve 0 + (oa T + a3 Uy ﬂge) gj + ?2 wy; e
0 0
+ ap 7T oy ([u?k ng] + [U?k W,gi} > , (3.47)
51 0ij «
D=+ = 5 8ij — (041 Vep + Qi Uy 025) 3] - 33 ) Vg
0 0
1 1 0j O3
= — ?OU?J —+ 377_1A5U — (Oll/UEZ +042U/k£1}2€) ?] — ?U?] Vyy
0 0
— g vy — v ({u?k U,gj} + [ugk vgi} ) : (3.49)

Es wird im Allgemeinen handlicher sein ;1 als Funktion der Verzerrungen, (3.49),
und nicht der Spannungen, (3.48), zu schreiben. Dies ist auch problemlos méglich®,
schlieflich kennen wir die Spannungen als Funktion der Verzerrungen, siehe Glei-
chung (3.20). Mit 7y und 7; erhalt man zwei Relaxationszeiten fiir die Verzerrungen
u;;, deren Grenzwerte 79, 71 — oo dem elastischen Limes entsprechen.

6Mit Hilfe der Relation zwischen den elastischen Spannungen und Verzerrungen, siche Gleichung
(3.20), konnen wir die Realaxationszeiten 79 und 71 mit Sy und $; in Zusammenhang bringen:

1 B _ 2
70_2502\/& — 3513\F<1+2£A2> (3.50)
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Interessanterweise tritt 7, in R + R, nur als VT, explizit in Erscheinung, siehe
(3.34). Ruft man sich Abschnitt 3.2.3 in Erinnerung, war Tg = 0 eine notwendige
Gleichgewichtsbedingung und die granulare Temperatur ist mit Tg somit selbst Teil
einer thermodynamischen Kraft. Eine Stromdichte mit Tg als treibende Kraft wiirde
gerade den dissipativen Transport von mesoskopischen in mikroskopische Freiheits-
grade beschreiben. Das dieser Transport stattfindet hatten wir bereits in einem
friiheren Abschnitt festgestellt. Das Problem liegt darin, dass solch ein Anteil ~ T,
in R+ R, quasi ,verschluckt® wird. Daraus lisst sich schliefen, dass dieser Uber-
trag an Freiheitsgraden sozusagen von energetischer (und damit erhaltender) Natur
ist, da R und R, formal nichts anderes sind als Raten fiir eine Energieanderung:
Ore ~T,0; 5, ~ R,. Anschaulich formuliert handelt es sich um den Transport einer
Warmemenge aus einem Reservoir in ein anderes.

Leider konnen wir die explizite Form der Stromdichte nicht {iber das oben ange-
wendete Verfahren erhalten. Trotzdem lésst sich ein solcher Beitrag konsistent mit
den bisherigen Diskussionen bestimmen. Man erhalt in niedrigster Ordnung nach

[6]
R:...—l—’yTgQ und R, =...—~yT? (3.51)

wobei v > 0. Mit dieser Einschrankung fiir v erfiillt man die Forderung aus Ab-
schnitt 3.2.1, dass der Transport der Freiheitsgrade eine ,Einbahnstrafie in Rich-
tung des groflen Entropiereservoirs ~ § ist. Da Tg die Kraft ist, haben die entspre-
chenden dissipativen Stromdichten die Form 7, und verschwinden identisch fiir
T, y — 0. Dies erscheint verniinftig, da wir solch ein Verhalten in Abschnitt 2.4 ganz
allgemein fiir dissipative Stromdichten folgern konnten. Auflerdem ergibt sich mit
Ry =...— T, 92 eine Relaxationsgleichung fiir 7, bzw. s,4, denn nach Einsetzen in
(3.8) erhélt man 0, s, ~ —7v s,.

Es sei noch eine zusétzliche Anmerkung gestattet. Zwar kiirzen sich die Anteile
~ ’yTgQ aus R + R, heraus, das heifit jedoch nicht, dass die Entropie bei so einem
dissipativen Vorgang nicht zunimmt. Das Ansteigen der Entropie (bzw. der zweite
Hauptsatz) wird namlich bestimmt durch R/T+ R,/T, und eine einfache Rechnung
fihrt auf

R R, T?
A= > 0. 52
Tt +7TT9_O (3.52)

Damit der zweite Hauptsatz erfiillt werden kann muss also v > 0 gelten, was wir
bisher oben ,nur“ angenommen hatten.

Setzt man nun alle dissipativen Stréme in Gleichung (3.34) ein und nutzt die in
diesem Abschnitt diskutierten Informationen beztiglich der Trennung von R und R,
erhélt man letztlich:

R =k (VD) +n(sf) + g (vee)? + Bo (%) + 531 (mu) +~T2  (3.53)
Ry = £y (VT,)" +1, (v?j)z + %g (vee)* = T, (3.54)
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Aufgrund der Unabhéngigkeit der thermodynamischen Kréifte und der Positivitat
der Entropieproduktion R/T + R,/T, kann man quantitative Einschrdnkungen der
Transportkoeffizienten vornehmen,

U ¢, G
>0 S4+-2L>0 X4+22Z>90 > () > 0. 3.55
- Y, T+Tg_a T_'_Tg_? 60_7 51_ ( )
Es ist also thermodynamisch nicht verboten, dass zum Beispiel 7, auch kleiner Null
sein konnte. Dies wollen wir aber aus Grinden der Plausibilitat fiur alle vier Visko-
sitdten ausschlieflen.

Aus Griinden der Allgemeinheit der Diskussion hatten wir bisher immer an allen
notwendigen Stellen 7, v von T, unterschieden. Fir alle folgenden Kapitel werden wir
T, y durch T} ersetzen. Aufgrund der Masse eines granularen Korns (im Vergleich zu
den atomaren Skalen auf denen 7" definiert ist) wird 7, schon fiir kleinste Anregun-
gen sehr schnell sehr grof§ gegeniiber T sein, so dass wir guten Gewissens Tg ~T,
annehmen konnen.

Es ist also gelungen ein vollstandiges Gleichungssystem mit (2.12) - (2.14), (3.4),
(3.8), (3.9), (3.30) - (3.33), (3.42), (3.47), (3.49), (3.53) und (3.54) fiir ein granula-
res Medium abzuleiten. Natiirlich muss sich der hydrodynamische Ansatz mit der
Hinzunahme von s, und w;; als Variablen erstmal bewdhren. Wie wir zum Ende
des Abschnitts 3.2.2 erwahnt hatten, lielen sich bereits fiir dieses speziellen Ansatz
mit u;; und s, qualitative und quantitative Ubereinstimmungen mit grundlegenden
Effekten von Granulaten erzielen. Nicht zuletzt soll auch diese Arbeit sowohl qua-
litative als auch quantitative Ergebnisse erzeugen, die zeigen wie grofl der Rahmen
der vorgestellten Theorie ist.
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Kapitel 4

Langsame Verformungen:
Kritischer Zustand

In diesem Kapitel wollen wir einen Effekt diskutieren, der in der einschlégigen Lite-
ratur als critical state oder auch als quasistatischer Bereich der granularen Strome
bekannt ist [39, 41-44]. Leider sind beide Begriffe etwas irrefithrend im Kontext
einer thermodynamischen Betrachtung. Ein kritischer Zustand ist im thermody-
namischen Sprachgebrauch fiir den Fall eines Van-der-Waals-Gases ein Punkt im
Phasendiagramm an dem eine Phasengrenze zwischen gasférmig und fliissig gerade
noch existiert [45]. Fiir Temperaturen und Driicke, die gréfier sind als an diesem
kritischen Punkt existiert immer nur eine Phase, die fluid genannt wird. Das Pha-
nomen, das wir in diesem Kapitel beschreiben wollen befindet sich im Allgemeinen
aber nicht an solch einem Punkt, sondern ist thermodynamisch stabil — oder nicht.
Das Missverstindnis im Sprachgebrauch konnte von der Tatsache stammen, dass ein
granulares System, das in einen stationdren Zustand tiberfithrt wird, durchaus an
eine Instabilitdtsgrenze stolen kann und deshalb in einen anderen Zustand ,hinein-
rutscht“. Desweiteren verstehen wir unter quasistatischen Vorgéngen die Abfolge von
thermodynamischen Gleichgewichtszustdnden, bzw. das Ausbleiben einer Entropie-
erzeugung. Bei dem von uns im folgenden betrachteten Phianomen steigt aber gerade
der plastische Anteil stetig an. Der sogenannte quasistatische Bereich eines granula-
ren Stroms soll in seiner Namensgebung die Nahe zum elastischen Bereich und die
Langsamkeit der Deformationen des Granulats betonen.

Tatsachlich lasst sich eine befriedigendere Definition finden. Es zeigte sich, dass
es fiir die Spannungen und die Dichte einen Bereich fiir stationar gescherte granulare
Medien gibt, der unabhéngig von der (Scher-)Deformation ist [39, 41, 43, 46],

aags O35 = 0 — Oij = Ok,ij (41)
0
9. 0= 0 =  o=uo (4.2)
¢
wobei £s = / vedt’ = vgt mit v? = v?j v?j.
0

Ein granulares System dieses Charakters kann also geschert werden ohne seine Span-
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nungsverhaltnisse und Dichte zu andern. Oder anders ausgedriickt: Ein Granulat
verhélt sich in diesem Bereich perfekt plastisch.

Dieser ,,Zustand“ zeichnet sich jedoch noch durch zuséatzliche Merkmale aus. So
ist auch der zeitabhangige Prozess, der zu diesen stationdren Ergebnissen der perfek-
ten Plastizitat fiihrt, gepriagt von wiederkehrenden experimentellen Beobachtungen
[39, 4143, 46-50]. Die Kurve og(es) fir eine einsetzende Scherstromung mit dem
Anfangswert os(es = 0) = 0 zeigt grundsétzlich zwei qualitativ unterschiedliche
Verléufe, siehe hierzu auch Abbildung 4.1. Wahlt man fiir die Dichte als Anfangs-
wert o(es = 0) < g zeigt die Kurve o4(e;) ein streng monotones Verhalten mit oy,
als Grenzwert fiir e, — oo. Aulerdem verdichtet sich das System als Funktion von
s bis zu seinem Grenzwert gr. Wéhlt man hingegen o(e; = 0) > o steigt die ge-
messene Spannung o, zuerst an und zwar bis zu einem Wert, der oberhalb von oy,
liegt. Anschliefend fallt die Kurve in Richtung des asymptotischen Werts oy, 5. Die
Dichte wird fiir grofler werdende Deformationen e, geringer um sich sukzessive dem
Grenzwert o zu nédhern. Diesen Effekt nennt man Dilatanz, d. h. das Volumen des
Granulats vergrofiert sich wahrend der Scherung (nicht zu verwechseln mit einem
dilatanten Fluid).

— 0>
gL
g — O0<
Scharddformation &g

Abbildung 4.1: Beispielhafter Verlauf der Scherspannung o, als Funktion der Scher-
deformation €,. Dabei wurde als Anfangswert fir beide Kurven o4(es = 0) = 0
gewahlt. Die Kurven unterscheiden sich in dem Anfangswert fiir die Materialdichte
0. Diese wurde grofler bzw. geringer gewahlt als der stationdre Grenzwert gy.

Experimentell lasst sich das Verhalten von Granulaten in diesem Scherraten-
bereich in verschiedenen Anordnungen nachpriifen. Die nachvollziehbarsten Experi-
mente sind dabei Versuche in simple shear-Geometrie [43, 46, 50]. Das Material wird
in eine Scherzelle eingebracht und anschliefend wird (zum Beispiel) die obere Platte
mit einer bestimmten Geschwindigkeit bewegt. Von der Seite betrachtet wird aus
einer rechteckigen Geometrie der Scherzelle eine parallelogrammférmige. Die Wénde
einer solchen Messaperatur miissen dazu natiirlich flexibel gelagert sein. Unter dieser
sukzessiven Scherdeformation der gesammten Zelle wird die Scherspannung bei kon-
stanter Normalspannung gemessen. Dies ist sozusagen das homogenste Experiment,



35

solange gravitative Effekte durch Anlegen einer hinreichend grofien Normalspan-
nung zu vernachlissigen sind. Ahnlich ist der Aufbau sogenannter direct shear tests
[47-49]. Etwas vereinfacht dargestellt werden zwei , Topfe“ mit Granulat beftllt und
mit der Offnung voraus gegeneinander gelegt. Nun wird einer von beiden bewegt
und der zweite festgehalten. In der Liicke zwischen beiden Tépfen bildet sich dann
eine simple shear-Geometrie aus. Die dritte Moglichkeit ein moglichst homogenes
Experiment durchzuftihren ist ein sogenannter Triaxialtest [46]. Das Granulat wird
dazu in einer Zylindergeometrie angeordnet. Auf der Mantelflache wird ein kon-
stanter Druck aufrechterhalten, zum Beispiel durch eine Fliissigkeit. Der , Deckel®
wird mit einer zur Mantelflache abweichenden Spannung belastet, d. h. es bildet
sich eine Normalspannungsdifferenz im Granulat aus. Dies ist dquivalent zu einer
Scherbelastung, da o, = a?j 0'% nach Definition auch Normalspannungsdifferenzen
enthalt. Diesen drei Versuchsaufbauten ist gemein, dass sich bei hinreichend hohen
Driicken eine homogene Scherdeformation realisieren ldasst. Aus diesen Messungen
konnte auch der qualitative Verlauf der Scherspannungskurve extrahiert werden, so
wie es in Abbildung 4.1 dargestellt ist. Aber auch fiir andere Geometrien konnte
festgestellt werden, dass o, fiir einen gewissen Bereich von v unabhéngig von &, ist.
Andere experimentelle Methoden nutzen zumeist zylindrische Anordnungen. Das
Granulat wird in das Behaltnis gefiillt und auf verschiedenste Arten zum Rotieren
gebracht. So ist es moglich den aufgebrachten Stempel rotieren zu lassen [51, 52].
Weiterhein ist es moglich gerade keinen Deckel auf das granulare Material zu setzen,
sondern die nach unten abschlieende Platte rotieren zu lassen [53]. Da die Scher-
geschwindigkeiten vg eher moderat sind, wird allerdings nur ein eher geringer Teil
des Materials sichtbar bewegt. Die Experimente sind also ziemlich inhomogen. Dies
gilt auch fiir die klassische Versuchsanordnung der Couette-Geometrie, also zwei
ineinander stehende Zylinder. Da die Rotationsgeschwindigkeiten eher gering sein
missen um das beschriebene Phanomen beobachten zu koénnen, bewegt sich auch
nur ein kleiner Anteil nahe des inneren Zylinders [54]. Trotzdem zeigten auch diese
Experimente die oben besprochenen Eigenschaften (4.1).

In der Kontinuumsmechanik existieren Modelle, die experimentelle Gegeben-
heiten von Granulaten wiedergeben. Diese sogenannten hypoplastischen Modelle
verwenden konstitutive Relationen folgender Form [55]:

O 0ij = Aijie( 0, Tmn) Ve + Bij (0, Omn) v/ Vke Vke- (4.3)

Der zweite auftretende Term erbringt hysteretische Effekte, d. h. es macht einen
Unterschied ob man ein System be- oder entlastet. Die Materialtensoren A und B
miussen aus mikroskopischen Rechnungen, Simulationen oder experimentellen Mes-
sungen bestimmt werden. Der critical state ist hier gegeben mit d;0;; = 0, was
die Spannungsrelation unabhangig von der Rate v;; bzw. von der Deformation wer-
den lasst und somit die oben angegebenen Bedingungen erfiillt. Es konnte gezeigt
werden, dass konstitutive Relationen dieser Form bereits in der hier verwendeten
Theorie enthalten sind [4].
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4.1 Geometrie und Koeffizienten

Bevor wir die Losungen der Bewegungsgleichungen diskutieren, sollen die Rahmen-
bedingungen fiir die Anwendung der vorgestellten Gleichungen in Kapitel 3 abge-
steckt werden. Dazu ist es notig eine passende Versuchsgeometrie zu definieren.
Auflerdem konnen wir schon frithzeitig einige Festlegungen der Abhéngigkeiten der
Transportkoeffizienten treffen. Da wir den prinzipiellen Charakter des im letzten
Abschnitt diskutierten Phanomens der Scherratenunabhéngigkeit wiedergeben wol-
len, wiahlen wir dementsprechend eine einfache Geometrie, siehe Abbildung 4.2 und
die dazugehorige Bildlegende. Aus Griinden der Symmetrie konnen alle Gréflen aus-
schlieBlich Funktionen von y sein und o. B. d. A. kénnen wir die Geschwindigkeits-
komponenten in y- und z-Richtung Null setzen mit v, = v, = 0, da die Bewe-
gungsgleichungen in dieser Geometrie nur von dem Geschwindigkeitsgradienten v;;
abhéngen. Auflerdem soll Gravitation vorerst keine Rolle spielen, dazu miissen die
Driicke auf das Granulat hinreichend grofl gegen das Eigengewicht sein.
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Abbildung 4.2: Granulares Medium in simple shear-Geometrie. Die zwei in y-
Richtung abschliefenden Platten an den Positionen 0 und L seien in x- und z-
Richtung unendlich ausgedehnt. Die untere Platte bei 0 ruhe und die obere Platte
bei L soll mit der Geschwindigkeit vy, bewegt werden.

Fiir die untere Platte bei y = 0 soll die Geschwindigkeit v,(y,t) zu jedem Zeit-
punkt verschwinden,

02(0,0) =0 (4.4)

und fiir die obere Platte bei y = L werden wir im Laufe dieses Kapitels beziiglich
der Randbedingung fiir v, (y,t) zwei verschiedene Verhaltensweisen ansprechen,

e Stationdre Scherstréomung fiir v, (L,t) = vy,
e Einsetzende Scherstromung fiir v, (L,t) = vy O(1).

Dabei ist O(t) die Heaviside-Funktion. Die erste Randbedingung fiithrt unmittelbar
zu stationdren Losungen, wohingegen die zweite auch als Bedingung fiir eine ein-
setzende Scherstromung bezeichnet werden kann und uns eine Zeitabhéngigkeit der
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Groflen liefert. Es wird jeweils explizit klar beschrieben werden, welche Randbedin-
gung zur Losung der Gleichungen verwendet wurde.

Es stellte sich heraus, dass in dieser Geometrie nur ein zusétzlicher Parameter er-
forderlich ist um das betrachtete System grundsétzlich zu charakterisieren: Entweder
man hélt den Abstand der zwei Platten konstant, L = konstant, oder man halt die
Normalspannung bei y = L wéhrend des Experiments aufrecht, o,, (L) = konstant.
Man kann deshalb folgende Definitionen machen,

e Volumenkontrollierte Experimente fiir L. = konstant,
e Druckkontrollierte Experimente fiir 0,,(L) = konstant.

Wir werden sehen, dass sich durch diese Einteilung grofie qualitative Unterschiede
fiir die Losungen eines granularen Systems ergeben.

Nun ist es notwendig fiir die Variablen w;; (oder die Spannungen o;;), T, und p
ebenfalls Randbedingungen anzugeben. Fiir eine einsetzende Scherstromung miissen
zusétzlich noch Anfangswerte der genannten Variablen gegeben werden. Diese Dis-
kussion soll jedoch in die jeweiligen Abschnitten verschoben werden, da diese dann
doch speziell fiir die gerade anstehende Fragestellung gewahlt werden miissen bzw.
sollen.

Wir haben also eine Geometrie und zwei grundsétzliche Randbedingungen ge-
funden fiir die wir die granulare Theorie testen wollen. Zusétzlich ist es moglich bzw.
sogar notig gewisse Abhédngigkeiten einiger Transportkoeffizienten anzusetzen. Die
Festlegung der Koeffizienten geht natiirlich iiber die Wahl der Versuchsgeometrie
weit hinaus und hat fiir die Theorie entscheidenden Charakter.

Wir erinnern uns an die Bilanzgleichung fiir w;;, siehe Gleichung (3.4). Der dis-
sipative Strom XZ-? konnte im Laufe des Kapitels 3 weiter konkretisiert werden, so
dass wir fiir XZ-? einen Ausdruck finden konnten. Zudem hatten wir festgestellt, dass
fir verschwindendes Ty, also T, — 0, eine elastische Spannung auch im Gleichge-
wicht aufrecht erhalten werden kann. Die Gleichungen fiir u;; miissen in diesem
Limes dann durch (3.3) gegeben sein. Dies erfordert, dass a;jpe und 1/7, 1/7 fir
T, — 0 ebenfalls identisch verschwinden [6]. Wir sahen, dass die Matrix a;;r, mit
den thermodynamischen Kraften v;; und m;; verbunden ist. Das Verhalten von oz
basiert deshalb wohl auf dem Aufbrechen und der Entstehung von den sogenann-
ten Kraftketten, die sich fiir ein elastisches granulares System herausbilden [6, 22].
Beginnen wir ein Granulat anzuregen werden einige der Kraftketten im Granulat
aufbrechen, d. h. das System hat die Tendenz seine elastische Spannung herabzu-
setzen und damit wird auch a;jpe ~ T, gelten (miissen). Werden die Anregungen
groffer nehmen wir an, dass sich durch Umlagerung der Kérner des Granulats wieder
neue Kraftketten ausbilden kénnen [6]. Ab einem gewissen Niveau der Anregungen
wird sich das Aufbrechen und Entstehen von Kraftketten die Waage halten und
somit wird o,k nicht mehr explizit von 7, abhédngen. Im Rahmen dieser Arbeit
fiir recht hohe T}, also Anregungen die hinreichend weit weg vom elastischen Limes
angesiedelt sind, wollen wir annehmen, dass a;jre = konstant beziiglich T} ist. So
eine Annahme lésst sich fiir 1/79 und 1/7 nicht finden. Wir setzen deshalb beide
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Relaxationen linear in 7, an [6],
S =T, —=MT, (4.5)

Der plastische Anteil der Verzerrungen ist also umso grofler, je stérker 7T, ist. Dies
ist auch der Hauptunterschied zu den Polymeren [36], da waren namlich die Rela-
xationszeiten von w;; gerade nicht abhéngig von einer dufleren Anregung.

Die Relaxationszeiten der Verzerrungen abhangig von 7T, anzusetzen ergibt al-
lerdings ein , Problem® Lost man die Gleichung fiir s, bzw. T}, und setzt diese in die
Gleichungen fiir u;; ein, wird man feststellen, dass sich der Ubergang zu den rein
elastischen Gleichungen fiir die Verzerrungen nicht sauber bilden lasst, siehe hierzu
Anhang B. Es ist ein Ansatz der Transportkoeffizienten 7, und v in 7, notwendig.
ng und v kénnen demnach (in linearer Ordnung in 7)) nur so aussehen:

ng = m 1y, v =" +nTj. (4.6)

Die beiden anderen Transportkoeffizienten k, und ¢, sind fir diese Arbeit nicht
relevant und sollen hier nicht diskutiert werden. Allerdings kénnen wir den Zusam-
menhang der granularen Viskositat n, mit 7}, qualitativ verstehen. Schlielich ist
anzunehmen, dass eine Viskositat zwischen den granularen Kornern verschwindet,
wenn diese keine St68e oder Ahnliches gegeneinander mehr ausfiithren (7, = 0). Falls
man einem gewOhnlichen Fluid die Temperatur T ,abdrehen® konnte, wére sozusa-
gen keine Ursache mehr vorhanden, die den Impuls durch ein Fluid transportieren
wiirde. Fiir ein Granulat ist dies jedoch moglich und die Viskoitét verschwindet mit
T,. Wir vergessen auch nicht, dass in der hydrodynamischen Theorie ein 1 eingefiihrt
wurde, das seine Ursache nicht in T}, hat, siche hierzu Gleichung (3.53). Wir bezei-
chen dieses n als Viskositit eines Festkorpers [21] und werden es fiir ein Granulat
mit endlichem T vernachlassigen.

An dieser Stelle konnen wir bereits die Abhangigkeit von 1/75 und 1/7; von der
Materialdichte g abschétzen. Diese nehmen wir folgendermaflen an:

11
,~<L—Q>. (4.7)
To T1 Qcp

0cp hatten wir bereits als die maximal mdégliche Schiittdichte definiert. Falls ¢ den

Wert g, erreicht divergieren 7y und 7;. Dies entspricht dem elastischen Limes. Ahn-
liches wird auch fiir o;;r, gelten miissen. Letztlich bedeutet die Abhéngigkeit von

(1 — Qi’p), dass die Relaxation der elastischen Verzerrungen stoppt sobald kein Platz
mehr fiir die granularen Koérner da ist in den sie ,wegrutschen® koénnen. Das dies
exakt bei o = o, passieren soll, ist natiirlich nur eine vereinfachende Annahme.
Moglicherweise wird dieser Limes g, nie erreicht, sondern es findet bereits vorher
ein Phaseniibergang statt, der das flieBende granulare System in einen rein elas-
tischen Zustand tiberfithrt. Das erfordert noch zusétzliche Analysen, die in dieser
Arbeit jedoch nicht vorgesehen sind. Wir wollen die Abhéngigkeiten von der Dich-
te (noch) nicht konkret ansetzen. Stattdessen soll dies auf den nichsten Abschnitt
verschoben werden, da wir nicht Ay und \; in ¢ entwickeln wollen, sondern eine Kom-
bination aus mehreren (unbestimmten) Materialparametern. Zudem ist es an dieser
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Stelle auch nicht notig n und v als Funktionen der Dichte anzugeben, da die Lo-
sungen der Bewegungsgleichungen dieses Kapitels dadurch nicht beeinflusst werden.

Zu guter Letzt soll der Anwendungsbereich des Spannungstensors o;; abgegrenzt
werden. Die Uberschrift dieses Kapitels lautet Langsame Verformungen. Das werden
wir jetzt konkretisieren. Dazu betrachtet man die Gleichung fiir o;;, siehe (3.32),
und auch 05 , siche (3.47). Der Spannungstensor ldsst sich in zwei Teile einteilen.
Zum einen in Terme, die explizit aus den elastischen Groflen m;; und u,;; aufgebaut
sind und zum anderen in Terme, die explizit die Schergeschwindigkeit v, und T,
enthalten. Wie wir noch sehen werden ist 7, proportional zur Schergeschwindigkeit
v, oder sogar v2. D. h. Terme, die die Schergeschwindigkeit explizit enthalten, sind
mindestens von O(v?). Die Losungen zu u;; werden in den néchsten Abschnitten
zeigen, dass die elastischen Verzerrungen und damit auch die elastischen Spannun-
gen unabhangig von v, sind. Wahlt man die Terme in o;, die vy und 7, explizit
enthalten hinreichend klein, d. h. man betrachtet Langsame Verformungen, ist der
gesamte Spannungstensor naherungsweise unabhéngig von v,. Exakt dieser Bereich
definiert uns dann das Phanomen 0o;;/0¢, = 0.

Soweit sind nun Rahmenbedingungen gegeben um in den folgenden Abschnitten
Losungen der Gleichungen fiir 7, und w;; prasentieren zu konnen. Dazu wurden die
Ergebnisse nach den oben genannten Bedingungen (L = konstant, v,(L,t) = vy,
...) angeordnet.

4.2 Stationare Scherstromung

Zunéchst soll eine stationdre Stromung, d. h. v,(L,t) = vy, betrachtet werden.
Dies beinhaltet auch, dass man vy, = 0 setzen kann. Hierflr erinnere man sich an die
Massenerhaltung, siche Gleichung (2.12), und erkennt, dass eine zeitlich unverander-
liche Dichte 0; p = 0 fiir ein System aus Abbildung 4.2 (¢ L V) nur moglich ist, falls
gleichzeitig auch vy = 0 gilt. Der spurlose Anteil des Geschwindigkeitsgradienten
v?j lasst sich in simple shear-Geometrie darstellen als

2 1. . .
(UO) = 2’(}3@/ = 5 ’}/2 Wobel Y= Vy (o (48)

Die Einfiithrung von + ist in der einschlagigen Literatur iiblich und wir nennen + die
Scherrate.
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Es gilt folgende Gleichungen fiir unser System zu losen,

2

o
0 = m o ('70 +mM Tg) 1y, (4-9>
0 = Vyou mit Oy = Ouyl0, Ty, ¥, ij), (4.10)
= Vo mit Oyy = o0, Ty, 7, wis), (4.11)
1 1 Q9 + Qy .
0 = —u . 4.12
Toum+3ﬁua+ 3 Ugy Y ( )
i 1 1
mit — =MNT, und — =X\T,,
70 T1
1 0 1 (6) + Oy .
0 = ?0 uyy + 37/7_1 Ugg + (2 + > Ugy 7, (413>
1 1 g — 20y .
0 = — i e T 4.14
Touzz+37_luu+ 5 Ugy Y ( )
11—« o
0 = — 5 5 4+ No Ty gy + [um + ?4 (Ugs + uyy)] ¥, (4.15)
1
mit u’ = 3 (2 Upy — Uyy — Usz) u(y)y =3 (2Uyy — Ugy — Usz)
1
ugz = § (2 Uzy — Ugy — uyy) . (416)

Es handelt sich hierbei nacheinander um folgende Gleichungen: Die oberste Glei-
chung ist diejenige fiir die granulare Entropie s, bzw. T,. Die nichsten beiden
Gleichungen stehen fiir die x- und die y- Komponente der Impulserhaltungsglei-
chung. Und die letzten vier sind die ausgewerteten Gleichungen der Verzerrungen
mit ij € {xx,yy, 2z, xy}.

Dazu gibt es die ein oder andere Bemerkung zu machen. Zuerst féllt auf, dass die
Gleichung der Massenerhaltung (2.12) nicht auftaucht. Da es sich um ein stationéres
System in simple shear-Geometrie handelt wird die Gleichung fiir o immer erfiillt
und man erhélt keinerlei Information. Auflerdem gibt es offensichtlich kein u,, und
Uy, d. h. es fehlen zwei Gleichungen zu wu;;. Diese zwei Gleichungen lassen uns al-
lerdings keine andere Wahl als u,, = u,, = 0 zu wéihlen und deshalb wurden sie gar
nicht erst aufgelistet. Des weiteren wurden Terme in der Gleichung fir s, bzw. Ty,
die ~ V7T, sind in Kenntnis der Losung bereits weggelassen. Die Gleichung fir s
wird nicht explizit gelost, da s bzw. T nicht in die anderen Gleichungen einkoppelt
und uns deshalb keine relevanten Informationen liefert. Wir erinnern daran, dass das
im Allgemeinen auch nicht gemacht wird wenn man die Navier-Stokes-Gleichung (d.
h. die Impulserhaltung) fiir ein gew6hnliches Fluid 16st, solange der Temperaturgra-
dient nicht zu grofl wird und die Viskositdt nachhaltig beeinflussen wiirde. Zudem
braucht die Gleichung fiir die Energiedichte nicht extra gelost werden, da sie nicht
unabhéngig ist, siche Gleichung (2.5) bzw. (3.25).

An Hand der oben aufgefiihrten Gleichungen lédsst sich die Relevanz der Ent-
wicklung von o, in die Verzerrungen u;; ablesen. Ohne unseren Ansatz gébe es
die Beitrage ~ as, ay nicht. Diese sind aber offensichtlich von der selben Ordnung
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in u;; und 4 wie alle anderen auftauchenden Terme in den Gleichungen (4.12) -
(4.15). Der Ansatz fiir oz im vorigen Kapitel war also notwendig. Ein zusétzli-
cher Ansatz von 7, in u;; hétte nicht die gleiche Relevanz wie fiir ajie geliefert.
Viskositaten mit ~ wu;; wéiren immer eine Ordnung héher in u;; als die fithrenden
Terme in Gleichung (4.9). Da aber w;; eine kleine Grofle ist, wéiren solche Beitrage
zu vernachlassigen.

Dieses Gleichungssystem lésst sich einfach 16sen und wir werden die Losungen
sukzessive vorstellen und diskutieren.
Fiir die Materialdichte ¢ und das Geschwindigkeitsfeld v, erhalt man:

0 = konstant, Ve =79y wobei &= % (4.17)
Die Dichte und die Scherrate sind also konstant innerhalb des Granulats. Diese
Losung wird auch dann nicht verdndert, falls man die Transportkoeffizienten als
Funktionen von o darstellt (von der Scherrate diirfen sie sowieso nicht abhéngen,
Abschnitt 2.4). Die Dichte ist also ein reiner Parameter, der vom Experimentator
durch die Menge des Materials und den Abstand der Platten L gesteuert wird. Wir
hatten hier der Dichte prinzipiell den Namen g, geben konnen, denn dieses Resultat
0 = konstant ist natiirlich gerade die asymptotische Losung, wie wir sie zu Anfang
des vorliegenden Kapitels vorgestellt hatten.
Wir wahlen fiir diese Art von Geometrie und Rahmenbedingungen o. B. d. A.
eine positive Geschwindigkeit der oberen Platte bei L, d. h. v, > 0. Fiir die Scherrate
folgt dann

7 = 0. (4.18)

Dies soll fiir alle nachfolgenden Abschnitte und Kapitel gelten.

4.2.1 Losung fiir die granularen Entropie

Die Losung der Gleichung (4.9) fiir T, lasst sich unabhangig von w;; finden und wir
erhalten,

Yo [ 1 L mmn .
T,=—|—= - 2. 4.19
Um die Sache etwas tibersichtlicher zu machen bzw. zwei Losungsbereiche vonein-
ander zu trennen, fiihren wir ein:

O(4 d) = VIH420d7 =1 L Vi (4.20)

V24d Yo

Wir erhalten eine Zeitskala d, die uns zwei verschiedene Bereiche fiir die Losung von
T, liefert,

1
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T, hat dann folgende Form,

m . )
T =,/ —AD(vd). 4.22
s =5 1) (422

Solange 7 d > 1 besteht ein linearer Zusammenhang zwischen 7, und der Scherra-
te, wohingegen fiir ¥ d < 1 gilt: T, ~ 42. Die quadratische Abhéngigkeit von 7 ist
notig, damit die Gleichungen fiir u;; fir verschwindende Scherraten ihr elastisches
Limit erfillen kénnen, siche Anhang B. Die Zeitskala d gibt uns also ein Maf fiir
den Ubergang in den rein elastischen Bereich. Innerhalb dieser Arbeit werden wir
aber nicht so nahe am elastischen Limit operieren, dass wir die Losungen im Bereich
4 d < 1 austithrlich diskutieren miissten. Wie wir noch sehen werden, sind die Lo-
sungen fiir u;; im Bereich 7 d > 1 unabhéngig von der Deformation bzw. Scherrate
und wir konnen damit den critical state hinreichend gut erkléaren.

Die Relaxationszeiten 7y und 7y lassen sich nun schreiben als

1 Ao . . . m
=T = = A®(Ad t Ao = Aoy — 4.23
0Lg \/57 (’7 ) mi 0 0 717 ( )

To

1 Ay, . . Ui
— =M1, = —=350(¥d t A=y —. 4.24
T 14g \/5’7 (/7 ) mi 1 1 " ( )

Wir hatten diskutiert, dass 75,77 ~ (1 — 0/0s) gelten soll. Um dies zu erfiillen
machen wir einen Ansatz fiir Ag/;:

Ay = Ay (1 _ Q) md Ay = A, (1 _ Q) . (4.25)
Ocp Ocp
Offensichtlich gilt

AO 2 0 und A1 Z 0. (426)

Es zeigte sich [4], dass die Relaxationsrate Ay der Scherung grofer ist als die der
Kompression A1, also

Wegen 71 = 1/Ag/1 folgern wir, dass sich ein granulares System elastischer beziig-
lich der Kompression als der Scherung verhélt.

Soweit sei die Losung von 7, diskutiert. Damit haben wir natiirlich auch s,
serledigt®, schlieBlich besteht ein linearer Zusammenhang s, = 0bTj,.

4.2.2 Losung fiir die elastischen Verzerrungen

Wir erhalten Losungen fiir die Verzerrungen gy, Uy, u.. und ug,. Die Losungen
ZU Uy, und u,. hatten wir bereits als 0 identifizieren kénnen. Zusétzlich geben wir



4.2. Stationdre Scherstromung 43

noch die Kompression A und die Scherverzerrung u, an, da diese fiir die Energie
bzw. den Spannungstensor relevant sind.

1—0&0 1

() _ . 4.28
T R -k 2
Ay
bei K=-—— |(2 1 —(2-[2
wobei K 3,00 d) (24 a2) (14 aq) + Ag (2—[2+adas)],

u(s>:_@.2+0‘2_%(2_0‘4).u(s> (4.29)

o 3 Ay ®(5 d) w? '

vy 3 Ay ©(4 d) )’ '
u(S):_@.24_0[2_2%(1—’_&4)'11(8) (431)

2z 3 Al @(,}/d) Yy’ ’

2 4+ (2+Oé4) Oy

) — [0 00 —v2. |14 2. cul®) 4.32
= J 30 Ao®(d) 3
A = =3 2Ee e (4.33)

A B(yd)

Da wir o. B. d. A. 4 > 0 gewdhlt hatten, gilt auch immer wu,, > 0. Alles
andere ware unphysikalisch: Eine Verformung in eine bestimmte Richtung wird keine
gegenteilige Antwort in den Verzerrungen hervorrufen, da d; u;; ~ v;;. Daraus léasst
sich sofort eine Einschrankung an die Materialparameter ableiten. Zuallererst wissen
wir, dass die ; im elatischen Limes T, — 0 verschwinden miissen, so auch «g. Da
nun kein Vorzeichenwechsel von u,, zu erwarten ist, muss gelten:

1> a > 0. (4.34)

Falls ag = 1 ist, wird keinerlei geometrische Verformung 7 in eine elastische Ver-
zerrung u,, umgesetzt werden. Deshalb auch der Name softening parameter fir
-

Ein kohésionsloses Granulat kann sicherlich keinen Zug aufnehmen und die Kom-
pression A wird immer positiv sein, A > 0. Der elastische Anteil der Energie wiirde
fir A < 0 imaginir werden, siehe Gleichung (3.15). Betrachtet man die Losung zu
A, schrinkt das den Bereich von ay ein:

ay > —2. (4.35)

Der Parameter ay tritt in den Losungen offensichtlich immer als ,,Parchen® 2 4+ as
auf. Die 2 stammt von den ,,geometrischen® Termen in den Bewegungsgleichungen
ZUu U5, also w, Vj vk + uji V; vg. Dies sind sozusagen die Rotationsterme einer to-
talen Zeitableitung von w;;. Diese Terme koppeln die Gleichungen und dienen als
eine Art gegenseitige Quelle fiir die Scher- und Kompressionsanteile. Eine dhnliche
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Funktion hat as. Ist ap negativ wird die immer vorhandene geometrische Kopplung
geschwiécht, ist s jedoch positiv wird der Effekt der Kopplung noch erhoéht. D. h.
i ist ein Parameter, der die ,Rotation® der Verzerrungen bzw. die Kopplungsstérke
der Scher- und Kompressionsanteile, us und A mitregelt. Ohne diese Terme in den
Bewegungsgleichungen wire eine stationire Losung fiir A tiberhaupt nicht moglich,
da in linearer Ordnung nur u,, via v, eine dussere Quelle hat, siehe Gleichung (3.4).

Der Nenner in u,, hat offensichtlich eine Nullstelle und da wir wissen, dass
1 — ap > 0 gilt, konnen wir auch fiir ay Schlussfolgerungen ziehen. Solange gilt

A 2 2
2 () < (ayag - Bk (436)
Ay 6
lasst sich fir jedes oy eine Losung ug,, > 0 finden.
Falls hingegen gilt
Coe (24 ag)? A\’
(A P(Hd)” — —— <2 | — (4.37)
6 Ay

ist g eingeschrankt auf

A |24 ay \/6J2<A1

I

oder
Al 2+ (6% \/6 Al 2 . 2 (2 + &2)2
— ——2 =] = [(AM1P(Hd))" — ——— || — L. 4.
a< b2t ZJ () - (oo -5 (4.39)
Falls nun der Fall sein sollte, dass die Materialparameter ay, A, . . . diese Einschréan-

kungen ,verletzen“, wird es keine (physikalisch sinnvolle) Lésung fiir die Verzerrun-
gen u;; geben.

Erstaunlich ist die Tatsache der grundsatzlichen Existenz einer stationéren Lo-
sung fir w;;. Trotz (oder gerade wegen) konstanter Anregung 4 wird ein gewisser
Anteil der geometrischer Verformung dauerhaft als elastische Energie bzw. elastische
Verzerrungen u;; gespeichert. Durch den ,Quellterm® v;; wird permanent Verfor-
mungsarbeit am System geleistet, jedoch wird dies bis auf einen konstanten Anteil
u;; direkt in plastische Verformung umgesetzt.

Der zweite Punkt betrifft die Abhangigkeit der Losung fiir w;; von 7. Falls die
Scherrate nicht im Bereich des elastischen Limits gewéhlt wurde, also solange 4 d >
1 gilt, hatten wir ®(¥d) ~ 1. Dann sind aber die u;; unabhéngig von der dufleren
Anregung, d. h. u;;(%) = konstant. Der elastische Anteil der Verformungsarbeit, der
durch die Scherrate ins System eingebracht wird, ist gerade unabhéngig von der
Scherrate (!) Dies gilt auch dann noch, falls die Beitrdge ~ u;; im Spannungstensor
gegen Beitrédge ~ T, zu vernachléssigen sind. D. h. also auch fiir den Fall, dass die
Spannungen durch 7j, dominiert sind.
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Gelangen wir in den Bereich des elastischen Limits 7 d ~ 1 divergieren die statio-
nédren Losungen zu u;;, denn dann erhalten wir via ®(% d) eine Abhéngigkeit von der
Scherrate. Es wird also immer schwieriger eine stationére Scherstromung fiir kleiner
werdende Scherraten aufrecht zu erhalten. Dies entspricht genau der Vorstellung des
elastischen Limes. Wir bemerken die Moglichkeit, dass eine Divergenz von u,; auch
schon fiir eine endliche Scherrate 4 > 0 auftreten kann. Es besteht tibrigens nicht
die Moglichkeit, dass u;; fir verschwindende Scherraten nicht divergiert, gleichbe-
deutend mit K < 0. Obwohl wir die o; nicht explizit in T, entwickelten, hatten wir
in Abschnitt 4.1 erwéahnt, dass diese Transportkoeffizienten mit 7j, bzw. ¥ identisch
verschwinden miissen. Und damit ist C im Limit 4 — 0 positiv.

Thermodynamische Stabilitidt der Losung:

Wir untersuchen nun die gefundenen Losungen auf deren Stabilitat. Interessant ist
hierzu besonders das yield-Kriterium. Der Name yield suggeriert uns zwar eine Flief3-
grenze, d. h. solange das Material thermodynamisch stabil beziiglich der Elastizitat
ist, sollte es quasi an Ort und Stelle ,,ruhen®. So in etwa ist unsere Vorstellung. Dies
trifft auch auf die meisten Situationen zu, nur haben wir eben gezeigt, dass auch ein
stationdr geschertes, und damit nach unserer Begrifflichkeit fluides Material elasti-
sche Losungen zeigen kann. Also kann (und muss) auch das yield-Kriterium darauf
anwendbar sein. Wir setzen die Losungen (4.32) und (4.33) in die Bedingung (3.40)
ein und erhalten

WGP+ 3 () U+ 2rada) (4.40)
(24 az)? - |

Wir erkennen ein zu erwartendes Verhalten von A;. Kleine A; stabilisieren das Sys-
tem, was gleichbedeutend mit einer grofien Relaxationszeit 7 verbunden ist. Wir
wissen aber, dass groflere 71 das System naher an sein elastisches Limit bringt. So-
mit ergeben sich hieraus keine Uberraschungen. Das Verhalten des Parameters as
ist gegensatzlich zu A;. Kleinere as bringen das System naher an die yield-Grenze.
Wie bereits besprochen, ist as eine Art Kopplungsparameter der Scher- und Kom-
pressionsanteile der Verzerrungen. Wir konnen daraus schlussfolgern: Je néher oy
an —2 ist und damit eine schwachere Kopplung der Verzerrungen vorgibt, desto
wahrscheinlicher ist es, dass das System instabil wird.

Die stationdren Losungen der Verzerrungen sind (auBer fiir sehr kleine Scherraten
4 d < 1) unabhéngig von der Scherrate, das hat die Betrachtung dieses Abschnitts
gezeigt. Der Name dieses Kapitels ist Stromungen dominiert durch die Verzerrungen
u;;. Wie bereits diskutiert heiit das, dass alle Terme im Spannungstensor o;; ~ wu;;
sind. Beitrage ~ ng sollen klein genug sein, so dass sie vernachléssigbar sind. Da
die Anteile ~ u;; unabhéngig von der Scherrate und Beitrége T ~ 4 oder hoherer
Ordnung sind, ist dies auch immer moglich. Die Materialparameter miissen dazu
nattrlich ,sinnvoll“ gewahlt sein, ansonsten wird man der experimentellen Situation
nicht gerecht und der Bereich fiir den der Spannungstensor unabhangig von Tj
bzw. der Scherrate sein soll verfehlt sein Ziel. Wir haben also einen Losungsbereich
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gefunden fiir den gilt:

oz, oi; = 0. (4.41)
Wir identifizieren diesen Bereich als den Bereich, der in der Literatur als critical
state bezeichnet wird. Dies gilt unabhéngig davon ob es sich um ein Volumen- oder
ein Druckkontrolliertes Experiment handelt. Die Losungen zu u,;; bzw. die Mate-
rialparameter konnen (und werden) von der Dichte ¢ abhéngen. Fiir den ein oder
anderen Paramter wurde bereits ein Ansatz in ¢ gefunden. D. h. es handelt sich
bei den Losungen primér um Ergebnisse fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment.
Dies lasst sich jedoch leicht fiir ein Druckkontrolliertes Experiment umschreiben. Der
Druck P ist via u;; eine Funktion von p. Durch (numerisches) Bilden der Umkehr-
funktion ¢ = p(P) und anschlieBendem Einsetzen in die Losungen der Verzerrungen
erhalten wir uij) = uS)(P) Daraus erhalt man wiederum zum Beispiel die Scher-
spannung o, als Funktion des angelegten Druckes. Wir sehen zum gegenwértigen
Zeitpunkt davon ab diese Aufgabe durchzufithren. Dazu miisste man Annahmen be-
ziiglich der Abhéngigkeiten von der Dichte ¢ von ajre zu machen. Damit soll aber
noch gewartet werden bis die experimentelle Situation hinsichtlich der Messungen
des critical states als Funktion der Materialdichte zahlreicher und zielgerichteter
werden. Zur Vervollstandigung sollen die Spannungen fiir den Bereich mit (4.41)
angegeben werden:

Oy = (1 — g — [Ugz + Uyy| — [ugx + ugyD Ty

«
- <7Tx:c + Ty + {32 T + Oy (77235 + 7T2y>]> Ugy, (442)

0
Ope =P1 + (1 — 2Upy) Moy — MW@-Q <1+ CY3—§O¢4> oy Tay

3
4 -2
(oo B e 20 0 ) (aay
3 3
ay + agu? as +a
Oy =P1+ (1 = 2uy,) my, — fyyﬂ” —2 (1 += 3 4) ey Tray
an 4+ 4o as — 2«
L R GRS A
ap + apul,
0. =P+ (1 —2u,,)m,, — 3 Tpe — 3 (a3 — 2004) Ugy Tay
ag +4a a3 —2a
— <CEO + 374 ng) 7T2Z - 374 (uga; 71'29[: + ugy ﬂ-gy) ) (445)
3 3
1 _
% = Pl il Top — 2 (uwm Trx + U/yy Wyy + Uzz T[.ZZ) - g (2 =+ 063) u-%y 7Txy

- % (uo T+ ud o A+ ud ml ) . (4.46)

zx yy "yy zz "' zz
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Man kann P; Gleichung (3.36) entnehmen. Der letzte Ausdruck (4.46) ist dann
der ,Gesamtdruck®. Man erkennt die fithrenden Terme des Spannungstensors. Dies
sind Terme ~ m;;, also ~ u?j/ ?. Alle anderen Terme sind von Ordnung u?j/ ’. Die
elastischen Verzerrungen sind zwar kleine Groflen, jedoch ist nicht klar wie grof§
die Parameter o, sind. Es konnte also passieren, dass ein Term hoherer Ordnung
in u;; durch ein grofles o;re quasi ausgeglichen wird. Man muss dies im weiteren

Verlauf beriicksichtigen und insbesondere durch Messungen iiberpriifen.

4.3 Einsetzende Scherstromung

Nachdem die stationédre Losung diskutiert wurde soll nun eine zeitaufgeloste Losung
zu u;; prasentiert werden. Wir losen also eine einsetzende Scherstromung wie
in Abschnitt 4.1 beschrieben, d. h. die obere Platte aus Abbildung 4.2 soll ab einem
Zeitpunkt ¢t = 0 die Geschwindigkeit v, annehmen. Es ist klar, dass der Impuls
an allen Punkten im Medium nicht sofort gegen seinen stationdren Wert konver-
giert, sondern zuerst von der oberen zu der unteren Platte transportiert werden
muss. Das Geschwindigkeitsprofil ist also fiir ¢ > 0 mit Sicherheit nicht linear. D.
h. man miisste jetzt bei der einsetzenden Scherstomung auch die Impulsbilanzglei-
chungen in die Losungsfindung miteinbeziehen, sprich v, als ,ernstzunehmende®
zeitabhangige Variable mitnehmen. Dies werden wir aber unterlassen. Zu Beginn
bei t = 0 ist das System noch rein elastisch, d. h. T, = 0, und der Impulstransport
von Platte zu Platte wird mit Schallgeschwindigkeit vonstatten gehen. Fiir granulare
Medien existieren Ausdriicke fiir die Schallgeschwindigkeitsmoden [33]. Um eine Ab-
schatzung fiir unser Problem zu bekommen, benétigen wir die Transversalmode mit
cs = (B/€ )Y/ - \/P/B. Wir schitzen die charakteristische Zeit des Impulstrans-
ports mit ¢, =~ L/cs ab. Diese Skala vergleichen wir mit der Relaxationszeit der
Verzerrungen 7y nahe am elastischen Limes 4 d < 1. Falls also gilt t;/79 < 1, dann
konnen wir behaupten, dass der Impulstransport schon abgeschlossen ist bevor die
Verzerrungen ihrerseits auf die verdnderten Randbedingungen reagiert haben. Wir
vergleichen:

te 1 o L .
1 v2
~ = ANgd —L 4.48
20 L, ( )
~10° L. (4.49)
L

Dabei haben wir typische Werte fiir Sand verwendet, d ~ 10%s, Ay ~ 102, B ~
5GPa und AY) ~ 1073 — my,/3 ~ 2-10° Pa [4, 33, 56]. Wir sehen, dass die
Geschwindigkeit mit der die obere Platte , gezogen“ wird, recht klein zu sein hat.
Die Breite des Mediums L, nach Abbildung 4.2, wird sich im Bereich von 1 cm bis
10 cm bewegen, so dass vy, mit Sicherheit im Bereich von 10~*m/s oder 10> m/s
sein muss, damit ts/7y klein sein kann. Ist dies der Fall, konnen wir guten Gewissens
die Impulsbilanzgleichungen stationar betrachten.
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AuBerdem sind die spurfreien Anteile von w;; alle um den Faktor A; /Ay~ 1/10

kleiner im Vergleich zu den Diagonalbeitragen. Wir vernachlassigen deshalb die

) 0o o0 o ) . o
Normalverzerrungsdifferenzen u,, u,,, u;, oder anders ausgedriickt gilt dann w,, =

Uyy = U,. Die Bilanzgleichungen zu u,; reduzieren sich dadurch auf zwei unabhén-
gige Gleichungen zu u,, und A und wir kénnen schreiben:

22

b T, = my— o+ nT) T, (4:50)
1— A

Oy Uy 20‘0 i = M Tyt + 54, (4.51)

8t A = —)\1 Tg A + (2 + 062) Ugy ’}/ (452)

4.3.1 Losung fiir die granularen Entropie

Ebenso so wie im Abschnitt fiir die stationdre Losung gelingt es uns, die Gleichung
fir T, seperat zu losen. Man erhalt:

T,(t) :\/Z- € <—1 +V24d-¥(4d) - tanh [\/W : qx(yd)chD (4.53)

2d V2o0b
bei C t h( ! ) (4.54)
WwWODe€l = arctan .
V25d-(yd)
1+2(5d)
und  U(4d) = (vd) (4.55)

V24d
Als Anfangsbedingung wurde 7,(0) = 0 gewdhlt.
Ahnlich zu der stationdren Losung wurde ein W(+ d) eingefiihrt um verschiedene
Losungsbereiche voneinander zu trennen. Ist die Scherrate nun sehr klein beziiglich
der uns bereits bekannten Zeitskala d, yd < 1, dann befinden wir uns sehr nahe
am elastischen Limit, also im Bereich von ~,. Fir V(5 d) gilt:

U(yd< 1)~ (1+ (vd)), U(yd>1)~1. (4.56)

1
V24d

T, sattigt also gegen einen Wert der abhéngig von den gewéahlten Parametern zii-
gig oder eher langsam erreicht wird. Siehe hierzu Abbildung 4.3 und Bildunterschrift
dazu.

4.3.2 Losung fiir die elastischen Verzerrungen

Prinzipiell miisste nun die Losung zu T}, in die Bewegungsgleichungen fir u,, und
A, also (4.51) und (4.52), eingesetzt werden um anschliefend die Losungen zu uy,
und A zu finden. Dies ist allerdings nur numerisch moglich und wir werden diese
Losungen erst anschliefend nach einer analytisch gendherten Losung prasentieren.
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Abbildung 4.3: Es wird T}, gegen die dimensionslose Zeit ¢ gezeigt. Allen Kurven ist
gemein, dass sie gegen den jeweiligen Sattigungswert 7, (¢t — oo) konvergieren. Die

obere Graphik zeigt T, fiir verschiedene Parameter 4 d. Dabei wurde /1, /71/2d =1

und /71 71/ V2 0b = 1 gewihlt. Man erkennt, dass ein kleiner werdendes # d zu einer
schnelleren Konvergenz fiihrt. Je nédher das System am elastischen Limit operiert
umso schneller stellt sich ein stationéres T} ein. Die untere Graphik zeigt das Verhal-
ten von Tj beziiglich der Parametergruppe /71 71/ V2 0b. Hierbei wurde 4 d — oo
angenommen. Offenbar sattigt ein dissipativeres System schneller, d. h. grofler ge-
wahlte n; und 7; beglinstigen den Relaxationsprozess. Da n; und v, so etwas wie
positive und negative ,,Quellenstarke” fiir 7, sind, und damit das Verhalten von T,
regulieren, ist dies auch verstandlich. Die Aussagen zu beiden Graphiken erscheinen
nur im ersten Moment widerspriichlich. Letzlich bedeutet ¥d < 1 nichts anderes
als ein grofies o, welches die Kovergenz von T, wie ein grofies ; unterstiitzt.



50 KAPITEL 4 LANGSAME VERFORMUNGEN: KRITISCHER ZUSTAND

Dazu betrachten wir uns die typischen Relaxationszeitskalen von 7, und wu;;. Fir
T, bzw. s, erhélt man 7, = bp/v und die Relaxationszeit von w;; ist 79 bzw. 7. Es
gilt diese Zeiten miteinander zu vergleichen,

g _ bQ)\O/l _ bQAo/l

To/1 M1 vVinmn

Fir A1 machten wir den Ansatz ~ (1 — 9/0.,) und im folgenden Kapitel werden
wir noch sehen, dass 7, und v, fiir o — o, divergieren. 7,/7y,1 wird also stark gegen
0 tendieren fiir Dichten die recht nahe bei g., liegen. Setzt man die numerischen
Werte fiir n; und 7, aus dem néichsten Kapitel ein und gibt man noch den Wert von
A1 ~ 10 an [4], so zeigt sich, dass es absolut gerechtfertigt ist fiir Dichten oberhalb
von etwa ¢ > 0.9 o, von 7,/79,1 < 1 auszugehen. Es mag Granulate gegen fiir die
das nicht gilt, jedoch wurde das noch nicht beobachtet und es scheint offenbar eine
sehr gute Annahme zu sein. Wir gehen also fiir die analytische Losung von einem
saturiertem 7, aus, d. h. wir verwenden die stationdre Losung fir 7, und setzen
diese in die Bewegungsgleichungen (4.51) und (4.52) ein.

Bevor die zeitabhéngige Losung zu u,, und A présentiert wird, geben wir die
stationdren Losungen u,,(t — oco) und A(t — oo) an:

N (4.57)

11—« 1
8 _— 0, 4.58
2
bei = —— (2
wobei g 3A1<I>(7d)( + ag),
ugs) _ ﬂ.ugi)’ (4.59)
2+062
AW = 2. 22 ) 4.60
V2 oG (4.60)

Die unterscheiden sich natiirlich nicht sonderlich von denen aus dem letzten Ab-
schnitt. Einzig ICy ist etwas ,einfacher® im Vergleich zu K.
Die zeitabhédngigen Losungen zu u;; und A haben folgende Form:
ay (t) = ufy) = (ul) = ul)) cosh (Ky t) - e 171

IC*u(S)JrIC_u(O)—m—& ;
R UGy 1 ’éy 2 3 . ginh (KyAt) - 6—’C1+7t7 (4.61)
2

A(t) — A = (A — A®) cosh (K i t) - e 71

KA — K7 A0 — (9 (0) _
e L @ ey G (ca41) - et (4.62)
2

wobei K = Ao(f/(gd) <1 + f) , Ky = 7/\0@(7@ (1 — Al)
0

und K, = \/2 2“2 +(kr)"




4.3. Einsetzende Scherstromung 51

Die Losungen erscheinen etwas uniibersichtlich, lassen sich aber mit geeigneten An-
fangsbedingungen ué?) und A© noch vereinfachen. So ist es realistisch u;%) =0
anzunehmen. Wir starten also mit einem Granulat, das komprimiert aber nicht ge-
schert ist.

Bemerkenswert ist die Abhangigkeit der Losungen von der Scherrate 4, denn die-
se tritt nur in der Zusammenhang mit der Zeit ¢ auf. Damit hangt wu,, (t) und A(t)
(auBer fiir sehr kleine Scherraten 4 d < 1) ausschlieBlich von der Scherdeformation
€5 ab. In der einschlagigen Literatur wird dieses Verhalten als Raten-unabhdngig
bezeichnet. Falls u,,(t) bzw. A(t) gegen 7t aufgetragen wird, fallen samtliche ge-
zeichnete Kurven auf dieselbe. Aufgrund der Kombinationen der Hyperbolicus und
e-Funktionen kann (oder muss) man eine Einschriankung fiir die Materialparameter
feststellen:

3
— 2+ ay < 5 AO Ay (464)

Falls diese Ungleichung nicht erfiillt sein sollte, werden die Losungen zu u,, und
A mit der Zeit divergieren. Eine stationdre Losung ware also nicht moglich. Es
kann natiirlich Materialien geben, die gerade diese Ungleichung verletzen und der
critical state nicht erreicht wird. Wir interpretierten aw als Kopplungsparameter der
Kompressions- und Scheranteile der Verzerrungen. Wird diese Kopplung zu grof3,
kann quasi durch Ag,; nicht hinreichend viel Elastizitat ,abgefiihrt“, d. h. relaxiert
werden und eine stationare Losung ist nicht moglich.

Die Losungen zeigen zudem eine weitere Besonderheit. So ist A(¢) (fiir ug%) (0) =

0) nicht immer eine monotone Funktion mit 4 ¢ als Variable. Dies ist nur dann der
Fall falls

0 5 Ko TKT ) 2 pr

A Z’C2+’C1_ AY = A (4.65)
gilt. Wird diese Ungleichung verletzt, zeigt sich ein Minimum in der Kurve zu A(t).
Die Kompression A(t) (fiir ug;)(()) = 0) wird sich zu Beginn immer erst verringern,
was an der Kopplung zu u,, liegt. Dabei gibt A quasi quantitativ an u,, ab bevor
sich A auf seinen stationidren Wert einpegelt. Bei Verletzung der gerade angege-
benen Ungleichung ,rutscht“ A im Laufe der Zeit unterhalb von A®) und muss
anschlieend wieder ansteigen. Siehe hierzu Abbildung 4.4.

Fir u,, findet man exakt dasselbe Kriterium wie fir A. D. h., falls die eben
aufgestellte Ungleichung verletzt wird, zeigt w,, als Funktion von ¢, ein Maximum.
Allerdings ist die Abweichungen der Kurven fiir variierendes A kaum sichtbar. Dies
erklart sich wenn man die Losung zu u,, genauer betrachtet, sieche Gleichung (4.61).
Da nun 1 — a; ~ 0,3 [6] und A® ~ 1073 ist, erkennt man, dass der Einfluss der
Anfangsbedingung fiir u,,(¢) nicht sonderlich grof} sein kann, siehe hierzu Abbildung
4.4.

Es gilt die Verzerrungen in die Spannungen umzusetzen. Die Verzerrungen sollten

fiir diesen Abschnitt keine ,Normalverzerrungsdifferenzen zeigen, ul, = ugy =
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Abbildung 4.4: Losungen zu A und u,, als Funktion von der Scherdeformation
gs. Als Anfangsbedingungen wurden u,,(0) = 0 und A(0) = A® gewihlt. Die
Parameter wurden gewéhlt mit: £ = 5/3, 1 —ap = 1 —a; = 0.3, 2+ ay = 10,
Ay = 100, A; = 30 und a3 = 0. Es lasst sich in der Graphik zu A das Minimum
erkennen, das auftritt wenn A® < A* gilt. Das Maximum in der Graphik fiir wu,,
tritt in der Tat auf, aber man beachte die quantitative Skala von u,,. Wiirde man
Uz, und A in einer Graphik einzeichnen, kénnte man keine Abweichung von der
Kurve zu u,, mit A = A* bemerken.

u?_ = 0. Damit vereinfachen sich die Spannungen, die wir bereits mit (4.42) - (4.46)
angegeben hatten zu:
2 2
Opy = (1 —ag + 3 A) Ty — 2&2 ot Ugy, (4.66)
o l—ap+2A 4 o
3 =P + % T =g (1 + 3> Ty Uy - (4.67)

%t verstehen wir wieder als Gesamtnormalspannung. Es wird fir o, als Funktion

von g ein eigenstandiges Kriterium fiir die Existenz eines Maximums geben. Je-
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doch ist Ungleichung (4.65) eine gute Naherung auch fiir o,,. Zum einem hatten
wir gesehen, dass u,, praktisch unbeeinflusst von der Diskussion um ein Extremum
bleibt. Zum anderen sind Terme in o,,, die ,storend” wirkend konnten allesamt
eine Ordnung in u;; hoher als der fithrende Term (1 — ;) 7,,,. Diese Terme wer-
den also keinen entscheidenden Einfluss haben. Jetzt ist aber o, ~ VA und wir
kénnen Ungleichung (4.65) in guter Naherung auch auf o,, anwenden. Die qualita-
tiv verschiedenen Moglichkeiten der Kurven zu o,, sind in Abbildung 4.5 dargestellt.

10,
8 /"/"/' """"" '/""4"""___:'___'_
é 6 /’/ /////
Slo 4 /7 PN
| El‘//// A(O):A*
2 AO < A*
J/
0 e
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Abbildung 4.5: Losungen zu o,, als Funktion von der Scherdeformation e,. Als
Anfangsbedingungen wurden u,,(0) = 0 und A(0) = A® gewihlt. Die Parameter
wurden gewéhlt mit: £ = 5/3, 1 —ap = 1 —a; = 0.3, 2+ ap = 10, Ay = 100,
Ay =30, a3 =0, g = 1000 kg/m?, 05 = 0,80 und o = 0,95 0., Auch hier lasst
sich eindeutig das Maximum erkennen falls das Kriterium (4.65) verletzt wird.

Nun soll die Méglichkeit eines nicht-stationares 7j in die Betrachtung miteinbe-
zogen werden. Dazu muss fiir 7, Gleichung (4.53) anstatt (4.19) verwendet werden.
Wir wahlen als Losungsbereich 4d > 1. Diesen Ausdruck kénnen wir dann in
die Bewegungsgleichungen fir wu,, und A einsetzen. Das Problem lasst sich nume-
risch 16sen. Die Anfangsbedingungen sind wie seither: T,(0) = 0, u,,(0) = 0 und
A(0) = AO) Wir starten zu t = 0 also mit einem rein komprimierten Granulat ohne
Scherdeformation und Anregung. Die Losung sind in den Abbildungen 4.6 und 4.7
dargestellt. Der variierte Parameter ist /71 71/2 0b. Umso gréfer dieser Parameter
ist, desto schneller erreicht 7}, seinen Sattigungswert, siche hierzu auch Abbildung
4.3. Fiur die Interpretation der Kurven in den Abbildungen 4.6 und 4.7 wissen wir,
dass ein Granulat mit 7, = 0 ausschlieflich elastisch ist. Wahlt man als Anfangsbe-
dingung 7,(0) = 0, wird das Granulat zunéchst vollkommen elastisch reagieren. Ist
nun /71 71/2 ob entsprechend klein gewéhlt, dauert es auch seine Zeit bis das Sys-
tem plastische Anteile ,aufbaut®. In den Graphiken 4.6 und 4.7 erkennen wir diesen
Effekt: Sowohl u,, als auch A beschreiten Kurven, die immer oberhalb der Ergebnis-
se liegen, die wir mit einem geséttigten T}, erhielten. Wir verstehen demnach, dass
das System fiir ein nicht-stationares 7T} elastischer reagiert als mit einem stationéren.
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Die Kurve fiir die Scherspannung o, kann fiir ein nicht-stationares 7, ebenso ein
Maximum zeigen wie fiir eine variierende Anfangsbedingung fiir A. Wir kénnen die
jeweilige Natur des Maximums unterscheiden, falls wir die Anfangsbedingung A®)
verandern. Hat das Maximum in o,, seine Ursache in einem nicht-stationaren T,
wird die Kurve o, fiir ein veranderliches A quasi unangetastet bleiben.
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Abbildung 4.6: Losungen zu A und u,, als Funktion von der Scherdeformation e
unter Beriicksichtigung eines nicht-stationéren T},. Als Anfangsbedingungen wurden
T,(0) = 0, s, (0) = 0 und A(0) = A gewihlt. Die Parameter wurden gewihlt mit:
£=5/3,1—apy=1—0a; =0.3,24 ay =10, Ay = 100, A; = 30 und a3 = 0. Die
Legende gilt fiir beide gezeigten Graphiken. Fiir gréBere /71 71/2 0 b néhert sich die
Kurve der Losung fiir ein stationédres T, an.

Wir haben also gezeigt, dass die Scherspannung, die im Allgemeinen bei solchen
Experimenten gemessen wird, ein Maximum in Abhéngigkeit von der Anfangsbe-
dingung A® zeigt (oder eben gerade nicht). Wir setzten ein Volumenkontrolliertes
Experiment voraus. Fiir das betrachtete System bedeutete dies, dass wir die Dichte p
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Abbildung 4.7: Lésungen zu o, als Funktion von der Scherdeformation e, un-
ter Beriicksichtigung eines nicht-stationéren 7,. Als Anfangsbedingungen wurden
T,(0) = 0, 1z, (0) = 0 und A(0) = A gewihlt. Die Parameter wurden gewihlt
mit: £ =5/3, 1 —ap =1—a3 = 0.3, 2+ ay = 10, Ag = 100, A; = 30, a3 = 0,
0cp = 1000 kg/m?, 0j, = 0,8 0, und ¢ = 0,95 gp. Fiir groBere (/71 71/2 0b néhert
sich die Kurve der Losung fiir ein stationéres T, an.

quasi als Parameter verwenden konnten, bzw. war es nicht notig Dichteabhangigkei-
ten der Paramter explizit anzugeben. Leider werden Druckkontrollierte Experimente
im Allgemeinen stark bevorzugt. Das mag vielleicht an der einfacheren Versuchs-
durchfithrung liegen. So haben wir zwar bewiesen, dass es ein Maximum beziiglich
eines Anfangswertes geben kann, jedoch ist A eigentlich der , Falsche®. So liest sich
die Betrachtung zu einem zeitaufgelosten System eher als Vorhersage. Wie gesagt
werden die Experimente unter Bedingungen bewerkstelligt, die die Normalspannun-
gen als Kontrollparameter bevorzugen. Fiir solche Experimente ist die Dichte kein
Parameter mehr, sondern wird sich wahrend des Experiments zeitlich andern. Solch
ein System lésst sich nur numerisch 16sen. Man kann die Tatsache ausnutzen, dass
die Normalspannung oy, aufrecht erhalten wird. oy ist eine Funktion von p, ug,
und A. Andern sich also Uzy und A mit der Zeit muss sich auch p anpassen, damit
oy konstant gehalten werden kann. Wéahrend dieses Prozesses lasst sich ein volu-
metrischer Geschwindigkeitsgradient vy nicht vermeiden, da sich das Volumen des
Granulats mit der Zeit verdndern wird. Wir erhalten dadurch eine zusétzliche Va-
riable, nadmlich eine zweite Geschwindigkeitskomponente. Vervollstandigt man diese
Rechnung [57] erhdlt man tatsdchlich das typisch gemessene Bild, wie wir es zu
Beginn des Kapitels gezeigt hatten, sieche Abbildung 4.1. Fiir anfanglich dichtere
Systeme erhalt man ein Maximum in o0,, als Funktion der Scherdeformation und
fiir Dichten die unterhalb des asymptotischen Werts fiir die Dichte liegen eine mo-
notone Funktion.

Mit der stationaren Losung zu u;; konnte das Hauptmerkmal des sogenannten
critical state gezeigt werden. Solange Anteile im Spannungstensor o;; die T, explizit
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enthalten vernachlassigbar sind, werden die gemessenen Spannungen unabhéngig
von Zeit und Scherrate sein: 0 0;;/0 ¢, = 0. Diesen zugelassenen Bereich, bzw. den
Ubergang zu einem 7,-dominierten System diskutieren wir in Kapitel 5. Zudem ha-
ben wir gezeigt, dass es fiir eine einsetzende Scherstromung moglich ist, dass sich
die Scherspannung qualitativ unterschiedlich verhalt, je nachdem wie man die An-
fangsbedingungen wahlt. Auch dies entspricht der experimentellen Beobachtung,
allerdings unter den bereits besprochenen abweichenden Voaraussetzungen. So gilt
es, diese Vorhersage fiir ein Volumenkontrolliertes System experimentell zu iiberprii-
fen. Wie eben erwéhnt, existiert fiir ein Druckkontrolliertes System eine mit dem
Experiment konsistente numerische Rechnung [57].



Kapitel 5

Schnelle Verformungen:
Seismische Spannungen

Der néchste Effekt den wir besprechen wollen betrifft das sogenannte Bagnold sca-
ling der Scherspannungen als Funktion der Scherrate. Der Name dieses Verhaltens
geht auf den britischen Ingenieur Ralph Alger Bagnold zuriick, der wihrend seiner
(militérisch bedingten) Aufenthalte in Léndern mit Sandwiisten das Verhalten von
Sand studieren konnte. Er konnnte seine Studien in einschlégigen Laboren fortset-
zen und gelangte zu fiir uns wichtigen experimentellen Erkenntnissen [58]. Bagnold
erkannte, dass es einen Bereich fiir Granulate gibt fiir den die Scherspannung eines
Granulats proportional zu dem Quadrat der Ortsableitung der Geschschwindigkeit
ist,

oy~ V2. (5.1)

Auch nachfolgende Experimente belegten diese quadratische Abhédngigkeit [59-61].
Man nennt solch ein Verhalten auch dilatant oder scherverdickend. Wir wissen,
dass die Spannung explizit eine lineare Funktion des Geschwindigkeitsgradienten
ist 0;; ~ v;;. Der Proportionalitatsfaktor n, bzw. die Viskositat ist fiir ein gewohn-
liches Fluid wie Wasser oder Honig eine Konstante beziiglich der Scherrate. Dies
kann also fiir ein Granulat nicht der Fall sein. Die Viskositdt muss selbst von der
Schergeschwindigkeit abhdngen. Dieser granulare Effekt konnte auch durch theo-
retische mesoskopische Betrachtungen bestétigt werden [62]. Dabei wurde gerade
festgestellt, dass die granulare Viskositat abhéngig von einer ungerichteten, d. h.
thermischen Geschwindigkeit sein muss. Wir ahnen bereits die Abhangigkeit der
Viskositat von Tj.

Die Viskositat eines granularen Materials zeigt aber noch weitere Besonderhei-
ten. So lief} sich feststellen, dass die Viskositat nahe der grofitmoglichen Packungs-
dichte g, regelrecht divergiert [59-61, 63].

Desweiteren scheint es von der Versuchsanordnung abzuhéngen ob das sogenann-
te Bagnold scaling beobachtet werden kann oder nicht. So ist die Abhédngigkeit der
Scherspannung von der Scherrate im Allgemeinen nicht unbedingt so wie in Glei-
chung (5.1) angegeben. Die (effektive) Viskositét zeigt dabei ein Verhalten, das von
nahezu unabhéngiger bis zu der bereits besprochenen linearen Abhéngigkeit von der

57
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Schergeschwindkeit reicht [51, 52, 58-61, 64-68]. Die Steigungen dieser Spannungs-
Scherratenkurven sind offenbar Funktionen des angelegten Druckes [68]. Und je
nachdem ob man das Material ,einschlieft“ oder es bei einer freien Oberflache be-
lasst éndern sich ebenfalls die Spannungs-Scherratenkurven.

Die experimentellen Aufbauten zum Testen dieser Effekte sind recht mannig-
faltig [64, 69]. So wurde in manchen Experimenten versucht eine simple shear-
Konfiguration herzustellen [59, 60|, sieche Abbildung 5.1. Fiir diesen Versuchsaufbau
ist es am einfachsten verschiedene Randbedingungen am Material auszutesten. So
ist es moglich, einerseits den Druck auf die abschlieSenden Platten der simple shear-
Konfiguration aufrecht zu erhalten oder anderseits die Platten zu fixieren um so ein
Volumenkontrolliertes Experiment durchzufiihren. Leider wird es nicht gelingen die
einfache Schergeometrie mit einer simplen Scherzelle zu verwirklichen, dazu sind die
Scherraten bzw. die Geschwindigkeiten der einschliefenden Platten einfach zu hoch
um iiber einen léngeren Zeitraum an einem stationédr gescherten Medium messen
zu konnen. Zudem gibt es die ,klassische* Anordnung zweier Zylinder, wobei der
innere Zylinder rotiert wird [54, 63, 65, 67, 68, 70-72]. Diese Anordnung kann man
dann wahlweile an der oberen Seite mit Gewichten abschliefen oder auch ,frei“
lassen. Zahlreiche Experimente wurden auf einer fest angebrachten geneigten Ebe-
ne durchgefithrt [58, 73-77]. D. h., dass das Material aus einer Anordnung auf die
geneigte Ebene gestreut wird und das Material anschlieBend auf der Ebene hin-
unter fliefen kann. Ist der Winkel der Ebene mit der Horizontalen nicht zu grof,
stellt sich ein stationdrer Fluf ein. Diesem Versuch sehr &hnlich ist der sogenann-
te heap flow [64, 78]. Dabei wird Material prinzipiell so lange aufgeschiittet bis es
ab einem gewissen Schiittwinkel (dem uns bereits bekannten yield-Winkel) beginnt
am aufgeschiitteten Material entlang abzuflieBen. Auch hierbei ist ein stationérer
FluBl moglich. Diese Experimente bei denen das Auftreten eines konstanten Flusses
gravitative Ursachen hat, sind natiirlich dem Effekt der Lawinen stark verwandt.
All sochen Aufbauten gemein ist das generelle Vorhandensein einer freien Oberfla-
che. Das Material kann sich also frei ausdehen und wird durch die eigene Masse
yzusammengehalten®. So auch bei einem Trommelexperiment [64]. Dies lasst sich
am einfachsten veranschaulichen wenn man sich das Verhalten eines rotierenden
Betonmischers vergegenwértigt, wobei die Rotationsachse des Zylinders senkrecht
zur Gravitationsrichtung gehalten wird. Da jedes Experiment abhédngig von den
Randbedingungen unterschiedliche Steigungen der gemessenen Spannungsverhélt-
nisse beziiglich der Schergeschwindigkeit zeigt, ist es nun nicht sofort klar, dass es
sich um ein und denselben Bereich fiir die oben genannten Effekte handelt. Dies zu
zeigen, ist auch Teil der kommenden Diskussion dieses Kapitels.

Wir werden wie fir das letzte Kapitel wieder den vorgestellten theoretischen
Ansatz wahlen. Es existieren aber auch andere Theorien um die Bewegung der
Koérner zu beschreiben. So wurde zum Beispiel eine granulare Entropie eingefiihrt,
die sogenannte Edwards-Entropie [79], die die M6glichkeiten der Kérner abzéhlt sich
im zur Verfiigung stehenden Raum anzuordnen. Die thermische Energie ~ T wurde
in der Betrachtung vernachlissigt. Dies scheint nur im ersten Moment Ahnlichkeit



59

Abbildung 5.1: Versuchsaufbau zu den Experimenten aus [59, 60]. Dargestellt ist ein
Schnitt durch den Versuchsaufbau. Die unterbrochene Linie stellt die Rotationsachse
dar um die die obere Platte mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert. Beide Platten
sind von oben aus betrachtet rund und die untere Platte ist fixiert. Die untere Platte
enthélt eine kreisformige Aussparung in die das Granulat eingebracht wird. Die
obere Platte schlieft diese Aussparung vollstiandig ab. Die Wénde der Aussparung
senkrecht zu der Rotationsachse sind rauh, d. h. das Material wird oben und unten
die Geschwindigkeiten der Platten annehmen. Durch die Rotation entsteht dann der
gewiinschte annahernd homogene Geschwindigkeitsgradient.

mit der hier vorgestellten Theorie zu haben, da in [79] offenbar mit der thermischen
Energie auch gleichzeitig die ,normale“ Entropie s vernachlassigt wurde. Dieser Weg
scheint aber Schwierigkeiten zu ergeben. Ohne das grofie Reservoir s lassen sich nur
schwer solche Begriffe wie Energieerhaltung oder thermodynamisches Gleichgewicht
aufrecht erhalten [6].

In [80] konnte eine ziemlich dhnliche Gleichung fiir eine granulare Temperatur
gefunden werden wie die, die in den letzten Kapiteln vorgestellt wurde. Diese Theo-
rie beruht auf der Auswertung von hard core Stofiprozessen und von der Definition
konstitutiver Relationen. Diese Betrachtung erbringt sogar einen Term, der einen
Warmetransport in die mikroskopischen Freiheitsgrade zulasst. Trotzdem entschei-
den wir uns fir den kompletteren hydrodynamischen Ansatz, der ohne spezielle
Annahme tber die Art der mesoskopischen Teilchenstofle auskommt und zudem
noch die Elastizitat der Korner miteinbezieht.
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5.1 Geometrie und Koeffizienten

Wie kann es nun sein, dass wir im letzten Kapitel einen Effekt beschrieben hatten,
der sich scheinbar gegenteilig verhalt? Wir hatten festgestellt, dass die Spannungen
unabhéngig von der Scherdeformation sind. Nun haben wir im letzten Abschnitt
beschrieben wie unterschiedlich die Scherspannungen als Funktion der Scherrate
aussehen konnen, insbesondere ist der Effekt des Bagnold scaling alles andere als
unabhangig von der Scherdeformation 5. Wir erinnern an die Einschrinkung des
letzten Kapitels auf einen Teil des Spannungstensors o;;, siche Abschnitt 4.1. Wie
wir bereits diskutierten, kann man den Spannungstensor in zwei qualitativ unter-
schiedliche Teile aufteilen. Und zwar in Beitrage, die die Verzerrungen wu;; explizit
enthalten und Beitrage bei denen T}, explizit auftritt. Da die Anteile ~ u;; wie ge-
zeigt quasi unabhéngig von der Scherrate 4 sind, ganz im Gegensatz zu Anteilen mit
Ty, lassen sich zwei Bereiche des Spannungstensors beziiglich der Scherrate eindeu-
tig voneinander trennen. Im letzen Kapitel wahlten wir die Scherrate hinreichend
klein, damit Terme ~ 7j im Spannungstensor vernachldssigbar sind. Fiir dieses
Kapitel kehren wir die Verhéaltnisse um. Granulare Systeme dieses Kapitels sollen
hinreichend stark geschert werden um zu gewéhrleisten, dass die von der Scherrate
unabhéngigen elastischen Anteile ~ wu;; klein genug sind. Dies nennen wir dann:
Schnelle Verformungen oder auch seismisch, in Anlehnung an den Ursprung einer
auBeren Anregung.

Beziiglich der Geometrie werden wir genauso wie im letzten Kapitel die einfa-
che Scherkonfiguration wahlen, siche Abbildung 4.2. Daran sollen ganz analog zu
den wu;;-Stromungen des letzten Kapitels, die prinzipiellen Verhaltensweisen eines
granularen Systems diskutiert werden. Allerdings werden wir nun die Gravitation
nicht ganzlich vernachléssigen sondern auch in die Betrachtung miteinbeziehen. Die
Berechnung des granularen Stroms in anderen Scherkonfigurationen soll auf einen
spateren Zeitpunkt verlegt werden und ist nicht Teil dieser Arbeit. Ansatzweise
werden wir das Experiment auf der geneigten Ebene diskutieren um zu zeigen, dass
auch dies grundsatzlich mit der verwendeten Theorie machbar ist. Experimentelle
Aufbauten sind zumeist gepragt von starken Inhomogenitaten in der Schergeschwin-
digkeit, so dass es nicht gut genug moglich ist, das Verhalten des Granulats auf
einen Scherratenbereich zu beschranken. D. h. der Spannungstensor muss in seiner
Gesamtheit verwendet werden, da jeder Beitrag, sei er ~ u;; oder ~ T, irgendwo im
Medium dominant sein wird.

Die Beschreibung des Verhaltens eines stromenden Granulats ohne die elasti-
schen Anteile u;; ist noch aus einem anderen Grund richtig und wichtig. Die ther-
modynamische Stabilitat der Losungen zu w;; ist je nach System nicht immer ge-
wahrleistet, sieche Abschnitt 4.2.2. Nach Konstruktion ist die freie Energie beziiglich
T, immer stabil, so dass es Materialien bzw. Konstellationen geben kann, fir die
ausschlielich die Losungen dieses Kapitels relevant sein konnten und zwar fiir jeden
Scherratenbereich.

Entscheidend wird in diesem Kapitel die bereits vorgestellte Einteilung in Vol-
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umen- und Druckkontrollierte Experimente sein. Genau damit werden wir die
unterschiedlichen Abhangigkeiten der Scherspannung von der Schergeschwindigkeit
erklaren konnen. Zudem sollen nur stationidre Scherstromungen betrachtet wer-
den. Dies hat ganz pragmatische Griinde, da schlicht und ergreifend Messdaten
hierzu fehlen. Eine einsetzende Scherstromung zu diskutieren, die nur Teile ~ T}, im
Spannungstensor berticksichtigt, scheint nicht sonderlich sinnvoll zu sein. Schlief3-
lich muss immer mit der Anfangsbedingung 7, = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 0 gerechnet
werden. D. h. der ,Startpunkt® ist durch ein elastisches System gegeben.

Fir das letzte Kapitel war es bereits notwendig die Abhéngigkeiten der Materi-
alparameter von 7T}, zu diskutieren. Dies konnen wir dann mit den Gleichungen (4.6)
fiir diesen Scherratenbereich einfach ibernehmen. Das soll auch eine gewisse Stérke
dieser Theorie demonstrieren, dass uns ein linearer Ansatz der Materialparameter
in T;, bereits geniigt um Experimente zu beschreiben, die in der Scherrate viele Gro-
Benordnungen auseinander liegen. Wir weisen noch einmal darauf hin, dass uns die
Phénomenlogie dieses Scherratenbereichs eigentlich dazu ,verfithrt* die granulare
Viskositat 7, als Funktion der Scherrate anzusetzen, dies aber nicht erlaubt ist, sie-
he Abschnitt 2.4. Die Schergeschwindigkeit ist eine Grofle des Nichtgleichgewichts
und somit keine Variable zur Entwicklung der Materialparameter. Der Ansatz von
ng in T, geniligt vollkommen, da durch die Losung der Gleichung zu s, bzw. T}, eine
implizite Abhéngigkeit von 7, zu ¥ hergestellt werden kann.

Die granulare Viskositat 7, tritt nun nicht mehr nur in der Bewegungsgleichung
fir s, in Erscheinung, sondern auch in der Impulsbilanzgleichung. Wir leiteten in
Kapitel 3 auch eine zweite Scherviskositdt n ab, die wir als , Festkorperviskositat®
bezeichneten. Da die Scherrate hinreichend grof8 sein soll, werden wir diesen Anteil
~ 1 im Spannungstensor nicht weiter berticksichtigen.

Im Vorlauf zum letzten Kapitel hatten wir die Abhéangigkeit der Transportko-
effizienten beziiglich der Materialdichte p nur angedeutet, siche Gleichung (4.7). In
diesem Kapitel werden wir aber explizit Druckkontrollierte Experimente diskutieren.
Dazu benotigt man dann auch einen Zusammenhang zwischen der Normalspannung
und der Dichte, d. h. es ist notig Abhéngigkeiten von ¢ anzunehmen. Es ist

Ocp Ocp

m = hl 1 Nao M1 =91 — 3 (52)
(1—on) (1—0,)°
. _ 0
wobei 0, = —. (5.3)
Qcp

Die Viskositat n, als divergierende Funktion von g bei g, anzusetzen hat sich in
Experimenten als verniinftig erwiesen. Solch eine starke Abhangigkeit konnte hin-
reichend oft gemessen werden [60, 61] und auch bei der noch folgenden Diskussion
der Experimente von Savage und Sayed [59] zeigte sich eine solche starke Abhan-
gigkeit von o. Den Transportkoeffizienten ~; so anzusetzen, ist zunachst nur eine
Annahme, die wir uns plausibel machen koénnen. v, regelt den ,,Abtransport® me-
soskopischer Warme ~ Tg2 in die mikroskopischen Freiheitsgrade. Je mehr Kontakte
pro Zeiteinheit zwischen den Korner bestehen, desto starker wird dieser Transport
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unterstiitzt. Wir kénnen uns fiir den Grenzfall bei o — o, vorstellen, dass dieser
Prozess maximal effizient ist, da dauerhafter Kontakt zwischen den Koérnern besteht.
Natitirlich muss dieser Ansatz durch Experimente gerechtfertigt werden, wobei auch
andere Autoren dhnliche Parameter ebenfalls als divergierende Funktionen beziiglich
o0 ansetzen [63].

Fiir recht geringe Dichten wird der gemachte Ansatz wohl nicht mehr gelten. Da
miusste man sicherlich 7, ~ p* ansetzen. Dadurch schranken wir den betrachteten
Bereich dieses Kapitels weiter ein. Wahrend fiir die elastischen Spannungen des letz-
ten Kapitels eine ,natiirliche” untere Grenze fiir die Dichte mit der looset packing
fraction g, bestand, gilt fiir n und v nicht unbedingt solch eine Beschrankung und
wir miissen den Bereich der Dichte explizit angeben. D. h. in diesem Kapitel be-
trachten wir tendenziell nur dichte granulare Stréme bei denen p recht nah bei
0cp sein soll. Falls der Ansatz auch noch fiir Systeme gilt, die weit entfernt von
Ocp sind, strauben wir uns natiirlich nicht dagegen. Wird das System hingegen sehr
verdiinnt sein, erreicht man den Limes des granularen Gases, insbesondere an freien
Oberflachen, fiir das eine extra Diskussion notwendig ist.

Es seien nun die Rahmenbedingungen fiir dieses Kapitel vorgegeben. Wir werden
jetzt die Losungen zu den Bewegungsgleichungen im Einzelnen diskutieren.

5.2 Scherstromungen ohne Gravitation

Unser System soll stationédr geschert werden, also v,(L,t) = vy. Damit kénnen wir
wieder die Massenerhaltung als gelost auffassen, da vy, flir ein stationédres System
identisch verschwinden muss.

Wir haben folgende Gleichungen zu l6sen:

22

0 = m % - (70 + M Tg) Tga (5'4)

0 = Vyo,, mit og~ —% 7,4, (5.5)
. a Qi 2

0 = Vyou mit Oy = Py = 3 0ep D(0) T, T;, (5.6)

Es handelt sich hierbei um die Gleichungen fir s, und pv, mit k € {z,y}. Die
Spannungen o;; enthalten nur die ,viskosen® Anteile. Beitrage die explizit von den
Verzerrungen u,; abhéngen sollen nach Voraussetzung dieses Kapitels nicht bertick-
sichtigt werden.

Wie gesagt ist die Gleichung fir die Massenerhaltung in dieser Geometrie im-
mer erfiillt. Zudem erhalten wir fiir die z-Komponente der Impulserhaltung in dieser
Konstellation ohne Gravitation nur triviale Informationen, so dass wir sie nicht wei-
ter beachten. Die Gleichung fiir die Entropiedichte s und die Energiedichte € haben
wir aus den selben Griinden missachtet, die wir in Abschnitt 4.2 diskutiert hatten.
Und natiirlich miissen wir diesmal die Gleichungen fiir die Verzerrungen nicht 16-
sen. Daraus erwachst uns keine Information, da die u;; in keine andere Gleichung
einkoppeln.
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Wir l6sen dieses Gleichungssystem und erhalten

0 = konstant, vy, =% -y wobei §= % (5.7)
Auch die Lésung fiir 7 kennen wir bereits. Man kann die Losung des letzten Kapi-
tels einfach mit (4.19) tibernehmen. Es ist fir die stationdren Losungen im Prinzip
irrelevant ob es sich um ein Volumen- oder ein Druckkontrolliertes Experiment han-
delt. Fiir letzteres muss man P(9) = P, invertieren und dann in den Losungen o
durch o(Pp) ersetzen (Pp, soll der vorgegebene Druck an der oberen Platte sein). Da
wir in diesem Kapitel auch Druckkontrollierte Experimente betrachten, werden wir
dies zu einem spéteren Zeitpunkt auch durchfithren.

Im letzten Kapitel haben wir die qualitativen Eigenschaften der Losungen haupt-
sachlich an Hand der Variablen u,, und A diskutiert. Erst anschlielend daran wur-
den die Spannungen analysiert. In diesem Kapitel erhalten die Spannungen eine
zentralere Rolle, so dass wir bereits jetzt o;; diskutieren werden. Da wir die um-
fangreichen elastischen Anteile des Spannungstensors vernachléssigen, ist es diesmal
auch wesentlich praktikabler als in Stromungen, die von u;; dominiert werden. Wir
setzen also die Losungen zu g, pv, und 7}, in o0;; ein und erhalten:

(h7)” 1 "
_Ux = QC ” . —7 . r‘)/ s (58
Y P 8g1 (1 . gn)5 o )
Py =0, =0y =02, (5.9)
Ocp hT Qi .9
=22 LT 42 5.10
4 g3 (1 _ Qn>6 ( )
6/

O-xy %k (1 — Qn)

3
wobei 5—5'52a—§ und 6=1+a—4. (5.12)

Die Materialparameter h; und g; wurden folgendermaflen normiert:

h
L o= (5.13)
abo

hy
(aby)?

Falls o, fiir ein Material bekannt ist, reduzieren sich die unbekannten Parameter
auf by, g7, 6 und ¢’

Wir machen zu diesen Ergebnissen noch ein paar Anmerkungen. Die Losungen,
die wir von Tj kennen und eingesetzt haben, sind im Prinzip hier nicht vollstandig
verwendet worden. Es fehlt offensichtlich die Funktion ®(% d). Wir erinnern daran,
dass die Funktion ®(%d) den Ubergang zu einem rein elastischen Kérper lenken
sollte. Nach Voraussetzung werden die Scherraten fiir solche Stromungen wie wir sie
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in diesem Kapitel diskutieren, so weit vom elastischen Limes entfernt sein, dass wir
fir dieses Kapitel ®(%d) = 1 setzen.

Desweiteren miisste eigentlich die Abhéngigkeit der Normalspannungen von p
nicht § sondern § — a lauten. Der Parameter a ergibt sich wiederum aus b(p). Dieses
a wurde in [6] als relativ klein mit a ~ 0,1 gewéhlt. Wir schliefen uns dieser Wahl
an, wobei es kein Problem ware a, falls notwendig wieder einzufiihren. Da § und
0" zwei unabhédngige Parameter sind, wirde a die Werte dieser beiden sozusagen
,verschieben®.

Handelt es sich um ein Volumenkontrolliertes Experiment ist g, in dieser
Geometrie ein Parameter der vom Experimentator festgelegt wird. Daraus folgt,
dass der Zusammenhang zwischen der Scherspannung und der Scherrate fest ist,
wir erhalten immer o;; ~ 4?. Die Spannungen zeigen also unabhéngig vom Material
das angesprochene Bagnold scaling [58]. Damit ist es bereits gelungen eine wich-
tige Feststellung bzw. Einteilung der Stromungen zu treffen: Fiir ein stationires
Volumenkontrolliertes Experiment erhélt man die Skalierung

oij ~ A2 (5.14)

Wie bereits erwahnt, konnte dies durch Experimente bestatigt werden [59-61]. Wir
werden am Ende dieses Abschnitts die Untersuchungen von Savage und Sayed [59]
heraus greifen und die Theorie daran testen.

Als eine Art ,,Nebeneffekt* ergibt sich fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment,
dass das Verhéltnis aus Scherspannung und Druck (5.11) praktisch unabhéngig von
der Scherrate ist. Auch dieses Verhalten entspricht der experimentellen Beobachtung
[59, 60]. Wie wir bereits diskutierten, ist es zu erwarten, dass man den Messbereich
fur den ® (7 d) relevant wird wohl nie messen wird. Weitere Besonderheiten der Kur-
ven zu oy, /0 werden wir in Kapitel 6 diskutieren.

Wir wenden uns nun den Druckkontrollierten Experimenten zu. An der
oberen Platte aus Abbildung 4.2 soll nun dauerhaft ein Druck bzw. eine Normal-
spannung Py, aufrecht erhalten werden. Das heifit aber auch, dass die Breite der Stro-
mung L keine Konstante wahrend des Experiments mehr ist, sondern eine Funktion
der Scherrate, die es zu bestimmen gilt. Trotzdem soll die Stromung auch weiterhin
stationar sein mit v, = 0, obwohl die obere Platte verschiedene Positionen ein-
nehmen kann. Wir nehmen also an, dass sich das System beziiglich der Scherrate
quasi-stationar verhalt und wir missen fir eine ,neu” eingestellte Scherrate warten
bis sich das System wieder in einem stationér gescherten Zustand befindet. Dies
ist etwas, das der Experimentator zu gewahrleisten hat oder extra auf eine nicht-
Stationaritat hin untersucht. Im Allgemeinen wird die Zeit angegeben fiir wie lange
ein System bei genau einer Scherrate geschert wird bevor der Wert hierfiir verandert
wird.
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Im folgenden verwenden wir die Abkiirzungen

;}/ . 5 PL ~ _ Ozy
mit PL:ﬁ und G,y = —F——

=~ Ocp
Py, 4 g
91 Ocp

r (5.15)

Py, ist hierbei die Normalspannung auf die obere Platte aus Abbildung 4.2.

Mit den veranderten Randbedingungen werden die Spannungen o;; explizit nicht

mehr die Form von (5.8) und (5.10) annehmen. Schlieflich gilt jetzt o = o(Pr, ),
d. h. g, ist kein Parameter mehr sondern eine Funktion der angelegten Scherrate
4 bzw. I'. Zu der ,sichtbaren“ Abhéngigkeit der Spannungen oy ~ % gesellt sich
also noch eine implizite via o. Nun heifit es die Umkehrfunktion von P(9) = Pp
zu finden. Dies lasst sich leider im Allgemeinen nicht analytisch l6sen, da ¢ und ¢’
jeden (reellen) Wert annehmen durfen. Fiir die ein oder andere Kombination aus §
und ¢’ ist dies jedoch moglich, wovon wir zwei Beispiele angeben wollen:

e Fiir 6 =2 und ¢/ =0,
Op = —— (5.16)

b, =Py (1+T)" (5.17)

e Und fir =1 und ¢ =0,

V1+4T2 -1
vitalz—1 (5.18)

212 ’

. <1+\/1+4F2>2'

4

n

(5.19)

Offenbar ist die explizite Abhéngigkeit der Spannungen von der Dichte bzw. I eine
Frage des Materials, so dass jeweils § und ¢ gemessen werden missen. Wir sahen
fir die Versuche von Savage und Sayed [59] und auch fir andere Experimente [60],
dass 0 = 1,2 und ¢ = 0 verniinftige Werte sind. Es ist in dieser Geometrie klar, dass
oyy und auch die anderen Normalspannungen einen homogen Wert mit oy, = Pp,
annehmen. Setzt man ¢’ = 0 ergibt sich eine bemerkenswerte Tatsache fiir den Limes
der Scherspannungen I" — 0. 02y nimmt einen konstanten Wert an und ist damit
immer grofler als folgender Wert:

— G4y > Pr. (5.20)

Gleichzeitig erhédlt man ¢ — p.,. D. h. dieser minimale Wert aus (5.20) ist die
Scherspannung fiir eine Dichte mit o, = 1. Dies ist ein grofler Unterschied zu der
Losung fiir Volumenkontrollierte Systeme. Da verschwand Druck und Scherspan-
nung gleichzeitig mit der angelegten Geschwindigkeit bzw. der Scherrate. Zudem ist
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sofort ersichtlich, dass die Skalierung der Scherspannung mit der Scherrate unter-
halb derer liegt, die wir aus dem Volumenkontrollierten Experiment mit o, ~ %>
kannten. Das sogenannte Bagnold scaling tritt also fiir Druckkontrollierte Experi-
mente nicht auf. Das Verhalten von p,, und o, ist in den Abbildungen 5.2 und 5.3
dargestellt. In Abbildung 5.4 haben wir auflerdem die Ergebnisse des Volumen- und
Druckkontrollierten Experiments verglichen.

1.0
08 ‘
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04

02t

001
00 05 10 15 20

Abbildung 5.2: Die Dichte o,, als Funktion der dimensionslosen Scherrate I'. Fiir alle
drei Kurven wurde ¢’ = 0 gewéhlt. Die Dichte zeigt fiir steigendes § offenbar eine
etwas stirkere Abhangigkeit von I.

Jetzt ist aber noch ungekléirt wie sich der Plattenabstand L mit verdnderlichem
vy, verhalt. Aulerdem finden wir eine zweite Darstellung der Dichte o und der Scher-
spannung o,,. Die Scherrate 4 bzw. I ist definiert als 4 = vy, /L. Da nun aber L
selbst eine Funktion der angelegten Geschwindigkeit vy ist kann man Dichte und
Scherspannung auch als Funktion von v, angeben (hier am Beispiel fiir § = 2 und

§ =0):

229
o 5.21
on="7 (5.21)
([ L\?
- <> (5.22)
228
bei L J— 2 (5.23)
wobei = ur - )
\/ 1+ /1 +4 " 2 YL
Hr Pr uL\/P_L + uLy Pr
L
und  pup = /gn dy = 0, L. (5.24)
0

Siehe hierzu auch die Abbildungen 5.5.



5.2. Scherstromungen ohne Gravitation 67

127 T T T T T
10}
a 8
~ 6*
zg‘ [
| 4:
20 .
0’ . | L |
0.0 05 10 15 20
I
10}
8
1Q:I 6:
S
I 4
2
e
0.0

Abbildung 5.3: Die Scherspannung &,, als Funktion der dimensionslosen Scherrate
I. Fiir die zwei Graphiken wurde jeweils § bzw. 8 variiert. Fiir das obere Bild wurde
0" = 0 gewahlt. Dabei zeigt sich, dass 6,, fir groere § stérker ansteigt. Fir das
untere Bild wurde § = 2 gewahlt. Hier zeigt sich ein grofler qualitativer Einflufl
von ¢'. Die Kurve fir ¢ = 0 zeigt die im Text diskutierte Moglichkeit, dass &,
fiir I' — 0 einen konstanten Wert annimmt. W&hlt man hingegen & > 0, wird Oy
mit der Scherrate ebenfalls verschwinden. Die Losungen fiir ¢ < 0 divergieren fiir
I'—=0.

Wir konnten zeigen, dass es einen groflen qualitativen Unterschied ausmacht
welche Randbedingung man wahlt. Wahrend die Spannungen eines Volumenkon-
trollierten Experiments immer mit 4% skalieren, hingt es bei Druckkontrollierten
Experimenten von den Materialparametern d," ab. Zudem konnten wir eine Art
»Sockel“, also eine minimale Scherspannung fiir Druckkontrollierte Experimente im
Limes I' — 0 identifizieren. Leider lieB sich kein Experiment in der einfachen Scher-
konfiguration aus Abbildung 4.2 finden fiir das der angelegte Druck eine Konstante
war. So kann das aufgezeigte Verhalten nicht direkt tiberpriift werden. Jedoch gibt
es gentigend Experimente in Geometrien die einigermaflen der einfachen Scherkon-
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Abbildung 5.4: Dargestellt sind Kurven der Scherspannung als Funktion der Scherra-
te. Der steilere Verlauf der Kurve des Volumenkontrollierten Experiments mit ~ I'2
ist eindeutig zu erkennen. Die Kurven fiir ein Druckkontrolliertes Experiment sind
zum einen viel flacher, siehe Gleichungen (5.17) und (5.19), und zum anderen hén-
gen sie noch von ¢ und 0" ab. Fiir die Graphik wurde ¢’ = 0 und zwei verschiedene
0 gewahlt.

figuration entsprechen, allerdings mit Gravitation. D. h. das Material wird vom Ei-
gengewicht zusammengehalten und zeigt eine freie Oberflache. Diese Experimente
zeigen ahnliches Verhalten wie Druckkontrollierte Experimente und es ist tatsach-
lich so, dass die Steigung der Scherspannungen mit 4 unterhalb des Bagnold scaling
mit 42 liegt. Wir besprechen solche Versuchsaufbauten in Abschnitt 5.3.

5.2.1 Experimente von Savage und Sayed

Wir diskutieren nun ein Experiment [59], das dem Versuchsaufbau der einfachen
Schergeometrie sehr nahe kommt. Hierbei wurde ein Gerat verwendet, welches wir
bereits in Abbildung 5.1 skizziert hatten. Damit bei diesem Versuchsaufbau auch
tatsachlich Ergebnisse gemessen werden kénnen, die zu einer Geometrie wie in Ab-
bildung 4.2 auch passen, miissen ein paar Anforderungen gestellt werden. Zum einen
miissen Zentrifugaleffekte klein sein. Diesen Effekt gaben die Autoren mit ~ 1 % bei
den gemessenen Scherspannungen an. Zum anderen darf die Gravitation keine Rolle
spielen, ansonsten ist das Granulat beziiglich der Dichte nicht mehr homogen in der
Messzelle. Auch dies wurde von den Autoren minimiert indem sie bei relativ hohen
Scherraten gemessen haben bei denen das Eigengewicht eine untergeordnete Rolle
spielt. Die Autoren gaben auflerdem an, dass sie Messpunkte verworfen haben falls
fir kleinere Scherraten der Effekt des Scherbands auftrat (siche néchstes Kapitel).
Diese Experimente stellen also ndherungsweifle eine simple shear-Konfiguration bei
festgehaltenem Plattenabstand L dar, d. h. es ist ein Volumenkontrolliertes Expe-
riment.

Die Abstand L betragt fiir diese Experimente etwa zehn Teilchendurchmesser.
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Abbildung 5.5: Fiir beide Bilder wurde ¢’ = 0 gewéahlt. Das obere Bild zeigt den
Plattenabstand L als Funktion der Plattengeschwindigkeit v;. Offenbar ,presst“
ein grofleres o die Platten starker auseinander. Demensprechend verhalt sich ¢, als
Funktion von vy, im unteren Bild. Interessant ist die Tatsache, dass das untere Bild
im Prinzip dasselbe zeigt wie der obere Graph aus Abbildung 5.3 - allerdings als
Funktion von I'. Stellt man die Scherspannung als Funktion der Scherrate I' und vy,
dar, ergeben sich verschiedene Kriimmungen der Kurven.

Das erscheint uns gerade noch geeignet die vorgestellte Theorie darauf anwenden zu
konnen. Gemessen wurde an verschiedenen Materialien, wobei wir Messergebnisse
zu Plastik- und Glaskiigelchen herausgegriffen haben. Die einzelnen Partikel haben
einen Durchmesser von &~ 1mm bzw. ~ 1,8mm und zeigen jeweils eine polydi-
sperse Verteilung um Kristallisationseffekte zu minimieren. Messkurven fiir die die
Autoren angaben, dass sich das Material bei den Messungen hysteretisch verhalten
hat (aufgrund der Kristallisationseffekte), werden in der folgenden Diskussion nicht
weiter berticksichtigt. Dies war bei den grofiten gemessenen Dichten der Fall.
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Leider musste beziiglich des Materials eine Annahme getroffen werden. Es wur-
den nur die Dichten des Materials angegeben, als handle es sich um einen ,liicken-
losen Festkorper. Fiir die Theorie ist es aber notwendig o., zu kennen. Wir miissen
also fiir das Verhaltnis von g,/ 0partiker €inen Wert annehmen. Wir wéhlen eine ty-
pische Grofe mit o.p/0partiver =~ 0.65 [6]. Fur die Plastikkigelchen ist opgrtiker =
1095 kg/m3 und fiir die Glaskiigelchen gparsiner = 2970 kg/m3. Ein weiterer Materi-
alparameter ist nicht notwendig und wir kénnen direkt daran gehen die Messungen
mit der Theorie zu vergleichen.

800— " T
L / L,/
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Abbildung 5.6: Experiment aus [59] zusammen mit theoretisch berechneten Kurven
entsprechend den Gleichungen (5.8) und (5.10). Das Experiment entspricht dem
Aufbau aus Abbildung 4.2 mit konstantem L, d. h. es ist ein Volumenkontrolliertes
Experiment. Aufgetragen wurden die Scherspannung und die Normalspannung als
Funktion der Scherrate. Das geteste Material waren Plastikkiigelchen mit opg,iiper =
1095 kg/m3. Die Daten der Anpassung lassen sich dem Text entnehmen.

Nach den Gleichungen (5.8) und (5.10) haben wir vier unabhéngige Parameter:
hi, g7, 0 und ¢'. Es stellte sich heraus, dass man gute Ergebnisse erzielt wenn man
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Abbildung 5.7: Experiment aus [59] zusammen mit theoretisch berechneten Kurven
entsprechend den Gleichungen (5.8) und (5.10). Das Experiment entspricht dem
Aufbau aus Abbildung 4.2 mit konstantem L. Aufgetragen wurden die Scherspan-
nung und die Normalspannung als Funktion der Scherrate. Das geteste Material
waren Glaskiigelchen mit opg ke = 2970 kg/ m?. Die Daten der Anpassung lassen
sich dem Text entnehmen.

fir Glas- und fiir die Plastikkiigelchen ¢’ = 0 wéhlt. Fiir den Parameter § wéahlen
wir auch jeweils eine ganze Zahl: § = 2 fiir Plastikkiigelchen und 6 = 1 fiir Glas-
kiigelchen. Mit dieser Wahl lieBen sich gute Ubereinstimmungen erzielen. Natiirlich
werden diese Werte nicht perfekt die Experimente wiederspiegeln, jedoch erhalten
wir damit eine gute Ubereinstimmung und eine Vorstellung der Grofenordnungen
fiir § und &. Ubrig bleiben k% und g;. Es wurde fiir jedes Material jeweils die Scher-
spannung und die Normalspannung als Funktion der Scherrate gemessen. So konnen
wir mit einer Anpassung der Kurven hj und ¢; bestimmen. Die Graphen sind in
den Abbildungen 5.6 und 5.7 dargestellt. Wir bekommen folgende Werte:
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e Fir die Plastikkiigelchen:

1
hi =~ 3-10"*m, g; ~ 100 —. (5.25)
m

e Fir die Glaskiigelchen:

1
b~ 1,1-10"%m, g; ~ 41 —. (5.26)
m

Diese Werte kénnen wir im néchsten Kapitel verwenden um den Ubergang des criti-
cal state zum Bagnold scaling darzustellen. Dies bringt uns zur Diskussion, ob diese
Messungen elastische Anteile beinhalten. Schaut man sich die Messdaten an kann
man kein eindeutiges Ergebnis festlegen. Fiir 4 — 0 miisste ein Anteil sichtbar sein,
der den scherratenunabhingigen elastischen Anteil des letzten Kapitels wiederge-
ben sollte. Es konnte aber auch sein, dass fiir Dichten, die in diesem Experiment
getestet wurden, die thermodynamische Stabilitat der elastsichen Losung verletzt
ist und damit nicht existiert. Aus den Messungen von o,, und o,, lisst sich dies
aber nicht ablesen. Wir kommen auf diese Diskussion im nédchsten Kapitel wieder
zuriick, denn da werden wir das Verhdltnis o, /0y, genauer unter die Lupe nehmen.

Dieses Experiment belegt eindeutig die Abhdngigkeit o;; ~ 42, die auch vorab
von den Gleichungen so gegeben war. Zudem erkennen wir eine sehr empfindliche
Abhéangigkeit von der Dichte. Wir sehen es deshalb als gerechtfertigt an die Trans-
portkoeffizienten 7; und ~; mit o0 — g, divergieren zu lassen. Im Falle der Plastik-
kiigelchen haben wir die Abhangigkeiten 171 ~ (1 — 0,)7%2 und v, ~ (1 — 0,)""/2.

Fiir die Glaskiigelchen erhalten wir hingegen 1, ~ (1 — 0,) ™" und v, ~ (1 — g,) 7%

5.3 Scherstromungen mit Gravitation parallel zu
V xwv

Nachdem im letzten Abschnitt die einfachst mdogliche Scherstromung besprochen
wurde, fithren wir nun Gravitation als zusdtzlichen Effekt ein”. Die Voraussetzun-
gen sind dann zwar unsymmetrischer, jedoch wohl auch realistischer fiir die meisten
Experimente. Die Richtung der Erdbeschleunigung zeige in z-Richtung, siehe hier-
zu Abbildung 4.2. Der Vektor der Gravitation zeigt also ,,aus dem Blatt heraus*
bzw. parallel zu V x v. Dieses System lasst sich 16sen indem man eine zuséatzliche
Gleichung zu den drei des letzten Abschnitts betrachtet. Das System sei weiterhin
stationdr mit den Randbedingungen v,(y = 0,z) = 0 und v,(y = L, 2) = vy und

"Es ist problemlos méglich Gravitation in eine hydrodynamische Theorie einzubinden. Mit einer
Einschrankung: Das Gravitationspotential muss zeitlich konstant sein und das betrachtete Medium
darf hochstens als , Testladung” agieren. Ist dies gewéhrleistet, geht die Gravitation additiv als
zusétzlicher Term in die Energiedichte ein und taucht auf der ,rechten* Seite der Impulserhaltung
als eine Quelle auf. Siehe hierzu einschligige Literatur, zum Beispiel [9]. Betrachtet man zum
Beispiel ein Phdnomen wie Planetenentstehung ist solch ein einfaches Vorgehen nicht mehr moglich,
da man sonst feldtheoretische Gleichungen erhélt, die nicht mehr lokal definiert werden kénnen.
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wir koénnen schreiben

. a o
Vz Ozz = —0Ocp On g mit Ozz = P2 = 5 Ocp b(Q)

2
e T,. (5.27)
Dies ist die z-Komponente der Impulserhaltung. Zusammen mit (5.4) - (5.6) haben
wir ein hinreichendes Gleichungssystem. Beim Aufstellen der Gleichungen nehmen
wir prinzipiell schon vorweg, dass sich das System immer noch mit einer einzigen
Geschwindigkeitskomponente v, = v,(y) 16sen lasst. So konnen wir irrelevante Kom-
ponenten von o;; beim Aufstellen der Gleichungen einfach weglassen. Das System
wirkt im ersten Moment tiberbestimmt. Schliefilich haben wir als Variablen nur p,
T, und v, fiir vier Gleichungen. Die Abhéngigkeit der Dichte o von z lésst sich aber
separat 16sen, so dass wir keine Probleme deswegen bekommen werden.

Wir betrachten zuerst ein Volumenkontrolliertes Experiment. D. h. das
Experiment ist in z- Richtung zwischen 0 und einer konstanten Hohe H der Messzelle
eingeschlossen. Es ist bereits fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment notwendig
0 zu definieren, sonst lésst sich zu der oben angegeben Gleichung keine allgemeine
analytische Losung finden. Wir wihlen 6 = 2 und bereits jetzt aus Griinden der
Einfachheit ¢’ = 0. Die Lésung der stationdren Gleichung fir 7, iibernehmen wir
wieder aus den vorangegangenen Abschnitten und erhalten fiir o und v,

(%

1- 6, .
il T w=gey mit §=F (5.28)

J-18) v ary (1 7)
H

' hi/gi 1 . B 1

Ty =/ - - d 5, 57/ - de. 5.29

H oH 1= 1 md own HOQ z (5.29)

Der Parameter g, g ist fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment (H = konst. und
L = konst.) unveranderlich fiir jede Scherrate und dquivalent zu der eingeschlosse-
nen Masse. Die Dichte p und die Scherrate hédngen auch in dieser Geometrie nicht
von y ab. Die einzige Verdnderung der Losung zum letzten Abschnitt ohne Gravi-
tation ist die Abhéngigkeit der Dichte von der Koordinate z. Die Losung zu g,(z)
ist in Abbildung 5.8 dargestellt.

Damit lassen sich die Spannungen sofort angeben:

Qn(z) =1-

h* *
_U$y(z) - = 6501/ + 1791 *Ocp 9 (H - 22) (530)
H
1 hi gr . 1
mit  — o,y = _E/ny dz = 0gp 18‘(]1 -gHTY (1 + I‘4> , (5.31)
0 H

Oc, 2 - \/<1_F}21>2+4FEI (1_%)
Py(z) == (1= onm) g HTj —— 1] . (5.32)
(1= 0nm) %
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Abbildung 5.8: Die Dichte g, als Funktion von z (normiert auf die Behélterhohe
H) fiir verschiedene Scherraten I'y. Es wurde § = 2 gewahlt. Die durchgezogene
Kurve reprasentiert den Verlauf fiir die minimal mogliche Scherrate (siche Text).
Man erkennt, dass sich die Kurven fiir hohere Scherraten zusehends abflacht. Der
Limes fiir [y — oo wire dann eine konstante Dichte. Der Einfluss der Gravitation
ware in diesem Fall natiirlich vollkommen vernachlassigbar.

Interessant ist, dass die Scherspannung um ihren mittleren Wert o,, einfach nur
linear ,,gekippt® ist, wohingegen die Normalspannung P, eine komplizierte Abhéan-
gigkeit in 2 zeigt.

Wir werden nun die Losung auf ihre Grenzfille untersuchen. Aufgrund der Struk-
tur von o0;; wird es nie moglich sein, dass die Dichte den Grenzfall g, = 1 erreicht
bzw. tiberschreitet. Dies tritt nur dann auf falls die Scherrate komplett verschwin-
det. Fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment gilt es zu beachten, dass an der
oberen abschlieBenden Platte bei z = H die Dichte nicht negativ werden darf. Dies
lasst sich leicht veranschaulichen. Man stelle sich folgendes vor: Die Scherrate wird
sukzessive verkleinert und der Schwerpunkt des Materials wird unter dem FEinfluss
der Gravitation mehr und mehr in Richtung des unteren Abschlusses bei z = 0
rutschen. Irgendwann wird das Material aber den Kontakt zur oberen Platte bei
z = H verlieren. Dieser Moment entspricht genau g, (H) = 0. Die Scherrate muss
deshalb folgender Relation geniigen:

1
V én,H

Die zugehorigen minimalen Spannungen schreiben sich als

B | *g* 1 + §72’L,
Oxy,min = Qcp 18 ! : @ . i : gH, (534)

_ 2 _ 2
_ Qcp (1 - Qn,H) Qn,H ( z )
Poin(2) =2 g = gy g B0 () 2 ) 1) . (5.35

I"H 2 I.Wmin =

(>1). (5.33)




5.3. Scherstromungen mit Gravitation parallel zu V x v 75

Die Normalspannung P, verschwindet erwartungsgeméaf fir Ly, bzw. o(H) = 0 bei
z = H. Mit der minimalen Scherrate 16sen wir auch ein anderes Problem. Bis zum
jetzigen Zeitpunkt war es nicht klar ob sich fir jeden Wert von 7., und P, genau
einen Wert fiir die Scherrate Ty finden lisst. Das Minimum von 04y befindet sich
jedoch gerade bei Iy = 1 und ist damit immer kleiner als me Fir P, kann man
zeigen, dass sich das ,,gefdhrlichste* Minimum gerade bei I'y = 1 /\/On.pund z = H
befindet. Dies entspricht aber gerade Lyin. Unsere Sorge war also unbegriindet.
Beide Funktionen o,, und P, sind monoton steigend zu dem Parameter f‘H > me

Die gefundenen Losungen, die geringe Dichten beinhalten sollten mit Vorsicht
gehandhabt werden. Wir erinnern an die Rahmenbedingungen, die wir fiir dieses
Kapitel getroffen hatten. Wir sprachen dabei von dichten Stromungen, da wir die
Ansétze fir n; und v, nur fir diesen Bereich vorgenommen hatten. Es stellt sich
die Frage bis zu welchen Dichten die gewahlten Abhangigkeiten von genau dieser
tiberhaupt noch gute Naherungen sind. Dies kénnen wir im Rahmen dieser Arbeit
nicht abschliefend klaren. Ein qualitativ deutlich verbesserter Ansatz wird sein, die
vorliegende Theorie mit bestehenden Theorien zum granularen Gas [30] zu verbin-
den. Zumindest ist der verfolgte Weg nicht vollkommen aus der Welt, wie man aus
Experimenten mit einer freien Oberfliche ablesen kann [64, 73, 74, 77]. Gemeinsam
ist diesen Experimenten der rasche Abfall der Dichte nahe der Oberfliche und einen
grofler Bereich fiir den die Dichte konstant ist. Unsere Ansétze zu 7, und v, liefern
zumindest qualitativ diese Charakteristik. Der Fehler, den wir implizit zum Beispiel
fir o,, in Kauf nehmen, wird also wegen des breiten Bereichs einer hohen Dichte
recht gering ausfallen.

Wir werden nun wieder ein Druckkontrolliertes Experiment betrachten. D.
h. fiir diese Versuchsgeometrie, dass die abschlieBende Platte bei z = H variabel
gelagert ist und jederzeit den Druck Py aufrecht erhalt. Hier ist also H keine Kon-
stante mehr. Die Breite L halten wir hingegen konstant, ganz im Gegensatz zu den
Druckkontrollierten Experimenten ohne Gravitation. Druckkontrolliert meint also
in diesem Abschnitt in Richtung 2z und nicht in y-Richtung.

Wir 16sen die Differentialgleichung (5.27) mit der Randbedingung o..(H) = Pp.
Unter diesen Voraussetzungen (wieder mit § = 2) dndert sich die Losung fiir o,,(2)
zZu

Lp

on(2) =1— — (5.36)
op N1
mit Tp, = 4P7H—gl A, Gy = Q]C;)Hg und  py = /gn dz.  (5.37)
0

Fir dieses Experiment ist die ,Masse* pum immer konstant. Die Abmessung des
Behalters in z-Richtung H ist eine Funktion der angelegten Scherrate I'p,,,

e F
H
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Die Hohe H verhilt sich also linear beziiglich der Scherrate. Im Limes I'p,, — 0 ist
H = pg. D. h. fiir verschwindende Scherrate muss die Dichte gerade o, = 1 sein.
Dies entspricht im Allgemeinen nicht der Anfangsbedingung eines ungescherten Sys-
tems, sondern ist tatséchlich nur als Grenzwert des gescherten Systems aufzufassen.
In Abbildung 5.9 ist der Verlauf der Dichte mit z gezeigt.

Die Spannungen ergeben sich zu

—04y(2) =\/20% gi - Py [(1 + FPH)2 + Gy (H - z)} (5.39)
Py(z) =Py <\/(1 + FPH)2 + Gy (H—2)— FPH>2 (5.40)

Fir die mittlere Scherspannung erhélt man

H
.2 GgH
Ty = — / 2)dz =/2hi gi - Py [(1+FPH> +I;} (5.41)
0

Fiir f‘pH — 0 erhalten wir ein konstantes o,,, das auch Anteile enthélt, die frei von
Gy bzw. g sind. Dies ist ganz analog zu Abschnitt 5.2 ohne Gravitation.

z/H

Abbildung 5.9: Die Dichte p,, als Funktion von z (normiert auf die Behélterhohe H)
fiir verschiedene Randbedingungen fiir die Normalspannung. Als Parameter wurden
gewahlt: hi =1, g5, 0¢p = 1000 kg/m?, g = 0,910 m und 4 = 0,2 Hz. Der Limes
Py — 0 beinhaltet auch o,(H) = 0.

Nun stellen wir uns vor, wir wiirden den Deckel bei z = H einfach weglassen.
D. h. wir betrachten den Limes Py — 0 oder anders ausgedriickt gehen wir jetzt
von einer freien Oberflache bei z = H aus. Auch hier gilt wieder, dass die Ansétze
fiir n; und ~; nahe der freien Oberfliche nicht mehr hinreichend begriindet sind
und ein Ubergang zum granularen Gas erfolgen sollte. Nichtsdestotrotz lassen sich
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Ergebnisse fir den Limes Py — 0 wiederum fiir § = 2 und ¢’ = 0 angeben:

2p M
4g’1" Y

anl_ o
Va4 4 e g (H - 2)

h* *
mit H = pg [ 1+ Mgl-ﬁ . (5.43)
HHF

Der beispielhafte Verlauf der Dichte mit z ist in Abbildung 5.9 gezeigt. Die entspre-
chenden Spannungen sind

n)?
_Ury(z) = 0c ;1 : 72 + 0cp G/ 2hi gt (H - Z) ) (5'44>
1
2
S g

(
P\ 8
P2<z>=‘)f’;§(w - <H—z>—v> | (5.45)

1

(5.42)

Wobei die mittlere Scherspannung gegeben ist mit

H 3
—Ogzy = _ﬁ/axy<z) dz = Ocp <8 ;?lk ' 72 + Qcp 9 12 L. H. (546>
0

Einige Experimente kommen diesem Versuchsaufbau mit Py = 0 sehr nahe [63-
65, 68]. Es handelt sich hierbei um eine Geometrie mit zwei Zylindern mit rauher
Oberflache bei denen der innere rotiert. Falls die Zentrifulgalkraft vernachlassiger
bar ist, entspricht das den eben gezeigten Losungen. Bei diesen Experimenten wird
im Allgemein kein ,,Deckel“ oben aufgesetzt und so erhalten wir zumindest einen
qualitativen Anwendungsbereich der obigen Gleichungen.

Es gibt zu den Volumen- oder Druckkontrollierten Experimenten noch eine drit-
te Moglichkeit des Versuchsaufbaus. Man kénnte dies als Hybridexperiment be-
zeichnen. Dabei wird die rotierte Flache (bzw. Héhe H) wéhrend des Experiments
konstant gehalten. Soweit entspricht das einem Volumenkontrollierten Experiment.
Bei z = H befindet sich aber fiir das Hybridexperiment keine feste Wand. Stattdes-
sen wird das ,iberschiissige” Material fiir grofler werdende Scherraten nach oben
weggeschoben, das dann seinerseits nicht mehr mitrotiert wird wenn es die Mar-
ke z = H passiert hat. Dieses aufliegende Material dient als zusétzlicher Beitrag
zur Randbedingung fiir die Normalspannung bei z = H, welcher abhangig von der
momentan anliegenden Scherrate ist:

0..(H) =Py +mopgH. (5.47)

Das ist die ,korrigierte“ Randbedingung fiir ein Druckkontrolliertes Experiment
mit Gravitation in Richtung z. Hierbei ist Py der angelegte Druck verschwinden-
de Scherrate 4 — 0. Der Parameter m = m(¥) ist der Anteil der Masse an der
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Gesamtmasse in der Messzelle, der oberhalb von z = H durch das Anheben des
Materials aufgrund einer anliegenden Scherrate zustande kommt. D. h. es muss gel-
ten m(y — 0) — 0. Fiir ein Druckkontrolliertes System gibt es einen Beitrag mit
~ m nicht, da dabei H variabel ist und das Material niemals tiber die rotierte Flache
hinausragt. Fiir m ldsst sich folgendes finden:

mZQFGP; (\/<1+FPH)2+GHH— (1+FPH)>. (5.48)
Der Massenanteil m héngt selbst noch von der Hohe H ab. Je grofler H ist, umso
schwieriger ist es das Material gegen die Gravitation nach oben zu schieben. Dies
erklart sich mit Gleichung (5.36) fiir ein Druckkontrolliertes Experiment. Je grofier
H und damit die Gesamtmasse des rotierten Materials ist, desto starker verschiebt
sich der relative Schwerpunkt des Materials in Richtung z = 0. Und damit wird fiir
das Hybridexperiment relativ gesehen fiir groflere H weniger Material bei 2z = H
heraus geschoben.
Wir erhalten fiir die korrigierte Randbedingung

G.-(H) 0;(g> = Py (1 + 2T, l\/(1 + FPH)2 +GuH—(1+ FPH)D . (5.49)

*

491

Die Dichte und die Spannungen zum Hybridexperiment haben eine sehr &hnli-
che Form wie fiir das Druckkontrollierte Experiment, enthalten aber implizit tiber
0..(H) zusétzliche Abhéngigkeiten. Die Parameter I'p, und Gy koénnen hier nun
leider nicht mehr verwendet werden und wir erhalten:

2
il 09 (F] _
\/<1 + \/&ZZ(H)) + ooy (H — 2)

on(2)=1— (5.50)

—0y(2) = g7 -0 L2 Cep 9 —z .
(2) =20 g7 - 0un(H) (1+ ~ (H)> e L B CE

UZZ

O-ZZ

Py(2) =o..(H 17 L% gy T ) (552
(2) (H) ( (H)) ( ) (5.52)

Fiir die mittlere Scherspannung erhélt man

Y 2
o — o op g H
_amy:_HO/ 0uy(2)dz = \/2 i g7 - 0. (H) (H (H)) " 20..(H)

UZZ

(5.53)
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Die Besprechung des Hybridexperiments ist kein reines Gedankenexperiment
sondern tatséchlich in &hnlicher Weise von Tardos et al. [68] durchgefiithrt worden.
Dabei wurde die Geometrie der zwei ineinander stehenden Zylinder gewéhlt, wo-
bei der innere von beiden rotiert. Da die Zylinder relativ zu ihrem Radius recht
dicht beieinander stehen, werden die experimentellen Ergebnisse im Vergleich zu
den besprochenen theoretischen Uberlegungen qualitativ dhnliche Resultate liefern.
Zumindest konnen wir die prinzipiellen Abhéngigkeiten beziiglich der Scherrate
tiberpriifen. Und tatsdchlich erhalten wir befriedigende Resultate. Unter anderem
wurden in [68] Experimente mit freier Oberfléiche (0,.(H) = 0) und ein Hybridex-
periment, so wie wir es vorgestellt hatten, durchgefiihrt. Fiir das Hybridexperiment
wurde auerdem Py # 0 gewahlt, d. h. es wurde zusdtzlich (ruhendes) Materi-
al auf das rotierende Medium aufgebracht. Es war deutlich zu erkennen, dass die
Scherspannung fiir das Hybridexperiment stiarker von der Scherrate abhédngt als
fir die Experimente mit freier Oberfliche. Trotzdem waren beide Steigungen weit
entfernt von dem was fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment (mit ~ 42) zu er-
warten wére. Die theoretischen Resultate sind in Abbildung 5.10 zusammengefasst.
Die Abbildung liefert einen grundsétzlichen Vergleich aller gewonnenen Ergebnis-
se dieses Abschnitts. Zu erkennen sind die eben beschriebenen Charakteristika der
Experimente von Tardos et al.

An dieser Stelle lasst sich noch ein weiteres Experiment zitieren. Da Cruz et
al. [65] wahlten den identischen Versuchsaufbau wie in [68]. Die Autoren waren am
Messen des sogenannten Scherbands interessiert, das wir im néachsten Kapitel be-
sprechen wollen. Quasi als ,Nebeneffekt* wurden aber Kurven o,,(%) gemessen. Es
handelte sich hierbei wieder um Messungen fiir eine freie Oberflache bei z = H. Aus
den Experimenten lésst sich wiederum herauslesen, dass sich trotz recht kraftiger
Anderungen in der Scherrate nur relativ geringe Anderungen in der Scherspannung
ergaben. Auch dies entspricht unserem Bild des Druckkontrollierten Experiments,
fiir das die Steigungen weit unter denen liegen wie wir es flirs Bagnold scaling ken-
nen. Das Experiment wurde in [65] in logarithmischen Skalen dargestellt und leider
ist deshalb ein zweites wichtiges Merkmal auf den ersten Blick nicht zu erkennen. In
[81] lasst sich eine Abbildung in linearen Skalen finden und wir erkennen sofort, dass
wir fiir ¥ — 0 einen ,,Sockel” in der Scherspannung erhalten: 7., (¥ — 0) — konstant.
Exakt solch ein Verhalten erwarten wir, siche Gleichung (5.46) und Abbildung 5.10.

5.4 Scherstromungen mit Gravitation senkrecht
zu V X v

Wir befassen uns nun mit Scherstromungen fiir die die Richtung der Gravitation
senkrecht zu V x v steht. D. h., dass in Abbildung 4.2 der Vektor der Gravitations-
beschleunigung parallel zur y-Richtung ist. Wir wahlen o. B. d. A. g = (0, —g,0).
Dadurch wird die y-Komponente der Impulserhaltung modifiziert,

. a 0
Vy Oyy = —O0cp On g mit Oyy ~ P2 = = 0Ocp b(Q) ﬁ
n

T2, 5.54
. (5.54)

9



80 KAPITEL 5 SCHNELLE VERFORMUNGEN: SEISMISCHE SPANNUNGEN
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Abbildung 5.10: Dargestellt ist die gemittelte Scherspannung als Funktion der Scher-
rate. Alle Kurven gemeinsam ist die einfache Schergeometrie mit Gravitation par-
allel zu V x v. Fiir die Materialparameter g.,, ] und g7 wurden die Werte fiir die
Plastikkiigelchen aus Abschnitt 5.2.1 gewéhlt. Aulerdem wurde H bzw. H(¥ — 0)
mit 10 cm festgelegt. Fiir das Volumenkontrollierte Experiment wurde zusétzlich
on.g = 0,9 gewéhlt. Offenbar zeigen die Hybridexperimente eine starkere Steigung
als die Druckkontrollierten Experimente. Die mit Abstand steilste Kurve stammt
vom Volumenkontrollierten Experiment. Die senkrechte gepunktete Linie deutet die
minimale Scherrate fiir das Volumenkontrollierte Experiment an.

Die Randbedingungen fiir die Geschwindigkeitskomponente v, belassen wir wie-
der bei v,(y = 0) = 0 und v,(y = L) = vy. Die Gleichungen fir 7, und die
x-Komponente der Impulserhaltung lassen wir unveréndert mit (5.4) und (5.5). Ei-
ne z-Komponente fiir die Impulserhaltung wie im letzten Kapitel ist diesmal nicht
noétig zu betrachten. Fiir diesen Abschnitt miissen wir eine zusatzliche Néherung
einfithren. So haben wir in der Gleichung fiir 7}, keine Terme berticksichtigt, die
~ kg bzw. ~ VT, sind. Fir die bisher besprochenen Problem war dies auch nicht
notig, da solche Terme identisch verschwunden wéaren. Fiir das Problem dieses Ab-
schnitts mit Gravitation in Richtung y jedoch nicht. Wir erinnern daran, dass sich
fiir alle Probleme, die wir bisher besprochen hatten ein lineares Geschwindigkeitsfeld
v, ~ y ergab. Dies ist mit Gleichung (5.54) nicht mehr moglich. Die Scherate wird
nun auch eine Funktion des Ortes sein, 4 = 4(y). D. h. aber auch, dass T, ebenfalls
eine Funktion des Ortes ist und VT, # 0 sein wird. Wir wollen aber eine analytische
Losung besprechen und setzen x, = 0. Losungen, die Terme k, beinhalten sollen
zu einem spateren Zeitpunkt besprochen werden. Die Losungen dieses Abschnittes
haben trotzdem ihren Wert. Temperaturdiffusion (7, oder 7T') wird immer von der
grofleren zur kleineren Temperatur stattfinden, so dass im Gleichgewicht V7T, = 0
erfillt werden kann. Je grofler x, ist, desto abgeflachter wird das Geschwindig-
keitsprofil sein. Falls wir also solche Diffusionterme weglassen bekommen wir eine
Losung mit der grofiten Ortsabhangigkeit von T}, in y und damit auch der Scherrate
4. Wir kénnnen diese ,Maximallosung® wieder fiir 6 = 2 und ¢’ = 0 analytisch
berechen.
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Zuerst besprechen wir wieder ein Volumenkontrolliertes Experiment. Fiir
das Problem dieses Abschnitts halten wir den Abstand der einschliefenden Platten
L konstant und in die anderen beiden Dimensionen sei das Medium unendlich aus-
gedehnt, wie wir das bereits fiir eine Scherstromung ohne Gravitation hatten. Wir
erhalten:

Lg(l_@nL>2 Yy
0uly) = + g+ oyt (1-22), (5.55)
) t U%h1/91 L
y Lg(l—@m)( y)
) =v, 2| 1—g ——— 202 (1 -2 |. 5.96
) o Y (19 ES ) (1 (5.56)

Der Parameter g, 1, ist wiederum die mittlere Dichte mit fOL on dy/L. Wir erkennen
vy /L als die Scherrate ohne g und wir bekommen folgende modifizierte Scherrate:

7@):%(1—5,.%9’“”(1—2%)). (5.57)

vi hi/gt
Die Scherrate wird an der unteren Platte bei y = 0 geringer sein als an der oberen
Platte bei y = L. D. h., dass wir an Stellen mit hoherer Dichte eine niedrigere Scher-
rate erwarten und umgekehrt. Die Lésungen zu g, (y) und 4(y) ,kippen“ sozusagen
um ihre Mittelwerte g, ;, und vy, /L.
Die Spannungen ergeben sich zu

(hy)* 1 (vL>2
—Opy =0 - — — 1, 5.98
Y 891 (1_Qn,L)2 L ( )
zy
h ( )

Py(y) = ﬂ"fg (0n(y))? (5.59)

Die Scherspannung ist natiirlich aufgrund von V, 0., = 0 eine Konstante, wohinge-
gen P via g, abhangig vom Ort ist.

Fiir ein Druckkontrolliertes Experiment soll nun die Randbedingung o, (L) =
Py, gelten. Der Plattenabstand L wird deshalb eine Funktion von der angelegten Ge-
schwindigkeit der oberen Platte vy sein. Wir erhalten

o (1+Gu/2-VITGL)/G}

D UL . V1+Gr—1 UL . V1+Gr—1
P11 8 e YRGS e R
(5.60)
L
mit Gp = QCpPgLM und gy, E/Qndy. (5.61)
0

Der Parameter pp ist hierbei eine Materialkonstante. In Abbildung 5.11 ist L fiir
verschiedene GG als Funktion der Plattengeschwindigkeit vy dargestellt.

Diese Funktion L(v) setzen wir in die oben erhaltenen Gleichungen fir g,, 04,
und P, ein und konnen damit ein Druckkontrolliertes Experiment beschreiben.
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Abbildung 5.11: Es ist der Plattenabstand L als Funktion der Plattengeschwindig-
keit vy, fiir verschiedene G, dargestellt.

Auch fiir diese Resulate erhalten wir Grenzfille fiir die die Losungen nicht mehr
gelten konnen. Je kleiner wir v, wahlen, umso starker wird die Scherrate bzw. die
Geschwindigkeit v, von der Loésung mit ¢ = 0 abweichen. Nun kann die Dichte
aber hochstens 9,(0) = 1 oder wenigstens g, (L) = 0 sein. Man bekommt also eine
minimal mogliche Randbedingung v;. Wir weisen wieder darauf hin, dass Dichten im
Bereich nahe bei g,, =~ 0 nicht hinreichend durch die vorhandenen Ansétze abgedeckt
sind. Trotzdem geben wir die Ergebniss der Vollstandigkeit halber mit an und wir
bekommen folgende Bedingungen:

1 L
Fir 1>, > gilt v > hg*/ 1= ous (5.62)

1/91

.. _ . g L3 1— én L
und fir — >, >0 gilt vy > — —, (5.63)
1/ 97 \V On,L

Diese Ergebnisse gelten unabhéngig ob es sich nun um ein Volumen- oder ein Druck-
kontrolliertes Experiment handelt. Fiir ein Druckkontrolliertes Experiment miissen
wir L nur durch den entsprechend abgeleiteten Ausdruck ersetzen. L enthalt nattir-
lich selbst den Paramater vy, so dass man die Ungleichung noch einmal nach vy,
auflosen muss. Dies ist leicht moglich und wir sparen uns die Angabe der Losung.

—_

[\]

Ein Experiment, das zu diesem Abschnitt passt, brauchen wir nicht extra dis-
kutieren. Die Experimente von Savage und Sayed [59], die wir bereits diskutiert
hatten, entsprechen bereits der Konstellation dieses Abschnitts. Einen Einfluss auf
die Ergebnisse fiir o,, durch die Gravitation gibt es nicht und A7, g7 werden durch
die Modifikationen in P, nur unwesentlich verandert, so dass wir die gefundenen
Resultate dieses Abschnitts nicht auf die Experimente aus [59] anwenden brauchen
und auch nicht ein weiteres Mal présentieren miissen. Wir konnen aber mit den eben
aufgestellten Ungleichungen eine Abschétzung fiir die Experimente aus [59] machen.
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Die Parameter o, 1, h], gi und L sind uns unter anderem fiir Plastikkiigelchen aus
Abschnitt 5.2.1 bekannt und wir erhalten fiir v;, bzw. der ,scheinbaren“ Scherrate
v, / L:

v,/L >80 Hz. (5.64)
Und fiir die Glaskiigelchen:
v/L > 30Hz. (5.65)

Dies entspricht in etwa den Messpunkten mit den kleinsten Scherraten des Experi-
ments. Die Autoren gaben an, dass sie fiir kleiner werdende Scherrate ¥ irgendwann
in einen Bereich kamen, fiir den es nicht mehr moéglich war eine Geschwindigkeit
v, > 0 fiir das gesamte Medium herzustellen. Es bildete sich unterhalb einer be-
stimmten Scherrate ein sogenanntes Scherband aus, siehe hierzu Kapitel 6. Die-
se Messpunkte haben die Autoren nicht mit in ihre Graphiken tibernommen. Das
System sucht sich also fiir eine gewisse Plattengeschwindigkeit v;, eine alternati-
ve Losung mit dem Scherband. Wir vermuten hierbei, dass die oben angegeben
Ungleichungen dabei verletzt werden und damit das System gezwungen wird in die-
se zweite Losung zu ,springen®. Zumindest entsprechen die Groflenordnungen der
theoretischen minimalsten Scherraten vy, /L und der Messpunkte fir die kleinsten
Scherraten einander.

5.5 Scherstromungen auf der geneigten Ebene

Wir besprechen in diesem Abschnitt eine Stromung auf einer geneigten Ebene, siche
Abbildung 5.12. Das Material habe eine Hohe H fiir alle x und schliet denselben
Winkel ¢ mit der Waagrechten ein wie die geneigte Ebene. Dies schlieit , Aufschiitt-
phénomene* aus, d. h. das gesamte Material soll jederzeit flielen und nicht eine
zweite Oberfliche bilden an der das Material dann tatsédchlich hinunter gleitet. Die-
se Konstellation wird auch heap flow genannt und der Winkel ¢ ist ein zusétzlicher
Freiheitsgrad des Systems.

Auch fiir diese Geometrie haben wir das Problem der Diffusion von T, die wir
wieder vernachlassigen wollen. Somit gelten die Einschrankungen auf die selbe Weise
wie fiir den letzten Abschnitt besprochen. So werden nur die Gleichungen fiir die
Impulserhaltung modifiziert und man erhélt fiir die - und die y-Komponente:

Vy Ouy = 0cp On g SINp it Oy R —% Ty, (5.66)
. a 02 )
Vy Oyy = —0cp On g COS P mit Oy ~ Py = 3 Qe b(o) - T (5.67)

Wir iibernehmen die bekannte stationdre Losung fir T}, setzen diese in die aufge-
stellten Differentialgleichungen ein und erhalten zwei verbleibende Variablen mit o,
und v,. Eine zusatzliche Geschwindigkeitskomponente v, kann es aus Symmetrie-
grinden wiederum nicht geben.
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Abbildung 5.12: Stromung auf einer geneigten Ebene, die mit der Horizontalen den
Winkel ¢ einschliefit. Das Koordiantensystem ist ebenfalls um den Winkel ¢ gedreht.
Das System sein in z- und z-Richtung unendlich ausgedehnt und zeige bei y = H
eine freie Oberflache. Die Darstellung ist nahe der freien Oberflache idealisiert. Es
wird keine derartig scharfe , Materialkante* geben. Es ist viel eher ein Ubergang zu
einem granularen Gas zu beobachten.

Die Randbedingungen finden wir an der freien Oberflache mit
ouy(H) =0,,(H) =0. (5.68)

Damit lésst sich als erstes eine allgemeine ,,Bedingung* fiir solch eine Stromung
finden. Integration der Impulsgleichungen und Einsetzen der Randbedingungen lie-
fert

H H
Ouy = —0cp g SN P / ondy’ und oy, = 049 cosy / ondy" (5.69)
y Yy

Dividiert man beide Gleichung erhélt man einen universellen Zusammenhang, der
gultig ist ungeachtet des verwendeten Materials (und der Theorie):

~ T _ tan ©. (5.70)
Tyy
Daraus lédsst sich unmittelbar die Dichte des Systems bestimmen indem wir die Aus-
driicke fiir die Spannungen einsetzen, bzw. wir lesen den Quotienten der Spannungen
einfach aus Gleichung (5.11) ab und setzen der Einfachheit halber §" = 0,

2 h* *
VeI (5.71)

=tanyp
on

2h7 gy 1/4
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Die Dichte ist einzig durch den Neigungswinkel ¢ bestimmt und hat fiir alle y den
gleichen Wert. Experimentelle Ergebnisse zeigen [73-77], dass die Dichte tatséachlich
iiber einen groflen Bereich von y ziemlich konstant bleibt. In der Nédhe der freien
Oberflache beobachten man aber einen starken Abfall von p, so dass die gefundene
Losung nicht mehr giiltig sein kann. Es zeigt sich ein Ubergang zum granularen
Gas, der in der Theorie nicht enthalten ist. Wahrend in den anderen Abschnitten
mit freier Oberfliche noch ganz passable Ergebnisse fiir die Dichteverteilung nahe
der freien Oberfldche erzielt werden konnte, schlagt dies fiir die geneigte Ebene
leider fehl. Der Ansatz und die Losung gilt also definitiv nur in einem Bereich, der
hinreichend weit entfernt von der freien Oberflache liegt. Da der Abfall der Dichte in
der Tat erst sehr nahe an der freien Oberflédche passiert, hat die Betrachtung dieses
Abschnitt durchaus ihren Wert.

Gleichung (5.72) definiert uns interessanterweise einen minimalen Winkel, da die
Dichte hochstens p,, = 1 sein kann. Man erhalt

Pmin = arctan <\/2 hi gi‘) : (5.73)

Man muss allerdings mit diesem ,,;, vorsichtig sein. Es ist zu erwarten, dass das
System schon fiir eine Dichte mit ¢ < g, zum stoppen kommt. Eine kurze Diskussi-
on hierzu findet sich in den Abschnitten zur Scherbandlésung. Die beiden Groflen A}
und g7 konnten wir in diesem Kapitel unter anderen fiir Plastikkiigelchen bestimmen
und wir bekommen dafiir ,,;, =~ 14°. Dies definiert einen zweiten Winkel in einem
granularen System, den wir Stopwinkel nennen kénnen. Der erste Winkel ist gege-
ben durch den yield. Beginnt man die Experimente auf der Ebene (mit ruhendem
Granulat) bei ¢ = 0 und erhoht sukzessive den Winkel wird das Granulat erst ab ei-
nem bestimmten Winkel zu flieflen beginnen (yield). Fir Sand liegt dieser Winkel in
etwa bei ~ 30° [2]. Es wird also hochstwahrscheinlich einen Zwischenbereich geben
fir den ein ruhendes als auch ein flieendes Granulat méglich ist @y, < © < Qyicia-
Theroretisch moglich ist natiirlich auch der Fall, dass @pmin > @yiciq ist. Dann gabe es
einen Bereich fiir den eine dritte bzw. gar keine Losung moglich ist. Ein beobachteter
Fall so einer Konstellation ist uns aber nicht bekannt.

Es gilt noch die Geschwindigkeit v, zu bestimmen. Die Losung einer der beiden
Impulsgleichungen zusammen mit der Losung fiir die Dichte liefert

_ y 1?2 . _ 4 Jgcosp 3/2 1—on
Ux—UH<1 {1 H} ) mit UH_3 ot H Nl (5.74)

Der Experimentator wird aber weder vy noch H als Parameter bzw. Randbedin-
gung wahlen. Es ist iiblicher den Massenstrom vorzugeben. Wir definieren J =
Masse/ Zeit - Breite. Hierbei meint Breite die Ausdehnung des Experiments in z-
Richtung. Es lasst sich folgendes finden:

H
3
JE/gvxdy:5gvHH. (5.75)
0

Dies ist also der Massenstrom entlang der geneigten Ebene und ist fir alle z giiltig.
Mit J lasst sich H in der Losung fiir v, ersetzen. Die Hohe der Stromung H ist so-
wieso eine recht schwache Variable, beinhaltet sie die Losung der konstanten Dichte
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auch an der Oberflache. Ebenso wird die Geschwindigkeitsverteilung deswegen auch
an der freien Oberflache nicht korrekt sein. Nichtsdestotrotz liefert uns v,(y) eine
Skalierung mit (1 — y/H)3?, was auch Bagnold-profile genannt wird [64] und in
Experimenten (mit der Einschrankung an der freien Oberflache) gemessen werden
konnte [77].

Fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment konnte zu Beginn des Kapitels das
sogenannte Bagnold scaling gezeigt werden. Desweiteren haben wir gezeigt, dass die
Steigung der Spannungskurven als Funktion der Scherrate fiir Druckkontrollierte
Experimente vom Material abhéngt. Es konnte ein zufriedenstellender Abgleich mit
dem Experiment hergestellt werden und wir haben sukzessive Gravitation in die
Diskussion mit eingebaut. Als letztes haben wir eine Stromung auf der geneigten
Ebene (mit Einschrankungen) beschrieben und haben insgesamt mindestens quali-
tativ iibereinstimmende Ergebnisse mit bestehenden Experimenten erzielen konnen.



Kapitel 6

Verformungen im Zwischenbereich

Dieses Kapitel ist fiir Effekte reserviert, die sich nicht eindeutig als critical state
oder seismisch einorden lassen. Seither hatten wir deshalb den Spannungstensor in
zwei grundséatzliche Teile getrennt. Es wird aber nicht immer der Fall sein, dass
Experimente in dem ein oder dem anderen Limit durchgefithrt werden. Nicht nur
deswegen, sondern auch aufgrund der interessanten Effekte die sich aus der Theo-
rie herauslesen lassen, werden wir den Spannungstensor o;; als Ganzes betrachten.
Zudem werden wir eine alternative Losung zu den vorgestellten, grofitenteils ho-
mogenen Losungen der letzten Kapitel vorstellen. Diese Losung wird dem Effekt
der Phasentrennung, wie wir es zum Beispiel von einem van-der-Waals-Gas kennen,
ahneln.

6.1 Spannungstensor

Kapitel 4 und 5 waren jeweils dafiir reserviert einen Teil des Spannungstensors
zu analysieren. Der wu;j-dominierte Teil fithrte uns auf den critical state und der
T,-dominierte Teil lieferte unter anderem das Bagnold scaling. Getrennt wurden
diese beiden Bereiche letztlich durch die Scherrate, die die Grole von T}, wesentlich
bestimmt. Dies soll uns nun nicht mehr gentigen. Wir werden in diesem Abschnitt
die Frage klaren, wie die Spannungs-Scherraten-Kurven aussehen, wenn man man
beide Bereiche verbindet (Abbildung 6.1).

Auch experimentell wurde die Fragestellung nach grofien Anderungen in der
Scherrate schon bearbeitet [51-54, 67]. Hierbei wurde die Geometrie mit zwei inein-
ander stehenden Zylindern bevorzugt verwendet. Es ist gelungen, die Scherrate tiber
bis zu sechs Groflenordnungen hinweg zu kontrollieren. Dies sollte geniigen um den
Ubergang vom Bereich, der unabhingig von der Scherrate ist zum Bereich, der (va-
riable) Abhéngigkeiten zeigt, zu veranschaulichen. So zeigten Experimente, die eher
Druckkontrolliert sind (d. h. hauptsichlich vom Eigengewicht zusammen gehalten
werden), ein Minimum fir 4 > 0 in den Graphiken zu der gemessenen Scherspan-
nung als Funktion der Scherrate [51-54]. Wobei dies wiederum eine Frage des Ma-
terials zu sein scheint. In [53] wurden Experimente tiber viele Gréfenordnungen an
unterschiedlichen Materialien durchgefiihrt. Die Scherspannungs-Scherraten-Kurve
zeigte je nach Material ein Minimum oder auch nicht. Die Antwort nach einem

87
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Abbildung 6.1: Die Scherspannung ist als Funktion der Scherrate dargestellt. Fiir
kleine Scherraten kennen wir die Losung mit dem critical state. Fiir grofere Scher-
raten erhalten wir je nach Randbedingung eine bestimmte Steicgung mit . Der
,Zwischenbereich® ist bisher von uns noch nicht analysiert worden. Dabei wird sich
die Frage stellen, wie sich die Wahl der Randbedingung auf diesen noch unbekannten
Bereich auswirkt.

»echt Volumenkontrollierten Experiment ldsst sich nicht einfach finden. Ab einem
gewissen Scherratenbereich ist es offenbar ausgeschlossen Messungen ohne den Ein-
fluss der Gravitation auszufithren. Dies wird aber womoglich gerade der Bereich
sein, der den Ubergang markiert. Wir finden deshalb kein Experiment, das iiber
viele Groflenordnungen hinweg in der Lage ware eine Messung Volumenkontrolliert
ohne den Einfluss gravitativer Effekte aufrecht zu erhalten. Wir werden jedoch auf
das uns bereits bekannte Volumenkontrollierte Experiment von Savage und Sayed
[59] berufen. Auch bei diesem Experiment gibt es keine Messungen fiir den niederen
Scherratenbereich. Wir erinnern daran, dass das System fiir kleiner werdende Sche-
raten die alternative Losung des Scherbands, siehe néchster Abschnitt, gewéhlt hat.
Es lieBen sich allerdings in den Messkurven zum Quotienten aus Scherspannung zu
Normalspannung gewisse Tendenzen ablesen. Wir werden dies im folgenden noch
besprechen.

Da wir an qualitativen Eigenschaften der Losung interessiert sind, werden wir
wieder die einfache Schergeometrie bevorzugen. Wir beschrénken uns auf stationére
Systeme mit v, (L) = vy. Explizit sollen wiederum Volumen- und Druckkontrolierte
Systeme betrachtet werden. Auch hier identifizieren wir wieder grofie qualitative
Unterschiede.

Wir miissen nun prinzipiell dieselben Gleichungen fir w;;, Ty, ovr und o losen
wie in Abschnitt 4.2 vorgestellt und diskutiert. Das betrachtete System wird wieder
homogen sein (aufler fiir v,, dafiir in 7). Die Losungen fiir w;;, T,, 0 und vj, kénnen
deshalb einfach aus dem besagten Abschnitt iibernommen werden. Es gilt zu be-
achten, dass wir fiir u;; die ,Variante® ohne Normalverzerrungsdifferenzen gewahlt
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haben. D. h. es bleiben fiir die Verzerrungen nur u,, und A iibrig, siche Gleichung
(4.58) und (4.60). Wir gehen sogar noch einen Schritt weiter: Wir setzen Ky = 0
und wahlen ®(4d) ~ 1. Eine Betrachtung dieser Groflen wiirde nur unwesentlich
zur qualitativen Betrachtung dieses Kapitels beitragen und deshalb vernachlassigen
wir diese Beitrédge schon an dieser Stelle.

Obwohl wir die Losungen aus Abschnitt 4.2 iibernehmen konnten gilt es zu
beachten, dass wir den Spannungstensor allgemeiner betrachten miissen, als wir
dies in dem angesprochenen Abschnitt getan hatten. Denn fiir diesen Abschnitt
diirfen wir keine grundsétzlichen Einschrénkungen beziiglich der Grélenordnungen
von Termen ~ w;; und ~ T, im Spannungstensor stellen. Stattdessen miissen erst
einmal alle Treme berticksichtigt werden. Wir finden fiir die Scherspannung o, und
die Normalspannung o, /3:

(h1)* 1 .

—Ogy — — Hm c : 7" ) 6.1
Oy y T Ocp 8 g1 (1_Qn)5_5 Y (6.1)
7] Qcp hT Qi )

CLONE | PP R TR 6.2

Um uns Schreibarbeit zu sparen haben wir die Anteile ~ wu;; symbolisch als II,,
und ITy zusammengefasst. Man kann diese Teile mit Gleichung (4.66) und (4.67)
nachlesen. Wir erkennen fiir den Quotienten aus Scherspannung und Normalspan-
nung zwei Grenzfélle. Fiir verschwindende Scherraten ist das Verhéltnis durch die
elastischen Anteile gegeben und fiir 4 — oo erhélt man —o,, /(0w /3) ~ /2 ki g7/ 02
D. h. der Grenzfall fiir grole Scherraten ist unabhéngig von der Scherrate, da die
Spannungen fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment dieselbe Abhédngigkeit von
der Scherrate zeigen. Fiir ein Druckkontrolliertes Experiment wird die Dichte eine
Funktion der Scherrate sein, so dass das Spannungsverhéltnis bzw. o, eine Funktion
der Scherrate bleibt.

Wir werden den Parameter as, der in der Gleichung fiir oy auftaucht, fiir den
weiteren Verlauf Null setzen. Zum einen ist der Term ~ a3 nicht von fiihrender Ord-
nung in oy und zum anderen kénnen wir ag nicht auf einen Bereich einschranken.
Der Parameter a taucht an mehreren Stellen auf. So sind die Losung zu u,, und
A, und damit auch o;; abhéngig von as. Zudem ist ay wichtig fiir die thermody-
namische Stabiltat der Losung von wu;;, so dass wir diesen Parameter auf jeden Fall
in unsere Diskussion mit einbeziehen miissen. Dadurch wird es notig as als Funk-
tion der Dichte p anzusetzen. Schliellich betrachten wir auch Druckkontrollierte
Experimente fiir die oy (0) invertiert werden muss. Wir finden:

ag =as (1 —o,). (6.3)

Dieser Ansatz beruht auf der Annahme, dass der Quotient o,,/0¢ im Bereich des
critical state weitestgehend unabhéngig von der Dichte p ist [40, 57]. Daraus ldsst
sich der angegebene Zusammenhang leicht ableiten.

Mit diesen Angaben kénnen wir nun direkt den Ubergangsbereich fiir verschiede-
ne Randbedingungen betrachten. Dabei wahlen wir wieder die Einteilung in Volumen-
und Druckkontrollierte Experimente.
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6.1.1 Volumenkontrolliertes Experiment

In diesem Abschnitt besprechen wir den Ubergangsbereich fiir ein Volumenkontrol-
liertes Experiment. D. h., dass wir den Plattenabstand L in y-Richtung konstant
halten, sieche Abbildung 4.2. Der Zusammenhang zwischen der Scherspannung und
der Scherrate ist bereits im Vorlauf dieses Kapitels gekliart worden. Fiir ein Vo-
lumenkontrolliertes und damit in p, 4 und u;; homogenes Experiment sind damit
keine zusitzlichen Umformungen oder Angaben notwendig. Wir konnen also direkt
zur Auswertung der Ergebnisse schreiten. Als Hinweis sei gesagt, dass mit unseren
Annahmen oy, und oy/3 identisch sind. Abbildungen 6.2 zeigen die Resultate.

Wir erkennen in den Abbildungen 6.2, dass fiir die Scherspannung eigentlich
nicht viel zu sehen ist. Eine extra Abbildung fir o, haben wir uns erspart, da
dies im Prinzip dem Bild fiir o,, qualitativ entspricht. Durch die Hinzunahme der
elastischer Anteile II,, ,rutscht* die Kurve fiir o,, zu héheren Spannungen. Das
Entscheidende ist, dass dieses Anheben konstant fiir den gesamten Scherratenbereich
ist. Dies ist auch nicht weiter verwunderlich, da wir die Losungen der Terme mit
~ u;; als unabhangig von der Scherrate kennengelernt hatten. Daran hat auch die
Verallgemeinerung des Spannungstensors nicht geandert.

Spannender ist hingegen der Quotient der Spannungen wie das untere Bild aus
Abbildung 6.2 zeigt. Je nach Verhéltnis der elastischen Anteile I1,, /Iy &ndert sich
die Form der Kurven und wir bekommen als Grenzwert fiir 7 ein Verhéltnis der
Spannungen, das ober- oder unterhalb der Ty -dominierten Losung liegt. Dies ist
insofern interessant, dass dieser Effekt der offensichtlichste fiir Volumenkontrollierte
Experimente sein wird.

Dazu lassen sich wiederum die Experimente von Savage et al. [59] heranziehen.
In den Abbildungen 5.6 und 5.7 waren die Spannungen als Funktion der Scherrate
aufgetragen. Leider konnten aufgrund des Scherbandeffektes unterhalb von ~ 100 %
keine Messungen gemacht werden. Es lasst sich mit einer Anpassung der Formeln
nicht endgiiltig klaren ob nun ein konstanter Anteil II,, und I, vorhanden ist.
Letzlich wissen wir auch nicht ob eine elastische Losung fir die verwendeten Ma-
terialien bei den getesteten Dichten tiberhaupt thermodynamisch stabil ist. Jedoch
haben die Autoren auch explizit das Verhéltnis o,,/0,, gemessen. Es konnten zwei
Tendenzen festgestellt werden: Fiir Plastikkiigelchen hatten die Kurven die Tendenz
etwas abzufallen, wie die Strich-Punkt-Kurve des unteren Bildes aus Abbildung 6.2.
Und fir Glaskiigelchen zeigte sich eine Tendenz fiir kleiner werdende Scherraten
anzusteigen, wie die gestrichelte Kurve des unteren Bildes aus Abbildung 6.2. Wir
missen allerdings fiir diese Experimente den Einfluss der Gravitation beachten. Wir
erinnern an die Diskussion aus Abschnitt 5.4. Wir hatten fiir ein 7,-dominiertes Ex-
periment festgestellt, dass die Scherpannung durch die Gravitation im Vergleich
zu einem Experiment ohne Gravitation nicht verdndert wird. Die Normalspannung
wird hingegen durch Gravitation beeinflusst. Vergleichen wir die Ergebnisse mit der
Losung ohne Gravitation, wird der Druck an der Platte bei y = L etwas herabge-
setzt werden. Je kleiner die Scherrate, umso kleiner der Druck bei y = L. Dieser
Effekt ist nicht sonderlich gro}, bewirkt aber, dass der Quotient o, /0, die Tendenz
hat fiir kleiner werdende Scherraten anzusteigen. Dies wiirde prinzipiell in etwa der
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Abbildung 6.2: Im oberen Bild ist die Scherspannung als Funktion der Scherrate
dargestellt. Im unteren Bild wurde der Quotient aus o,, und o, gegen die Scherrate
aufgetragen. Der elastische Scheranteil II,, wurde fiir die jeweilige Kurve explizit
angegeben. Fiir oy war es auch notwendig einen elastischen Anteil miteinzubezie-
hen: II;; = 100 Pa. Die Werte entsprechen in etwa A ~ u; ~ 1073 und By ~ 10° Pa
bei einer Dichte von o, = 0,85. Desweiteren wurden Kurven eingezeichnet, die
wahlweise Anteile mit ~ w;; oder ~ T}, nicht enthalten. So erkennen wir im oberen
Bild mit der gepunkteten Linie den critical state. Die restlichen Werte wurden fol-
gendermasen gewéhlt: o, = 1000 kg/m?, hi = 3-107%m, g = 100 =, 6 = 2 und
o =0.

gestrichelten Kurve des unteren Bildes aus Abbildung 6.2 entsprechen. Damit liele
sich aber nicht das ,,Abfallen“ zu kleiner werdenden Scherraten fir die Plastikkiigel-
chen erklaren. Falls es keine andere, uns nicht bekannte Ursache fiir dieses Verhalten
gibt, sehen wir hier ein Beispiel eines Ubergangseffekts fiir ein Volumenkontrollier-

tes Experiment. Abbildung 6.3 zeigt die experimentellen Daten fiir die Messung des
Spannungsquotienten.
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Abbildung 6.3: Messung des Spannungsquotienten o,,/0,, als Funktion der Scher-
rate 4 fir Plastikkiigelchen aus [59] fiir verschiedene Dichten. Es lasst sich eine Ten-
denz feststellen, dass der Spannungsquotient keine Konstante beziiglich der Scher-
rate ist, sondern fiir kleiner werdende Scherraten abféllt.

6.1.2 Druckkontrolliertes Experiment

Fir das Druckkontrollierte Experiment wahlen wir wieder die einfache Schergeo-
metrie unter stationdren Bedingungen. Bei y = L soll nun die Normalspannung
oyy (= 04/3) konstant gehalten werden. Es gilt also o,, (L) = Pp. Dadurch wird
o, bzw. der Plattenabstand L wieder eine Funktion der angelegten Geschwindig-
keit v,(L) = wvy. Die relevanten Komponenten des Spannungstensor kennen wir
bereits mit Gleichung (6.1) und (6.2). Da die y-Komponente der Impulserhaltung
mit 0 = V,, 0, eine homogene Losung fiir die Normalspannung vorsieht, kénnen wir
Gleichung (6.2) im gesamten Bereich zwischen den Platten mit Pj, gleichsetzen, wie
wir das auch im vorangegangenen Kapitel gemacht hatten. Anschlieffend invertieren
wir diese Gleichung und erhalten ¢ = o(, Pr). Dies ist leider nur numerisch mog-
lich. Die Funktion o(¥, Pp,) lésst sich in 0,, einsetzen, so dass wir o,, = 04,(%, Pr)
erhalten. Diese Funktionen sind in den Abbildungen 6.4 und 6.5 dargestellt.

Es zeigen sich interessante Verlaufe der Kurven zu o,,. Je nach Wahl des Pa-
rameters as zeigen die Kurven ein Minimum. Diese ,Senke“ ist charakteristisch
fiir ein Druckkontrolliertes Experiment. Fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment
lief3 sich kein solches Minimum feststellen, da der Quotient aus Scherspannung und
Normalspannung fiir grole Scherraten konstant ist, sieche Abbildung 6.2. Falls die
Abhangigkeit der Scherspannung o, von der Scherrate fiir ein Druckkontrolliertes
Experiment nur sehr gering sein sollte, ahneln sich die Graphiken von Volumen-
und Druckkontrollierten Experimenten. Dies gilt auch fiir den Fall, dass man nicht
allzu weit in Regionen mit groflen Scherraten vorstofit. So konnte man fiir den
Quotienten o,,/(0y,/3) in solch einem eingeschrankten Bereich eine universelle em-
pirische Formel angeben, die diese Kurven ndherungsweise beschreibt. Dies wurde
mit entsprechenden Erfolg bereits vollzogen, siehe hierzu [64, 76, 81, 82]. Wir sehen
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Abbildung 6.4: Dichte als Funktion der Scherrate I' fiir verschiedene Parame-
ter as. Die durchgezogenen Kurve zeigt das bekannte Ergebnis aus dem letzten
Kapitel ohne Anteile ~ wu;; im Spannungstensor. Die verwendeten Werte sind:
0cp = 1000 kg/m?, 0* = 20,/3, hf = 1,5-10"2m, gf = 100 %, b =260 =0,
l1—ap = 0,3, as = 0, Ay = 2500, A, = 250, By = 10° Pa, £ = 5/3 und P, = 1000 Pa.

allerdings davon ab diese empirische Formel mit den hier gefundenen Resultaten zu
vergleichen, da der Anwendungsbereich doch sehr eingeschrankt ist.

In Abbildung 6.5 wurde der Paramater as variiert. Dies ist natiirlich nicht der
einzige Paramater der Einfluss auf den Kurvenverlauf hat. Um dies zu analysieren
bilden wir den Limes fiir kleine Scherraten 4+ — 0 und betrachten nur die fithrenden
Ordnungen zu w;; in 0,5, wobei Anteile ~ Ty, fiir ¥ — 0 identisch verschwinden. Wir
erhalten:

ELENN 22 - 2+a2) 7
ou/3 AT+2(2+ )¢

(6.4)

Wir erkennen, dass A; sich exakt gleich verhalt wie (2 + a3). Das Verhalten der
Kurven beziiglich A; lasst sich also ebenfalls aus Abbildung 6.5 herauslesen.

Der andere Grenzfall ist 4 — oo. Dafiir ergibt sich —o,,/(04w/3) ~ /hi gf. An-
dern wir das Parameterpaar hj g7 und halten wir gleichzeitig alle anderen Parameter
konstant, wird sich der Teil fiir groflere Scherraten nach oben bzw. unten verschie-
ben, siehe hierzu Abbildung 6.6.

Dieses Verhalten, d. h. das Ausbilden eines Minimums bei endlichem +, zeigte
sich in mehreren Experimenten. Leider sind die entsprechenden Versuchsaufbauten
nicht gerade ideal um eine einfache qualitative Diskussion, wie wir sie hier anstren-
gen, auch quantitativ von der Theorie auf das Experiment zu tibertragen. Es soll
uns ein qualitativer Vergleich gentigen. So wurden in [51, 52] Messungen an einer
Messzelle durchgefiihrt, die der Geometrie mit zwei Zylindern entspricht. Wie so oft
wurde der innere Zylinder in Rotation versetzt. Das Experiment wurde fiir Sand
durchgefiihrt und aufgrund der niedrigen bis moderaten Scherraten sind gravitative
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Abbildung 6.5: Scherspannung als Funktion der Scherrate I' fiir verschiedene Para-
meter ay. Die durchgezogenen Kurve zeigt das bekannte Ergebnis aus dem letzten
Kapitel ohne Anteile ~ u;; im Spannungstensor. Es handelt sich um dieselbe Gra-
phik jedoch fiir verschiedene Skalierungen, linear und logarithmisch. Die verwende-
ten Werte sind: oo, = 1000 kg/m?, ¢, = 20,/3, b} = 1,5-1073m, gf = 100+,
6=2,0=0,1-—ay=0,3 a3 =0, Ay = 2500, A, = 250, By = 10° Pa, £ = 5/3
und P;, = 1000 Pa.

Effekte miteinzubeziehen. D. h. es handelt sich hierbei tendenziell um ein Druckkon-
trolliertes Experiment. Und tatsdchlich konnte fiir Sand das besprochene Minimum
beobachtet werden. Die Messungen zeigten den fiir den critical state typischen von
der Scherrate unabhéangigen Bereich und fiir gréflere Scherraten eine entsprechende
Abhéngigkeit von 4. Auflerdem wurden in [53, 54] Experimente gezeigt, die dem
Versuchsaufbau des Hybridexperiments aus dem letzten Kapitel sehr dhneln. Der
einzige Unterschied ist wieder die Verwendung einer Messzelle, die aus zwei ineinan-
der stehenden Zylindern besteht. Es handelt sich hierbei also auch eher um Druck-
kontrollierte Experimente. In den Messungen (in beiden Féallen an Glaskiigelchen)
zeigte sich genau der Verlauf der Messkurven, wie wir ihn fiir Druckkontrollierte Ex-
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Abbildung 6.6: Scherspannung als Funktion der Scherrate I' fiir verschiedene Pa-
rameter hjg;. Die verwendeten Werte sind: o, = 1000kg/m?, 0, = 20/3,

Wt =1,5-103m, 6 = 2,8 =0, ay = 1000, 1 — ag = 0,3, az = 0, A = 2500,
Ay = 250, By = 10° Pa, € = 5/3 und P, = 1000 Pa.

perimente besprochen hatten: Fiir sehr kleine Scherraten lasst sich der critical state
beobachten um nach Durchlaufen eines Minimums fiir groflere Scherraten mit einer
gewissen Steigung in < in den Bereich eines T;-dominierten Experiments tiberzuge-
hen. Die Experimente aus [53] wurden zudem an anderen granularen Materialien
durchgefiihrt. Je nach Material war ein anderes Verhalten der Kurven zu o,y (%)
zu beobachten. In [53] konnte gezeigt werden, dass das Ausbilden eines Minimums
abhéngig vom getesten Medium ist. Dies entspricht den gefundenen Ergebniswen
dieses Abschnitts, wobei der quantitative Vergleich dieses Verhaltens noch aussteht.

Im Rahmen dieses Abschnitts konnten zumindest qualitativ befriedigende Er-
gebnisse fiir den Ubergangsbereich von kleinen zu grofen Scherraten gefunden wer-
den. Sowohl fiir Volumen- als auch fiir Druckkontrollierte Experimente konnte das
theoretische Verhalten im Experiment beobachtet werden.

6.2 Scherband

Bis zum jetzigen Zeitpunkt losten wir die Probleme, indem wir annahmen, dass
es sich um eine ,Phase” in der Messzelle handelt. Das Granulat zeigte also keine
Schnittstelle an der sich das Medium zu beiden Seiten in einer vollig verschiedenen
Form wiederfindet. Wir kennen diesen Effekt zum Beispiel fiir ein van-der-Waals-
Gas, das eine Koexistenz der fliissigen und gasférmigen Phase zulédsst. Fir ein Gra-
nulat lasst sich ein dhnlicher Effekt beobachten. Granulare Materie trennt sich in
einen fliissigen und einen festen Teil. Betrachtet man die einfache Schergemotrie
wird es einen Bereich geben der ruht. Im zweiten Bereich wird die tibliche Scher-
charakterisik ausgebildet, die wir schon hinlédnglich kennen. Abbildung 6.7 zeigt
das Prinzip dieser Trennung. Wiirden wir Gleichgewichtsthermodynamik betreiben,
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konnten wir tatséchlich von einer Phasentrennung reden. Dies ist in unserem Fall
aber nicht so einfach. Schliellich ist v;; # 0 und damit sind wir nicht im thermodyna-
mischen Gleichgewicht, was aber notwendig ist um die Begriffe der Thermodynamik
zu verwenden®. Trotzdem haben wir eine Grenzfliche und einen grofien qualitativen
Unterschied beider Bereiche. Auf der einen Seite ruhen die Korner (quasi) und sind
durch elastische Eigenschaften bestimmt, wohingegen die Teilchen auf der anderen
Seite stark angeregt sind.

VL = Ya
- L
0
e
/ X
z
VL y A

\/

Ruhender Bereich

/—’x

V4

Abbildung 6.7: Das obere Bild zeigt die einfache Schergeometrie wie wir sie be-
reits kennen. D. h. in z- und 2-Richtung unendlich ausgedehnte Platten und ein
Plattenabstand L in y-Richtung. Dazwischen bildet sich ein lineares Geschwindig-
keitsprofil aus (ohne Gravitation). Das untere Bild zeigt das Prinzip des Scherbands.
Bei gleicher Plattengeschwindigkeit vy, bildet sich ein Bereich aus, der ungeschert ist
mit v, = 0. Im Scherbandbereich muss 7y folglich grofler sein als fiir die homogene
Losung. Wir haben den gescherten Bereich mit ¢ gekennzeichnet.

Dieser Effekt wird wegen der Einschrankung des gescherten Bereichs in der
einschlagigen Literatur als Scherband bezeichnet. Ein Scherband tauchte bei den
verschiedensten Messungen auf [59, 63-65, 68, 70-72, 78, 83] und gehort zu den

8Es ist sicherlich problematisch den Begriff Phase hier zu verwenden, da sich das System global
nicht im Gleichgewicht befindet. Trotzdem ist es moglich thermodynamische Groflen wie das che-
mische Potential 4 (als Funktion des Ortes) zu verwenden. Die Definition dieser Groflen beruht
auf lokalem Gleichgewicht, das wir zu Beginn all unserer Betrachtungen vorausgesetzt hatten und
koénnen deshalb bedenkenlos in diesem Kontext verwendet werden.
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grundlegenden FEigenschaften, die sich fiir ein granulares Material im Experiment
beobachten lassen. Es zeigte sich, dass ein Bereich stark angeregt ist, d. h. ¥ > 0, wo-
hingegen ein Teil, den wir ruhend nannten, Geschwindigkeiten v, zeigt, die nahe bei
Null liegen [63, 64, 70-72, 78, 83]. Die makroskopische Geschwindigkeit der Teilchen
im unangeregten Bereich liegen um vier bis fiinf Groflenordnungen unter der Ge-
schwindigkeit vy, also der Geschwindigkeit mit der die Platte am Rand bewegt wird.
Man kann also durchaus von einem ruhenden Bereich sprechen. Die Einbeziehung
dieser sehr kleinen, aber vorhandenen Teilchenbewegung im ruhenden Bereich wird
in einem Rahmen, der auflerhalb dieser Arbeit liegt, besprochen werden. Eins sei
hierzu gesagt: Diese sehr kleinen Teilchenbewegungen lassen sich sehr wahrschein-
lich auf die Diffusion von T} zurtickfithren. Wir stellen also fest, dass der ruhende
Bereich weitestgehend bestimmt ist durch Elastizitat mit 7, ~ 0. Der angeregte
Bereich zeigt dagegen 7, > 0 und einen oder auch keinen elastischen Anteil (critical
state), je nachdem ob dieser thermodynamisch stabil ist.

Das Scherband wird nicht nur durch die simple Beobachtung charakterisiert, dass
sich das Medium in zwei Bereiche aufspaltet. Der Effekt dieser Trennung ist auch
messbar. So wurde in verschiedenen Messungen fiir Druckkontrollierte Experi-
mente ein besonderes Verhalten der Scherspannung festgestellt [64, 65, 68]. Solange
zwei qualitativ unsterschiedliche Bereich existieren dndert sich die Scherspannung
mit der Scherrate quasi nicht,

992y (6.5)
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Dies sieht sehr ahnlich aus wie das Phédnomen des critical state, hat jedoch vollig
unterschiedliche Ursachen (und Konsequenzen). Dieses Verhalten ist mit Sicherheit
nicht das Merkmal perfekter Plastizitit. Stattdessen lésst sich dieses Phénomen,
wie wir noch sehen werden, auf das Verschieben der Grenze der unterschiedlichen
Bereiche zurtickfiihren.

Um das Problem des Scherbands zu l6sen konnen und miissen wir Bedingun-
gen an die Grenzfliche stellen. Sind beide Bereiche miteinander in einem diffusiven
Gleichgewicht muss gelten

Ap=pp—ps =0 mit uzgf. (6.6)

0

Diffusives Gleichgewicht bedeutet unter den hier gestellten Anforderungen (Statio-
naritdt, Massenerhltung) und der verwendeten Geometrie, dass sich die Grenzflache
mit der Zeit nicht verschiebt. Die chemischen Potentiale 1 beider Bereiche miissen
an der Grenzfliche also identisch sein. Wir bezeichnen hier und im weiteren Ver-
lauf Groflen, die im fliissigen Bereich definiert sind mit dem Index F' und Groéflen
des ruhenden Bereichs mit dem Index S. Gleichzeitig miissen natiirlich auch die
Spannungen an der Grenzfliche kontinuierlich sein (mechanisches Gleichgewicht)
und eigentlich auch T}, (thermisches Gleichgewicht). Betrachten wir hierzu Abbil-
dung 6.7 erkennen wir, dass dies nach Konstruktion nicht der Fall ist. 7, macht
an der Grenzflache einen Sprung, da sich auch die Scherrate 4 an der Grenzfliche



98 KAPITEL 6 VERFORMUNGEN IM ZWISCHENBEREICH

diskontinuierlich verhéalt. Zukiinftige Arbeiten sollten dies beriicksichtigen und ein
kontinuierliches 7, annehmen. Wir erwahnten, dass wir als Losung des Problems

die Diffusion von T} ,verdéchtigen®.

6.2.1 Volumenkontrolliertes Experiment

Leider ist uns kein explizit durchgefiithrte Messung bekannt, die den Effekt des Scher-
bands fiir Granulate fiir Volumenkontrollierte Experimente zeigt. Jedoch wurde die-
ser Effekt in [59] erwahnt. Wir besprachen diese Experimente in vorangegangenen
Kapiteln und bemerkten, dass die Autoren nur bis zu einer gewissen minimalen
Scherrate gemessen hatten. Unterhalb dieser Scherrate existieren keine aufgezeich-
neten Messwerte. Der Grund war nach eigenen Angaben das Ausbilden eines Scher-
bands, so wie wir es beschrieben hatten. Es konnten bzw. wurden keine Messungen
durchgefiihrt, die die Scherspannung oder die Breite des Scherbands beinhalteten.
D. h. wir sind uns der Existenz eines Scherbands fiir Volumenkontrollierte Experi-
mente sicher, konnen aber die hier vorgestellten Ergebnisse dieses Abschnitts (noch)
nicht iiberpriifen.

Um die Losung des Problems zu bekommen miissen wir die chemischen Poten-
tiale an der Grenzflache betrachten. Wir kénnen die Bedingung Ap = 0 schreiben
als

6f15 ale 1 2 1—(1+CL),QnF
2= — ——b T . : 6.7
dos  Odor 2 (or) T, 1 —onr (6.7)
zafl’F_i.ﬁ.'2.1_(1+a)9”7F (6.8)

il
dor 4a gi (1—onp)

Im letzten Schritt wurde die stationare Losung von T}, verwendet. Nun werden wir
die einzelnen Beitrige gegeneinander abschatzen. Wir kennen aus den vorangegange-
nen Kapiteln typische Werte, die in obere Gleichung eingehen. So wird zum Beispiel
A und ug im Bereich von 107 — 1073 liegen. Zudem haben wir die Werte fiir i}
und g7 fiir verschiedene Materialien aus Kapitel 5. Die Parameter d, £ und a ken-
nen wir ebenfalls mit ~ 2, 5/3 bzw. ~ 0, 1. Schitzen wir B, fir Plastikkiigelchen
mit etwa 10 — 107 Pa ab und nehmen eine Dichte von g, ~ 0.9 an erhilt man
%—J;l ~ 1073 J/kg. Der fluide Beitrag liefert hingegen gg; R % J/kg.

Solange also die Scherrate relativ grofl ist, muss also gleichzeitig der Beitrag
((14+a)o,r —1) klein sein, damit Gleichung 6.8 erfiillt werden kann. Daraus ergibt
sich

1
On,F =~ 1+ CL. (69)
Da die Bereiche, jeder fiir sich genommen, homogen sind gilt dieser Wert der Dichte
nicht nur an der Grenzflache, sondern fiir den gesamten fluiden Bereich. Die Dichte
des Scherbands ist fiir ein heterogenes System (mit hinreichend grofler Scherrate) al-
so gegeben durch den Parameter a. Fir a = 0, 1 ergibt sich zum Beispiel g, » ~ 0, 91.
Dies ist gleichzeitig erstaunlich und niitzlich. So kann man durch einfaches Messen
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der Dichte im Scherband eines Experiments den Parameter a bestimmen. Diese
Festlegung der Dichte hat noch weitere Konsequenzen. Aus der Massenerhaltung
bekommen wir folgende Relation:

¢ 1-2

s

Dabei ist ¢ die Breite des Scherbands, siehe Abbildung 6.7. Der Parameter o ist die
mittlere Dichte iiber die gesamte Breite L. Fiir ein Volumenkontrolliertes Experi-
ment mit L = konstant gilt dann o = konstant. Die Dichte des fluiden Bereichs
kennen wir bereits mit dem konstanten Wert ~ 1/1 + a. Die Dichte des ruhen-
den Bereichs wird ebenfalls eine recht ,triage” Angelegenheit sein. Beim Bilden der
Scherbandlésung hat das System sozusagen einmal die Wahl fiir ein pg. Anschlie-
Bend wird sich diese Grofle aufgrund fehlender Anregung kaum bzw. iiberhaupt nicht
mehr verandern, so dass wir annehmen kénnen: og ~ konstant. Daraus schlieffen
wir

£ ~ konstant. (6.11)
L
Wir erhalten also eine zweite charakteristische Relation fiir die Scherbandlésung
eines Volumenkontrollierten Systems.

Desweiteren lasst sich die Scherspannung berechnen. Wir erhalten o,, aus der
Relation eines homogenen Experiments aus Kapitel 5. Dabei muss o durch g ersetzt
werden. Die Scherrate ist dann auch nicht mehr vy, /L sondern vy, /¢. Wir bekommen
also

(h})’ 1 (m)?
C—0 : L 6.12
a Y [ P SQT (1 . Qn’F)Z g ( )

Wir haben dabei § = 2 angenommen. Die Scherspannung des ruhende Bereichs
der heterogenen Losung hat offenbar denselben quantitativen Wert wie der gerade
angegebene fiir den fluiden Bereich. Schliellich gilt 0,y r = 04y 5 an der Grenzflache
und mit Hilfe von V, 0., = 0 auch im gesamten Bereich von 0 bis L.

Die Messkurven zu o, der Scherbandlosung werden keinen qualitativen Unter-
schied zu der homogenen Losung eines tiber L komplett gescherten Systems zeigen.
In beiden Féllen gilt o,,, ~ v bei konstanter Dichte und Breite des gescherten Be-
reichs. So wird es schwierig sein allein aufgrund der Messung der Spannungen zu
entscheiden ob sich das betrachtete System in einer homogenen oder einer heteroge-
nen Konstellation befindet. Falls nun aber die Messkurve zu o, fir verschiedene vy,
einen ,Sprung” zeigt, kann man davon ausgehen, dass das System die alternative Lo-
sung ab einem bestimmten v;, angenommen hat. Fiir eine gegebene Randbedingung
vy, ergeben sich fiir die homogene und die Losung mit zwei Bereichen verschiede-
ne Scherspannungen, die verantwortlich fiir solch eine Diskontinuitat waren. Es ist
allerdings ziemlich unklar welcher Vorgang das System veranlasst die Losungsmog-
lichkeit zu ,wechseln“. Zumindest fiir die Volumenkontrollierten Experimente aus
[59] lasst sich eine Vermutung duflern. Wie besprochen, dhneln diese Experimente
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eher der Konstellation mit Gravitation in y-Richtung. In Abschnitt 5.4 konnten wir
eine minimal mogliche Randbedingung v, festlegen. Wird diese Grenze im Experi-
ment unterschritten ist eine Losung, die T, > 0 fiir den gesamten Bereich zwischen
den Platten vorsieht, nicht mehr moglich. Dies wird der Punkt sein, an dem sich das
System eine Alternative fiir gegebenes vy suchen muss und wir erhalten eine Losung
mit Scherband. Zumindest deckt sich dies mit den Angaben der Autoren aus [59)],
die angaben ein Scherband unterhalb eines bestimmten Wertes fiir v, gesehen zu
haben.

6.2.2 Druckkontrolliertes Experiment

Fiir ein Druckkontrolliertes Experiment konnen wir die Gleichheit der chemischen
Potentiale beider Bereiche auf dieselbe Art und Weise ausnutzen wie wir dies fiir
ein Volumenkontrolliertes Experiment getan hatten. D. h. es gilt auch fiir diesen
Abschnitt

1
1+a

(6.13)

On,F ~

Der fliissige Bereich lasst sich exakt gleich 16sen wie wir dies im Abschnitt Scher-
stromungen ohne Gravitation fiir ein Druckkontrolliertes Experiment bereits getan
hatten. Die Normalspannung ist bei y = L mit P, vorgegeben und wir setzen dies
mit dem entsprechenden Teil des Spannungstensors gleich, P, = o,,. Da unser Sys-
tem in den Spannungen homogen ist, gilt diese Relation fiir den gesamten Bereich
zwischen 0 und L. Die Normalspannung héangt prinzipiell von zwei variierenden
Groflen ab: ¢ und 4, siehe Gleichung (5.10). Die Dichte hatten wir fixiert und die
Normalspannung wird mit P auch immer gleich bleiben. Fiir die Scherrate muss
dies aber bedeuten, dass sie ebenfalls konstant zu sein hat,

— g = % ~ konstant. (6.14)

Dies ist ein erstaunliches Resultat: Man é&ndert die Randbedingung v; der obe-
ren Platte und gleichzeitig vergroflert oder verkleinert sich der gescherte Bereich.
Diesen Vorgang haben wir in Abbildung 6.8 schematisch dargestellt. Das ist ein
grundlegend anderes Verhalten als fiir ein Volumenkontrolliertes Experiment. Da
war gerade ¢ fixiert, welches hier fiir ein Druckkontrolliertes Experiment zu einer
Art ,Folgevariable“ von v, umfunktioniert wurde.

Fiir die Scherspannung erhalten wir ebenfalls ein tiberraschendes Ergebnis. o,
ist genauso wie die Normalspannung von g und 4 abhéngig. Wenn aber beide Groflen
fixiert sind muss auch die Scherspannung eine konstante Gréfe fiir die Scherband-
losung sein,

— 04y = /2R gt - Pp(1+0a)”. (6.15)

Man kann also die Grenze beider Bereiche durch Andern von vy, beliebig verschieben
und muss dabei keine zuséatzliche Kraft bzw. Arbeit aufwenden. Dies erinnert uns
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Abbildung 6.8: Die Graphiken zeigen jeweils die Scherbandlésung fiir verschiedene
Randbedingungen der oberen Platte mit v; und v,. Eine Anderung der Plattenge-
schwindigkeit bewirkt eine Verschiebung der Grenzflache, wobei sich die Scherrate
des gescherten Bereichs wahrend dieses Vorgangs nicht andert.

doch sehr an das Verhalten eines van-der-Waals-Gases im Koexistenzbereich. Zu-
dem entspricht es genau der experimentellen Beobachtung. So wurde in [64, 65, 68|
derartiges Verhalten beobachtet. Tragt man die Scherspannung als Funktion der
Plattengeschwindigkeit vy, auf ergeben sich sogenannte Plateaus, d. h. Kurven kon-
stanter Spannung fiir einen gewissen Geschwindigkeitsbereich vy. Bei den zitierten
Experimenten wurde wieder in der Zweizylindergeometrie gemessen, so dass die
Ergebnisse nicht eins zu eins umgesetzt werden kénnen. Trotzdem diskutieren die
Autoren explizit, dass in diesem Plateaubereich ein Scherband zu sehen war. D. h.,
dass sich das theoretische Ergebnis experimentell mindestens qualitativ bestétigen
lasst. In Abbildung 6.9 haben wir die Scherbandlésung und die homogene Losung
skizziert.

Es ist allerdings noch nicht geklart welche der beiden Losungsmoglichkeiten sta-
bil bzw metastabil ist. Dies wird eine Betrachtung des geeigneten thermodynami-
schen Potentials erfordern. Moglich ist auch, dass der Energiebeitrag fo thermody-
namisch instabil beziiglich T, oder p wird. f; ist nach Konstruktion fiir alle Dichten
und fiir jedes T}, stabil. Wir vermuten aber eine energetische Instabiltét nahe g, so
dass das System durch eine Dichtefluktuation quasi ,stecken® bleibt. Dazu miisste



102 KAPITEL 6 VERFORMUNGEN IM ZWISCHENBEREICH

06—

N
~

—Oxy/ P

o
o

,,,,, Scherbandlsg. mita0,2
- --- Scherbandlsg.mita0,1

—_ Homogene Losung
0.1 L n n n L n n n L n n n L n n n L n n n L n n n L n n n L n
0.C 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
vL(m/s)

Abbildung 6.9: Skizziert ist die bekannte Scherspannungskurve eines Druckkontrol-
lierten Experiments ohne Graviatation als Funktion der angelegten Plattengeschwin-
digkeit vy. Die waagrechten Kurven zeigen die Scherbandlésung fiir verschiedene a.
Diese Kurven sind als eine Art Koexistenzkurven aufzufassen: Am linken Rand, also
fir vy, = 0, verschwindet der gescherte Bereich und das Medium zeigt sich komplett
ruhend bzw. elastisch. Am ,rechten Rand“ geht die Scherbandlésung in die homoge-
ne Losung iiber. Das Granulat hat ab diesem Punkt keinen ruhenden Bereich mehr.
Als Werte wurden verwendet: ht = 3-1073m, g; = 100 %, § =2, 0op = 1000 kg/m3,
L =10"2m und P, = 100 Pa.

zum Beispiel die Funktion b(¢) modifiziert werden. Gébe es solch eine Instabilitét
hatte das System keine andere Wahl als die Scherbandlésung anzunehmen.

Es ist uns gelungen durch eine qualitative Diskussion zwei wesentliche Ubergangs-
phédnomene granularer Systeme prinzipiell wiederzugeben. Zum einen konnten wir
die Existenz eines Minimums in den Scherspannungskurven beziiglich der Scherrate
feststellen und damit eine experimentelle Beobachtung wiedergeben. Den Effekt des
Scherbands und das damit verbundene Spannungsplateau fiir ein Druckkontrollier-
tes Experiment konnte ebenso erfolgreich wiedergegeben werden. Die Feststellun-
gen beziiglich der Scherspannungskurven Volumenkontrollierter Experimente der
Abschnitte Spannungstensor und Scherband erfordern noch experimentelle Uber-
prifungen. Zudem gilt es vor allem die Diskussion des Scherbands um die Kriterien
der Stabilitat zu erweitern.



Kapitel 7

Ferrofluide

Ferrofluide sind sogenannte kolloidale Suspensionen. Diese Materialklasse umfasst
zum Beispiel auch Blut oder Malerfarben. Gemeinsam ist diesen Materialien, dass
sie aus einem Tragermedium und fiir die jeweilige Suspension spezifischen, darin
gelosten Partikeln bestehen. Stellt man solch eine Suspension kiinstlich her, soll-
te das Tragermedium so wenig wie moglich Einfluss (chemisch, elektrisch,...) auf
die gelosten Teilchen haben und hauptséchlich dazu dienen, die Eigenschaften der
verdiinnten Partikel hervorzuheben. Fiir Ferrofluide werden als Tragerfliissigkeiten
zum Beispiel synthetische Ole verwendet [84-86]. Wir kénnen an dieser Schilderung
schon bemerken, dass Ferrofluide reine , Kunstprodukte“ sind, d. h. sie treten unter
nattrlichen Bedingungen nicht auf.

Die gelosten Partikel eines Ferrofluids sind Ferro- oder Ferrimagneten (Co, Fe3Oy,
...), deren Durchmesser etwa 10 nm betrigt. Aufgrund der geringen Grofie der Teil-
chen ist es eine realistische Annahme, dass die einzelnen Partikel nicht mehr in
Weifische Bezirke aufgeteilt sind, sondern homogen in Betrag und Richtung der Ma-
gnetisierung strukturiert sind [84, 86]. Oder anders ausgedriickt: Jedes Teilchen 14sst
sich als magnetischer Dipol ansehen. Die Teilchen werden untereinander Wechsel-
wirkungen zeigen, d. h. magnetische Dipol- und van-der-Waals-Wechselwirkungen.
Um zu verhindern, dass die Nanopartikel zu einem Klumpen zusammenfallen, muss
die Suspension kiinstlich stabilisiert werden. Dies erreicht man mit Hilfe von lang-
kettigen Molekiilen (Polymere, Tenside mit einer Linge von ~ 2nm), mit denen
man die Oberflichen der Partikel beschichtet [84-87]. Es ergibt sich eine sterische
AbstoBung. Uberschreitet die Teilchengréfe ein gewisses Mass oder werden die an-
gelegten Magnetfelder relativ hoch, kann man trotz der Beschichtung eine gewollte
oder ungewollte Agglomeration beobachten. Der Teilchendurchmesser darf auch aus
anderen Griinden gewisse Werte nicht iiberschreiten. So muss die Suspension dauer-
haft thermalisiert sein, darf also nicht sedimentieren. Dies konnte unter dem Einfluss
der Gravitation oder von Magnetfeldgradienten in der Tat ein Problem sein. Diese
Effekte miissen je nach Anwendungsgebiet und geléstem Ferromaterial abgeschéatzt
werden [84, 87].
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7.1 Merkmale und Beobachtungen

3x B>_1+X.M51 (7.1)

M = M; |CoTanh | —— -

[Oan <1+X M,)” 3y B
Dabei ist M, = |Mg| die Sattigungmagnetisierung und B der Betrag des lokalen
Feldes. y ist die magnetische Suszeptibilitiat®. Entwickelt man M erhélt man den
tiblichen linearen Zusammenhang M = x B/1 4 x. Der Zusammenhang zwischen
Magnetisierung und B wurde in Abbildung 7.1 dargestellt.
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Abbildung 7.1: Typische Magnetisierungskurve eine Ferrofluids. Darstellung der
Langevin-Funktion als Funktion des Feldes B. Zusétzlich wurde der lineare Ansatz
M = xB/1+ x skizziert. Die Werte mit x = 1,57 und M, ~ 36 \/.J/m? entstammen
[84] fur ein Ferrofluid mit der Seriennummer APG 513 A.

Ein besonders spektakularer Effekt kann sich an der Oberfliche eines Ferrofluids
ergeben. Legt man an ein Ferrofluid ein aufleres Magnetfeld an, kann es zu Struk-
turbildung an der Oberfliche kommen. Dies erinnert dann ziemlich an den Riicken
eines Igels (Besonders schone Strukturen lassen sich sehr einfach im www finden
unter dem Begriff: Ferrofluid sculptures by Sachiko Kodama). Die Ursache ist eine
energetische Instabilitdt an der Oberfliche des Ferrofluids, die es gilinstiger macht
eine raumlich inhomogene Struktur zu formen. In der einschlagigen Literatur wird
dies auch Rosensweig-Instabilitat genannt [85, 87].

Der eben geschilderte Effekt ist nur ein Ausdruck der sehr einfachen Kontrol-
lierbarkeit von Ferrofluiden mit moderaten Magnetfeldern. Es geniigt ein einfacher
Kiihlschrankmagnet um ein Ferrofluid zu bewegen.

9Wir werden in dieser Arbeit ausschlieBlich das Heaviside-Lorentz-Einheitensystem verwenden.
D. h. die elektromagnetischen Felder sind alle in Einheiten von /.J/m?3 gegeben.
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Besonders interessant ist die Variabilitdt der Viskositdt mit angelegtem Ma-
gnetfeld. Fir diese Eigenschaft ist es wichtig wie die magnetischen Dipole der Na-
nopartikel gegen das angelegte Feld relaxieren. Dies konnen sie grundsatzlich auf
zwei Arten. Zum einen kann sich der Dipolvektor einfach drehen, ohne dass sich
dabei das Teilchen mitdreht. Diesen Relaxationsprozess nennt man Neelsch. Falls
sich der Partikel bei der Relaxation mechanisch mitdreht, spricht man von Brown-
scher Relaxation [84, 85]. Man nennt diese Eigenschaft der Brownschen Relaxation
auch magnetisch hart. Im Allgemeinen bewegen sich die charakteristischen Relaxa-
tionzeiten dieser Prozesse im Bereich von 1077 s bis 107* s. Je grofier das Teilchen,
umso wahrscheinlicher wird ein Brownsches Verhalten. Es ist klar, dass nur sol-
che Teilchen mit Brownscher Relaxation zu einer Magnetfeld-induzierten Viskositat
beitragen kénnen.

Dieser Effekt ist zudem nicht nur abhéngig vom Betrag des angelegten Feldes,
sondern auch von der Richtung. Dies lésst sich recht simpel verstehen. Gehen wir von
einer einfachen Schergeometrie aus, siche Abbildung 4.2. Zeigt das angelegte Feld
in z-Richtung, ist dies fiir die Viskositat vollig irrelevant: Die Rotationsachse der
Nanopartikel werden parallel bzw. antiparallel zum Magnetfeld liegen und es wird
keinerlei Beeinflussung der gemessenen Viskositat als Funktion des angelegten Feldes
geben. Ganz anders wenn das Magnetfeld in der z-y-Ebene liegt. Die Dipole der
Teilchen suchen das Gleichgewicht mit dem angelegten Feld, werden aber durch den
Geschwindigkeitsgradienten standig , herausgedreht®. Diese konkurrierenden Effekte
werden zu einer Viskositédtserhohung fithren, und wir verstehen auch sofort warum
nur Teilchen mit Brownscher Relaxation daran beteiligt sind.

Der Effekt der Anderung der Viskositét kann fiir gewisse Ferrofluide sogar noch
stirker ausfallen. Uberwindet ein gewisser Anteil der Nanopatikel die Potentialbar-
riere und bildet Strukturen, vervielfacht sich der Effekt. Im Ferrofluid bilden sich
langliche Strukturen, d. h. Ketten aus, die natiirlich die Viskositét erheblich beein-
flussen [84, 87, 88]. Man fiihlt sich dabei an Polymere erinnert. Es bestehen jedoch
grundsétzliche Unterschiede. Polymere sind ohne Scherung zufillig ausgerichtet und
zeigen fiir hohere Scherraten eine Vorzugsrichtung. Die Dipolketten in Ferrofluiden
werden ohne Scherung ausgerichtet sein und tendenziell fiir hohe Scherraten zerstort
werden. Theorien, die auf Polymeren basieren, werden also vollig ungeeignet sein um
Ferrofluide zu beschreiben. Der Effekt der Kettenbildung kann so stark ausfallen,
dass die Ketten die Grofenordnungen des experimentellen Aufbaus erreicht. Dann
ergeben sich sogar elastische Effekte und man nennt solche Fluide magnetorheo-
logische Fliissigkeiten [84]. Diese Materialklasse liegt aber auflerhalb des Rahmens
dieser Arbeit.

Es ergeben sich mannigfaltige technische Anwendbarkeiten fiir Ferrofluide. So
werden Dichtungen aus Ferrofluiden fiir gegeneinander bewegte Komponenten her-
gestellt, die reibungsarmer sind als herkémmliche Lager. Bei Lautsprechern gibt
es das Problem der hohen Leistungs- bzw. Warmeentwicklung. Da ein Lautspre-
cher ein eigenes Magnetfeld bzw. einen Magnetfeldgradienten erzeugt, ,klebt“ ein
Ferrofluid von ganz allein an den relevanten Stellen eines Lautsprechers und kann
so effizienter als Luft die Wéarme abfiihren. Durch die hohe Kontrollierbarkeit mit
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Magnetfeldern haben Ferrofluide auch Einzug in die Medizin gefunden. Es werden
Kontrastmittel oder Wirkstoffe mit Hilfe von Ferrofluiden und Magnetfeldern kon-
trolliert im menschlichen Koérper an die entsprechende Stelle transportiert. Auch die
Automobilindustrie nutzt Ferrofluide zur Konstruktion verbesserter Dampfersyste-
me, da sich, wie wir erwahnten, die Viskositédt einfach regulieren lésst.

Wir haben gesehen, dass Effekte basierend auf Ferrofluiden ziemlich spannend
sein konnen. Auflerdem bemerkten wir die technische Relevanz dieser Materialien.
So wird eine theoretische Beschreibung bestimmter Effekte sehr niitzlich sein.

7.2 Theorie

Wir sahen die Stérke und die technische Verwendbarkeit der Effekte von Ferroflui-
den. Wir werden nun eine Theorie vorstellen, die die entscheidenden Effekte von
Ferrofluiden hinreichend beschreiben. An Hand eines gewohnlichen Fluids hatten
wir die Methode der Hydrodynamik aufgezeigt. Fiir Granulate gingen wir einen
Schritt weiter und hatten noch weitere notwendige Variablen eingebaut. Wir griffen
dazu auf ein bestehendes Modell zurtick [6] und erweiterten einzig den dissipativen
Anteil etwas. Fiir Ferrofluide wenden wir wieder die hydrodynamische Methode an.
Die notwendige Theorie ist ebenfalls bekannt [7, 8, 89, 90].

Die Schwierigkeit von Ferrofluiden bzw. ganz allgemein fiir elektromagnetisch
wechselwirkende Systeme, ist die Implementierung der elektromagnetischen Felder
in die Hydrodynamik. Die sogenannte Hydrodynamische Mazwell-Theorie behandelt
dabei noch ganz allgemein die Einbindung der Elektrodynamik in einen hydrodyna-
mischen Rahmen [89, 90]. Diese Theorie ist sozusagen der ,Vorlauf* um iiberhaupt
mit elektromagnetischen Feldern hydrodynamisch umgehen zu konnen. Die speziel-
len Erfordernisse, die ein Ferrofluid an eine Theorie stellt, werden dann zusétzlich
mit der Ferrofluiddynamik beantwortet. Es werden Elemente aus beiden Theorien
angesprochen werden und es wiirde den Rahmen dieser Arbeit bei weitem spren-
gen, diese Theorie mit einer dhnlichen Informationsfiille zu prasentieren, wie wir
dies fiir die Granulate gemacht hatten. Dies ist auch nicht notwendig. So wurden
die Hydrodynamische Maxwell-Theorie und die Ferrofluiddynamik bereits in grofler
Ausfiihrlichkeit besprochen [7, 8, 89-91]. In den folgenden Abschnitten sollen die
wesentlichen Merkmale dieser Theorien vorgestellt werden.

Neben der Theorie, die wir verwenden werden, gibt es noch andere Anséitze
(84, 92]. Dabei wurde eine sogenannte inwendige Drehimpulsdichte als Variable ein-
gefiihrt. Diese wurde wiederum mit der makroskopisch auftretenden Magnetisierung
in Verbindung gebracht. So konnte zum Beispiel die Magnetfeld-induzierten Visko-
sitdt fir verdiinnte Ferrofluide erklart werden. Fiir Ferrofluide ist der Ansatz iiber
eine inwendige Drehimpulsdichte nicht ausreichend. So lasst sich der enorme Visko-
sitdtsanstieg nicht beschreiben, der aufritt falls die Ferrofluidpartikel dazu neigen
Ketten zu bilden. Mit der Ferrofluiddynamik erhalten wir das Riistzeug, um speziell
diesen Viskositatsanstieg erkldren zu konnen.
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7.2.1 Zustandsvariablen und Bilanzgleichungen

Wir sprachen bei einem Ferrofluid von einer kolloidalen Suspension. Es lassen sich
also zwei Komponenten eindeutig trennen - die Tragerfliissigkeit und die geldsten
Nanopartikel. Dies lasst sich mit zwei unterschiedlichen Dichten beschreiben, eine
fiir die Tragerfliissigkeit p; und eine fiir die Nanopartikel oo,

de = ... + M1 d@l + 125 dQQ (72)

Dementsprechend erhélt man auch zwei unterschiedliche chemische Potentiale. Da
beide Massen fiir sich erhalten sind, haben wir nun zwei Gleichungen fiir die Masse-
nerhaltung. Das Wesen dieser hinzukommenden Variable, d. h. eine zweite erhalte-
ne Masse, ist damit an einen Erhaltungssatz gekniipft und wir bekommen dadurch
zusatzliche hydrodynamische Moden mit w(g — 0) — 0. Man kann das Energiedif-
ferential bzw. die Definitionen der beiden Dichten auch folgendermasen schreiben:

de = ...+ pdo+ p.doo. (7.3)

Hierbei ist o = 91+ 02, t = p1 und p. = po — 1. Die Dichte oo beschreibt die Nano-
partikel des Ferrofluids. Im Rahmen dieser Arbeit sollen aber Konzentrationsgefélle
beziiglich der Nanopartikel keine Rolle spielen bzw. nicht betrachtet werden. D. h.
das Medium soll immer als homogen in der Verteilung der Nanopartikel betrachtet
werden. Wir hatten bereits diskutiert, dass fiir Ferrofluide explizit auf die Stabilitat
hinsichtlich einer Sedimentierung geachtet wird. Das macht diese zweite Dichte von
Natur aus zu einer recht tragen Angelegenheit. Wir werden deshalb den zusétz-
lichen Beitrag bzw. eine zusétzliche Bewegungsgleichung fiir die gelosten Teilchen
nicht beriicksichtigen.

Fiir ein makroskopisches, elektrodynamisches System kennen wir vier auftreten-
de Felder: Die elektrischen mit E, D und die magnetischen mit H, B. Es stellt sich
dabei die Frage welche dieser Groflen eigentlich fundamentaler sind. Oder anders
ausgedriickt: Welche der Felder sind ,echte” thermo- bzw. hydrodynamische Varia-
blen und welche sind als Ableitungen der Energiedichte definiert. Eine Diskussion
hierzu findet man in [89]. Man erhilt de = ...+ E-dD + H-dB. D. h., die Fel-
der D und B sind als hydrodynamische Variablen anzusehen, wohingegen E und
B (vorerst) unbekannte ZustandsgroBen bzw. -gleichungen sind, wie zum Beispiel
auch die Temperatur oder das chemische Potential eines Systems. Eine umgekehrte
Wahl mit E und H als Variablen wiirde jeweils zu zeitlich divergierenden Losungen
der Felder fiihren.

Die Einbindung von hydrodynamischen Variablen muss sich auf eine tiefgehende
physikalische Symmetrie griinden lassen, wie wir in Kapitel 2 diskutiert hatten.
Im Falle der Felder D und B koénnen wir die makroskopische Relevanz auf die
Ladungserhaltung zuriickfithren [89]. Dass die Ladungen selber nicht als Variable
dienen, liegt an der Form der konjugierten Variable. Dies wére nédmlich ein Potential,
das durch eine Integration iiber den Raum ermittelt werden miisste. Da es sich aber
um eine Feldtheorie handelt, kann das kein geeigneter Ansatz sein.

In linearer Ordnung und fiir ein (beziiglich der elektromagnetischen Wechesel-
wirkung) isotropes Material sind uns unmittelbar die Zusammenhénge der Felder
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bekannt. Dies sind dann auch gleichzeitig sogenannte konstitutive Relationen bzw.
Materialgleichungen und werden angesetzt mit

1 1
E=-D ud H=—B (7.4)
€ L,

Dabei sind € und p,, die elektrische Permittivitdt bzw. magnetische Permeabilitat.
Es ist an dieser Stelle nicht notwendig die Magnetisierung oder die Polarisation als
separate Felder einzufiihren, wie das im Allgemeinen vollzogen wird. Dies wiirde
aber hier moglicherweise den Eindruck erwecken, als waren dies zuséatzliche Varia-
blen, was aber im Allgemeinen nicht der Fall ist. Selbstverstédndlich ist diese zusatz-
liche Aufteilung der Felder nicht verboten und hat auch seine begriindete Relevanz
in der mikroskopischen Interpretation (Stichwort induzierte Ladungs- bzw. Strom-
verteilungen auf atomarer Ebene). Die Einbindung der Magnetisierung (und der
Polarisation) als hydrodynamische Variable erfordert eine gesonderte Diskussion.

Die makroskopischen Bewegungsgleichungen der elektromagnetischen Felder sind
allgemein bekannt mit

V.-D=yp, V- -B=0, (7.5)
D=cVxH-j., 0B=-cVxE

Die ersten beiden stellen sozusagen die Erhaltungsséatze dar und die restlichen sechs
beinhalten die zeitliche Entwicklung der Felder. Die Identifizierung der elektroma-
gnetischen Felder der Maxwell-Gleichungen mit denen der hydrodynamischen Be-
schreibung de = ... + F-dD + H - dB ist nicht selbstverstandlich. Bindet man
dissipative Effekte ein, untertscheiden sich E und H in den Maxwell-Gleichungen
im Vergleich zu ihren hydrodynamischen Gegenstiicken. Eine intensive Diskussion
hierzu findet sich in [89]. Wir sehen davon ab diese Unterscheidung zu machen.
Durch die noch erfolgende Einbindung der Magnetisierung als Variable erhalten wir
dissipative Anteile, die die eben angesprochenen tiberragen werden [7, 8, 89].

Die Magnetisierung als Variable nicht mitzunehmen macht nur Sinn solange gilt:
w7 K 1. Die Relaxationszeit 7 stellt die Zeit dar, die die Magnetisierung braucht um
mit den makroskopischen Feldern B bzw. B in ein thermo- bzw. hydrodynamisches
Gleichgewicht zu kommen. 1/w ist die Zeitskala des Labors. Solange w7t < 1 er-
fullt ist gentigt die Beschreibung (auch bei Ferrofluiden) mit der Hydrodynamischen
Mazxwell-Theorie. Wie bereits erwédhnt, beinhaltet die Beschreibung auch dissipa-
tive Anteile und Effekte. Insbesondere fiir Ferrofluide, deren Nanopartikel sich zu
Ketten zusammensetzen, wird die Bedingung nicht mehr erfiillt sein, sondern viel
eher gelten w7 ~ 1 [89]. Das macht es notwendig die Magnetisierung M in die Hy-
drodynamik mit einzubinden. Dasselbe wiirde natiirlich auch fiir P gelten, jedoch
sind die Effekte eines Ferrofluids allesamt von magnetischer Natur.

Die magnetischen Felder sind ganz allgemein verbunden durch die universelle
Beziehung

M=B-H (7.7)



7.2. Theorie 109

Die Relation aus Gleichung (7.1) und H = B/p,, sind durch die Einbingung von M
als eigenstindige Variable nur noch im Gleichgewicht giiltig. Das System versucht
diesen ,,Zustand® herzustellen, wird aber durch die in diesem Kapitel besprochenen
Scherstromungen daran gehindert.

Die Bilanzgleichung von M konnte gefunden werden [7, 8, 89] mit

OM+(v-VYM—-2x M=Y". (7.8)

Der Vektor Y beschreibt den dissipativen Anteil, schlieBlich ist M keine Erhal-
tungsgrofle. Dies offenbart zugleich den Charakter dieser Variable. M ist namlich
eine langsam relaxierende Variable, sieche Abschnitt 2.1. Dies konnen wir auch gut
verstehen: Man stelle sich eine globale Anderung des angelegten Feldes vor. Fiir
eine hydrodynamische Variable wiirde dies nicht zu einer Anderung fithren (wegen
w(q — 0) — 0), fiir eine langsame Variable erleben wir hingegen einen Relaxation-
prozess. So auch fiir die Magnetisierung, die lokal gegen das neu eingestellte Feld
relaxieren wird. Mit M ist offensichtlich auch eine eigene Orientierung verbunden,
d. h. M bricht die Symmetrie des Raumes. Es wére aber falsch damit hydrodynami-
sche Moden zu verbinden, da es sich um einen erzwungenen Symmetriebruch durch
ein aufleres angelegtes Feld handelt und nicht um einen spontanen Symmetriebruch.
Das unterscheidet M zum Beispiel von der (uniaxialen) nematischen Phase eines
Flissigkristalls. Die Variable ist hierbei ein sogenannter Direktor, also ein Vektor,
der die Vorzugsrichtung charakterisiert. Diese Variable zeigt aber ,echten® hydro-
dynamischen Charakter mit w(q — 0) — 0, was aber fiir die Magnetisierung gerade
nicht gilt. Dies ist der Grund weshalb man bestehende Theorien zu Fliissigkristallen
nicht auf die Magnetisierung eines Ferrofluids iibertragen kann [93].

Die Struktur dieser gefundenen Bewegungsgleichung liasst sich wieder mit der
standardisierten Prozedur aus Abschnitt 2.3 nachpriifen [7, 8, 89]. Noch ist allerdings
die konjugierte Variable der Magnetisierung vollig unklar,

de=...+h-dM. (7.9)

Dieses h lasst mit Hilfe einer Maxwell-Relation gewinnen. Es gilt

90, ~ 9B, mit H=B- M bzw. m = —0;j. (7.10)
— h=B“(M)—- B (7.11)

Die Integrationskonstante B! erhalt man durch die Forderung, dass die Magne-
tisierung im Gleichgewicht als eigenstdndige Variable zu verschwinden hat. Siehe
hierzu auch die Diskussion des nédchsten Unterabschnitts. In linearer Naherung ist
das Gleichgewichtsfeld B“/(M) mit M gerade iiber die magnetische Suszeptibilitét
x verbunden: B! = (1 + x) M /x. Andererseits lasst sich B! als Umkehrfunktion
der Gleichgewichtsmagnetisierung aus Gleichung (7.1) numerisch bestimmen [91].
Es gilt die wichtige Grofie des Spannungstensors bestimmen. Durch Ausfiihren ei-
ner zeitlichen Ableitung des Energiediffertials, ganz analog zum gewohnlichen Fluid
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und auch zu einem Granulat, und sukzessivem Einsetzen aller Bewegungsgleichun-
gen erhélt man folgendes Resultat [7, 8, 89

1

mit P=Ts+puo+v-g+H -B+h-M—c¢. (7.13)

Dabei haben wir die Einbindung von elektrischen Feldern fiir Ferrofluide bereits
vernachlassigt. Es ist o6fters iiblich die Anteile, die explizit nur Felder enthalten, als
Maxwell’schen Spannungstensor zu bezeichnen und quasi von den anderen Teilen
abzutrennen. Dies sollte man aber mit Bedacht ausfithren, da zum Beispiel das che-
mische Potential von B oder H auch von der Temperatur abhéngen kann. So kann
man die Teile nicht als voneinander getrennte Phanomene ansehen. Von der Sym-
metrie des Spannungstensors kann man sich tibrigens iiberzeugen wenn man das
Verfahren wie in Anhang A fiir Granulate anwendet. Wir verweisen fiir die explizite
Rechnung allerdings auf [91].

Damit waren die notwendigen Variablen eingebunden und die nétigen reaktiven
Anteile der Bewegungsgleichungen gekldrt. Die tibrigen Bilanzgleichungen lassen
sich wiederum [7, 8, 89] entnehmen, wobei wir diese im Laufe der Diskussion nicht
bendtigen werden.

7.2.2 Gleichgewichtsbedingungen

Wir hatten das Auffinden von den sogenannten Gleichgewichtsbedingungen als die
Maximierung des Entropiefunktionals unter Nebenbedindungen dargestellt, siehe
Abschnitt 2.2. Als Zwangsbedingungen dienen hier die Gleichungen 7.5, sozusagen
als Erhaltungssétze. Die Prozedur [89] fithrt auf

VxHy=0, VxE;=0 (und E;=0 Cfir einen elektrischen Leiter).
(7.14)

Beide Felder Hy ~ H — v x D/c und Ey ~ E + v x B/c sind dabei im lokalen
Ruhesystem definiert [89].

Wir finden aber durch die Entropiemaximierung eine weitere Bedingung. Die
Magnetisierung M ist an keinerlei Zwangsbedingung gekniipft. D. h. es gibt fir M
keinen Erhaltungssatz oder dhnliches. Beim Maximieren der Entropie spielt also die
Magnetisierung sozusagen keine Rolle. Im Gleichgewicht wird dann gelten miissen

7, 8, 89]:
h=0. (7.15)

Diese Eigenschaft teilt die Magnetisierung bzw. h zum Beispiel mit der granularen
Temperatur 7, oder auch mit dem chemischen Potential eines Photonengases. In
beiden Féllen war an die entprechende Variable keine Zwangsbedingung gekniipft,
was zur Folge hat, dass die konjugierte Variable im Gleichgewicht identisch ver-
schwindet. Die Bedinguung h = 0 entspricht der bisherigen Diskussion. Falls die
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Magnetisierung mit w7 < 1 im (oder sehr nahe am) Gleichgewicht ist, wird es
nicht notig sein M als eigenstandige Variable mitzunehmen. Zudem hatten wir h
als Abweichung des momentanen Feldes B vom Gleichgewichtsfeld B“/(M) darge-
stellt. D. h. wir haben eine konsistente Beschreibung zu h gefunden.

Die tibrigen Gleichgewichtsbedingungen lassen sich in Abschnitt 2.2 finden, die
wir hier nicht explizit ein weiteres Mal diskutieren miissen.

7.2.3 Dissipation

Als letztes geben wir die dissipativen Teile der Bilanzgleichungen 05 und Y an
7, 8],

1
05 = [g Vpp + ()\1 - g <)\2 + M? >\3>> M, h@] 5ij

1
—f-nvgj—f-i)\Q(Mzhj—f—M]hz)—f-)\gMzMnghg

+ ;M (M; (M x k), + M; (M x h);), (7.16)

)

+ M M v + Ao M, VY + A3 M; Mj M, U;‘)e + M Cikj My, M, U;)e. <717>

J Vg

Wir erkennen mit 7 und ¢ die tiblichen Viskositiaten einer Fliissigkeit. Die Kon-
struktion der dissipativen Anteile erfolgte dhnlich wie fiir granulare Materie. Durch
das Auftreten der magnetischen Felder wird die Isotropie des Raumes verletzt. Da
die Magnetisierung nicht im Gleichgewicht ist, hatte man sogar mehrere definierte
Richtungen im System. Es wurde jedoch mit der Richtung der Magnetisierung nur
eine Vorzugsrichtung gewahlt um die Theorie so einfach wie moglich zu halten. D.
h. die Richtung der Magnetisierung M diente als Konstruktionshilfe fiir die Onsa-
gerkoeffizienten. Wir erinnern an die Verzerrungen u;; mit denen man den Tensor
a;jke erstellen konnte. Die Parameter ); sind das Resultat eines solchen Vorgehens.
Beitrdage ~ \; sind Auflerdiagonalterme der Onsagermatrix, d. h. sie treten in meh-
reren dissipativen Stromen auf. Mit \; lassen sich also sich zwei thermodynamische
Kréfte mit v;; und h assoziieren. Damit sind die )\; ein Mass fiir die Kopplung
eines Geschwindigkeitsgradienten an eine Nichtgleichgewichtsmagnetisierung und
umgekehrt. Zudem hat man mit ) und vx noch zusatzliche Diagonalbeitrage zur
Onsagermatrix.

Im weiteren Verlauf werden wir allerdings nur einen Teil dieser recht grofien An-
zahl an Transportkoeffizienten nutzen. Die meisten werden aufgrund der gewahlten
Geometrie sowieso nicht mehr auftauchen. Andere Koeffizienten vernachlassigen wir
um die Theorie so einfach wie méglich zu halten [89]. Wir verwenden im folgenden
Kapitel nur 7, x/7 und Ay. Der Transportkoeffizient Ay wird entscheidend fur die
Beschreibung von kettenbildenden Ferrofluiden sein. Es konnte sogar schon ein Zu-
sammenhang zwischen A\ und den Partikelketten nachgewiesen werden [94, 95].
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Fiir den vollstdndigen Satz an Gleichungen verweisen wir wiederum auf die ein-
schlégige Literatur [7, 8, 89]. Zur Beschreibung der Effekte des nachsten Kapitels
gentigen die angegebenen Gleichungen. Damit haben wir alle notwendigen Werkzeu-
ge um ein Ferrofluid hinreichend gut beschreiben zu kénnen.



Kapitel 8

Strukturviskositat und Dilatanz

In Ferrofluiden lie8 sich beobachten, dass die gemessene Viskositat eine Funktion
des angelegten magnetischen Feldes H® ist. Solange man Ferrofluide betrachtet, die
keine Ketten bilden, ist diese Abhéngigkeit iiber einen grofien Scherratenbereich
gerade unabhéngig von der Scherrate. Man konnte fiir die Scherspannung folgendes
messen [84]:

Ouy ~ (H)?. (8.1)

H?® ist dabei der Betrag des angelegten Feldes. Desweiteren konnte festgestellt wer-
den, dass gewisse Ferrofluide noch weitere Abhéngigkeiten zeigten. Wie wir bereits
wissen, konnen die Nanopartikel unter bestimmten Umstanden in gewissen Mafle
agglomerieren, sie bilden Ketten, die sich entlang des angelegten Feldes ausrich-
ten. Dadurch ergibt sich fiir die Scherspannungskurven ein zusatzlicher Effekt. Die
Scherspannung scheint keine lineare Funktion beziiglich der Scherrate zu sein. Die
gemessene Viskositat ist also keine Konstante mehr hinsichtlich des angelegten Ge-
schwindigkeitsgradienten. Es kommt zu einem Strukturviskositétseffekt: Die gemes-
sene Viskositat nimmt mit zunehmender Scherrate ab [84, 88]. Dies lésst sich intuitiv
gut verstehen, da die Ketten bei starkeren Anregungen auseinander brechen werden.

Die experimentellen Aufbauten dhneln denen der verwendeten Messmethoden
fiir die Granulate. Dabei wurde zum Beispiel an Geometrien mit zwei Zylindern ge-
messen, wobei der innere Zylindern in Rotation versetzt wird. Andererseits gab es
auch alternative Aufbauten, so zum Beispiel ein cone-plate Rheometer, siehe hier-
zu [84]. Dieses Rheometer besteht aus einer (runden) Platte als unteren Abschluss
und einem kegelformigen Rotationskorper, dessen Spitze in der Mitte der runden
Platte aufliegt. Wird der Konus rotiert, ergibt sich ein Geschwindigkeitsprofil, das
dem der einfachen Schergeometrie dhnelt. Um die Homogenitét der Scherrate zu
gewahrleisten, muss der Winkel, den die untere Platte mit dem Kegel einschlief3t,
entsprechend klein gewahlt werden, d. h. der Kegel erscheint recht ,stumpf“ Fir
Ferrofluide stellt sich die zusétzliche Erfordernis, dass auch ein (homogenes) Ma-
gnetfeld iiber die ganze Messprobe hinweg zuverlassig bereitgestellt wird. Zudem
muss ausgeschlossen werden, dass eine freie Oberfliche die Messungen beeinflusst.
Wie wir wissen, bilden Ferrofluide Oberflachenstrukturen aus, die bei entsprechen-
der Grofle in die Messapparatur hineinragen kénnten. Diese Schwierigkeiten lassen
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sich aber bewiltigen, so dass wir einen guten Uberblick iiber das Scherverhalten von
Ferrofluiden bekommen kénnen [84].

8.1 Reduzierte Viskositat in Scherstromungen

Wir werden nun die Ferrofluiddynamik auf eine konkretes Phdnomen hin tiberprii-
fen. Es soll getestet werden, ob die Theorie die starke gemessene Scherverdiinnung
reproduzieren kann. Ziel wird es sein einen Ausdruck fiir die sogenannte effektive
Viskositét zu erhalten. Die reduzierte Viskositat ist im Allgemeinen definiert als

Neft = ~m n- (8.2)
Vgy
Die effektive Viskositéit kann also auch von Groéflen abhédngen, die nicht im Gleich-
gewicht sind, wie zum Beispiel der Scherrate. Wir zeigten, dass die ,eigentliche
Viskositét der Fliissigkeit n solch eine Abhingigkeit nicht zeigen kann. Zudem wére
es auch gar nicht notwendig solch eine Abhéngigkeit einzufiihren, schliefllich lassen
sich die Effekte mit den definierten Beitragen des Spannungstensors erklaren.

Als Geometrie wahlen wir die einfache Schergeometrie, siehe Abbildung 4.2. Das
System soll zudem stationar geschert werden und auflerdem suchen wir stationére
Losungen. Wir sehen also davon ab, so etwas wie eine einsetzende Scherstromung zu
diskutieren. Es gibt prinzipiell zwei Moglichkeiten ein (homogenes) dufleres Feld H®
anzulegen, das verschiedene qualitative Ergebnisse liefert, siehe hierzu Abbildungen
8.1. Ein Feld parallel zur z-Richtung auszurichten macht nicht viel Sinn, da dies zu
keiner effektiven Viskositéat fithren wiirde, die sich von 7 unterscheidet. Es gilt also
zwei verschiedene Versuchsgeometrien beziiglich des &ufleren angelegten Feldes zu
untersuchen.

8.1.1 Aufleres Feld H" senkrecht zur Stromungsrichtung

Zuerst besprechen wir die obere Konstellation aus Abbildung 8.1. Die Randbedin-
gungen fir die Felder wurden dabei gleich mit angegeben. Dadurch ergeben sich
folgende Felder (die z-Komponeten der Felder kénnen o. B. d. A. jeweils Null ge-
setzt werden und wurden deshalb weggelassen):

B- (%) H— (HQEM), M= <%y) (8.3)

Dies kénnen wir in die zu losenden Gleichungen einsetzen:

0 = Vyamy mit ny:Umy(Q,%BaM)a (84)
0 = VyO'yy mit O'yy:Uyy<Q>;)/7BaM)7 (85)
14+ X
M+ XM, = X B(M), (8.6)
1—A
2 2';}/Mx = X
T
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Abbildung 8.1: Dargestellt ist ein Ferrofluid in einfacher Schergeometrie zu den glei-
chen Bedingungen wie in Abbildung 4.2. Die Randbedingungen fiir die Geschwin-
digkeit sind dabei: v,(0) = 0 und v, (L) = vr. Die Bedingungen fiir die Felder sind
jeweils unterschiedlich. Fiir die obere Konstellation mit H* = H® - e, hat man:
H* = B,,. Fiir den unteren Aufbau mit H* = H* - e, erhilt man: H* = H,. Diese
Bedingungen lassen sich jeweils auf V - B =0 bzw. V x H = 0 zurtickfiihren.

Es handelt sich hierbei nacheinander um die z- und die y-Komponente der Im-
pulserhaltung. Die unteren zwei Gleichungen stellen die z- und die y-Komponete
der Magnetisierungsgleichung (7.8) in dieser Geometrie dar. Die Gleichung fir die
Massenerhaltung wird in dieser Geometrie automatisch erfillt und ist nicht weiter
zu beachten. Die Maxwell-Gleichungen haben wir nicht extra angegeben, wobei wir
diese im Prinzip schon mit der Angabe der Felder eingearbeitet hatten. Wir haben
dabei schon vorweg genommen, dass sich das System homogen in den Variablen
losen lasst. Man erhalt demnach eine tiber den Plattenabstand hinweg konstante
Dichte und eine konstante Scherrate 4 = vy, /L bzw. ein lineares Geschwindigkeits-
feld v, = 4 - y. Das Problem der Magnetisierungsgleichungen besteht nun darin,
dass wir keinen linearen Zusammenhang zwischen dem Gleichgewichtsfeld B/ und
M annehmen. Stattdessen verwenden wir die Langevinnaherung fiir die Gleichge-
wichtsmagnetisierung M“Y(B), siehe Gleichung (7.1), und bilden davon die Inverse.
Dies ist leider nur numerisch moglich. Eine beispielhafte Darstellung der Magneti-
sierung ist in Abbildung 8.2 dargestellt.
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Abbildung 8.2: Magnetisierungen als Funktion der angelegten Scherrate fiir ver-
schiedene Suszeptibilitdten bei senkrechtem &usseren Feld H". Zu Beginn wird M,
yaufgebaut” umd dann genauso wie M, durch die Scherrate sukzessive verkleinert
zu werden. Dieser Effekt ldsst sich auf die Zerstorung der Ketten zu héheren Scher-
raten interpretieren. Die Wert sind: M, ~ 12,6 - 1073 /J/m?, H* =2 - M,, 7 = 1s
und Ay =0, 2.

Fir diesen Versuchsaufbau reduziert sich die effektive Viskositéit auf folgendes,
1
s = 535 (1= X) M, (H* = Bg(M)) + (14 \g) M, (BE*(M) — M,)| . (8.8)

Dabei sind Bf? und By wieder diejenigen Funktionen, die numerisch berechnet
werden miissen. Das Verhalten von 7.ss bezliglich der Scherrate zu verschiedenen
Suszeptibiltdten ist in Abbildung 8.3 dargestellt.
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Abbildung 8.3: Effektive Viskositat als Funktion der angelegten Scherrate fiir ver-
schiedene Suszeptibilitdten bei senkrechtem &usseren Feld H". Wir erkennen, dass
ein grofleres y nicht zwangslaufig zu einer grofleren effektiven Viskositét fir alle
Scherraten fiihrt.

8.1.2 AuBeres Feld H” parallel zur Stromungsrichtung

Es gilt noch die untere Konstellation aus Abbildung 8.1 zu besprechen. Die Rand-
bedingungen fiir die Felder lassen sich wiederum der Unterschrift zur Abbildung
entnehmen. Die Felder lassen sich damit schreiben als (wobei wir wieder die un-
wichtigen z-Komponenten der Felder weggelassen haben)

B- (HGEM"”» H- (—Ij\;@)’ M= (%) (8.9)

Dies verwenden wir ein weiteres Mal um die zu l6senden Gleichungen zu vereinfa-
chen:

0 = V,o0, mit o, =040, 7, B, M), (8.10)
= V,o0, mit o, =o0,(0,% B,M), (811)

1+ A
il 2 4M,+ 2 M, = X(Bo(M) - H), (8.12)
2 T T
Ao —1 X
AM, = ~.BY(M). 1
2 7 T y< ) (8.13)

Es handelt sich hierbei wie fiir die vorherige Geometrie nacheinander um die z-
und die y-Komponente der Impulserhaltung. Die unteren zwei Gleichungen stellen
die z- und die y-Komponete der Magnetisierungsgleichung (7.8) dar. Auch hier gilt
wieder, dass sich die Magnetisierungsgleichungen nur numerisch l6sen lassen. Die
Komponenten der Magnetisierung M, und M, sind in Abbildung 8.4 fiir bestimmte
Materialparameter dargestellt.
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Abbildung 8.4: Magnetisierungen als Funktion der angelegten Scherrate fiir ver-
schiedene Suszeptibilitaten bei parallelem dusseren Feld H®. Wie fiir die Konstel-
laton mit senkrechten Feld wird M, zuerst ,aufgebaut“ umd dann genauso wie
M, durch die Scherrate sukzessive verkleinert zu werden. Die Wert sind wieder:

M, ~12,6-1073/J/m?, H*=2-M,, 7 =1sund Ay = 0,2

Die effektive Viskositéat stellt sich in diesem Versuchsaufbau folgendermasen dar:

Moty = 217 [V = 1) M, BS(M) + (14 Xo) M, (B(M) — M, — H)] . (8.14)

Die Darstellung der numerischen Losung fiir 7.5¢ beziiglich der Scherrate zu ver-
schiedenen Suszeptibiltédten ist in Abbildung 8.5 zu finden.

Eine ausfithrliche Diskussion aller Materialparameter findet sich in [91]. Wir
haben uns hier auf die Darstellung der numerischen Losungen zu verschiedenen
Suszeptibilitaten y beschrankt. Wir erkennen in den gefunden Kurven, dass eine
starkere Magnetisierbarkeit, d. h. ein grofleres y, nicht unbedingt zu allgemein gro-
Beren Werten fithren muss. Schon in den Abbildungen zu den Magnetisierungen
sehen wir, dass M, bzw. M, manchmal etwas ,trager” hinsichtlich der Scherrate
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Abbildung 8.5: Effektive Viskositat als Funktion der angelegten Scherrate fiir ver-
schiedene Suszeptibilitaten bei parallelem dusseren Feld H". Es kommt fiir groferes
X zu einem weiteren Effekt, der Scherverdickung genannt wird. Die effektive Vis-
kositéat steigt fiir bestimmte x mit der Scherrate zuerst an. Fiir groflere Scherraten
zeigen die Kurven die tibliche Scherverdiinnung.

fiir groBere x reagiert. Dies mag an folgendem liegen: Gréfer werdende x bedeuten
zunéchst auch den Anstieg aller Ergebisse zu M, M, fir alle Scherraten. Ab einem
bestimmten Punkt bei relativ niedrigeren Scherraten scheint die Tendenz der Aus-
richtung beziiglich des Gleichgewichtsfeldes der allgemeinen Erhéhung der Werte
fur | M| zu tiberwiegen. Und damit kann es vorkommen, dass M,, in einem gewissen
Scherratenbereich auch mal kleiner ist fiir groffere Suszeptibilitéten.

Die effektive Viskositét fir beide Versuchsgeometrien wurde in [91] schon in-
tensiv diskutiert. Wie erkennen den starken Abfall fiir grofler werdende Scherraten.
Dieser Scherverdiinnungseffekt ist charakteristisch fiir Ferrofluide, die Ketten aus
den Nanopartikeln bilden. Dabei sind Viskositéaten dieser Groflenordnung durchaus
tiblich [84]. Die Relaxationszeiten wurden jeweils mit 7 = 1 s gewahlt. Dies ist eine
realistische Annahme fiir die kettenbildenden Teilchen eines Ferrofluids, wie in [93]
gezeigt werden konnte.

Das Verhalten von Ferrofluiden unter einfachen Scherbedingungen bei verschie-
dentlich angelegten &ufleren Feldern wurden im Rahmen eines linearen Ansatzes
beztiglich B“/(M) = (1 + x) M /x ebenfalls schon diskutiert [36, 96]. Die analyti-
schen Berechnungen zeigten das Ausbilden von Maxima in den Kurven der effektiven
Viskositat. Es stellte sich heraus, dass diese Maxima von den Werten fiir y und A,
abhingen. Im Rahmen des vorliegenden Abschnitts konnte zumindest fiir parallel an-
gelegte auBlere Felder bestétigt werden, dass auch mit einem nicht-linearen Ansatz
der Gleichgewichtsmagnetisierung solche Maxima auftreten konnen. Ein Ferrofluid
sollte neben der Strukturviskositat also auch dilatantes Verhalten zeigen. Solche
Maxima deuten moglicherweise auf folgendes hin: Fiir grofler werdende Scherraten
werden zwar die Ketten im Durchschnitt kleiner sein, aber es konnte auch die von
der Scherrate abhangige Ausrichtung der Ketten in der Stromung eine Rolle spielen.



120 KAPITEL 8 STRUKTURVISKOSITAT UND DILATANZ

8.1.3 Magnetisierung nahe am Gleichgewicht

Die berechneten Kurven sind letztlich Resultat der Annahme grofler Relaxationszei-
ten 7 bzw. w T ~ 1. Nur dann ist die Magnetisierung eine eigenstédndige Variable und
es kommt zu den besprochenen Scherratenabhéngigkeiten der Viskositat. Wir tiber-
priifen nun das Ergebnis auf das Limit fiir kleine Relaxationszeiten 7 bzw. wr < 1.
Dabei ist 1/w die Zeitskala des Labors. Wir identifizieren w mit der Scherrate ¥
fiir dieses Experiment. Der Ubergang zu kleinen Relaxationszeiten bedeutet auch,
dass wir es mit Ferrofluiden zu tun haben, die keine Ketten bilden werden. D. h.
wir konnen Ay = 0 setzen. Wir betrachten zuerst die Konstellation mit senkrechtem
aufleren Feld H”. In der Magnetisierungsgleichung (8.7) ldsst sich mit 47 < 1 der
Term ~ M, vernachlédssigen. M, ist in dieser Ndherung selbst eine kleine Grofie und
damit ist der Term quadratisch klein gegen die beiden anderen dieser Gleichung.
Wir bekommen folgendes fiir die Gleichgewichtsfelder:

YT
B =M, + - M,,
T +2X Yy

B ~ H°. (8.16)

(8.15)

Dies setzen wir in die effektive Viskositat aus Gleichung (8.8) ein und erhalten

Ness & 7=+ My, (8.17)

Gehen wir noch einen Schritt weiter und ndhern By ~ (1 + x) M, /x ergibt sich
M, ~ x H*/1 + x. Die effektive Viskositét ist nach dieser Naherung gerade

~ T X a\2
5 L T xR (H)". (8.18)
Dieselbe Rechnung lasst sich fiir die Konstellation mit dem &ufleren Feld parallel
zur Stromungrichtung durchfiihren. Diesmal kénnen wir den Term ~ M, in der ers-
ten der beiden Magnetisierunggleichungen (8.12) vernachlassigen. Schlielich wird
in dieser Geometrie und Néherung M, eine kleine Grofie sein und der Term wird
quadratisch klein gegeniiber den anderen Beitragen sein. Wir bekommen

B ~ M, + H", (8.19)
o _ _ T
Byl = =g Mo (8.20)

Die effektive Viskositét ergibt in dieser Ndaherung
T 2

T]eff ~ R . Mac (821)

Wir erkennen ein sehr &dhnliches Ergebnis wie fiir die Geometrie mit senkrechtem
Feld. Nahern wir zusétzlich B ~ (1 + x) M, /x erhdlt man diesmal M, ~ y H*
und man bekommt fiir die effektive Viskositéat

T a
Nesf ™ 7 X (H*)?. (8.22)
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Die Ergebnisse fiir 7. s zu den beiden Konstellationen sind tibrigens absolut aqui-
valent, wenn man beachtet, dass H* wegen den Anschlussbedingungen der Maxwell-
Gleichungen zu unterschiedlichen inneren Feldern ,, gehort®. Fiir das senkrechte du-
Bere Feld hat man H* = B, ~ (1 + x) M°?/x und fiir das parallele Feld ergibt sich
H®* = H, ~ M*/x. In beiden Féllen lautet das Ergebnis n.rf ~ 7 (M*?)?/4 . Wir
erhalten also die in der Einfiihrung erwéhnte quadratische Abhédngigkeit von 7., fir
das angelegte magnetische Feld. Gleichzeitig fillt die Scherratenabhangigkeit weg,
d. h. im Limes kleiner Relaxationszeiten bzw. fiir nicht-kettenbildende Ferrofluide
wird man keine Scherverdiinnung beobachten. Dies deckt sich mit den experimen-
tellen Beobachtungen [84, 88]. Zudem haben wir das Ergebnis fritherer theoretischer
Arbeiten zu der feldinduzierten Viskositatserhohung gezeigt [84, 92]. Die Naherung
wT < 1 beinhaltet letzlich auch, dass die Magnetisierung als eigenstandige Variable
tiberfliissig wird. Es hétte eine Betrachtung der dissipativen Anteile der Hydrodyna-
mischen Mazwell-Theorie ausgereicht um diese feldinduzierten Viskositétserhohung
zu beschreiben [89]. Nichtsdestotrotz ergibt die Bildung des Limes das identische
Resultat und ist damit konsistent.
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Kapitel 9

Scherwelle und der Maxwell’sche
Spannungstensor

In diesem Kapitel diskutieren wir das Problem der Moglichkeit einer elastischen
Welle in einem Ferrofluid bei angelegtem Magnetfeld. Wir werden uns dazu das hy-
drodynamische Modenspektrum genauer ansehen. Im Speziellen berechnen wir die
Mode der Geschwindigkeit, d. h. wir untersuchen insbesondere den elektromagneti-
schen Teil des Spannungstensors (Maxwell’scher Spannungstensor). Die Geometrie
kann man sich an Hand von Abbildung 9.1 klar machen. Das Ferrofluid soll in
y-Richtung unendlich ausgedehnt sein und in eben diese Richtung eine Welle aus-
bilden. Die Anregungsgeschwindigkeit muss hierzu die z-Komponete der Geschwin-
digkeit v, sein. In z-Richtung habe das Ferrofluid eine endliche Ausdehnung, wobei
der genaue Wert uns nicht zu interessieren braucht. Ebenso vernachlassigen wir die
Ausdehnung des Fluids in z-Richtung, so dass wir faktisch ein zweidimensionales
Problem vorliegen haben. Die ,Wande“ des Fluids sollen sich frei bewegen kon-
nen, d. h. die Umgebung soll keinen mechanischen Einfluss auf das Fluid haben.
Dies stellt natiirlich gewisse Forderungen an die experimentelle Uberpriifbarkeit. So
konnte man als Umgebung eine Fliissigkeit wahlen, deren Viskositét weit unterhalb
der Viskositat des Ferrofluids mit angelegtem Magnetfeld liegt. Das angelegte ma-
gnetische Feld H” sei zudem im ganzen Raum homogen verteilt und das Ferrofluid
nehmen wir als inkopressibel an, vy = 0. Wir sehen auflerdem von einem ,,unteren*
und/oder einem ,oberen“ Rand der Geometrie ab um weitere Randeffekte zu ver-
meiden. Wir wollen hier nur die prinzipielle Existenz einer Scherwelle zeigen.

Die Anschlussbedingungen der Felder wurden wie iiblich mit V x H = 0 und
V - B = 0 berechnet, so dass wir die Felder im um den Winkel o gedrehten Koor-
dinatensystem angeben kénnen:

He HY— M M,
— n — n n = " . 1
B (Hf+”'t>’ H ( e ) M (NJ (9.1)

Die Feldkomponenten in z-Richtung haben wir Null gesetzt und weggelassen. Wir
gehen davon aus, dass das ,Wackeln“ an H keine nenneswerten elektrischen Felder
verursacht, wir machen also eine quasistationidre Naherung der Felder und Strome
werden sowieso keine flieflen.

123
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Abbildung 9.1: Ausschnitt aus der Wellenpropagation in einem Ferrofluid. Die Scher-
welle bewege sich in y-Richtung wobei die Anregung in xz-Richtung erfolgt. Zu sehen
sind zwei Koordinatensysteme, die um den Winkel o gegeneinander gedreht sind.
Der Winkel a(y) definiert die momentante Auslenkung der Tangente am Rand des
Ferrofluids beziiglich des d&ufleren homogenen Feldes H* = H® - e,,.

Die Angabe der Felder im n-t-Koordiantensystem ist leider etwas unpraktisch,
da die Anregungsrichtung beziiglich x definiert wurde. So miissen wir die Felder in
das ungedrehte z-y-Koordiantensystem iiberfiithren:

B_ sina (sina - M, — cosa - M)
- \H*+cosa(cosa- My, —sina - M) )’

7 —cosa (sina - M, + cosa - M)
- \H*—sina(cosa- My +sina - M) )’

M= Géy) . (9.2)

Wir werden néhern, dass das System beziiglich der y-Richtung fiir alle y im Gleich-
gewicht sein soll, d. h. wir betrachten nur kleine Abweichungen aller Grélen in
x-Richtung. Dies beinhaltet insbesondere kleine Winkel o und fiir die magnetischen
Felder M, ~ x H®. Betrachtet man sich (9.2) genauer, muss mit dieser Forderung
auch M, eine kleine Gréfe sein. Die Kleinheit des Winkels v wird durch das Verhéalt-
nis der Amplitude der Auslenkungsgeschwindigkeit ¢, zu der Wellengeschwindigkeit
(oder der maximalen Auslenkung der Anregung in z-Richtung zu der Wellenlénge)
hergestellt. Dadurch ergeben sich gendherte Ausdriicke fiir die Felder:

[ —axH" _[—axH*— M, [ M,
BN<<1+X)Ha>7 HN( He )7 MN(XHa . (93>
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Die notwendigen Bewegungsgleichungen sind die z-Komponente der Impulser-
haltung, wobei wir den Spannungstensor mit Gleichung (7.12) kennen. Auflerdem
haben wir die z-Komponente der Magnetierungsgleichungen auszuwerten. Die y-
Komponente der Impulserhaltung und die Massenerhaltung wird mit den gemach-
ten Néherungen identisch erfiillt. Zudem hatten wir M, ~ H®/x gesetzt, so dass
die y-Komponente der Magnetierungsgleichungen ebenfalls nicht betrachtet werden
muss. Nach Auswertung der Nédherungen erhalt man:

1
00,0, +V, —Hsz—§(1+)\2)thy—g-Vyvm —0, (9.4)
1 1
at M, — 5 (1 -+ )\2) Myvy Vp = _K hy mit h,~ +x M, — B,. (95>
T X

Wir haben fir B“/(M) die lineare Variante mit B“Y = (1 + x) Mx gewahlt. Die
numerische Variante kann dann fiir eine genauere Rechnung verwendet werden, fiir
die auch die anderen Naherungen weggelassen werden.

Es fehlt eine Bewegungsgleichung fiir den Winkel o = a(y). Eine geometrische
Betrachtung fithrt auf (wobei tan a ~ o genahert wurde):

Ora = —V,v,. (9.6)

Als Zwischenergebnis hat man ein linearisiertes gekoppeltes Differentialgleichungs-
system in den Variablen v,, M, und « erhalten. Wir kénnen dieses System an Glei-
chungen mit Hilfe der Methode der Fourier-Transformation lésen [13], wobei fir eine
beliebige Grofle f gilt:

fy,t) = / /f(qy,w)ei(qyy_m)dwdq (9.7)
mit
O fy,t) = —iw f(y, 1), und V, f(y,t) =iq, f(y,1) (9.8)

Dabei ist f (gy,w) die transformierte Funktion. Fir f stellen wir uns nun unsere drei
Groflen vor und erhalten dann drei Integralgleichungen. Durch die Linearisierung ist
es moglich die Integranden als Gleichungssystem aufzufassen, das seinerseits durch
die Beziehungen (9.8) jetzt von algebraischer Natur ist.

Nach einer gewissen Umformungsarbeit erhélt man schliellich

2r _ L (AXO X+ @T)XBHN A= X)X\ ey 2
T 49< (1+x)? + (w7)? >(H)q”

~5o =2+ (x = 5 (14 (14 )

TWT
X HY? ¢ 0,
(1+X)2+(wr)2< S
n

—i 25" q; Un (9.9)
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Eigentlich haben wir noch nicht das endgiiltige Resultat w = w(q,). Stattdessen
handelt es sich um eine Gleichung vierter Ordnung in w, die man noch l6sen miisste.
Wir werden das Problem aber parametrisch 16sen, da Gleichung (9.9) als folgende
Funktion aufgefasst werden kann: w = w(g,,w 7). D. h. wir werden das Ergebnis fir
w7 > 1und w7 <K 1 auswerten.

e wT>1
W= 4XQ(3+>\§+(1—/\2)2X) (H)* g
_i277gwq5 (9.10)
1 9 2 2 772 21/2
w = i2Q<QX [3+)\2+<1—)\2) X](HQ) _4'%) Qy
_Z-"Q.q; (9.11)
o wT K1
w? = Z(H“)qu—igg-wqj (9.12)
1/2
w = i;@ <4QX(H“)2—T~Q§>/ qy—ifg'q; (9.13)

Solange das Argument von ()1/ ? positiv ist hat die Geschwindigkeit v, reelle Moden.
Der abklingende Teil der Losung zeigt erwartungsgemaf ein Verhalten ~ 7. Die
Moden sind also nicht rein diffusiv und es ist prinzipiell moglich eine propagierende
Welle durch ein Ferrofluid zu beobachten. Wir erkennen, dass der Parameter A,
fiir den Grenzfall wT < 1 keine Rolle mehr spielt. In diesem Limit spielen die
Suszeptibiltidt und das angelegte Feld H* die entscheidende Rolle.

Wir werten beide Falle noch weiter aus. Fir hinreichend kleine g, (hydrodyna-
mischer Grenzfall) erhilt man fiir die Wellengeschwindigkeit

z\/f V3N (1= ) - H (0.14)

Nehmen wir iibliche Werte fiir ein Ferrofluid mit y ~ 1,5 und ¢ ~ 103 kg/m? erhalt
man fiir die Wellengeschwindigkeiten etwa:

m H®
c~0,04— - )
s /] m?

Das Feld H* wird sich im Bereich ~ 20 ,/.J/m3 bewegen und wir konnen eine Wellen-
geschwindigkeit von circa 0,75 m/s abschétzen, also durchaus in einem messbaren
Bereich.

(9.16)
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Fir den Grenzfall w7 < 1 bestimmen wir zudem noch die Abklingldnge /,,.
Diese GroBe gibt an nach welcher Strecke die Welle auf 1/e ihrer urspriinglichen
Amplitude abgesunken ist. Dazu muss die Funktion g, (w) durch Invertieren der oben
gefundenen Lésung ermittelt werden und mit ¢, = 1/Im (¢,) ausgewertet werden,

2 1/4
L‘W2+X2 )25 1
ﬁy(W,Ha):(4 ) ) -csc(

N 5 arctan [2;22)2]) S (9.17)

0 .
e H 2 =100(Jm3)Y2
—___ H2=10
1067 \\\\ 77777 Ha=1 E
A < AN . H2=01
o N \\*~
< 1000
S~

Oml L L L
0.1 1 10 100 1000 10* 10°

w(H2)

Abbildung 9.2: Abklinglange ¢, als Funktion der Kreisfrequenz w fiir verschiedene
angelegte Felder H®. Stéarkere Felder lassen die Welle lamgsamer abklingen, wohin-
gegen groffere Anregungen w zu einem starkeren Abklingen fiithren.

Es konnte also eine prinzipielle Existenz einer propagierenden Welle durch ein
Ferrofluid festgestellt werden. Offensichtlich ist dies nur moglich durch die Existenz
elektromagnetischer Anteile im Spannungstensor, d. h. die Teile, die zusammenfas-
send auch Maxwell’scher Spannungstensor genannt werden. Gestiitzt wird die Lo-
sung durch die hohe Suszeptibiltéit eines Ferrofluids mit y ~ 1. Ein kleines y wiirde
sehr schnell den Bereich einer propagierenden Welle einschréinken, da es schwierig
werden wiirde entsprechende g, zu finden, die einen Realteil in w(g,) zulassen. Die
Giiltigkeit dieser Losung ist, wie wir erwédhnt hatten, auf kleine Anregungsamplitu-
den im Vergleich zu der Wellengeschwindigkeit eingeschrankt. Ansonsten lasst sich
die Kleinheit des Winkels o und der Magnetsierungskomponente M, im Vergleich
zu M, nicht gewahrleisten.
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Kapitel 10

Zusammenfassung

Der Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Anwendung bestehender hydrodynamischer
Theorien auf das Flieverhalten granularer Materie und von Ferrofluiden. Wir leiten
dazu die notwendigen Gleichungen ab und losen diese zu verschiedenen Versuchs-
geometrien und Randbedingungen. Ziel ist es verschiedene beobachtete Effekte min-
destens qualitativ beschreiben zu konnen um die Giite der verwendeten Theorien
herauszuarbeiten.

Zuallererst stellen wir die hydrodynamische Methode in Kapitel 2 am Beispiel ei-
nes gewohnlichen Fluids vor. Eine hydrodynamische Ansatz ist dabei eine makrosko-
pische Beschreibung kondensierter Materie unter Einbeziehung dissipativer Effekte
im Grenzfall kleiner dulerer Anregungen, bzw. Abweichungen vom Gleichgewicht.
Grundlage dieser Methodik sind dabei Erhaltungssitze und Symmetrieprinzipien.
Daraus lassen sich die reaktiven Anteile der Bewegungsgleichungen gewinnen. Die
irreversiblen Anteile der Bewegungsgleichungen lassen sich aus einer Maximierung
der Entropie und der Konstruktion einer Koeffizientenmatrix nach dem Onsager-
prinzip erhalten.

Der erste Teil der Arbeit ist den Granulaten gewidmet. Zu Beginn von Ka-
pitel 3 geben wir eine kurze Einfithrung in die allgemeinen Eigenschaften dieser
Materialklasse. Danach stellen wir die hydrodynamische Theorie vor, die wir in
den nachfolgenden Kapiteln anwenden werden [2-6]. Wir stellen dabei explizit die
,heuen“ Zustandsvariablen vor, die von M. Liu und Y. Jiang in die hydrodynami-
sche Beschreibung fiir Granulate eingebunden wurden. Im Wesentlichen sind dies
eine transiente Elastizitat und eine mesoskopische, granulare Temperatur Tj. Die
Transienz der Elastizitét ist ein wesentliches Merkmal, da (trockene) Granulate bei
Anregung die Tendenz haben kénnen, mechanisch instabil zu werden. Die granulare
Temperatur ist dabei ein Maf fiir die Energie der ungerichteten, zufalligen Bewe-
gungen der Korner des Granulats untereinander. Beide Phinomene sind iiber die
dissipativen Anteile ihrer Bewegungsgleichungen aneinander gekoppelt. In Abschnitt
3.2.6 werden wir die vorhandene Theorie im Einklang mit der hydrodynamischen
Methode um zusétzliche dissipative Teile weiterentwickeln.

Den ersten beobachteten Effekt werden wir in Kapitel 4 besprechen. Es handelt
sich hierbei um die Beobachtung einer perfekten Plastizitét, solange die Verformun-
gen, die am System geleistet werden, relativ klein sind. Im Wesentlichen heifit das,
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dass die gemessene Scherspannung unabhéngig von der gewéhlten Rate der aufe-
ren Anregung ist. Wir sind hierbei interessiert diesen Effekt qualitativ aufzuzeigen
und wahlen dazu eine einfache Schergeometrie. Es folgt eine Betrachtung eines sta-
tiondren Systems und l6sen die Gleichungen fiir die elastischen Verzerrungen und
beziehen die granularen Temperatur in die Betrachtung mit ein. Aus dem Zusam-
menspiel von Elastizitat und der granularen Temperatur 7, ergeben sich elastische
Verzerrungen, die ausschlieilich von Materialparametern abhéngen. Fiir den Span-
nungstensor bedeutet dies ebenfalls, dass man eine Losung erhélt, die unabhéngig
von den Raten der Anregung ist. Damit kann die perfekte Plastizitét eines Granu-
lats erklart werden. Zudem werden wir eine einsetzende Scherstromung besprechen
und diese mit gangigen experimentellen Beobachtungen vergleichen.

Nun werden Granulate auch starkeren Verformungen, bzw. Anregungen ausge-
setzt sein und die granulare Temperatur 7, wird dabei eine zentralere Rolle ein-
nehmen. In Kapitel 5 werden wir diesen Bereich der granularen Phdnomene bespre-
chen. Solche starken Anregungen fiithren zu vollig anderem Verhalten der gemessenen
Spannungen. Je nach experimentellem Aufbau und Randbedingung, verhalten sich
die Messkurven unterschiedlich. Meist wird das Verhalten der Scherspannung in Ab-
hangigkeit der Rate einer Scherverformung diskutiert. Das Spektrum reicht dabei
von einer quadratischen bis zu einem nahezu Verschwinden der Abhéngigkeit von der
Rate. Wir losen im Laufe dieses Kapitels die Bewegungsgleichungen fiir verschiedene
Versuchsgeometrien, wobei wir sukzessive Gravitation und eine freie Oberflache mit
in die Diskussion einbeziehen werden. Zudem vergleichen wir die gewonnenen theore-
tischen Resultate mit experimentellen Ergebnissen um quantitative Werte fiir einen
Teil der Materialparameter zu erhalten. Es zeigte sich, dass die Abhangigkeiten von
der Rate der Anregung im Wesentlichen auf zwei unterschiedliche Randbedingung
zurlickzufiihren sind. Allerdings ist ein gewisser Unsicherheitsfaktor die Angabe der
Transportkoeffizienten als Funktion der Materialdichte. Diese sind mitentscheidend
fiir das Verhalten der Spannungskurven. So muss der Bereich der gemachten Ansétze
weiter eingeschrankt werden, wobei dies mit weiteren Berechnungen, Simulationen
oder experimentellen Beobachtungen geschehen muss. Nichtsdestotrotz konnte das
Verhalten qualitativ sehr gut wiedergeben werden und eine Einteilung der Effekte
nach Randbedingung gefunden werden.

Nachdem langsame und schnelle Verformungen besprochen wurden, wird in Ka-
pitel 6 der sogenannte Zwischenbereich betrachtet. Wir 1osen dafiir die Bewegungs-
gleichungen fiir die elastischen Verzerrungen und die granulare Temperatur und
betrachten jedoch diesmal den Spannungstensor fiir den gesamten Verformungsbe-
reich. Auch hierbei ist es entscheidend welche Randbedingung man fiir das granu-
lare System wéhlt. Fiir ein sogenanntes Druckkontrolliertes Experiment lasst sich
ein interessanter Effekt beobachten. Fiir relativ kleine Verformungen haben wir ein
perfekt plastisches System und fiir grole Verformungen ein System, das in gewisser
WeiSe von der Rate der Verformung abhingt. Es zeigt sich, dass der Ubergang nicht
zwingend monoton sein muss, d. h. es ldsst sich eine ,,Einbuchtung®, d. h. ein Mini-
mum in der berechneten Spannung beobachten. Dies entspricht den experimentellen
Beobachtungen, welche wir im Rahmen dieses Kapitels beschreiben kénnen. Zudem
diskutieren wir den in Experimenten beobachtbaren Effekt des Scherbands. Dies ist
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eine alternative Losung zu einem homogenen System. Dabei entstehen zwei Bereiche
der Losung. Ein Bereich ruht und ist durch die elastischen Verzerrungen gegeben,
wohingegen der zweite Bereich von der granularen Temperatur 7, dominiert ist und
damit fluiden Charakter zeigt. Es zeigen sich gewisse Analogien zu einem van-der-
Waals-Gas. Die beiden Bereiche lassen sich gegeneinander verschieben, ohne dass
dabei die angelegte Spannung verandert wird.

Wir konnen feststellen, dass die verwendete hydrodynamische Theorie die Quali-
téat hat ein umfassendes Spektrum an granularen Phanomenen zu erkléren. Es gelang
verschiedenste Bereiche der experimentellen Beobachtungen zu beschreiben und mit-
einander zu verbinden. Als Ausblick sollte die Theorie zusétzlich auf kompliziertere
Geometrien angewendet werden, die es erforderlich machen das Gleichungssystem
numerisch zu losen.

Der zweite Teil der Arbeit beschaftigt sich mit Ferrofluiden, d. h. stark magne-
tisierbaren Fliissigkeiten. Wir geben wieder mit Kapitel 7 eine kurze Einfithrung in
Aufbau und Phanomenologie der Ferrofluide. Ganz analog zu den Granulaten soll
wiederum eine hydrodynamische Theorie verwendet werden [7, 8, 89, 90]. In diesem
Kapitel erweitern wir die Hydrodynamik des gewohnlichen Fluids um die notigen
Zustandsvariablen, die von H. W. Miiller und M. Liu eingefiithrt wurden. Die hydro-
dynamische Beschreibung muss dabei um die elektromagnetischen Felder erganzt
werden. Im Allgemeinen sind die magnetischen Felder B, H und die Magnetisie-
rung M im Gleichgewicht, so dass es nicht notwendig ist M als explizite Variable
in eine Theorie einzubinden. Fiir die makroskopische Beschreibung der Ferrofluide
ware das aber nicht hinreichend. Die Magnetisierung M zeigt sich als eigenstandige
makroskopische Grofle, die das Aufstellen einer unabhingigen Bewegungsgleichung
notwendig macht. Wir stellen zum einen diese Bewegungsgleichung vor und skizzie-
ren zum anderen die hydrodynamische Methode.

Fiir ein Ferrofluid zeigten sich erstaunliche Effekte unter dem Einfluss duflerer
Magnetfelder. Wir diskutieren in Kapitel 8 die Moglichkeit eine Strukturviskositéat
oder auch Scherverdiinnung genannt. Erhoht man die Rate der Verformung lasst sich
beobachten, dass die Viskositat immer kleiner wird. Es zeigt sich im Rahmen dieses
Kapitels, dass die Mitnahme der Magnetisierung M gerade diesen Effekt beschreiben
kann. Es werden zwei verschiedene Feldkonstellationen in einfacher Schergeometrie
berechnet und der Scherverdiinnungseffekt nachvollzogen. Der Zusammenhang zwi-
schen Magnetisierung und den tibrigen magnetischen Feldern im Gleichgewicht wird
dabei nicht wie tiblich linear angesetzt, d. h. M = y H. Stattdessen wird dafiir die
Langevin-Funktion gewahlt, die einen Sattigungsbereich fiir die Magnetisierung vor-
sieht. Dadurch ist es nicht mehr moglich analytische Berechnungen anzustellen und
die Gleichungen werden numerisch gelost. Es zeigt sich, dass sogar ein Scherver-
dickungseffekt (Dilatanz) fiir ein Ferrofluid méglich ist und bestétigen damit eine
bereits vorhandene analytische Rechnung mit linearem Ansatz. Mit der Struktur-
viskositdt kann ein wesentliches Merkmal der Beobachtungen an einem Ferrofluid
wiedergegeben werden.

In Kapitel 9 diskutieren wir das Ausbilden einer elastischen Scherwelle in einem
Ferrofuid. Dazu lésen wir den relevanten Teil des hydrodynamischen Modenspek-
trums und erhalten eine Dispersionsrelation fiir die Geschwindigkeit. Die Welle pro-
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pagiert demnach senkrecht zu der Anregungsrichtung und hat dabei nicht nur die
iiblichen diffusiven Anteile proportional zu der Fluidviskositat. Zuséatzlich ergeben
sich Anteile, die auf den Maxwell’schen Spannungstensor zuriickzufiithren sind. Diese
Teile ergeben bei entsprechend hoher Materialsuszeptibilitiat einen elastischen Teil
in der zu Grunde liegenden Dispersionrelation.



Anhang A

Rotation des Koordinatensystems

Wir werden ein granulares System in gegeneinander rotierten Koordinatensystemen
betrachten und daraus Symmetrieinformation beziiglich der Spannungen bzw. der
Verzerrungen ableiten.

Es soll ein granulares System zu gegebenen s, s, 0, u;; und g betrachtet werden.
Das Koordinatensystem in dem das System definiert ist drehen wir um einen belie-
bigen Winkel und weisen dieser Rotation den Vektor ¥ zu. Der Zusammenhang zu
der iiblichen Rotationsmatrix R,; lautet folgendermaflen:

dRm‘ = &ijk Raj d’l?k (Al)

Skalare Groflen verhalten sich invariant unter Rotationen des Koordinatensys-
tems, d. h. wir konnen schlieflen:

de =ds =ds, =do=0. (A.2)

Dies gilt nun nicht mehr fiir Tensoren hoherer Stufe. Wir miissen also die Geschwin-
digkeit v, die Spannungen 7;;, die Impulsdichte g und die Verzerrungen u,; mit Hilfe
der Rotationsmatrix R,; transformieren,

Vo = RaiVi, Tap = Rai Rpj Tij,  Ga = Rai Gi,  Uap = Rai Rpj wij; (A.3)
bzw.
dga =G dRai (A4)
= €k Raj g AUy, (A.5)
duap = ui; Rgj dRa; + uij Rai dRg; (A.6)
= Uyj Eior Row Rpj AUy + uyj €01 Ry Roi AUy, (A7)

Zum besseren Verstandnis erinnern wir an die Figenschaften einer Rotationsmatrix,

Rai Raj = 5ij und Rai Rﬁz = 5aﬁ-
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Diese Informationen nutzen wir fiir das Energiedifferential eines granularen Sys-
tems, siehe (3.11), und erhalten

0= —Tap (ui]’ Eitk Rag jo dﬂk + Uqj € ek Rﬁg Rai d??k) + Vg Eijk Raj [ dﬁk (AS)
= — (&iok Toj Wij + €5k Tip Wij) A0y + €555 vj g5 A (A.9)

Die Impulsdichte kennen wir mit g = o v. Der Term ~ v; g; wird also aufgrund der
Symmetrie von v; v; bzw. der Antisymmetrie von ¢, identisch verschwinden.

Der Drehwinkel 9 kann beliebig gewéhlt werden, d. h. der Ausdruck in den
runden Klammern aus (A.9) kann bereits Null gesetzt werden und wir erhalten

0 =¢cmmmn (W@k Uk + Tre ukm) (AlO)
oder
O:mkujk—I—ﬂkiukj—ijuik—ﬂkjuki. (All)

Da wir wissen, dass u;; als auch m;; symmetrisch sind, reduziert sich die gefun-
dene Relation auf

Tk Ujk = Tjk Uik (A12)



Anhang B

Anschluss an die elastischen
Gleichungen

Wir zeigen die Notwendigkeit des Wegfalls eines in 7}, konstanten Terms 7, im
Ansatz zur granularen Viskositat 7, = 1, T,. Dazu sollen die (vereinfachten) Bewe-
gungsgleichungen zu u;; allgemein gelost werden.

Die linearen, elastischen Bewegungsgleichungen von wu;; und deren homogene
Loésungen fiir gegebenes v;; sind:

O Ui = Uiy, (B-l)

— um(t) = Uj5,0 + Vij t. (B2>

Es ist w0 = w;;(t = 0).

Nun betrachten wir die Gleichungen mit dissipativem Anteil

i 1
Oyuij = (1—a)v; — % mit - = ATy, (B.3)

Der Einfachheit wegen haben wir darauf verzichtet verschiedene Materialkoeffizien-
ten fiir den spurlosen und den Spuranteil zu wahlen. Es soll nun eine Losung im
Bereich kleiner Anregungen v;; — 0 gefunden werden um untersuchen zu kénnen
ob der Anschluss an die Losung der elastischen Gleichungen gelingt.

Wir erinnern uns an die stationédre Losung fiir die granulare Temperatur, siehe
Gleichung (4.24),

2
dy/v;, <1

~ Adv;. (B.4)

2

ATy, =Ad (d v,%e) v

Das war das Ergebnis falls man n, = n, T, und v = o + 71 T, wahlt.
Wir setzen die Losung fiir 7Tj; in die Bewegungsgleichungen ein, lésen diese und
entwickeln anschliefend w;;(t) fir kleine v;;:

U”@) = uij,O + (1 — Oé) Uij t+ O(,UI%E) 4+ ... <B5>
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Daran lassen sich zwei Dinge ablesen. Um der elastischen Losung fiir verschwinden-
de Anregungen zu entsprechen muss a ~ T, gelten. Der Beitrag ~ av;; ist dann
von hoherer Ordnung und wird bei der Bildung des elastischen Limes keine Rolle
spielen. Zum anderen erkennen wir, dass der Ansatz mit 7y = 0 keinen Term ~ v;;
liefert und daher in der Nahe der elastischen Losung (mindestens) quadratisch in
v;; abklingt.

Jetzt soll die Variante mit n, = ng +n: T, und v = 7o + 71 T, betrachtet werden.
Lost man damit die Gleichung fir 7}, erhélt man diesmal fiir kleine Anregungen v;;:

ATgmA,/szgj. (B.6)

Wir losen wieder die Bewegungsgleichungen von u;; und erhalten fiir kleine v;;

ui(t) = wijo + (1 =) vyt = A ZO v uiot + Ovgg) + - .. (B.7)
0

Selbst mit der Annahme, dass a im elastischen Limes verschwindet, haben wir
Schwierigkeiten dieses Ergebnis in die elastische Losung (B.2) zu iberfithren. Im
Gegensatz zum Ansatz mit ny = 0 liefert die Entwicklung einen in v;; linearen Term,
der von den Materialparametern und auch von den Anfangsbedingungen abhéngt.
Die Bildung des Limes liefert nicht die Losung der kinematischen Gleichungen in
u;;. Der Ansatz mit 7y # 0 kann nicht der richtige sein.

Damit haben wir natiirlich auch die Variante n, = 1y und v = 7, ebenfalls
diskutiert. D. h. die Transportkoeffizienten iiberhaupt nicht in 7, anzusetzen liefert
offensichtlich ebenfalls eine unzureichende Losung.

AuBerdem koénnen wir folgern, dass auch ein Ansatz der gar keinen konstanten
Term enthalt, also n, = m T, und = 7, T}, nicht funktioniert. Dazu miissten wir
einfach in (B.7) die Materialparameter 79,7, durch 7;,v; ersetzen und die Argu-
mente beibehalten.

Zudem héatten wir zu Beginn auch umgekehrt fragen kénnen warum der Parame-
ter -y einen beziiglich T, konstanten Term enthalten soll und gleichzeitig den Ansatz
ng = m 1, als ,richtig” vorausgesetzt hatten. Die Diskussion und das Ergebnis ist
natiirlich aquivalent zu obiger Vorgehensweise und den Resultaten.



Literaturverzeichnis

1]

2]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band
VI, Hydrodynamik (Akademie-Verlag, Berlin 1991).

Y. Jiang und M. Liu, Granular elasticity without the coulomb condition, Phys.
Rev. Lett. 91, 144301 (2003).

Y. Jiang und M. Liu, Energetic instability unjams sand and suspension, Phys.
Rev. Lett. 93, 148001 (2004).

Y. Jiang und M. Liu, From elasticity to hypoplasticity: Dynamics of granular
solids, Phys. Rev. Lett. 99, 105501 (2007).

Y. Jiang und M. Liu, Incremental stress-strain relation from granular elasticity:
Comparison to experiments, Phys. Rev. E 77, 021306 (2008).

Y. Jiang und M. Liu, Granular solid hydrodynamics, Granular Matter 11, 139
(2009).

H. W. Miiller und M. Liu, Structure of ferrofluid dynamics, Phys. Rev. E 64,
061405 (2001).

H. Miller und M. Liu, in Ferrofluids, herausgegeben von S. Odenbach (Springer
Berlin, 2003), Bd. 594 von Lecture Notes in Physics, S. 112-123.

P. M. Chaikin und T. C. Lubensky, Principles of condensed matter physics
(Cambridge University Press, Cambridge 1995).

H. B. Callen, Thermodynamics and an introduction to thermostatistics (John
Wiley & Sons, New York 1985).

P. C. Martin, O. Parodi und P. S. Pershan, Unified hydrodynamic theory for
crystals, liquid crystals, and normal fluids, Phys. Rev. A 6, 2401 (1972).

P. Kostdadt und M. Liu, Three ignored densities, frame-independent thermody-
namics, and broken galilean symmetry, Phys. Rev. E 58, 5535 (1998).

I. N. Bronstein, K. A. Semendjajew, G. Musiol und H. Muehlig, Taschenbuch
der Mathematik (Harri Deutsch, Frankfurt am Main 2008).

M. Liu und K. Stierstadt, Thermodynamics, Electrodynamics, and Ferrofluid
Dynamics (Springer, Berlin 2009).

137



138

LITERATURVERZEICHNIS

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[20]

[27]

28]

[29]

[30]

S. R. de Groot, Thermodynamik irreversibler Prozesse (Bibliographisches In-
stitut, Mannheim 1960).

S. R. de Groot und P. Mazur, Non-equilibrium thermodynamics (Dover Publi-
cations, New York 1984).

M. Liu, The onsager symmetry relation and the time inversion invariance of
the entropy production (1998), arXiv:cond-mat/9806318.

H. M. Jaeger, S. R. Nagel und R. P. Behringer, Granular solids, liquids, and
gases, Rev. Mod. Phys. 68, 1259 (1996).

P. G. de Gennes, Granular matter: a tentative view, Rev. Mod. Phys. 71, 374
(1999).

L. P. Kadanoff, Built upon sand: Theoretical ideas inspired by granular flows,
Rev. Mod. Phys. 71, 435 (1999).

L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band
VII, Elastizitatstheorie (Akademie-Verlag, Berlin 1991).

Bild wurde iiberreicht von Stefan Luding (2012). Ein &hnliches Bild findet
sich in: Luding, S., Stress distribution in static two-dimensional granular model
media in the absence of friction, Phys. Rev. E 55, 4720 (1997).

A. J. Liu und S. R. Nagel, Jamming is not just cool any more., Nature 396, 21
(1998).

M. E. Cates, J. P. Wittmer, J.-P. Bouchaud und P. Claudin, Jamming, force
chains, and fragile matter, Phys. Rev. Lett. 81, 1841 (1998).

K. Hutter und K. R. Rajagopal, On flows of granular materials, Continuum
Mechanics and Thermodynamics 6, 81 (1994).

Perséonliche Kommunikation mit Michael Mayer und Professor Dr. Mario Liu
(Tibingen 2009).

S. B. Savage, Analyses of slow high-concentration flows of granular materials,
Journal of Fluid Mechanics 377, 1 (1998).

P. C. Johnson und R. Jackson, Frictional-collisional constitutive relations for
granular materials, with application to plane shearing, Journal of Fluid Mecha-
nics 176, 67 (1987).

E. Guyon, J.-P. Hulin und L. Petit, Hydrodynamik (Vieweg, Braunschweig,
Wiesbaden, Braunschweig/Wiesbaden 1997).

S. Luding, Towards dense, realistic granular media in 2d, Nonlinearity 22, R101
(2009).



LITERATURVERZEICHNIS 139

[31]

[39]

[40]

[41]

K. Brauer, M. Pfitzner, D. O. Krimer, M. Mayer, Y. Jiang und M. Liu, Granular
elasticity: Stress distributions in silos and under point loads, Phys. Rev. E 74,
061311 (2006).

D. O. Krimer, M. Pfitzner, K. Brauer, Y. Jiang und M. Liu, Granular elasticity:

General considerations and the stress dip in sand piles, Phys. Rev. E 74, 061310
(2006).

M. Mayer und M. Liu, Propagation of elastic waves in granular solid hydrody-
namics, Phys. Rev. E 82, 042301 (2010).

D. Forster, Hydrodynamic fluctuations, broken symmetry, and correlation func-
tions (Benjamin/Cummings, Reading 1975).

H. Temmen, H. Pleiner, M. Liu und H. R. Brand, Convective nonlinearity in
non-newtonian fluids, Phys. Rev. Lett. 84, 3228 (2000).

O. Miiller, Dissertation, Universitat Tibingen (2006).

C. S. Campbell, Rapid granular flows, Annual Review of Fluid Mechanics 22,
57 (1990).

Y. Jiang und M. Liu, Incremental stress-strain relation from granular elasticity:
Comparison to experiments, Phys. Rev. E 77, 021306 (2008).

A. N. Schofield und P. Wroth, Critical state soil mechanics (McGraw-Hill, New
York 1968).

Persionliche Kommunikation mit Professor Dr. Mario Liu (Tibingen 2010).

D. M. Wood, Soil behaviour and critical state soil mechanics (Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge 1990).

D. Taylor, Fundamentals of soil mechanics (J. Wiley & Sons, New York 1948).
C. P. Wroth, Soil behaviour during shear, Engineering 186, 409 (1958).

S. B. Savage, The mechanics of rapid granular flows, Adv. Appl. Mech. 24, 289
(1984).

L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band V,
Statistische Physik (Akademie-Verlag, Berlin 1987).

R. M. Nedderman, Statics and Kinematics of Granular Materials (Cambridge
University Press, 1992).

R. A. Jewell, Direct shear tests on sand, Géotechnique 39, 309 (1989).

A. Simoni und G. Houlsby, The direct shear strength and dilatancy of
sand—gravel miztures, Geotechnical and Geological Engineering 24, 523 (2006).



140

LITERATURVERZEICHNIS

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

O. Masanobu und K. Junichi, Microscopic deformation mechanism of granular
material in simple shear, Soils and Foundations 14, 25 (1974).

K. Been und M. G. Jefferies, A state parameter for sands, Géotechnique 35, 99
(1985).

K. Lu, E. E. Brodsky und H. P. Kavehpour, A thermodynamic unification of
jamming, Nature 4, 404 (2008).

K. Lu, E. E. Brodsky und H. P. Kavehpour, Shear-weakening of the transitional
regime for granular flow, Journal of Fluid Mechanics 587, 347 (2007).

J. A. Dijksman, G. H. Wortel, L. T. H. van Dellen, O. Dauchot und M. van He-
cke, Jamming, yielding, and rheology of weakly vibrated granular media, Phys.
Rev. Lett. 107, 108303 (2011).

R. Daniel, A. Poloski und A. Saez, Vane rheology of cohesionless glass beads,
Powder Technology 181, 237 (2008).

G. Gudehus, Physical Soil Mechanics, Advances in Geophysical and Environ-
mental Mechanics and Mathematics (Springer, Berlin 2011).

Personliche Kommunikation mit Dr. Dmitry O. Krimer (Tibingen 2011).

S. Mahle, Y. Jiang und M. Liu, The critical state and the steady-state solution
in granular solid hydrodynamics (2010), arXiv:1006.5131.

R. A. Bagnold, Fxzperiments on a gravity-free dispersion of large solid spheres
in a newtonian fluid under shear, Proceedings of the Royal Society of London.
Series A. Mathematical and Physical Sciences 225, 49 (1954).

S. B. Savage und M. Sayed, Stresses developed by dry cohesionless granular
materials sheared in an annular shear cell, Journal of Fluid Mechanics 142,
391 (1984).

D. M. Hanes und D. L. Inman, Observations of rapidly flowing granular-fluid
materials, Journal of Fluid Mechanics 150, 357 (1985).

G. Bossis, Y. Grasselli und O. Volkova, Granular rheology in zero gravity, Jour-
nal of Physics: Condensed Matter 16, 3279 (2004).

P. K. Haff, Grain flow as a fluid-mechanical phenomenon, Journal of Fluid
Mechanics 134, 401 (1983).

L. Bocquet, W. Losert, D. Schalk, T. C. Lubensky und J. P. Gollub, Granular
shear flow dynamics and forces: FExperiment and continuum theory, Phys. Rev.
E 65, 011307 (2001).

GDR MiDi, On dense granular flows, The European Physical Journal E: Soft
Matter and Biological Physics 14, 341 (2004).



LITERATURVERZEICHNIS 141

[65]

[66]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

F. Da Cruz, F. Chevoir, D. Bonn und P. Coussot, Viscosity bifurcation in
granular materials, foams, and emulsions, Phys. Rev. E 66, 051305 (2002).

F. da Cruz, S. Emam, M. Prochnow, J.-N. Roux und F. m. ¢. Chevoir, Rheo-
physics of dense granular materials: Discrete simulation of plane shear flows,
Phys. Rev. E 72, 021309 (2005).

G. L. Tardos, S. McNamara und 1. Talu, Slow and intermediate flow of a frictio-
nal bulk powder in the couette geometry, Powder Technology 131, 23 (2003).

G. Tardos, M. Khan und D. Schaeffer, Forces on a slowly rotating, rough cy-
linder in a couette device containing a dry, frictional powder, Physics of Fluids
10, 335 (1998).

P. Coussot, Rheometry of Pastes, Suspensions, and Granular Materials: App-
lications in Industry and Environment (John Wiley & Sons, Hoboken 2005).

W. Losert, L. Bocquet, T. C. Lubensky und J. P. Gollub, Particle dynamics in
sheared granular matter, Phys. Rev. Lett. 85, 1428 (2000).

D. M. Mueth, Measurements of particle dynamics in slow, dense granular cou-
ette flow, Phys. Rev. E 67, 011304 (2003).

R. Behringer, D. Howell, L. Kondic, S. Tennakoon und C. Veje, Predictability
and granular materials, Physica D: Nonlinear Phenomena 133, 1 (1999).

C. Ancey, Dry granular flows down an inclined channel: Fxperimental investi-
gations on the frictional-collisional regime, Phys. Rev. E 65, 011304 (2001).

J. Rajchenbach, Dense, rapid flows of inelastic grains under gravity, Phys. Rev.
Lett. 90, 144302 (2003).

C. Cassar, M. Nicolas und O. Pouliquen, Submarine granular flows down incli-
ned planes, Physics of Fluids 17, 103301 (2005).

O. Pouliquen, C. Cassar, P. Jop, Y. Forterre und M. Nicolas, Flow of den-
se granular material: towards simple constitutive laws, Journal of Statistical
Mechanics: Theory and Experiment 7, P07020 (2006).

W. Bi, R. Delannay, P. Richard und A. Valance, Ezperimental study of two-
dimensional, monodisperse, frictional-collisional granular flows down an incli-
ned chute, Physics of Fluids 18, 123302 (2006).

T. S. Komatsu, S. Inagaki, N. Nakagawa und S. Nasuno, Creep motion in a
granular pile exhibiting steady surface flow, Phys. Rev. Lett. 86, 1757 (2001).

S. Edwards und R. Oakeshott, Theory of powders, Physica A: Statistical Me-
chanics and its Applications 157, 1080 (1989).

J. T. Jenkins und S. B. Savage, A theory for the rapid flow of identical, smooth,
nearly elastic, spherical particles, Journal of Fluid Mechanics 130, 187 (1983).



142

LITERATURVERZEICHNIS

[81]

[82]

[33]

[84]
[85]

[36]

[87]

[88]

[89]

[90]

[91]
[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

Y. Forterre und O. Pouliquen, Flows of dense granular media, Annual Review
of Fluid Mechanics 40, 1 (2008).

Y. F. P. Jop und O. Pouliquen, A constitutive law for dense granular flows,
Nature 441, 727 (2006).

P. Schall und M. van Hecke, Shear bands in matter with granularity, Annual
Review of Fluid Mechanics 42, 67 (2010).

S. Odenbach, Magnetoviscous Effects in Ferrofluids (Springer, Berlin 2002).

R. E. Rosensweig, Ferrohydrodynamics (Cambridge University Press, Cam-
bridge 1985).

E. Blums, A. Cebers und M. Maiorov, Magnetic Fluids (Walter de Gruyter,
Berlin 1996).

S. Odenbach, Ferrofluide — ihre Grundlagen und Anwendungen: Magnetische
Flissigkeiten kontrollieren, Physik in unserer Zeit 32, 122 (2001).

L. M. Pop und S. Odenbach, Investigation of the microscopic reason for the
magnetoviscous effect in ferrofluids studied by small angle neutron scattering,
Journal of Physics: Condensed Matter 18, S2785 (2006).

M. Liu und K. Stierstadt, in Colloidal Magnetic Fluids, herausgegeben von
S. Odenbach (Springer Berlin, 2009), Bd. 763 von Lecture Notes in Physics, S.
1-74.

M. Liu, Hydrodynamic theory of electromagnetic fields in continuous media,
Phys. Rev. Lett. 70, 3580 (1993).

S. Mahle, Diplomarbeit, Universitét Tiibingen (2006).

M. I. Shliomis, Effective viscosity of magnetic suspensions, Sov. Phys.-JETP
34,1291 (1972).

S. Mahle, P. Ilg und M. Liu, Hydrodynamic theory of polydisperse chain-forming
ferroftuids, Phys. Rev. E 77, 016305 (2008).

S. Odenbach und H. W. Miiller, Stationary off-equilibrium magnetization in
ferrofluids under rotational and elongational flow, Phys. Rev. Lett. 89, 037202
(2002).

S. Odenbach und H. Miiller, On the microscopic interpretation of the coupling
of the symmetric velocity gradient to the magnetization relazation, Journal of
Magnetism and Magnetic Materials 289, 242 (2005).

O. Miiller, D. Hahn und M. Liu, Non-newtonian behaviour in ferrofiuids and
magnetization relazation, Journal of Physics: Condensed Matter 18, S2623
(2006).



Lebenslauf

Personliche Daten

Name: Stefan Mahle
Geburtsdatum: 29.05.1979
Geburtsort: Kirchheim unter Teck
Familienstand: Ledig, ein Kind
Schulausbildung:

09/85 - 07/89
09/89 - 07/95
09/98 - 06/00
06,00

Gartenschule, Wendlingen
Johannes-Kepler-Realschule, Wendlingen
Philipp-Matthaus-Hahn-Schule, Niirtingen
Fachgebundene Hochschulreife

Berufsausbildung:

09/95 - 07/98

Ausbildung zum Bauzeichner (Hochbau) durch die Firma Gus-
tav Essig, Wendlingen

Hochschulausbildung:

10/00 - 04,06
04,05 - 04/06

04,06
05,/06 - 02,12

Physikstudium an der Eberhard-Karls-Universitat Tiibingen
Diplomarbeit am Institut fiir Theoretische Physik unter Anlei-
tung von Prof. Dr. M. Liu zum Thema:

Hydrodynamische Beschreibung von nicht-Newtonischen
Scherstromungen in Ferrofluiden

Erlangung des akademischen Grades Diplom-Physiker
Doktorarbeit am Institut fiir Theoretische Physik unter Anlei-
tung von Prof. Dr. M. Liu zum Thema:

Rheologie von granularer Materie und Ferrofluiden

Beschiaftigungen:

09/95 - 08/98
05/05 - 04/06

05,06 - 12/06

Seit 01/07

Bauzeichner im Architekturbiiro Gustav Essig, Wendlingen
Studentische Hilfskraft an der Universitat Tiibingen, Institut
fiir Theoretische Physik

Wissenschaftliche Hilfskraft an der Universitat Tiibingen, In-
stitut fiir Theoretische Physik

Wissenschaftlicher Mitarbeiter an der Universitat Tiibingen,
Institut fir Theoretische Physik






Danksagung

Mein erster Dank gilt Herrn Prof. Dr. Mario Liu, der mir diese Doktorarbeit er-
moglicht hat. Herausstellen mochte ich dabei die ununterbrochene Bereitschaft zur
Diskussion und Betreuung. Ohne die fachliche und tiberfachliche Hilfestellung wére
das FErstellen dieser Arbeit nicht moglich gewesen.

Ein besonderer Dank geht an Herrn Prof. Dr. Nils Schopohl, der es mir ermoglicht
hat am Lehrstuhl zu arbeiten und meine Doktorarbeit fortzufiihren. Dabei konnte
ich viele wertvolle Erfahrungen in der Organisation des Ubungsbetriebs sammeln.

Ein Dankeschon geht auch an meine langjahrigen Mitarbeiter Dr. Michael Mayer,
Dr. Dmitry Krimer und Andreas Lénge fiir viele lebhafte Diskussionen.

Zudem mochte ich mich bei Dr. Dmitry Krimer, Andreas Lange und Alexander
Markowsky fiir das Korrekturlesen meiner Arbeit bedanken.

Den Mitgliedern der Arbeitsgruppen Liu und Schopohl danke ich fiir die gute
Atmosphére und das jederzeit freundschaftliche Miteinander.



