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1 Einfiihrung

1.1 Motivation

Die ingenieurwissenschaftliche Forschung hat in jiingster Zeit ein verstérktes Interesse an
Luft-Wasser-Grenzschichten gezeigt. Vor allem im Schiffbau erhofft man sich, den Was-
serwiderstand von nautischen Fahrzeugen (und damit deren Energieverbrauch) deutlich
reduzieren zu konnen, indem man die Hiille so gestaltet, dafi sie unter Wasser moglichst
lange (im Idealfall unbegrenzt) eine Luftschicht an sich hilt. Diese Luftschicht wiirde
dann wie ein Schmierfilm zwischen Schiff und Wasser wirken. Ein hoéchst willkomme-
ner Seiteneffekt wire das sogenannte Antifouling: Meeresorganismen wie Algen oder
Schnecken besiedeln regelméfig die Schiffshiille und vergréoflern deren Oberfliche und
damit den Wasserwiderstand erheblich. Zur Bekdmpfung dieser Besiedlung werden kon-
ventionell Lacke und Farben eingesetzt, die auf Grund ihrer allgemeinen Toxizitét jedoch
nicht unumstritten sind. Es ist jedoch bekannt, dafl diese Organismen eine ausgeprigte
Aversion gegen Luftschichten haben und eine Oberfliche selbst dann nicht besiedeln,
wenn die Luftschicht klein gegen die eigene Korpergrofle ist, der Korper bei einer Be-
siedlung der festen Oberfliche also immer noch den benétigten Wasserkontakt hitte.
Eine lufthaltende Oberfliche der Schiffshiille wiirde also den Wasserwiderstand nicht
nur unmittelbar reduzieren, sondern auch vor einer Verschlechterung des Widerstands-
wertes schiitzen und die Freisetzung schidlicher Substanzen im maritimen Okosystem
verhindern helfen.

Diesem praktischen Interesse steht jedoch ein theoretisches Defizit gegeniiber, was die
Interaktion von Festkorperoberfliche, Wasser und Luft betrifft. Zwar sind die fundamen-
talen Gleichungen bekannt, die diese Interaktion steuern, jedoch wurden die Losungen
dieser Gleichungen in Bezug auf die hier vorgegebene Problemstellung bislang noch nicht
untersucht und keine Anstrengungen unternommen, die optimale Oberflichenbeschaf-
fenheit vorherzusagen. Vielmehr stiitzt sich die ingenieurwissenschaftliche Forschung
auf empirische Beobachtungen und das Verfahren von Versuch und Irrtum, als einige
Beispiele seien die Artikel [1], [2] und [3] genannt. Einige Ansitze gingen soweit, Luft
unter Wasser zu pumpen, um die Schiffshiille aktiv mit Luft zu ,bestreichen* (sog. bub-
ble seeding), vgl. z. B. [4], [12]; dieses Verfahren wies jedoch durchgéngig eine negative
Energiebilanz auf. Dafl es dennoch moglich passiv und iiber lange Zeitraume Luftschich-
ten zu halten, zeigen zahlreiche Beispiele aus der Natur. So sind die Bldtter von Salvi-
nia molesta, des gemeinen Wasserfarn, wie Laboruntersuchungen zeigen, imstande eine
Luftschicht bis zu 60 Stunden zu halten und erreichen damit Zeiten, die deutlich iiber
kiinstlich erschaffenen Oberfldchen liegen, die Luftschichten nur in Gréflenordnungen von
Stunden halten kénnen. Einige Wasserspinnen verbringen ihr sogar ihr gesamtes Leben
in einer mitgefithrten Luftblase unter der Wasseroberfléche.
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Das Beispiel Salvinia molesta zeigt aber auch deutlich, wie sehr ein theoretisches Fun-
dament notig ist. Die Oberfliche der Pflanze ist von Haaren bedeckt; die Luft-Wasser-
Grenzschicht spannt sich nun wie ein Zeltdach zwischen den Spitzen der Haare. Natur-
gemaf ist die Verteilung der Harchen nicht exakt, gleichwohl strebt man fiir die techni-
sche Nachbildung ein symmetrisches zweidimensionales Gitter an. Beobachtungen legen
aber fiir Salvinia molesta teils eine vierzihlige, teils eine sechszihlige Drehsymmetrie
nahe. Eine Entscheidung der Symmetriefrage ohne theoretische Grundlagen ist hier also
nicht moéglich.

Beschiiftigt man sich mit den theoretischen Grundlagen, wird man sehr schnell auf
das Problem der Gleichungen fiir die Fldchen konstanter mittlerer Kriitmmung (im fol-
genden kurz CMC-Flichen! genannt) mit Randbedingungen gefiihrt. Diese Problemstel-
lung wird bislang noch kaum unter Hinblick auf praktische Anwendungen untersucht.
Wihrend also Mathematikern kaum bewufit wird, welches praktisches Potential in ihren
Arbeiten schlummert, fehlt es Ingenieuren am theoretischen Riistzeug fiir ihr Vorhaben.
Die vorliegende Arbeit versucht, diese Liicke ein Stiick weit zu schliefen.

1 .
nach englisch ,,constant mean curvature“
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1.2 Grundlagen

Fiir die Frage wie eine Oberfliche beschaffen sein muf}, damit sie moglichst lange eine
Luftschicht an sich héilt, spielen drei Faktoren eine Rolle:

e Existenz und Form der Grenzfliche: Diese werden durch die Driicke auf beiden Sei-
ten der Grenzfliche gesteuert. Die zentrale Gleichung ist hier die Young—Laplacesche
Gleichung. Mit einer physikalisch vertretbaren Zusatzannahme? fiihrt sie auf die
CMC-Gleichung. Zugleich trifft diese CMC—Fliache unter einem Kontaktwinkel ~
auf die Festkorperoberfliche, der als Funktion der chemischen Eigenschaften der
drei Phasen Festkorper, Fliissigkeit und Gas vorgegeben ist. Form und Existenz
hingen also von der Form des Festkorpers und den chemischen Eigenschaften der
beteiligten Substanzen ab.

e (Mechanische) Stabilitét: Diese hingt wesentlich von den auftretenden hydrodyna-
mischen und hydrostatischen Driicken ab. Auch hier wird die Young—Laplacesche
Gleichung und damit Geometrie und chemische Eigenschaften zu betrachten sein.

e Persistenz, d. i. zeitliche Stabilitét: Luftschichten kénnen sich auflésen, weil sich
Gas im umgebenden Wasser 16st und wegdiffundiert. Zentrale Gesetzméfligkeiten
sind hier das Henrysche Gesetz iiber die Loslichkeit von Gasen und das Ficksche
Gesetz iiber Diffusionsprozesse. Wegen der auftretenden Druckabhéngigkeit wird
die Young-Laplacesche Gleichung auch hier eine Rolle spielen. Zusétzlich zu den
Faktoren, die bei der mechanischen Stabilitéit eingehen, wird hier also auch noch
der Gasgehalt des Wassers zu beriicksichtigen sein.

1.2.1 Young-Laplacesche Gleichung

Die Young-Laplacesche Gleichung beschreibt, wie die Driicke auf beiden Seiten einer
Grenzflache deren Form bestimmen. Zunéchst geben wir eine kurze Herleitung dieser
wichtigen Gleichung an. Hierzu betrachten wir die Grenzfliche zwischen zwei Medien.
Wir wéhlen ein Koordinaten—System derart, daf sich die Grenzflache als Graph (z,y, z =
u(x,y)) einer Funktion u : R?> — R darstellen 1i8t3. Das obere Medium bezeichnen
wir als ,Medium A“ und bezeichnen alle zugehorigen Groflen mit dem Subskript A.
Entsprechend nennen wir das untere Medium ,,Medium B*“ und verwenden den Subskript
B (vgl. Abb. 1.1).

Wird nun ein Flichenelement df = /gdxdy um 0z verschoben?, so muf8 gegen den
Druck des Mediums, in das hineinverschoben wird, Arbeit verrichtet werden, wihrend
im entlasteten Medium Arbeit frei wird. Die insgesamt geleistete Arbeit bei der Volu-
menénderung ist sodann:

/(pA —pp)dzdf

2DaB namlich der Druck entlang der Grenzfliche in beiden Phasen konstant sei, der Einflufl der Schwer-
kraft also zu vernachléssigen sei.

3Lokal ist dies immer méglich. Da die Laplacesche Gleichung eine lokale Cleichung ist, ist es nicht nétig
ein solches Koordinaten—System global zu finden

1g ist die Determinante des ersten Fundamentaltensors
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Abbildung 1.1: Schnitt der Grenzfliche mit einer Hauptkriimmungsebene
R: zugehoriger Hauptkriimmungsradius, hier mit positiven Vorzeichen
0z Verschiebung der Grenzfliche

die geleistete Gesamtarbeit erhélt man, indem man noch die Arbeit hinzuaddiert, die
fiir die Anderung der Grenzfliche notig ist. Diese ist gleich

adf,

wobei o die Oberflichenspannung und ¢ f die Anderung der Fliche ist. Zusammengefafit
ist also die Gesamtarbeit J R:

R = /(pA —pp)ozdf +odf (1.1)

Ist die Grenzfliche im Gleichgewicht, so muf} fiir alle Verschiebungen d R = 0 sein.

Wir fiihren nun in jedem Punkt die Hauptkriimmungsradien R; und Ry ein, wobei wir
die Radien als positiv betrachten, wenn sie in Medium 2 hineingerichtet sind. Wird der
Punkt nun um 0z verschoben, so dndert sich auf jedem der beiden Hauptschnitte das
zugehorige Linienelement dl; um %dlf. Somit kénnen wir fiir das neue Flidchenelement

die Ndherung
0z 0z 0z 0z
L1+ — |14+ — |~ 1+ —+ —
d1<+R)d2(+R2> dlldl2<+R+R2)

angeben. Das Flidchenelement vor der Verschiebung ist dagegen df = dlidls. Somit ist
die Anderung des Fliacheninhaltes der Grenzflache in dieser Néherung also:

5f = /5z(—+—)df

®Hier soll keine Summation iiber i erfolgen; wir machen dies und im folgenden durch Unterstreichen
eines Indizes deutlich
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Setzen wir dies in (1.1) ein, so erhalten wir als Gleichgewichtsbedingung:

/52{(])/1—1)3)—1—0(;14-;2)}(1]‘:0

Die Summe der reziproken Hauptkriimmungsradien ist aber nach Definition das Doppelte
der mittleren Kriimmung H; wir kénnen obige Gleichung also kiirzer als

/52{(pA—pB)+20H}df:0

schreiben. Diese Bedingung muf} bei jeder beliebigen infinitesimalen Verschiebung der
Flache erfiillt sein. Dies kann nur erfiillt sein, wenn der Term in geschweiften Klammern
punktweise identisch verschwinden:

pA—pB = 20H. (1.2)

Vergleiche hierzu z. B. ([13], §61).

Nach Wahl des Vorzeichens der Hauptkriimmungsradien ist die mittlere Kriimmung
positiv, wenn sich die Fliache zu demjenigen Normalenvektor hinkriimmt, der in Medium
B hineinweist (wie in Abb. 1.1. Verglichen mit einer ebenen Fliche, ist die gekriimmte
Fliache in Medium A hineingedriickt. Dies ist genau das Verhalten der Grenzfliche, die
man erwartet, wenn pg > pa ist.

Die typischen Oberflichenstrukturen, fiir die wir uns interessieren, sind von der Gréfien-
ordnung eines Millimeters oder darunter. Wir kénnen daher in guter Ndherung davon
ausgehen, dafl der hydrostatische Druck entlang der Grenzfliche konstant ist. Dies fithrt
zu der wichtigen Annahmen:

Die Druckdifferenz Ap = pa — p1 ist entlang der Grenzflache eine Konstante.
Vermoge der Young-Laplaceschen Gleichung (1.2) ist die Grenzfliche also
eine Fliche konstanter mittlere Kriimmung (CMC-Fléiche).

Das wohl bekannteste Beispiel fiir solche Grenzflichen konstanter mittlerer Kriimmung
sind Seifenblasen. Da hier keine Randbedingungen zu beachten sind, fithrt die Forderung
nach konstanter mittlerer Kriitmmung auf die anschaulich wohl bekannte Sphérenform.

Wir sind jedoch an einem anspruchsvolleren Problem interessiert. Die Grenzfliche
zwischen Luft und Wasser soll an einen Festkorper andocken, sich gewissermaflen wie
ein Zeltdach von Befestigungsmoglichkeit zu Befestigungsmoglichkeit spannen. An den
Stellen, wo die Grenzflache den Festkorper beriihrt, bilden die Normalen beider Fliachen
einen vorgegebenen Winkel, den Kontaktwinkel. Nach der Youngschen Gleichung ist der
Cosinus des Kontaktwinkels eine Funktion der Oberflichenspannungen zwischen Luft
und Wasser, zwischen Wasser und Festkorper, sowie zwischen Festkorper und Luft. Der
Kontaktwinkel h&dngt damit nur von den chemischen Eigenschaften der beteiligten Sub-
stanzen ab. Wir kommen spéter auf dieses Randwertproblem und seine exakte Formu-
lierung zuriick.

Ist der Kontaktwinkel — gemessen im Wasser — kleiner als 7/2, so sagt man, dafl
der Festkorper hydrophil sei; im Falle eines Kontaktwinkels grofler als 7/2 spricht man
von einem hydrophoben Festkorper. Anschaulich kann man sich diese Namensgebung
an Abbildung 1.2 klarmachen.
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(a) Ein  hydrophiler =~ Festkorper (b) Ein  hydrophober  Festkérper
(schwarz) erweckt den Anschein, scheint  einen = Wassertropfen
als wolle er einen Wassertropfen abzustofien
(weiBl) moglichst in die Breite
ziehen zu wollen

Abbildung 1.2: Hydrophile und hydrophobe Festkorper
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1.2.2 Stabilitat

Wir wenden uns aber zunéchst der Frage der (mechanischen) Stabilitét zu. Damit die
Luftschicht ihre reibungsvermindernde Wirkung entfalten kann, muf sie natiirlich stabil
gegen (kleine) mechanische Stérungen sein, d. h. die Grenzflache kehrt nach einer solchen
Storung wieder in ihre Gleichgewichtsposition zuriick. Solche Storungen treten auf, wenn
das Objekt, dem die Luftschicht anhaftet, seine Geschwindigkeit oder seine vertikale
Position in der Wasserséule (also den wirksamen hydrostatischen Druck) &ndert.

Wir gehen im folgenden wieder von einem konstanten hydrostatischen Druck aus. Die
Druckdifferenz entlang der Grenzfliche ist dann eine Funktion allein des Drucks in der
Luftschicht. Wird die Grenzflache verschoben, &ndert sich zum einen der Luftdruck, der
notig ist, um die Grenzfliche aufrecht zu erhalten, und der durch Young-Laplace (1.2)
gegeben ist. Zum anderen #ndert sich der durch die allgemeine Gasgleichung®

pV =nRT (1.3)

gegebene tatsidchliche Luftdruck. Steigt dieser tatsdchliche Luftdruck stéarker an, als der
bendétigte, so ist eine Expansion der Luftschicht zu erwarten, umgekehrt ein Schrumpfen.
Stabilitat erfordert, dafl Expansion auftritt, wenn die Luftschicht durch eine Storung
verkleinert wird, und und dafl Schrumpfen auftritt, wenn die Stérung die Luftschicht
vergroflert. Andernfalls wiirde die Luftschicht explodieren oder kollabieren.

Die Anderungen der beiden Driicke kénnen durch Taylor-Entwicklung der Gleichungen
(1.2) und (1.3) abgeschétzt werden. Hieraus werden wir spéter ein einfaches (und in
einigen Fillen auch zu einfaches) Stabilitétskriterium ableiten.

1.2.3 Persistenz

Die zeitliche Persistenz einer Luftschicht wird naturgemifl durch die Austauschrate von
Gasmolekiilen zwischen Luft und Wasser bestimmt. An der Grenzfliche treten Molekiile
vom einen Medium in das andere iiber. Ob der Nettostrom ins Wasser gerichtet ist
(und die Luftschicht damit langfristig auflost) oder in die Gasphase, wird neben der
Young-Laplaceschen Gleichung (1.2) durch zwei elementare GesetzméfBigkeiten der phy-
sikalischen Chemie bestimmt:

Das Henrysche Gesetz

pa = caky (1.4)

koppelt den Partialdruck p4 des Gases A in der Luftschicht mit dem Molenbruch ¢4 der
im Wasser gelosten Molekiile von A. Dabei ist kg die Henrysche Konstante.
Das Ficksche Gesetz
Ja = —DVcy (1.5)

beschreibt den Diffusionsstrom von Molekiilen des Gases A in der wafirigen Loésung:
der Strom 74 ist dem Gradienten der Konzentration c entgegengerichtet. D ist die
Diffusionskonstante.

Wir wenden uns auch hier einer ausfiihrlichen Diskussion erst spédter wieder zu.

p: Druck, V Volumen, n: Stoffmenge, R: allgemeine Gaskonstante, T: Temperatur
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Die CMC-Gleichung mit Randbedingungen ist im allgemeinen sehr schwierig zu 16sen.
Das Problem vereinfacht sich jedoch stark, wenn es Symmetrien aufweist. Im Falle von
Rotationssymmetrie sind sogar sémtliche Losungen bekannt. Solche Lésungen treten auf,
wenn sich eine Luftblase an eine einzelne runde Séule anheftet. Im folgenden betrachten
wir die bekannten rotationssymmetrischen Losungen und passen die auftretenden freien
Parameter den gegebenen Randbedingungen an. Aufler als einfithrendes Beispiel sind
diese Losungen von Interesse, da zu erwarten ist, dafl eine Luftschicht in einzelne Blasen
zerfillt, wenn in einem Feld von Séulen der Abstand zwischen diesen zu grofl wird. Eine
zumindest ungefdhre Antwort auf die Frage, wann der Abstand ,,zu grofi“ ist, liefert ein
Vergleich der Energien, die einerseits in einer durchgehenden Luftschicht, andererseits
in einem Feld einzelner Blasen gebunden ist. Hierauf werden wir spéter in Abschnitt 3.3
zuriickkommen; zunéchst aber werden wir in diesem Abschnitt einer Klassifikation aller
rotationssymmetrischen Losungen durchfiihren.

Die rotationssymmetrischen Fléchen konstanter mittlerer Kriimmung H, die Delaunay—
Flichen!, werden durch Rotation des Graphen

X(s;H,B)

s 1+ Bsin(2Ht 1
_ + Bsin( ) dt, \/1 + B? + 2Bsin(2H )
o \/1+ B2+ 2Bsin(2Ht) 2|H]

B > 0

um die xz—Achse erzeugt; die Kurve ist hierbei nach Bogenlinge s parametriesiert, H
ist die vorgeschriebene mittlere Krimmung, B ist ein Ordnungsparameter. Fiir B = 0
erhalten wir den fiir uns uninteressanten Zylinder, fiir 0 < B < 1 den Unduloiden (s.
Abbildung 2.1), fiir B = 1 eine unendliche Aneinanderreihung von sich beriihrenden
Sphiren entlang einer gemeinsamen Achse und fiir B > 1 den Nodoiden (s. Abbildung
2.2). Eine Fldche konstanter mittlerer Kriimmung H, H < 0, ergibt sich formal durch
eine Verschiebung der Fliche mit konstanter mittlerer Kriimmung |H| entlang der Ro-
tationsachse und ist damit allein durch ihre Form nicht von dieser unterscheidbar. Dies
ist auch zu erwarten, da das Vorzeichen von H lediglich eine Aussage iiber die Orientie-
rung der Fliche relativ zum umgebenden Raum macht und durch eine Umorientierung
gedndert werden kann. Wir fithren daher die Konvention ein, dafl H > 0, falls das Wasser
auf der AuBenseite der Fliche (= Seite, die im Maximum von der Rotationsachse abge-
wandt ist) ist. Zur Vereinfachung setzen wir im Folgenden H > 0 und merken explizit
an, falls die mittlere Kriitmmung negativ zu interpretieren ist. Es ergeben sich, wie im
Folgenden gezeigt, folgende Winkelbereiche (rg ist Radius der Séule; vgl. Abb. 2.3):

'vgl. hierzu auch [9], an dessen Nomenklatur wir uns Folgenden halten
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(a) Schnitt eines Unduloiden fiir B = 0,5 und(b) Dreidimensionale Ansicht eines Unduloiden
H = 1 mit einer Ebene durch die Rotati- mit B = 0,5 und H = 1, z—Achse parallel
onsachse; rz—Achse parallel zu dieser Achse, zur Rotationsachse
p Abstand zu dieser

Abbildung 2.1: Unduloid
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(a) Schnitt eines Nodoiden fiir B = 1,5 und H =(b) Dreidimensionale Ansicht eines Nodoiden
1 mit einer Ebene durch die Rotationsachse; mit B = 1,5 und H = 1, z—Achse parallel
x—Achse parallel zu dieser Achse, p Abstand  zur Rotationsachse
zu dieser

Abbildung 2.2: Unduloid
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Kontaktwinkel o an der Séule Kontaktwinkel 8 am Boden sgn H | Fall
T <a<m, |cosal >2Hrg %—arctanﬁ<ﬁ< —i—arctan\/% +1 1
5 <a<m2Hrg > |cosal > Hrg 327r a>f>a—735 +1 1
5 <a<m Hrg <|cosqal 327r a>ﬁ>a—g +1 2a
O0<a<§ 0< B <5 —a (s. Gleichung (2.25)) +1 | 2b.1
s <a<m 32” a<6<7r -1 2b.2
g <a<m T>0>3 —q 0 3

Der maximale Durchmesser des Rotationskorpers betrigt offenbar

1+B

max (= ——— 2.1
und der minimale Durchmesser
i L= (2.2)
ymm T 2|H| .

Die Extrema werden fiir s € {(224}1)” |z € Z} angenommen und die Ebenen senkrecht zur
Rotationsachse durch die Extrema sind Spiegelebenen der Delaunay-Flache. Um dies zu
zeigen wihlen wir o. B. d. A. s = ;7 und betrachten die beiden Kurvenpunkte, die
jeweils die Bogenlinge § € RT vom Extremalpunkt entfernt sind. Wenn tatséchlich die

postulierte Spiegelsymmetrie vorliegt, muf fiir jedes § gelten:

y(s4) =y(s_)s a(sy) —a(s) = als) —a(s_), se=s%3

Es gilt

1
y(sy) = 2\H\/1 + B? + 2Bsin (g +2H(5)

1 T
— — .1+ B2+2Bsi <——2H5>
Q\H\/ TR RS G

1+ Bsin (3 + 2Ht
o(se) ~als) = [ (§ + 240
0 \/1+BQ+2Bsin(ﬂ+2Ht)

B / 1—|—Bsm(f—2Ht) 4t
\/1+B2—|—2B51n(7—2Ht)
= s-)

Im Punkt X (s; H, B) betrigt der Tangens des Winkels gegen die Horizontale (=Rich-
tung der Rotationsachse)

B _ Becos(2Hs)
~ i(s) 1+ Bsin(2Hs)

(2.3)

10
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Abbildung 2.3: Kontaktwinkel
Weifl: Wasser; Schwarz: Luftblase; gekreuzt: Séule; quergestreift: Boden;
dicke Linie: Rotationsachse; «, 3: Kontaktwinkel an Sdule bzw. Boden

Wir betrachten nun rotationssymmetrische Grenzflichen zwischen Wasser und Luft um
eine Séule von Radius rg. Der Saulenradius rg muf} offenbar den Ungleichungen

Ymin < TS (24)
Ymax > TS (2.5

geniigen.
Sei v der Kontaktwinkel an der Sdule (s. Abb. 2.3). Es sind nun mehrere Fille zu
unterscheiden.

2.1 Fall 1: Sphédre und Unduloid

Wenn die Fliche ein Ausschnitt aus einer Sphére oder einem Unduloiden ist, dann ist
m > a > 7. Im Falle des Unduloiden ist zu beachten, daf es einen Wendepunkt (zy =

z(sw);yw = y(sw)) von X (s; H, B) gibt:

o) —2HB(B + sin(2Hsw))\/1 + B2 + 2Bsin(2H sy ) 0
€T = =
yrw (1+ Bsin(2Hsw))?

11




2 Der rotationssymmetrische Fall

(%

~

Abbildung 2.4: Extremale Winkel im Fall 1

(B +sin(2Hsw))\/1 + B2+ 2Bsin(2Hsy) = 0 (2.6)

Gleichung (2.6) hat die zwei Losungen

sin(2Hsw) = —B (2.7)
und B2
1+
in(2H = — 2.
sin(2H sw) 5B (2.8)

Gleichung (2.7) liefert fiir B < 1 eine reelle Losung fiir sy (wobei im Falle B = 1
diese Losung im Kurvenminimum liegt und deshalb nicht weiter interessiert). Fiir B # 1
liefert (2.8) dagegen niemals einen reellen Wert fiir sy und fiir B = 1 wiederum nur die
Minimalstelle. Die Steigung im Wendepunkt auf der abfallenden Seite des Unduloiden

1st
J1 = B2
Viaw) = A= T (29)
1-B2 V1 — B2
Das Minuszeichen trigt dem Umstand Rechnung, dafl der Cosinus auf der fallenden
Seite negativ ist. Gleichung (2.9) 148t sich geometrisch so interpretieren, dafl der Winkel v
gegen die Horizontale (=Parallele zur Rotationsachse) im Wendepunkt seinen maximalen

Betrag annimmt. Der radiale Abstand zur Rotationsachse betrigt im Wendepunkt

1
yw = y(sw) = 5=V 1 - B?

2|H|

Ist yw < rg, so nimmt v wegen der Spiegelsymmetrie Werte zwischen o« — 7 und 7 — «
an (vgl. Abb. 2.4). Damit gilt fiir 5, den Kontaktwinkel am Boden senkrecht zur Sdule
(s. Abb. 2.3):

T 3T
- = — — . 2.1
« 2<5<2 o (2.10)

Ist dagegen ypw > rg, so fillt v bis auf sein Minimum im Wendepunkt ab (man beachte:

| i it — _B B
v < 0!), um erst da;m bis auf 0 zu wachsen. ABlso gilt — arctan Nieyzi < v < arctan =

V1-B2 1-B2°

und § — arctan < f < § +arctan




2 Der rotationssymmetrische Fall

Aus den Gleichungen (2.1), (2.5) und B < 1 folgt
Hrg <1

Sei (z1 = x(s1),y1 = y(s1)) der Punkt, wo die Grenzfliche an die Séule andockt. Es
gelten die Gleichungen:

Bcos(2H s1)
ooy — tan(—(1—a)) =t 2.11
y'(z1) T+ Bein(2Hs)) an(—(r — a)) =tana (2.11)
1
y(sl):m\/l+32+2Bsin(2H81) = rg (2.12)

Aus Gleichung (2.12) folgt:

o1 :=sin(2Hs1) =

Einsetzen in Gleichung (2.11) liefert unter Beachtung der Tatsache, dafl o > § und wir
deshalb auf dem abfallenden Zweig des Graphen sind, wo cos(2Hs) < 0 gilt:

B% =1+ 4H*r% — 4Hrg| cos a| (2.13)

(Da B < 1 kénnen wir in diesem Fall |1+ 4H?r% — B?| = 1+ 4H?r% — B? annehmen.)
Im Fall einer Sphére ist B = 1 und es folgt:

|cosa|l = Hrg
Fiir den Unduloiden, 0 < B < 1 folgt:
|cosa| > Hrg

Wir kénnen nun kliren, wann yy > rg ist. Es ist

JVI— B2 \/Hrg\cosa\—H%?g
Yyw = =
2|H| |H|

und damit
yw > Ts fiir [cosa| > 2Hrg

Sei (x2 = z(s2),y2 = y(s2)) der Punkt, wo die Grenzfliche an den Boden andockt. Es
gilt die Gleichung:
B cos(2H s3)
= = cot 2.14
1+ Bsin(2H s2) cot 5 (2.14)

Yy

also

1
o9 = sin(2H32)§(— cos? 3 =+ sin 81/ B2 — cos? j3),

13



2 Der rotationssymmetrische Fall

da0<g<m.
Wir haben damit zunéchst zwei Losungen

oy = %(—0082,8+Sinﬁ\/32—60825) (2.15)
o_ = %(—coﬁﬁ—sinﬁsz—cosﬁﬂ) (2.16)

Eine Kurvendiskussion des Graphen von

1
fB :]arccos B, m — arccos B[ — R, z — 3 (—c052x+sinx\/32 —coszx> ,0<B<1

ergibt, dafl sich das Maximum von 1 an der Stelle 7/2 befindet und die Funktion gegen
beide Rénder hin einem Minimum von —1 zustrebt, ohne dazwischen weitere Extrema
anzunehmen.
Die Ungleichung
cos? < B? & sin?3>1— B?

ist unter unseren Voraussetzungen stets erfiillt, da auf dem Intervall [r/2; 7| stets
cos’a — (1 — B?) = cos> a + 4H?*r{ + 4Hrgcosa > 0
gilt und aus (2.10) die Ungleichung
cos® a < sin? 8

folgt. Somit ist Losung (2.15) stets im zuléissigen Wertebereich von —1 bis 1.
Analog betrachten wir fiir (2.16) die Funktion

gp(z) = %(—m — /B2 — (1+ B2)z + 22);z € [0; B?.

Da gp monoton auf [0; B?] ist, nimmt auch o_ nur Werte zwischen —1 und 1 an.

Falls nun 2Hrg > |cosa| > Hrg, so ist die gesamte Fliache oberhalb der Wendepunkte.
Andererseits folgt aus der Gestalt des Unduloiden, daf} eine Losung Absténden < ryy,
die andere Abstéinden > 7y zur Rotationsachse entspricht.

Physikalisch ist nur letztere Losung zuléssig. Da o4 > o_ ist

V1+ B2 +2Bo, >+\/1+ B2+2Bo_.
Somit ist (2.15) die gesuchte Losung und es gilt:
sin(2H s) = é(—cosQB + sin 81/B2 — cos? B) (2.17)
Fiir |cosa| > 2Hrg sind zunéchst jedoch beide Losungen moglich.

Als s9 bestimmen wir das groite s < si, das Gleichung (2.14) und (2.15) bzw. (2.16)
genugt.

14



2 Der rotationssymmetrische Fall

Fiir das Volumen V der Luftblase gilt:

x1
V = Tr/ y*(s; H, B)dx (2.18)
2
S1 1
= 7T/ E(1+Bsin(2Hs))\/1+B2+zBsn~1(2Hs)ds (2.19)
52

Fir 8> 5 ist Vl],, > Vl]o_; fiir 8 < 5 ist Vg, <V|y_.
Die nicht bedeckte Stelle am Boden ist ein Kreis vom Radius

1 1
rB:2’m\/1+B2+QBU+:2‘}]‘\/1+BQ+2(_COSQ’B+Sin’B /B2 — cos? 3).

Fiir 8 > § ist rp zugleich grofite Ausdehnung der Luftblase; fiir 8 < 7 ist es ymax = ;%ﬁ.

2.2 Fall 2: Nodoide

Im Falle eines Nodoiden ist zu beachten, daf sich hier die Kurve X(s; H, B) selbst
schneidet; fiir eine physikalisch sinnvolle Losung kann ein solcher Selbstschnitt natiirlich
nicht zugelassen werden. Wir miissen nun unser Augenmerk auf jene Punkte richten,
in denen sich die z-Richtung der Kurve umkehrt. Seien also x; und x, benachbarte
Umkehrpunkte der z-Richtung, dergestalt, dafl zwischen ihnen x zunimmt, d. h.:

x; = z(s1)
z, = x(sg)
#(sp) = 0
#(sg) = 0
Vs €]sp;sr[:2(s) > 0
Aus 1+ Bsin(2Hsy)
Hor) = #(s1) = V1+ B2 +2B Sin(;HsL) =0
folgt
sin(2Hsg) =sin(2Hsy) = —%
und damit 1
y(sr) = y(sz) = SN B -1 (2.20)

Wiederum gelten Gleichungen (2.12) und (2.11) an der Kontaktstelle von Grenzfliche
und Siule. Die Herleitung des Ausdrucks fiir B2 erfolgt bis zum Ziehen der Wurzel vollig
analog zur Herleitung von Gleichung (2.13):

1 16H 27"%

= 2.21
cosa  (1+ 4H2r§ — B2)2 ( )

Nun muf} jedoch eine weitere Fallunterscheidung durchgefiihrt werden.
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2 Der rotationssymmetrische Fall

2.2.1 Fall 2a: Kurve ist ganzlich oberhalb der Umkehrpunkte

Der erste Fall ist
B% <14 4H%%.

Damit folgt auch in diesem Fall Formel (2.13) fiir B? und es gilt:

|cosa| < 4Hrg.

Nun ist

1
y(sp) = 2|H|\/4H2T*29 —4Hrg|cosal < rg.

Somit haben wir es in diesem Fall ausschliefilich mit Nodoiden oberhalb ihrer Um-
kehrpunkte zu tun und es gelten die gleichen Einschréankungen fiir o« und die gleichen
Abschétzungen fiir 5 wie im Fall 1.

An der Kontaktstelle von Grenzfliche und Boden gilt wiederum Gleichung (2.14) und
es folgen wieder die beiden Losungen o4 und o_ fiir oo = sin(2H s2). Die Funktion

1
fB:]0,7[— R,z — B (— cos? z + sinzv/ B2 — cos? x)
erfiillt fg(x) > —cos?+sin®x = —cos(2z) > —1 und nimmt (siehe Diskussion der
analogen Funktion oben) ihr Maximum +1 an der Stelle § an. Und daher ist (2.17) die
gesuchte Losung. Fiir das Volumen gilt wieder Formel (2.19). Die nicht bedeckte Stelle
am Boden ist ein Kreis vom Radius

1 1
rB V1+ B2+ 2Bo, = \/1+32+2(—(3082[3’+sin,8\/32—COSQB)

2| 2|
Fiir 8 > § ist rp zugleich grofite Ausdehnung der Luftblase; fiir 8 < 7 ist es ymax = %
2.2.2 Fall 2b: Die Kurve ist (teilweise) unter einem Umkehrpunkt
Der zweite Fall ist
B*> 14 H*r% (2.22)
und es folgt aus (2.21):
B% =14 4H%% 4+ 4Hrg| cos (2.23)

Nun ist

1
y(sp) = 2|H|\/4H2T*29 +4Hrg|cosal > rg.

Das Nodoidstiick ist also (zum Teil) unterhalb seines Umkehrpunktes. An dieser Stelle
muf} nun eine dritte Ebene von Fallunterscheidungen durchgefiihrt werden.
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2 Der rotationssymmetrische Fall

(a) GroBer Nodoid—Bogen (b) Kleiner Nodoid—Bogen

Abbildung 2.5: Nodoid-Bogen; Legende wie in Abb. 2.3, jedoch gegeniiber um 90° im
Uhrzeiger gekippt, um Orientierung der Kurve wie in Abb. 2.2 zu erhal-
ten

Der Bogen geht iiber einen Umkehrpunkt hinaus

Der Bogen geht iiber den linken Umkehrpunkt (z;,y;) hinaus (vgl. Abb. 2.5a). In diesem
Fall ist 0 < a < §. Der Bogen mufl den Boden spétestens im rechten Umkehrpunkt
(@r,yr) erreichen und somit gilt 0 < /. Sei weiter (z1 = x(s7),y; = y(s7)) der Punkt
iiber dem Kontaktpunkt (z1 = x(s1),y1 = y(s1)), ¥ > v1:
U 14 Bsin(@HY) . [* 14 Bsin(2d1)
s \/1+ B%+2Bsin(2Ht) st \/1+ B2+ 2Bsin(2Ht)
51 1+ Bsin(2Ht)

\/1+ B2 + 2Bsin(2Ht)

dt = 0 (2.24)

und sei
tan o™ := o/ (z(s})) <0, (2.25)
dann ist # < § — . Gleichung (2.14) gilt auch in diesem Fall an der Kontaktstelle und

mit der gleichen Argumentation wie zuvor finden wir (2.17) als gesuchte Losung. Als so
bestimmen wir das gréfite s < sz, das Gleichung (2.14) geniigt. Fiir das Volumen gilt

] Z
vV = w/ yQ(S;H,B)d:r—ﬂ/ y?(s; H, B)dx

2 1

S1 1
= 7T/ 4H2(1—|—Bsm (2Hs))+/1 + B2 + 2B sin(2Hs)ds,

52

also wiederum Gleichung (2.19). Die nicht bedeckte Stelle am Boden ist ein Kreis vom
Radius

B =

2|H|\/1+B2+2BJ+ 2|H|\/1+BQ+2 cos? 3 + sin B4/ B? — cos? )

Die grofite Ausdehnung der Luftblase ist ymax = ﬁ.
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2 Der rotationssymmetrische Fall

Der Bogen iiberschreitet den Umkehrpunkt nicht

Der Bogen erreicht den Boden vor (oder spitestens in) dem linken Umkehrpunkt (s.
Abbildung 2.5b). In diesem Fall ist § < o < 7 und 37” < B < m. Da sich die Luft hier
unterhalb der Schleife befindet, haben wir hier den einzigen Fall mit H < 0 vorliegen.

Gleichung (2.14) gilt auch in diesem Fall an der Kontaktstelle, aber dieses Mal miissen
wir die kleinere Losung o_ wihlen. Als s bestimmen wir das grofite s < sq, das Glei-
chung (2.14) gentigt. Es gilt wiederum die Volumenformel (2.19). Die nicht bedeckte
Stelle am Boden ist ein Kreis vom Radius

1 1
rg = ﬁ\/l—i-BQ—i-QBJ_ = 2’f1|\/1+32+2(—C082ﬂ—sinﬂ\/32—COSQﬁ)

Zugleich ist rp grofite Ausdehnung der Luftblase.

2.3 Fall 3: Katenoid

Wir betrachten abschliefflend noch den Fall H = 0. Wir haben nun eine rotationssym-
metrische Minimalfliche; die einzige derartige Flédche ist die Kettenflache, die durch
Rotation der Kettenlinie y(z) = %cosh (%) um die z-Achse entsteht. Man macht sich
leicht klar, daf3

> >7r
™T>a > —
2

und

3
7T>[3>77T—a

ist. Die Kettenlinie geniigt dem Gleichungssystem

y(z1) = rs (2.26)
Y (z1) = —tana (2.27)
Y (r2) = —cotp (2.28)

Aus (2.26) und (2.27) folgt
c=rg|cosal.

Es folgt damit

x1 = Arsinh(—tana)
xg = Arsinh(— cot )
t t
T9 —x1 = Arsinh E?noz _® b
|sin 3]  |cosq]
Die bedeckte Fléche ist ein Kreis vom Radius
cosh(z2)
rs|cosal’
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2 Der rotationssymmetrische Fall

der zugleich die grofite Ausdehnung der Luftblase ist. Thr Volumen ist

x2 2
V:/ cosh (f)d5

. rslcosal

Wir schlieflen an dieser Stelle vorldufig die Betrachtungen iiber rotationssymmetrische
Losungen. Wie zu Beginn dieses Kapitels bemerkt wurde, vereinfachen Symmetrien das
Problem, die CMC-Gleichung mit Randbedingungen zu lésen. Rotationssymmetrie ist
sicherlich fiir die praktische Anwendung eine zu grobe Vereinfachung; wir gehen daher
zur einer Symmetrie iiber, die in der Praxis eine viel bedeutendere Rolle spielt: der
Symmetrie zweidimensionaler Gitter.
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3 Zweidimensionale Gitter von Saulen

Zweidimensionale Gitter bieten eine geringere Vereinfachung als Rotationssymmetrie,
doch ist leicht einzusehen, daf} sie in der technischen Praxis, der wichtigste und wiin-
schenswerteste Fall sind. Sie bieten einerseits die Moglichkeit, eine durchgehende Luft-
schicht hervorzubringen; andererseits konnen solche Gitter Oberflichen von nahezu be-
liebiger Grofle abdecken und sind technisch am einfachsten zu realisieren.

Im ersten Abschnitt erfolgt eine Einfithrung der Grundbegriffe und es werden erste
Schluifolgerungen gezogen. Die drei folgenden Abschnitte sind jeweils den Fragen der
Existenz, der Stabilitdt und der Persistenz von Lésungen gewidmet. Der fiinfte Abschnitt
geht kurz auf einige numerische Probleme im Zusammenhang mit der CMC-Gleichung
im zweidimensionalen Gitter ein.

3.1 Grundlagen und Problemstellung

Wir wenden uns jetzt der Problemstel-
lung einer geschlossenen Luftschicht zu,
die sich nicht mehr wie zuvor in vereinzel-
ten Blasen an ein Hérchen oder eine Séule
anheftet, sondern sich wie ein Zeltdach
zwischen diesen Sdulen als Tragern auf-
spannt. Dazu denken wir uns die S&dulen
in einem regelméafligen zweidimensiona-
len Gitter angeordnet. Die kleinste Ein-
heit, durch deren fortgesetzte Spiegelung
das Gitter reproduziert werden kann, be- y 7
zeichnen wir wie iiblich als Elementarzel- R ] »
le. Die Sdulen denken wir uns zunéchst als ] e o e EEe
gerade Zylinder'. Weiterhin nehmen wir Abbildung 3.1: Mogliche  Konfigurationen
an, dafl das Wasser oberhalb der Grenz- der Hiirchen von Salvinia
flédche sei. Den Boden, auf dem die Sdulen Bild: Anita Roth-Nebelsick,
stehen, denken wir uns eben und wollen IfG, Universitiit Tiibingen
ihn Grundfliche nennen.

Wir haben weiter oben bereits die of-
fene Frage erwéhnt, ob die Hérchen der Salvinia—Pflanze in einem hexagonalen oder in
einem quadratischen Gitter angeordnet seien (vgl. Abb. 3.1). Zur Veranschaulichung des

Inicht notwendigerweise iiber einer kreisformigen Grundfliche; jedoch so, daf die Grundflichen die
Symmetrie nicht brechen
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

oben gesagten und des folgenden wollen wir nun die Elementarzellen solcher Anordnun-
gen betrachten.

In einem hexagonalen Gitter, wie wir es nennen wollen, ist jede S&ule von sechs
néchsten Nachbarn im Abstand der Gitterkonstanten a umgeben, die ein regelméfliges
Hexagon um die zentrale Saule bilden (s. Abb. 3.3). Das Hexagon ist bekannt, wenn eines
der sechs gleichseitigen Dreiecke bekannt ist, aus denen es aufgebaut ist; dieses wiederum
wird durch die drei Seitenhalbierenden in sechs gleiche rechtwinklige Dreiecke aufgeteilt.
Deren eines bildet damit eine Elementarzelle des hexagonalen Gitters (Abb. 3.4). Da-
bei mufl der Grundrifl der Sdule nicht wie hier ein Kreis sein, sondern wir kénnen den
Zwolftel-Kreis durch eine beliebige Kurve ersetzen.

In einem quadratischen Gitter verfiigt jede Sdule entsprechend iiber vier néchste Nach-
barn im Abstand der Gitterkonstanten a, die ein Quadrat bilden (Abb. 3.5). Die Ele-
mentarzelle ist hier ein rechtwinkliges Dreieck (Abb. 3.6a). Auch sind hier wieder ande-
re Saulengrundrisse als Kreise denkbar. Das quadratische Gitter ist ein Spezialfall des
rechteckigen Gitters, in denen die Sdulen auf den Eckpunkten von Rechtecken mit den
Kantenléngen a und b stehen (Abb. 3.6).

Eine Unterscheidung dieser zweidimensionalen Gitter in Subtypen analog den flichen—
und raumzentrierten Gittern des dreidimensionalen Raumes tritt nicht auf.

In allen Féllen kann das Gitter aus einer Elementarzelle aufgebaut werden, indem die
Zelle an einem Rand gespiegelt wird, der nicht auf einer Saule liegt. Wir fithren daher
die folgende Bezeichnung ein:

Definition 1 FEine Linie auf dem Rand einer Elementarzelle, die nicht auf der Sdule
verlduft, nennen wir eine Symmetrielinie.

Haben wir eine CMC—Fliche iiber einer Elementarzelle gefunden, erhalten wir die ent-
sprechende CMC-Fliche fiir das Gitter offenbar, indem wir die Flidche an jenen Ebenen
spiegeln, die senkrecht zur Grundfliche verlaufen und eine Symmetrielinie enthalten.
Diese Ebenen wollen wir Symmetrieebenen nennen.

Die Elementarzelle wollen wir in der Notation von [5] als Q2 bezeichnen. Der gesamte
Rand von €2 sei . Derjenige Teil von ¥, der auf der Projektion des S&dulenrandes liege,
bezeichnen wir mit 3.

Die gesuchte CMC-Fliche soll nun als Graph (x1,x2,u(x1,x2)) einer Funktion u :
(z1,22) — u(x1, x2) dargestellt werden, wobei die Elementarzelle in der x1 — xo—Ebene
liegt. Die Funktion u geniigt der Differentialgleichung?®

(1 + u?z)uﬂ — 2u,1u72u,12 + (1 + u?l)ujgg

“9H = 3
(1+u3 +ud)?

(3.1)

Die mittlere Kriimmung wird dabei beziiglich des nach unten gerichteten Normalenvek-
tors der CMC-Flédche berechnet. Diese Gleichung 148t sich in einer {ibersichtlichen Form
schreiben. Dazu fithren wir den Operator T' definiert durch

Tf:= v
T VATV

2f; bezeichne dabei die partielle Ableitung df/0z; von f nach ;.

(3.2)
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

Abbildung 3.2: Elementarzelle €2 und ihr Rand X pnd dessen beiden Komponenten:
(dicke Linie) auf der Séule und ¥\ ¥ (doppelte Linien) entlang der Sym-
metrielinien
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Abbildung 3.3: Hexagonales Gitter mit Gitterkonstanten a
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

Abbildung 3.4: Elementarzelle eines hexagonalen Gitters mit Gitterkonstanten a
durchgehend: S&ule 5 gepunktet: Symmetrielinien; gestrichelt:
Saulenradien
Minimum der CMC-Fléche in P,,, Sattelpunkt in Py,
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Abbildung 3.5: quadratisches Gitter mit Gitterkonstanten a
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(b) Rechteck—Gitter; Gitterkonstanten a und b; Minimum der CMC-
Fliche in P,,, Sattelpunkt in Py und Py,

Abbildung 3.6: Elementarzellen des quadratischen Gitters und des Rechteck—Gitters
durchgehend: Sdule, 3; gepunktet: Symmetrielinien; gestrichelt:
Séulenradien
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : R? — R, (z1,22) — f(z1,22) ein. (3.1)
konnen wir dann als

diviu=—-2H (3.3)

schreiben. Anschaulich kénnen wir T'u dabei als die Projektion des nach unten gerich-
teten Normalenvektors der CMC-Fliche auf die x1 — zo—Ebene interpretieren. Diese
Interpretation erlaubt es uns, auch die Randbedingung in diesem Formalismus nieder-
zuschreiben. Da wir von zylindrischen Saulen ausgehen, besitzt der Normalenvektor der
Mantelfliche keine z—Komponente; er ist also mit seiner Projektion auf die x1 — xo—
Ebene identisch, wenn wir uns diese Projektion wieder in den dreidimensionalen Raum
eingebettet denken. Da der Kontaktwinkel im Wasser gemessen wird, ist der Cosinus des
Kontaktwinkels v — im folgenden mit 8 bezeichnet — gleich dem Produkt des nach unten
gerichteten Normaleneinheitsvektors der CMC—Fliche und des in die Elementarzelle ge-
richteten Normaleneinheitsvektors der Mantelfliche oder nach unseren Voriiberlegungen

—cosy=—F=Tu-v, (3.4)

wo v der nach aufen gerichtete Normaleneinheitsvektor von 3 ist. Auf dem restli-
chen Rand der Elementarzelle, ¥\ 3 ist zu beachteten, daff die CMC-Fliche hier nach
Konstruktion der Elementarzelle mindestens C2-stetig durch Spiegelung an der Ebene,
die senkrecht zur Grundfliche iiber der Randlinie steht, fortgesetzt wird. Dies ist nur
moglich, wenn der Normalenvektor auf diesem Randabschnitt in der Spiegelebene selbst
liegt oder, anders formuliert, senkrecht auf dem Normalenvektor der Spiegelebene steht.
Ist vg ein solcher Normalenvektor, gilt also:

0=Tu- vs.
Uber der Elementarzelle ist also folgendes Problem zu lésen:

Problemstellung 1 Gegeben sei eine Elementarzelle Q mit Rand 3 und eine Konstante
H. Auf einem Teil ¥ C 3 des Randes sei eine Konstante 8, —1 < 8 < 1 vorgegeben. Zu
losen ist dann das Randwertproblem
divTu = -2H auf €
Tu-v = —pf auf by
Tu-vs = 0 auf ¥\ 3

Dabei ist v der vom Inneren von Q) weggerichtete Normaleneinheitsvektor von S, vg ein
Normalenvektor von ¥\ ¥. Der Operator T ist durch (3.2) gegeben.

Man sieht unmittelbar

Korollar 1 Istu eine Losung von Problemstellung 1 fir H und (5, so ist —u eine Lisung
fir —H und —p.

Wir rekapitulieren nun (leicht verallgemeinert) die fundamentale Feststellung aus ([5],
Kapitel 6):
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

Satz 1 Problemstellung 1 kann nur dann eine Ldésung besitzen, wenn zwischen H und

B der Zusammenhang
2H|Q| = [X]B

gilt.

Beweis: Durch Integration von (3.3) tiber 2, Anwendung des Divergenz-Theorems und
Einsetzen von (3.4) erhalten wir mit der charakteristischen Funktion yy von ¥:

2H|Q|:£Qﬂxgds:/iﬁds:6/ids= SI8.

q.e.d

Wir kénnen aus diesem trivial anmutenden Satz dennoch mit Hinblick auf das zugrunde
liegende bionische Problem? eine erste SchluBfolgerung ziehen, die in den empirischen
Ansitzen weitestgehend unbeachtet blieb: In einem starren Gitter von Sdulen ist nur ein
einziger Wert der mittleren Kriimmung der Grenzfliche und damit des Druckunterschie-
des iiber die Grenzfliche hinweg moglich. Anschaulich ist sofort klar, dafl eine solche
Konstellation schwerlich eine stabile Luftschicht produzieren kann. Die Flexibilitéit der
Hérchen von Salvinia molesta und anderen Modellorganismen ist also ein notwendiger
Beitrag zur Stabilisierung der Luftschicht, auch wenn dies unter ingenieurwissenschaft-
lichen Aspekten wenig wiinschenswert ist (Stichwort: Verschleil beweglicher Teile).

3Nachbau einer Oberfliche, die moglichst lange eine Luftschicht an sich hélt
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

E*\i* I

Abbildung 3.7: Die Teilmenge * und ihre Rénder: ¥* (doppelte Linien) liegt auf dem
Rand von Q, 3* (doppelte Linien, durchgehend) liegt auf der Sdule und
I’ (gepunktet) liegt im Inneren der Elementarzelle
Die Séule ist durch durchgehende Linien dargestellt, die Symmetrielinien
gestrichelt

3.2 Existenz-Kriterium

Wir suchen nun nach einem Kriterium fiir die Existenz von Losungen der Problemstel-
lung 1 und geben folgende Beobachtung von [5] wieder (vgl. [5] Theorem 6.1):

Satz 2 Sei Q" C Q eine beliebige echte Teilmenge von Q ungleich der leeren Menge.
Seien $F = O0* N'Y und &* = 9Q* N'S; sei weiterhin T = 9Q C ¥, s. Abb. 3.7. Sei
weiter ein Funktional ® definiert vermdge

2] ¢
it

B[] := || —

Notwendige Bedingung fiir eine Lisung von Problemstellung 1 ist dann folgendes Krite-
rium: Fiir alle Q D Q* # 0,8 ist
o[Q*] > 0. (3.5)
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

Beweis: Wir integrieren (3.3) iiber Q*, wenden das Divergenz-Theorem an und setzen
die Randbedingungen sowie (1) ein:

N .
(:Qm - \z*;) 3= —/Fup-Tuds,

wobei vr der nach aulen weisende Normaleneinheitsvektor von I' ist. Nun gilt anderer-

seits
|Vu|

Tu| = ————== <1
V1+ |[Vu|?

Daraus folgt mit den iiblichen Abschitzungen fiir Betrag und Integral:

2 * L
(‘Q’\Q =% !)52—‘/Vr-Tuds
€2 T

Z—/\I/F-Tu\dsz —/]yp|]Tu\ds> —|T.
r r

q.ed

Definition 2 Es sei BV (QQ) die Menge aller Funktionen f, fir die

/|f]dx+/]Vf\dm<oo
Q Q
gelte.

Definition 3 Wir fihren auf Q eine Partition der Eins ein, d. h. wir dberdecken den
Abschlufs Q@ mit einer endlich Anzahl N wvon (beziiglich der Topologie von ) offenen
Mengen §;, zu deren jede eine Funktion ¢; mit folgenden Eigenschaften existiere:

1. ¢ besitzt einen kompakten Triger in Q und ist beliebig oft differenzierbar: ¢; €
C5e ().

2. ¢i(x) > 0 in allen Punkten x € ).
3. SN ¢i(x) =1 in jedem Punkt z € Q.
Wir wollen die Mengen Q; so wihlen, daf fir X; = 0Q; N X # (0 gilt:

1. Es gibt eine hochstens endliche Menge von Punkten {py} = P C ¥ und ein zu-
gehoriges Np < N, so daff Xp := X\ P als Teilmenge von Uj,val X; eine offene
Menge in der Topologie von ¥ und Lp zusammenhingend ist.

2. Zu jedem pp € P existiert ein eindeutiges Qg O pr und Xj schneidet genau zwei
(benachbarte) ¥; C ¥\ P.

3. Es existiert ein 7 > 0, so daff ¥; dber einem Intervall a; < £& < b; durch eine
Lipschitz—stetige Funktion 1; mit Lipschitz—Konstante L; als n = v;(x) dargestellt
werden kann, und die Menge {(&,n)]a; < & < by, —7 < n — ;(z) < 0} in Q liegt.
Zwei solche Menge, die in der Umgebung eines Punktes p, € P liegen schneiden
sich nicht.
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

Dies wollen wir eine zuldssige Partition der Eins nennen.

Wir merken an, dafl wir die Punkte py € P nur als Vortizes von einwirts gerichte-
ten Ecken* bendtigen. Solche einwiirts gerichteten Ecken kénnen in einer Elementar-
zelle allenfalls entlang der Siule auftreten; bei einfachen geometrischen Formen der
Saulen—Grundfliche wie Kreise, Rechtecke oder Sechsecke treten sie aber nicht auf. Tre-
ten keine einwirts gerichteten Ecken auf, kénnen wir P = () und Np = N setzen.
Auswértsgerichtete Ecken kénnen dagegen in ein ¥;,j < Np mit L; > cot o eingebettet
werden, wobei 2o der Offnungswinkel ist. Wir geben nun in gekiirzter Form Theorem
7.1 aus [5] wieder

Satz 3 Folgende Voraussetzungen seien erfillt:

1. Es gibt ein zuldssige Partition der Eins.
2. FEs gibt eine Konstante u, so daf fir alle j: +/1 + L? maxy, [b| < p <1 ist.
3. Es gilt fiir alle Q* C Q, Q* # 0,Q: ®[Q*] > 0.

Dann ezistiert eine Losung des Randwertproblems:

divTu —2H in Q
v-Tu = =b auf 3.

Der Beweis fiir diesen Satz wird fiir das Verstiandnis der folgenden Uberlegungen nicht
bendtigt; fiir den interessierten Leser wird er in Kapitel 4.2 dennoch skizziert.

Fiir unseren Fall ist b|s, = 3, b‘z\i = 0. Die Bedingung an S 143t sich einfach nach-
priifen; es bleibt also das Kriterium an ® zu untersuchen. Dazu wollen wir nun die Frage
kldren, ob es mdoglich ist, das Minimum von ®[Q*] fiir alle moglichen Mengen Q* zu
bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst eine minimierende Sequenz {27} fiir ®[Q2*].
Die Folge ist beschrinkt und wir kénnen somit eine Teilfolge auswéhlen, die gegen einen
Grenzwert )y mit Rédndern ¥y und I'g konvergiert.

Lemma 1 Falls keine Menge Qo # 0,Q existiert, die das Funktional ®[QY*] minimiert,
so ist ®[E] > 0 fir alle E # 0, 4.

Beweis: Existiert kein Qg # (), 2, so muf} jede konvergierende minimierende Folge gegen
() oder gegen Q konvergieren. Es gilt aber

P[0] = @[] = 0.

Wir konnen daher den Existenz—Satz umformulieren:

*also Ecken, wo der Winkel zwischen den Schenkeln in Q gemessen groBer als 7 ist
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

Satz 4 Es mdgen folgende Voraussetzungen erfillt sein:

1. Es emistiert eine zuldssige Partition der Fins.

2. Es existiert Menge Qo # 0,9, die das Funktional ®[Q*] minimiert.
Dann ezistiert eine Lisung von Problemstellung 1.
Unmittelbar einsichtig ist folgendes Korollar:

Korollar 2 FEzistiert fiir einen Kontaktwinkel vy eine Lisung von Problemstellung 1 und
eine zuldssige Partition der Eins, so existiert auch eine Lésung fiir jeden Kontaktwinkel

v mit |y =5 < |y — 3|

Nun geben wir zunéchst folgendes Lemma (leicht verallgemeinert) wieder (vgl. [5] Lemma
6.4):

Lemma 2 Sei {Q2}} eine Folge, welche ®[Q*] minimiert und sei Qo Grenzwert einer
konvergierenden Teilfolge. Dann gilt:

1

1. Ty besteht aus Kreisbégen des Radius Rg = BIER

2. Ist B > 0, so liegt Qg vom Mittelpunkt des Bogens aus gesehen, jenseits des Bogens,
ansonsten diesseits.

Beweis: Da 'y das Funktional ® (nun als Funktion von I' statt von Q* gedeutet) mi-
nimiert, muf} es dies unter benachbarten Kurven tun, also muf} die erste Variation ver-
schwinden. Wir wahlen willkiirlich einen Punkt von I'y als Koordinatenursprung und
wéhlen ein Koordinatensystem so, daf sich 'y als Graph (&, g(§)) einer Funktion g auf
einem Intervall ¢ < & < b darstellen 1&8t, und ¢ unter der Kurve liegt. Verwerfen wir
konstante Terme in ® so bleibt als zu minimierender Ausdruck:

b s b
)
/ Vit + 28 [ g
a € Ja
Die zugehorige Euler—Gleichung lautet

d ¢ |38

de /1+g¢2 Q]

Die Losung dieser Gleichung ist fiir § > 0 ein nach oben gekriimmter Kreisbogen, fiir
B > 0 ein nach unten gekriimmter Kreisbogen jeweils des Radius %

q.ed
Wir kénnen folgenden weitergehenden Satz aufstellen (nach [5] Theorem 6.10):

Satz 5 Sei I' Komponente des Randes einer minimierenden Menge gy in Q0 und liege
im Inneren von . Dann gelten folgende Aussagen:
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1. T' ist ein Kreisbogen vom Radius Rg = |‘E |‘ , der X in zwei von einander verschie-

denen Punkten P und Py schneidet.
2. Falls |B| # 1 ist, so ist T von allen anderen Komponenten von 0 \ X isoliert.

3. Falls |B] = 1 ist, kann T dber isolierte Punkte von )y hinweg von einer anderen
Komponente als Teil des gleichen Bogens fortgesetzt werden.

4. Falls B > 0 ist, so ist der Schnittwinkel v zwischen T' und X, welcher vom
Krimmungsmittelpunkt aus gesehen auflen liegt, kleiner gleich vy; auf der gegeniiber-
liegenden Seite besteht ein Winkel /' > 7 — ~.

5. Falls der Schnittpunkt im Inneren eines requldren Bogens von )y liegt, gilt v = ~,
11

Y =71 —7.

6. Fiir B <0 sind die Winkel wmgekehrt angeordnet’.

7.3\ 3> wird unter rechtem Winkel geschnitten.

8. Kein Bogen T kann eine Ecke von ¥ schneiden, wenn der Offnungswinkel 2o klei-
ner als m 1st.

Beweis: Um die Variationsbedingung an I' méglichst einfach zu formulieren, fithren wir
Polarkoordinaten mit dem Ursprung im Kriimmungsmittelpunkt von I' ein:

I : r=r(9) =Rg, 01 <6<6by
X0 p=p(t)0=00), t1<t<t
Wir kénnen offenbar annehmen: p'? + ¢'2 > § > 0 im Intervall t; <t < t, und t; = 6;,
" Wigr2;betten I' nun in eine Kurvenschar I'c : r = r(6; €) mit r(0,0) = Rg. Die Schnitt-
punkte mit ¥* sind durch die Gleichungen
r(0ie) = plt;) i€{l,2} (3.6)
0; = o(t;) ie{l,2} (3.7)
gegeben. Wir setzen fiir das folgende die Abkiirzungen
ri = r(bie) ie{1,2}
pi = plt) ie{1,2}

;oo
00
flr,r)y = \/1"2#—77"’2
po= %
ot
- {B auf O
0 sonst

g(p,p'sb) = Vp*? +p'%b

Da aber jetzt v > /2 ergibt sich (lokal) wieder die gleiche geometrische Figur wie fiir 7 — .
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Wir kénnen nun fiir das Funktional @, aufgefafit als Funktion von e, schreiben:

B 62 , 7"2 to , p2¢l
oo~ [ (77 - ZRﬁ) - [ (st00010) - 2Rﬁ> at.

Daraus erhalten wir (mit "= %)

. 02 T 2\ 02\ . 2
0= [* (e nr - DYaos (- Yo (- 2T s
() 0 Rg 2Rg 2Rs) 14 )
Aus Gleichung (3.6) erhalten wir durch Differentiation nach e:
= (p — gt i€ {12}

Da an den Endpunkten r = p gilt liefert eine partielle Integration von (3.8):

02 r .
b(0) = [ (= g5 = g ) 8+ (6 =)o+ (10— )]

Fiir e = 0 ist r = R und der Integrand obiger Gleichung verschwindet ebenso identisch
wie f,. Es verbleibt der Ausdruck®

®(0) = [(Rp¢' — \/p'? + R3Q2D)E.

Da die Variation beliebig gewihlt ist, konnen wir ¢ = 1 annehmen. In einem Minimum
muf} nun gelten

$(0) >0

oder (da dies auch fiir Variationen gelten mufB, bei denen der andere Endpunkt festge-
halten wird) an jedem Endpunkt

'R < \/p + (¢/Rg)2. (3.9)

Betrachtet man einen Endpunkt auf der Séule, so liefert die geometrische Interpretation
von (3.9) auf dem Schenkel, der I" unter 4 schneidet fiir 8 > 0:

cosy < B =cosy
v =
Eine entsprechende Betrachtung auf dem zweiten Schenkel liefert analog v > ~. Ent-
sprechend folgen die Aussagen fiir 8 < 0. Auf den Symmetrielinien ist b = 0, also
cosy' > 0
cosy’ > 0

Es gilt also stets v/ ++” > 7. Ein Eckpunkt mit Offnungswinkel kleiner 7 ist somit
unméglich, in einem regulidren Punkt, wo der Offnungswinkel 7 ist, miissen +' und "
zwingend ihre Minima annehmen.

5Sollte der Schnittpunkt ein Eckpunkt sein, so ist obige Gleichung als einseitige Ableitung entlang eines
Schenkels der Ecke zu interpretieren.
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qg.ed

Wir schlagen also folgenden Algorithmus vor, um zu bestimmen, ob eine Elementarzelle
eine Losung zu 1a8t:

1. Versuche der Elementarzelle €2 Kreisbogen vom Radius

]

Rﬁ B U —
X[ cos 7]

einzubeschreiben. Falls ein solcher Bogen eine Symmetrielinie schneidet, muf} dies
unter rechtem Winkel geschehen; die Sdule mufl unter dem Winkel v geschnitten
werden. Ist v < /2, so liegt der Winkel vom Kreismittelpunkt aus gesehen aufen,
ansonsten innen. Ist dies unmoglich gehe zu Schritt 3, ansonsten zu Schritt 2.

2. Betrachte fiir jeden Bogen I die von I' begrenzte Teilfliche 2* und das Funktional

€27

A Q* -~
O[] = |T'| — |X*|cosy + Q) |X| cosy,
wobei fiir v < 7/2 — vom Kreismittelpunkt aus gesehen — Q* auflerhalb von

I’ liegt, ansonsten innerhalb. Ist fiir ein I' ®[Q*] < 0, so existiert keine Losung.
Andernfalls gehe zu Schritt 3.

3. Enthélt die Siule nach innen gerichtete Ecken (d. h. Ecken mit Offnungswinkeln
grofer m gemessen in ), so gehe zu Schritt 4. Ansonsten: Fiir jede Ecke, die
mindestens einen Schenkel auf der Séule hat, bestimme

| cos ]
sina ’
wo a der halbe Offnungswinkel ist. Ist dieser Ausdruck fiir alle Ecken kleiner 1,

so existiert eine Losung; andernfalls ist eine Existenzaussage nach dem hier vorge-
stellten Kriterium nicht moglich.

4. Suche eine zulissige Uberdeckung (s. Definition 3) von € und bestimme
2
1+ L3 mz‘(?x 18]

fiir jedes X5, das Sdulenrand enthélt. Existiert eine Konstante ;4 < 1 und sind alle
obigen Ausdriicke kleiner oder gleich u, so existiert eine Losung. Andernfalls oder
wenn keine zuldssige Uberdeckung existiert, ist eine Existenzaussage nach dem hier
vorgestellten Kriterium nicht méglich.

Wir kénnen hieraus sofort einige qualitative Schlufifolgerungen ziehen. Lassen wir die
Saulen selbst unverdndert, vergréfiern aber die Abstéinde zwischen selbigen, so sehen
wir sofort, dafl der Sdulenabstand mit \/@ skaliert, der Radius Rg aber mit €. Das
bedeutet nun, daf} fiir hinreichend grofie Abstidnde keine minimierenden Teilmengen €2
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mehr existieren. Zugleich kénnen wir fiir solche Abstéinde die Séule zunehmend besser als
einen Kreiszylinder approximieren. Im Falle von Kreiszylindern sind die einzigen Ecken
mit Saulenkontakt, die Kontaktstellen zu den radial verlaufenden Symmetrielinien (also
a = 7/4 in obiger Notation). Mindestens fiir Kontaktwinkel gréfler als 7 /4 wire demnach
die Existenz fiir hinreichend grofie Sdulenabsténde gesichert. Diese Folgerung pafit gut
damit zusammen, dafl wir fiir v = /2 ja sofort die Lésung u = const haben.

Dieses Resultat erscheint auf den ersten Blick unsinnig, doch ist hier zu bedenken,
dafl die Existenzfrage von der Stabilitdtsfrage zu unterscheiden ist. Diese Losungen sind
demnach zwar moglich, werden in natura aber aufgrund mangelhafter Stabilitdt nicht
realisiert. Es ist daher an der Zeit, dafl wir uns Stabilitit und Persistenz zuwenden.
Zunichst aber bringen wir ein paar Beispiele zu den bisherigen Uberlegungen.
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3.2.1 Beispiele

Wir  wollen quadratischen
runden Saulen den oben beschriebenen
Algorithmus anwenden. Interessiert man
sich nur fiir Existenz und 148t die Fra-
ge nach Stabilitdt auflen vor, so sind
die einzigen freien Parameter des Pro-
blems der Quotient a/r aus Gitterkon-
stanten a und Sdulenradius r, sowie der
Kontaktwinkel ~. Mit Hilfe eines nume-
rischen Programms ist es moglich, den
Algorithmus fiir ein gegebenes Parame-
terpaar durchzuspielen. Im Falle des he-
xagonalen Gitters erhélt man fiir kein
Paar eine gesicherte Nichtexistenz; da kei-
ne einwértsgerichteten Ecken auftreten,
ist also stets Schritt 3 als letzter Schritt
zu betrachten. Nun wird die Sdule unter
rechtem Winkel geschnitten, der Winkel
o ist also 7/4 und fiir alle Kontaktwinkel
w/4 < v < 37m/4 ist Existenz gesichert,
wéhrend in den iibrigen Fillen keine Aus-
sage getroffen werden kann. Praktisch
ist dies keine sonderliche Einschrankung,
da Kontaktwinkel grofier 27/3 bei al-
len bekannten Materialien nicht erreich-
bar sind”, withrend Kontaktwinkel kleiner
7/2 mangels Stabilitét und Persistenz ge-
nerell uninteressant sind.

nun in

und hexagonalen

Elementarzellen mit

gamma/Pi

0,0
20 2,1

T T T T
22 23 24 2,5
alr

Abbildung 3.8:

Existenz und Nichtexistenz
im Falle quadratischer Git-
ter;

aufgetragen ist der Kon-
taktwinkel Vielfa-
chen von 7 gegen den
Sédulenabstand a in Vielfa-
chen des S#ulenradius r
schwarz: Nichtexistenz;
wei}: Existenz; grau: keine
gesicherte Aussage moglich

n

Komplizierter stellt sich der Fall bei einem quadratischen Gitter dar. Hier treten
Wertepaare auf, fiir die Nichtexistenz gesichert ist. In Abbildung 3.8 ist dieser Bereich
schwarz unterlegt. Beziiglich gesicherter Existenz gelten dieselben Uberlegungen wie im
Falle des hexagonalen Gitters. Existenz ist fiir alle Wertepaare im weiflen Bereich von
Abbildung 3.8 erwiesen, wobei man sich diesen Bereich endlos nach rechts fortgesetzt

denken darf.

"Solch grofie Kontaktwinkel kénnen auf makroskopischer Ebene durch Oberflichenstrukturierung zum
Teil erreicht werden; unsere Betrachtung verbleibt jedoch der mikroskopischen Ebene verhaftet.
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3.3 Stabilitit

Unter der (mechanischen) Stabilitit verstehen wir, wie schon oben gesagt, die Fihigkeit
der Luft-Wasser—Grenzfliche nach (kleinen) mechanischen Stérungen wieder in ihre ur-
spriingliche (Gleichgewichts—) Lage zuriickzukehren. Diese Féhigkeit resultiert aus zwei
widerstreitenden Driicken: zum einen, dem nach der Young-Laplaceschen Gleichungen
notigen Druck, um die Grenzfliche aufrecht zu erhalten, zum anderen dem tatséchlichen
Druck, den wir uns durch die allgemeine Gasgleichung gegeben denken.

Der Druck, der nétig ist, um die Grenzfliche aufrecht zu erhalten, ist durch die Young—
Laplacesche Gleichung (1.2)

pn=pw +2Ho

gegeben (p,: Luftdruck, py: Wasserdruck, o: Oberflichenspannung). Der tatséichliche
Druck in der Luftschicht wird durch die allgemeine Gasgleichung

_ nRT
Pt = 7‘/

gegeben. In der Gleichgewichtslage gilt natiirlich
bt = Pn-

Um zu bestimmen, wie beide Driicke auf Volumenénderungen reagieren, fithren wir fiir
beide Gleichungen je eine Taylor-Entwicklung durch und verwerfen Terme zweiter und
hoherer Ordnung. In dieser Ndherung gilt zunéchst fiir den tatséchlichen Luftdruck

nRT
pe(Vo +dV) = pi(Vo) — WdV,
0
wéahrend fiir den beno6tigten Druck gilt:
dH
pn(v() + dV) ~ pn(v()) +20 —— dv.
=Vvo
Der Ausdruck fiir die Differenz beider Driicke ist damit
RT dH
5p = pi(Vo +dV) — pa(Vo + dV) = — | 420 < av.
‘/E) dv V=W

Fiir den Term in eckigen Klammern fiithren wir die Abkiirzung

+2

e pw + 20H U@
o v dV' |y _y,

ein. Es sind nun zwei Fille mit je zwei Unterféllen zu unterscheiden:

38



3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

1. w>0

a) dV > 0: Aus op = —wdV folgt, dal der benétigte Druck stirker angewachsen
ist als der tatsdchliche; die kontrahierende Tendenz der Oberflachenspannung
ist stiarker als die expansive Tendenz des Luftdrucks: Die Oberfliche strebt
wieder dem Gleichgewichtszustand zu.

b) dV < 0: Entsprechend ist hier der tatséchliche Druck groler als der bendtigte;
die expansiven Tendenzen {iberwiegen. Da sich das Volumen aber zuvor ver-
kleinert hat, strebt die Grenzfliche wieder der Gleichgewichtslage zu.

Zusammenfassend gilt also, dal aus w > 0 Stabilitéit der Gleichgewichtslage folgt.

2. w < 0: Hier liegen die Verhiltnisse bei beiden Unterfillen genau umgekehrt wie
oben. Im Falle einer anfinglichen Expansion, erfolgt durch den stédrker gewachse-
nen tatsichlichen Luftdruck eine weitere Expansion, wihrend die Luftschicht nach
einer anfanglichen Kontraktion weiter zusammenschrumpft. In diesem Fall ist die
Gleichgewichtslage also labil.

Im Fall eines regelméfigen Gitters mit zylindrischen Saulen ist, wie oben gezeigt, (1):

2)8
H= """
2|0’

weist also keinerlei Volumenabhéngigkeit auf. Dies bedeutet

pw +20H
w="——
v

Dies scheint das Paradoxon vom Ende des letzten Abschnitts weiter zu bestéirken: Grofie
Saulenabstidnde begiinstigen die Existenz von Lésungen, die nun auch stabil erscheinen.

Natiirlich hétten wir zu diesem Ergebnis auch ohne den Umweg iiber w kommen
konnen. Jede Losung der Problemstellung 1 ist nur bis auf eine additive Konstante ein-
deutig. Nur durch Einbeziehung des Drucks, der umgekehrt proportional zum Volumen
und damit zur Hohe (bestimmt durch die additive Konstante) ist, ergibt sich eine eindeu-
tige Losung. Da der Druck bei einer Verschiebung nach oben abnimmt (und umgekehrt
bei einer Verschiebung nach unten wichst) ist diese Losung gegen Verschiebungen der
Grenzflache stabil.

Der entscheidende Punkt bei den obigen Uberlegungen ist jedoch, daB fiir die Lésung
vorausgesetzt wurde, dafl sie sich iiber die gesamte Elementarzelle erstreckt, wihrend
vereinzelte Luftblasen, wie sie im zweiten Kapitel diskutiert wurden, nicht berticksichtigt
werden. Auch wenn eine kontinuierliche Losung gegen Druckschwankungen nach obigen
Uberlegungen stabil sein mag, so kann sie energetisch gegen den Zerfall in vereinzelte
Luftblasen instabil sein.

Fiir die Kldrung der Stabilitatsfrage haben wir uns also Energiebetrachtungen zuzu-
wenden. Es gibt drei Beitréige zur Energie einer Luft-Wasser-Konfiguration®, die wir auf
die Energie normieren wollen, die das System hétte, wire alles von Wasser bedeckt.

> 0.

8vgl. hierzu auch das Kapitel iiber Variationsrechnung
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

1. Die Volumenenergie: Wird ein Volumen V;, Wasser durch Luft (adiabatisch) ersetzt,
muf} dieses Volumen gegen den Wasserdruck pyy in das Wasserreservoir gebracht
werden; zugleich leistet die einstromende Luft Arbeit mit ihrem eigenen Druck py..
Die gesamte erbrachte Volumenenergie, die anschliefend im System gespeichert ist,
ist

Ey =pwVL —pLVL = —20HV],

2. Die Energie der Grenzfliche: Dieser Term ist gegeben durch
Ec = 0Ag,
wo Aqg der Fliacheninhalt der Grenzfliche zwischen Wasser und Luft ist.

3. Die Benetzungsenergie: Es mufl Energie aufgebracht werden, um den Festkorper
mit Luft zu benetzen, zugleich wird die Benetzungsenergie des Wassers frei:

Ep =o0rArL —owAp,

hierbei ist Aj, die Fliche mit Luftkontakt, o7, und oy sind Proportionalitits-
konstanten analog zur Oberflichenspannung o. Mit Hilfe der Youngschen Glei-
chung?
8= OL — 0w
o
konnen wir obige Gleichung umschreiben zu:

Ep =0pBAL.

Die Gesamtenergie ist somit
E=c¢ [—QHVL + BAL + Ag] . (3.10)

Die exakte Berechnung der Gesamtenergie erfordert natiirlich die genaue Kenntnis der
Grenzflache, jedoch kdnnen wir vermoge

H—0 fiir |Q| = oo, || = const.

fiir groBe Sdulenabstinde Ag durch € approximieren. Héngt die in dieser Ann#iherung
ebene Grenzfliche in einer Hohe h iiber dem Grund, so ist die Energie der Elementar-
zelle!?: .
X

EF=0|——
|€2]

Bl + 8 (121 + [SIh) + 121 | = o(1 + B0

Somit sehen wir sofort, dafy die Energie einer durchgehenden Losung fiir grofler werdende
Saulenabsténde standig wachst, wihrend sie fiir Einzelblasen beschrénkt ist. Die Energie
fiir isolierte Luftblasen wird schliellich niedriger als fiir eine durchgehende Luftschicht.
Dies bedeutet selbstverstindlich, dal die durchgehende Losung instabil gegen Zerfall in
einzelne Blasen wird.

9Zur Erinnerung: § ist Cosinus des Kontaktwinkels
nach Gleichung (1) ist 2H|Q| = |28
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

3.4 Persistenz

Unter Persistenz wird die Stabilitéit der Luftschicht gegen Diffusionsprozesse verstanden,
insbesondere natiirliche solche, die einen Nettostrom von Luftmolekiilen aus der Luft-
schicht bewirken. Die beiden grundlegenden GesetzméifBigkeiten hier sind, wie bereits
erwahnt, das Henrysche Gesetz

pa = cakpy,

das Partialdruck einer Luftkomponente in der Gasphase mit deren Konzentration in der
wéafrigen Phase verkniipft, und das Ficksche Gesetz

jA = _DVCA7

welches den Diffusionsstrom j'der Luftkomponente A entlang ihres Konzentrationsgradi-
enten im Wasser beschreibt. Wir wenden uns zunéchst einer rein qualitativen Diskussion
zu und ziehen aus beiden GesetzméBigkeiten den Schluf}, daff die Komponente A aus der
Luftschicht um ein untergetauchtes Objekt in die Atmosphére oberhalb des Wassers
diffundiert, wenn der Partialdruck in der Luftschicht grofler ist als in der Atmosphére:
Hoherer Partialdruck bedeutet lokal eine hohere Konzentration, diese wird jedoch nach
Fick wegdiffundiert. Da in der Luftschicht gleiche chemische Zusammensetzung wie in
der Atmosphire angenommen werden kann, heiffit dies nichts anderes, als dafl sich eine
Luftschicht auflost, wenn der Druck in ihr hoher ist als in der Atmosphére. Im Fall ei-
nes Gitters zylindrischer Séulen ist die Druckdifferenz zwischen Luft und Wasser eine
feststehende Grofie. Durch das Ausstromen der Luft erfolgt also keine Druckentlastung
und die Luftschicht muf} sich zur Génze auflésen. Da der hydrostatische Druck — und
tiber die feststehende Druckdifferenz damit auch der Luftdruck in der Luftschicht — aus-
schliellich eine Funktion der Tauchtiefe ist, kann man eine maximale Tauchtiefe Ay ax
angeben, bis zu der ein untergetauchtes Objekt eine persistente Luftschicht halten kann.
Aus der Forderung, dafi in der Tiefe hyax der Druck pr in der Luftschicht gleich dem
atmosphérischen Druck patm ist,

PL = Patm,

der hydrostatischen Druckgleichung

PW = Datm T prh

mit py als Dichte des Wassers, g als Erdbeschleunigung und h als Tauchtiefe, sowie der
Young-Laplaceschen Gleichung (1.2) und der Beziehung zwischen H und der Elementar-
zelle (1) folgt:
_ oBX|

pw g
Wir sehen sofort, daf§ fiir H > 0, also nach (1) fiir 5 < 0, die maximale Tauchtiefe negativ
ist. D. h. daf§ es fiir hydrophile Korper nicht moglich ist eine persistente Luftschicht an
sich zu halten. Dieses Ergebnis ist im Einklang mit dessen, was man naiv erwarten
konnte.

hmax -
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

Abbildung 3.9: Luftblase (Radius €, Druck p,, Tiefe h) in diffusivem Austausch mit der
Atmosphire (Druck patm). Fiir ¢q > catm (entsprechend pg > patm),
entweichen Luftmolekiile aus der Blase und wandern entlang der Trajek-

torien in Pfeilrichtung in die Atmosphére
[10], Fig. 5

Fiir eine qualitative Diskussion der Zeit, die eine nicht—persistente Luftschicht braucht,
um sich aufzuldsen, hat Herr Wilfried Konrad in [10] in Idee entwickelt, die auf einer
Analogie zwischen dem Diffusionsproblem und elektrostatischen Problemen mit Spiegel-
ladungen beruht. Ausgangspunkt seiner Uberlegungen ist die Diffusionsgleichung

dc
a = _DAC

Nun nimmt er an, daf} sich ein stationdrer Flul ausgebildet hat, d. h.
0= DAc

ist, d. h. letztlich wird eine untere Grenze der Lebensdauer berechnet. Die Luftschicht soll
génzlich in einer Sphére vom Radius € in der Tiefe h enthalten sein (s. hierzu und auch fiir
die folgenden Gréflen Abb. 3.9). Die Randbedingungen lauten in Zylinderkoordinaten,
wenn die Wasseroberflache bei z = 0 ist:

C‘z:(] = Catm

C’ /02 +(z+h)2=¢ = Cq
Das Problem ist damit vollig analog zum elektrostatischen Problem einer geladenen
Sphére gegeniiber einer Metallplatte, dessen Losung hinlénglich bekannt ist. Hier ergibt
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3 Zweidimensionale Gitter von Sédulen

sich:
6(Ca - Catm) E(Ca - Catm)

+ .
VPR ()2 P+ (2~ h)?
Einsetzen von (3.11) in (1.5) liefert die Fluidichte j],—¢ durch die Wasseroberfliche, das

Integral von j].—o tiber die gesamte (unendlich gedachte) Wasseroberfldche liefert den
Gesamtstrom [ in die Atmosphire. Die Lebenszeit 7 ist dann durch

(3.11)

C(P, Z) = Catm

Na
T=—
I
gegeben, wobei n, die in der Luftblase enthaltene Stoffmenge ist, die wiederum aus

PaVa = ng RT folgt. FaBt man alles zusammen, folgt ([10], G1. (23)):

o0 Jfallsh < hoo
T= Vak atm
TreDHT (1 + ,,W;},;_hw)) falls b > hoo

wobei py die Dichte von Wasser und g die Erdbeschleunigung ist.
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3.5 Anmerkungen zur Numerik

An dieser Stelle scheinen ein paar Bemerkungen zur numerischen Losung des Problems
angebracht. Dank eines Stipendiums des DA ADs verbrachte ich einen Monat bei Herrn
Prof. Frauendiener an der Universitiat von Otago, Neuseeland. Hauptgrund der Reise war
die Beschiéftigung mit numerischen Methoden im Zusammenhang der hier untersuchten
Problemstellung.

Die Methode der finiten Elemente liefl sich erfolgreich auf solche Flichen anwenden,
die sich als Graphen iiber einem gegebenen zweidimensionalen Gebiet darstellen las-
sen. Numerische Verfahren wurden dabei auch fiir Parameterwerte durchgefiihrt, fiir
die aus analytischen Uberlegungen heraus bekannt ist, daf sie keine Lésung zulas-
sen. In diesen Fallen konvergierte das numerische Verfahren nicht, es wurden zum Teil
aber auch Losungen geliefert, die Eigenschaften aufwiesen, die mit konstanter mittlerer
Kriimmung unvereinbar sind. Solide analytische Kenntnisse sind also unentbehrlich, um
falsche Losungen aussortieren zu kénnen.

Ein Schwerpunkt der Simulationen lag dabei auf Wasser-Luft-Grenzflachen, die sich
entlang von S&ulen mit quadratischem Grundrifl ausbilden, welche in einem quadra-
tisch Gitter angeordnet sind. Das Nees-Institut fiir Biodiversitdt der Pflanzen an der
Universitdt Bonn, mit dem eine Kooperation besteht, hatte solcher Art strukturierte
Oberfldchen (,Prototypen®) fiir Testzwecke in Auftrag gegeben; durch die Simulationen
sollte nun geklart werden, ob fiir diese Prototypen die Ausbildung einer Grenzschicht
theoretisch moglich ist. Fiir einen weiten Parameterbereich konnte die Existenz einer
(numerischen) Losung gezeigt werden. Dies war ein Anlaf fiir Prof. Frauendiener und
mich uns nochmals intensiver mit den Existenzsitzen zu beschéftigen. Dabei wurden
dann die Grundlagen fiir den vorangehenden theoretischen Teil dieses Kapitels (vor al-
lem 3.2) gelegt.

Eine numerische Berechnung von Luftschichten, die sich nicht als Graphen iiber einem
vorgegebenen Gebiet darstellen lassen (wie zum Beispiel eine Luftschicht, die sich ent-
lang von Kegeln statt Siulen spannt), ist daher als Vorbereitung auf eine Kliarung der
theoretischen Existenzfrage zu empfehlen. Es schwingt dabei die Hoffnung mit, daf} sie
dem zukiinftigen Forscher eine Intuition vermittelt, wann Lésungen existieren und wann
nicht.
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Wir wenden in diesem Kapitel das Instrumentarium der Variationsrechnung auf unse-
re Problemstellung an. Abschnitt 4.2 skizziert den Beweis von Satz 3. Er ist lediglich
eine Wiedergabe von [5], Kapitel 7, und liefert gegeniiber [5] keine neuen Erkenntnis-
se oder Ansitze; nur der Vollsténdigkeit halber ist diese Beweisskizze in unsere Arbeit
tibernommen worden. In Abschnitt 4.3 stellen wir sodann unseren zentralen Satz iiber
das Extremalprinzip am Rand zweidimensionaler Elementarzellen auf. Im letzten Ab-
schnitt geben wir einen kurzen Uberblick iiber das, was auf dieser Arbeit aufbauend als
néchster Schritt zu einem besseren Verstandnis von lufthaltenden Oberflichen anzusehen
ist.

4.1 Ein Extremalprinzip fiir CMC-Flachen

Zunichst aber wollen wir einige triviale Erkenntnisse {iber CMC-Fléchen wieder in Er-
innerung rufen. Wir betrachten den CMC-Fldchen—Operator Ly mit

3
Lyu] =2H (1 + U,Q1 + u22) 24+ (14 u722)u711 —2ujupu2 + (1+ 'LL’Q1>U722.

Die Losungen von Ly [u] = 0 sind dabei gerade CMC-Fléchen mit mittlerer Kriimmung
H. Als erstes folgt der Satz:

Satz 6 Sei H > 0 und u Losung von Ly[u] < 0. Dann besitzt u kein inneres Minimum.

Beweis: Angenommen v nimmt ein Minimum in einem inneren Punkt P an. Dann gilt
in P fiir alle 7 € {1, 2}:
’U,J‘(P ) =0

und die Hessematrix b, = u i1, (P) definiert eine positiv semidefinite quadratische Form.
Hieraus folgt
u11(P) > 0,u22(P) >0

und weiter
LH[qu =u11 + u2 + 2H >0

im Widerspruch zur Voraussetzung.
q.ed
Analog gilt der Satz:

Satz 7 Sei H < 0 und u Lisung von Ly[u] > 0. Dann besitzt u kein inneres Mazimum.

45



4 Variation

Hiermit 148t sich schliellich folgender Satz beweisen:

Satz 8 Seien v und w zwei Lésungen von L{u] = 0, so kann v —w weder ein Mazimum
noch ein Minimum im Inneren annehmen, es sei denn v = w.

Beweis: s. [8].

4.2 Grundlagen

Wie bereits im Abschnitt iiber Stabilitdtsbetrachtungen angedeutet, kann das Problem
auch als Variationsproblem des Energiefunktionals betrachtet werden. Die Gesamtener-
gie ist nach (3.10)

E = O’[—QHVL + BAS +Ag].

Da o nur eine multiplikative Konstante ist, interessiert fiir das Variationsproblem nur
der Ausdruck in eckigen Klammern. Es reicht also aus, das Funktional

QE[u]-/ﬂ(—2Hu+\/W) dx—i—/ﬁﬁuds

zu betrachten. Anwendung des iiblichen Formalismus fiihrt auf die drei Euler—Lagrange-
schen Gleichungen

diviu = -2H in

v-Tu = —-p auf 3

v-Tu = 0 auf 3\ s,
also auch wieder auf Problemstellung (1). Diese Formulierung erlaubt uns aber anderer-
seits eine neue Herangehensweise an das gestellte Problem. Wir skizzieren im Folgenden

einen Beweis fiir Satz 3 (wir folgen dabei im wesentlichen [5], Kapitel 7).
Wir gehen zunéchst zu dem allgemeineren Funktional

Elu] = /Q VI VaPda + /Q Mu)de — fz b(s)u(s)ds

mit —1 < b < 1 und \'(u) > 0 iiber. Die zugehorigen Eulerschen Gleichungen lauten?

divliu = 2h(u)
v-Tu = b(s)
mit 2h(t) = N(t).

Zunichst bemerken wir, da8 eine Funktion v € BV (Q2) genau dann &£ iiber Q2 mini-
miert, wenn ihr Subgraph

U={(z,2) € A xRlz <u(z)}

¢ erhalten wir aus £ durch die Wahl A(u) = —Hw und b(s) = —f auf 3 und b(s) = 0 sonst. Anschaulich
gesprochen messen wir die mittlere Kriimmung jetzt gegen den nach oben gerichteten Normalenvektor
und messen den Kontaktwinkel in der Luft statt im Wasser.
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das Funktional
F) = [ [Wxeldeds +2 [ hunodedz — [ bdsds
Q Q 0Q

— mit Q@ = Q@ xR, 6Q = 02 x R und xy als charakteristische Funktion von U —
minimiert. Minimierung ist hierbei in folgendem Sinne zu verstehen: Setze fiir T' > 0

QT = Ox [—T, T]
5Qr = 00 x [~T,T]

und fir U C Q
FrlU] = / |Vxuldedz + 2/ h(u)xydzdz / byydsdz;
Qr Qr QT

wir sagen, dafl U Fp in Q7 minimiere (oder eine Losung fiir Fp in Qp sei), wenn fiir
jedes S C Qr gilt: Fr[U] < Fr[S]. Wir sagen, daBl U F in ) minimiere (oder eine lokale
Losung fiir F in @ sei), wenn U fiir alle T > 0 Fp in Q7 minimiert.

Wir betrachten nun zunéchst das Problem, fiir ein gegebenes j > 0 £ in der Klasse

Vi = {u e BV(Q)|ju| < j}.

zu minimieren. Es ist offenbar, dafl £ in V; von unten beschrénkt ist und jede minimieren-
de Folge {u‘;C in BV () beschrinkt ist. Sdtze tiber die Kompaktheit der BV —Funktionen
erlauben es uns, eine Teilfolge herauszugreifen, die in L'(Q) gegen v/ € BV (Q) konver-
giert. Es 148t sich zeigen, dafl u/ eine L'-Spur iiber ¥ besitzt, £[u’] also definiert ist.
Um zu zeigen, dafl v/ minimiert, reicht es aus, Halbstetigkeit von unten zu zeigen. Wir
benétigen zunéchst einen Hilfssatz:

Lemma 3 ([5/, Lemma 6.1) Existiere eine zulissige Partition der Fins (s. Definition
3); sei bj = maxy; |b[. Sei As C §) ein Streifen der Breite 0 entlang von ¥. Dann gilt fiir

jedes f € BV ()
’/ bfds
)

mit p = max |bj|\/1 + L; genommen tber alle j mit Q; N As N'Tr f # 0.
Beweis: Wihle ¢ so klein, daf die Endpunkte (n = 1; — 7) jedes Intervalls nach Schritt

iii von Definition 3 innerhalb von Q\ A; liegt. Sei ¢ € C*°(Q) mit 0 < ( < 1, ( =1 iiber
Y und ¢ =0 auf Q\ A;s. Sei zunidchst j < Np. Es gilt

Y B
F 5l s, =/ 91 (¢o)dn.
M=) = f s ey

< M/Aé 1 fld + T(2:6) /A flda

Fiir irgendeine Konstante Y ;(£2; ) gilt also

); pj
\f|¢j</ |fn|¢jdn+rj<ﬂ;5>/ £ldn.

wj_(s wj—(s
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Wir integrieren beziiglich £ und erhalten vermoge Tr ¢; C €Q;:

1

|flgjds < [ |Vflgjdz+7; [ |fldx
,/1+L§ b As As

und damit

‘/Ebfqﬁjds < |bj\/TLg/Aé\Vf|¢jdx+ybj|,/1+L§TjA5\f|dx. (4.1)

Falls j > Np ist, so betrachten wir die Integrale, die den Schnitten mit den benach-
barten 3; entsprechen (s. Definition 3 ii), einzeln. Da die Mengen nach Punkt iii der
Definition sich nicht schneiden, kénnen die Ergebnisse addiert werden und wir gelan-
gen wieder zu Formel (4.1). Summation iiber alle j mit Q; N As N Trf # 0 liefert
mit T = ), \bj|\/rL]2-Tj die Aussage des Lemmas, da (4.1) nicht mehr von der
anfianglichen Beschriankung an § abhéngt.

q.ed
Wir sind nun in der Lage die oben geforderte Halbstetigkeit zu beweisen:

Lemma 4 ([5], Lemma 7.1) Sei v, € BV(Q), [ /14 |[Vug|?dz < M < oo und kon-
vergiere vy, in L' () gegen v € BV(Q). Gebe es weiter fiir ein gegebenes € > 0 eine
zuldssige Partition der Eins mit u < 1+ €. Dann gilt

Ev] < lim i%fg[vk].
Beweis: Wir betrachten zuerst den Term [, A(u)dz. Wir setzen
MNT)+N(T)(u—T), u>T
Ar(u) =< A(u), -T<u<T
AM=T)+XN(-T)(u+T), u<-T

Da nach Voraussetzung \”’(u) > 0 gilt, gilt fiir hinreichend grofies T stets Ap(u) < A(u).
Weiter gilt

/()\T(v) — Ap(vg))dz < M/ |v — vg|da
Q Q

mit M = maxy<p [N (t)| und damit

/)\T(v)dwgliminf/ A (vg)dz
Q k- Ja

wegen der L'-Konvergenz von vy, gegen v. Also gilt

/)\T(v)da; < lim/sup/ )\T(vk)da:—liminf/ Avg)dz
Q kT Jo ko Ja
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und schliellich
/ A(v)dz = sup/ Ar(v)dz < lim inf/ A(vg)dz.
Q T JQ Q
Die Aussage bleibt damit nur noch fiir den Ausdruck
Qu] == Afu] — / buds ::/ V14 |Vu|?dz —/ buds
b Q b
zu zeigen. Fiir das Flachenintegral
Au) = / V14 |Vul2dz
Q
machen wir zunéchst folgende Feststellung: Es sei

Aslu) == /Q(; dz

fiir irgendeine Teilmenge 25 C £2; nach Definition gilt fiir alle zweidimensional vektor-
wertigen Funktionen g, h € C5°(€s) mit |g|, || < 1:

Wslv] — As[vg] = Sup/Q (go + vdiv g)dx — /Q (ho + vediv h)dz
S S

IN

sup/ (9o + vdiv g)dx — sup/ (g0 + vidiv g)dx

Qs Qs

= sup/ ((v — vg)div g)dz. (4.2)
Qs

Wir setzen nun Q5 = Q \ As, wobei As = {z € Q|d(z,X) < 0} ein Randstreifen der
Breite ¢ ist. Mit Hilfe von Lemma 3 finden wir also

Q= Q] < (ol = Bsfo)) +2+9) | VP
4 e/A VTF [VorPde + T(Q;(S)/Q\v ~ wlda.
S
Fiir ein beliebiges € > 0 wihle § so, dafl
/ V14 |VolPdz < &
As

aus (4.2) folgt
sup (As[v] — As[vk]) < 0;

k—o00

schliefflich ist nach Voraussetzung

lim / |v — vg|dz = 0.
Q

k—o0
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Zusammengefafit gilt also

sup (Q[v] — Qvk]) < (2 + €)é + eM;;

k—o0

da e und € beliebig wéahlbar sind, ist das Lemma bewiesen.
q.ed

Wir wissen nun also, daf$ fiir £ ein minimierendes v’ in V; existiert. Da u/ € BV () ist,
ist sein Subgraph U7 fiir alle T' < j eine Losung fiir F in Q7. Wir haben weiterhin

Lemma 5 ([5/, Lemma 7.2) Sei A eine Lisung fir F in Qr, dann existiert ein C(T)
mit

/ |Vxaldzdz < C(T).
Qr

Beweis: Nach der minimierenden Eigenschaft ist
Frld) < FrlA\Qr) = [ [Vxag,ldads < 218;
Qr

also ist
/ IV aldzdz < 20 + 2/ Ih(w)|dzdz + 210Q|T = C(T).

T T

Wir lassen nun j — oo gehen und erhalten fiir festes T*:
/ Xyidzrdz —I—/ |Vxyildedz < 2T1Q| + C(T)
T Qr
Wegen Kompaktheit folgt wiederum fiir jedes T' U/ — U in L'(Qr) mit
/ xudzdz +/ |[Vxuldedz < 2T1Q| + C(T).
T T

Die Menge U ist als Grenzwert von Subgraphen wiederum ein Subgraph. Halbstetigkeit
von unten des Funktionals F folgt analog zu Lemma 4; also folgt Fr[U] < Fr[V] fiir
alle V. Damit folgt

Satz 9 Unter den Voraussetzungen von Satz 3 aber ohne die Forderung ®[Q2*] > 0,Q* #
0, Q emistiert eine lokale Lésung fiir F.

Es bleibt jedoch zu beachten, daf} eine lokale Losung fiir 7 dem Betrage nach unendlich
werden kann, auch auf einer Menge von positivem Mafle. Wir haben uns diesem Problem
daher als nichstem zuzuwenden. Hierfiir fithren wir die Mengen P = {z € Q|u(z) = oo},
N = {z € Qu(z) = —oo} und G = 2\ (P UN) ein. Es gilt zunichst
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Lemma 6 ([5], Lemma 7.3) Sei U’ eine Lésung fiir
.7-"% = / |Vxaldzdz + 2/ B (u)x adzdz — W x adsdz.
Qr Qr 6Qr
Sei hi(u) — h(u) gleichmifig in Qr, ¥ — b gleichformig auf 6Qr. Dann ist UJ eine
minimierende Folge fiir Fr[A].

Beweis: Angenommen,Adie Aussage des Satzes hielte nicht, dann existierte eine Teilfolge
U7 und ein Subgraph U mit ‘
Fr[U] < inf Fp[U’].

Da aber jedes U7 das Funktional ]-"% minimiert, gilt andererseits

inf Fr[U7] = inf {f%[ﬁf] + 2/ (h(u) — B (u)xp,dzdz — /(SQ (b— bj)XUjdsdz}

T

A .

= inf F5[07]
< inf ]-"%[U]

Fiir j — oo folgt aus beiden Ungleichungen ein Widerspruch.

q.ed
Wir definieren nun die beiden Funktionale
QW]F‘N—/6®+H%Qﬂ
E*
MW]:|N+/b@—ﬂ{MW|
E*

mit He = limyo0 A(t) und H_oo = limy,_o h(t), wobei wir fiir beide Groflen aus-
driicklich unendliche Grofien zugelassen sein sollen. Fiir h(t) = H = const gilt ¥[Q*] =
O[Q*] und P[Q*] = P[Q\ Q*].

Lemma 7 ([5], Lemma 7.4) Die Menge P minimiert das Funktional ®; die Menge N
manimiert das Funktional W.

Beweis: Fiir eine Folge 7 — oo sei
Uj ={(z,2) € Qlz <u(x) — j}.
Dann ist U’ eine Losung fiir
FI[A] = / |Vxaldzdz + 2/ h(u+ j)xadadz —/ bx adsdz.
Q Q QT

Es gilt offenbar U7 — U = P x R. Nach Lemma 6 ist U’ eine minimierende Folge,
wegen Halbstetigkeit minimiert P x R also F° = f_TT ®[A]dz. Da P x R und ®[A] keine
Abhéngigkeit von t aufweisen, folgt die Behauptung fiir P. Entsprechend beweist man
die Aussage fiir ¥ und N.
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q.e.d
Wir kénnen nun folgenden Satz aufstellen:

Satz 10 ([5], Theorem 7.3) Mdégen die Voraussetzungen von Satz 3 erfillt sein mit
der einzigen Ausnahme, daf$ beziiglich der zuldssigen Partition der Fins p < 1+ € fir
beliebiges € > 0 gelte. Im Falle h(t) # const. trete dabei an die Stelle der Forderung an ®
die Forderung: ®[Q*] > 0, W[Q*] > 0 jeweils fiir alle O* # 0. Dann existiert eine lokale
Losung fiir F, die tber ganz Q) lokal endlich ist.

Beweis: Falls h(t) # const., so folgt die Aussage unmittelbar aus Lemma 7. Andernfalls
betrachte h;(u) = H +e€; tan~! v fiir irgendeine Folge €; — 0. Sei u; die zugehorige lokale
Losung fiir /. Wéhle A; so, dafl

1
[{z € Qu;(z) — A 2 0} = ]9 (4.3)
1
[{z € Qu;(z) — A < 0} = ]9 (4.4)
gilt und setze
Uj ={(z,1) € Qt <u;(x) = Aj}.
Somit ist U; eine Losung fiir
FIA] —/ \VXA]dxdz+2/ hj(t+/\j)x,4dmdz—/ bx adsdz.
Q Q 6Q

Vermoge Lemma 5 gilt fQT [Vxu,| < C(T), also gibt es eine Teilfolge U; — U in L' (Qr).
Da hj — h gleichméBig in @ ist, ist U; eine minimierende Folge fiir Fr[A] und durch
die Halbstetigkeit von unten fiir alle T' > 0 eine Losung fiir Fr[A]; also ist U eine lokale
Losung fiir F[A]. Nach Lemma 7 minimiert P ® und N W. Falls also die Bedingung an
® hilt, so folgt P = () oder Q, entsprechend N = ) oder Q. Aber (4.3) gilt auch im
Limes j — oo, also kann keine der beiden Mengen gleich €2 sein.

q.e.d

Es kann nun immer noch der Fall auftreten, dafl v gegen unendlich strebt, wenn es
sich dem Rande néhert.

Lemma 8 (/5], Lemma 7.6) Seip € ¥. Sei max{|b;|\/1+ L;} <1 genommen dber alle
¥j 2 p. Sei U eine lokale Losung von F. Sei Z,(p,7) = {(x,2) € Q||lx—p| <7, |z2—7| < r}
ein Zylinder um p und sei U, = UNZ,.. Dann existiert zwei Konstanten C' > 0 und rg > 0
s0, daf8 gilt: Aus |U.| > 0 fiir alle v > 0 folgt, daf |U.| > Cr® fiir alle r < rq gilt.

Beweis: Da U fiir jedes Q7 F minimiert, erhalten wir aus einem Vergleich von U mit
U\ Z,:

/ |Vxu|dzdz + 2/ h(u)xydzdz —/ bxydsdz < / xudF,
QNZ. QnZ, 5QNZr 87

52



4 Variation

so dafl fiir fast alle r > 0 gilt:

/|VXUT|dwdz+2/ h(u)XUdedz—/ bXUrdsszZ/ xvdF (4.5)
Q@ Q 5Q 6Zr

Aus Lemma 3 folgt:

/ xu,dsdz < maxﬂl—i—L?/]VXUT\dxdz—i—C]UT\
0Q Q
< max«/l—i—LJQ-/ |VXUT|da:dz+C]Zr\é/ |Vxu, |dzdz
Q R3

fiir eine geeignete Konstante C; die letzte Ungleichung folgte aus der Poincareschen
Ungleichung. Mit Hilfe der Identitét

/ ]VXUT]dxdz:/ \VXUr]dxdz+/ xu, dsdz
R3 Q oQ

finden wir fiir ein hinreichend kleines r mit C' |Zr|% < 3, daB

axy/1+ L2 + C|Z,[5

/ Xxv,dsdz < - / |Vxu, |dzdz (4.6)
5Q 1-C|Z |5 Q
und damit
1+ max,/1+ L
/ \Vxu, |dzdz < / |Vxu,|dedz < 2(14max (/1 + L2 / |Vxu, |dzdz
R3 1-C\Z, \3

gilt. Weiterhin gilt, wenn B, (p) die Grundfliche von Z, ist:

/h(u)XUdedz = / dz/ u)xu, dx
Q 7 (
T+
> —/ / |h(u )lzdx/ xu,dz p dz
=T Br(p) »(P)

T+7r ]
> ~Cligl [ (0]

-Tr

=

> ~Cliglr [ |1V, ldads
RS

mit hy = min{0, (7 — )} und U,(s) = U, N {(x,2)|z = s}; die letzte Zeile wieder
vermoge der Poincareschen Ungleichung. Zusammengefafit kénnen wir also schreiben:

2/ h(u)XUdedz—/ bxu,dsdz
Q 6Q

C|ZT\% —l—max\/rL?
> —4C|hy|r (1 + max \/@) + (max |b;]) / Vxu, |
Q

1- C|Zr’%
(4.7)
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Der Term in geschweiften Klammern strebt fiir r — 0 gegen (max |b;|) max /1 + L? <1
Fiir hinreichend kleines r erhalten wir also aus (4.5), (4.6) und (4.7):

d
—|U;| = / xv,dsdz > 60/ |Oxv, |dxdz
d’l“ a7, Q
fiir ein €9 > 0 und damit weiter als Folgerung aus der Poincareschen Ungleichung
d
EIUT‘ > elyUr‘% (48)

fiir ein €; > 0 fiir fast alle 7 in einem Intervall |0;r;[. Fir |U,| > 0 fiir alle » > 0 kénnen
wir (4.8) integrieren und erhalten die Aussage.

qg.ed

Gébe es nun einen Punkt py € ¥ und eine Folge z; € Q mit z; — po und u(x;) — oo, so
wére fiir alle ¢ und alle r |U,(pp,t)| > 0. Wihle nun irgendein 7 fest, dann gibt es nach
Lemma 8 Konstanten C, R > 0 mit |Ug(po,t)| > CR? fiir alle t > 7. Folglich miifite P
im Widerspruch zu Lemma 7 nicht leer sein. Durch Betrachtung des Funktionals F fiir
v = —u und iz(v) = —h(—u) finden wir analog, dafl eine Folge gegen —oo N # () als
Konsequenz hitte. Damit hétten wir unsere Beweisskizze von Satz 3 abgeschlossen.

Satz 3 ermoglicht es eine Aussage iiber Existenz oder Nichtexistenz von Losungen des
CMC-Problems in zweidimensionalen Gittern zu treffen, wenn der Rand der Elementar-
zelle eine gewisse Regelméfigkeit (Existenz einer zuldssigen Partition der Eins entspre-
chend Definition 3) aufweist und Der Kontaktwinkel in einem vom Rand abhingigen
Parameterbereich liegt. Diese Annahmen an den Rand und an den Kontaktwinkel sind
jedoch nicht praxisrelevant, da in der praktischen Anwendungen nur Randformen zum
FEinsatz kommen, fiir die die Voraussetzung erfiillt ist, und Kontaktwinkel, die die Voraus-
setzung verletzen, nicht erreichbar sind. Wenn diese Voraussetzungen erfiillt sind, folgt
aus der Existenz einer Menge €2y, welche das Funktional ®[Q2*] minimiert, die Nichtexi-
stenz der CMC—Flédche und umgekehrt. Die Konstruktion dieser minimierenden Menge
ist ein einfaches geometrisches Problem und somit ein praxistaugliches Entscheidungs-
kriterium fiir Existenz oder Nichtexistenz.
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4.3 Extremalprinzip am Rand

In Abschnitt 4.1 haben wir gezeigt, dafl eine CMC-Fliche fiir H < 0 keine inneren
Maxima besitzen kann. Wenn die CMC—-Fldche nun eine Sdule schneidet, so ist nicht
zu erwarten, dafl die Schnittkurve in einer Ebene parallel zur Grundfliche verlduft.
Diese Kurve nimmt also Minima und Maxima beziiglich der z—Richtung an. Aufgrund
der Spiegelsymmetrie ist es natiirlich unmittelbar einsichtig, dal solche Extrema dort
auftreten, wo die Symmetrieebenen die Sdulen schneiden. Dort wo die Randkurve an ein
Maximum annimmt, beginnt in der CMC—Flache, was wir in Analogie zu einem Gebirge
einen Kamm nennen mochten.

Definition 4 Sei C eine Kurve auf einer CMC-Fliche, welche als Graph einer Funktion
u : (z1,22) — u(w1,z2) darstellbar sei. Sei fir jeden Punkt P € C die Kurve S(P)
diejenige Kurve auf der CMC-Fliche, welche C' in P rechtwinklig schneide. Gelte fiir
jedes P € C, daf S(P) in P ein Mazimum habe. Dann nennen wir C' einen Kamm der
CMC-Fliche. Entsprechend nennen wir eine Kurve C' ein Tal, wenn fiir jedes P' € C’
S(P') ein Minimum in P' annimmt.

Die Projektion eines Kamms auf die Grundfliche heiffe Kammlinie, diejenige eines
Tales Tallinie.

Wegen der Symmetrie des Problems ist eine Symmetrielinie stets eine Tal- oder Kammli-
nie. Wir interessieren uns nun fiir die Umkehrung: Ist die Kammlinie einer CMC—-Fléche
mit H < 0 stets eine Symmetrielinie?

Zunéchst fithren wir lokal ein auf diese Fragestellung hin abgestimmtes Koordinaten—
System ein. Der Kamm sei durch eine Kurve K : R — R3 gegeben; man sieht dann
unmittelbar, da3 die Projektion von K auf die 1 — zo—Ebene, k : R — R, eine Inte-
gralkurve das durch Vu gegebenen Vektorfeldes ist. Sei ¢ nun der FluBBparameter der

Integralkurve, d. h.:

9
2t B = Viem=k)

t=to
Um P konnen wir dann im R? lokal Koordinaten y; und ys einfithren: Der Punkt
P(y1,y2) sei derjenige Punkt, der den Abstand y, von k hat und fiir welchen der Fuf-
punkt des Lotes auf k& der Punkt k(¢ = x;) sei. Dabei wihlen wir das Vorzeichen von ys
so, daf}, wenn man k in positiver x1—Richtung durchléuft, positive yo—Werte links liegen.
Nach dieser Definition ist der Einheitsvektor in ys—Richtung offenbar in jedem Punkt

P(y1,y2):
e, = 1 < —u2(k(y1)) )
k) + k) \ )

und die partielle Ableitung in yo—Richtung also:

8y2 = ey2 ) V‘P(yl,yg)

(#1,22)=P(y1,y2)

= ! —ua(k(y)) \ (O
) W?1<k<y1>>+u?2<k<yl>>< wa(klyr)) ) <<'92>
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Um 0y, in einem Punkt P(yi,y2) zu berechnen, wenden wir die Kettenregel auf eine
beliebige Funktion f(yi,y2) an. Wir bezeichnen hierzu mit z;(y1,y2) die x;—Koordinate
von P(y1,y2) und mit 2¥(¢) die 2;-Koordinate von P(y;,0). Es ist dann:

1y ye) = 2(y) — e u2(k(y1))
2 k) + (k)
za(y1,y2) = @5(y1) +y2 ta(k(y1) .
VR () + wb (k)

Damit folgt

dz2(y1, y2)
oy

O f = f,1(901(2/1,y2)71‘2(y1,y2))w + f2(x1(y1,y2), v2(y1, y2))

Nach Konstruktion ist

xk
gyi(yl) = U,l(k(yl))

und -
ﬁ(yn = ua(k(y1))

damit folgt

aylf
fa(@i(yr, v2), 22(y1,y2)) (1 — yor)u (k(y1))
+ f2(z1(y1,y2), v2(y1,92)) (1 — yor)u2(k(y1))

mit

L a2 (uh —u%) +ugug (w2 —ui)
= 3 b)

u? + u? >§
( A T2 (@1,22)=k(y1)

welches wir als Kriimmung der Kurve k£ im Punkt k(y;) deuten kénnen. Zusammengefafit
ist also in diesem Koordinatensystem:

U1
ayl - (1 - y2l€) < U2 >(x1 x2)=k(y1) ‘ V|$1:CC1(y17y2)7a;2:a;2(y1,y2)

1 —Uu?2
8y2 ) \/m ( U > ‘ v|$1:x1(y17y2)7x2:x2(y17y2)
L (z1,22)=k(y1)

Durch Nachrechnen findet man, dafl der Kommutator

[81/1’8112] = ay1 ayQ - 8y28y1 =0
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der beiden Operatoren verschwindet.

Wir berechnen die erste Fundamentalform g,g, den Normalenvektor? n und die zweite
Fundamentalform b, in diesen Koordinaten; zur Vereinfachung der Schreibweise ver-
einbaren wir die Konvention, daf§ v und seine Ableitungen im Punkt P(y;,0) = k(y1)
auszuwerten sei, wenn es ein " tréigt, ansonsten aber im Punkt P(y;,y2)3

Gy = (11— y2ff)2[71,21 + ﬁ722 + (Gau + G 2u9)?] (4.9)
1-— Y2k ~ ~ ~ ~
Iyyy = —F———=(0au1 +a2u2)(tius —u1ty) (4.10)
a?l + a?2
(U1U2 —u1ia)?
Jyay2 = o) 1 d (4.11)
g = (1—y2/<c) (1+u1+u2)(u1+u2) (4.12)
~9 .
gt = uat i 2t (u 12 — Ul 2) (4.13)

(1 — yar)? (1+U1+“2)(U1+U2)

g = (Gauy +Gou2)(d1u — u1i2) (4.14)

(1 —y2r)(1+ U,21 + “,2)(“,1 + 22)%
Y N N 2
ug +us + (uiuq + uou
gy = 1 :22 ( ’21 ’1A2 ’2A2’2) (4.15)
(1 +uf +uj)(a% +4%)
1 1
n = ————— | —usy (4.16)

1/1—{—u’21—i—u,22 1’

ﬂ?lu,n + 24 102u,12 + ﬁ?2u722

byyy = (1—12k)°
W1+ u?l + u?g

(1= yor) (@1t 2(u2 — uin) + ua2(0? — 0%))
byrys = (4.18)

\/fﬂ + % \/1+u2 + uf
2

w11 — 20170 u 12 + 04U 20
S = (4.19)

by2y2
(ul +u2),/1+u71 +u72

Wir kénnen folgendes Lemma aufstellen:

(4.17)

Lemma 9 Sei H < 0. Der Schnittpunkt eines Kamms mit der Schnittkurve von CMC-
Fliche und einer Symmetriecbene ist kein Nabelpunkt, wenn besagte Schnittkurve ein Tal

ist (vgl. Abb. (4.1)).

Beweis: In einem Nabelpunkt gilt g, = Ab,g fiir eine Konstante A. Mdge nun eine
Schnittkurve von Symmetrieebene und CMC-Fliache, welche ein Tal der CMC—Fliche

2Wir nehmen an, da8 die Umgebung der Kurve k so klein ist, da 1 — y2k > 0 gilt.
@12(0% —0%)+0,18,2(8,20—0,11)

31n dieser Notation ist dann k = =
(a2 +a%)2
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Abbildung 4.1: Ein Kamm (gepunktet) schneidet eine Symmetrieebene (gestrichelt); die
Schnittkurve (Kreuze) von Symmetrieebene und CMC-Fléche ist ein Tal.

o8




4 Variation

ist, von einem Kamm geschnitten werden. Wir wihlen die x1—Achse so, daf sie parallel
zur Tallinie verlduft. Es ist dann entlang der Tallinie nach Konstruktion:

ugs =0, w2 >0, ui2=0.

An der Schnittstelle mit dem Kamm, ist die zweite Ableitung u,,,, senkrecht zur Kamm-
linie kleiner gleich null; zugleich ist sie eine Linearkombination der uqg:

Uyoyo = a%u 11 + 2abu 1o + b*u g,  a,b€R.
Somit folgt
u11 < 0.

Vermoge
(1+ u?Q)qu —2ujupuiz+ (1+ u?l)u,m

2H — —
(1+ “,21 + “22)%

konnen fiir H # 0 jedoch w11 und w22 im betrachteten Fall nicht beide gleichzeitig Null
sein. Wenden wir die Formeln (4.17) und (4.19) auf die Tallinie an (mit y; = x; und
Y2 = x32)), so erhalten wir

2
u,luyll
b1 =
1+ u21
U U 22
booy =
1+u?

Folglich ist
b1 <0, b2 >0

mit der Einschriankung, dal nicht beide gleichzeitig Null sind. Somit kann es keine reelle
Zahl A mit

baﬂ - /\gaﬁ

geben, da die Diagonalelemente des metrischen Tensors beide positiv sind.
q.ed

Wir betrachten zwei Punkte P; und P auf einem Kamm einer CMC-Fléche (H > 0).
Die x1-Achse richten wir parallel zu P; P> aus. Gesucht ist der Verlauf des Kamms Ry
zwischen den beiden Punkten.

Es sei R} die Projektion des Kamms auf die Grundfléche, P die Projektion der beiden
Punkte P;. Wir legen auf der Grundflache einen Halbkreis R5 von P;" nach Py; das Urbild
von R auf der CMC-Fléiche sei Ro. Wir betrachten die Werte von z und des Cosinus
B des Kontaktwinkels entlang Ro als gegeben. F sei die CMC—Fliache zwischen R; und
Ry, G ihre Projektion auf die Grundflédche.
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Es seien x1, 29, z die Koordinaten des dreidimensionalen Raumes?, es seien y1, ys die

Koordinaten der Projektion auf die Grundflache. Es sei o ein Parameter von R}. Das zu
minimierende Energiefunktional lautet dann:

I:/ f(z1, @2, 2(x1, 22), 21(21, x2), 22(x1, 22))dz1dX2 + B(U)dd—l— B(s)ds
G R} RS

Auf dem Kamm ist dabei der Cosinus des Kontaktwinkels 3 = 0. Unsere Funktion f ist

f=y/1+22+422-2Hz

Entsprechend dem Formalismus von [6], VI2§5, nehmen wir an, dal Ry durch

Tl = mi(ylayQ)va = w;(ylva)az = Z*(y1,y2)

mit y; wiederum als Funktionen von o gegeben ist> und setzt die Abkiirzungen (wie
T _ 9
tiblich ; = 5;)

ap\ = f(sp/\ - f,z,pz,)\
d 89
d Gg
£.(9) = do ((9 ) — gz
wobei
o = 9% 0y
P 8y]~ do

*

B 0z oz’ » Oyj
Yo7 \ow, ), 9y 00

Funk fordert dann als zusétzliche Euler-Lagrange-Gleichung entlang von R}

o’ 0z* T, 0z*\ Oz
_r = 2
'gxp(g)ayu +£Z(g)ay‘u, + {apla +fZ18yu} 80’

B 93* 47 oz* (31:1
gy ay 20y, | 00

Vermoge g = 0 ist in unserem Fall:

“Wir folgen hier der Notation von [6], die sich in der moderneren Literatur nicht hat durchsetzen
kénnen.

Soffenbar ist z(z} (y;(0))) = 2*(y;(c))
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Die Kammlinie ist eine Flufllinie des durch Vz gegeben Feldes; wir wihlen o als Fluf3-
parameter entlang der Kammlinie, wir setzen y; = o und wahlen als us den Abstand zu
R}. Nach unserer Koordinaten-Wahl ist

:El,a = 271
*
562’0. == 272
2y = z?l + z22

Nach Konstruktion ist y = 0 und 2, damit nur noch eine Funktion von y; = o. Weiter
ist

Z’l
fvz,lz—
1+23 + 25
272
f7Z,2:—
,/1+z’21+z722
air = f—fz,21
2
2 2 “1
= 2Hz4 /1424 +24 - —
1+ 23+ 2%
1+ 2%
= 2Hz+4+ ——22
,/1+z?1+z?2
Z1%22
a2 = —foiz0=——F—r——
\1+23 + 2%
a1 = Q12
1+z?1

azp = f—frpz0=—2Hz4 —2t—
1+ 23+ 2%

Die Euler-Lagrangesche Gleichung auf R lautet (" als Ableitung nach o):

*
O0xy

do

*
Ox3

Do =0

{anlﬁl + a21x§/ + f7z’12*/} — {(hg:UT/ + azgle + f7z,22:*/}

oder ausgeschrieben:
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cos(x)*cos(y) ——

Abbildung 4.2: Die Funktion cosz cosy: Hier schligt die Kammlinie durch die Punkte
(0;0) und (0;7/2) im Punkt (0;7/2) in eine Tallinie um.

1+ 22 Z1%
—2Hz + 3 2 3 21— ’12 2 5 Z2
\/1—1—2331—4—2372 \/1—i-z:%1—i—z:gﬁ2

z
+ E (z21 + 222)} s

V31422 + 22

1+ 22
G142 + (—2Hz—|— = ) 22

S - 21
{ V1422 + 22 V1422 + 22

<2 2 2 */
+ zi+z T
N ,2>} 1
=0
Beachtet man, da =3’ = 0 entlang des Kammlinie z» = 0 impliziert, so erkennt man,
daB 23’ = 0 die Euler-Lagrange—Gleichung 16st.
Wir haben damit gezeigt:

Lemma 10 Auf einer CMC-Fliche mit H < 0 gilt: Fine Kammlinie ist eine Gerade.

Es konnte nun freilich sein, daf8 sich ein Kamm in ein Tal umwandelt (vgl. Abb. 4.2).
Dies ist nach folgendem Korollar ausgeschlossen:

Korollar 3 Auf einer CMC-Fliche mit H < 0 gilt: Fin Kamm kann nicht als Tal
fortgesetzt werden.

Beweis: Gébe es einen Kamm, der sich als Tal fortsetzt, so miifite es jedenfalls einen
Punkt P auf der CMC-Fliche geben, wo der Kamm in das Tal iibergeht. P’ sei die
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Projektion von P auf die Grundfliche. Wir wihlen ein Koordinatensystem, so daf§ P’
der Ursprung und die z—Achse parallel zur Kammlinie ist. In P’ gilt dann:

Uy (P") = tyy(P') = ugy(P') = 0.

Wegen
(14 1)ty — 2uptytey + (14 u2)

Uyy
(142 +u2)2 70
z Yy

—2H =

muf} also u;; > 0 sein. Nachrechnen der zweiten Fundamentalform lieft, dafl P ein
parabolischer Punkt ist. Man kann also eine Umgebung von P wiéhlen, in der die CMC—
Flache nicht ihre Tangentialebene durch P durchst6f8t. Wegen uy, > 0 verlauft die CMC—
Fldche oberhalb der Tangentialebene. Wir fithren nun ein zweites Koordinatensystem
(&,m,¢) mit Ursprung P ein. Es sei n = y und ¢ der Abstand von der Tangentialebene
durch P; die é&~Achse sei durch die Gerade festgelegt, die durch P und den Schnittpunkt
von Tangentialebene und z—Achse verlduft. In diesen Koordinaten ist

ug(P) = 0.

Also muf} ein weiteres Tal in (—Richtung verlaufen. Zwischen diesem Tal und der Fort-
setzung des Kamms als Tal muf} ein weiterer Kamm liegen, der den ersten Kamm unter
einem Winkel ungleich 7 schneidet. Dies ist aber im Widerspruch zu Lemma 10.

q.ed

Wir kénnen nun eine Antwort auf die Frage geben, die wir uns zu Beginn dieses
Abschnitts gestellt haben:

Satz 11 Betrachte eine Elementarzelle fiir H < 0. Weise N aufer an den Rdndern
keine Stelle auf, wo die Tangente parallel zu einer Symmetrielinie ist, dann ist jeder
Kammlinie, die die Siule schneidet, eine Symmetrielinie.

Beweis: Angenommen der Kamm K verlaufe im Inneren der Elementarzelle. Die Pro-
jektion von K auf die x — y—Ebene sei k. Am Schnittpunkt S von k mit 33, nimmt uls,
ein Maximum an, also ist an dieser Stelle u abgeleitet tangential zu 3 Null. Dies be-
deutet aber, dal die Projektion des Kammes auf die x — y—Ebene, k, ¥ in S senkrecht
schneidet. Ist die Tangente von $ in S nun nicht parallel zu einer Symmetrielinie, so
mufl £ nach Lemma 10 die Symmetrielinie in einem Punkt S’ notwendigerweise unter
einem Winkel ungleich /2 schneiden. Da im Kamm die CMC-Fléche die Ebene senk-
recht zur x — y—Ebene durch k unter dem konstanten Winkel 7/2 schneidet, ist der
Kamm eine Kritmmungslinie (vgl. z. B. [11], Theorem 88.4); die Richtung von k ist also
Hauptkriimmungsrichtung in S*. Gleiches gilt natiirlich fiir die Symmetrielinie. Da die
zwel Hauptkriimmungsrichtungen sich nicht senkrecht schneiden, mufl S* ein Nabelpunkt
sein. Dies steht aber im Widerspruch zu Lemma 9.

q.ed
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Weist nun 3 wenigstens einen Punkt T' auf, der eine Tangente parallel zu einer Symme-
trielinie hat, so ist obiger Beweis natiirlich nicht unmittelbar anwendbar. Wir kénnen
jedoch 3 in eine (glatte) Familie von Réndern einbetten, deren einziger Vertreter mit
einer Tangente parallel zu einer Symmetrielinie 3 selbst ist. Aus Stetigkeitsgriinden kann
ulg in T" kein Maximum haben, da dies bei beliebig kleiner Anderung des Familienpa-

rameters ,aus der Existenz springen “ miifite. Entsprechend kénnen wir Ecken in ¥ als

den Grenzfall abgerundeter Ecken deuten. Wir kénnen also den Satz aufstellen:

Satz 12 Betrachte eine Elementarzelle mit H < 0. Jede Kammlinie, die die Sdule
schneidet, ist eine Symmetrielinie.

Da uls dort, wo sich Symmetrie- und Kammlinie schneiden, ein Maximum annimmt,
konnen wir die beiden letzten Sitze als Maximalprinzip am Rand bezeichnen. Es ist
jedoch ein Unterschied zum Extremalprinzip der CMC-Fliche zu beachten: Setzt man
mehrere Elementarzellen zusammen, so entstehen entlang der Séule durchaus Maxima,
wihrend die CMC—Fliche nach wie vor keine Maxima annimmt.

Als eine weitere Schluifolgerung aus Lemma 9 und dem Maximalprinzip kénnen wir
die Kémme in der Elementarzelle, identifizieren. In einer hexagonalen Elementarzelle
(s. Abb. 3.4) schneiden sich zwei Symmetrielinien in P,, nicht rechtwinklig und recht-
winklig in Py. Eine der beiden von der Siule ausgehenden Linien mufl die Projektion
eines Kammes sein. Entspréiche die Linie P,, Pys ihrerseits einem Kamm, so wére im
Schnittpunkt mit dem anderen Kamm ein Maximum. Also verlauft iiber Py Py, ein Tal.
In P,, kann es wegen des fehlenden rechten Winkels keinen Schnitt mit der Projektion
eines Kammes geben. Also liegt in P, ein Minimum der CMC-Fliche®, wihrend die
Symmetrielinie von der Sdule zu Pjs hin der Kamm sein muf.

Fiir das quadratische Gitter sei der Schnittpunkt am rechten Winkel wieder Py, der
andere Schnittpunkt Py, (s. Abb. 3.6a). Aus den gleichen Uberlegungen heraus finden wir
das Minimum wieder in P,,, den Kamm wieder von der Séule nach Pys. Im rechtwinkligen
Gitter sei P, der sdulenfernste Eckpunkt, die beiden anderen seien Py und Pj,; obige
Uberlegungen sind nun nicht unmittelbar anwendbar. Setzen wir aber zuniichst zwei
quadratische Elementarzellen zu einer rechteckigen Elementarzelle mit a = b zusammen,
so entsprecht der Punkt P, des quadratischen Falles dem Punkt P, des Rechteck—Falles.
Aus Stetigkeitsgriinden mufl nun also, wenn wir vom Fall ¢ = b abgehen, das Minimum
in P, verbleiben, wihrend die Kéimme von der Séule in Richtung Pys und P}, ausgehen.

8Intuitiv iiberrascht uns dies nicht, da P,, der sdulenfernste Punkt ist
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4.4 Ausblick Kegel

Wie schon erwidhnt wurde, ist allein schon auf Grund des rigiden Zusammenhangs
2HO =3

oder allgemeiner — wenn man [ iiber 3 als variabel zuldBt —

20O = / Bds
$

zwischen mittlerer Kriimmung, Geometrie der Elementarzelle und Cosinus des Kontakt-
winkels kaum zu erwarten, dafl ein Feld von S&ulen eine Luftschicht hé&lt, die gegen
mechanische Stérungen und Druckschwankungen stabil ist. Eine Verbesserung der Kon-
figuration bestiinde einmal darin, statt starrer Sdulen bewegliche Hérchen zu verwen-
den, die auf Druckschwankungen dynamisch reagieren kénnen. Beobachtungen an Sal-
vinia und anderen biologischen Systemen zeigen stets eine rege Bewegung der Hérchen;
die Moglichkeit einer dynamischen Reaktion auf Stérungen scheint also tatséchlich ein
Schliissel zur Erzeugung stabiler Luftschichten zu sein. Dafi Oberflichenelemente be-
weglich sein sollten, wurde und wird in bionischen Artikeln und auf Tagungen durchaus
erwéihnt; dieser Umstand wird aber in der empirischen Forschung nicht beriicksichtigt.
Ein Grund hierfiir mogen technische Probleme bei der Herstellung beweglicher Teile auf
kleinen Skalen und deren recht hohe Verschleifirate sein; vom ingenieurwissenschaftlichen
Standpunkt aus, ist dieser Ansatz daher wenig wiinschenswert.

Ein alternativer Ansatz wire die Verwendung von Kegeln anstatt von Sdulen. Wenn
man die Schnittkurve zwischen CMC-Fliche und Kegel auf die Grundfliche projiziert,
erhélt man in Polarkoordinaten eine Kurve, die durch eine Funktion r(¢) beschrieben
wird, oder in kartesischen Koordinaten

o> (il )

Der Kontaktwinkel zwischen CMC-Fliache und Kegelmantel ist konstant:

h — Br(¢)ug cos ¢ — Br(¢)uy sin ¢

Bzr2(¢)+h2,/1+u?v+u§ (

wobei h die Hohe und B der Grundradius des Kegels ist; zugleich kann man jedem Punkt
dieser Kurve den Winkel 4 zwischen Normalenvektor der CMC—Fléche und Normalen-
vektor der Kurve zuordnen:

= 8 = cos~y = const.

7(¢) cos ¢,r(¢) sin ¢)

COs :Y| (r(¢) cos p,r(¢) sin ¢)
Uz|(r cos ¢,r sin ¢) (T/(¢) sin ¢ + T‘(d)) CoS ¢) + “y‘(r cos ¢,r sin ¢) (T(d)) sin ¢ — T/(gb) CoS ¢)

\Y T2(¢) + ?”,2((;5) \/1 + u%‘(rcos ¢,rsin ¢) + Uf/’(r cos ¢,rsin ¢)

(4.20)
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Man ersieht hieraus, dafl diese CMC—Fldche zugleich Losung fiir ein dquivalentes Problem
einer Séule ist, fiir die ¥ durch r(¢) gegeben ist, und entlang der der Kontaktwinkel durch
A(s) gegeben ist. Es gilt nach wie vor der Zusammenhang

QHQ:/cosﬁ(s)ds;
S

jedoch #dndern sich nun 3 und damit © sowie 7 dynamisch, wenn sich die CMC-Fléche
entlang des Kegels bewegt. Die Herausforderung liegt hier nun darin, da§ r(¢) und
4 nicht a priori bekannt sind. Betrachtet man nochmals den Beweis von Satz 12, so
sieht man, dafl von der konkreten Gestalt der Sdule — insbesondere davon, daf} sie einen
geraden Mantel besitzt — kein Gebrauch gemacht wurde; der Satz hélt also auch fiir den
Kegel. Je hoher aber die CMC-Fliche am Kegel hoch wandert, desto mehr n&hert sich die
herunter projizierte Kurve dem Ursprung. Fiir H < 0 iibersetzt sich das Extremalprinzip
am Rand also in die Aussage, dafl r(¢) in einer Elementarzelle kein inneres Minimum
einnimmt. Dies erméglicht, die moéglichen Formen von by einzugrenzen (vgl. Abb. 4.3).

Es ist damit ein méchtiges Werkzeug gegeben, um die Existenzfrage auch fiir Kegel und
weitere anspruchsvolle Oberflichenformen zu kldren, denen in der Praxis eine grofiere Be-
deutung zu kommt, als einfachen S&ulen. Unter jenen Forschern, die das Problem bislang
von der technisch—praktischen Seite bearebitet haben, diirfte es wenig Hoffnung gegeben
haben, je ein solches theoretisches Instrument zur Verfiigung gestellt zu bekommen. Daf3
dies eine zu pessimistische Einschitzung theoretischer Erkenntnismdéglichkeiten war, ist
durch diese Arbeit hoffentlich gezeigt worden.
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Abbildung 4.3: Projektion der Kontaktlinie zwischen Wasser—Luft—Grenzschicht und Ke-
gel auf die Grundfléche
gepunktet: mogliche Projektion (fir H < 0
gestrichelt: unmégliche Projektion (fiir H < 0), da im Inneren Punkt (lo-
kaler) grofiter Ndhe zum Ursprung (entsprechend Maximum der CMC-
Fléche)
doppelte Linie: Rand der Grundfliche des Kegels
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In diesem Kapitel soll ein Beweisverfahren, fiir die Existenz von CMC-Fléchen mit vor-
gegeben Randwerten skizziert werden, das jedoch nicht zu Ende gebracht werden konnte.
Doch soll das gesamte Verfahren, so weit es gediehen ist, hier wiedergegeben werden, in
der Hoffnung, dafl ein anderer die begonnene Arbeit zu vollenden mag. Das Verfahren
ist in Kiirze eine Ubertragung der Perron-Methode von harmonischen Funktionen auf
CMC-Flichen.

Perron gibt fiir das Problem einer harmonischen Funktion iiber einer gegebenen Fléiche
ein Verfahren an, dal mit Ober— und Unterlosungen arbeitet (vgl. z. B. [7]). Diese
Funktionen sind Losungen der Ungleichung Au > 0 bzw. Au < 0 statt der Gleichung
Ay = 0. Er zeigt, dal die Mengen der Ober — und Unterlésungen nicht leer sind und
diese Losungen, die harmonische Losung als Grenzfall enthalten. Da die Ober — und
Unterlésungen ihrerseits nicht explizit konstruiert werden, ist dieses Verfahren freilich
nicht als Ansatz einer numerischen Losungsmethode zu mifiverstehen.

Im folgenden wollen wir uns einige Gedanken zur Ubertragung der Perronschen Metho-
de auf unser Problem machen. Das Ziel einer vollstéindigen Ubertragung lie sich nicht
erreichen, doch sind vor allem im ersten Abschnitt einige niitzliche Sétze zu verzeichnen.

Statt des A-Operators betrachten wir also den CMC—-Flidchen—Operator Ly mit

Lyul=2H (1 + u?l + u22)% +(1+ u?z)um —2ujupuiz+ (1+ u?l)um.
Die Losungen von Ly [u] = 0 sind dabei gerade Graphen von CMC-Flidchen mit mittlerer
Kriimmung H.

5.1 Unter— und Oberfunktionen

Gentige u der Ungleichung Ly[u] > 0 und sei hy(z1,22) die mittlere Kriimmung der
durch u beschriebenen Fliache im Punkt (z1,z2). Dann ist offenbar

Nlw

2H (1 + u’21 + u22) > - (1 + u22) w11+ 2uugu o — (1 + u21) U 22
H > hy.

Analog ist H < h,, fiir Ly[u] < 0. Sei weiter H > 0 und Lg[u] = 0, Lg[v] > 0 und
Ly[w] < 0. Und sei u = v = w auf dem Rand I' eines Gebietes G. Dann gilt, wie man
sich anschaulich leicht klarmacht in G: v > u > w.

Definition 5 Sei K C G eine abgeschlossene Kreisscheibe, die mit Rand ganz in G
liegt. Wir definieren die Funktion
CK [yl
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als eine Funktion, die auf G\ [O(mz't u tibereinstimmt’ und tiber K eine CMC-Fliche der
mittleren Krimmung H beschreibt.

Postulat 1 Fir K klein genug gibt es zu vorgegebenen Randwerten auf jeder geschlossen
Kurve L ganz in K genau eine CMC-Fliche mit mittlerer Kriimmung H .

Anmerkung: [16] garantiert, daf§ fiir
k> 2|H|

mit x als Kriimmung des Randes beziiglich der einwértsgerichteten Normalen Lésungen
von Ly[u] = 0 auf Q mit beliebigen stetigen Randwerten existieren, in unserem Fall also

fiir einen Radius .

< —.
"= o

Weiterhin beweist Serrin in [17], da8 diese Losung eindeutig ist, falls die Randwerte C?
sind.

Korollar 4 Fiir hinreichend kleine K (im Sinne von Postulat 1) ist CH ein eindeutiger
Operator.

Fiir einige Sédtze, die im Zusammenhang mit Postulat 1 interessant sein mégen und
ein Kriterium liefern kénnten, wann es erfiillt ist, sei hier auf [14], besonders dessen
Theoreme 2’, 7 und 8 hingewiesen.

Im folgenden sei fiir alle Kreise K stets angenommen, daf3 sie hinreichend
klein im Sinne von Postulat 1 sind, sofern nichts anderes erklirt wird.

Definition 6 Wir nennen eine Funktion v sub-H-CMC, falls fiir alle K C G gilt:
v < CHl.
Analog definieren wir super-H-CMC—Funktionen.

Die intuitive Annahme, da§ aus v sub-H-CMC Lg[v] < 0 folgt, ist falsch: Sei H > 0,
dann ist u = const sub-H-CMC, aber Ly[u] =2H > 0.

Satz 13 Seiv sub-H-CMC und w super-H-CMC, sei G ein Gebiet; sei weiterhin v < w
auf OG. Dann gilt in ganz G: v < w.

Beweis: Angenommen es gebe G/ C G mit v = w auf G’ und v > w in G’. Falls
G’ klein genug im Sinne von Postulat 1 ist, so ist C4 [v] = CH [w] auf G'. Dies ist im
Widerspruch zur Definition von sub-H-CMC und super-H-CMC. Also mul G’ zu grof§

Lmit ;1 ist das Innere der Menge A gemeint
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im Sinne von Postulat 1 sein. Die Funktion v — w mufl im Innern G’ nach Konstruktion
ein Maximum annehmen; es sei P der Punkt des Maximums, also gilt fiir alle Q € G':

v(P) =2 v(Q) — w(@).

Wir legen nun einen Kreis K um P, welcher klein genug im Sinne von Postulat 1 ist und
ganz im Inneren von G’ liegt. Nach Definition von sub— und super- H-CMC-Funktionen
gilt weiter:

CE[)(P) — CRw](P) = v(P) —w(P).

Nach Satz 8 gibt es jedoch ein R € 9K, so dafl
CK[)(R) — CK[w](R) > C{)(P) — C{[w)(P)

gilt (ansonsten wire CH[v] = C4[w], was v > w widerspriiche). Nach Definition ist nun
aber

v(R) — w(R) > v(P) — w(P),

was der Definition von P widerspricht. Somit kann es einen solchen Punkt P und damit
ein solches Gebiet G’ nicht geben.

q.e.d

Satz 14 Seien v > w sub-H-CMC. Dann ist CHE[v] > CH[w].

o
Beweis: Angenommen es sei CH[v] < CH[w] in einem Punkt P € K. Dann nimmt aber

Civ] — CH[w] ganz sicher sein Minimum in K an. Nach Satz 8 ist dann aber in ganz
K im Widerspruch zur Annahme CH[v] = CH[w).

q.ed

Satz 15 Sei H < 0 und v sub-H-CMC. Besitzt v ein inneres Maximum, so ist v kon-
stant.

Beweis: Setze w = CH[v], wobei K ein Kreis in G um den Maximumspunkt P ist. Sei
V' := maxyg v; es ist nach Voraussetzung V' < v(P) < w(P). Nach dem Maximumprinzip
fiir CMC—Funktionen mit negativer mittlerer Kriimmung gilt w = const in K. Folglich
ist v = w = v(P) auf OK. Da sich die Argumentation auch auf kleinere Kreise anwenden
1aBt, folgt v = v(P) in ganz K. Also ist die Menge der Maximalpunkte in G offen.
Andererseits ist sie aus Stetigkeitsgriinden geschlossen. Da G zusammenhéngend ist, ist
sie mit G identisch.

q.ed
Analog beweist man den

Satz 16 Sei H > 0 und v super-H-CMC. Besitzt v ein inneres Minimum, so ist v
konstant.
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Satz 17 Seien vi,...,v, sub-H-CMC, so auch v = max(vy,...,v,). Analog gilt: Seien
W, ..., Wy super-H-CMC, so auch w = max(wi, ..., wy).

Beweis: Wir betrachten sub- H-CMC—Funktionen, der Beweis fiir super- H-CMC—Funktionen
verlduft analog. Fiir jeden Kreis K und jedes i gilt nach Definition 6 und Satz 14

v < C[vi] < CR o).
Somit ist v < CH[o].
q.ed

Satz 18 Sei v sub-H-CMC, so auch C{}'[U]. Analog gilt: Sei v super-H-CMC, so auch
Ci[v]-

Beweis: Sei K’ irgendein geschlossener Kreis in G (klein genug im Sinne von Postulat
1). Wir miissen zeigen, dafl

w = CHw] < CL w].
Diese Aussage ist offenbar dann wahr, wenn K’ ganz in K oder ganz in G \ K liegt. Es
bleibt also der Fall zu zeigen, wo K’ zum Teil in K und zum Teil auflerhalb von K liegt.

Sei P € K\ (K'N K). Nach Satz 14 gilt im Punkt P
w=CHv] =v < Cx/v] < CH[w)].

Auf dem gesamten Rand von K’ N K gilt damit w < C¥,[w]. Analog zum Beweis von
Satz 14 folgt daraus aber, dafl diese Ungleichung in der gesamten Schnittmenge hélt.
Der Fall fiir super- H-CMC-Funktionen wird analog bewiesen.

q.e.d

Definition 7 Sei ¢ vorgegebener Randwert auf I'. Eine stetige Funktion v heiffit H-¢-
Unterfunktion, falls v sub-H-CMC in G und v < ¢ auf I ist. v heifit H-¢p-Ober-
funktion, falls v super-H-CMC und v > ¢ auf T" ist.

Konstante Funktionen sind abhéngig vom Vorzeichen von H entweder sub-H-CMC
oder super-H-CMC. Die Menge der Ober- oder die der Unterfunktionen ist also defi-
nitiv nicht leer. Eine gleichlautende Aussage iiber die andere Menge ist aber nicht so
offensichtlich.

Satz 19 Sei Fy 4 die Klasse aller H-¢-Unterfunktionen und FH:9 die Klasse aller H-
¢-Oberfunktionen. Dann gilt:

1. Falls H <0, so sind alle Funktionen in Fy 4 gleichférmig durch max ¢ nach oben
beschrdnkt.

2. Seien vi,...,vn € Fy g, so auch max(vi,...,v,) € F 4.
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3. Seiv € F b und K ein geschlossener Kreis in G, dann ist auch CH[v] € Fy 4.

4. Falls H > 0, so sind alle Funktionen in FH¢ gleichférmig durch min ¢ nach unten
beschrdnkt.

5. Seien vi,...,v, € F1® so auch min(vy,...,v,) € FIe,
6. Seiv e F1% und K ein geschlossener Kreis in G, dann ist auch CH[v] € F1:¢,
Beweis:

1. folgt aus Satz 15.

2. folgt aus Satz 17.

3. folgt aus Satz 18.

4. folgt aus Satz 16.

5. folgt aus Satz 17

6. folgt aus Satz 18.

Satz 20 Sei Fp g wie oben und sei ug,y = sup Fr g. Sei [ stetig in G und ist dberall
up.p > f, so ist fiir jeden Kreis K auch

ume > CEIf]-
Analog gilt fir u? = inf FH¢ und uf? < g:
u™? < Cfg).

Beweis: Sei P € G und € > 0 beliebig, so gibt es nach Konstruktion von up,g eine
H-¢-Unterfunktion ¢p derart, dafl

up¢(P) <¢p(P)+ €

ist. Also gilt nach Voraussetzung
f(P) <yp(P)+e

Wegen der Stetigkeit von f und ¢p existiert eine Umgebung Up von P, in der

f<ivpte
gilt. Nach dem Satz von Heine-Borel gibt es also endlich viele solcher Umgebungen
Up,,...,Up,, die die ganze Menge G iiberdecken. Die korrespondierenden Punkte
Py, ..., P, definieren ihrerseits wieder n H-¢-Unterfunktionen 1 p, und wir setzen

Y = max(Yp,,...,¥p,).
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Nach Satz 19 Punkt 2 ist ¢ wiederum eine H-¢-Unterfunktion. Da jeder Punkt Q € G
einer Umgebung Up, angehort, gilt
HQ) <vp(Q) +e<9(Q) +e.

Sei nun K ein Kreis; setze x = C’If{] [¢]. Nach Satz 19 Punkt 3 ist x ebenfalls eine H-
¢-Unterfunktion. Nach Postulat 1 gibt es dann ein ¢* > 0 mit €* — 0 fiir ¢ — 0 so,
daf

CRUI<CRWI+ € =x+¢€

ist. Da x eine H-¢-Unterfunktion ist und up 4 Supremum aller H-¢-Unterfunktionen ist,
folgt
cHf < UHp T €

Da € und damit €* beliebig klein gewahlt werden kann, folgt die Behauptung.
Die Behauptung fiir das Infimum der H-¢-Oberfunktionen wird analog bewiesen.

q.e.d

Satz 21 Seien up,g und u® wie in Satz 20. Dann beschreiben up,gy und u® CMC-
Flichen mit mittlerer Krimmung H .

Beweis: Wie beim Beweis von Satz 20 gibt es zu P € G und € > 0 beliebig eine H-¢-
Unterfunktion ¢ p derart, dafl

uH7¢(P) < Yp(P)+ e

ist. Sei nun P; ein hinreichend naher Nachbarpunkt von P, so ist wegen Stetigkeit auch
upo(P) < ¢p(Pr) +e.

Nach Definition von w4 folgt damit
up,s(P) < ume(Pr)+ e

Somit ist uf ¢ nach unten halbstetig und 148t sich als Grenzwert einer monoton zuneh-
menden Folge von stetigen Funktionen F; darstellen:

o = Jin P

wobei F; < Fyy1 und up ¢ > F; ist. Nach Satz 20 ist fiir jeden hinreichend kleinen Kreis
K
um > CRIF).

Da die F; offenbar gleichméBig beschrankt sind (Fy < F; < up4) folgt aus dem Le-
besgueschen Satz iiber die Integration des Grenzwertes, indem man den Grenziibergang
i — 0o macht 2:

ung > CKlumg)-

2Der IntegrationsprozeB muf dabei zuniichst im Lebesgueschen Sinne aufgefat werden, da die Stetigkeit
von u noch nicht bewiesen ist.
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Andererseits folgt aus den Ungleichungen

up,g(P) < p(P) +e€

und
Vp(P) < CE[p|(P) < CFumg)(P),
daB
uro(P) < O lumg)(P)
Somit ist

upg = Cilum,g)-

Die Behauptung fiir «/»¢ wird analog bewiesen.

q.e.d

Wir wenden uns nun Neumannschen Randbedingungen zu. Die Lésung wird hier nicht
eindeutig sein, sondern mit u wird auch u + ¢,c = const., eine Losung sein. Um diese
Mehrdeutigkeit zu beheben, fordern wir fiir fiir einen festen, aber beliebigen Randpunkt
R, dal u(R) einen vorgegebenen, aber wiederum beliebigen Wert ¢ annimmt: u(R) = c.

Definition 8 Sei 6 vorgegebener Kontaktwinkel auf T' und v eine Funktion mit v(R) =
c. Sei T[v] der Kontaktwinkel® der durch v beschriebenen Fliche mit dem Zylinder*
iber I entsprechend dem Winkel der Fldchennormalen. Eine stetige Funktion v heif$t
H-0-Unterfunktion, falls v sub-H-CMC in G und T[v] < 6 auf T ist. v heifit H-0-
Oberfunktion, falls v super-H-CMC und T'[v] > 6 auf T ist.

Fir 0 < 5 und H < 0 ist die Menge der H-6-Oberfunktionen nicht leer®: Sie enthilt
die konstanten Funktionen. Entsprechendes gilt im Fall § > 5 und H > 0 fiir die Menge
der H-0-Unterfunktionen. Wie im Fall der H-¢-Unter— und Oberfunktionen erschliefit
sich der Fall der anderen Menge nicht sofort.

Satz 22 Sei Fg die Klasse aller H-0-Unterfunktionen und FHY die Klasse aller H-6-
Oberfunktionen. Dann gilt:

1. Seien vi,...,v, € Frg, so auch max(vi,...,v,) € Fry.
2. Seiv € Fg und K ein geschlossener Kreis in G, dann ist auch CH[v] € Fg.
3. Seien v, ...,v, € FHY s0 auch min(vy,...,v,) € F79,

4. Seiv € F19 und K ein geschlossener Kreis in G, dann ist auch CH[v] € FH79.

3Entsprechend unserer Definition des Operators Ly weist die Oberflichennormale einer Fliche nach
unten

4Dessen Normale weise nach aufien

5Nach unseren Konventionen ist die Fliche dann nach unten gekriimmt, der Normalenvektor am Rand
weist nach unten und nach aufien; wegen des Maximumsprinzips kann es dann keinen Fall < 7 und
H > 0 geben
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Beweis:

1. folgt aus Satz 17.
2. folgt aus Satz 18.
3. folgt aus Satz 17.
4. folgt aus Satz 18.

Satz 23 Sei Fpg wie oben und sei upgg = sup Frg. Sei f stetig in G und ist tiberall
um,g > f, so ist fir jeden Kreis K auch

urg > CRIf].
Analog gilt fir w0 = inf FE9 und w0 < g:
uf? < Cig).

Beweis: Sei P € G und ¢ > 0 beliebig, so gibt es nach Konstruktion von upg eine
H-¢-Unterfunktion ¢¥p derart, dafl

umg(P) < yp(P)+e
ist. Also gilt nach Voraussetzung
f(P) <¢p(P) +e.
Wegen der Stetigkeit von f und ¢ p existiert eine Umgebung U, von P, in der

[ <vp+e
gilt. Nach dem Satz von Heine-Borel gibt es also endlich viele solcher Umgebungen
Up,,...,Up,, die die ganze Menge G iiberdecken. Die korrespondierenden Punkte
Py, ..., P, definieren ihrerseits wieder n H-0-Unterfunktionen ¢ p, und wir setzen

w = max(@/’Pp SRR 7¢Pn)'
Nach Satz 22 Punkt 2 ist 1) wiederum eine H-6-Unterfunktion. Da jeder Punkt Q € G
einer Umgebung Up, angehort, gilt
J(Q) < ¥r(Q)+e < v(Q) +e.

Sei nun K ein Kreis; setze x = CE[4)]. Nach Satz 22 Punkt 3 ist x ebenfalls eine H-
f-Unterfunktion. Nach Postulat 1 gibt es dann ein €* > 0 mit ¢* — 0 fiir ¢ — 0 so,
daB
CRU < CWI+ e =x+¢€
ist. Da x eine H-6-Unterfunktion ist und ug ¢ Supremum aller H-6-Unterfunktionen ist,
folgt
cHif < Upg + €.
Da e und damit €* beliebig klein gewahlt werden kann, folgt die Behauptung.
Die Behauptung fiir das Infimum der H-¢-Oberfunktionen wird analog bewiesen.

q.e.d
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5.2 Schranken

Wir rekapitulieren kurz, was Perron unter einer Schranke versteht. Perron definiert eine
Schranke wg, @ € I, als eine in G stetige Funktion mit

1. wq ist superharmonisch in G.

2. wg >01in G\ {Q}.

3. wg(Q) =0.

Sodann konstruiert fiir € > 0 beliebig und k£ > 0 hinreichend grof}, die Unterfunktion

v(P) = ¢(Q) — € — kwg(P)

und die Oberfunktion

V(P) = ¢(Q) + € + kwg(P).

Es 148t sich nun leicht zeigen, dafl fiir P hinreichend nahe an @)

[u(P) — ¢(Q)] < 2€

Fiir eine vollstindige Ubertragung des Verfahrens auf CMC-Flichen wiren nun zwei
Schwierigkeiten zu iiberwinden:

1. Perron nutzt aus, dafl mit wg superharmonisch —wg subharmonisch ist. Zwischen

sub- H-CMC- und super-H-CMC-Funktionen besteht ein solcher Zusammenhang
aber nicht. Man koénnte sich hier noch behelfen, indem man obere und untere
Schranken fordert.

. Auch ist nicht zwingend, dafl mit w auch ein Vielfaches kw, k = const. > 0 auch
super— bzw. sup-H-CMC ist.

Andererseits wird der Faktor k nur benétigt, weil nicht gewéhrleistet ist, dafl fiir
alle PeT

P(Q) — e —wq(P) < ¢(P)
gilt. Verschérfte man nun die Forderung an die Schranke derart, dafl ¢ im obigen
Sinne respektiert wird, so kann auch diese Schwierigkeit umschifft werden.

. Es gilt jedoch wie im harmonischen Fall fiir jede Oberfunktion ¢ und jede Unter-
funktion x: x < . Dies folgt aus Satz 13.

Der Versuch, Perron auf CMC-Flichen anzuwenden, ist damit von unserer Seite lei-
der zu seinem Ende gelangt. Ein Umstand, der diesen Ansatz so interesssant macht, ist
die Tatsache, dafl es sich um eine konstruktive Beweismethode handelt. Es ist zwar
naiv davon auszugehen, dafl man die Ober— oder Unterlosungen analytisch bestim-
men kann, gleichwohl liegt die Idee nahe, dafl man hier den Ansatz fiir ein numeri-
sches Losungsverfahren des CMC—Problems vor sich hat. Verschiedentlich wurde diese
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Hoffnungen auch schon in Gesprichen mir gegeniiber geduflert. Wie berechtigt diese
Hoffnung ist, mufl ein Abschlufl dieses Ansatzes zeigen. Daher wurde meine Arbeit zu
diesem Thema in diese Arbeit aufgenommen, um andere anzuregen, sie fortzusetzen und
gegebenenfalls fruchtbringend in der Praxis einzusetzen.
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