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1 Einfiuhrung

In der Infinitdren Kombinatorik, ein Zweig der modernen Mengenlehre, bedient man
sich gerne topologischer Begriffe, um einerseits Ergebnisse zu verdeutlichen und um an-
dererseits den sehr abstrakten kombinatorischen Begriffen eine gewisse Anschaulichkeit
zu geben. Das k-Box-Produkt ist dabei von besonderer Bedeutung, denn mit ihm koén-
nen auch abstrakte Mengen, wie zum Beispiel Familien von x-grofier Oszillation (siehe
[CoNe]), illustriert werden.

H. Tietze fiihrte 1923 in [Ti] die heute als Box-Topologie bekannte Topologie fiir das
kartesische Produkt unendlich vieler Rdume ein; es entspricht nach unserer Notaion (sie-
he Definition 2.3.1, S. 11) dem p"-Box-Produkt iiber p viele Rdume (siehe auch J. L.
Kelley [Ke|] und N. Bourbaki [Bou]).

Da sich aber Eigenschaften der Grundraume, wie zum Beispiel die Kompaktheit, so nicht
auf das kartesische Produkt vererben (siehe Bsp. 5.2.3), wurde diese Produkt-Topologie
schnell vernachlissigt und das von A. Tychonow 1930 in [Ty| definierte und nach ihm
benannte Tychonow-Produkt (Ro-Box-Produkt) bevorzugt, welches sogar die Dichtigkeit
erhalt. Erst spater erkannte man die Vorteile des viel feineren Box-Produkts durch Ar-
beiten wie [Ru], in der M. E. Rudin 1971 mit Hilfe der Box-Topologie die Existenz
eines normalen Hausdorff Raumes, dessen kartesisches Produkt mit dem abgeschlosse-
nen Einheitsintervall nicht normal ist, bewies. Die Existenz eines solchen sogenannten

Dowker-Raumes (siehe [Do] und [Bor|) war lange ungekléart.

Ziel dieser Doktorarbeit ist es, bekannte und oft verwendete Eigenschaften des Tychonow-
Produkts in analoger Form fiir das k-Box-Produkt zu beweisen, was bisher noch nicht
geschehen ist, und die Verbindung zwischen der Infinitdren Kombinatorik und der To-

pologie zu vertiefen.

Nachdem wir im néchsten Kapitels die benotigten Grundlagen der Mengenlehre und

Topologie kurz wiederholen, werden wir die Dichtigkeit (siehe Abschnitt 3.1) auf dem
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k-Box-Produkts abschitzen indem, wir den berithmten Satz von Hewitt-Marczewski-
Pondiczery verallgemeinern. Damit kénnen wir die Homdomorphie zwischen auf den
ersten Blick dhnlich erscheinenden R&umen widerlegen (siehe Abschnitt 3.2) und die
Existenz von generalisiert unabhéngigen Mengen (siehe Abschnitt 3.3) folgern, deren

Existenz bisher noch nicht gesichert war (siehe [Hu)).

J. G. Ceder und T. Pearson konnten in [CePe| beweisen, dass sich die maximale Auf-
l6sbarkeit der einzelnen Grundrdume auf das Tychonov-Produkt vererbt. Wir werden
das gleiche auch fiir das k-Box-Produkt in Abschnitt 4.1 beweisen konnen. Wir werden
auf weitere Typen von Auflosbarkeit eingehen und untersuchen, ob diese sich iiberhaupt
unterscheiden kénnen (siehe Abschnitt 4.2).

In Abschnitt 5.1 werden wir die Zellularitdt des k-Box-Produkts untersuchen und diese
analog zu D. Kurepas Ergebnissen iiber die Zellularitat des Tychonoff-Produkts in [Ku]
abschéitzen konnen. Obwohl, wie bereits erwahnt, das k-Box-Produkt die Kompaktheit
nicht erhélt, werden wir in Abschnitt 5.2 beweisen, dass sich die xk-Kompaktheit fiir ex-
trem grofle Kardinalzahlen auf das k-Box-Produkt vererbt. Es gibt also auch hier ein

Analogon fiir die Vererbung der Kompaktheit auf das Tychonow-Produkt.
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In der gesamten Arbeit werden wir das Axiomensystem von Zermelo-Skolem-Fraenkel
mit dem Auswahlaxiom (ZSF+ AC) verwenden. An manchen Stellen werden wir zusétz-
lich noch das Axiom der Injektiven Potenz I P, die Generalisierte Continuums-Hypothese
GCH und das Axiom der Konstruierbarkeit des Universums V = L benétigen:

IP: Fiir je zwei Kardinalzahlen s, A mit 2% = 2* gilt k = \.

Fiir GCH verwenden wir die Bezeichnungsweise der Aleph-Hypothese:

GCH: Fiir jede Kardinalzahl & gilt: kT = 2% (R, 1 = 28e).

Dabei ist GCH stirker als IP, denn aus kT = 2% = 2% = \* folgt unter Verwendung
von GC'H sofort kK = .

V=L: Das Universum V ist der Klasse der konstruierbaren Menge L gleich.
V = L ist wesentlich stiarker als GCH.

Falls wir auler ZSF + AC noch IP, GCH oder V = L in einem Beweis voraussetzen,

wird darauf hingewiesen.

Fiir ein Axiomensystem A soll Con(A) die Konsistenz (oder Widerspruchsfreiheit) des

Axiomensystems A ausdriicken.

Fiir eine Menge M werden wir in der gesamten Arbeit mit dem Symbol |M| die Kardi-

nalitdt von M bezeichnen. In der Literatur wird hierfiir auch oft Kard(M) verwendet.
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2.1 Aus der Mengenlehre

In der gesamten Arbeit werden wir Ordinal- und Kardinalzahlen so verwenden, wie sie

in [Fel] und [Je] eingefithrt werden.

Definition 2.1.1 Wir gehen davon aus, dass die Begriffe der Ordinal- und Kardinal-

zahlen bekannt sind und wiederholen kurz:

1. Wir bezeichnen mit Q die Klasse aller Ordinalzahlen und mit K die Klasse aller

Kardinalzahlen.

2. Fir eine Ordinalzahl « ist a + 1 = a U {a} der Nachfolger von «.
Gibt es fiir eine Ordinalzahl o # 0 keine Ordinalzahl 8 mit @ = 8 + 1, nennen wir

« eine Limeszahl.

3. Fiir eine Kardinalzahl x bezeichnen wir mit x* die kleinste Kardinalzahl, die grofler
als k ist. kT ist der Nachfolger von k.
Analog zu den Ordinalzahlen nennen wir x eine Limeskardinalzahl, falls es keine
Kardinalzahl A mit k = AT gibt.

Bemerkung 2.1.2 FEs gibt eine surjektive Funktion X : Q — K. Fir jede Kardinalzahl
k kénnen wir also eine Ordinalzahl oo wédhlen mit N(o) = K.
Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir X, statt R(a).

Fiir den Nachfolger k™ von k = R, gilt kT = Vyi1.

Definition 2.1.3 Um auf die Eigenschaften der Kardinalzahlen eingehen zu konnen,

verwenden wir folgende Bezeichungen:

1. (F. Hausdorff, 1914)
Eine Relation < auf einer Menge M nennen wir eine partielle Ordnung, falls sie

transitiv, reflexiv und anti-symmetrisch (d.h. z <y Ay <z = x =y) ist.

2. (F. Hausdorff und G. Hessenberg, 1906)
Sei (M, <) eine partiell-geordnete Menge.
Eine Teilmenge N C M liegt konfinal in M, falls gilt:

Vme MaIne N :m <n.
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3. (A. Tarski, 1925)
Die Konfinalitdt einer Ordinalzahl o £ 0 ist die kleinste Ordinalzahl 3 # 0, die in
a konfinal einbettbar ist.

Wir bezeichnen die Konfinalitdt von a mit cf(«).

4. (F. Hausdorff, 1909)
Eine Kardinalzahl k mit ¢f(k) = k nennen wir eine requldre Kardinalzahl. Eine

Kardinalzahl, die nicht regulér ist, wird singuldr genannt.

Bemerkung 2.1.4 Wir erinnern an folgende Eigenschaften der Konfinalitdt:

1. Ya e Q:cf(a) € K.
2. Va € Q:cf(cf(a)) =cf(a).

3. (F. Hausdorff, 1914)
Va € Q: Cf(Na_H) = Na+1.

Wir erinnern uns an die Gesetze der Addition und Multiplikation zweier Kardinalzahlen:

Satz 2.1.5 (G. Hessenberg, 1906)

Seien k, u € K. Ist k oder u eine unendliche Kardinalzahl, dann gilt:

kK+p=r-p=rUp=max{k,pu}.

In den folgenden Kapiteln werden wir versuchen, die Werte verschiedener Kardinalitéts-
funktionen anhand der Werte auf den Grundrdumen auch auf den Produkten so stark

wie moglich zu beschranken. Folgende Konstruktionen werden wir dazu benétigen:

Definition 2.1.6 Fiir zwei Kardinalzahlen y und « sei
u<r ::U{MA;)\</€&>\€K}.
Wir nennen <% die schwache k-Potenz von p.
Definition 2.1.7 Fiir eine Kardinalzahl p definieren wir
tog(u) = ({A e K32* > u}

und nennen log(u) den Logarithmus von p.
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Bemerkung 2.1.8 Finige Figenschaften des Logarithmus:

1.

Es gilt log(Rg) = Rg und log(Ry) = No.

2. Fir alle Kardinalzahlen gilt log(2¥) < p. In ZSF + IP gilt sogar die Gleichheit.
3. In ZSF + IP: Fiir eine Limeszahl p mit 2<H = p gilt log(p) = p.
4. In ZSF + GCH : Fir jede Limeszahl u gilt log(pn) = p.
5. In ZSF + GCH : Fiir jede unendliche Kardinalzahl p gilt log(u™) = p.
Beweis.
1. Da 2™ endlich fiir jede natiirliche Zahl und 280 > X; > Ry ist, muss log(Rg) = R

und log(N1) = Ny gelten.

. Mit IP ist die Darstellung von 2# eindeutig, also gilt log(2*) = p.

. Angenommen, es gibt ein v = log(u) < p.

Da p eine Limeszahl ist, ist auch v < p.
=2V > =2k > 9"
=2V =2V

Mit IP muss also v = v™ gelten, ein Widerspruch.

. Fiir jede Limeszahl p gilt in ZSF + GCH:

k= {2%v<pt=U{rHv<ut=n
Da GCH starker als IP ist, gilt also auch hier wie oben log(p) = p.

. Ist klar, denn in ZSF + GCH gilt 2 = u™.

g

Da wir in dieser Arbeit vor allem mit dem Abschatzen der Potenzen zweier Kardinalzah-

len arbeiten werden, betrachten wir nochmals die beiden Hauptsétze der Kardinalzahl-
Arithmetik:

Satz 2.1.9 (F. Hausdorff und A. Tarski, 1925)
Fiir alle o, B € Q gilt:

1.

Falls R, < Ry gilt, so ist R,™8 = 2%,



2 Grundlagen

2. Falls cf(Ra) < Ng <R, gilt, ist Ry < R N8 < oRa,

3. Falls Ng < cf(Ra) < Ry gilt und
a) es ein v € Q gibt mit « =y + 1, dann ist Xy < N, N0 < 2Ry

b) « eine Limeszahl ist, dann ist R, < NaNﬁ < 2<Ra

Diese Abschétzungen alleine werden uns zum Teil nicht ausreichen. Wir benétigen auch
die stiarkeren Ergebnisse im Axiomen-System ZSF + AC + GCH.:

Satz 2.1.10 (F. Hausdorff und A. Tarski, 1925)
In ZSF + AC + GCH gilt fiir alle o, 8 € Q:

1. Falls R, < Vg gilt, so ist N8 = Ngy1.
2. Falls cf(Ry) < Rg < R, gilt, ist Ro™® = Rop1.
3. Falls g < cf(Ro) < Ry gilt, dann ist Ro™ = R,,.

Um besser mit verschiedenen Teilmengen umgehen zu kénnen, bendtigen wir folgende

Definition:

Definition 2.1.11 Sei k eine Kardinalzahl und M eine Menge. Wir definieren:
1. P, (M) :={N C M;|N| =k}
2. Poy (M) = {N C M;|N| < }
3. P<,, (M) :={N C M;|N| <k}
Bemerkung 2.1.12 Wir erkennen sofort, dass gilt:
|P<x (M)| = |Px (M) = [M|" und |Pex (M)| = [M]™".

Definition 2.1.13 (H. Cartan, 1937)
Fiir eine nicht leere Menge M nennen wir eine Familie § von Teilmengen aus M einen

Filter auf M, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1.0 gFund M €F
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2.VA Be§F:ANBeg
3. VAe3FIYBe P(M): ACB=Be€gj§
Definition 2.1.14 Sei § ein Filter auf einer nichtleeren Menge M.

1. Fir eine Kardinalzahl k nennen wir § einen k-vollstdndigen Filter, falls gilt:

V6 CF:1<[8<n=[|BEF

Ein s-vollstandiger Filter ist also abgeschlossen unter allen Schnitten von weniger

als k Elementen.

2. (H. Cartan, 1937)
Wir nennen § einen Ultrafilter auf M, falls fiir jede beliebige Teilmenge N C M
entweder N € § oder (M — N) € § gilt.

3. Wir nennen § einen freien Filter, falls (§ = 0 gilt.

Definition 2.1.15 Die Erdés-Rado’sche Pfeil-Notation
Seien 1 < §, K, A, @ Kardinalzahlen (endlich oder unendlich). Dann soll

k= ()

besagen, dass die folgende Partitions-Eigenschaft erfiillt ist:

Wenn M eine mindestens k-mdchtige Menge ist, gibt es zu jeder Zerlegung von Ps(M) in
0 viele paarweise disjunkte Teilmengen A2, also Ps(M) = | {Af;i S 0}, eine A\-mdchtige
Menge H C M und einen Index j € I mit Ps(H) C Ag.

H wird dann eine homogene Menge genannt.

Ist die Partitions-Eigenschaft nicht erfiillt, schreiben wir einfach:
kA= (Vg
Bemerkung 2.1.16 (P. Erdds, 1942) Fir alle unendlichen Kardinalzahlen k gilt:

(2r~c)+ N (K‘+)i
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Mit Hilfe dieser Begriffe kénnen wir nun verschiedene Klassen von Kardinalzahlen be-

schreiben:

Definition 2.1.17 Sei k eine iiberabzahlbare Kardinalzahl (k > Rp).

1. (F. Hausdorff, 1908)
k heifit exorbitant groff (oder auch schwach-unerreichbar), falls k regulér ist und

die Form x = X, hat, wo a € ) eine Limeszahl ist.

2. (A. Tarski und E. Zermelo, 1930)
k heif3t stark-unerreichbar, falls k regulér ist und fiir jede Kardinalzahl A < k auch

2 < g gilt.

3. (A. Tarski und W. Hanf, 1964)
 heifit schwach-kompakt, falls k die Partitions-Relation x — (h})g erfillt.

4. (S. Ulam, 1930)
Eine tiberabzéhlbare Kardinalzahl x heif3t messbar, falls es auf « einen k-vollstandigen,
freien Ultrafilter gibt.

5. (A. Tarski, 1962)
k heilt stark-kompakt, falls k eine reguldre Kardinalzahl ist und jeder k-vollstandige
Filter auf einer beliebigen Menge M zu einem k-vollstandigen Ultrafilter auf M

erweitert werden kann. (Die Machtigkeit von M spielt keine Rolle.)

Bemerkung 2.1.18 Zwischen diesen Begriffen gilt folgender Zusammenhang:

K st stark-kompakt = k ist messbar = k ist schwach-kompakt

= K 18t stark unerreichbar = k ist schwach unerreichbar

Satz 2.1.19 Das A-System-Lemma. (Erdés-Rado, 1969)

Sei k eine unendliche Kardinalzahl und A eine regquldare Kardinalzahl mit k < A und
Vu,v e K(p <k Av < A= vk <.

Sei M eine beliebige Menge und A C {X C M; |X| < k} mat |A| > .

Dann gibt es Teilmengen B C A und D C M mit |B| = X\ und |D| < k fir die gilt:

VX, YeB: X#Y =>XNY =D.

Diese Menge B nennt man A-System und D die Wurzel des A-Systems.
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2.2 Aus der Topologie

Als Wiederholung beschreiben wir kurz die wichtigsten topologischen Begriffe:

Definition 2.2.1 Fiir eine Menge X nennen wir ein Teilmenge 7 C P(X) der Potenz-

menge von X eine Topologie auf X, falls
1. Xert
2 VUCT:Y™Aer
3NVUACT: A <Ry=>NAeT

Die Elemente aus 7 werden dann offenen Mengen genannt. Ist A € P(X) und X —A € 7,

so nennen wir A eine abgeschlossene Menge.

Bemerkung 2.2.2 Die Bedingungen bedeuten also:
1. Die gesamte Menge X ist offen.
2. Die Union tber beliebig viele offene Mengen ist wieder offen.
3. Der Schnitt iber endlich viele offene Mengen ist wieder offen.
Da |JO = 0 gilt, ist die leere Menge auch immer offen.
Definition 2.2.3 Ist (X, 7) ein topologischer Raum.
1. B C 7 heiBt Basis von (X,7), falls 7 = {{|J X; X C 7} gilt.

2. 6 C 7 heiBt Subbasis von (X, 1), falls Bg = {1 X;X C & und |X| < Rg} eine

Basis von (X, 7) ist.
Definition 2.2.4 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Wir definieren:
1. Die Dichtigkeit (oder Separabilititsgrad) von (X, T):
d((X, 7)) := Min{|D|; D ist dicht in (X,7)}
2. Die Wichte (oder das Gewicht) von (X, T):

w((X, 7)) := Min{|B|;B ist eine Basis von (X, T)}

10
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3. Die Spreizung (oder Ausspreizung) von (X, T):

s((X,7)) := Sup{|D|; D ist diskret in X}

Aus der Definition kénnen wir sofort folgern:

Bemerkung 2.2.5 Fir jeden topologischen Raum (X, T) gilt:

d(X) < w(X).

Zwischen diesen Eigenschaften eines topologischen Raumes besteht folgender Zusam-

menhang, den wir spater noch bendtigen werden:

Satz 2.2.6 (J. de Groot, 1965)
Ist (T, T) ein reguldrer Raum (siehe S. 14), dann gilt

s(T) < w(T) < 24T,

Definition 2.2.7 Eine Abbildung, die topologischen Raumen eine Kardinalzahl zuord-
net (z.B. d,w oder s), wird Kardinalitdtsfunktion genannt.
Falls klar ist, welche Topologie gemeint ist, schreiben wir fiir eine Kardinalitatsfunktion

¢ auch ¢(X) statt ¢((X,7)).

Definition 2.2.8 Sei [Jf_;X; ein x-Box-Produkt. Fiir eine Kardinalitatsfunktion ¢ de-

finieren wir

¢01(05; Xi) = J{o(Xa)si € I}

2.3 Das x-Box-Produkt

Nun kénnen wir die Topologie beschreiben, die wir in dieser Arbeit intensiv studieren

wollen:

Definition 2.3.1 Seien p,x € K mit Xy < x und {X;}, , eine Familie topologischer

€M
Raume.
1. Mit L #XZ- bezeichnen wir das k-Boz-Produkt, das auf dem vollen kartesischen
Produkt [ ], X; durch die Menge

B = {ﬂpr{l(Ui);I € P..(n) und U; ist offen in Xi}
il

erzeugt wird.

11
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2. Fir ein k-Box-Produkt %

ieuXi ist diese Menge B sogar eine Basis. Wir nennen B

auch die kanonische Basis des k-Boz-Produkts.

3. Fiir ein Element B = [[,.; B; € B nennen wir supp(B) := {i € I; B; # X;} den
Trdger (oder Support) von B.

Bemerkung 2.3.2 Sei I eine Indexmenge und seien (X;; ;) topologische Riume, k und
A zwet unendliche Kardinalzahlen , 1, die k-Box-Topologie und Ty die A-Box-Topologie.

Aus der obigen Definition folgt sofort:
1. Gilt & > |I|T und X\ > |I|T, dann gilt 7, = 75 = Tt

2. Ist kK < A, dann ist die A\-Box-Topologie feiner als die k-Box-Topologie (Tx 2 7y).

Bemerkung 2.3.3 Sei I eine Indezmenge und {(X;,7;)},c; eine Familie topologischer
Rdume. Fir jeden Filter § C P(I) ist die Menge

By = erVis (Vi I: Vi en) und (I —{i € LV; # X;}) € §}

die Basis einer Topologie 15 auf Il;c1.X;.

Man kann das k-Box-Produkt auch mit Hilfe der Filter betrachten, denn es gilt:

Bemerkung 2.3.4 Sei I eine Indexmenge, (X;;1;) topologische Riume fir alle i € I,
Kk € K mit k > R und 7, die k-Box-Topologie auf 11;c1.X;.
Fir den Filter §,, € P(I) mit

VICI(|J|<k=(I-J)€ESFx)
gilt T3, = Ti.

C. J. Knight verwendete in ihrer Arbeit [Kn| die Konstruktion des x-Box-Produkts tiber
diese Filter .

12
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2.4 Vererbung der Trennungsaxiome

Um verschiedene Eigenschaften topologischer Réume zu fassen, wurden nach und nach
Axiome eingefiihrt, die die Moglichkeit beschreiben, Punkte oder Mengen voneinander
mit Hilfe offener Mengen zu trennen. In ihrem 1935 erschienen Buch Topologie [AlHo]
bezeichneten P. Alexandraoff und H. Hopf diese Trennungsaxiome mit Symbolen Ty bis
Ts:

Definition 2.4.1 Die Trennungsaxiome:

(Kreise symbolisieren offene Mengen.)

To:Ve,ye X (z#y=3Ver:(zecVAygV)vVxgVAyeV))

Q Fir je zwei verschiedene Punkte gibt es eine offene Menge,

die nur einen der Punkte enthalt.

Das Axiom wurde von Andrei N. Kolmogorow formuliert und von P. Alexandroff
und H. Hopf 1935 in [AlHo] verdffentlicht.

TiVe,ye X(x#y=3U0,Ver(xcUNygUNyeV Az gV))
@D Fiir je zwei verschiedene Punkte gibt es offene Umgebungen,
die jeweils den anderen Punkt nicht enthalten.
Das Axiom ist implizit in den Arbeiten von M. Fréchet und F. Riesz (Die Genesis
des Raumbegriffs, Math.-Nat. Berichte aus Ungarn 24 (1907), S. 309-353) enthalten.

ToVe,ye X (z#y=30,Ver(zcUNyecVAUNV =0))

QQ Fiir je zwei verschiedene Punkte gibt es disjunkte offene Um-

gebungen.

Das Axiom wurde von F. Hausdorff ( Grundziige der Mengenlehre, Leipzig (1914),

S. 213) eingefiihrt. Radume, die Ty erfiillen, werden Hausdorff-Rdume genannt.

Ein Raum (X, 7) heiit T;-Raum, falls das Trennungsaxiom T; in X erfiillt ist.

Bemerkung 2.4.2 Es gilt T, = T1 = Ty, die Umkehrung ist aber in keinem der Fille

maglich.

13
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Beweis.
1. =T = TO ist klar.

2. Ty % Ti:
Wir betrachten den Raum X = {0,1} mit der Topologie 7 = {0,{0}, X} und
erkennen sofort, dass (X, 7) ein To-Raum ist. Da aber die einzige offene Menge,
die 1 enthélt, ganz X ist, kann (X, 7) kein T;-Raum sein.

3. T1 7é> TQC
Wir betrachten die Menge der natiirlichen Zahlen N und bezeichnen eine nicht

leere Menge als offen, falls ihr nur endlich viele Punkte fehlen und definieren

7:={A € P(N);IN— A| <N} U{0}.

Seien A, B € 7 — {0} und A C 7 — {0}.

= |N-(ANB)| <|N—A|+|N - B| < Xy und |[N - [JA| < mingeq |N— A <Xy
T ist also eine Topologie und (N, 7) erfiillt Tq, denn fiir z,y € R mit x # y ist
N — {y} eine offene Umgebung von z und N — {z} eine offene Umgebung von y.
Seien z,y € N beliebig und A,BCNmit z € A,y € Bund AN B = ().

Dann gilt A C B€.

Ist A eine offene Menge, muss [N — B¢| < |[N — A| < Ny gelten und wir erhalten
IN — B| > N,.

B kann also nicht offen sein und (N, 7) kann somit T9 nicht erfiillen. O

Definition 2.4.3 Die hoheren Trennungsaziome:

(Kreise symbolisieren offene und Vierecke geschlossene Mengen.)

Ts3:VBeWVzeX(xeB=3U,Ver:z€cUABCVAUNV =0)

Zu jeder abgeschlossenen Menge A = B¢ und jedem Punkt
@@ x &€ A gibt es disjunkte offene Mengen V und U, mit x € U
und A C V.

Das Axiom wurde von L. Vietoris (Stetige Mengen, Monatshefte f. Math. u. Phys.
31 (1921), S. 173-204) eingefiihrt. Hausdorff-Réume, die T3 erfiillen, werden reguldr

genannt.

TiVABer: (AUB=X=3U,Ver:AACUABCVAUNV =0)
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2 Grundlagen

@@ Disjunkte abgeschlossene Mengen sind in disjunkten offenen

Mengen enthalten.

Das Axiom wurde von H. Tietze (Beitrage zur allgemeinen Topologie, Math. An-
nalen 88 (1923), S. 290-312) eingefiihrt. Hausdorff-Réume, die T4 erfiillen, werden
normal genannt.

T5: VA, BEP(X): (ANB=ANB=0=3U,Ver:ACUABCVAUNV =0)

Je zwei separierte Teilmengen (A NB=ANB = (Z)) von X sind in zwei disjunkten

offenen Umgebungen enthalten.

Das Axiom wurde von P. Alexandroff und P. Urysohn eingefiihrt.
T3%: VBerVee X (x € B=3f €C(X,][0,1]): f(z) =0A f(B°) ={1})

Zu jeder abgeschlossenen Menge A = B¢ und jedem Punkt

1 0
$ T x & A gibt es eine stetige Funktion f, die X in das reelle

Intervall [0,1] abbildet mit f(z) = 0 und f(y) = 1 fir alle
y € A.

Das Axiom geht auf Paul Urysohn (,,Uber die Mdchtigkeit zusammenhdangender
Mengen®, Math. Annalen 94 (1925), S. 262-295) zuriick. Ridume, die T3 erfiillen,

werden vollkommen-requldr (oder auch Tychonow-Rdume) genannt.

Wie beim Tychonow-Produkt vererben sich Ty, 77,75 und T3 von den Grundriaumen auf

die Produkt-Topologie wie folgt:

Satz 2.4.4 Seien X; topologische Raume fiir eine Indexmenge I, k eine unendliche

Kardinalzahl. Es gilt fir j =0,1,2,3:
(Vi e I: X; ist ein Tj-Raum) <= O ; X; ist ein Tj-Raum.

Beweis. Fiir alle Rdume X; sei 7; die dazugehorige Topologie und fiir X := [[,.; X; sei
7 die k-Box-Topologie.
Ty: "=":
Seien z,y € X mit x # y.
=diel:x; #y
:HOiETi:xieOiundyigOi
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2 Grundlagen

:>pri_1(0i)::OETmiterundy¢O
||<:l|:

Beweis durch Kontraposition:

Sei O.B.d.A. X kein Ty-Raum, dann existieren zwei verschiedene Punkte xg, yo €
X() mit:

V00€T0:($0€O():>y0600)

Sei nun z € X mit pro(z) = 2o und y € X mit

%0 ,falls i =0
pri(y) ==
pri(z) , sonst

Sei O € 7 mit € O und O.B.d.A. sei O ein Basiselement, also O = [],.; O;.
= x9 € O

=1 € O

=ye0

Also kann X kein Tp-Raum sein.
Ty, Ts: Der Beweis lauft analog.

T3: Sei fiir jeden Punkt x € X die Menge $4(z) die Umgebungsbasis von z.
Nach [Fe3] Proposition 4.6 gilt: X ist ein 73 Raum genau dann, wenn

Vp € RYU € U(p)aw e U(p) : W C U

gilt.

"=

Sei B die kanonische Basis von 7 und # € B = [[,c; B; € B.

Da alle X; T5-Raume sind, gibt es fiir alle ¢ € I eine offene Menge O; mit O; € 4;
und O; C B;.

Sei W = [[;c; Wi mit

X; , fallsi ¢ supp(B)
O; , falls i€ supp(B)

W; .=

Wir erkennen, dass z € W gilt.
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2 Grundlagen

Da |supp (B)| < k gilt, ist W auch offen in X.

Da [[Wi =][[W: und W; C B; ist z € [ [W; € B.
i€l i€l el

= X ist ein T3-Raum.

H<::”
Sei X ein T3-Raum und j € I beliebig, z; € X; und V; € 7; mit x; € V.

Sei x € X mit prj(z) = z; und V = [[,; Vi mit:
V; Lfallsi=j
' X; , sonst
szcVudVer
= 3IW =[L,c;, Wi €B(z) : WCV
= W, = prj(W) = pr;j(W) C prj(V) = V; = X ist ein T3-Raum. O

Bemerkung zu [[,o; Wi = [L;c; W, :

Seien (X;, ;) topologische Raume fiir eine Indexmenge I mit Basen %; und 8 die kano-
nische Basis von Uf_; X.
O.B.d.A.: T],c; Wi # 0 und fiir die abgeschlossenen Mengen gilt:

Hm—{xeX;VBe%(m):BmHWHé@}

el i€l

undWi: {:I? € X;VB; € %Z(CUZ) :B;NW; 75(2)}

Sei:E:Hielmiem
=VBeB(x): BN[[;ce; Wi #0

= Vi€ IVB; € By(x;) : BN W; £ 0
=Viel:z;eW,;

=z = [Lier i € [Lies Wi

Sei = [[;c; @i € [Lics Wi

17



2 Grundlagen

= Vi € IVB; € B;(x;) : BN W; #0
Sei B € B(x)
Fall 1: i € supp(B):
=z, €pri(B) e
= 3B* € B;(x;) : B* C pry(B;) und B*NW; # 0
= pri(B)NW; # 10
Fall 2: i ¢ supp(B):
= z; € pri(B) = X;
= pri(B)NW; =W; #0
= BN, Wi #0

= [Liet Wi = [Lies Wi
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3 Dichtigkeit des x-Box-Produkts

3.1 Eine Verallgemeinerung des Satzes von

Hewitt-Marczewski-Pondiczery

Nach dem klassischen Satz von Hewitt-Marczewski-Pondiczery gilt fiir die Dichtigkeit
des Tychonow-Produkts:

d (Dﬁgw Xi> < u, falls fiir alle Riume d(X;) < p gilt.

Fiir separable Raume wurde diese Eigenschaft 1941 von E. Marczewski in [Ma] bewiesen.
1944 bewies E. S. Pondiczery [Po] eine etwas schwéchere Version fiir Hausdorff-Raume
und 1947 bewies E. Hewitt [He2| die oben aufgefiihrte Version.

In Theorem 3.1.4 werden wir diesen Satz weiter fiir das k-Box-Produkt beweisen:

d (050 X;) < p=", falls fiir alle Réume d(X;) < p gilt.

Dazu benétigen wir eine Verallgemeinerung von Theorem 1 in [En]. Um dies zu erreichen,

beginnen wir mit der folgenden Definition und Proposition:

Definition 3.1.1 Seien k,p € K mit u > x > Ng, {X;}ier eine Familie topologischer
Réaume und fiir alle ¢ € I sei *B; eine Basis der Topologie auf X;.

W C [l;e; Xi nennen wir einen p-Quader, falls |supp(W)| < p gilt und fiir jedes i € I
ein 2; C B; existiert mit W = [[,.; (N 2Ws).

Proposition 3.1.2 Seien k, u € K mit u > k > Rg und sei X eine Menge, {X;}icr eine
Familie topologischer Riume, {f; : X — Xi};c; eine Familie von Funktionen und sei W
eine Teilmenge von [[;c; Xi, die Union von p-Quadern ist.

Fiir jede Kardinalzahl A < r und jedes Tupel ({;},cy;{Ji}icn) von Familien {z;},c, C

X und {J;i};cx € P(I), wo alle J; paarweise disjunkt und nicht leer sind, existiert eine
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

mazimal p<"*-mdchtige Teilmenge @ C W, so dass fiir jede Transversale A C J;cy Ji
mit A= {ji;i € A} und AN J; = {j;} fur alle i € X\ folgendes gilt:

(W N mpr (fji (z5,)) # @) = <Q n ﬂpr (£ (z5:)) # @> .

1EN 1EA

Beweis. Die Behauptung gilt fiir jedes Tupel ({z;};c, ; {Ji};c) mit [{i € A;|J;] > 1} =
0, denn fiir solche Tupel kann nur eine Transversale {j;;7 € A} gebildet werden und fiir
jeden Punkt p € W N,y prj_il (fj; (zj,)) erfiillt die Menge @ := {p} die Bedingung.

Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Kardinalitdt von {i € A; |J;| > 1}.
Sei ({@;};cn;{Ji}t;cn) ein Tupel mit |{i € \;|J;| > 1}| = v und die Behauptung gelte
bereits fiir alle Familien von Tupeln ({z;};c,; {Ji};en) mit [{i € X;[Ji| > 1} < v .

O.B.d.A. kénnen wir auch davon ausgehen, dass |J;| > 1 fiir alle ¢ € v und |J;| = 1 fiir
iexJi mit A = {j;;¢ € A} und
AN J; = {ji} fiir alle i € X existiert mit W N,y prj_il (f: (xj,)) # 0.

alle ¢ > v gilt und mindestens eine Transversale A C |J

Sei nun p € W mit prj,(p) € fj,(x;) fiir alle v <7 € A

Dann existiert ein J € P<,(I) mit
{q e [[XiVi€ T:pri(q) =p7“j(p)} cw.
el
Wir wéhlen fiir alle ¢ € v und j; € (J; —J) einen Punkt ¢;; € f;,(x;) und definieren einen
Punkt g € W wie folgt:

pri(p) , fallsi € (I = Uy, (i = J))
4, , falls i = j; und j; € (J; — J)

pri(q) ==

Damit gilt g € (W N ﬂie/\prj_il(fji(:ci))) fiir jede Transversale A C (J;c, J; mit A =
{ji;i€ A} und ANJ; = {j;} fur alle i € A und j; € (J; — J) fir alle i € v.

Nun miissen wir noch die Familien {j;; j; € Ji};c, mit j; € (J; N J) fiir mindestens ein

1 € X\ betrachten:
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Wir definieren

So={{J ey i € R Jf = T} <vA(Jp £ Ji = Jf € PU(Lin )}

S 78

= B < p < pt < psn

Fiir alle 0 = {J{'},., € ¥ definieren wir eine die Familie {J7},_, wie folgt:

S

JF L fallsievw
J7 =

J; Lfallst>v
Fiir diese Familien {J7},_, ist die Aussage der Proposition bereits bewiesen, es gibt also
eine Teilmenge Q, C W mit |Q,| < =" und fiir jede Transversale A C | J;cy J7 mit

A={ji;ie A} und AN J7 = {j;} fir alle i € X gilt:

<W n ﬂpr (fji (z5,)) # ®> = (Qa n mpr (fj; (z5,)) # ®> :

1EA 1EN

Sei nun A C J;cy Ji eine Transversale mit A = {j;;i € A} und AN J; = {j;} fiir alle
1 € A mit
W (ery! (i (2)) # 0.
(ISDN

Fiir diese Transversale A konnen wir ein o € ¥ wihlen mit A C (J,c, J7 und es gibt ein

Qo mit Qy N ﬂie)\ pr;, (f]z (1‘32)) # 0.

Wir definieren

Q::{Q}U UQO’

ocEX
und da |Q| < =" gilt, ist Q die Menge, die wir fiir ({z;};c,;{Ji};c) gesucht haben. O

Satz 3.1.3 Seien k,u € K mit p > «k > Vg und sei Y
|| < 2K und w(X;) < p fur allei € I.
Fir jede Teilmenge W C [[;c; Xi, die Union von p-Quadern ist, gilt d(W) < p<".

ierXi ein k-Boz-Produkt mit

Beweis. O.B.d.A. sei I = 2+,
Sei B* eine Basis des k-Box-Produkts OJf

re, D des diskreten Raumes D = {0;1} mit
1%B7] = <.
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Fir alle i@ € 2# sei B; eine Basis der Topologie auf X; mit [B;| = p, X sei eine
Menge mit |X| = u, {fi; fi : X — Bi},cou eine Familie surjektiver Funktionen und sei
Y :2# = [[;c,, D eine Bijektion.

Wir definieren

z, € X

NJ; C 2#

NY(J;) € B
N#j=JNJ;=0

Y= <{$i}z‘e>\;{‘]i}ie/\>?)‘ <kAVi,jEN:

Nach Proposition 3.1.2 existiert fiir jedes o € ¥ eine maximal p<"-méchtige Teilmenge

Qs € W, so dass fiir alle Familien {j;; j; € Ji};c folgendes gilt:

(Wmmp’“ (f5i (4,)) 7&@) = <Qgﬂmpr (fi: (25,)) 7&(])) .

1EA PEA

Wir definieren @ := (J,c5x Qo- Da [B*| = p gilt, ist |X| < p=® und wir erhalten

QI < p=".
Wir werden jetzt zeigen, dass @ dicht in W liegt.

Sei O eine nicht leere in W offene Menge und U ein Element der kanonischen Basis B
von O, X; mit 0 AU NW C O.

Dann existiert eine Menge {j;;i € A} € P.(2*) und fiir alle i € A ein Uj;; € B, mit
U= Niearr;, (Us)-

Fiir alle ¢ € A seien z; := 1(jj;) die entsprechenden Punkte in [[;., D. Da diese Punkte

alle verschieden sind, gilt:

Vk, L€ A(k# 1= 3m € p: pro(ar) N prm(z) = 0).

Wir wahlen also fiir jedes ¢ € A ein I; C 2, so dass sich der Punkt z; an genau einer

Stelle m € I; von einem anderen Punkt z; unterscheidet:
Vk e Ak #i=3Im e I (prm(xr) Npro(z;) = 0AYn € I; — {m} : pro(x) = pro(zi))) .
Wir definieren

= () proat (prm(22))

mel;
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

und erhalten B} € B~ fir alle ¢ € A und B N B} = () fir alle ¢ # j, also paarweise
disjunkte und offene Mengen B} € B* mit ¢ (j;) € B}, x; € X und fj,(z;) = U;.

Offensichtlich ist o := ({z;},c, ; {Ji};c\) ein Element von ¥ mit der Eigenschaft

iex)
0# WO [(Ypr; (fi(x:)-
1EN
Also muss auch Q, NU # () gelten.
=QNOD0,NWNU=0,NU#10
Also ist @ eine in W dichte Menge und wir erhalten d(W) < |Q| < p<". O

Nun koénnen wir eine Verallgemeinerung des Satzes von Hewitt-Marczewski-Pondiczery

fur k-Box-Produkte beweisen:

Theorem 3.1.4 Seien k,u € K mit Ng < k < p und Ui Xi ein k-Box-Produkt mit
[I| < 2* und d(X;) < u fir allei € 1.
Dann gilt

d(Ofe Xi) < p~".

Beweis. Fiir alle i € I seien D; in X; dichte Mengen mit |D;| < p.
Offensichtlich ist dann D = Hie 1 Di eine in [I7_; X; dichte Menge.

Sei O ;W; das k-Box-Produkt diskreter Riume W; mit |W;| = p und sei f : [[,c; Wi —
D eine stetige und surjektive Abbildung.
Da [[;c; Wi selbst eine Union p-Quadern ist, existiert nach Satz 3.1.3 somit eine dichte
Teilmenge @ von W mit |Q| < u<F.
Sei O eine nicht leere in O ; X; offene Menge. Dann ist D N O # 0 und fFYDNO) ist
offen in OIF_, WW;.
Dann ist QN f~1(DNO)#Dund @ # f (QN f~HDNO)) C f(Q)NO.
Also ist f(Q) dicht in O X;. Es gilt:
d (L Xs) < M<H-

O

Bemerkung 3.1.5 Diese Abschdtzung gilt auch fir Rdume mit d(X;) < p<%, denn

dann ist
AT, X0) < ()" = e
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Fiir das Produkt des diskreten, zweielementigen Raumes D(2) konnen wir mit Theorem
3.1.4 die Dichtigkeit mit Hilfe des Logarithmus abschétzen:

Korollar 3.1.6 Sei k > Ng, I eine Indexmenge mit |I| > k und D(2) der diskrete,
zweielementige Raum.

Dann gilt

log(|1]) < d(0je; D(2)) < log(|T))=".

Beweis. Da mit D(2) auch [If_;D(2) ein reguldrer Raum (75 + T3) ist, kénnen wir die
Wichte mit J. de Groot (Satz 2.2.6) wie folgt abschétzen:

w (O, D(2)) < 240P?),

Da mit |I| < w (O%,;D(2)) auch |I| < 9d(DierD(2) gilt, ist nach der Definition des Lo-
garithmus auch log (|I|) < d (0% ;D(2)) erfiills.
Da auch |I| < 290D und d(D(2)) < log (|I]) kénnen wir den Satz von Hewitt-Marczewski-

Pondiczery fiir k-Box-Produkte anwenden und erhalten

log (|1]) < d (T D(2)) < log (I1))~". .

Bemerkung 3.1.7 Aus der verallgemeinerten Version des Satzes von Hewitt-Marczewski-

Pondiczery folgt d(D?e"ID@)) = log(|I|) fiir das Tychonow-Produkt, denn p<%° = u fiir

jede unendliche Kardinalzahl. Diese Version wurde in [Ho|] bewiesen.

Mit diesem Korollar kénnen wir nun auch die Dichtigkeit eines k-Box-Produkts ab-
schétzen, ohne die Kardinalitdt der Indexmenge (wie in Theorem 3.1.4) beschrénken zu

miussen:

Satz 3.1.8 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, I eine Indexmenge mit |I| > k und
iz Xi ein k-Box-Produkt.
Besitzt jeder Grundraum zwei disjunkte, offene und nicht leere Mengen (z.B. Ti-Rdume),

so gilt:

log (|1]) - dr (Cje; Xs) < d (O, X3) < (log (I1]) - dy (T X)) ™" -
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Bemerkung. Tn [Ju] bewies L. Juhdisz log (7)) - d; (T}, X;) = d (O}, X;) fiir das

Tychonow-Produkt iiber entsprechende Grundriaume.

Beweis. Wegen der topologischen Eigenschaften der Grundraume gilt d(0f.;D(2)) <
d(df.;X;) fiir den diskreten, zweielementigen Raum D(2) und nach Korollar 3.1.6 gilt
also

log (111) < d(05;D (2)) < d(0%,Xy).

Da d; (DfeIXi) <d (DfeIXi) gilt somit auch
log (|1]) - dr (i Xs) < d (Ui Xa) -

Fiir die Grundréume X; gilt d(X;) < dr (0% ,X;) und |I| < 2!°901D. Somit sind auch die
Voraussetzungen
d(XZ) S log (‘ID . d] (Dz’eIXi) und

11] < 2leg()-dr(Dicr Xi)

flir den Satz von Hewitt-Marczewski-Pondiczery fiir k-Box-Produkte erfiillt und wir er-
halten

d (OjeXi) < (log (I11) - dp (T X)) ™" -

3.2 Homoomorphie von k-Box-Produkten

In diesem Abschnitt benutzen wir folgende Notation zur Erleichterung der Lesbarkeit:
Ist (R, 7) ein topologischer Raum und sind p,x zwei unendliche Kardinalzahlen, dann
ist Rl der Raum []

(Rg = D?G,uRi)'

iep i mit Ry = R fiir alle ¢ € p versehen mit der x-Box-Topologie

Definition 3.2.1 Wir nennen zwei topologische Raume (X, 7) und (Y, o) homéomorph,
falls eine bijektive Abbildung ¢ : X — Y existiert, die 7 auf o abbildet:

o ={{¢(0)};0 e7}.
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

¢ nennen wir dann einen Homdomorphismus von X aufY.

Homd6omorphe Riume unterscheiden sich also aus topologischer Sicht nicht.

Proposition 3.2.2 Sei (R, T) ein topologischer Raum und seinen k, A und p unendliche
Kardinalzahlen.

Ist B eine Basis von 7 und Q = {er,uHieuX(k,i); Xka) R} die Menge der Quader in
R, so ist

¢ .= {B € ;B €B & |supp(B)| <k & ‘supp (Hie“B(k,i)H < )\}
eine Basis von (Ré\‘)ﬁ Wir nennen sie die kanonische Basis von (Réf)’;

Beweis. Dies folgt aus dem Distributiv-Gesetz:

Sei 71 die Topologie auf R‘)\‘ und B, die kanonische Basis.

Klar: B3 := {B =[], Bx; Bx € 1 & |supp(B)| < k} ist Basis von (R’)f)f_: und ¢ C ‘B.
Zeige: Fiir alle B € B gibt es ein X C ¢ mit |JX = B.

Sei B = er” B, € B,.

= Vk € kY € By : | Vi = Br

= B=]]8:=1Ux

kek k€Er

Da || < [B1] ist, konnen wir Y = {¥{35);i € [B1|} annehmen und es gilt somit

B= U IIYwsm

FE|B1|" ker
Da |supp(B)| < & ist, gilt auch |[supp ([T4e, Y(k,f(k)))} < k fiir jede Auswahlfunktion
f € |8B1|" und jedes k € k.

= X = {Ilper Y ry); £ € 1B1]"} C € mit JX =B O

Wir betrachten zuerst Rdume, die nicht hom6omorph sind:

Satz 3.2.3 Seien k, \,u € K mit Rg < X\ < v < p und p* = p < pt = p<F. Ist R ein
topologischer Raum mit z(R) = d(R) = p, in dem eine zellulare Familie der Mdachtigkeit
w existiert, dann gilt:

RV 2 R

26



3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Beweis. Nach 3.1.4 gilt d(Rk) < p=*.
Sei 3 = {A,;v € pu} eine in R zellulare Familie.
Definiere fiir alle € x und f € p~{9) Mengen O, wie folgt:

Ay ,falls i =0
(Onp); = Asuy  fallsi e n—{0}

R , sonst

und Oy 5 := Hieu (On1);-
= O, s ist offen in Ry, da |n| < &

Zeige: O = {O,,, pmer& fe u”_{o}} ist eine Menge aus paarweise disjunkten offenen

Mengen in RY;.

Fall 1: n # v
= Op,s N Oug = (On,)g N (Ong)g=ANA; =10

Fall 2: n=p

=f#g
Sei also i € n = v mit f(i) # g(4).
= Ons N Ong = (On,1); N (Oug); = Apiy N Apiy = 0

= d(Rl) > 19| = Upe, #7710 = Upey [ = =% = p mit [Fel] 18.7 ii)
Fiir Ry zeigt man véllig analog d (RY) > p<* und mit [Fel] 18.7 iii) ist p4<* = p.
= d(RY) = p=* = p# pt = p~" = d(RK)

R und RE konnen also nicht homéomorph sein. O

Bemerkung 3.2.4 Mit GCH folgt aus g < A < cf(u) < k < p sofort die zweite
Bedingung p~* = p < pt = p<*.

Satz 3.2.5 Seien A und k unendliche Kardinalzahlen mit k<* = k < k¥ = k<" und sei
R ein topologischer Raum mit z(RE) = d(RE) = k, in dem eine zellulare Familie der

Midchtigkeit k existiert. Dann gilt:

(R)X # (RY)x -
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 3.2.3. O

Korollar 3.2.6 In ZSF + AC 4+ IP:
Seien M\, k € K mit Rg < X\ < cf(k) < k und k< = 2<% = k < kT = K<F und sei
D = {0;1} der diskrete zweielementige Raum.
Dann qilt:
(D)X # (DR);; -

Beweis. Da « nicht regulér ist und somit eine Limeskardinalzahl sein muss, gilt log(k) =
K (siehe 2.1.8) und nach Satz 3.1.8 auch k < d (DF) < k<".
Definiere eine in D} dichte Menge X der Machtigkeit x:

Fiir alle 0 € &, f € 29 setze:
f(@) ,fallsied

xTfi= Hien (xf)l € Dl mit (:ij)Z =
0 , sonst

und definiere X := {z; es gibt ein 0 € k & f € 2°}.

Sei B = [[,cs
Da |supp(B)| < k gibt es eine Ordinalzahl § € k mit B; = D fir alle i € 0, i € k.

B; ein Element der kanonischen Basis von Df.

1 ,falls {1} =B;
0 ,falls0 e B;

Wihle die Funktion f € 29 mit f(i) =

= ITf C B

= XNB#0D

Also ist X eine in D dichte Menge mit | X| < ‘{f;@ cr&fe ZGH < 2%
Da 2<% = k gilt, haben wir also k < d (D¥) < k.

Wir zeigen nun z(Df) = k:

Definiere fiir alle n € kK Mengen O,, mit:

{0} ,fallsien
(Op); =1 {1} ,fallsi=n

D , sonst
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

= [supp (On)| = In+ 1] = [n| < &.

= O, ist fiir alle n €  offen in D}.

Seien n,v € kK mit n < v.

= 0y, N0, =(0y), N (0y), = {1} N{0} =0
= 2(Df) 2 {Op;n € s}l = [{mn ek} =r

Da wir oben bereits d(Df) = k gezeigt haben und z(DF) < d(Df) gilt, muss auch
z(DF) = k gelten.

Nach Satz 3.2.3 gilt also:
(DR # (DY) -

O

Bemerkung 3.2.7 Verwendet man GCH, so folgt aus Xg < XA < cf(k) < k sofort

KM=k <kt = Kk<F und 2<% = k.

Satz 3.2.8 In ZSF + AC + 1P :
Sei D = {0;1} der diskrete zweielementige Raum und r eine unendliche Kardinalzahl
mit cf (k) # Kk und kK = 2<% # K<F = kT,
Dann gilt:
DE 2 (DE)

Beweis. Da k nicht regular ist, muss ~ eine Limeskardinalzahl sein und somit gilt
log (k) = k (siehe 2.1.8).

Wie im Beweis von Satz 3.2.6 gilt z (DF) = d (D¥) = k und wie im Beweis von Satz 3.2.3
gilt hier d (D)) > k<% > k.

= Df 2 (Dg); O

Ist k jedoch eine regulére Kardinalzahl, so ist das zweifache k-Box-Produkt homéomorph

zum einfachen k-Box-Produkt:

Satz 3.2.9 Seien p,x € K mit Rg < p < k = cf(k) und sei (R,T) ein beliebiger
topologischer Raum.
Es gilt:

29



3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Beweis. Da |k x u| = & gilt, gibt es eine Bijektion f : k — Kk X p.
Sei ¢ : R — (RM)" mit

Prem) (¢ () = pri(z), falls f(i) = (k,m).

Da f eine Bijektion ist, ist ¢ eindeutig bestimmt.

Wir zeigen nun, dass ¢/ ein Homéomorphismus ist.

1. 1 ist injektiv:
Seien x € R* mit x = [, 2r # [ e Yk = ¥-
=>decr:iz Fy
= prig) (¥ () = i # yi = prig) (¥ (y))
=¥ (x) # ¢ (y)

2. 1 ist surjektiv:
Sei y = [liew [Lnep Ybm € (RH)".
Wihle 2 = [[1.c. Tx € R* mit z; = yy(;)-
= pri) (Y () = 2 = yp0)
= (z) =

3. 1 ist offen:
Sei 7 das k-Box-Produkt auf R und 75 das x-Box-Produkt auf (Rl)".
Sei B die kanonische Basis von 7, und B € B;.

Dann ist |supp (B)| < k und es gibt B; € 7 mit B =[],
= |supp (¢ (B))| < &
Sei k € supp (v (B)).

’LGN

= pri (¥ (B)) = [ proem ( = 11 Br-1emy)
mep mep
= II 11 Brr@wmy
kexk mep

Da |supp (B)| < &, ist [[,e,, Bf—1((k,m)) Offen in RE.
= (B) € Ty

4. 1 ist stetig:
Sei B € By, wo By die kanonische Basis von 74 ist, mit
B = erfa HmEu Bk me
= w_l ( ) Hzen Bf(z)
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts
Da k eine regulire Kardinalzahl ist, |supp (B)| < k und |supp (Bg)| < & fir alle
k € &, gilt:
[{(k,m) € k x p; k € supp (B) & m € supp (By)}| <

:>w_1(B) € Ty. O

Bemerkung 3.2.10 Fiur regulire Kardinalzahlen k folgt daraus sofort:
Ry = (R x R)S und R} = (R x R), = (Ry)"..

Die Bedingung, dass k eine regqulire Kardinalzahl sein muss, ist in Satz 3.2.9 notwendig

denn sonst konnte man wie in Korollar 3.2.8 nicht-homéomorphe Raume konstruieren.

3.3 Existenz von generalisiert unabhangigen Familien

Wanjun Hu hat in seiner Arbeit Generalized independent families and dense sets of
Boz-Product spaces [Hu] unter anderem den Zusammenhang zwischen der Existenz von
(0,1, X)-generalisiert unabhéngigen Familien und der Dichtigkeit eines x-Box-Produktes
untersucht.

Wir werden nun Theorem 3.1.4 auf Hus Ergebnisse anwenden, zuerst ben6tigen wir aber

noch einige Definitionen:

Definition 3.3.1 Sei 6 eine beliebige Kardinalzahl, s eine unendliche Kardinalzahl und

A eine beliebige Menge.

1. Eine Familie 9t von Teilmengen von A heifit k-unabhdngig, wenn fir je zwei

disjunkte Teilmengen X,%) von 9 mit |X| < k und || < k stets gilt:
(X, X eX}n[{A-Y,Y €D} #0.

2. FEine Familie 9t von Teilmengen von A heifit (k, 0)-unabhdingig, wenn fir je zwei

disjunkte Teilmengen X,2) von 9t mit |X| < k und || < & stets gilt:
‘ﬂ{x,x exyn({A-Y.Y e m}‘ > 9.

Definition 3.3.2 Sei S eine unendlich grofle Menge, k, A\ und 6 Kardinalzahlen mit
k > Ng und J = {J,; @ € 7} eine Familie von Partitionen J, = {Ig; 08 e )\a} von S mit
Ao > 2 fiur alle o < 7.
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

1. 3 wird eine (k, 8)-generalisiert unabhdngige Familie genannt, falls fiir alle Teilmen-
gen J € P, (7) und fiir jede Auswahlfunktion f: J — (J,c; Ao mit f(a) € A, fiir

alle a € J gilt:
’ﬂ {Ig(a);a € JH > 0.

Gilt zusatzlich noch A, = A fir alle @« < 7, so nennen wir J eine (k,0,\)-

generalisiert unabhdngige Familie.

2. J heiflt separiert, falls es fiir je zwei unterschiedliche Punkte z,y € S ein a € 7
und ein 8 € A\, gibt mit:
zelPrygIl.

Wir beobachten folgenden Zusammenhang;:

Bemerkung 3.3.3 Aus jeder (k,0,2)-generalisiert unabhéingigen Familie kann eine (k, 0)-
unabhdangige Familie konstruiert werden.

Beweis. Sei S eine beliebige Menge und J = {{I%; I} } ;& € 7} eine (k, 0, 2)-generalisiert
unabhéngigen Familie auf S.

Zeige: T* := {I%;a € T} ist eine (k, f)-unabhéngige Familie.

Seien Iy, I; C J* beliebig mit Iy NIy = 0 und |Ip U I1] < k.
Wir definieren J := {a € 7313 € Iy UL} € Pey(r), Jo := {a e ;I8 € Iy} € Pey(r)
und Jy := {a ET; Ig € Il} € Poy(T).

0 ,falls a € Jy
1 ,fallsa€e J;

Sei f:J — {0;1} die durch f(a) =

eindeutig bestimmte charakteristische Funktion.
=N{4;Ach}nN{S—AAc i}
=N{I%ac o} NN{S—1%ac i}
=N{I2aech}nN{L}ac i}

=N {Ig:(a);a € J}

Da 7 eine (k, 0, 2)-generalisiert unabhéngigen Familie auf S ist, gilt:

ﬂ{A;AeIO}ﬂﬂ{S—A;Aell}‘ - ‘ﬂ{lg(a);aej}‘ > 9.

J* ist also eine (k,6)-unabhéngigen Familie auf S. O
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Definition 3.3.4 Seien k, A und o drei Kardinalzahlen mit x, o > Ng. Sei S eine Menge
mit |[S| =o.

Die Kardinalzahl i (o, k, A) ist die kleinste Kardinalzahl ¢, so dass es auf S keine (k, 1, A)-
generalisiert unabhéangige Familie der Machtigkeit ¢ gibt.

Satz 3.3.5 (Theorem 3.2 in [Hul)
Sei S eine Menge und Kk, \, u € K mit k > Ng.

Dann sind dquivalent:
1o <i(8,m N
2. Fir jede Familie topologischer Riume {Xq;a € u} mit d(Xy) < A. Es gilt:

d(O~

aEuX0l> < |S| .

Beweis. (nach [Hu))

L

Sei J = {{Ig ;0 € )\} ja € u} eine (k, 1, \)-generalisiert unabhéngige Familie auf S der
Machtigkeit p.

Seien 0.B.d.A. X, diskrete Rdume der Méchtigkeit \. Um die Indizierung zu vereinfa-

chen, nehmen wir X, = \ an.

Da {Ig ;0 € )\} Partitionen sind, kénnen wir fiir alle & € p die Abbildung f, : S — X,
durch die Bedingung
fa(s) =2 <= sel}
definieren.
Sei f: S = [[,e, Xa die Abbildung mit f(s) = [[,e, fa(s)-
Sei ) # B =],  Ba € B ein Element aus der Basis des x-Box-Produkts.

Fiir das Urbild von B, gilt: fa(s) € By <= Jx € By :s € IX.
= fo' (Ba) = U{I%; = € Ba}
= YB) =N{fat(Ba);a€n} =N{f3*(Ba);a € supp(B)}

Sei g : supp(B) — A eine beliebige Auswahlfunktion mit g(a) € B,. Da |supp(B)| < k
gilt und J eine (k, 1, \)-generalisiert unabhéngige Familie ist, gilt:

‘ﬂ {Iﬁ(“);a € supp(B)H > 1.

= [7HB) = N{/a" (Ba)ia € supp(B)} 2 N {140 € supp(B) } # 0
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

= f(S)NB#0
= d(0Ge,Xa) < |f(S)] = 5]

acpu o

"<:|l:

O.B.d.A. seien X, jeweils diskrete Rdume der Méchtigkeit A und D eine in U5, Xo
dichte Menge mit |D| = |S].

Um die Indizierung zu vereinfachen, nehmen wir X, = A an.

Definiere fiir alle « € p und g € A = X,, die Menge
I =Dnprt ().

Da pr; ! (B) offen in HaeuXa ist, sind diese 17 nicht leer.

Offensichtlich ist J,, := {Ig 10 € )\} eine Partition von D.

Definiere nun J := {Jo;a € p}.

Sei J € Py (p) und f : J — X eine Auswahlfunktion.

= ﬂ{Ig(a);a € J} = DnN{prs' (fla);aeJ} # 0, da |J]| < & gilt und somit
N{prz' (f(a));a € J} eine in OneuXa offenen Menge ist.

= ’ﬂ{[g(a);a € JH > 1.

J ist also eine (k, 1, \)-generalisiert unabhéngige Familie der Méachtigkeit p auf D und
da |D| = |S] gilt, gibt es auch auf S eine (k, 1, \)-generalisiert unabhéngige Familie der
Machtigkeit u.

= pu<i(|S],k,A) O

Nun kénnen wir Theorem 3.1.4 anwenden und erhalten folgende Aussage:

Satz 3.3.6 Seien x und p zwei unendliche Kardinalzahlen.
Auf jeder Menge, die mindestens p~" wviele Elemente hat, gibt es eine 2M-mdchtige

(K, 1, p)-generalisiert unabhdingige Familie.

Beweis. Fiir jede Familie {X,; a € 2#} topologischer Rdume mit d (X,) < p gilt nach
Theorem 3.1.4 dann d (Of 5. Xa) < p=*.
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Nach Satz 3.3.5 gilt 2" < i (u=", k, ). Auf einer Menge S mit |S| = p=" existiert also
eine (k, 1, p)-generalisiert unabhéngige Familie der Méachtigkeit 2#. O

Definition 3.3.7 Seien A und B zwei beliebige Mengen und s eine unendliche Kardi-
nalzahl.

Eine Familie § C B# von Funktionen heiBt eine Familie von k-grofier Oszillation, falls
fur alle A < « alle Teilfamilien { f¢}¢cx C § verschiedener Funktionen und alle beliebigen

Elemente {b¢}¢ccx aus B ein a € A existiert mit:

V¢ e N: fela) = be.

Satz 3.3.8 (Theorem 3.3 in [Hul)
Sei k eine unendliche Kardinalzahl und S eine unendliche Menge.

Dann sind daquivalent:

1. Auf S gibt es eine (k, 1, |S|)-generalisiert unabhingige Familie der Machtigkeit 2151
2. 1S|<F =8|

Beweis. (siehe [Hu))

n_sn.

Es gilt i (S|, 5, |S]) = (215) "

Sei 0 := S|, S = {sg; 8 € o} eine Indizierung von S und J = {J,; o € 27} eine (k, 1,0)-

generalisiert unabhéngige Familie von Partitionen J, = {IS ;0 € O'}.

Fiir alle o € 27 sei f, : § — S die Abbildung mit fo(z) = s <= z € 8.
Wir definieren § := {f,; @ € 27} und zeigen, dass dies eine Familie von x-grofler Oszil-

lation ist.

Fiir ein beliebiges J € Pcy(0) ist {fa; 0 € J} € P<, (F) eine Auswahl von verschiedenen

Funktionen und {z;a € J} € P-.(S) eine Auswahl von verschiedenen Elementen aus

S.
Fiir die Bijektion ¢ : S — o mit p(z4) = B < zo = sg gilt f3 ' (za) = 18,

Da g:J — o mit g(a) := p(z4) eine Auswahlfunktion ist, gilt:

({f! (a);0€ T} = ﬂ{lg<%>;a c J} - ﬂ{fgfa);a e J} £ 0.
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Also ist § = { fo;a €218 ‘} eine Familie von k-grofler Oszillation.

Nach Theorem 3.1 in [CoNe] ist die Existenz einer Familie von k-grofier Oszillation der
Michtigkeit 215! dquivalent mit |S|<" = |S|.

"<:H:
Nach Theorem 3.1 in [CoNe]| existiert eine Familie § = { fo; € 218 |} C S9 von k-groBer
Oszillation der Michtigkeit 2.

Sei |S| =0 und S = {sg; 3 € o} eine Indizierung von S.
Definiere IZ := o1 (sp) fir allea €27, B €0 und J := {{Ig;ﬁ € O‘} s € 2"}.

Offensichtlich sind J, := {Ig ;B € a} Partitionen fiir alle o € 2°.

Sei J € Poy(0) und g : J — o eine Auswahlfunktion.

Da § eine Familie von x-grofler Oszillation ist, gibt es ein s* € S mit:
Va e J: fo(s¥) = Sg(a)

= N{RD5a e T} = IN{s" () sa € TH 2 s =1

J ist also eine 2/5I-méchtige (k, 1, |S|)-generalisiert unabhéngige Familie.

=i (18], k,|S]) > (2!51)"

Da die Méchtigkeit einer (k, 1,|S|)-generalisiert unabhéngigen Familie nach oben durch
(2‘5‘)‘3‘ — 2151 beschriinkt ist, muss i (|S|, s, |S|) = (2|S|)Jr gelten. O

Bemerkung 3.3.9 Fir je zwei unendliche Kardinalzahlen p und k gilt:
P == (0 R p) = (29)7T
Die Umkehrung gilt nicht.

Beweis. Fiir je zwei unendliche Kardinalzahlen mit pu<® = g gilt nach Satz 3.3.8
i(p, 5, 1) = (24)7, also auch i(u=~, k, 1) = (2#)F.

Um zu belegen, dass die Umkehrung nicht allgemein gelten kann, geben wir ein Gegen-
beispiel in ZSF + GCH an:
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3 Dichtigkeit des k-Box-Produkts

Wibhle zwei unendliche Kardinalzahlen y und s mit pu* = k.
Fiir jede Familie topologischer Raume {X;;¢ € p*} mit d(X;) < p gilt nach Satz 3.1.8:
d (Dfeu++Xz‘> < (log(ptt) - )™ = (ut - W)™ = ()" = pt = p = p=~.

Nach Satz 3.3.5 gilt also p™ = (ut)" = (28)" < i(u<", k, ). O

Wie eng generalisiert unabhéngige Mengen und die Dichtigkeit des xK-Box-Produkts mit-

einander verbunden ist, zeigt folgendes Korollar, ein Sonderfall von Theorem 3.1.4:

Korollar 3.3.10 Seien pu und k unendliche Kardinalzahlen und Uf_;X; ein k-Box-
Produkt mit |I| < 2* und d(X;) < p fir allei € I.

Wenn pu<"* = p gilt, dann ist auch d(Of ; X;) < p.

Beweis. Da <" = p gilt, ist i(u, &, u) = (2*)" nach Satz 3.3.8.

Nach Satz 3.3.5 ist also d(0f; X;) < p. O
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4.1 Produkte maximal-auflosbarer Raume

Wir werden in diesem Abschnitt die Auflosbarkeit des k-Box-Produkts untersuchen und
der Frage nachgehen, ob maximale Auflésbarkeit der einzelnen Rdume auch auf das Pro-
dukt vererbt wird.

Fiir das Tychonow-Produkt wurde dies bereits von J. G. Ceder und T. Pearson in [CePe]
unternommen und wir werden hier ihre Vorgehensweise auf das k-Box-Produkt tibertra-

gen.
Definition 4.1.1 Sei (X;7) ein topologischer Raum. Wir definieren
A(X;71)) :=min{|O];0# O € 7}

und nennen A((X;7)) den Dispersions!-Charakter von X beziiglich . Falls klar ist,
welche Topologie gemeint ist, schreiben wir A(X) statt A((X;7)).

Definition 4.1.2 Sei (X;7) ein topologischer Raum und « eine beliebige Kardinalzahl.

1. Wir nennen X einen k-aufiosbaren Raum, falls eine k-méachtige Partition 2 von
X existiert, so dass alle A € 2 dicht in X liegen. Wir sagen auch, dass X den
Auflésbarkeitsgrad k besitzt.

Ein 2-auflésbarer Raum wird auch aufiésbar genannt.

2. Wir nennen X einen mazimal-auflosbaren Raum, falls X ein A(X)-auflésbarer

Raum ist oder isolierte Punkte besitzt (d.h. es gibt ein p € X mit {p} € 7).

Der Begriff eines maximal-aufldsbaren Raumes wurde 1964 von J. G. Ceder in [Ce]
eingefiihrt. In dieser Arbeit untersuchte J. G. Ceder, unter welchen Umsténden ein to-
pologischer Raum moglichst viele paarweise disjunkte und dichte Teilmengen besitzt,

also moglichst hoch auflosbar ist. Die Bestimmung des maximalen Auflésbarkeitsgrades

Nat. dispergere: vereinzeln, zerstreuen
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

ist ein Problem, auf das bereits E. Hewitt in [Hel] hingewiesen hat.
Natiirlich ist der Auflésbarkeitsgrad nach oben durch den Dispersions-Charakter be-

schrénkt. Ein A(X)-auflésbarer Raum X wird deshalb maximal-auflésbar genannt.

Bemerkung 4.1.3 Aus der Definition folgt sofort:

1. Fir zwei Kardinalzahlen k und A mit K < X\ ist natirlich jeder A-auflésbare Raum

auch automatisch k-auflosbar.

2. Jede offene und nicht leere Teilmenge eines k-auflosbaren Raumes ist wieder k-

aufiésbar.

Im Zusammenhang mit dem Begriff der Auflésbarkeit erinnern wir uns an die Definition

des Baire-Raumes:
Definition 4.1.4 Sei X ein topologischer Raum und A C X.

1. A heiflt nirgends-dicht, falls A in keiner nicht-leeren offenen Teilmenge von X
dicht liegt.

2. A nennen wir mager (oder von erster Kategorie), falls es abzéhlbar viele nirgends-
dichte Mengen D; gibt mit A = (J,cy Di-

3. A ist von zweiter Kategorie, falls A nicht von erster Kategorie ist.

4. Wir nennen X einen Baire-Raum, falls jede nicht-leere offene Menge von zweiter

Kategorie ist.

Die Definition der nirgends-dichten Mengen geht auf H. Hankel zuriick. Er sprach in
seiner 1870 erschienenen Arbeit Untersuchungen tber die unendlich oft oscillierenden
und unstetigen Functionen von zerstreut liegenden Punktescharen.

1899 fiihrte R. Baire die Kategorien und die Definition des spater nach ihm benannten

Raumes in seiner beriihmten Dissertation Sur les fonctions de variables réelles ein.

Anhand der Definitionen stellt sich nun die Frage, ob die Begriffe des Baire-Raumes und
der auflésbaren Rédume in Abhéngigkeit stehen. Basierend auf der Arbeit [KST] von K.

Kunen, A. Szymanski und F. Tall konnte O. Pavlov in [Pa] folgenden Satz beweisen:

Satz 4.1.5 (Theorem 3.16 in [Paj)
In ZSF +V = L ist jeder Baire-Raum ohne isolierte Punkte ein Rg-auflésbarer Raum.
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

V = L ist hierfiir notwendig, denn K. Kunen, A. Szymanski und F. Tall konnten mit

Hilfe von messbaren Kardinalzahlen das Gegenteil beweisen:

Satz 4.1.6 (Corollary 3.6 in [KST])
Ist ZSF konsistent mit der Existenz einer messbaren Kardinalzahl, dann ist ZSF auch

konsistent mit der Ezistenz eines nicht auflosbaren Baire-Raumes ohne isolierte Punkte.

Wir wenden uns nun aber wieder den Produkten zu. Wir wollen beweisen, dass sich
die maximale Auflésbarkeit der Grundrdume auf das k-Box-Produkt vererbt. Dazu ist

einiges an Vorarbeit notwendig:

Satz 4.1.7 Seien k,pu € K mit g < £ < p und {X,}
Rdaume mit | Xo| > 2 fiir alle o € p.
Gilt fir alle A € P,(n)

acy €ine Familie topologischer

<A (Of

acu ) S H Xoc )

ac(p—A)

I %

a€cA

dann ist Ugc, Xo mazimal-auflosbar.

Beweis. (Verallgemeinerung von [CePe])
Sei B die kanonische Basis von (1% X,. Wir definieren v := A (D“

acu (61373
Fiir jedes Basiselement B € B gilt |B| > 2#, also v > 2¥.

Mit der Voraussetzung |[T,c4 Xa| < v gilt auch sup {|[Tpea Xa|; A € Par(p)} < v.

Xa).

Fiir 2 := U {[] Xaep; B € Pey(p)} gilt damit

I1 .

aEB

2] < |Per(p)] - sup {

;Bqu(u)}sﬂ-vs;ﬂ-u:%-v:v

Da |2 X v X v| = v kénnen wir W :=A x v x v zu W = {w,},, ordnen.

acy

Wir definieren nun die gesuchte Partition durch Induktion iiber v:

Sei B € v und f, bereits fiir alle v < 3 gewahlt.
Fir wg = (A4, ¢,¢) sei A = (2q,)icr € A mit {a;;1 € I} € Poy(p).

Definiere C4 := {x c HaEu Xo;Pra,; (T) = x4, fir alle o; € A}

o 1st, ist auch v < |Cy4l.

Da nach Voraussetzung v < ’H
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

= Ca—A{fyiveB}#0
Wahle nun ein beliebiges fg € Ca — {f,;v € 8}.

Mit Hilfe dieser fg3 definieren wir fiir alle 3 € v die Menge
By :={fs; es gibt ein A € /A und ein v € v mit wg = (4, ,7)}
und werden nun beweisen, dass {By;a € v} eine Partition mit den geforderten Eigen-

schaften ist.

Sei fg € Ba, N Bg,. Dann muss nach Definition (A1, a1,71) = wg = (A2, aa,72) gelten

und somit ist a; = ay. Die gewahlten B, sind also paarweise disjunkt.

Sollte Une, Ba # [lae, Xa gelten, erweitern wir By zu Bj := BoU (Haeu Xo = Uaew Ba).
(Bei {Bg; a € v} handelt es sich also nun um eine Partition von [] ., Xo der Méachtig-

keit v.)

[e15373

So wie W definiert wurde, gilt |B, N C4| = v fiir alle a € v und alle A € 2.

Fiir jedes Basiselement B der kanonischen Basis gilt supp(B) € P<, (1) und somit gibt
es ein A € A mit A € pryy,,5)(B), also gilt C4 C B.

= |BoaNB| > |BaNCul > v

{Ba;a € v} erfiillt also die geforderten Eigenschaften und [J

K
acy

auflésbar. O

X, ist somit maximal-

Korollar 4.1.8 Seien k,u € K mit g < k < p.
Fiir jede Familie {X/\}Aeu von Ty-Raumen mit | X\| > 2 ist Of%e, Xx mindestens 2V
auflésbar.

Gilt zusdtzlich noch A\ (D’;eﬂXA> < 2% so ist LOY - X\ sogar maximal-aufiosbar.

AEL

Beweis. (Verallgemeinerung von [TaVi))

Fiir den Raum {0;1} versehen mit der diskreten Topologie gilt fiir alle A € P, (u):

=Ml <o = A (D5, {0;1}) = | [ {o;1}].
a€(p—A)

Nach Satz 4.1.7 ist also 05, {0; 1} maximal-auflésbar, d.h. 2#-auflésbar.

K
ac

IT {0;13

a€cA

Da die Grundraume X, ebenfalls T1-Raume sind, kann [0%_ X, als Union von Kopien
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

des maximal-aufldsbaren Raums g, {0; 1} geschrieben werde.

Mit Theorem 3.8 in [TaVi] ist somit 0., X mindestens 2#-auflsbar. O

Proposition 4.1.9 Seien p,x € K mit p > £ > Ro und U5, Xo ein x-Boz-Produkt

aus mazximal-aufliésbaren Rdumen. Gilt

1. A (O, Xa) < ’HQEMA(XQ) oder

2. A (DQEMXQ) > ‘HaeA Xa| fiir alle A € P (u),

K

dann ist auch LI5¢,

Xo mazimal-auflésbar.

Beweis. (Verallgemeinerung von [CePe])
Seiv:=A (D” X )

acpta

acu D (Xa)| ist nicht moglich.

1. Esmussalsov = ‘Hae“ A (Xa)‘ gelten, denn v < |[]
Fiir alle « € p sei {Ag; [CRS A(Xa)} eine Partition von X, aus dichten Mengen.
A (Xqy) mit f(a) € A(Xy) definieren wir

Af = Hae“ A‘;(a) und zeigen, dass es sich bei

Fiir jede Funktion f : p — [[,¢,

A = {Afafu — H A(Xa) mit f(a) € A(Xa)}

acy

um die gesuchte Partition handelt.

Seien f,g: pp — [[ne, & (Xa) mit f(a) € A(Xq) und g(a) € A (Xq) zwei ver-
schiedene Funktionen. Sei a € p mit f(a) # g(a).

= Af(a) N Age) =0

= Ay N Ay, =0, die Elemente aus 2 sind also paarweise disjunkt.

Sei Ay ein beliebiges Element aus 2l und B ein Element der kanonischen Basis von
O Xo mit B # 0.

Dann ist prq(B) offen in X, fiir alle a € p.

= pro(B) N A‘;(a) # () fiir alle a € p

= BNA; # 0
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Ist JA # [[ne, Xao erweitern wir einfach irgendein Ay zu ApU (U A= [loe, X )

2 ist also die gesuchte Partition.

2. Fir alle A € P.,,(u) gelte v > ‘HaEAX .
Gilt fiir alle A € P-,. (1) auch v < )H
die Behauptung.

«|, so gilt nach Satz 4.1.7 bereits

Sei also A € P (p) mit v > ‘Hae(u— 4) Xa| und B ein Element der kanonischen

Basis von U, X, mit |B| =v.

= A* := AU supp(B) € Px(1)

Wihle fiir alle @ € p eine offene Menge B C X, mit |B}| = A (X,) und wéhle
die offene Menge B* € U, X, mit pro(B*) = B, fiir alle a € A* und By, = X,
fir alle o & A*.

= |B*| < |B| = v, also |B*| = v.

= v = |[Toea- & (Xa)| - )HQE(M_A*) Xa‘

Da v > ’Hae(u—A > )Hae(u—A*) = [[Toca- 2 (Xa)| gelten.

Nach 1. ist D”E 4 X dann bereits maximal-auflésbar.

Sei {A,; a € v} die gesuchte Partition von (0F _ ,, X,.

acA*

Dann ist {Aa X Hﬁe(qu*) Xg;a € 1/} die entsprechende Partition von U 4. Xo

und O0% _ . X, ist maximal-auflosbar. O

acA*

Proposition 4.1.10 Seien k, 1 und v unendliche Kardinalzahlen mit k < p und {)‘a}aep

eine Familie von Kardinalzahlen.
Ist sup {\a;a € (u—A)} > v fiir alle A € P..(), so ist ‘Hae” )\a‘ > vt

Beweis. Nach Lemma 4 aus [CePe] ist [T e, Aa| = v* fiir die Teilfamilie {Aa} ¢,
= |y Aa| = [Tage Aol = v O

Satz 4.1.11 Seien r,pu € K mit Rg < r < p. Fir jede Familie {Xa},e, mazimal-

auflésbarer Raume ist auch U5, Xo mazimal-auflosbar.
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Beweis. (Verallgemeinerung von [CePe])

Angenommen, U, X, wire nicht maximal-auflosbar.

1. Beh.: Fiir alle B € P.,,(u) gibt es ein D € P.,, (1 — B) mit

LE Hae(u—B) A (X, ( )

<A( a€(u—B) > < Maep Xal-

Bew.: Wenn es nicht gelten wiirde, ware nach Proposition 4.1.9 das Produkt % Xa

acu—B
fiir ein B € P (1) maximal-auflosbar.

Da fiir dieses B € P, () auch A(Of_ 5 X, “_[aeB Xo)| gilt, ist nach Pro-
position 4.1.9 auch [ _ 5 X, max1mal—auﬂosbar.

Somit ist (%, Xo = 0%

aep— pXa x U5 p Xy maximal-auflosbar, ein Widerspruch.

Fiir alle B € P.,(u) gibt es also D € P.,(u — B), fir welche die Ungleichung & erfiillt
ist. Fiir B = () folgt also, dass es ein Ay € P,(u) geben muss mit:

‘: Hae,uA( )

<A (DZEM ) “_[aer X ‘

2. Beh.: Es gibt eine Menge M; mit (u — My) € Poy(p) mit

sup{|Xq|;a € M1} < sup{|Xa|;a € Ao} .

Bew.: Sei vy := sup {| Xo|; @ € Ao}

Angenommen, fiir alle A € P, (u) wire sup {|Xa|;a € (u— A)} > 1vp.
Xo mit [B] = A (O, Xo)

Sei nun B ein Element der kanonischen Basis von (¥ aep

acy
und definiere C' := supp(B) € Pcy ().

= & (O5epXa) = 1Bl = [Maec & (Xa)]| - [Taei-

Da auch C € P. () gilt, muss auch sup {|X,|;a € (u— C)} > vy gelten.
Mit Proposition 4.1.10 folgt dann [],c, ¢ [Xa| > 15

= A (DZGM ) ‘Haec oz)‘ ) ‘H al = ‘H

aZVg

Mit & gilt aber A ( aeu ) ‘HaeA Xa ‘ < I/|A0| < 1§, ein Widerspruch.
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Sei also My C pmit (u— M) € Pey(p) und sup {|Xo| ;0 € M1} < sup{|Xa|; € Ao} =

Lp.

Fiir B := p — M; wahlen wir ein A; € P (u — B) = P<, (M), welches die Gleichung
& erfiillt.

Wir definieren vy := sup{|X,|; @ € A1}. Es gilt dann vy < sup{|Xo|;a € M1} S 1p.
Wie oben in der 2. Beh. bewiesen gibt es ein My mit (u — Ma) € Pcy(M;) mit

sup{|Xa|;a € Mo} < sup{|Xa|; € Ar}.

Wir koénnen dies einfach induktiv fortsetzen, definieren My := p und erhalten so die

Folgen:
L. {My}, cy mit My © My, und (M, — My11) € Pey (M),
2. {An}, ey mit A, € Poy (M) und
3. {Vn}pen mit vy :=sup {|Xy|;a € Ap} und v, < vy,

{Vn}pen ist also eine unendliche Folge von strikt kleiner werdenden Kardinalzahlen, ein

Widerspruch.

kX, maximal-auflosbar sein. O

Also muss [,

Wir haben also gesehen, dass xk-Box-Produkte von maximal-auflésbaren Radumen auch
maximal-auflésbar sind. Fiir das Produkt von diskreten Rdumen konnten wir ebenfalls
eine hohe Auflésbarkeit beweisen (siehe 4.1.8), die sich natiirlich auch auf jede offene

und nicht leere Teilmenge vererbt. Doch wie sieht es mit anderen Teilmengen aus?

Satz 4.1.12 Sei A > k und X eine dichte Teilmenge von O D(X) mit |I| > k wo D(X)
etn A-mdchtiger diskreter Raum ist.
Ist X k-auflosbar, so ist X auch A-auflosbar.

Mit Korollar 4.1.8 wissen wir, dass 05 D(\) mindestens 2!/l-auflosbar ist. Somit ist jede
offene und nicht-leere Teilmenge ebenfalls 2/l-auflésbar. Uber dichte Teilmengen konn-

ten wir aber noch keine Aussage treffen.
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

W. W. Comfort und W. Hu haben diesen Satz fiir das Tychonow-Produkt in [CoHul]

bewiesen und wir kénnen dem Beweisaufbau fiir die verallgemeinerte Version folgen:

Vorbemerkung. Warum wird A(X) > A nicht vorausgesetzt, obwohl das doch not-
wendig fiir die A-Auflésbarkeit von X ist?

Angenommen, es gibt eine in O0YD(A) offene Menge mit A(X) = |[ONX| < X\. Wir
konnen davon ausgehen, dass O ein Basiselement ist. Da |I| > & ist |O| > A und somit
gibt es fiir ein 7 € I ein Element y; € D(\) mit y; € pr;(O N X) aber y; € pr;i(O).

= pr; ' (y;) N O ist offen in OFD()\) aber X Npr;'(y;) N O = 0, im Widerspruch zur
Dichtigkeit von X.

Die Voraussetzung A(X) > A damit X iiberhaupt A-auflésbar sein kann, muss also nicht

zusatzlich gefordert werden.

Beweis. Gilt sogar |[I|~" < A, so gilt w(X) < [I|="- X = A < A(X) und mit Theo-
rem 3 in [Ce] ist X somit maximal-auflosbar. Da A(X) > X erfiillt ist, besitzt X keine
isolierten Punkte, ist also A(X)-auflosbar, also insbesondere auch A-auflésbar. Fiir den

Beweis der Auflosbarkeit benétigen wir in diesem Fall also nicht das k-Box-Produkt.

Wir kénnen die A-Auflésbarkeit aber auch fiir alle anderen Indexmengen mit |I| > &
beweisen.Um die Notation zu erleichtern nehmen wir D(A) = A und x C I an.
Sei ® = {D,,}77 <, €ine Familie paarweise disjunkter und in X dichten Mengen.

Fiir alle v € k C I und n € A setzen wir

Eon = {reXspev=pr,(z)#v=pr,(z)}.

Da D(]) ein diskreter Raum ist, sind diese Mengen offen und D, N E(, )y # 0.
Wir definieren E, := J, ¢, (E(V,n) N Dn) fiir alle n € A.

Beh. € := {E,,}176 ) ist eine Familie paarweise disjunkter und dichter Teilmengen.

1. paarweise disjunkt:
Seien n,n" mit E, N E,y # 0.
= es gibt v,/ mit (E(,,m) N Dy) N (E(,,/m/) ND,y) #0
= DyNDy #0
=n=n
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2. dicht in X:

Fiir jede Teilmenge J € P-,(I) und jede Funktion f : J — A definieren wir die
Menge B(5) = X N ﬂjejprj_l(f(j)).

Dann ist B := {B(J’f); JeP(I)und f:J — )\} eine Basis der Topologie auf X,
es reicht also zu zeigen, dass jedes Element aus B alle Elemente aus € schneidet.
Seinun J € Po(I), f:J— Aundn € A

Wir wollen nun zeigen, dass B ) N E, # 0 gilt.

Da k C I kénnen wir folgende Ordinalzahl definieren p := min{v € k;v & J}.
Wir konnen annehmen, dass u C J gilt. Sonst betrachten wir J' := J U u und
foJ — X mit f"J = fund f/'(j) =0 fir alle j € p.

Dann ist By sy € By und mit By gy N Ey # () wiirde auch B ) N E; # 0
folgen.

1. Fall: Es gibt ein j € u C J mit f(j) =7

Wiéhle v :=min{j € u; f(j) = n}.

Also gilt f(j) # n fur alle j < v.

= Eun ={z € X;Vj €vipri(z) #n = f(v) =pr.(z)}
2XN ﬂjerTj_l(f(j)) = B,

= By S B

= 0 # B(,5) N E,,y ist eine offene Menge

= B(J’f) N E(l/,n) N DU % 0

= B(Jyf) ﬂEn %@

2. Fall: Es gibt kein j € p mit f(j) =17

Da p & J gilt, konnen wir J' := JU {u} und f': J" — X mit f"J = f und

f(u) = n betrachten und wie im ersten Fall verfahren.

Insgesamt ist also € eine A-méchtige Familie paarweise disjunkter und dichter Teilmen-

gen von X, der Raum X ist also tatséchlich A-auflosbar. O
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

4.2 Ein Exkurs tiber Xj-auflosbare, fast-auflosbare und

fast-Nj-auflosbare Raume

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die k-Auflosbarkeit der Produkte behandelt ha-
ben, werden wir nun verschiedene Typen von Auflésbarkeit betrachten und untersuchen.
Besonders interessiert uns, wann sich die unten aufgefiihrten Typen von Auflosbar-
keit iiberhaupt unterscheiden kénnen. Dazu benétigen wir allerdings keine Produkt-
Topologie; dieser Abschnitt ist also ein kleiner Exkurs auflerhalb der Theorie des k-Box-
Produkts.

Definition 4.2.1 Wir nennen einen topologischen Raum (X, 1) fast-auflosbar, wenn es
eine Familie {X,}, . gibt mit inn(X,) = 0 fir alle n € N und X = {J,,cny Xn-
Dieser Begriff wurde 1973 von R. Bolstein in [Bol] eingefiihrt.

Wir erkennen sofort, dass jeder auflésbare Raum und erst recht jeder Rp-auflosbare Raum
automatisch auch fast-auflosbar ist, denn die Mengen aus den entsprechenden Partitionen

erfiillen die oben geforderten Bedingungen (siehe S. 38).

Definition 4.2.2 Fiir eine unendliche Kardinalzahl x wird ein topologischer Raum

(X, T) fast-k-auflésbar genannt, wenn es eine Familie {X,} __paarweise disjunkter Men-

HER
gen gibt mit

X = UXM und VA e 7 — {0} : [{p e k; AN X, # 0} = k.
HER
Dieser Typ von Auflosbarkeit wurde 2002 von A. Tamariz-Mascaria und H. Villegas-
Rodriguez in [TaVi| als Verallgemeinerung des Begriffes der k-Auflosbarkeit eingefiihrt.

Wir erkennen sofort einen direkten Zusammenhang mit dem schon bekannten Begriff der
Auflésbarkeit, denn jeder k-auflosbare Raum fiir eine unendliche Kardinalzahl x muss

auch fast-k-auflosbar sein.

Um den Zusammenhang mit den anderen bereits beschriebenen Begriffen leichter zu

verstehen, benétigen wir folgenden Satz:

Satz 4.2.3 Sei k eine requldre Kardinalzahl.
FEin topologischer Raum X ist genau dann fast-k-auflésbar, wenn es eine Familie { X, }

gibt mit inn(X,,) = 0 fir alle p € k, X =J,¢,, Xu und

HER

HER

Vuver:p<v=X,CX,.
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Beweis. Dieser Satz wurde in [TaVi] als Theorem 2.2 nur fiir fast-Rp-auflosbare Rdume

bewiesen. Fiir reguldre Kardinalzahlen verfahren wir dhnlich:

1. Sei (X,7) ein nach Definition 4.2.2 fast-r-auflésbarer Raum und {X,} . eine

Familie paarweise disjunkter Mengen mit

X = UXM und VA e 7 — {0} : [{p € k; AN X, # 0} = k.
HER
Dann muss inn(X,) = 0 fiir alle u € x gelten, denn sonst gibt es ein pp € £ mit
inn(X,,) € T — 0, welches mit allen anderen X, leeren Schnitt hat.

Fir Y, := U,c, Xv gilt ebenfalls inn(Y,) = 0.

VEN
Denn sonst miisste X NY, # 0 fir x viele X gelten. Da p € k also miisste es
ein v > p mit X NY), # () geben, die Mengen X,, wéren also nicht disjunkt, ein
Widerspruch.

Fiir die Familie Q) := {Y}, },ex gilt Y, C Y, fiir alle p < v.

Wir konnen aber zur Teilfamilie 2* aller echt grofler werdenden Mengen iibergehen.

Es gilt |9*| = &, denn sonst wire [{p € k; X, # 0}] < k.

Somit erfiillt P* die geforderten Bedingungen.

2. Sei 9 = {Y,},cx eine Familie mit Y, C Y, fir alle p < v, inn(Y,) = 0 und
X =U9.

Definiere Xy := Yy und X, :=Y),, — J,, Yy fiir alle p € &.

vep
= Uper Xpu = Upen Y = X und X, N X, = 0 fiir alle v # p.

Sei A eine nicht leere Menge, die offen in X liegt.
Angenommen, es gilt [{x € k; X, N A # 0} < k.

Dann muss es ein ug € k geben mit X, N A = () fiir alle up < v € £ (hier bendtigen
wir die Regularitét von ).

Da X = e, X gilt, muss A C U,e,0 Xo = Uyepy (Yo = Une, Ya) € Yo gelten
und somit ist @ # A C inn(Y),), ein Widerspruch.

Die Familie {X,},cx belegt, dass X fast-s-auflosbar ist. O

Bemerkung 4.2.4 Im Beweis von Satz 4.2.3 wurde die Regularitat nur im zweiten Teil

bendtigt. Mit Definition 4.2.1 erkennen wir, das also fiir jede unendliche Kardinalzahl k
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jeder fast-k-auflésbare Raum auch fast-auflésbar sein muss.

Wir erhalten also folgendes Diaagramm:

fast-k-auflosbar

% X

k-auflosbar fast-auflosbar

X/

auflosbar

Dies erklart auch die Wahl der Bezeichnung “fast-x-auflosbar”, denn diese Raume liegen
zwischen den k-auflésbaren und fast-auflosbaren Raumen.

Es stellt sich nun die Frage, welche dieser Implikationen (1)-(4) auch umkehrbar sind.
Wegen Korollar 4.1.8 macht es wenig Sinn, x-Box-Produkte zu betrachten, da bereits
T1-Grundrédume ein hoch auflésbares Produkt erzeugen. Um die Umkehrbarkeit zu wi-

derlegen, miissen wir also andere Topologien untersuchen.

Gilt fiir einen Raum A(X) < k, so kann X niemals s-auflosbar oder fast-x-auflésbar

sein, die Implikationen (2) und (3) konnen in diesen Rdumen nicht umgekehrt werden:

Beispiel 4.2.5 “n-auflosbar # (n + 1)-auflosbar”

Set X =N, B, ={[n-k,n-k+(n—1)];k €N} fir allen € (N—{0}) und 7, die von
B, erzeugte Topologie.
Dann sind D} = {n-k+i;k € N} fir 0 < i < (n— 1) disjunkte und in (X, r,) dichte

Mengen, (X, 1,) ist also n-auflosbar.

Da aber [0,n — 1] € 7, kann es aber keine n + 1 paarweise disjunkte und dichte Mengen

geben, (X, 1,) kann also nicht (n + 1)-auflosbar sein.

Aus diesem Beispiel folgt sofort mit (X, 79), dass “auflésbar # Ng-auflosbar” gilt. Somit
kann (X, 72) auch nicht k-auflosbar fiir eine andere unendliche Kardinalzahl sein, (3) ist
also nicht umkehrbar.

Da (X, 1) auflosbar ist, ist dieser Raum auch fast-auflésbar. Wegen A(X) = 2 kann der
Raum aber nicht fast-x-auflosbar fiir eine Kardinalzahl x > 2 sein, also ist auch (2) nicht

umkehrbar.

50



4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Wie bereits erwahnt ist (3) i. A. nicht umkehrbar, allerdings konnte A. Illanes in seiner
Arbeit [I1] beweisen, dass jeder Raum, der fiir alle n € N die n-Auflosbarkeit erfiillt, auch

Ng-auflosbar ist.

Wir werden gleich in ZSF+AC beweisen, dass die Umkehrung von (1), (3) und (4) auch
fir Rédume mit A(X) = & nicht gilt und werden im Anschluss zeigen, dass ZSF+AC
alleine nicht ausreichen kann, um die Umkehrung von (2) fiir Rdume mit A(X) = k zu

widerlegen.

Wir benétigen dazu folgende Definition:

Definition 4.2.6 Ein topologischer Raum (X, 7) heit A\-mazimal, falls A((X, 7)) > A
erfiillt ist und fiir jede Topologie o mit 7 C o gilt:

A((X,0)) > A
Satz 4.2.7 Es gibt einen T1-Raum, der fast-aufiésbar aber nicht aufiosbar ist.

Beweis. Sei X = Nund ¢ = {A C N;|A—N]| < R} U {0}. o ist offensichtlich eine
Topologie auf X, die 77 erfiillt.
Nun erweitern wir den Raum (X, o) zu einem Np-maximalen Raum (X, 7). Da o C 7

gilt, ist dieser Raum ebenfalls ein 77-Raum.
Wie in Theorem 24 in [Hel] beweisen wir, dass (X, 7) nicht auflésbar ist:

Sei D eine in (X, 7) dichte Menge und wir nehmen an, es gibe eine offene Menge A mit
0#|AND|=neN.

Sei AND = {x1,22,...,Tn}.

Da X T erfillt, ist B := X — {x1} eine offene Menge und es gibt fiir alle 2 < i < n
offene Umgebungen A; mit 1 € A; und z; &€ A;.

= C:= AN[\yci<, Ai ist eine offene Menge mit DN C = {z1}.

Da (X, 7) ein Np-maximaler Raum ist, muss |C| > N gelten und somit ist B N C' eine

nicht leere und offene Menge.
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=0#DN(CNB)=(DNC)NB={z1} N (X — {z1}) = 0, ein Widerspruch.
Also muss |D N A| > Ry fiir alle A € (7 — {0}) gelten.

Sei 7(D) :=7U{AND;Aect}U{AU(DNB);A,B € 7} die um D erweiterte Topolo-
gie.

Dann gilt noch immer A((X,7(D))) = Np und da (X, 7) ein Np-maximaler Raum ist,
kann 7(D) keine echte Erweiterung sein.

Es gilt also 7 = 7(D), jede in (X, 7) dichte Menge ist also auch offen. Es kann also

niemals zwei dichte und disjunkte Mengen in geben, (X, 7) ist somit nicht auflosbar.
Da aber | X| = Ny gilt, gibt es eine Aufzéhlung X = {x;;i € N} mit z; # z; fiir alle ¢ # j.
= X = U;enf{ei} und inn({z;}) = 0 fiir alle i € N, X ist also fast-auflosbar.

Somit ist auch (4) nicht umkehrbar. O

Korollar 4.2.8 Es gibt einen T1-Raum X mit A(X) = Ry, der fast-Ro-auflosbar aber

nicht aufldsbar ist.

Beweis. Wir betrachten wieder den Raum (X, 7) aus Satz 4.2.7.

X ist ein Rp-maximaler Raum, also gilt A(X) = Ro.

Sei {x;};cn wieder die Zerlegung von X. Da X ist ein Np-maximaler Raum ist, schneidet
jede Menge A € 7 — {0} in unendlich viele dieser Partitionsmengen, X ist also auch

fast-Ng-auflosbar.
Da aber der Raum X nicht einmal auflésbar ist, kann er nicht Ng-auflésbar sein.

Somit ist also auch (1) nicht einmal fiir R&ume mit abzahlbar unendlichem Dispersions-
Charakter umkehrbar. O

Bemerkung 4.2.9 FEin Ty-Raum besitzt genau dann keine isolierten Punkte, wenn sein

Dispersions-Charakter unendlich ist.
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Beweis. Sei X ein Tp-Raum ohne isolierte Punkte und A eine offene Menge mit
|A| = n € Nyg. Zu je zwei Punkten aus A, muss es eine offene Umgebung geben, die nur

einen der beiden Punkte enthalt. Wir verfahren induktiv:

Ist n = 2, so gibt es eine Umgebung U, die nur einen Punkt aus A enthélt. Dann ist
|[UN A| =1 und X enthilt doch isolierte Punkte.

Ist |A| = n+41 und sind zo, 1 € A zwei verschiedene Punkte, so muss AN (X —{z;}) # 0
fiir mindestens einen Punkt gelten, denn sonst wire {z;} D A fiir i = 1,2, also {zo} =
A= m, ein Widerspruch zu Tj.

Sei 0.B.d.A. zy der Punkt mit B := AN (X — {x;}) # 0.

Dann ist 1 < |B| < n und wir finden wieder in B isolierte Punkte.

Ein Tp-Raum X hat also genau dann keine isolierten Punkte, wenn A(X) > R gilt. O

Satz 4.2.10 (Theorem 2.6 in [CoHu2])

Sei (R, T) ein topologischer Raum, der Ty und T3% erfillt.

Ist R ein n-auflosbarer Raum fir eine naturliche Zahl n, dann gibt es eine Erweiterung
o D 7, fir die (R,o) ebenfalls n-aufiosbar ist, Ty und TS% erfullt, aber nicht (n + 1)-

auflosbar ist.

Jeder n-auflosbare To-Raum besitzt unendlichen Dispersions-Charakter. Falls dieser
Raum nicht (n + 1)-auflésbar ist, kann er nach [I1] nicht Rg-auflésbar sein.
W. W. Comfort und Wanjun Hu haben also die Umkehrung von (3) auch fiir Rdume

mit unendlichem Dispersions-Charakter widerlegt.

Insgesamt konnten wir bisher auch fiir R&ume mit unendlichem Dispersions-Charakter

folgenden Zusammenhang beobachten:

fast-Ng-auflosbar

~o,

O

/

No-auflosbar fast-auflosbar

\D

\

"

auflosbar

/o
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Anhand der Definitionen von fast-Rp-auflosbar und fast-auflosbar (S. 48) stellt sich nun
die Frage, ob sich diese Figenschaften iiberhaupt unterscheiden. Tatsachlich kénnen wir

im Axiomen-System ZSF+V=L folgenden Satz beweisen:

Satz 4.2.11 In ZSF+V=L:
Jeder Ty-Raum X mit A(X) > Vg ist fast-Ro-auflosbar.

Beweis. O. Pavlov konnte beweisen (Theorem 3.16 in [Pal), dass in ZSF+V=L jeder
Baire-Raum ohne isolierte Punkte (d.h. A(X) > 2) Np-auflosbar ist, also insbesondere
auch jeder Baire-Raum, der Tj erfiillt und keine isolierten Punkte besitzt.

Nach J. Angoa, M. Ibarra und A. Tamariz-Mascarda (Korollar 5.19 in [AIT]) ist dies aber

gerade aquivalent dazu, dass jeder Tp-Raum ohne isolierte Punkte fast-Ng-auflosbar ist. [J

Die Implikation (2) kann also unter V' = L umgekehrt werden:

Korollar 4.2.12 In ZSF+V=L gilt, dass jeder fast-auflosbare To-Raum X mit AN(X) >
Ny auch fast-Rg-aufiosbar.

Besteht also doch kein Unterschied zwischen fast-auflosbaren und fast-Ng-auflosbaren Tj-
Raumen ohne isolierte Punkte? Im kleinen, armen Universum V = L gibt es ihn nicht.
Setzten wir allerdings die Existenz messbarer Kardinalzahlen voraus - befinden wir uns

also in einem sehr reichen Universum - ist dies aber moglich:

Satz 4.2.13 (4.2 in [TaVi))
Gibt es eine messbare Kardinalzahl, so gibt es einen Ty-Raum ohne isolierte Punkte der

fast-auflosbar aber nicht fast-Ro-aufiosbar ist.

Beweis. Ist « eine messbare Kardinalzahl, so gibt es auf x einen k-vollstdndigen, freien
Ultrafilter §.
Wie in [TaVi] betrachten wir X = x U {F} und definieren

T={ACX;F€Aund ANX €F}U{0}.

1. 7 ist eine Topologie:

Wir sehen sofort, dass X, () € 7 gilt.
Ist 8 C 7 und B € B mit B # (), dann ist auch § € C und C N X € § fiir alle
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

C 2 B, also auch B € 7.
Ist B eine endliche Teilmenge und () ¢ B, dann ist wegen der x-Vollstandigkeit
von § auch (e BN X € §, also ist auch (B € 7.

. X ist ein Ty-Raum:

Seien x,y zwei verschiedene Punkte aus X und 0.B.d.A. sein = # §.

Dann ist = ¢ {F}, also z € k.

Da § k-vollstiandig ist, enthélt der Filter keine Mengen, die kleiner als x-machtig
sind.

Insbesondere ist {z} ¢ § und somit k — {z} € § (F ist Ultrafilter auf k).

Dann ist A := (k — {z}) U {F} eine offene Menge mit x ¢ A und da y € x oder

y = § gelten muss, ist A auch eine offene Umgebung von y.

. X ist auflosbar:

k und {§} sind zwei dichte und disjunkte Mengen mit X = xk U §.

. Es gilt A(X) > &t

Sei A offen und nicht leer.

== ANKeF

= |A| > |AN k| > k, denn sonst wére § nicht x-vollstdndig
= AX) >k

. X ist nicht fast-Rg-auflosbar:

Sei X =,y Yo mit Y, C Yy41. Dann gibt es ein ng € N mit § € Yy,,.
Angenommen fiir alle n € N gilt Y, N« & §.
=VneN:k—(Y,NK)EF

= Nhen(k — (YaNk)) € § (k-Vollsténdigkeit)
S>0=r—X=r-—UpenYn = —Upen(Yn N k) = Nyen(k — (Yo NK)) € F, ein
Widerspruch.

Also muss es ein n; € N geben mit Y,,, Nk € §.

Sei ng := max(ng,ny).

=Fe€Y,undY,,NKkEF

=Y, e

= inn(Yy,,) # 0

Nach Satz 4.2.3 kann X also nicht fast-Ng-auflosbar sein. O
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Somit gilt im Axiomensystem ZSF+ AC+“Es gibt eine messbare Kardinalzahl” folgendes

Diagramm auch fiir R&ume mit unendlichem Dispersions-Charakter:

fast-Ng-auflosbar

0] U

/

Ng-auflosbar fast-auflosbar

\D

\

S~
"

auflosbar

/A

Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob nicht auch die Existenz kleinerer Kardinalzah-
len, z.B. die Existenz schwach-kompakter Kardinalzahlen, ausreicht, um einen 7y-Raum
mit unendlichem Dispersions-Charakter zu konstruieren, der nicht fast-Ry-auflésbar aber
doch fast-auflosbar ist.

Diese Frage konnen wir wie folgt mit "Nein“ beantworten:

Theorem 4.2.14 Sei E="FEs gibt eine schwach-kompakte Kardinalzahl®.
In ZSF 4+ AC + FE lasst sich die Eristenz eines Raumes mit unendlichem Dispersions-

Charakter, der nicht fast-Rg-auflosbar ist, nicht beweisen.

Beweis. Angenommen, in ZSF + AC 4 E kann die Existenz eines solchen Raumes ge-

zeigt werden.

Mit Korollar 5.19 in [AIT] gibt es also auch einen Baire-Raum ohne isolierte Punkte, der
nicht fast-Ng-auflosbar ist.

Nach R. Jensen gilt Con(ZSF + AC + E) — Con(ZSF + E +V = L), also gibt es
auch in ZSF + V = L einen nicht fast-Ng-auflésbaren Baire-Raum. Dieser Baire-Raum

ist insbesondere nicht Rp-aufldsbar, im Widerspruch zu 3.16 in [Pal.

Dies bedeutet, dass ZSF + AC + FE nicht konsistent ist oder ein solcher Raum nicht

existiert.

Da die Inkonsistenz von ZSF + AC + E nicht gezeigt werden kann, kann die Existenz

eines solchen Raumes mit ZSF + AC + E alleine nicht bewiesen werden. O
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4 Auflosbarkeit des k-Box-Produkts

Bemerkung 4.2.15 Im Beweis von Satz 4.2.14 wird fir das Axiom E nur die Ver-
traglichkeit mit V. = L bendtigt. Der Satz gilt auch fir jedes anderer Axiom A mit
Con(ZSF + A) — Con(ZSF + A+ V = L).

Damit also ein Ty-Raum ohne isolierte Punkte mit unendlichem Dispersions-Charakter,
der nicht fast-Rg-auflosbar aber fast-auflosbar ist, uberhaupt existieren kann, benotigen

wir ein sehr reiches, grofles Universum.

o7



5 Weitere Kardinalitatsfunktionen auf dem
x-Box-Produkt

5.1 Zellularitat des x-Box-Produkts

Definition 5.1.1 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

1. Eine Familie paarweise disjunkter und offenen Mengen wird zellulare Familie ge-

nannt.

2. Wir bezeichnen mit z(X) = sup {|9|; M C 7 ist eine zellulare Familie} die Zellu-

laritdt eines topologischen Raumes.

Fiir jeden topologischen Raum X gilt z(X) < d(X).

Da die Zellularitéat iber das Supremum gebildet wird, ist nicht klar, ob es in einem Raum
X mit z2(X) = p tberhaupt eine zellulare Familie der Machtigkeit p gibt (sup=maz-
Problem).

Da wir bereits die Dichtigkeit fiir das x-Box-Produkt abschétzen konnten (siehe 3.1.4),
konnen wir auch fiir die Zellularitdt eine Abschitzung angeben indem wir uns teilweise

den Beweisen von R. Hodel in [Ho| anschlieBen:

Satz 5.1.2 Seien u,k € K mit Ng < k < p und set DfeIXi ein k-Box-Produkt.

Gilt d(X;) < p fiir alle i € I, dann gilt z(Of ; X;) < p<".

Bemerkung. Die Behauptung gilt fiir Réume mit |I| < 2#:
Nach Theorem 3.1.4 ist sogar d(00f;X;) < p<* erfiillt, insbesondere gilt also auch
2(Of 1 Xi) < p=".

Anders als bei der Dichtigkeit spielt bei der Abschétzung der Zellularitat die Kardinali-
tat der Index-Menge also keine Rolle.
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5 Weitere Kardinalitdtsfunktionen auf dem rk-Box-Produkt

Beweis. (Verallgemeinerung von [Ho])

Angenommen, z(Of; X;) > p<*, also z(Of ; X;) > (u<")".

Sei {Bq} ac(u<r)+ €ine zellulare Familie offener Basiselemente und
I, := supp(By) € P (I) fiir alle a € (u~%)7.

Sei J := UO(G(/J,<“)+ Ia.

= |J] < (") -k = (=F)T und fiir B} := prj(B,) ist auch {B* ()} ae(ueny+ eine
zellulare Familie in 0% ; X, also z(0% ; X;) > (u=F)t.
Da aber d(X;) < p < p<f und |J| < (p<F)* < 2(+™") ist mit dem Satz von Hewitt-

Marczewski-Pondiczery fiir das x-Box-Produkt gilt dann d(0f ;X;) < (n<r)<".

Da (,u)‘)y = M = p fiir alle v < X gilt ist auch
(sup{,u)‘; A< H}) = sup {,u/\;)\ < /1} = <"

fur alle v < k.

= (u=")<" = sup { (sup {p*; A < n})y;u <k} =sup{sup {pM A < K};v <K} =p<r

Also gilt d(0%,X;) < (u=F)~" = p<* im Widerspruch zu z(0%_, X;) > (u<")*. O

jeJ jed

Proposition 5.1.3 Seien k,u mit Ro < k < p und sei L X; ein k-Box-Produkt.
Gilt z(Of ; X;) < p fiir alle J € P (1), dann gilt auch z(Of ; X;) < p=*.

Beweis. (Verallgemeinerung von [Ho])
Angenommen, es gilt z(Of;X;) > p~*. Dann sei {B,},, e(u<r)+ €ine zellulare Familie
von Basiselementen.

Definiere wieder I, := supp(Bg) € P-.(I) fiir alle o € (u<%)".

Fiir die regulire Kardinalzahl (u<%)" gilt:
Sei § < (u<*)" und v < K

=< pu~"und vy < K

=5 < (,u<"‘)7 < (u<n)<ﬂ = pu<r < (u<n)+

Da mit g > k auch (u=%)* > & erfiillt ist, konnen wir also das A-System-Lemma fiir
reguldre Kardinalzahlen von Erdés-Rado 2.1.19 auf J := {Ia;a € (,u<“)+} C P..(I)

99



5 Weitere Kardinalitdtsfunktionen auf dem rk-Box-Produkt

anwenden und erhalten so eine Teilmenge J C J mit |J| = (#=%)" und eine Indexmange
J € P_(I) mit:
VX, YeJ: X#Y=XnNnY=J

1. Fall: J=10

Dann gibt es aber o, 8 € (u=%)* mit a # 8 und I, N Iz = 0.
= B,NBg # 0, da sich die Tréger nicht schneiden, im Widerspruch zur paarweisen
Disjunktheit von {B,}

ac(p<r)t
2. Fall: J#0
Dann ist {pTJ(Ba)}ae(u<H)+ immer noch eine zellulare Familie auf U5 ; X; im Wi-
derspruch zu z(Of ; X;) < p. O

Nun konnen wir die Zellularitat eines xk-Box-Produkts nur mit Hilfe der Zellularitat der
Grundréume abschétzen wie es bereits D. Kurepa 1962 in [Ku] fiir das Tychonoff-Produkt
getan hat:

Theorem 5.1.4 Seien k,pu mit g < k < p und sei U X; ein k-Box-Produkt mit
2(X;) < p fir allei € I.
Dann gilt

2 (O X;) < 2079,

Beweis. (Verallgemeinerung des Beweises aus [Ho))

Es reicht aus, fiir Indexmengen I mit |I| < s zu beweisen, dass z (O, X;) < 2(1=") gilt.

Denn dann gilt auch fiir jede groBere Indexmengen J nach Proposition 5.1.3
K <h}
z (DfGJXi) < (2(“< )> und somit auch:

2 (O, %) < (2(“@))@€ = sup { (2("@))” v < Fé} = sup {2(““)"’; v < m}
= sup {2(“@); v< /1} = 2(0=") da pu<F > v fiir alle v < & ist.

Sei also |I| < x und wir nehmen an, dass es eine zellulare Familie 3 = {Ba}, . (2(u<m) )+

von Basiselementen gibt.

Wir definieren Py = () und fiir alle ¢ € I sei

Py :={{Ba; B} ;pri(Ba) Npri(Bg) = 0} — (J P; € P2(3).
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5 Weitere Kardinalitdtsfunktionen auf dem rk-Box-Produkt

Da 3 aus paarweise disjunkten Basiselementen besteht, gilt
R(3)=JP.
i€l
Nach Erdds (siehe 2.1.16) gilt
(M<“)>+ ( <K +)2
(2 — (7).
Es gibt also zu jeder pu<f-michtigen Zerlegung von P(3) eine (u~%)*-méchtige homo-

gene Teilmenge.

Da wir aber nur eine maximal |I|-méchtige Zerlegung mit |I| < k haben, gibt es auch
hier ein ¢ € I und ein P C 3 mit |Y| = (x=F)" und P2(Y) C P,.

Fiir diese By, Bg € 9 mit B, # Bg gilt also pri(Ba) N pri(Bg) = 0.

= 2(X;) > (=F)" > u=" > p, im Widerspruch zu den Voraussetzungen. O

Bemerkung 5.1.5 Diese Abschdtzung gilt auch fir Raume mit z2(X;) < p<F, denn

dann ist

<K< o(1=")

2(0f, Xi) < 2

5.2 Kompaktheitsgrad des ~«-Box-Produkts

Um verschieden Grade der Kompaktheit untersuchen zu kénnen, benétigen wir folgenden
Begrift:

Definition 5.2.1 Ein topologischer Raum X ist vom Kompaktheitsgrad s fiir eine Kar-
dinalzahl &, falls fiir jede offene Uberdeckung O eine Teiliiberdeckung U C 8 mit || < &

gibt. Wir nennen X dann auch einfach k-kompakt.

Bemerkung 5.2.2 FEin topologischer Raum vom Kompaktheitsgrad Rq ist ein kompakter
Raum.

Statt dem Begriff des Kompaktheitsgrades wird in der Literatur oft der Begriff des Linde-
l6ff-Grades verwendet, der analog eingefihrt und in der Regel mit L(X) bezeichnet wird.
Die Definitionen sind allerdings nicht einheitlich und oft wird mit L(X) = k ein k-
kompakter Raum gemeint (siche z.B. [Ho], [Ju]). Um Verwechslungen zu vermeiden,

benutzen wir deshalb nur den Begriff des Kompaktheitsgrades.
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Wie im ersten Kapitel erwahnt wurde, stiel das Box-Produkt und somit auch das -
Box-Produkt auf Ablehnung, da es die Kompaktheit der Grundrdume nicht erhielt:

Beispiel 5.2.3 Sei D = {0,1} der diskrete, zweielementige Raum.
D ist ein kompakter Raum und somit ist auch DgguD kompakt fiir jede beliebige Kardi-
nalzahl v (siehe Theorem 5.2.8).

Ist dann auch der feinere Raum DS;D, also das volle Box-Produkt, kompakt?

Angenommen, die Kompaktheit wiirde sich auch auf diesen Raum vererben.

Sei§ = {f:Nog — {0,1}} die Menge aller Funktionen von Xy nach D und fir alle f € §
sei py der Punkt mit pri(pg) = f(i) fir alle i € Rg.

Dann ist {ps} offen in DS;D und da § alle Funktionen enthdlt ist {{ps}; f € T} eine
offene Uberdeckung von DgéD.

Es muss also eine endliche Teiliberdeckung {{ps};f € &} mit & C § geben.

Somit ist 280 = ‘DgéD‘ = ‘Ufeeﬁ {pf}‘ = |8| < Ny, ein Widerspruch.

Ein hoherer Kompaktheitsgrad wird allerdings auch nicht ohne weiteres auf ein Tycho-
now-Produkt vererbt, nicht einmal auf das Produkt von nur zwei Raumen.

So ist zum Beispiel die Sorgenfrey-Linie & (die reellen Zahlen versehen mit der Topologie
der halb-offenen Intervalle) ein Nj-kompakter Raum, & x & ist aber bereits nur noch
281 _kompakt. Die 8;-Kompaktheit kann also nicht auf das Tychonow-Produkt vererbt
werden. Die Autoren A. Hajnal und I. Juhdsz konnten sogar beweisen, dass die Potenz
(bzw. die Nachfolgerzahl) nicht ausreicht, um den moglichen Anstieg des Kompaktheits-

grades zu begrenzen:

Satz 5.2.4 [HaJu]
Sei E="Es gibt Xy-kompakte, 0-dimensionale Ts-Rdaume, so dass ihr Produkt nur noch
N3-kompakt und nicht Ro-kompakt ist“.

Fir dieses Aziom gilt:
Con(ZSF) — Con(ZSF + AC +CH + E).

(0-dimensional bedeutet, dass es eine Basis aus abgeschlossen und gleichzeitig offen Men-
gen (clopen) gibt.)

Anders als bei der Zellularitét (sieche Theorem 5.1.4) war es also nicht ohne weiteres
moglich, den Kompaktheitsgrad fiir das Tychonow-Produkt durch Potenzen oder Nach-

folgerzahlen zu beschrénken.
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Ein weiteres Problem ergibt sich zudem noch daraus, dass der Kompaktheitsgrad nicht
so einfach durch bereits besser untersuchte Kardinalitatsfunktionen abgeschétzt werden
kann.

Jeder topologische Raum X mit x := min {w(X);|X|} ist zwar x*-kompakt, diese Ab-

schitzung ist allerdings viel zu grob.

Mit Hilfe des k-Box-Produkts kénnen wir nun aber fiir groffe Kardinalzahlen s bewei-
sen, dass sich die k-Kompaktheit doch vererbt. Dazu benétigen wir folgende folgende

Propositionen:

Proposition 5.2.5 Sei § ein k-vollstindiger Filter auf einer Menge M.

Dann sind daquivalent:

1.VACM((VFeF:ANF£0)=>AcF)

2. § ist ein Ultrafilter.

Beweis. Diese Proposition wurde z.B. in [Fe3| bewiesen, dort allerdings nicht fiir s-
vollstandige Filter.
1) =2):

Angenommen, § ist kein Ultrafilter, dann gibt es einen erweiterten Filter §* D §
und ein Element B € §* mit B ¢ §.

klar: BC M und VF € §* : BN F # ().
Da §* D F gilt auch VF € §: BN F # 0, nach Voraussetzung gilt also B € §, ein
Widerspruch.

2)=1):
Angenommen, es gibe ein A C M mit VF € §: ANF # () aber A ¢ §.
Wir definieren ) := {B C M;3F € §: ANF C B}.
Wir zeigen nun, dass ) eine Erweiterung von § sein miisste:
1. klar: 0 ¢ P und M € 9.
2. Seien Bi,By C M mit By C By und B € ).
Sei [ € §F mit AN Fy C By, dann ist auch AN F; C By, also By € §
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3. Sei X €Y mit X = {X;},.; und |I] < k.
Furallei € I sei F; € § mit ANF; C X;.
Dann ist (),c; (ANF;) = AN(,c; Fi und da § k-vollsténdig ist, ist auch

MNier Fi € 3

= AN Nicr Fi = Mier (AN Fy) € Nigr Xi

= niel Xie?
) ist also ein k-vollstédndiger Filter. Da offensichtlich § C Q) gilt, ist ) eine echte
Erweiterung zu §, ein Widerspruch. O

Definition 5.2.6 Sei M eine Menge und k eine unendliche Kardinalzahl.
Wir sagen, dass eine Familie X C P(M) die k-Durchschnittseigenschaft (oder kurz k-
DFE) erfiillt, falls gilt:

VY CX:1<|Y<k=[)D#D

Die Ng-DE wird auch endliche Durschnittseigenschaft (EDE) gennant.
Jeder Filter erfiillt somit die RXg-DE, und jeder s-vollstandige Filter die x-DE.

Proposition 5.2.7 Sei X ein topologischer Raum und k eine unendliche Kardinalzahl.

Dann sind dquivalent:

1. X ist k-kompakt.

2. Jede Familie 2 abgeschlossener Mengen mit der x-DE hat nicht leeren Durch-
schnitt, also (A # 0.

Beweis. Die analoge Version fiir kompakte Rdume und Familien mit der EDE wurde

z.B. in [Fe3] bewiesen.

1) =2):
Angenommen, es gibt eine Familie % = {A;},.; abgeschlossener Mengen, wo 2 die
k-DE erfiillt, aber (2 = 0.
Dann ist {Af}, ; eine Familie offener Mengen und es gilt | J;c; A7 = X.
Da X r-kompakt ist, gibt es ein J € P (I) mit | J;c; AS = X.
= Njes Ai = X°¢ =0, A erfiillt also nicht die x-DE, ein Widerspruch.
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2)=1):
Sei M = {M;},.; eine offene Uberdeckung von X und 0.B.d.A. sei §) & M.
= Nier M = 0

Da diese M abgeschlossene Mengen sind, kann nach Voraussetzung {M;}, ; die
k-DE nicht erfiillen.

Es gibt also ein J € P, (I) mit (;c; My = 0.

= Uies Mi = (Nies Mf) = X

Zu jeder beliebigen Uberdeckung I gibt es also eine Teiliiberdeckung 91 mit
M| < K, der Raum X ist also k-kompakt. O

Nun kénnen wir mit Hilfe der beiden Propositionen folgendes Theorem beweisen:

Theorem 5.2.8 Sei {(X;,7;)},;c; eine Familie topologischer Rdume.

Fir jede stark-kompakte Kardinalzahl k sind dquivalent:

1. Fir allei € I ist X; k-kompakt.

2. Das k-Box-Produkt U X; ist k-kompakt.
Beweis. Einen Beweis fiir dieses Theorem in analoger Form fiir k = Ry gibt es [Fe3].

1) = 2):

Sei %l eine Familie in [Jf_; X; abgeschlossener Mengen, die die x-DE erfiillt.
Wir wollen zeigen, dass auch (2( # (0 gilt, denn somit wire nach Proposition 5.2.7
auch 0F_; X; k-kompakt.

Wir erweitern 2 zu 2A* wie folgt:

Ql*:z{B;H%QQ[:1<|3€\<nAﬂ3€gB}.

Es ist klar, dass 21 C 2A* gilt und wir zeigen, dass es sich bei 21* um einen x-

vollstédndigen Filter handelt:
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5 Weitere Kardinalitdtsfunktionen auf dem rk-Box-Produkt

L. Klar: [[,o; X; € 2A*.
Da 2 die x-DE erfiillt, gilt fir alle X C 2 mit |X| < x auch automatisch
Nx #0.
Somit muss () & A* gelten.

2. Seien Bj, By € 2A* und seien entsprechend X; C 2 mit |X;| < Kk und N X; C B;
fiir i = 1, 2.
=NEUX)=NXiNNX2 C B1NBy
Da auch X; U Xy C 2 und |X; U Xo| < & gilt, ist auch X¥; U Xy € A*.

3. Sei B € A*.
Dann gibt es ein X C 2 mit |X| < x und (X C B.
Somit gilt fiir alle C O B auch (X C B C C, C ist also auch eine Element
aus A*.

4. Sei Y ={Y;;i € I} CA* mit |Y| < k.
Dann gibt es fiir alle i € I ein entsprechendes X; C 2 mit |X;| < x und
NX; CY;.
Dann ist auch [ J;.;
insbesondere eine regulare Kardinalzahl, also ist auch ‘Ule I %z‘ < k erfiillt.
Dann ist () (U, Xi) = Nier (NX:) SN D.
Somit ist gilt auch (Y € A*.

X; C 2. Da k eine stark-kompakte Kardinalzahl ist, ist sie

2A* ist also ein k-vollstdndiger Filter.

Da k eine stark-kompakte Kardinalzahl ist, konnen wir nach Tarski (siehe Defini-
tion der stark-kompakten Kardinalzahlen) den k-vollstdndigen Filter 20* zu einem

k-vollstandigen Ultrafilter § erweitern.

Da der Ultrafilter § x-vollstdndig ist, erfiillt er und auch die Menge der Projektio-
nen auf die Grundraume {pr;(F); F € § und i € I} die k-DE.

Somit erfullt auch fiir alle ¢ € I die Menge §; := {ZT(F),F € %’} C P(X;) die
k-DE.

Da die Grundriume X; x-kompakt sind und § eine Menge von abgeschlossenen
Teilmengen ist, die die k-DE erfiillt, muss nach Proposition 5.2.7 auch (§; # 0
gelten.

Wir wihlen nun fiir alle i € I ein 7; € (|§; € X; und ein 7 € [[;.; X; mit
pri(r) = r; fiir alle i € I.
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5 Weitere Kardinalitdtsfunktionen auf dem rk-Box-Produkt

Wir wollen nun zeigen, dass fiir dieses r gilt:

VFeZ:reF

Sei ¢ € I und W; eine offene Umgebung von r; in X;.

=r;, € Wyund r; € (N Fs

=r € W;NNT

=VF €F:0# W;Npr;(F), denn sonst wire m C Wf und W; ﬂm =10,
was wegen r; € W; N(F: € W; N m nicht moglich ist.
=VEeF:pri (W) NF # 0

Mit Proposition 5.2.5 kommt also das Urbild jeder offene Menge, die r; enthélt,

bereits aus dem Filter §:
Vie NW;, €1y :r; € W :>pr;1(Wi) €3

Ist {pri_ 1(Wi);i el,W;erund r; € Wl} eine Menge solcher Urbilder, dann gilt

wegen der x-Vollstandigkeit von F:

VJ € Pep(I): () pr; '(Wi) €3
ieJ

Da jedes Element der kanonischen Basis % von Uf_;X;, welches r enthélt, eine

solche Darstellung hat, gilt

{B;Be€®Bund r € B} C3.

Insbesondere gilt also:

VFeFVBEB(re B=BNF #0).

Somit kann es kein F' € § mit » ¢ F geben, denn sonst gibe es ein B € B mit
B C (F)C,reBundBﬂF:@.

=VFeF:rekF.
=VAecA:rec A=A, da A C § eine Familie abgeschlossener Mengen ist
=re
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5 Weitere Kardinalitatsfunktionen auf dem k-Box-Produkt
Also hat jede Familie in [f_;X; abgeschlossener Mengen, die die x-DE erfiillen
nicht leeren Durchschnitt.

Mit Proposition 5.2.7 ist [ ; X; auch k-kompakt.

2)=1):
Sei U eine offene Uberdeckung von X; fiir ein festes i € I.
Dann ist U* := {pri_ 1(U ); U € u} eine offene Uberdeckung von [IF ;X;, denn
pr; *(U) sind sogar Elemente der kanonischen Basis.
Da [ ;X; ein k-kompakter Raum ist, gibt es eine Teilmenge U* € P (4*), die

bereits ganz [Jj_; X; Uiberdeckt.

Dann ist aber auch

U = {pry(V),V € B*} = {pri(pr; ' (U)),pr; "(U) € T*} C U

eine Uberdeckung von X; mit

U] = [T*] <&

und somit ist X; ein x-kompakter Raum. U

Wir haben also selbst fiir die Vererbung der Kompaktheit der Grundrdume auf das
Tychonoff-Produkt ein Analogon fiir das k-Box-Produkt gefunden und konnten somit
eins der starksten Argumente gegen die Verwendung des k-Box-Produkts abschwéchen.
Da alle anderen Ergebnisse tiber die Eigenschaften des x-Box-Produkts fiir den Spe-
zialfall kK = Ny die bekannten Ergebnisse des Tychonow-Produkts liefern, ist es nicht
verstandlich, dass die k-Box-Topologie bisher nur in wenigen Artikeln behandelt wurde
und noch keinen Einzug - kurze Erwéhnungen ausgeschlossen - in die Lehrbiicher gefun-
den hat.

Ich hoffe, dass ich mit dieser Arbeit einen kleinen Beitrag zur Verbreitung des k-Box-

Produkts leisten konnte.
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6 Auflistung wesentlicher Ergebnisse

Im Folgenden sind k, A und g unendliche Kardinalzahlen und X; Mengen versehen mit
einer Topologie 7; fiir eine Indexmenge I und (R, 7) ein topologischer Raum.

Falls sonst noch zuséatzliche Bedingungen gestellt werden, wird darauf hingewiesen.
Zur Dichtigkeit (3.1):
Theorem 3.1.4 (S. 23) Ist k < p, |I| < 2* und d(X;) < w fur alle i € I, dann

gilt:
405, Xi) < <",

Satz 3.1.8 (S. 24) Ist |I| > K und besitzt jeder Grundraum X; zwei disjunkte,

offene und nicht leere Mengen (z.B. Ti-Rdaume), so gilt:

log (|1]) - dr (Uf Xs) < d (O, Xi) < (log (1) - di (T X)) ™" -

Zur Homd6omorphie (3.2):

Satz 3.2.3 (S. 26) Gilt fir die Kardinalzahlen A < k < p und 2(R) = d(R) = p =
pr < pt = p<* und gibt es in R eine zellulare Familie der Mdachtigkeit pu, dann
gilt:

R\ % RE.

Satz 3.2.9 (S. 29) Fir u <k =cf(k) gilt:

R = (RY)y -
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6 Auflistung wesentlicher Ergebnisse

Zur Existenz generalisiert unabhéingiger Familien (3.3):

Satz 3.3.6 (S. 34) Auf jeder Menge, die mindestens u~" viele Elemente hat, exis-

tiert eine 2F-mdchtige (k, 1, p)-generalisiert unabhdingige Familie.

Zur maximalen Auflésbarkeit (4.1):

Satz 4.1.11 (S. 43) Ist k < p und sind alle X; maximal-aufiésbar, dann ist auch

DH

feuXi mazimal-auflésbar.

Satz 4.1.12 (S. 45) Sei A > k und X eine dichte Teilmenge von OFD(X) mit
|I| > k wo D(X) ein A-mdchtiger diskreter Raum ist.
Ist X k-auflosbar, so ist X auch A-auflésbar.

Zur XNp-Auflésbarkeit (4.2):

Satz 4.2.11 (S. 54) In ZSF+V=L:
Jeder To-Raum X mit A(X) > Vg ist fast-Ro-auflosbar.

Theorem 4.2.14 (S. 56) Sei E="Es gibt eine schwach-kompakte Kardinalzahl.
In ZSF+ACHE lasst sich die Ezistenz eines Raumes mit unendlichem Dispersions-

Charakter, der nicht fast-Ng-auflésbar ist, nicht beweisen.

Zur Zellularitat (5.1):
Satz 5.1.2 (S. 58) Ist Ng < k < p und d(X;) < u fir alle i € I, dann gilt:

2( feIXi) < psr.

Satz 5.1.4 (S. 60) Ist Xg < k < p und 2(X;) < p fir alle i € I, dann gilt:

2 (O Xq) < 207
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6 Auflistung wesentlicher Ergebnisse

Zum Kompaktheitsgrad (5.2):
Satz 5.2.8 (S. 65) Flir jede stark-kompakte Kardinalzahl k sind dquivalent:
1. Fiir alle i € I ist X; k-kompakt.

2. Das k-Box-Produkt (0%

ierXi ist k-kompakt.
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No eine Kardinalzahl, siehe Seite 4
a+1 der Nachfolger einer Ordinalzahl «, siehe Seite 4
k-DE die k-Durschnittseigenschaft, siehe Seite 64

k— (A)§  die Erdés-Rado’sche Pfeil-Notation, siehe Seite 8

KT der Nachfolger einer Kardinalzahl x, siehe Seite 4

| M| die Kardinalitdt von M, siehe Seite 3

K die Klasse aller Kardinalzahlen, siehe Seite 4

[T die schwache u-Potenz von k, siehe Seite 5

Q die Klasse aller Ordinalzahlen, siche Seite 4

o1(X) das Supremum einer Kardinalitatsfunktion ¢ der Grundraume, siehe Seite
11

Dfequ- k-Box-Produkt, siehe Seite 11

A((X;71)) der Dispersions-Charakter, siehe Seite 38

cf (k) die Konfinalitdt von &, siehe Seite 4

Con(A) die Konsistenz von A, siehe Seite 3

d(X) die Dichtigkeit eines top. Raumes, siehe Seite 10

GCH die Generalisierte Continuums-Hypothese, siehe Seite 3

i(o,K,\) die kleinste Kardinalzahl ¢, so dass es auf einer bestimmten Menge keine
(K, 1, A)-generalisiert unabhéngige Familie der Machtigkeit ¢ gibt, siehe Seite
33

75



1P

log()

P (M)

Symbolverzeichnis

das Axiom der Injektiven Potenz, siehe Seite 3
der Logarithmus einer Kardinalzahl u, siche Seite 5

die Menge aller Teilmengen von M mit weniger als x vielen Elementen,
siehe Seite 7

die Menge aller Teilmengen von M mit genau x vielen Elementen, siehe
Seite 7

die Spreizung eines top. Raumes, siehe Seite 11

der Tréger von B, siehe Seite 11

das i-te Trennungsaxiom, siehe Seite 13

das Konstuierbarkeitsaxiom, siehe Seite 3

die Wichte (das Gewicht) eines top. Raumes, siehe Seite 10

die Zellularitat eines top. Raumes, siehe Seite 58
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“Of course, like most dabblers with infinity, he went insane.”
Arthur C. Clarke, 3001: The Final Odyssey
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