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Einleitung

Diese Dissertation beschéftigt sich mit generischen Hyperflichen in
algebraischen Tori, d.h. Divisoren algebraischer Tori der Dimensi-
on mindestens zwei. Da wir ihre birationalen Eigenschaften unter-
suchen wollen, konnen wir genauso gut generische Hyperfldchen in
torischen Varietdten betrachten.

Eine besonders interessante Kategorie in der Algebraischen Geo-
metrie ist die Klasse der torischen Varietédten. Sie kdnnen sowohl
algebraisch-geometrisch als auch konvexgeometrisch oder kombina-
torisch betrachtet werden. Aus diesem Grund koénnen Probleme der
Torischen Geometrie mit konvexgeometrischen und umgekehrt Pro-
bleme der Konvexgeometrie mit torischen Methoden gel6st werden.
Dieses Wechselspiel, zusammen mit der Einfachheit der Konvexgeo-
metrie, macht den besonderen Reiz der Torischen Geometrie aus.
Daher sind torische Varietdten ein optimales Versuchsobjekt fiir
Vermutungen iiber algebraische Varietdten und gut untersucht. Wir
betrachten in dieser Arbeit nun Hyperflichen in torischen Varieté-
ten. Diese sind im Allgemeinen nicht mehr torisch oder gar rational.
Deswegen macht es Sinn, die Aquivalenzklassen dieser Hyperflichen
beziiglich birationaler Aquivalenz zu betrachten. Dabei ist die Idee,
die Hyperflichen mit torischen Methoden untersuchen. Unter ande-
rem mochte man, dass eventuell auftretende Singularititen durch
die umgebende torische Varietdt kontrolliert werden. Damit dies
moglich ist, fordert man eine offene Bedingung an die betrachtete
Hyperfliche und nennt diese dann generisch. Wir betrachten die
generische Hyperflichen modulo birationaler Aquivalenz und inter-
essieren uns fiir ihre Eigenschaften und einen moglichst einfachen
Vertreter einer solchen Aquivalenzklasse. Letzteres ist Inhalt des
Minimal Model Program.

Die Dissertation ist in acht Kapitel gegliedert. Dabei stellen die
ersten beiden Kapitel eine Einfiihrung in die Theorie der torischen
Varietaten und die Auflésung von Singularititen dar. Die Kapi-
tel 3 bis 5 beschéaftigen sich mit dem Minimal Model Program fiir
torische Varietdten und torische Hyperflichen. In den letzten drei
Kapiteln werden mit Hilfe konvexgeometrischer Methoden biratio-
nale Eigenschaften von generischen Hyperflichen untersucht. Einige
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der dabei neu gefundenen Resultate sind als Gedicht formuliert, um
auch durch ihre Form ihre Schonheit zu verdeutlichen.

Im ersten Kapitel werden die fiir den spéteren Gebrauch bend-
tigten Grundlagen der torischen Geometrie erarbeitet. Dabei wer-
den die Begriffe und Ergebnisse sowohl algebraisch-geometrisch als
auch konvexgeometrisch behandelt. Unbewiesene Sitze dieser Ka-
pitel kénnen in [CLS91|, [Cox03], [Dan78|, [Har77|] und [Oda88|
nachgelesen werden.

Im darauf folgenden Kapitel geht es um die Auflésung von Sin-
gularitdten. Dies ist ein Prozess, der birationale Eigenschaften er-
halten ldsst, Varietdten aber einfacher zu untersuchen macht. Die
Existenz einer solchen Auflésung war lange Zeit ein grofes Problem
der Algebraischen Geometrie. Fiir torische Varietiten ist diese je-
doch mit Hilfe der Grundlagen aus dem ersten Kapitel sehr einfach
zu verstehen. Besonders die Proposition 2.1.20 und das Korollar
2.1.21 erweisen sich im Folgenden als wichtiges Hilfsmittel, um die
Diskrepanzen einer Auflésung zu berechnen.

Kapitel 3 beschaftigt sich mit dem Minimal Model Program fiir
torische Varietdten. Ziel dessen ist, zu einer gegebenen Varietét ein
moglichst einfaches birational dquivalentes Modell anzugeben. Fiir
Kurven ist dies einfach: Jede Kurve ist birational dquivalent zu
einer eindeutigen glatten projektiven Kurve, das sogenannte glat-
te Modell. Die selbe Frage fiir Flichen ist schon schwieriger und
wurde in der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts von italienischen
Mathematikern behandelt. Da ihre Methode aber nicht fiir hoher-
dimensionale Varietéiten iibertragbar ist, wurde erst um 1980 die
Frage nach der Existens eines hoherdimensionalen Minimal Models
wieder aufgegriffen. Dabei waren es vor allem die Ideen von Miles
Reid und Shigefumi Mori, statt nur glatte Varietdten auch Varie-
tidten mit milden Singularititen zu betrachten. Unter Hinzunahme
von Flip-Transformationen koénnen so die Ideen fiir das Minimal
Model Program fiir Flachen in einem neuen Licht gesehen werden.
Aus diesem Grund heift das Minimal Model Program auch das
Mori-Program. Es steht aktuell womdoglich kurz vor seinem Ab-
schluss. Fiir torische Varietéten ist es dank dem Artikel [Rei80] von
Miles Reid sehr gut verstdandlich. Wir legen zunéchst die Grundla-
gen und den historischen Hintergrund des Minimal Model Programs
bereit und erldutern anschliefend das torische Minimal Model Pro-
gram nach Miles Reid.

Im vierten Kapitel wollen wir die Ideen des vorigen Kapitels auf
konvexgeometrische Fragen anwenden. Dadurch ergibt sich eine in-
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teressante Aussage iiber Facher: Betrachtet man Facher mit be-
stimmten Figenschaften und wendet auf sie die Mori-Transforma-
tionen des dritten Kapitels an, erhilt man eine Teilmenge aller
Strahlen des Féachers, die den Normalenficher eines Simplexes auf-
spannen, der die gleichen Eigenschaften wie der urspriingliche Fa-
cher hat (Theorem 4.1.1). Im zweiten Teil dieses Kapitels werden
wir zu einem Fécher X ein Polytop wihlen, dessen Normalenfiacher
gerade ¥ ist. Wir untersuchen, wie sich die Mori-Transformationen
des Féchers auf das Polytop iibertragen (Lemma 4.2.1, Korollar
4.2.4 und Proposition 4.2.13).

Wohingegen fiir torische Varietidten kein Minimal Model existiert,
wird diese Fragestellung fiir Hyperflichen in algebraischen Tori nun
interessant. Mittels einer offenen Bedingung an die Hyperfliche er-
reicht man, dass man die Mori-Transformationen des dritten Ka-
pitels erneut durchfiihren und die Hyperfliche mit tranformieren
kann. Dadurch erhilt man ein Minimal Model Program fiir ge-
nerische torische Hyperflichen. Dieses stammt von Shihoko Ishii
[Ish99a|. Im zweiten Teil dieses Kapitels wird zu einer generischen
Hyperfliche mit positiver Kodaira-Dimension explizit ein Minimal
Model konstruiert. Diese Konstruktion benutzt konvexgeometrische
Methoden.

Kapitel 6 behandelt generische Flichen vom Geschlecht 0 als Hy-
perflichen dreidimensionaler algebraischer Tori. Beispielsweise ha-
ben rationale Fliachen diese Eigenschaft. Wir wihlen nun ein dreidi-
mensionales Gitterpoyltop ohne innere Gitterpunkte und betrach-
ten dazu eine glatte generische Hyperfldche in der zugehorigen tori-
schen Varietét. Diese hat mit einem Ergebnis von Askold G. Kho-
vanskii [Kho78| das Geschlecht 0. Um Eigenschaften dieser Flichen
zu erkennen, wird eine Klassifikation von dreidimensionalen Gitter-
polytopen ohne innere Gitterpunkte bendtigt. Diese wird in diesem
Kapitel mit Hilfe konvexgeometrischer Methoden und einem Satz
von Roger Howe [Whi64] erreicht (Theorem 6.3.1). Dadurch kon-
nen wir die zugehodrigen Flichen betrachten und untersuchen, wie
“nahe” sie zu rationalen Flichen sind.

Im darauf folgenden Kapitel wird die Bedingung an das Polytop
noch verschérft. Es darf jetzt nicht mehr nur keine inneren Gitter-
punkte haben, sondern muss nun auch leeres Fine-Inneres haben.
Dies liefert uns den im vierten Kapitel noch unbehandelten Fall.
Da die geforderte Bedingung aber unhandlich ist, betrachten wir
eine noch stirkere Bedingung, die einfacher zu untersuchen ist: Das
Polytop soll leeres F-Inneres haben. Wir tun dies fiir Simplizes be-
liebiger Dimension. Diese charakterisieren wir durch ihre Hohen.
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Dabei ergibt sich eine schone notwendige Bedingung fiir d 4+ 1 Zah-
len, die Hohen eines d-Simplex zu sein (Proposition 7.1.2). Mittels
einer diophantischen Ungleichung erreichen wir eine Endlichkeits-
aussage fiir Simplizes mit leerem F-Inneren (Theorem 7.3.2). Als
Anwendung dessen erhalten wir generische Hyperflichen algebrai-
scher Tori, die kein Minimal Model besitzen.

Unter dem Liiroth-Problem versteht man in der Algebraischen
Geometrie die Suche nach unirationalen Varietiiten, die nicht ra-
tional sind. In Dimension 1 ist diese Suche vergeblich, da jede uni-
rationale Kurve rational ist. Ebenso ist die Frage fiir algebraische
Flachen beantwortet. Wir betrachten im letzten Kapitel deswegen
dreidimensionale generische Konik-Biindel auf Rationalitdt. Dabei
untersuchen wir eine weitere birationale Invariante: die Brauergrup-
pe. Wir betrachten zu einem kombinatorischen Cayleypolytop A
eine generische Hyperflache, die durch eine Gleichung in der zuge-
horigen torischen Varietédt definiert ist, so dass das Newtonpolytop
zur Gleichung gerade A ist. Mittels eines Resultats von Victor Baty-
rev und Maximilian Kreuzer |[BK06]| lésst sich nun die Brauergruppe
durch das Untergitter aller Linearformen, die ihr Minimum auf einer
mindestens 2-dimensionalen Seite von A annehmen, untersuchen.
Dadurch ergibt sich ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafiir, dass die zugehorige Brauergruppe trivial bzw. nicht trivial
ist (Theorem 8.2.1).
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Notation

Allgemeines:

2

Z,Q,R,C

T zz

)
Ng, Mg, Ng

TS

{e1,...,¢eq}

lin(A
aff(A
conv(A)

~— —

..,di,...,an}

{ah
AJ_
1(A,¢t)
L], []

alb
ged(a, b)

die Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2,...}
die Menge der ganzen, rationalen, reellen
und komplexen Zahlen

der algebraische Abschluss eines Koérpers K
ein Gitter

das zu M duale Gitter

die duale Paarung M x N — R.

die von M bzw. N aufgespannten R- und
Q-Vektorraume

die Dimension von M

eine Gitterbasis von M oder die Standard-
basis von Q".

die kleinste lineare Menge, die A enthilt
die kleinste affine Menge, die A enthilt

die kleinste konvexe Menge, die A enthélt
die Menge {CLl, P ¢ 7 [P 7 PN ,an}.

die Menge {b € Ng : (a,b) =0Va € A}
die formale Potenzreihe ) _,-,,t% in den
Variablen t = (t1,...,t4)

die kleinste Zahl z € Z mit z < 2 bzw. z > x.
a teilt die Zahl b

der grofite gemeinsame Teiler zweier natiir-
licher Zahlen a,b € N.

die Symmetrische Gruppe der Ordnung n!



Notation

Kegel und Facher:

(up,...,u,) der Kegel 7" Qs u;

o meist ein Kegel

o’ der zu o duale Kegel

p ein Strahl, d.h. 1-dimensionaler Kegel

U, ein primitiver Erzeuger des Strahls p

V, der Divisor zu einem Strahl p

X meist ein vollstandiger Facher in Ng

X(n) die Menge der n-dimensionalen Kegel von X

w eine Wand, d.h. 1-codimensionaler Kegel

stern (o) der Stern von o

Xx die torische Varietdt zum Féacher > und Gitter NV

SF(X,N) die Menge der stiickweise linearen ganzen Funktio-
nen auf dem Fécher X

h eine stiickweise lineare Funktion

b, das Polytop zu einer stiickweisen linearen Funktion

Dy, der Cartier-Divisor zu einer stiickweisen linearen
Funktion

Polytope:

P meist ein Polytop in Mg

P das zu P duale Polytop in Ng

Ay das d-dimensionale Standardsimplex

Y(P) der Normalenfécher von P

Pe das Innere von P

PF das F-Innere von P

PFine  (das Fine-Innere von P

Varietaten:

V(f)
aiv(f)
Kx, —Kx
CI(X)
Pic(X)
Z,(X)
NE(X)
B(X)

10

die Verschwindungsmenge von f

der Hauptdivisor zu f

der kanonische bzw. antikanonische Divisor von X
die Klassengruppe von X

die Picardgruppe von X

die 1-Zykel von X

der Mori-Kegel von X

die unverzweigte Brauergruppe von X



1 Grundlagen der torischen
(GGeometrie

In diesem ersten Kapitel wird eine Einfiihrung in die torische Geo-
metrie gegeben.

Die algebraische Geometrie enthilt ein Wechselspiel zwischen Al-
gebra und Geometrie. So konnen Probleme der Geometrie auf alge-
braische Probleme zuriickgefithrt werden und umgekehrt. In der to-
rischen Geometrie spielt sogar noch ein drittes mathematisches Ge-
biet eine Rolle: die Konvexgeometrie oder Kombinatorik. Thr Reiz
besteht darin, Probleme der torischen Geometrie auf einfacher zu
verstehende Sachverhalte in der Konvexgeometrie zuriickzufiihren.
Aus diesem Grund werden Vermutungen in der algebraischen Geo-
metrie oft zunéchst fiir torische Varietiten iiberpriift.

Dieses Kapitel erklart nun, wie dieses Wechselspiel zwischen alge-
braischer Geometrie und Konvexgeometrie funktioniert.

1.1 Torische Varietaten

Die affine Varietiit T? := (C*)¢ ist beziiglich der Multiplikation
eine Gruppe und heift der Standardtorus. Eine Varietit, die zu T¢
isomorph ist, heiltt algebraischer Torus der Dimension d. Ein Torus
erbt die Gruppeneigenschaft vom zugehorigen Standardtorus.

Definition 1.1.1. Ein Morphismus algebraischer Gruppen 7" — C*
heifst Charakter des Torus T'. Es ist einfach zu zeigen, dass jeder
Charakter des Standardtorus von der Form

x™:T¢ — C*
(tl, Ce ,td) = tlml e tdmd
ist mit m = (my,...,my) € Z% In gleicher Weise ist die Menge der

Charaktere eines Torus eine Gruppe M = Z<.

Ein Morphismus algebraischer Gruppen C* — T heiftt 1-Parame-
tergruppe des Torus T'. Es ist einfach zu zeigen, dass jede 1-Parame-

11



1 Grundlagen der torischen Geometrie

tergruppe des Standardtorus von der Form

A Cr — T
S L

ist mit n = (ny,...,ng) € Z%. In gleicher Weise ist die Menge der
1-Parametergruppen eines Torus eine Gruppe N =2 Z4.

Wegen Hom(C*,C*) = {t — t! : | € Z} gibt es eine natiirliche
Paarung M x N — Z; (x,\) — [, wobei (xy o \)(t) = t' Vt € C*. Es
ist also M = Homgy(N,Z) und N = Homy(M,Z).

Definition 1.1.2. Eine torische Varietit X ist eine irreduzible
Varietat, die einen Torus Ty als Zariski-dichte Teilmenge enthélt,
so dass die Wirkung von Ty auf sich selbst auf ganz X fortgesetzt
werden kann.

Natiirlich ist jeder algebraische Torus selbst eine affine torische
Varietit. Aber auch der affine Raum A? ist eine affine torische Va-
rietit. Ein weiteres Beispiel ist der projektive Raum P? mit der
dichten Menge P4 D {[1: 2y :...: 24 21,...,74 € C*} 2 T¢ mit
der Wirkung (¢y1,...,tq) - [zo: @1 : ... xq] :=[wo : tywy ¢ ... 2 tgxy).

Definition 1.1.3. Ein Morphismus zweier Varietiten f : X —
Y heilst Morphismus von torischen Varietdten, wenn es zusétzlich
einen Morphismus f : Ty — Ty gibt, so dass f(t-z) = f(t) - f(x)
fiir alle x € X und t € T’y gilt.

1.2 Kegel

Wir bezeichnen die Q-Vektorrdume M ®@q Q bzw. N ®g Q mit Mg
bzw. Ng und die zugehorigen R-Vektorraume entsprechend.

Definition 1.2.1. Ein polyhedraler Kegel o C Ny ist eine Teilmen-
ge der Form

{Z a;v; . a; 2 0} = <U1,. .. ,Un>,
i=1

wobei {vy,...,v,} C Ng. Ist sogar {vy,...,v,} C N, sonennen wir
o einen polyhedralen Gitterkegel.

Ein Kegel heiftt

e spitz, wenn er keinen Untervektorraum enthélt.

12



1.3 Gittermonoide und affine torische Varietdten

e volldimensional, wenn Ng der kleinste Vektorraum ist, der o
enthélt.

Die Dimension eines Kegels ist die Dimension des kleinsten Vek-
torraums, der den Kegel enthélt.

Im Folgenden betrachten wir ausschlieflich Gitterkegel. Deswe-
gen reicht es, als umgebenden Vektorraum Ng zu betrachten.

Man kann jeden Kegel 0 C Ng als Schnitt von endlich vielen
Halbrdumen darstellen:

o= ﬂ{v € Ng: (u;,v) >0},
i=1

wobei u; € M Vi e {1,...,n}.

Ist 0 C Ny ein Kegel, so ist 0¥ := {u € Mg : (u,v) > 0 Vo €
o} C Mg der zu o duale Kegel.

Ist 0 C Ng ein polyhedraler (Gitter-)Kegel, so ist auch ¥ C Mg
ein polyhedraler (Gitter-)Kegel. Es gilt (¢¥)" = 0. Ein Kegel ist
genau dann spitz, wenn sein dualer Kegel volldimensional ist.

Eine Seite eines Kegels o C Ng ist der Schnitt von o mit einer

Hyperebene, so dass ¢ in einem Halbraum der Hyperebene liegt.
Dies ist auch ein Kegel.

Zu einem spitzen Kegel o bezeichne o (k) die Menge der k-dimen-
sionalen Seiten von o. Die 1-dimensionalen Seiten eines Kegels hei-
fsen Strahlen.

Sei p € o(1) ein Strahl. Der Erzeuger des Z-Moduls p N N heifst
primitiver Gittervektor und wird im Folgenden mit u, bezeichnet.
Die (d — 1)-dimensionalen Seiten eines Kegels heifsen Facetten.

1.3 Gittermonoide und affine torische
Varietaten

Definition 1.3.1. Ein Monoid S C M heifit Gittermonoid, wenn
S endlich erzeugt ist und M = S + (—S) gilt.

Sei 0 C Ng ein Kegel. Dann besagt das Lemma von Gordan,
dass das Monoid S, := ¢Y N M endlich erzeugt ist, d.h. es gibt
my,...,my € Sy, so dass

l

S, = {Zaimi: aiEN}.

=1

13



1 Grundlagen der torischen Geometrie

Wir betrachten nun den Morphismus von torischen Varietdten
p:(CH? — C
ti=(t1,...,ta) —  (X™(),...,x™())

und bezeichnen den Zariski-Abschluss des Bildes von ¢ mit U,.
Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass U, eine torische Varietit ist,
wobei der Standardtorus T? durch ¢ eingebettet ist. Die Einschrin-
kung der Koordinatenfunktionen von C! auf U, sind die Fortsetzun-
gen der Funktionen x™, ¢ € {1,...,l}. Somit ldsst sich auch jeder
Charakter x™,m € S,, auf U, fortsetzen. Und da U, die kleinste
affine Varietét ist, die das Bild von ¢ enthélt, ist U, auch die klein-
ste Varietédt, auf der die Funktionen x™,m € S,, definiert sind:
U, = Spec C[S,].

1.4 Normale torische Varietiaten

In der algebraischen Geometrie ben6tigt man die Eigenschaft der
Normalitdt unter anderem dafiir, Singularititen einer Varietit zu
kontrollieren:

Definition 1.4.1. Eine affine Varietit heilt normal, wenn ihre
lokalen Ringe normal, d.h. ganz abgeschlossen in ihrem Quotien-
tenkorper, sind. Insbesondere ist also eine affine Varietdt normal,
wenn ihr Koordinatenring normal ist.

In der Konvexgeometrie ist der zugehorige Begriff der Folgende:

Definition 1.4.2. Ein Gittermonoid S C Mg heillt saturiert, wenn
aus Zizl a;m; € M, a; > 0,m; € S schon 22:1 a;m; € S folgt.

Proposition 1.4.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) S ist saturiert.
(2) Aus km € S, k € N\{0}, folgt m € S.
(3) S =S, mit einem spitzen Kegel 0 C Ng.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (3) ist klar. Sei nun S saturiert und
km € SN M mit k € N\{0}. Sind my,...,m; Erzeuger von S, so
folgt km = 22:1 a;m; mit a; > 0,m; € S. Also ist m = 22:1 Em;.
Da S saturiert ist, folgt m € S.

Sei nun (2) erfiillt und 211:1 a;m; € M, wobei a; > 0und m; € S.
Hier ist a;, € Q, deswegen gibt es eine natiirliche Zahl k € N\{0},

14



1.5 Féacher und torische Varietédten

so dass ka; € N Vi € {1,...,1}. Folglich ist 22:1 ka;m; € M NS.
Wegen (2) ist auch ', a;m; € S, d.h. S ist saturiert. O

Ist S C Mg ein Gittermonoid, so ist C[S] genau dann normal,
wenn S saturiert ist (|CLS91|, 1.3.5). Insbesondere ist also U, =
Spec C[S,] eine normale Variett.

1.5 Féacher und torische Varietaten

Bisher haben wir nur normale affine torische Varietéten konstruiert.
Dies enstsprach auf der Seite der Konvexgeometrie der Definition
eines Kegels. Beliebige torische Varietiten haben eine Uberdeckung
von affinen torischen Varietdten. Deswegen iiberrascht es nicht, dass
auch die Kategorie der Kegel nun wie folgt erweitert wird:

Definition 1.5.1. Ein Fiéicher X in Ny ist eine Menge endlich vieler
spitzer polyhedraler Gitterkegel in Ng, so dass der Schnitt je zweier
Kegel und die Seiten jedes Kegels wieder in X enthalten sind. Wir
bezeichnen mit (k) die Menge der k-dimensionalen Kegel von 3.
Ein (d — 1)-dimensionaler Kegel eines vollstdndigen Fachers heifst
Wand. Der Trdger supp(X) eines Féchers ist die Vereinigung aller
Kegel.

Ein Morphismus von Fichern ¥ in Ng und ¥’ in N ist ein
Morphismus von Z-Moduln ¢ : N — N’, wobei die Fortsetzung
von ¢ auf Ng jeden Kegel o € ¥ in einen Kegel von ¥’ abbildet.

Jede Seite eines Kegels ist selbst wieder ein Kegel, d.h. ist 7 C
o C Ny eine Seite, so gibt es ein u € S, mit 7 = o Nu’. Dann gilt
weiter C[S;] = C[S,]yu. Folglich ist U, = (U,)yu offen in U,.

Sind nun 0,0’ € ¥ zwei Kegel eines Féachers ¥ in Ny, so ist Uyne
sowohl in U, als auch in U, offen.

Definition 1.5.2. Sei ¥ ein Fécher in Ng. Die normale torische
Varietédt, die man durch Verkleben der normalen affinen torischen
Varietaten U, entlang der offenen Untervarietiten U,ny/, 0,0" € 3,
erhélt, heilst die zum Fdcher assoziierte torische Varietit Xs. Der
zugehorige Torus ist Ty = Spec C[M].

Die Kategorien der normalen torischen Varietiten und die der
Fécher sind dquivalent, d.h. zu jeder normalen torischen Varietéit
erhédlt man genau einen Fécher.

Beispiel 1.5.3. (1) Der Ficher zur affinen torischen Varietiit C*
ist der positive Orthant N

15



1 Grundlagen der torischen Geometrie

(2) Der Fécher zur projektiven torischen Varietit P? besteht aus
den Strahlen eq,...,eq, — Ele e; sowie den Kegeln, die von
allen echten Teilmengen aus diesen d 4+ 1 Vektoren erzeugt
werden. Dabei bezeichnet {ey, ..., eq} C Z? die Standardbasis
von Q4. Hier gilt also supp(X) = Ng. Deswegen sagen wir, der
Facher zu P” ist vollstdandig.

(3) Der Fiacher zur projektiven torischen Varietit P! x P! be-
steht aus den Strahlen +e;,+e,;, dem Punkt 0 sowie den 4
2-dimensionalen Kegeln, die von den Paaren +eq, +e5 erzeugt
werden. Auch er ist vollstindig.

1.6 Einige Eigenschaften torischer Varietaten

Viele Eigenschaften von torischen Varietéten lassen sich an ihrem
Féacher ablesen:

Definition 1.6.1. Ein Gitterkegel o C Ng heifit glatt, wenn sich
die Menge {u, : p € o(1)} zu einer Gitterbasis von N fortsetzen
lasst.

Ein Facher Y heifit glatt, wenn jeder Kegel o € ¥ glatt ist.

Proposition 1.6.2 (|Oda88|, Theorem 1.10). Eine torische Varie-
tat ist genau dann glatt, wenn thr Facher glatt ist.

Ist 0 € ¥ ein Kegel und v € 0 N N ein Gitterpunkt im Inneren
von o, d.h. (u,v) > 0 Vu € 0¥\{0}, so ist der Grenzwert z, der
1-Parametergruppe A\ : C* — Ty fiir ¢ — 0 wohldefiniert und
unabhéngig von der Wahl von v € o. Der Bahnabschluss V, der
Tn-Bahn durch z, besteht aus den Bahnen von x,, wobei o C o’
ist. Die Menge der Kegel von X, die o enthalten, wird auch als der
Stern stern(o) von o bezeichnet.

Es gibt eine Korrespondenz zwischen den k-dimensionalen Kegeln
o € ¥ und den (d — k)-dimensionalen Bahnabschliissen V.

Insbesondere entsprechen die Strahlen p € ¥(1) den torusinvari-
anten Primdivisoren V,. Da VpﬂV; aus allen Bahnen T'-z, besteht,
wobei p,p' € 0 € %, gilt V, NV, = 0, falls p und p' in keinem ge-
meinsamen Kegel o € X liegen.

Auferdem ist der Bahnabschluss der Bahn von xg ganz X. Des-
wegen ist die Bahn von zy der Torus T, und Xy ist die Vereinigung
von T und den torusinvarianten Primdivisoren.

Die von den torusinvarianten Primdivisoren V,, p € ¥(1), erzeug-
te freie abelsche Gruppe wird mit TxDiv(X) bezeichnet.
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1.7 Homogene Koordinaten

Beispiel 1.6.3. Der Ficher von P? besitzt den Strahl p = Q< - e;.
Ein innerer Gitterpunkt in ihm ist e;. Die 1-Parametergruppe von
ey ist die Abbildung A : C* — T? C P% ¢ [1: ' %) =[1:¢: 1].
Ihr Grenzwert fiir ¢ — 0 ist der Punkt 2, = [1 : 0 : 1] € P2 Die
zugehorige Bahn ist T? -z, = {[1: 0:¢] € P?: t € C*} = C*.
Eine abgeschlossene Menge in der kompakten torischen Varietit P2
muss selbst wieder kompakt sein, deswegen ist ihr Abschluss

T2 2,=T* - 2,U[1:0:0/U[0:0:1] =P".

Die zwei zusétzlichen Punkte [1 : 0 : 0] und [0 : 0 : 1] sind die
Bahnen, die zu den an p anliegenden Kegeln o1 = (e1,e3) und
o9 = (€1, —e; — eg) gehoren:

[1:0:0] =24,,[0:0:1] = z,,.

1.7 Homogene Koordinaten

Im Folgenden betrachten wir eine weitere Moglichkeit (vgl. [Cox03]),

zu einem Facher ¥ in Ny eine torische Varietit zu konstruieren.
Es sei in diesem Abschnitt stets |X(1)] = (.

Die Koordinaten von C' seien mit ¢, p € X(1), bezeichnet. Zu einem

Kegel o € X sei

t”:= [ t, €Clt,. pe2(1)].
pgo(1)
Wir definieren
7=V, ocex)cC.

Tatsdchlich ist Z die Vereinigung von Koordinatenuntervektorriau-
men, was man an folgender Darstellung erkennt:

Definition 1.7.1. Eine Teilmenge {u;,,...,u; } C N der Menge
von primitiven Erzeugern {uy,...,u;} der Strahlen (1) heifst pri-
mativ, wenn sie in keinem Kegel von X enthalten ist, jede echte
Teilmenge davon jedoch schon.

Proposition 1.7.2. Es ist nun

Z= |J Vi, ... .t).

{tiq semuiy }
primitiv

17



1 Grundlagen der torischen Geometrie

Beweis. Sei zuniichst x € Z = V(t°,0 € ¥), d.h. zu jedem Kegel o
gibt es einen Strahl p(0) & o, so dass x € V(t,()). Wir definieren
I :={p(o) : o € ¥} und bemerken, dass I in keinem Kegel ent-
halten ist. Indem wir Strahlen aus [ herausnehmen, erhalten wir
schlieklich eine Teilmenge J C I, die immer noch in keinem Kegel
enthalten ist, so dass aber fiir jedes p € J die Menge J\p dagegen
schon in einem Kegel enthalten ist. Die zu J passende Menge von
primitiven Gittervektoren ist also primitiv, und es gilt

eVt e | V)= |J Vit t)

ped I primitiv up€l I={wiy sty }
primitiv
Nun sei z € JV(t;,,...,t;,), wobei die Vereinigung iiber alle
primitiven Mengen lduft. Insbesondere gibt es eine primitive Menge
I, so dass x € V(t,) Vp € I. Sei 0 € ¥ ein beliebiger Kegel. Da [
primitiv ist, ist I ¢ o, d.h. es gibt ein u, € I mit p & o(1). Also ist
;)E U e V(1)) fiir alle Kegel o € . Deswegen ist x € V(t‘},aé

Nun definieren wir noch eine Gruppe G, die auf C'\ Z wirkt:

I
G = {(,ul,...,ul) € (CH': Hu§m’“i> =1Vm € M} C (CH.
i=1

Da (C*)! in natiirlicher Weise auf C' wirkt, wirkt auch G auf C".
Z ist die Vereinigung von Koordinatenuntervektorrdumen, somit
wirkt G C (C*)! sogar auf C'\ Z.

Wir betrachten nun den Morphismus von torischen Varietiten

Y TN — T¢
l
<mj,ui>)
(Nl? s 7:U’l) = <1H1MZ 1§j§d7

wobei {my1, ..., mg} eine Gitterbasis von M ist. Es gilt Ker(¢) = G
nach Definition von G. Wegen lin(uy,...,u;) = Ny ist ¢ auch sur-
jektiv und es gilt T¢ = T!/G. Da Z Vereinigung von Koordinaten-

untervektorrdumen ist, folgt T¢ 2 T!/G C (C'\2)/G = Xx.
AuRerdem wirkt T? auf X7y, wie oben bemerkt. Der Quotient Xy,

ist normal, weil C'\Z normal ist und kategorische Quotienten von
normalen Varietdten wieder normal sind.
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1.7 Homogene Koordinaten

Hieraus ergibt sich das folgende Theorem, das um 1990 unabhén-
gig von verschiedenen Mathematikern gefunden und bewiesen wur-
de (Victor Batyrev, David Cox [Cox95|, Jonathan Fine, Tan Musson
[Mus94| und eine analytische Version in Kapitel 6 von Michéle Au-
din [Aud91]):

Theorem 1.7.3. (1) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
zwischen X und dem kategorischen Quotienten von C'\Z mit

G.

(2) X ist der geometrische Quotient von C'\Z mit G genau dann,
wenn X simplizial ist, d.h. jeder Kegel o € (k) wird von
genau k + 1 Vektoren erzeugt.

Hieraus folgt

Proposition 1.7.4. Sei X ein Facher in Ng, und seien uq, ...,
€ N die primitiven Erzeuger der Strahlen ¥(1). Dann gilt

!
G = {(62”6”,...,62“”): 0§a1,...,al<1,2aiui€]\f}

=1

l
{2 € Ra) s ki ki €2, kg = 0.
=1

Dies ist ein direktes Produkt. Die erste Klammer beschreibt die Tor-
sionsuntergruppe, die zweite ist isomorph zu (C*)'=4,

Beweis. Es ist

l
G = {(ul,...,m) e (C*): i]:[lﬂgmw =1Vme M}_

Sei nun yu; = 2k e?™ mit k; € R, € [0,1) V5 € {1,...,1}. Dann
gilt

G = {(2kj€2ﬂ-iaj)1§j§l e ((C*)l . H2kj<m,uj> . 627ri2j<m7ajuj-> -1 vm}
J

= {(ijegmj)lggg €(C): (m, ) kju;) =0und

J

(m, Zajuj> €Z Vm}

J
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

= {(ije%mj)lsjsz €(C) > kju; =0, aju; € N}
J J
= {(2k1, <o ,le> c (]R>O>l : ijuj = 0}
J
-{(e%ml, ety e () Zajuj € N}.
J

Wegen dim lin(uy, ..., ;) = d hat das homogene Gleichungssystem
22:1 kiu; = 0 den Rang d. Somit ist die zweite Teilmenge isomorph
zu (C*)!=4, O

Korollar 1.7.5. Ist ¥ ein d-dimensionaler vollstindiger Fédcher
mit genau d + 1 Strahlen, so ist die zugehorige projektive torische
Varietit Xs ein Quotient eines gewichtet projektiven Raums

Bk, ..., kara) 1= CHO{O} /(5. b s ¢ e C7),

d.h.
XE = ]P)d(kh BRI kd-‘rl)/H

mit einer Untergruppe H C (C*)¥ und ki, ..., k4 € Z.

Beweis. Seien uq,...,uqr1 die Erzeuger der Strahlen von X. Die
einzige primitive Teilmenge {u; ,... , u;,,, } C {u1,..., uqs1} ist die
Menge {ui,...,uqr1} selbst. Deswegen ist Z = {0}. Der Rang
des Moduls {(ki,...,kqy1) € Z41 . Zfill kiu; = 0} ist eins.
Sei (ki,...,kq11) € Z%! ein Erzeuger des freien Moduls. Dann
ist G=H-{(th,...  tha) e (C)4L: t € C*}, wobei

d+1

H= {(e%io‘l, Lo efmadiny s 0 < g, g < 1,2041%,' € N}.
i=1

Hieraus folgt Xs = P4(ky, ..., kay1)/H. O]

Korollar 1.7.6. Ist 0 C Ng ein d-dimensionaler simplizialer Git-
terkegel, d.h. er wird aufgespannt von d primitiven Gittervektoren
u,...,uq € Ng, so ist die zugehdrige projektive torische Varietdt
X, der geometrische Quotient von C? mit der endlichen Gruppe
G = Zd/(U1Z+"'—|—UdZ).

Insbesondere ist X, = C?, falls o glatt ist. Dies liefert einen Beweis
fiir Proposition 1.6.2.

Beweis. In einem Kegel gibt es keine primitive Teilmengen, so-
mit ist Z = (. AuBerdem hat das homogene Gleichungssystem
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1.7 Homogene Koordinaten

Zle kiu; = 0 nur die triviale Losung. Somit gilt mit Propositi-
on 1.7.4:

d
G = {<e2”°‘1,...,e2’”°‘d> c0<a,...,0q < 1,Zaiui€N}.
i=1

Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus

7¢ — @
d
v o (T e?™d) wobei v = g ;U
i=1
Sein Kern ist das von uy, ..., uq aufgespannte Untergitter von Z¢,

sein Bild ist G. Somit erhalten wir G = Z¢/(u;Z + -+ - + uqZ). O

Beispiel 1.7.7. Die primitiven Vektoren der Strahlen im Féacher

von C? sind ey, ..., eq. Definiere nun eg := Zle e; und den Féacher
Y, dessen Kegel aus allen echten Teilmengen von {eq, ..., €4} auber
der Teilmenge {ey, ..., e;} aufgespannt werden.

Ein Vektor (uo,...,pnq) € (C*)! ist genau dann in G, wenn

fotts = ... = popa = 1ist. Also ist G = {(u=™ ', puy...,p) 1 p €
C*} c C¥*! und G wirkt auf C*! durch p.(to, t1,...,ts) = (p~tto,

:utb s 7Mtd)'

Da {ej,...,eq} die einzige primitive Menge von primitiven Git-
tervektoren ist, folgt Z = V(ty,...,tq) = Cx{0} C C¥. Deswegen
ist C41\Z = C x (CA\{0}) und Xy, = (c x (cd\{o}>) /G.

Sei (to,...,tq) ein Vertreter einer Restklasse [(to,...,tq)] € X5,
d.h. t == (t1,...,tq) # 0. Ist ty # 0, so folgt nach Wirkung mit
(to' to, - t0) € G : [(to, )] = [(1,tot)]. Ist dagegen t, = 0, so folgt
nach Wirkung mit (u=%, i, ..., u) € G: [(to,t)] = [(0, ut)].

Der Morphismus von torischen Varietaten

p:CHt — ¢
(t(), t) — tot

induziert einen Morphismus Xy, — C¢, da ¢(g.(to,t)) = @(u "o, ut)
= tot = @(tg,t). Dabei ist die Faser von 0 € C% nach den obigen
Uberlegungen der projektive Raum P! und die Faser jedes ande-
ren Punktes der Punkt [(¢p,?)] € Xy.

Deswegen ist Xy, die Aufblasung von C? im Punkt 0.
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

Allgemeiner ist die Aufblasung von Xy, in V, die torische Varie-

tat Xy, wobei man ¥/ wie folgt aus 3 erhdlt: Ist o = (uq, ..., uy),
so sei ug := uy + -+ + u,. Nun betrachtet man alle Teilmengen
von {uo, ..., u,} auker der Teilmenge {u,...,u,}. Die davon auf-

gespannten Kegel zusammen mit dem Féacher ¥\ o ergeben den Fé-
cher ¥'. Man nennt ihn die baryzentrische Unterteilung von Y.

1.8 Die Klassen- und die Picardgruppe

Im Folgenden sei ¥ C Ny stets ein vollstandiger Fécher und X =
Xy die zugehorige torische Varietdt. Mit C(X) bezeichnen wir den
Korper der rationalen Funktionen auf X und mit Div(X) die Menge
der Weil-Divisoren von X, d.h. die frei erzeugte abelsche Gruppe
der abgeschlossenen Untervarietdten der Codimension 1.

Definition 1.8.1. Zwei Weil-Divisoren D, D’ € Div(X) heifsen /i-
near dquivalent (wir schreiben D ~ D’); wenn es eine rationale
Funktion f € C(X) gibt mit D — D" = div(f). Dies definiert eine
Aquivalenzrelation auf Div(X). Die induzierte Faktorgruppe C1(X)
heifst die Klassengruppe von X.

Lemma 1.8.2. Seim € M. Dann gilt div(X™) = >~ c51)(m, u,) V.

Beweis. Fiir die Vielfachheit von div(x™) auf V, reicht es, die offene
affine Menge U, = SpecC[p¥ N M] = C x T% ! zu betrachten.
Die Vielfachheit von div(x™) ist die gleiche wie die von 0 x T94-1
in C x T?!. Deswegen sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
d = 1. Dann ist die Vielfachheit von x* bei 0 tatsdchlich durch
u € Z gegeben. ]

Bemerkung 1.8.3. Da der Torus Ty einen faktoriellen Koordinaten-
ring O(Ty) = C[M] hat, ist jeder Divisor auf T ein Hauptdivisor.
Sei nun D C Xy ein Weil-Divisor. Dann gibt es 0 # f € C(Xy),
so dass D' := D — div(f) den Torus nicht schneidet. Deswegen ist
D' ~ D ein torusinvarianter Divisor. Jeder Weil-Divisor ist also
71 einem torusinvarianten linear dquivalent. Deswegen gilt fiir eine
torische Varietiat X = Xx:

ax)={ P z-v, /N ,

peEX(1)

Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz:
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0— M —TyDiv(X) = € Z-V, - CI(X) - 0. (L1)
peEX(1)

Dabei bildet die erste Abbildung m € M auf den Hauptdivi-

sor div(x™™) 182 > pex1){m, up)V, ab (die Wahl des Vorzeichen

wird in Abschnitt 1.9 verstandlich werden). Sie ist injektiv, weil X
vollstandig ist.
Die zweite Abbildung ist der kanonische Epimorphismus.

Aus der kurzen exakten Sequenz (1.1) lassen sich die Relationen
ablesen, die die torusinvarianten Primdivisoren V,,p € X(1), in
Cl(X) erfiillen. Es gilt ndmlich

S (ma )V ' [div(x™)) =0 Vi € {1,....d},

peEX(1)

wobei {my,...,mq} C M eine Gitterbasis von M ist. Dies liefert
d lineare Relationen fiir die |X(1)| Restklassen [V,], p € X(1). Also
ist C1(X) endlich erzeugt mit rang(Cl(X)) = |X(1)| — d.

Definition 1.8.4. Die Gruppe Pic(X) := CDiv(X)/ ~ von Cartier-
Divisoren modulo linearer Aquivalenz heifit die Picardgruppe von
X. Ihr Rang px ist die Picard-Zahl von X. Auferdem bezeichnet
TyCDiv(X) die Menge aller torusinvarianten Cartier-Divisoren.

Bemerkung 1.8.5. Da jeder Cartier-Divisor ein Weil-Divisor ist,
gilt Pic(X) C CI(X). Ist X glatt, so gilt sogar Pic(X) = Cl(X)
(|[Har77], 11.6.11).

Analog zu der kurzen exakten Sequenz (1.1) bekommen wir auch
fiir die Picardgruppe eine kurze exakte Sequenz:

0 — M — TyCDiv(X) — Pic(X) — 0. (1.2)

Wohingegen wir in (1.1) die torusinvarianten Weil-Divisoren ein-
fach berechnen konnten, fehlt dies noch in (1.2). Deshalb wollen
wir nun noch herausfinden, wann ein torusinvarianter Weil-Divisor
sogar ein Cartier-Divisor ist.

Proposition 1.8.6 (|Dan78|). Sei ¢ C Ny ein volldimensionaler
Gitterkegel. Dann gilt Ty CDiv(U,) = {div(x™) : m € M} und
Pic(U,) = 0.

Korollar 1.8.7. Es sei X = Xy mit einem Facher Y. Dann gilt
Pic(X) = Cl(X) genau dann, wenn X glatt ist.
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

Beweis. Wenn X glatt ist, folgt mit Bemerkung 1.8.5 schon Pic(X)
= CI(X). Sei nun also Pic(X) = CI(X), d.h. jeder Weil-Divisor
von X ist ein Cartier-Divisor. Wir wéhlen einen Kegel 0 € ¥
und betrachten die offene Menge U, C X. Weil die Einschrinkung
Cl(X) — Cl(U,) surjektiv ist, ist auch jeder Weil-Divisor von U, ein
Cartier-Divisor. Wegen Proposition 1.8.6 ist C1(U,) = Pic(U,) = 0.
Die kurze exakte Sequenz (1.1) impliziert, dass die Abbildung

M — TyDiv(X)= P z-V,
p€a(l)
m — div(x ™) = — (m, up)V,
pea(l)

surjektiv ist. Also ist auch die Abbildung

M — 7zlel
m = (<m7up>)p60(1)

surjektiv. Gleichzeitig ist sie die duale Abbildung zu

o zlW - N
(ap)pea(l) = Z ApUp.

p€a(l)

Wir zeigen nun, dass ® injektiv ist. Sei dazu a € Ker(®) C ZI°WI,
Die Koordinaten-Linearform ¢, ist im Bild von ®* enthalten, d.h. es
gibt eine Linearform m € M = N* mit ¢, = ®*(m). Deswegen gilt
a, =t,(a) = ®*(m)(a) = (m, ®(a)) = (Mm,0) = 0 fiir alle p € o(1).

Nun zeigen wir weiter, dass N/®(ZI°MWI) torsionsfrei ist. Sei x =
> peo() Wolp € N\®(ZI*M mit a, € Q Vp € o(1). Weil ®* sur-
jektiv ist, gibt es zu einem bestimmten p € o(1) eine Linearform
m € M = N*, so dass (m,uy) = 0,(m,u,) =1Vp # p. Dann
gilt a, = (M, >_ 1) aptp) = (m,x) € Z. Da dies fiir jeden Strahl
p € o(1) gilt, ist z € ®(ZI°WI),

Somit kann {u,},c-(1) zu einer Gitterbasis von IV ergénzt werden,
d.h. o ist glatt. Da dies fiir jeden Kegel o € ¥ gilt, ist X ein glatter
Facher. Mit Proposition 1.6.2 folgt die Behauptung. [

Korollar 1.8.8. Se: D = ZpEZ(l) c,V, ein torusinvarianter Weil-
Divisor von Xx,. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) D ist ein Cartier-Divisor.

(2) Dy, ist ein Hauptdivisor fiir jeden Kegel o € .
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1.8 Die Klassen- und die Picardgruppe

(3) Zu jedem Kegel 0 € ¥ gibt es ein m, € M mit —(my,u,) = ¢,
fir alle p € o(1).

Beweis: Die Implikation (1)=(2) folgt aus Proposition 1.8.6. Die
umgekehrte Implikation gilt, weil die offenen Mengen U,, o € ¥ die
torische Varietit Xs iiberdecken.

Die Bedingung (2) ist wegen Proposition 1.8.6 dquivalent zu

Z CpVp = Dly, = div(x™™) e Z <mmup>vp

pea(l) pea(l)

mit einem m, € M zu jedem Kegel 0 € ¥, d.h. zu jedem Kegel
o € ¥ gibt es ein m, € M mit —(m,,u,) = c, fiiralle p € o(1). O

Korollar 1.8.9. Sei X ein vollstindiger Ficher. Dann ist Pic(Xy)
eine freie abelsche Gruppe.

Beweis. Wegen der kurzen exakten Sequenz (1.2) reicht es zu zei-
gen, dass fiir einen torusinvarianten Cartier-Divisor D =Y ¢,V, €
TyCDiv(X) und kD = div(x™),0 < k € N auch D ein Hauptdi-
visor ist. Fiir o € X(d) ist die Einschrinkung Dlu, = > c,q) ¢V
von D wegen Korollar 1.8.8 ein Hauptdivisor.

Wegen Proposition 1.8.6 gibt es ein m’ € M mit D|y, = div(x™)|v,
182 > peoy(msup)V,. Also ist ¢, = (m/,u,) Vp € o(1). Wegen
Lemma 1.8.2 gilt auerdem kc, = (m,u,) Vp € X(1). Hieraus folgt
(km' — m,u,) = 0 Vp € o(1). Weil o volldimensional ist, folgt
hieraus km’/ = m. Deswegen ist D = div(x™). O

Ein torusinvarianter Weil-Divisor D = pesi(1) CoVp 18t also ge-
nau dann ein Cartier-Divisor, wenn es zu jedem Kegel 0 € ¥(d)
ein m, € M gibt mit —(m,,u,) = ¢, Vp € o(1). Im Folgenden
betrachten wir dies in einem anderen Licht.

Definition 1.8.10. Sei X ein Facher in Ng. Eine Funktion h :
supp(X) — R heilt stickweise linear auf supp(X) und ganz be-
ziiglich N, wenn die Einschrinkung von h auf jeden Kegel 0 € X
linear und h|y; ein Z-Modul-Homomorphismus ist, d.h. h|,(z) =
(Mg, x) Yo € 0 mit m, € M.

Die Menge aller stiickweise linearen ganzen Funktionen auf ¥ wird
mit SF(3, N) bezeichnet. Im Folgenden schreiben wir statt stiick-
weise linear und ganz oft nur stiickweise linear.

Bemerkung 1.8.11. Eine stiickweise lineare Funktion h € SF(X, N)
ist also durch eine Menge {m, € M : o € X} gegeben, wobei
(Mg, u) = (Mg, u) Yu € cNa’, dh. my —my € (cNo’)ENM =:
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

M (o No’). Wegen Korollar 1.8.8 kénnen wir somit SF(X, N) mit
Pic(Xy) identifizieren.

Umgekehrt kann es zu jedem volldimensionalen Kegel o € ¥(d) =
{o1,...,01} nur ein m, € M geben mit h|,(z) = (m,,z) Vo € 0.
Also kann man stiickweise lineare Funktionen auf X einerseits mit
torusinvarianten Cartier-Divisoren und andererseits mit dem Kern

der Abbildung

©: @M — @M/M(Jiﬂaj) (1.3)

(mai)i — (mai - maj)i<j (14)

identifizieren. Es gilt TyCDiv(X) = SF(3, N) = Ker(yp).
Zu h € SF(3, N) bezeichnen wir den zugehorigen Cartier-Divisor

- h(up)V,
(1)

mit Dj,. Umgekehrt definieren wir zu einem torusinvarianten Cartier-
Divisor D = ) pesi(1) CpVp die zugehorige stiickweise lineare Funkti-
on hp als die Abbildung, die © € Ng auf —(m,,x) abbildet, wobei
m, € M die Gleichungen —(m,,u,) = ¢, Vp € o(1) erfiillt.

1.9 Polytope

Ein sehr wichtiger und wohl der dlteste Begriff der Konvexgeometrie
ist das Polytop oder Vieleck. Zunichst werden in diesem Abschnitt
rein konvexgeometrische Eigenschaften eines Polytops erklért, be-
vor wir dann aus einem solchen einen Facher, eine torische Varietét
und einen Divisor konstruieren.

Definition 1.9.1. Ein Polyeder ist der Schnitt von endlich vielen
Halbrdumen. Ein beschrinktes Polyeder heifst Polytop. Polytope
sind die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten.

Die Dimension eines Polytops P C Mg ist die Dimension des
kleinsten affinen Untervektorraums von Mg, der P enthélt.

Eine Seite eines Polyeders P C Mg ist der Schnitt von P mit
einer Hyperebene H C Mg, so dass P in einem der Halbriumen
von H liegt.
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1.9 Polytope

Jede Seite eines Polytops ist selbst wieder ein Polytop. Die Menge
der k-dimensionalen Seiten von P wird mit P(k) bezeichnet.

Eine Seite s C P heilt Facette, wenn dim(P) — dim(s) = 1. Eine
Seite s C P heift Ecke, wenn dim(s) = 0. Eine Seite s C P heifst
Kante, wenn dim(s) = 1.

Ein Polytop P C Mg, dessen Ecken Gitterpunkte sind, heifst
Gitterpolytop.

Notation 1.9.2. Ist {aj,...,as} eine Gitterbasis fiir das Gitter
M, {ey,...,eq} die Standardbasis von Q? und ¢ : Q¢ — My ein
Vektorraumisomorphismus mit ¢(e;) = a; fiir alle ¢ € {1,...,d}, so
definieren wir fiir alle kompakten Mengen K C Mg das Volumen
beziiglich des Gitters M voly (K) := vol(p~!(M)). Hierbei ist vol
das Lebesgue-Maf auf Q4. Weiter setzen wir Vol (P) := d!voly (P)
und nennen es das normalisierte Volumen beziiglich des Gitters M.
Ist klar, um welches Gitter es sich handelt, lassen wir den Index M
auch weg.

Aufserdem sei im Folgenden stets {ej,...,es} C M eine Gitterbasis
von M.

Definition 1.9.3 (Operationen mit Polytopen). Sei P C Mg ein
volldimensionales Gitterpolytop. Dann gibt es eine Menge von Paa-
ren {(up,cp): F € P(d—1)} C N X Z, so dass

P= ﬂ {meM: (myup) > —cp}.

FeP(d-1)

e Fiir £ > 0 bezeichnen wir mit kP das Polytop, das durch die
Menge {(up,kcp) : F € P(d—1)} C N x Z gegeben ist.

o Ist () C My ein weiteres Gitterpolytop, so bezeichnen wir mit
P+@Q das Gitterpolytop {p+¢: p € P,q € @} und nennen es
die Minkowski-Summe von P und (). Im Fall () = P stimmt
dies mit der Definition von 2P iiberein.

e Das Innere P° ist die Menge (\pcpg_pyim € M : (m,ur) >
—cp}. Der Rand von P ist die Menge OP := P\P°.

e Ist 0 € P°, so bezeichnet P* ={n € Ng: (m,n) > —1Vm €
PN Mg} C Ng das zu P duale Polytop. Dies ist im Allgemei-
nen kein Gitterpolytop. Es gilt aber (P*)* = P. Hieraus folgt,
dass es eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen den k-
dimensionalen Seiten von P und den (d—1—k)-dimensionalen
Seiten von P* gibt.
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

e Ist das duale Polytop eines Gitterpolytops P wieder ein Git-
terpolytop, so heilst P refleziv.

Lemma 1.9.4. Seien Py,..., P, C Mg Gitterpolytope, P ="' | P
und 0 eine Seite von P. Dann gibt es zu i € {1,...,r} genau eine
Seite §; C P, von P;, so dass 0 =>"._, 0;.

Beweis. Sei w € N und n € Z, so dass (m,u) > —c Vm € P
und {m € P : (m,u) = —c} = 0. Dann gibt es ganze Zahlen
Cly. .. ¢ € 7, so dass (m,u) > —¢; Ym € Py und 6, := {m € P, :
(m,u) = —¢;} # 0. Offensichtlich gilt ¢ = > ¢, 0 = > ._,6;,
und 6; ist die einzige Seite von P; mit diesen Eigenschaften. O]

Definition 1.9.5. Ein Polytop P C Mg heift

e Simplex, wenn |P(0)| = dim(P) + 1. Wir sagen dazu auch
dim(P)-Simplex.

o simplizial, wenn jede Facette von P ein Simplex ist.

e cinfach, wenn es zu jeder Ecke m € P von P genau dim(P)
viele Facetten von P gibt, die m enthalten.

Sei P C Mg ein konvexes Polytop mit Ecke v € P. Da P nur
endlich viele Ecken besitzt, gibt es eine Linearform v € Ng und
eine Zahl z € Z, so dass (v,u) > z und (v',u) < z fiir alle Ecken
v' # v von P. Die Menge P/v:=PN{x € Mgy: (z,u) =z} heifst
die Schnittfigur von P bei v. Thre kombinatorische Struktur hingt
nicht von der Wahl von u und z ab. Dies ist Inhalt der folgenden
Proposition.

Abbildung 1.1: Die Schnittfigur P/v ist das gestrichelte Dreieck.
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1.9 Polytope

Proposition 1.9.6 (|Zie95|, 2.4). Sei P C Mg ein konvezes Po-
lytop mit Ecke v € P. Dann gibt es eine Bijeklion zwischen den
k-dimensionalen Seiten von P, die v enthalten, und den (k — 1)-
dimensionalen Seiten von P/v. Diese ist gegeben durch

F — Fn{zeMy: (x,u) ==z}

Pnaff({v} U F) -~ )

Dabei sei P/lv = PN{x € Mgy : (z,u) = z},(v,u) > z und
(V',uy < z fiir alle Ecken v' # v von P.

Korollar 1.9.7. Sei P C Mg ein d-dimensionales Polytop. Dann
sind dquivalent:

(1) P ist einfach.
(2) Zu jeder Ecke m € P(0) ist die Schnittfigur P/m ein Simplet.

(3) Zu jeder Ecke m € P(0) gibt es genau d Kanten, die m ent-
halten.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass P einfach ist. Sei m € P
eine beliebige Ecke von P. Dann ist die Schnittfigur P/m wegen
Proposition 1.9.6 ein (d — 1)-dimensionales Polytop mit genau d
Facetten. Weil jede Ecke dieses Polytops ein Schnitt von mindestens
d — 1 seiner Facetten ist, hat P/m genau d Ecken, d.h. P/m ist ein
Simplex. Wegen Proposition 1.9.6 gibt es genau d Kanten von P,
die m enthalten, d.h. (3) ist erfiillt.

Nun besitze P zu jeder Ecke m € P(0) genau d Kanten, die
m enthalten. Wieder betrachten wir die Schnittfigur P/m. Diese

enthélt wegen Proposition 1.9.6 genau d Ecken wvy,...,vs. Dann
sind conv(vy,...,0;,...,0q),5 € {1,...,d} die einzigen Facetten
von P/m. Wegen Proposition 1.9.6 ist P einfach. O

Definition 1.9.8. Wir nennen zwei Gitterpolytope P, P’ zueinan-
der dquivalent und schreiben P = P’ wenn es eine unimodulare
Transformation, d.h. eine Fortsetzung eines Gitterisomorphismus
von M auf Mg gibt, die P auf P’ abbildet.

Ist ein Polytop dquivalent zum Standardsimplex

Ay :=conv(0,eq,...,eq),

SO nennen wir es unimodular.
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

Aus P = P’ folgt voly (P) = voly (P, |[PNM|=|P' N M| und
|P°N M| =|P°nN M|

Definition 1.9.9. Ein Gitterpolytop P C Mg heifst normal, wenn
(kPYNM + (IP)NM = (k+1)PN M fir alle k,l € N gilt.

Die Bedingung (kP)N M + (IP)N M C (k+1)P N M ist offen-
sichtlich fiir jedes Gitterpolytop P erfiillt.

Wegen kP = P+ - -+P gibt es zu jedem Gitterpunkt m € kPNM
eines normalen Gitterpolytops Gitterpunkte mq,...,m, € PN M,
so dass m = .1 m,.

Beispiel 1.9.10. Die einzigen Gitterpunkte des Gittersimplex P =
conv (0, e1, €5, €1 + €3 + 3es) sind seine Ecken. Also ist der innere
Gitterpunkt e; 4+ e3 + e3 € (2P)° nicht Summe von Gitterpunkten
aus P. Somit ist P nicht normal.

Theorem 1.9.11 ([BGT97|). Sei P C Mg ein Gitterpolytop der
Dimension d > 2. Dann ist kP normal, falls k > d—1. Insbesondere
st jedes Gitterpolygon normal.

Definition 1.9.12. Ein Gitterpolytop P C Mg heilt sehr ample,
wenn zu jeder Ecke m € PN M das in dieser Ecke aufgespannte
Gittermonoid

Sm::{ Z Cor (M —m) - cm/GN}

m'ePNM

saturiert ist.
Proposition 1.9.13. Jedes normale Gitterpolytop ist sehr ample.

Beweis. Sei m € PN M eine Ecke eines normalen Gitterpolytops
P C Mg und km/ € S, fiir m" € M, k € N\{0}. Wegen km' € S,
gibt es natiirliche Zahlen ¢, € N, so dass km' = Y _pyy Culu—m).
Wiéhle I € N, so dass kl > > _pryy Cu- Dann gilt

i/ + klm =Y et <kl - ¥ cu>m e (kI)P N M.
ue PNM uePNM

Folglich ist m' + Im € I[P N M. Weil P normal ist, gibt es nun

Gitterpunkte {my,...,m;} C PN M, so dass m' +Im = 2221 m;.

Somit ist m’ = St_ (m; —m) € Sy, O

Korollar 1.9.14. Sei P C Mg ein Gitterpolytop der Dimension
d > 2. Dann ist kP sehr ample, falls k > d — 1. Insbesondere ist
jedes Gitterpolygon sehr ample.
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1.9 Polytope

Beweis. Dies folgt aus Theorem 1.9.11 und Proposition 1.9.13 [

Zu jeder Seite s C P ist o(s) = {v € Ng : mingep(v,u) =
(v,u'y Yu' € s} C Ny ein Kegel. Die Menge dieser Kegel definiert
den Normalenficher ¥(P) in Ng.

Ist zum Beispiel s C P eine Facette von P, so wird der Kegel
o(s) vom inneren Normalenvektor von s aufgespannt.

Es gllt Z(P) = kaer mit £ > 0 und m € M@.

Definition 1.9.15. Ein Polytop heifst genau dann glatt, wenn sein
Normalenficher glatt ist.

Bemerkung 1.9.16. Ein Polytop P C My ist also genau dann glatt,
wenn fiir jede Ecke die primitiven Gittervektoren der ausgehenden
Kanten eine Gitterbasis bilden. Insbesondere ist dann fiir jede Ecke
m € P das in dieser Ecke aufgespannte Gittermonoid

Sm::{ Z Cor (M —m) cm,eN}

m/'e PNM

saturiert, d.h. P ist sehr ample.
Dagegen ist es ein offenes Problem, ob Glattheit auch Normalitit
impliziert.

Neben dem Normalenficher kann man zu einem Polytop P C
Mg auch noch den von ihm aufgespannten Faicher F(P) in Mg
betrachten, bestehend aus den Kegeln {r-u: u € s,r > 0}, wobei

s alle Seiten von P durchlduft. Diese beiden Facher héngen iiber
das duale Polytop zusammen: 3 (P) = F(P*).

Im Rest dieses Abschnitts erlautern wir den Zusammenhang zwi-
schen Cartier-Divisoren, Polytopen und stiickweisen linearen Funk-
tionen.

Definition 1.9.17. Zu einem Gitterpolytop P = ﬂFeP(dfl){x €
Mg : (z,up) > —cp} C Mg definieren wir den Weil-Divisor

Dp = Z CFVF C XE(p),

FeP(d—1)
wobei Vp =V, und u, = up ist.

Bemerkung 1.9.18. Aus P’ := P +m, m € M, folgt somit Dpr =
Dp — ZFGP(d—1)<m7 up)Dp = Dp — div(x™) ~ Dp.
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

Proposition 1.9.19. Es gilt Dp € Pic(X)\{0}.

Beweis. Jeder volldimensionale Kegel o € 3(P)(d) gehort zu genau
einer Ecke m, € P von P und jeder Strahl p € 3(P)(1) zu genau
einer Facette F,, C P von P. Fiir jeden Strahl p € o(1) ist F, 2 m,,
d.h. (mg,up,) = —cp, =: —c, Vp € o(1). Wegen Korollar 1.8.8 ist
Dp somit ein Cartier-Divisor.

Wir nehmen nun an, dass Dp ein Hauptdivisor ist und fiih-
ren diese Annahme zum Widerspruch. Sei also Dp ein Hauptdi-
visor. Dann gibt es ein m € M, so dass die Einschriankung von
Dp auf U, fir alle ¢ € X(P) der Hauptdivisor div(x~™) 182
=2 pes (M up)Vy = =3 pe p(a_1) (M. up)Vp ist. Insbesondere ist
crp = —(m,up) VF € P(d — 1). Dies bedeutet jedoch, dass m auf
allen Facetten ' € P(d — 1) liegt, ein Widerspruch. O

Definition 1.9.20. Die Funktion hp : Ng — Q; v +— inf,ep(v, u)
ist stiickweise linear auf 3(P), d.h. hp € SF(3(P), N).

Proposition 1.9.21. Beziiglich der Korrespondenz von Bemerkung
1.8.11 gehért die stickweise lineare Funktion hp € SF(3X(P),N)
zum Cartier-Divisor Dp, d.h. D,y = Dp und hp,) = hp.

Beweis. Da Dp = EFGP(d—l) crDp ein Cartier-Divisor ist, gibt es
zu ihm eine stiickweise lineare Funktion, die den Normalenvektor
up € N einer Facette F' € P(d — 1) auf —cp abbildet. Wir werden
zeigen, dass diese gerade hp ist.

Sei x € o € X(d). Der Kegel o gehort zu genau einer Ecke m €
PAM. Ist x =3 p,, Apup mit Ap > 0 VF > m, so gilt

hp(z) = WinefP( = mf Z Ap{m/ up)
P pepa-1)
mGF

= Z Arp(m,up) = (m,z) Vx € o.

FeP(d—1)
meF

Insbesondere ist dann hp(upr) = —cp fiir alle Facetten F' von P. [J

Definition 1.9.22. Umgekehrt definieren wir zu jedem torusinva-
rianten Cartier-Divisor D = 3 v ¢,V, ein Polyeder Pp := {z €
Mg : (z,u,) = —c, Vp € (1)}

peEX(1

Pp ist im Allgemeinen kein Polytop und erst recht kein Gitterpo-

lytop. Dies zeigt das Beispiel des Divisors D = ZpGE V, mit dem
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1.9 Polytope

Abbildung 1.2: Das Polytop zu einer baryzentrischen Unterteilung
eines 2-dimensionalen Kegels in einem 2- und 3-dimensionalen Fa-
cher

Fécher 3, der die baryzentrische Unterteilung des Kegels (eq,es)
ist. Hier ist Pp = {(z,y) € Q* : z,y,x +y > —1} unbeschrinkt
(vgl. Abbildung 1.2).

Ist jedoch Xy bzw. ¥ vollstindig, so ist Pp ein Polytop. Es gilt
dann P = Pp,y, D = Dp,) und Ppigiym) = Pp —m.

Korollar 1.9.23. Sei P C Mgy ein Gitterpolytop. Dann gilt fir den
zugehorigen Cartier-Divisor

DPN Z Cpr,

peX(1)

wobei ¢, die Abstinde eines beliebigen Punktes x € P zu den Fa-
cetten von P ist, und X der Normalenficher von P ist.

Beweis. Sei P = (pepayim € Mg @ (myur) > —cp}. We-
gen Bemerkung 1.9.18 kénnen wir ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass * = 0 € P gilt. Dann ist der zugehérige
Cartier-Divisor Dp durch ZpGE(l) c,V, gegeben, und ¢, = cp sind
gerade die Abstédnde des Punktes x € P zu den Facetten von P. [

Definition 1.9.24. Zu einer stiickweisen linearen Funktion h €
SF(X, N) definieren wir das Polytop

Py :={me Mg: (m,n) > h(n) Vn € Ng}.
Proposition 1.9.25. Sei h € SF(X,N) eine stickweise lineare
Funktion, die durch m, € M Yo € 3(d) definiert ist. Gilt m, € P,
Vo € X(d), so folgt h(n) = inf,,cp, (m,n) fir alle n € Ng, d.h.
h = hp,). Weiter gilt

P, = conv(m, : o € X(d)).
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Beweis. Wir zeigen zunéchst fiir n € Ng : h(n) = inf,,cp, (m,n).
Sei dazu m € Py, beliebig. Dann gilt (m,n) > h(n), also ist

inf (m,n) > h(n).

mEPh

Sei 0 € X(d) ein volldimensionaler Kegel mit n € o. Dann gilt
fir m = my,: (m,n) = (my,n) = h(n), also wird die Gleichheit
angenomien.
Nun zeigen wir P, = conv(m, : o € X(d)).

Wegen m, € P, Yo € 3(d) ist conv(m, : o € X(d)) C Py. Sei nun
m € Py, d.h. (m,n) > h(n) Vn € Ng. Wir wihlen eine Linearform
n’ € N zu einer Facette von conv(m, : o € ¥(d)), d.h. (m,,n') > ¢
fiir alle 0 € ¥(d) mit einer Zahl ¢ € Z. Dann gilt (m,n') > h(n') =
(ms,n’) > ¢, wobei n’ € 7 € ¥(d). Hieraus folgt m € conv(m, :
o € 3(d)). O

Die folgende Proposition ist eine Art Umkehraussage zu Propo-
sition 1.9.21:

Proposition 1.9.26. Fs sei h € SF(X, N) eine stiickweise lineare
Funktion auf einem vollstindigen Ficher X. Dann gilt Pip,) = Py,

Beweis. Es gilt

P, = {meMgy: (m,n)>h(n)Vn € Ny}
C {meMg: (m,u,) > h(u,) Vp € X(1)} = Pp,).
Umgekehrt sei m € Pp,), d.h. (m,u,) > h(u,) Vp € X(1). Zu

n € Ng sei 0 € 3, so dass n € 0. Dann gilt n = ) a,u, mit
a, > 0. Weiter ist

(m,n) = Z ap(m, up) = Z aph(uy) (1.5)

peo(l)

pEo(1) p€a(1)
= h( Z apup> = h(n). (1.6)
pEa(l)
Da dies fiir alle n € Ny gilt, folgt m € B,. O]

Definition 1.9.27. Sei D € CDiv(X) ein Cartier-Divisor. Dann
ist
['(X,D) = {f € C(X): div(f)+ D >0} U {0}

ein C-Vektorraum.

34



1.10 Der Satz von Ehrhart

Proposition 1.9.28. Sei D C Xy ein torusinvarianter Cartier-
Divisor. Dann gilt

IXs, D)= @ C-x™

mePpNM
Insbesondere ist dime I'(Xx, D) = |Pp N M]|.

Beweis. Sei f € I'(Xy, D), d.h. div(f) + D > 0. Dann ist auch die
Einschrankung div(f)|r, auf den Torus effektiv, denn D|r, = 0.
Also ist f € O(Tn) = C[M] und folglich I'( Xy, D) C C[M].
Deswegen ist I'(Xy, D) = {f € C(Xy) : div(f)+ D > 0} =
Daiv(ymy+ 050 € X" Dabei ist div(x™) +D > 0 genau dann, wenn
fiir jeden Strahl p € X(1) (m, uy)+c, > 0 gilt, wobei D = 3 1) ¢,V
Dies ist dquivalent zu m € Pp. O

Dies ist der Grund fiir die Wahl des Vorzeichens bei der Definition
von stiickweise linearen Funktionen und Polytopen.

Definition 1.9.29. Sei D € CDiv(X) ein Cartier-Divisor. Dann
heifit
|D| ={E € CDiv(X): E~D,E >0}

das wollstindige Linearsystem von D.
Proposition 1.9.30. Es gilt |D| = P(I'(X, D)).
Beweis. Die Abbildung

p: DX, D)\{0} — [D]
f = div(f)+D

ist wohldefiniert nach Definition von I'(X, D) und |D|. Dabei ist die
Faser von ¢(f) die Menge C*- f. Auferdem ist ¢ nach Definition von
| D| surjektiv. Hieraus folgt |D| = I'(X, D)\{0}/ C* = P(I'(X, D)).

[

1.10 Der Satz von Ehrhart

Der Satz von Ehrhart besagt, dass die Anzahl der Gitterpunkte in
den Vielfachen eines Gitterpolytops wie ein Polynom wichst. Die-
sen Satz werden wir in diesem Abschnitt beweisen und verfolgen
dabei zum Teil Ideen aus dem Vorlesungsskript von Ivan Izmestiev
[Izm03]. Hieraus wird sich der Begriff des Grades eines Polytops er-
geben, eine Invariante, die — dhnlich wie die Dimension — die Kom-
plexitiat des Polytops beschreibt.
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Theorem 1.10.1 (von Ehrhart). Zu jedem Gitterpolytop P C Mg
gibt es ein Polynom ep(t) € Qlt], so dass ep(k) = |kP N M]|. Sein
Grad ist die Dimension von P. Der Leitkoeffizient ist voly;(P), und
der konstante Koeffizient ist 1.

Das Polynom ep € Q[t] aus Theorem 1.10.1 heifst das Ehrhart-
Polynom des Gitterpolytops P.

Beispiel 1.10.2. (1) Fiir das 2-dimensionale Standardsimplex
Ay C Q% ist kA, N7 = IR — 1p2 4 35 4 1 ein
Polynom vom Grad 2.

(2) Fiir den d-dimensionalen Einheitswiirfel Q := [0,1]¢ C Q4 ist
kQNZ| = (k+1)? = k¥ +dk? 1 +--- +dk+ 1, ein Polynom
vom Grad d.

Notation 1.10.3. Wir bezeichnen zu einer Teilmenge A C Mg die
formale Potenzreihe
> X

a€ANM

mit 1(A,t). Hierbei ist t = (t1,...,tq). Insbesondere gilt dann
1(A,1)=]|ANM|.

Lemma 1.10.4. Sei C' = (my,...,mq) C Mg ein spitzer volldi-
mensionaler rationaler Kegel. Dann gilt

1(IL, ¢)
(1= xm(t) - (1= xma(t))’

wobei I1 = {Z?Zl Aim; s 0 <\ <1}

1(C,t) =

Beweis. Es gilt C' = {II + Zle kim; © k; € N}. Somit gibt es
ram €€ CNMeinpellNMund ky,..., kg € N, so dass m =
p+ kimy + - 4+ kgmg. Dann gilt

CH) = 30 = Do)

mECﬁM D,Kq

_ Z Y2 (t) - Z Xk1m1+"'+kdmd (t)

pellnM k>0

— 11 TS ()

Z:]I(iljl,t)
(T —=xm(t))--- (1 —xma(t))
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1.10 Der Satz von Ehrhart

Zunéchst beweisen wir den Satz von Ehrhart fiir den Simplex-
Fall, d.h. P = conv(my,...,mgy1) C Q7 sei ein Gittersimplex.
Hierzu betten wir P in den Raum Mgy x Q geméf P — (P, 1) ein.
Der Kegel C := ((P,1)) C Mg x Q ist somit (d + 1)-dimensional.
Seine Koordinaten seien tq, ..., %4, z. Dann gilt

L(Cot,z) =Y L(kPt)z*
keN
und deswegen
L(C,1,2) =Y [kPNM|- 2~
keN

Lemma 1.10.5. Andererseits gilt

h*(z)
1(C,1,2) = m’
wobei h* ein Polynom mit degh* < d + 1 ist.
Beweis. Nach Lemma 1.10.4 gilt

1(I1, ¢, 2)
T @2) (- ()2)

mit P = conv(my, ..., mgr1) und

1(C,t,2) =

d+1 d+1

M= {(ZAmZA) L0< N < 1}.
=1 =1

Insbesondere ist z|g < d + 1. Deswegen ist h*(z) := 1(IL, 1, 2) ein
Polynom vom Grad deg h* < d+1. Aukerdem ist 1 —y™i(1)z = 1—2
fir alle i € {1,...,d}. O

Definition 1.10.6. Sei P C Mg ein d-dimensionales Gittersim-
plex. Dann heift das Polynom h*(z) = (1—2)** >, (|kPNM]|- 2"
das h*-Polynom von P. Der Grad des Simplex P ist der Grad deg h*
des h*-Polynoms. Nach Lemma 1.10.5 gilt deg(P) < d fiir jedes d-
dimensionale Gittersimplex P.

Wir werden spéter sehen, dass sich diese Definition auf beliebige
Gitterpolytope fortsetzen lisst.

Lemma 1.10.7. Sei A C Mg und {ey,...,eq} C M eine Gitterba-
sts von M. Dann gilt

volyf(A—W) < |ANM| < wvolpy (A+W).
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

Dabes 1st

d
L.
Wz{ZmieiEMQ: |xi|§§VZ€{1,...,d}}CM@
i=1

der d-dimensionale Einheitswiirfel mit Mittelpunkt 0 € M, A+ W
die Minkowski-Summe von A und W und A — W = {m € Mgy :
m+ W C kA} die Minkowski-Differenz.

Insbesondere gilt fiir ein Polytop P und k € N:

volpy (kP — W) < |kP N M| < wvoly (kP + W).

Beweis. Essei A’ = (ANM)+W die Minkowski-Summe von ANM
und W. Dann gilt A’ C A+W.Seinunz € A—W,d.h. z4+W C A.
Der Wiirfel x4+ W enthélt mindestens einen Gitterpunkt y € ANM.
Dann gilt z € y + W C A’. Daraus folgt A—W Cc A’ C A+ W.
Wegen voly (W) = 1 ist voly (A') = |AN M| und somit voly (A —
W) < |AN M| < voly(A+W). O

Proposition 1.10.8. Sei P C Mg ein Gittersimplex. Dann gibt es
ein Polynom ep(t) € Q[t] vom Grad d mit nicht-negativen Koeffi-
zienten, so dass ep(k) = |kP N M]|. Sein Leitkoeffizient ist

deg(P)
. kPNM| 1 ,
() = Jim G = 532 )
T =0

Beweis. Nach Lemma 1.10.5 gilt

STRP M| = ]1(0,1,@:%

keN (1 —z)*t
i Lo
= MG
_ hcgf>'agzzk
) keN
= hd('z)-Z(ker)---(kJrl)zk.
) keN

Alsoist ep(k) := |kPNM| ein Polynom. Nach Koeffizientenvergleich
ergibt sich (ep)g = limy_o, EEOME — 1 S4B ey

K T dl
Nach Lemma 1.10.7 gilt

Wy _ |kPN M|
A PG il
PoT) <

< voly (P + K)

VO]M< B
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1.10 Der Satz von Ehrhart

mit dem d-dimensionalen Einheitswiirfel W C Mg. Fiir £ — oo
konvergieren beide Schranken gegen voly,(P). Also gilt

|kP N M|
lim ————

L 1d :V01M<P)

]

Ein typisches Vorgehen in der Konvexgeometrie ist es, Behaup-
tungen zunichst fiir Simplizes zu beweisen, und mit Hilfe dieses
Resultats die Behauptung auch fiir beliebige Polytope zu zeigen.
So auch hier:

Proposition 1.10.9. Sei P C Mg ein Gitterpolytop. Dann gibt es
ein Polynom ep(t) € Q[t] vom Grad d, so dass ep(k) = |kP N M]|.
Sein Leitkoeffizient ist

kPNM| 1
voly(P) = lim |—d| v Z (h*);

wobei h*(z) = (1—2)™ Y,y [kPNM]|-2* ein Polynom vom Grad
r € N ist.
Dies beweist gleichzeitig den Satz von Ehrhart 1.10.1.

Definition 1.10.10. Das Polynom h* € Q[t] aus Proposition 1.10.9
heifst das h*-Polynom des Gitterpolytops P. Die Zahl r = deg(h*)
ist der Grad des Polytops und wird mit deg(P) bezeichnet. Die-
se Invariante wurde 2006 von Victor Batyrev und Benjamin Nill
[BNO7| eingefiihrt.

Beweis. Wir betrachten eine Triangulierung P = Uf\il P; mit voll-
dimensionalen Gittersimplizes P, ..., Py. Dann gilt

N
kPAM| = > [kP,AM|— Y [kPNkP;N M|+
= 1<i<j<N
N
+(—1)N+1‘ s M‘.
i=1
Jeder der Summanden ist nach Proposition 1.10.8 ein Polynom in

k mit nicht-negativen Koeffizienten. Damit ist der Grad der ersten

Summe d, und alle anderen Summen von kleinerem Grad. Somit ist
auch |kPNM| =: ep(k) ein Polynom in k£ vom Grad d. Weiter ist der
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Leitkoeffizient die Summe der Volumina der Simplizes Py, ..., Py,
also voly (P). Aufserdem ist wegen Proposition 1.10.8

N
W (z) = (1—z)d+1<2|kHﬂM|— S kPARPAM| A+

i=1 1<i<j<N
N

= Y hp(2) = (L= 2)hpap,(2) + -
i=1

ein Polynom, und es gilt

h (1) = Z Ry (1) = voly (P) = (ep)a.

Korollar 1.10.11. Sei P ein Gitterpolytop. Dann gilt

deg(P

)
Vol(P) = Y h}.
=0

Tatséchlich haben auch die Werte ep(—k) mit £ € N\{0} eine
anschauliche Interpretation:

Theorem 1.10.12 (Reziprozititsgesetz). Fir ein d-dimensionales
Gitterpolytop P C Mg und k € N\{0} gilt

ep(—k) = (=) (kP)° N M|.

Beispiel 1.10.13. Ist P = [0,1]¢ € Q¢ der d-dimensionale Ein-

heitswiirfel, so gilt [(kP)° N Z4) = (k — 1) und ep(—k) ""E
(=k + 1) = (=1)%(k — 1)

Proposition 1.10.14. Fir ein d-dimensionales Gitterpolytop P C

M@ gllt
h* Zd-i—l—deg(P) S h*2d+1
LP)° N M| - k _ deg(P) 0
S IRy M T
Beweis. Zunéchst sei P = conv(my,...,mgr1) C Mg ein Simplex.
Ahnlich wie in Lemma 1.10.5 gilt
h(z)
o k _

k>0
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1.10 Der Satz von Ehrhart

mit h(z) ;= 1(II', 1, 2) und

d+1

H':{(inmi,dixi): 0<)\,-§1} C My x Q.
=1 1

i=

Es sei ¢ € II' der Schwerpunkt dieses Parallelepipeds und MgxQ —
Mg x Q;z — ¢ — z die Spiegelung an c. Dies ist eine bijektive
Abbildung auf M. Das Bild von II’ ist

d+1 d+1

i=1 i=1
Deswegen ist

hz) = 10 1,2)= > x“"(L2)

meIN(M xZ)

= (L2 Yy (La) =LY
mellN(M xZ)

— Zd+1h*<271).

Hieraus folgt die Behauptung fiir den Simplex-Fall. Genauso wie in
Satz 1.10.9 iibertrigt sich dies durch Triangulierung auf ein belie-
biges Gitterpolytop. n

Korollar 1.10.15. Der Grad eines d-dimensionalen Polytops P C
My ist die gréfite natirliche Zahl k € N, so dass

‘((d+1—k)P)oﬁM‘ > 0.

Letztere Zahl ist der Leitkoeffizient des h*-Polynoms von P.

Beweis. Wegen Proposition 1.10.14 gilt

S TNEP) O M| 25 = by 205D 14+ anth),

keN k>0
d.h.
|[P°NM|=|2P)’NM|=---=|((d—deg(P))P)°NM|=0
und by = |((d+ 1 — deg(P)P)* N M| £ 0. =

Definition 1.10.16. Die Zahl d+ 1 —deg(P) € N heifst der Cograd
von P. Sie ist also die kleinste natiirliche Zahl k, so dass (kP)° N
M # 0.
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1 Grundlagen der torischen Geometrie

Korollar 1.10.17. Sei P C Mg ein Gitterpolytop vom Grad 2.
Dann gilt
Vol(P) = |PNM|+|P°NM|—d.

Im Spezialfall d = 2 nennt man dieses Ergebnis die Formel von

Pick.

Beweis. Wegen Proposition 1.10.9, Theorem 1.10.1 und Korollar
1.10.15ist A = |[PN M| — (d+ 1), h§ = 1 und h} = |P° N M|. Mit
Korollar 1.10.11 folgt Vol(P) = 1+ |PNM|—(d+1)+|P°NM|. O

Beweis von Theorem 1.10.12. Wegen dem Beweis von Proposition
1.10.8 ist

er(h) = 3Tk gy (k)
S ) (- )

d *
(kPN M| = > Z(k—1+j)(k—d+j)

1.11 Basispunktfreie und ample Divisoren

Im letzten Abschnitt dieses ersten Kapitels geht es um die Eigen-
schaft eines Cartier-Divisors, basispunktfrei oder ample zu sein.
Natiirlich wird diese Eigenschaft auch wieder in die Sprache der
Konvexgeometrie iibersetzt.

Definition 1.11.1. Eine stiickweise lineare Funktion h € SF(X)
heifst

e konver, wenn h(z) + h(y) < h(x + y) fiir alle x,y € Ny gilt.

o strikt konvez, wenn h(z)+ h(y) < h(x+y) fiir alle x,y € N,
die nicht in einem gemeinsamen Kegel enthalten sind.
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1.11 Basispunktfreie und ample Divisoren

Im Folgenden sei h € SF(X, N) stets durch h|,(n) = (m,,n) Vn €
Ng mit m, € M gegeben.

Proposition 1.11.2. Eine stickweise lineare Funktion h € SF(X, N)
ist genau dann konvex, wenn eine der folgenden dquivalenten Aus-
sagen erfillt ist:

(1) h(z) < (my,x) Yo € Ng,o € X(d).
(2) h(xz) = min,exq) (Mo, z) Yo € Ng.

(3) Zu je zwei benachbarten Kegeln 0,0’ € 3(d) gibt es ein x €
o'\o, so dass h(x) < (m,, ).

Sie ist genau dann strikt konvex, wenn eine der folgenden dqui-
valenten Aussagen erfillt ist:

(1°) h(z) < (my,x) Yo € Ng,x & 0 € X(d).
(2°) h ist konvex und my, # my Yo # o',

(3°) Zu je zwei benachbarten Kegeln 0,0’ € 3(d) gibt es ein x €
o'\o, so dass h(x) < (m,,x).

Beweis. Sei zunichst h konvex und o € X(d),z € Ng. Weiter sei
2’ € 0°. Dann gibt es 0 < A < 1, so dass Az + (1 — A\)z’ € 0. Also
gilt

(Mg, Az + (1 =N)z') = h(Az+ (1= A)2’) > M(z) + (1 — A)h(z)
= Ah(z) + (1 = A)(me, ).
Deswegen ist auch (m,, Ax) > Ah(x), und (1) folgt. Diese Eigen-

schaft impliziert weiter sofort (2), da h(z) = (m,, x) fiir einen Kegel
o € ¥(d) mit z € 0. Aus (2) folgt wieder, dass h konvex ist:

h + = 1 s + = 1 s _|._ s
> 1 ‘[ o + ‘| o — h h .

Nun zeigen wir noch, dass (1) und (3) dquivalent sind. Offensichtlich
folgt aus (1) die Aussage (3).

Sei nun also (3) erfiillt, 0 € X(d) und = € Ng. Ist € o, so
gilt sogar h(z) = (m,,x). Sei nun also x ¢ 0. Dann gibt es eine
Wand w :=oNo’, o' € ¥(d), so dass z und o in zwei verschiedenen
Halbrdumen von w liegen. Die Hyperebene lin(w) ist durch m, —
my = 0 gegeben und wegen (3) liegt x in der Halbebene m, —
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me > 0. Also gilt (m,,x) > (m,z). Fahrt man so fort, erhélt
man schlieblich h(z) = (mym,x) < -+ < (Mg, ).

Analog zeigt man, dass die strikte Konvexitiat zu (1°) und (3)
dquivalent ist. Wir zeigen nun noch, dass (1) und (2’) dquivalent
sind. Mit der Aussage iiber die Konvexitit folgt aus (1’), dass h
konvex ist. Angenommen zu o # o’ gilt m, = m,.. Dann folgt
h(xz) = (Mg, x) = (m,, x) fiir © € o’\o, ein Widerspruch zu (1).

Wir zeigen nun, dass (2°) die Aussage (3’) und somit (1) impli-
ziert. Mit der Aussage iiber die Konvexitit gibt es fiir zwei benach-
barte Kegel 0,0’ € ¥(d) ein x € o'\o, so dass (my,z) = h(z) <
(mey,x). Wiirde hier Gleichheit gelten, so wire (m, — my, x) = 0.
Es gilt jedoch schon lin(o N ¢’) = (my — my)t und somit wegen
rgonNa':my, —my =0, ein Widerspruch zu (2'). O

Zu einem Cartier-Divisor D oder einer stiickweisen linearen Funk-
tion h € SF(X, N) definieren wir nun ein Linienbindel Lj bzw.
Ox (D) wie folgt:

Es sei h durch {m, : o € ¥(d)} C M gegeben. Dann gilt fiir
ne€ona: (myn)=hn)=(my,n), dh.

My Ny € M N (cNa' ) Cc Mn(ond)Y,
also x™ """ = O(Uyne). Dadurch kann man U, x C mit U, x C
so verkleben, dass (z,c) mit (z, x™ ™' (x)c) identifiziert wird.

Somit erhalten wir einen Isomorphismus zwischen der Gruppe
der Linienbiindel auf X (mit der Verkniipfung des Tensorprodukts)
und Pic(X).

Sei nun m € M mit (m,n) > h(n) Vn € Ng. Hieraus folgt
(m —mg,n) >0Vn € Ng,o € 3(d),

also m —m, € M NoY und x™ ™ € O(U,). Nun definieren wir
einen globalen Schnitt s des Linienbiindels Ly, indem wir auf U,
definieren:

so: U, — U,xC

o= (X" (x).

Die Voraussetzung (m,n) > h(n) ist mit Lemma 1.8.2 dquivalent
zu div(x™) + Dy, > 0, d.h. x™ € I'(Xy, D). Deswegen kann man
jedem f € I'(Xy, D) einen globalen Schnitt des Linienbiindels L,
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1.11 Basispunktfreie und ample Divisoren

zuordnen. Man bezeichnet deswegen I'(Xx, D) auch als den Raum
der globalen Schnitte von D.

Der Verschwindungsdivisor eines globalen Schnitts s, der durch
X" € I'(Xs, D) gegeben ist, wird mit div(s)y bezeichnet. Es gilt

div(s)ly, = div(x™ ™)y, =Y (m—mo,u,)V,

pea(l)
= Z <m,up>Vp - Z <mmup>vp
pec(1) p€a(l)

= div(x™)|u, + Dalv, = <div(Xm) i Dh)

Us

Da die offenen Mengen U,, o € 3(d), ganz Xy iiberdecken, folgt
div(s) = div(x™)+ Dy. Wegen x™ € I'( Xy, D) ist div(x™)+ D, > 0
und folglich

div(s)o = <div(xm) + Dh>0 = (div(xm) + Dh>.

Definition 1.11.3. Ein Cartier-Divisor D € CDiv(X) heifit basis-
punktfrei, falls es zu jedem Punkt x € X einen globalen Schnitt s
mit s(z) # (z,0) gibt. Wir schreiben dafiir kurz s(x) # 0. Die Ei-
genschaft eines Cartier-Divisors, basispunktfrei zu sein, iibertrigt
sich natiirlich auf sein Linearsystem.

Proposition 1.11.4. Sei D = Zpezu) c,V, C Xx ein torusinvari-
anter Cartier-Divisor mit zugehoriger stickweisen linearen Funkti-
on hp € SF(X), die auf o € X(d) durch m, € M gegeben ist. Dann
sind dquivalent

(1) D ist basispunktfrei.

(2) m, € Pp fiir alle o € S(d).

(8) Die Ecken von Pp sind m,, o € ¥(d).
(4) hp ist konvez.

Insbesondere ist also fiir einen basispunktfreien Divisor D C X das
Polytop Pp ein Gitterpolytop.

Beweis. Es gilt D,y = D. Wegen den Propositionen 1.11.2 und
1.9.26 gilt auferdem

hp ist konvex <=5 hp(n) < (my,n) Vo € ¥(d),n € Ny
< M, € P(hD) Vo € Z(d)
EX ;€ Pp Vo € 2(d),
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d.h. (2) und (4) sind dquivalent. Offensichtlich folgt (2) aus (3).

Um die andere Richtung zu zeigen nehmen wir an, dass (2) er-
fiillt ist. Weil dann auch (4) gilt und dies wegen Proposition 1.11.2
dquivalent zu hp(n) = minsesyq) (Mo, n) ist, folgt mit Proposition
1.9.26(1.5):

1.9.26
hp(n) < min (m,n) < min (m,,n) = hp(n),

mePp ceX(d)
also minges(q) (Mo, n) = Ming,ep, (M, n).

Sei nun o € X(d),n € ¢°, und H := {m € Mg : (m,n) =
hp(n)} C Mg. Dann gilt m, € PpNH. Aus m € PpNH folgt (m—
mey,ny = (m,n) —hp(n) = 0. Es gibt linear unabhéngige Vektoren
ny,...,ng € o, so dass ny + --- + ng = n. Also gilt Z?:1<m —
mey,n;) = 0, wobei alle Summanden wegen m € Pp = P, positiv
sind. Deswegen miissen sogar alle Summanden null sein, was m =
m, impliziert. Damit ist H N Pp = {m,} und m, eine Ecke von
PD-

Sei nun umgekehrt v € Pp eine Ecke von Pp. Dann gibt es eine
Hyperebene H = {m € Mg : (m,n) = a}, so dass H N Pp = {v}
gilt, d.h. (m,n) > a Vm € Pp mit Gleichheit nur im Fall m = v.
Also gilt

grenzigl)(mmm = errellan(m,m = (v,n) = a.
Somit gibt es ein ¢ € X(d) mit (m,,n) = a. Da die Gleichheit in
(m,n) > a nur fir m = v angenommen wird, folgt m, = v.

Es reicht nun noch zu zeigen, dass (1) und (2) dquivalent sind.
Sei dazu (1) erfiillt und o € 3(d). Dann gibt es zu dem Punkt
To = (\,eo1) Vo €inen globalen Schnitt, der durch f € I'(Xy, D)
gegeben ist, so dass z, & supp(div(f) + D). Wegen Proposition
1.9.28 kénnen wir f = " mit m € PpN M annehmen. Mit Lemma
1.8.2 ist also

Ty & supp( Z (e, + (m, up>)Vp).

pEX(1)

Wegen z, € V, Vp € o(1) folgt —c, = (m,u,) Vp € o(1), d.h.
me =m € Pp.

Umgekehrt sei o € 3(d) und m, € Pp. Wegen Proposition 1.9.28
ist Y € I'(Xx, D). Aus der Definition des zugehdrigen globalen
Schnitts erkennen wir, dass s|y, # 0 gilt. Da dies fiir jeden Kegel
o € X(d) gilt und die zugehorigen offenen Mengen U, ganz Xy
iiberdecken, ist D basispunktfrei. O
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1.11 Basispunktfreie und ample Divisoren

Beispiel 1.11.5. Der vollstdndige Féacher ¥,, der von den Strahlen
e1,ea, —eg und —ey + aes erzeugt wird, heilst Hirzebruchficher, die
zughorige torische Fliache F, Hirzebruchfiiche. Wir betrachten in
F, die Divisoren D :=V_.,, D" :=V_., + V., C Fy. Aus der Abbil-

Py m m

pl a 2 3
“l e my m,
L % %o b
Ga %
o m=m.-~=0
SR
Py

Abbildung 1.3: Der Hirzebruchficher 3; und die Polytope Pp, Pp:

dung 1.3 sehen wir mit Proposition 1.11.4, dass D, aber nicht D’
basispunktfrei ist.

Definition 1.11.6. Sei D € CDiv(X) ein Cartier-Divisor auf ei-
ner vollstindigen normalen Varietdt X, und D sei basispunktfrei.
Weiter sei {so, ..., s,} eine Basis des endlichdimensionalen Vektor-
raums ['(X, D). Dann bezeichnen wir mit ¢p den Morphismus

op: X — P" (1.7)
p = (s0(p) - sa(p)). (1.8)

Fiir X = Xyp) konnen wir wegen Proposition 1.9.28 die globalen
Schnitte s; durch x™ € T'(X,D) mit {mq,...,m,} = Ppb N M
wihlen. Wir schreiben dann auch ¢p(p) = (x™(p) : -+ : Xx™(p))-
Ist dies eine abgeschlossene Einbettung, so heifst D sehr ample.
Ein Cartier-Divisor D heifst ample, wenn es ein k € N gibt, so dass
kD sehr ample ist.

Proposition 1.11.7. Sei P C Mg ein volldimensionales Gitterpo-
lytop und Dp der zugehdrige Divisor in Xp. Dann ist Dp genau
dann sehr ample, wenn P sehr ample ist.

Beweis. Der Divisor D := Dp ist genau dann sehr ample, wenn der
Morphismus ¢p aus (1.7) eine abgeschlossene Einbettung ist, d.h.
©p(Xp) = Xp. Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢p|y, (U,) = U,
Vo € ¥(P)(d). Die volldimensionalen Kegel von ¥(P) entsprechen
den Ecken von P. Sei ¢ = 0,,, mit einer Ecke my € M N P von P.
Wegen

(,OD‘UUZ Ug — U()CP”
p o= (Lax™T™(p) X T(p))
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und O(U,) = Clo¥ N M] ist dies dquivalent dazu, dass die Men-
ge {m —my : m € PN M} das Monoid ¢ N M erzeugt, d.h.
D mepan Em(m —mg) © ¢, € N} ist saturiert. O

Korollar 1.11.8. Der Cartier-Divisor Dp C Xp zu einem voll-
dimensionalen Gitterpolytop P C Mg ist ample und insbesondere
basispunktfrei. Der Divisor kDp st sehr ample fir k > d — 1.

Beweis. Wegen Korollar 1.9.14 ist kP sehr ample, falls £ > d — 1.
Mit Proposition 1.11.7 ist somit kDp C Xp sehr ample. ]

Die folgende Proposition ist als Analogon zu Proposition 1.11.4
zu sehen:

Proposition 1.11.9. Sei ¥ ein wvollstindiger Ficher und D =
ZpEE(l) c,V, ein Cartier-Divisor. Dann sind dquivalent:

(1) D ist ample.
(2) hp ist strikt konver.

(8) Pp ist volldimensional und seine Ecken entsprechen bijektiv
den Linearformen m,, o € ¥(d), von hp.

Ist eine dieser Aussagen erfillt, so stimmt der Normalenficher von
Pp mit X idiberein, und es gilt D(p,y = D.
Ist D ample und d > 2, so ist kD sehr ample fir alle k > d — 1.

Beweis. Sei zunédchst D sehr ample. Insbesondere ist dann D ba-
sispunktfrei, weswegen mit Proposition 1.11.4 hp konvex ist. Wir
nehmen an, dass hp nicht strikt konvex ist.

Dann gibt es wegen Proposition 1.11.2 eine Wand w = o N ¢’ mit
My = My =: My. Wegen Proposition 1.11.4 ist mg € Pp N M. Der
globale Schnitt zu x™° verschwindet auf U, U U, nicht. Deswegen
ist die Einschrinkung des Morphismus ¢p aus (1.7) auf U, U U,
ein Morphismus in die affine Menge U;,, C P". Wegen w C 0,0’
gilt Pt =2V, C U, UU,. Weil jeder Morphismus des projektiven
Raums in einen affinen Raum konstant ist, bildet ¢p die Kurve V,
auf einen Punkt ab. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass ¢p
eine abgeschlossene Einbettung ist.

Wir zeigen nun die Implikation (1) = (2). Sei also D ample.
Dann gibt es ein k € N, so dass kD sehr ample ist. Die zugehorige
stiickweise lineare Funktion hyp = khp ist strikt konvex, also ist
auch hp strikt konvex.
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1.11 Basispunktfreie und ample Divisoren

Sei nun (2) erfiillt, also h := hp strikt konvex. Dann ist hp

insbesondere konvex. Wegen Proposition 1.11.4 ist die Menge der

Ecken von P, "2 Pip,y durch {m, : o € X(d)} gegeben. Wir

nehmen an, dass P, nicht volldimensional ist, d.h. es gibt ein u € Ny
und ¢ € Z mit (my,u) = ¢ Vo € X(d). Seien o,0” € ¥(d), so dass
u € o,u & o’. Wegen Proposition 1.11.2 gilt ¢ = (m,,u) = h(u) <
(mgyr,u) = c. Dies ist ein Widerspruch. Also ist P, volldimensional,
und sein Normalenféicher ist ¥. Dies liefert uns die Implikation (2)
= (3).

Wegen Korollar 1.11.8 und Proposition 1.9.26 folgt aus (3), dass
D = Dy, = Dp,)) ample ist.
Der Rest der Behauptung folgt mit Korollar 1.11.8. O

Beispiel 1.11.10. Die Divisoren aus Beispiel 1.11.5 sind also nicht
ample. Dagegen ist der Divisor D := —Kp, C [F; ample, siehe
Abbildung 1.4.

Ga [)3

Py

Abbildung 1.4: Der Hirzebruchfiacher ¥; und das Polytop Pp

Korollar 1.11.11. Genau dann, wenn es eine strikt konveze stiick-
weise lineare Funktion h € SF(X, N) gibt, ist Xx,. projektiv. In die-
sem Fall nennen wir auch den Fdcher ¥ projektiv.

Korollar 1.11.12 (Demazure). Ist Xy glatt, so ist D genau dann
ample, wenn D sehr ample ist.

Beweis. Sei D ample. Wegen Proposition 1.11.9 ist X der Norma-
lenficher von Pp und D = Dp,). Weil Xy glatt ist, ist auch Pp
glatt. Wegen Bemerkung 1.9.16 ist das Polytop Pp sehr ample. We-
gen Proposition 1.11.7 ist dann auch D = Dp,) sehr ample. [l
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1 Grundlagen der torischen Geometrie
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2 Auflosung von Singularitaten

Mit Hilfe der im letzten Kapitel gelegten Grundlagen werden wir
nun eine zentrale Fragestellung der algebraischen Geometrie verfol-
gen: die Auflésung von Singularititen. Dabei sucht man zu einer
beliebigen Varietdt X einen birationalen Morphismus X’ — X mit
bestimmten Eigenschaften, so dass X’ glatt ist. Dieses Problem
wurde schon in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhundert fiir singula-
re Kurven iiber C behandelt. In den Jahren 1939 und 1944 wurden
dann Singularitdten von Flichen und 3-dimensionalen Varietiten
von Oscar Zariski aufgelost. 1964 konnte Heisuke Hironaka schliefs-
lich die Existens einer Auflésung fiir beliebige Varietéten iiber ei-
nem Korper der Charakteristik 0 zeigen. Fiir positive Charakteristik
ist die Existenz einer Aufloung immer noch ein offenes Problem.
Fiir torische Varietdten kann man die Auflésung durch eine Un-
terteilung des zugehdrigen Féchers erreichen. Wir werden in die-
sem Kapitel mit Hilfe der existierenden Auflésung die Schwere von
Singularitaten torischer Varietdten untersuchen und konvexgeome-
trisch beschreiben.

Dazu sei X stets eine normale separierte d-dimensionale komplexe
Varietit. Diese Voraussetzungen sind insbesondere fiir torische Va-
rietdten erfiillt.

Eine Varietit X heilst
e faktoriell, wenn jeder Weil-Divisor ein Cartier-Divisor ist.
e global faktoriell, wenn jeder Weil-Divisor ein Hauptdivisor ist.

Eine Varietét ist genau dann faktoriell, wenn jeder lokale Ring
faktoriell ist. Eine affine Varietdt ist also genau dann global fakto-
riell, wenn der Koordinatenring ein faktorieller Ring ist.

Ist X eine global faktorielle Varietét, so folgt sofort Cl(X) =
Pic(X) = 0, und X ist faktoriell. Ist X faktoriell, so folgt zumindest
noch Pic(X) = CI(X). Hier gilt fir X = Xy mit der Bemerkung
nach Lemma 1.8.2: rang(Pic(X)) = |X(1)| — d.

Ein Weil-Divisor D C X heift
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2 Auflésung von Singularititen

o Q-Hauptdivisor, wenn es eine natiirliche Zahl n € N gibt, so
dass nD ein Hauptdivisor ist.

e Q-Cartier-Divisor, wenn es eine natiirliche Zahl n € N gibt
mit nD € CDiv(X).

Ein Q-Divisor ist ein Element von Div(X) ®7 Q.
Eine Varietdt X heifit

o Q-faktoriell, wenn jeder Weil-Divisor ein Q-Cartier-Divisor
ist.

e global Q-faktoriell, wenn jeder Weil-Divisor ein Q-Hauptdivisor
ist.

Proposition 2.1.13. Fir eine torische Varietdit X = Xyx sind
dquivalent:

(1) X ist faktoriell.

(2) X ist glatt.

(3) ¥ ist glatt.

(4) U, ist global faktoriell.

(5) Vs, ist ein Cartier-Divisor Vo € ¥.

Beweis. Wegen Korollar 1.8.7 sind (1) und (2) dquivalent. Wegen
Proposition 1.6.2 sind (2) und (3) dquivalent. Sei nun (3) erfiillt.
Dann gilt auch (1), und U, ist glatt und faktoriell. Wegen Propo-
sition 1.8.6 ist U, global faktoriell. Umgekehrt folgt aus (4), dass
U, faktoriell und glatt ist. Weil X von U,,o € ¥, iiberdeckt wird,
ergibt sich (2). Die Aquivalenz der Aussagen (1) und (5) gilt wegen
der Bemerkung 1.8.3. [

Proposition 2.1.14. Fiir eine torische Varietit X = Xy sind
dquivalent:

(1) X ist Q-faktoriell.
(2) 3 ist simplizial.
(3) U, ist global Q-faktoriell.

(4) V, ist ein Q-Cartier-Divisor Vo € 3.
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Beweis. Die torische Varietdt X ist wegen Bemerkung 1.8.3 genau
dann Q-faktoriell, wenn jeder Divisor V,,p € X(1), ein Q-Cartier-
Divisor ist. Dies beweist die Aquivalenz von (1) und (2). Weiter ist
dies mit Proposition 1.8.6 dquivalent dazu, dass es zu o € 3(d) eine
Zahl c € Z und m € M gibt, so dass auf U, gilt:

cV, = div(x™) = Z (m, uy)Vy,

p'€a(l)

d.h. (m,u,) = 0Vp' # p. Dies ist dquivalent dazu, dass es zu jedem
Kegel 0 € ¥ eine duale Vektorraumbasis zu {u, : p € o(1)} gibt,
d.h. jeder Kegel o € X ist simplizial. Somit sind auch (1) und (2)
dquivalent. Auferdem folgt aus (1) mit Proposition 1.8.6 schon (3).
Umgekehrt impliziert die Aussage (3) per Definition eines Cartier-
Divisors schon (1). O

Fiir die Auflésung von Singularitdten bendétigen wir noch eine
Eigenschaft des zugehorigen Morphismus:

Seien X und Y algebraische Varietiten. Ein Morphismus ¢ :
X — Y heilt abgeschlossen, wenn das Bild ¢(A) C Y jeder abge-
schlossenen Menge A C X in Y abgeschlossen ist.

Ein Morphismus ¢ : X — Y heiltt proper, wenn fiir jede Varie-
tdt Z und jeden Morphismus ¢ : Z — Y der Morphismus 7z im
folgenden Diagramm abgeschlossen ist:

X xy 7 —X X
o)
Z ; Y

Dabei bezeichnet X xy Z = {(z,2) € X x Z : p(z) = ¥(2)} das
Faserprodukt von X und Z iiber Y.

Ein Morphismus ¢ : X — Y ist genau dann proper, wenn be-
ziiglich der C-Topologie auf X und Y das Urbild von kompakten
Mengen auch wieder kompakt ist.

Seien X, Y zwei Féacher. Dann heilst ¥ eine Unterteilung von X,
wenn supp(X) = supp(X’) und jeder Kegel in 3 die Vereinigung
von Kegeln aus Y ist.
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2 Auflésung von Singularititen

Proposition 2.1.15 (|Dan78|, 5.6). Ein Morphismus torischer Va-
rietiten Xsy — Xy st genau dann proper, wenn das Urbild von
supp(X) unter dem zugehirigen Fdcher-Morphismus der Trdger
supp(X') ist. Insbesondere ist ein birationaler Morphismus genau
dann proper, wenn der zugehdrige Fdachermorphismus eine Unter-
tetlung 1st.

Eine Varietdt X heifst vollstindig, wenn der Morphismus ¢ : X —
Y proper ist, wobei Y ein Punkt ist.

Die Varietdt X ist genau dann vollstandig, wenn X beziiglich der
C-Topologie kompakt ist.

Korollar 2.1.16. Fine torische Varietdit Xx, ist genau dann voll-
standig, wenn thr Fédcher X vollstindig ist.

Beweis. Die torische Varietdt Xy ist wegen Proposition 2.1.15 ge-
nau dann vollsténdig, wenn der Triger supp(X) das Urbild der Null-
abbildung, also Ng ist. ]

Definition 2.1.17. Eine Auflésung von Singularititen von X ist
ein proper birationaler Morphismus f : Y — X, wobei Y eine glatte
Varietit ist.

Die abgeschlossene Menge £ C Y, auf der f kein lokaler Isomor-
phismus ist, heifit exzeptioneller Ort der Auflésung. Da X normal
ist, ist die Codimension von f(F) C X mindestens 2. Ist X Q-
faktoriell, so ist E die Vereinigung von Primdivisoren (vgl. [Deb01],
1.40).

Definition 2.1.18. Seien X = Xy und X' = Xy torische Va-
rietdten, wobei man ¥’ aus ¥ durch eine Folge von Unterteilungen
und Loschungen von Kegeln enthélt. Dies entspricht einer torischen

birationalen Abbildung f : X’ --» X. Die Transformierte eines ir-
reduziblen Divisors D C X mit DN Ty # () sei D' = DN Ty.

Ist zum Beispiel 7 : X’ — X die Projektion einer Aufblasung
von X, so ist die Transformierte von D C X seine Aufblasung.

Sei f : X' — X ein Morphismus zweier normaler Varietdten
und D C X ein Q-Cartier-Divisor. Dann gibt es zu jedem Punkt
p € D eine Umgebung U C X und eine Zahl n € N, so dass
nD|y = div(g)|y mit g € C(U)*. Sei f* der Co-Morphismus auf
k[U]. Dann ist der Pullback-Divisor f*(D) von D der Q-Cartier-
Divisor, der lokal durch div(f*(g)) definiert ist.

Sei f: X" — X ein Morphismus zweier normaler Varietdten und
D C X ein irreduzibler Cartier-Divisor. Dann gilt D" C f*(D),
wobei D" die Transformierte von D in X' ist.
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Definition 2.1.19. Sei D C X ein Q-Cartier-Divisor einer norma-
len Varietat X. Weiter sei f : X’ — X ein birationaler Morphismus
und D’ die Transformierte von D. Ist

i=1

wobei Fi, ..., E, C X' die exzeptionellen Divisoren von f sind, so
heiftt die ganze Zahl a; € Z die Diskrepanz von D bei E;.

Sei X Q-faktoriell. Dann gibt es eine kleinste natiirliche Zahl
jix € N, so dass jx Kx ein Cartier-Divisor ist. Diese Zahl heifit der
Gorenstein-Index von X. Weiter sei f : Y — X eine Auflésung von
Singularitdten. Dann gilt

IxKy = f*(jxKx) + ZainEi

mit exzeptionellen Divisoren F;. Folglich gilt auch als Gleichung
von Q-Divisoren:

Ky = f"(Kx) + Z%Ez

Sind alle Diskrepanzen a; echt positiv, so hat X terminale Singulari-
titen. Sind alle Diskrepanzen a; nicht negativ, so hat X kanonische
Singularitidten. Sind alle Diskrepanzen a; grofer als —1, so hat X
log terminale Singularitdten.

Die Positivitit der Diskrepanzen hingt nicht von der gewdhlten
Auflésung ab. Somit sind obige Begriffe wohldefiniert. Dies wollen
wir uns fiir torische Varietiten verdeutlichen, indem wir die Diskre-
panzen hier explizit berechnen:

Proposition 2.1.20. Es set X = Xy eine Q-faktorielle torische
Varietit und X' = Xy die Varietdt zu einer Unterteilung X' des
Fichers . Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit set D = D,, C
X ein Cartier-Divisor und Dy C X' seine Transformierte unter
f: Xsy — Xx. Dabei ist h € SF(X,N) und h' € SF(¥X', N). Dann
qilt

Dy = D)+ Y (h ) = () )V,

peX/(1

Beweis. Die stiickweise lineare Funktion h € SF(X, N) sei auf o €
Y(d) durch m, € M gegeben. Dann gilt mit Lemma 1.8.2 und der
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2 Auflésung von Singularititen

Bezeichnung aus Gleichung (2.1)

> aV, = (Dw)lg-w, = £ (D)0,

peX’(1)
pCo
:—Zh/upv—l-f(Zhup > S
peX’(1 pea(l
pCU
= Z h/(up)Vp—i—f*( Z <mg,up>Vp> .
pEX’(1) pea(l) 7
pCo
= - Z W (wp)V, + fH(div(xX™))| 10,
peX’(1)
pCo
= > (o) — W)V,
peX’(1)
pCo
= Z (h (u,) — h( up)>V
peX'(1
,DCO‘
Durch Vergleich ergibt sich die Behauptung. ]

Korollar 2.1.21. Sei X = X5 eine torische Varietdt und Kx ein
Cartier-Divisor mit zugehoriger stickweisen linearen Funktion h €
SF(3,N). Dann gilt

Ky =f"Ex+ Y  (h(u,) -1V,
pET/(1\S(1)

Insbesondere hat jede Q-faktorielle torische Varietit log terminale
Singularitdten.

Auferdem hingt die Positivitdt der Diskrepanzen nicht von der Auf-
losung ab, d.h. gibt es eine Aufisung, so dass alle Diskrepanzen
positiv sind, so ist dies bei jeder glatten Auflosung der Fall.

Beweis. Dies erkennt man durch Ubergang zu einer gemeinsamen
glatten Verfeinerung der beiden glatten Fécher. ]

Sei o0 C Ny ein spitzer Kegel, dessen Strahlen von den primitiven
Vektoren uy, ..., u, € N erzeugt werden. Dann heift der Kegel o

e terminal, wenn conv(0,uq,...,u,) NN = {0,uy,...,u,}, und
U, ..., Uy, in einer Hyperebene enthalten sind.

e kanonisch, wenn conv (0, uy, ..., u,)NN\{0} C aff(ui, ..., u,),
und uq, ..., u, in einer Hyperebene enthalten sind.
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Ein Facher heifit terminal bzw. kanonisch, wenn jeder Kegel des
Féchers terminal bzw. kanonisch ist.

Es gelten also die Implikationen
Y glatt = X terminal = X kanonisch.

Beispiel 2.1.22. Der Kegel {(z,y) € Q*: z,y > 0} C (Z?%)q ist
terminal, der Kegel {(z,y) € Q? : y? < z%,x > 0} C (Z?)g ist
kanonisch.

0O 0o 0 0 © 0o 00 0 O
o o 0 ©O o o© o o
o o o 0 o o
o o o © 0o o
0O 0 0 0 O O 0 0 9 0

Abbildung 2.1: Ein terminaler und ein kanonischer Gitterkegel

Korollar 2.1.23 (|Rei80]). Ein Kegel o ist terminal (bzw. kano-
nisch), wenn U, bei V, eine terminale (bzw. kanonische) Singula-
ritdt hat. Insbesondere hat X genau dann terminale (bzw. kano-
nische) Singularititen, wenn jeder Kegel o € ¥(d) terminal (bzw.
kanonisch,) ist.

Beweis. Dies folgt mit der Proposition 2.1.20. m

Hat die Varietat X hochstens terminale Singularititen, so gilt
mit dem Hauptsatz aus [Rei83b] codim(X)sn, > 2. Weiter gilt die
sogenannte Adjunktionsformel:

Proposition 2.1.24 (|Rei87]). Sei D C X eine glatter Divisor
einer Varietat X mit hochstens terminalen Singularititen. Dann

Definition 2.1.25. (1) Sei 0 C Ny ein spitzer Gitterkegel, des-
sen Strahlen von wuy,...,u, erzeugt werden. Dann heifit
shed(o) := conv(0, uy, ..., u,) die Hitte von o.

(2) Sei X ein vollstandiger Féacher. Dann heifst

shed(X) := [ shed(o)

cex(d)

die Hiitte von X..

57



2 Auflésung von Singularititen

Abbildung 2.2: Eine Hiitte und ihr Dach

(3) Das Dach roof(X) von ¥ ist der Rand von shed(X).

Bemerkung 2.1.26. Ein Kegel 0 = (uy, ..., u,) ist also genau dann
terminal (bzw. kanonisch), wenn wuq,...,u, in einer Hyperebene
H C Ng liegen, und shed(c)NN = {0, uy, ..., u,} (bzw. (shed(c)\H)
NN = {0}) gilt.

Proposition 2.1.27. Sei ¥ ein vollstindiger Fdcher und X =
Xs.. Dann st Kx genau dann ein Q-Cartier-Divisor, wenn das
Dach von shed(X) flach iber jedem Kegel o € ¥ ist, d.h. ist 0 =
(Ug, ..., u,) € X(k), soist conv(uy,...,u,) in einem affinen (k—1)-
dimensionalen Untervektorraum von Ng enthalten.

Beweis. Sei Kx ein Q-Cartier-Divisor und o = (uy, ..., u,) € 3(k).
Dann gilt wegen Proposition 1.8.6 auf U,:

n

ciVui =—cKy =div(y™) = Z(m, i)V,
i=1

i=1

mit ¢ € N;m € M. Deswegen ist (m,u;) = c Vi € {1,...,n}, d.h.
Uy, ..., Uy, liegen in einer Hyperebene.

Ist umgekehrt das Dach von X iiber jedem Kegel 0 = (ug,...,
u,) € X flach, so gibt es eine Zahl ¢ € N und ein m € M, so
dass (m,u;) = ¢ Vi € {1,...,n}. Daher ist —cKx = > ¢V, =
Yo (myu)V,, = div(x™) auf U,. Da dies fiir jeden Kegel gilt, ist
Kx ein Q-Cartier-Divisor. O

Definition 2.1.28. Sei X eine glatte Varietét. Dann heift p, (X) :=
dimT'(X,nKy) der n-te Plurigenus von X. Der erste Plurigenus
heifit auch geometrisches Geschlecht von X.

Sei X eine glatte Varietdt. Die Folge

(dimT'(X,nD))

neN

wichst wie ein Polynom in n. Sein Grad wird mit (X, D) bezeich-
net. Speziell fir D = Ky heift x(X) := k(X, Kx) die Kodaira-
Dimension von X.
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Sei nun X eine beliebige algebraische Varietdt (iiber C). Dann
gibt es wegen dem Theorem von Hironaka eine Singularitdtenauflo-
sung f: X' — X. Wir definieren nun (X)) := x(X’) die Kodaira-

Dimension von X.

Stimmen fiir eine Varietit X die Kodaira-Dimension und die Di-
mension der Varietét iiberein, so nennt man die Varietdt vom all-
gemeinen Typ.

Bemerkung 2.1.29. Die Plurigenera von X und einer Auflosung
f X' — X sind im Allgemeinen verschieden. Sie stimmen aber
iiberein, falls X und X’ héchstens terminale Singularitdten haben.
Hier erzeugt ndmlich der Riickzug von Differentialformen einen Iso-
morphismus I'( X, nKx) = I'( X', nKx/).

Deswegen ist die Kodaira-Dimension einer vollstdndigen Varietit
X wohldefiniert und eine birationale Invariante, die unabhéngig von
der Auflosung f: X' — X ist.
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3 Das Minimal Model Program
fiir torische Varietaten

In diesem Kapitel geht es um das Minimal Model Program, ein im-
mer noch aktuelles Problem der birationalen Geometrie, das wohl
kurz vor seinem Abschluss steht. Fiir torische Varietdten ist es al-
lerdings dank des Artikels [Rei80] gut zu verstehen.

Die ersten drei Abschnitte legen die bendtigten Begriffe und Grund-
lagen bereit. Im vierten Abschnitt wird mehr zum Minimal Model
Program gesagt als dies in den obigen Zeilen getan wurde. Die wei-
teren vier Abschnitte behandeln dann das torische Minimal Model
Program. Diese Abschnitte orientieren sich am Artikel “Decompo-
sition of Toric Morphisms” von Miles Reid [Rei80] und am Buch
“Introduction to the Mori program” von Kenji Matsuki [Mat02].

3.1 Das Schnittprodukt

Sei C' C X eine vollstandige irreduzible glatte Kurve auf einer nor-
malen Varietdt X. Dann ist jedes Linienbiindel auf C' wegen Ab-
schnitt 1.11 von der Form Ox (D) mit genau einem D € Pic(C).
Ein Vertreter D’ € CDiv(C) der Klasse D ist von der Form D’ =
>, a;P; mit endlich vielen Punkten P, € C. Dabei ist die Zahl
deg(Ox (D)) := deg(D’) := >_,a; € Z unabhéngig vom Vertreter
D' (|[Har77|, 11.6.10) und heift der Grad des Linienbindels bzw. des
Diwvisors.

Sei nun D € CDiv(X) ein Cartier-Divisor und C C X eine
vollstandige irreduzible Kurve mit Normalisierung ¢ : ¢ — C.
Der Grad des Linienbiindels ¢*Ox (D) auf der Kurve C’ heit das
Schnittprodukt von D und C' und wird mit D - C' € Z bezeichnet.

Bemerkung 3.1.1. (1) Fiir Divisoren D, D’ € CDiv(X) und eine
irreduzible vollstdndige Kurve C gilt (D+D')-C =D -C +
D-Cund D-C=D"-C,falls D~ D'

(2) Das Schnittprodukt ldsst sich also auch auf Pic(X') definieren
und einfach auf die Menge der Q-Cartier-Divisoren Pic(X)g
fortsetzen.
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

(3) Ist D C X ein Divisor und C' C X eine irreduzible vollstandi-
ge Kurve mit DN C = (), so ist ¢*Ox (D) das triviale Biindel
auf C" und deswegen D - C' = 0.

(4) Ist X = Xy eine torische Varietdt und w € X(d — 1) eine
Wand, so braucht man fiir das Schnittprodukt eines Cartier-
Divisors mit der Kurve V,, keine Normalisierung, da V, = P!
glatt und insbesondere normal ist.

Proposition 3.1.2 (|CLS91], 6.2.8). Sei X = Xy, w=0N0o’ mit
o,0" € ¥(d) und D € CDiv(X) ein Cartier-Divisor. Die stiickweise
lineare Funktion hp sei auf o bzw. o’ durch my,, my € M gegeben.
Auflerdem sei u,r € o' NN ein Vektor mit Hohe 1 dber lin(w). Dann
qilt

D -V, = (my — My, uy).

Korollar 3.1.3. Sei ¥ simlizial und X = Xx. Dann gilt V, -V, =
d(u,,w), falls (p,w) € 3(d), und V,-V,, = 0, falls p und w in keinem
gemeinsamen Kegel von ¥ enthalten sind. Dabei ist d(u,,w) € N
der Abstand des Vektors u, von lin(w).

Beweis. Seio = (p,w) € ¥(d) und w = oNo’. Dann ist m, = 0 und
lin(w) = mZ. Mit Proposition 3.1.2 folgt nun V, -V, = (m,, uy/) =
d(u,,w). Bei der zweiten Aussage ist m, = my, = 0 und somit

Vv, -V, =0. O

Ein Cartier-Divisor D € CDiv(X) heift nef oder numerisch ef-
fektiv, wenn D - C' > 0 fiir alle irreduziblen vollstindigen Kurven
C C X gilt.

Proposition 3.1.4. Sei D € CDiv(Xy). Dann sind aquivalent:
(1) D-V,>0Vwe X(d—1).
(2) D ist basispunktfrei.
(3) D ist nef.

Beweis. Wegen den Bemerkungen 1.8.3 und 3.1.1(1) konnen wir
annehmen, dass D torusinvariant ist. Die Eigenschaft (1) ist wegen
Proposition 3.1.2 dquivalent zu (m, — my/, uy,r) > 0 mit zwei be-
nachbarten Kegeln 0,0’ € 3(d) und den dortigen Bezeichnungen.
Dies ist genau dann der Fall, wenn (m,,u.) > (m,,ul) = hp(u).
Wegen Proposition 1.11.2(3) ist dies dquivalent zu der Tatsache,
dass hp konvex ist, was wiederum mit Proposition 1.11.4 zu (2)
dquivalent ist.
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3.2 Der Mori-Kegel

Sei nun D basispunktfrei, d.h. fiir jeden Punkt p € X gibt es einen
globalen Schnitt s des Linienbiindels Ox (D) mit s(p) # 0. Sei nun
¢ : C'" — C die Normalisierung einer vollstindigen irreduziblen
Kurve C' C X. Dann ist auch ¢*(Ox (D)) = Oc(D') mit einem
basispunktfreien Divisor D’ C C". Ein globaler Schnitt von O¢/(D’)
sei durch f € I'(C”, D) gegeben. Dann gilt D' ~ D' +div(f) > 0
und somit

D - C = deg(¢"(Ox(D))) = deg(Ocr(D")) = deg(D') > 0.

Da dies fiir jede irreduzible vollstindige Kurve C' gilt, ist D nef.
Aus der Eigenschaft (3) folgt offensichtlich wieder (1). O

3.2 Der Mori-Kegel

Ein Cartier-Divisor D € CDiv(X) heikt numerisch trivial, wenn
D - C =0 fiir jede irreduzible vollstindige Kurve C' C X gilt.
Zwei Cartier-Divisoren D, D" € CDiv(X) heiken numerisch dquiva-
lent, wenn ihre Differenz numerisch trivial ist. Wir schreiben hierfiir
D=D.

Proposition 3.2.1. Fir zwei Cartier-Divisoren D, D’ einer tori-
schen Varietit Xx, gilt D = D’ genau dann, wenn D ~ D',

Beweis. Ist D ~ D', so folgt mit Bemerkung 3.1.1(1) auch D = D".
Sei nun also D = D’ und F := D — D'. Fiir jede Wand w =
oNao € X(d—1) sei u,y € 0’ wie in Proposition 3.1.2. Dann gilt
0=F- -V, = (m, — my,uy). Weil m, — m,, auf dem (d — 1)-
dimensionalen Raum lin(w) und auf u, ¢ lin(w) senkrecht steht,
folgt m, = m,,. Daraus folgt m := m, Vo € 3. Also ist

D = D+E=D+ Z (m,u,)V,
peEX(1)
182 prg div(x™) ~ D'
]

Sei im Folgenden stets f : X = Xy — Xy = A ein proper tori-
scher Morphismus. Die von den irreduziblen vollstindigen Kurven
C C X, die durch f kontrahiert werden, erzeugte freie abelsche
Gruppe wird mit Z;(X/A) bezeichnet. Ein Element Z € Z,(X/A)q
heifst 1-Zykel von X/A.

Sei nun Y eine weitere Varietdt mit einem Morphismus g : Y —
A, und ¢ : X — Y ein Morphismus, so dass f o @ = g. Der von
¢ erzeugte Gruppenhomomorphismus ¢, : Z;(X/A) — Z;(Y/A)
heikt der Push-Forward-Morphismus von .
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

Lemma 3.2.2. Sei f : X — Y ein Morphismus, D € CDiv(Y) ein
Cartier-Divisor und C' C X eine irreduzible vollstindige Kurve, die
unter f kontrahiert wird. Dann gilt f*(D)-C = 0.

Beweis. Sei D' ~ D, so dass D' N f.(C) = (. Dann gilt wegen
der Projektionsformel (vgl. [Har77|, A1) f*(D)-C = D - f.(C) =
D" f.(C)=0. O

Das Schnittprodukt lidsst sich fortsetzen zu einer Abbildung
Pic(X)g x (Z1(X/A))g — Q. Zwei Klassen Dy, Dy € Pic(X) heifsen
dann numerisch dquivalent, wenn Dy - Z = Dy - Z NZ € Z1(X/A)
gilt. Dadurch werden N'(X/A) := Pic(X)g/ =321 Pic(X)g und
Ni1(X/A) := (Z1(X/A))p/ = zu dualen Vektorrdumen.

Proposition 3.2.3. Ist ¥ ein simplizialer Ficher und X = Xy, so
kinnen wir Ni(X) mit dem Raum aller Relationen der primitiven
Erzeuger u, der Strahlen p € 3(1) identifizieren.

Beweis. Fiir m € M gilt 0 ~ div(y™) '&? >, (m, u,)V,. Hieraus
folgt mit Bemerkung 3.1.1(1): 0 = (m, >_ (V, - C)u,) fiir jedes C €
N1(X). Da dies fiir jedes m € M gilt, ist somit _ (V, - C)u, =0
die gesuchte Relation.

Sei nun umgekehrt > , apt, = 0 eine Relation zwischen den primi-
tiven Erzeugern der Strahlen von Y. Wir betrachten die Linearform
¢ Pic(X)g — Qi >, ¢V, = >, apc,. Weil Ni(X) und Pic(X)q
duale Vektorrdume sind, gibt es ein C' € Ny(X), so dass ¢ ge-
rade durch C' gegeben ist, d.h. (3 ¢,V,) - C =} a,c,. Hieraus
folgt a, =V, - C Vp € X(1), d.h. 3 a,u, = 0 ist die Relation zu
C € Ni(X). O

Definition 3.2.4. (1) Der Kegel {[D] € N'(X/A): D = D’ mit
D’ relativ nef} € N'(X/A) aller Klassen von nef Cartier-
Divisoren von X/A wird mit Nef(X/A) bezeichnet. Ist A ein
Punkt, so schreiben wir stattdessen auch Nef(X).

(2) Der Kegel {[C] € Ni(X/A) : C = > a;Ci,a; > 0} C
N1(X/A) der effektiven 1-Zykel von X/A wird mit NE(X/A)
bezeichnet. Sein Abschluss NE(X/A) heift der Mori-Kegel
von X/A.

Ist A ein Punkt, schreiben wir stattdessen auch NE(X) bzw.
NE(X).

Ein Cartier-Divisor D € CDiv(X) ist also genau dann nef, wenn
D € NE(X)Y, d.h. Nef(X) = NE(X)V.
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3.3 Projektive Morphismen

Lemma 3.2.5. Es gilt NE(X) = Nef(X)V.

Beweis. Nach vorangehender Bemerkung ist der Kegel Nef(X) als
Dual eines Kegels abgeschlossen. Also gilt auch Nef(X) = NE(X).
Daraus folgt NE(X) = NE(X)" = Nef(X)Y, da der Doppeldual
eines Kegels der Abschluss des Kegels ist. O

Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf NE(X)V, indem wir
fir Dy, Dy € NE(X)Y genau dann D; = Dy schreiben, wenn die
zugehorigen Polytope Pp, und Pp, den gleichen Normalenficher
haben. Die Aquivalenzklassen von = sind Kegel. Die somit erhalte-
ne Unterteilung des Kegels NE(X)Y heit Oda-Park-Unterteilung
[OPY1].

Das folgende Ergebnis wird z.B. in [Rei83a[, [Mat02] oder [CLS91]
als das “Toric Cone Theorem” bezeichnet:

Theorem 3.2.6 (Reid). Sei f: X — A ein proper torischer Mor-
phismus zu einer Unterteilung X' O X. Weiter sei X wvollstindig.
Dann st

NE(X/A) = NE(X/A) = > Q0 - V]
wes! (d—1)\B(d—1)

ein abgeschlossener polyhedraler Kegel.

Beweis. Sei K 1=} v 1151 Q>0 - [Vo]. Dann gilt offensicht-
lich K € NE(X). Wegen Proposition 3.1.4 gilt Nef(X) = K. Des-
wegen ist

3.2.5 J—

NE(X) *Z° Nef(X)" = KW = K C NE(X) C NE(X),

d.h. NE(X) =NE(X) = K. O

3.3 Projektive Morphismen

Definition 3.3.1. Ein Morphismus f : X — Y heiltt projektiv,
wenn es eine abgeschlossene Einbettung ¢ : X — P" x Y gibt, so
dass f = wor, wobei m: P" x Y — Y die kanonische Projektion ist.

P*xY
X 7 Y
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

Proposition 3.3.2. Eine Varietit X ist also genau dann projektiv,
wenn der Morphismus X — x auf einen Punkt x projektiv ist.

Beweis. Die Varietdt X ist genau dann projektiv, wenn es eine
Einbettung X — P" mit n € N gibt. Wegen P" x x = P" ist dies
aquivalent dazu, dass X — x projektiv ist. ]

Proposition 3.3.3 (Torisches Chow Lemma, vgl. [Dan78|). Sei
X = Xy, vollstindig. Dann gibt es einen proper birationalen Mor-
phismus Xy — Xx zu einer Unterteilung X' von X, so dass Xsy
projektiv ist.

Beweis. Wegen Korollar 1.11.11 reicht es, eine strikt konvexe Funk-
tion h € SF(N,Y’) auf einer Unterteilung >’ von 3 anzugeben.
Die Menge {lin(w) : w € ¥(d — 1)} schneidet aus Ng einen voll-
standigen Facher Y aus, der eine Unterteilung von X ist. Zu jeder
Wand w € ¥(d — 1) gibt es eine Linearform m(w) € M, so dass
lin(w) = m(w)*. Wir definieren die stiickweise lineare Funktion

hiN@ I Q
noe = Y ()l
wed(d—1)
Dann gilt

hin+n) = — > [(m(w),n+n)] (3.1)

we(d—1)
> = > (Im@). )]+ [mw),m)]) (32)

weX(d—1)
= h(n) + h(n'), (3.3)

d.h. h ist konvex. Es reicht noch zu zeigen, dass fiir zwei benach-
barte Kegel 0,0’ € ¥'(d) und n € o\o', n’ € o'\o die Gleichheit
nicht erfiillt ist. Sei also w = o0 N o’ € ¥'(d — 1). Dann gilt ohne
Beschréinkung der Allgemeinheit (m(w),n) > 0 und (m(w),n’) < 0.
Angenommen, die Gleichheit in (3.2) ist erfiillt. Dann gilt fiir die
Wand w:

(mw),n—n) = (m(w),n) = (m(w),n’

, )
= [(m(w), )|+ [(m(w),n)|
)

w

(
D im(w), n+ )|

(m(w),e(n + n'))

mit e € {£1}. Also gilt n(1—¢)+n'(—1—¢) € lin(w). Doch hieraus
folgt n € w oder n' € w, ein Widerspruch. O
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3.3 Projektive Morphismen

Proposition 3.3.4 (Kleiman-Kriterium). Sei D C X ein Cartier-
Divisor der projektiven torischen Varietdt X. Dann ist D genau
dann ample, wenn D - C > 0 VC € NE(X)\{0} oder (dquivalent
dazu) D -V, >0 VYw € X(d —1).

Beweis. Der Mori-Kegel NE(X) wird wegen Theorem 3.2.6 von den
torusinvarianten Kurven V,,,w € ¥(d—1), aufgespannt. Wegen Pro-
position 3.1.2 ist D -V, > 0 &quivalent zu (m, — mg,us) > 0.
Hierbei ist w = o N o’ und hp auf o durch m, gegeben. Weiter
ist mit Proposition 1.11.2 genau dann (mg, uy) > (M4, Uy), wenn
hp strikt konvex ist, was wegen Proposition 1.11.9 zu der Tatsache
dquivalent ist, dass D ample ist. Il

Also ist der Kegel der amplen Divisoren einer Varietdt X im Nef-
Kegel Nef(X) enthalten.

Die relative Version des Kleiman-Kriteriums 3.3.4 und gleichzei-
tig ein Spezialfall von Proposition 3.3.5 ist:

Proposition 3.3.5. Ein Morphismus f : X — Y zweier tori-
scher Varietditen ist genau dann projektiv, wenn es einen Divisor
D € CDiw(X) gibt mit D - C > 0 fir jede Kurve C, die unter f
kontrahiert wird.

Korollar 3.3.6. FEs sei Y/ eine Unterteilung des Fachers . Dann
st der Morphismus Xsy — Xy, genau dann projektiv, wenn es einen
Divisor D € CDiv(Xs/) gibt mit D -V, > 0 fir jede Wand w €
¥/(d —1), die nicht in einer Wand von ¥(d — 1) enthalten ist.

Ist f projektiv, so ist f auch proper (|[Har77|, 11.4.9).

Proposition 3.3.7. Seien ¢ : X — Y und ¢ : Y — Z projektive
Morphismen. Dann ist auch ¢V o ¢ : X — Z projektiv.

Beweis. Weil ¢ projektiv ist, gibt es eine Einbettung ¢, : X —
Y x P, so dass my o 13 = . Genauso gibt es eine Einbettung
Ly 1Y — ZxP", sodass 0L = 1. Weitersei ¢ : Y xP™ «— ZxPV
die Segre-Finbettung mit ¢y verkniipft. Dann erfiillt A := 104 :
X — Z x PN die Bedingung 7z 0 A = ¥ o, d.h. 1o ist projektiv.

/ ><l Py

Y x p™ 7 x Pn
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Korollar 3.3.8. Ist Y eine projektive Varietit und ¢ : X — Y ein
projektiver Morphismus, so ist auch X projektiv.

Beweis. Da Y projektiv ist, ist der Morphismus Y — Z auf einen
Punkt Z projektiv wegen Proposition 3.3.2. Nach Proposition 3.3.7
und nochmals Proposition 3.3.2 ist dann auch X projektiv. O

Beispiel 3.3.9. Sei X die Aufblasung von Y in einem Punkt und
7 : X — Y die Projektion. Dann ist X abgeschlossen in P! x YV
und somit 7 projektiv.

Korollar 3.3.10. Sei f : X — A ein proper torischer Morphismus
zu einer Unterteilung X' D Y. Dann ist [ genau dann projektiv,
wenn NE(X/A) ein spitzer Kegel ist.

Beweis. Der Morphismus f ist wegen Korollar 3.3.6 genau dann
projektiv, wenn es einen Divisor D C X gibt mit D -V, > 0 fiir
alle Wénde w € ¥'(d — 1), die nicht in einer Wand von 3(d — 1)
enthalten sind. Mit Theorem 3.2.6 ist dazu dquivalent, dass D auf
allen Erzeugern von NE(X/A) positiv steht. Dies ist dann und nur
dann moglich, wenn NE(X/A) keine Gerade enthilt, d.h. NE(X/A)
ist spitz. ]

Proposition 3.3.11. Sei f : X — A ein proper Morphismus und
A projektiv mit amplem Cartier-Divisor D € Pic(A). Dann gilt

Z e NE(X) = f*(D)-Z>0

und
Z € NE(X/A) <= f*(D)-Z=0.

Daraus folgt, dass NE(X/A) eine Seite von NE(X) ist.

Beweis. Wegen der Bemerkung vor Proposition 3.2.3 kénnen wir
ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass der Divisor
D nicht supp(f(Z)) enthélt. Dann gilt auch Z ¢ f*(D). Mit der
Projektionsformel (vgl. [Har77], A1) folgt f*(D)-Z = D- f.(Z). Weil
D ample ist, folgt mit dem Kleiman-Kriterium 3.3.4: f*(D)-Z >0
mit Gleichheit genau dann, wenn f(Z) ein Punkt ist, d.h. Z €
NE(X/A). O

Sei f: X — Y ein projektiver Morphismus. Dann heifst ein Q-
Cartier-Divisor D € Pic(X)g

o relativ nef fir f, falls D - C > 0 fiir jede Kurve C, die unter
f kontrahiert wird.
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3.4 Das Minimal Model Program

e relativ ample fir f, falls D-C > 0 fiir jede Kurve C, die unter
f kontrahiert wird.

Ein torischer Morphismus f : X — Y ist also genau dann projek-

tiv, wenn es einen relativ amplen Q-Cartier-Divisor D € Pic(X)g
fiir f gibt.

3.4 Das Minimal Model Program

Da die Aufblasung einer projektiven Varietéit eine birationale Ab-
bildung ist, ist klar, dass jede Aquivalenzklasse von birational dqui-
valenten projektiven Varietdten unendlich viele Vertreter hat. Die-
se haben alle sehr dhnliche Eigenschaften. Ziel des Minimal Model
Program (MMP) ist es nun, wenn mdoglich einen geeigneten Ver-
treter einer solchen Aquivalenzklasse zu finden, und die Relationen
zwischen verschiedenen Vertretern zu verstehen.

Im Fall von Kurven ist das MMP einfach: In jeder Aquivalenz-
klasse gibt es (bis auf Isomorphie) genau eine glatte Kurve:

Theorem 3.4.1 ([Ful89], Kap. 7). Zwei glatte projektive Kurven
sind genau dann birational dquivalent, wenn sie isomorph sind.

Diese Kurve nehmen wir als geeigneten Vertreter. Hier kénnen
wir die Aquivalenzklassen durch den Grad des kanonischen Divisors
beschreiben. So erfiillen zum Beispiel rationale Kurven, d.h. zu P!
isomorphe Kurven, deg(K¢) = 0, elliptische Kurven deg(K¢) =1
und hyperbolische Kurven deg(K¢) = 2.

Auch im Flichen-Fall gibt es in jeder Aquivalenzklasse einen glat-
ten Vertreter, da wir durch Aufblasungen von singuldren Varietéiten
birational zu glatten Varietdten iibergehen konnen. Allerdings ist
dieser glatte Vertreter nicht eindeutig. Um diese Willkiir zu ver-
meiden, entstand die Idee, den Prozess der Aufblasungen riickgén-
gig zu machen. Deswegen betrachtet man Kontraktionen von (—1)-
Kurven, d.h. Kontraktionen von Kurven C mit C? :=C-C = —1:

Theorem 3.4.2 (Castelnuovo). Sei X eine glatte Fliche und C' C
X eine glatte rationale Kurve mit C?* = —1. Dann g¢ibt es einen
birationalen Morphismus ¢ : X — Y auf eine glatte Fliche Y, so

dass ¢ die Aufblasung eines Punktes von Y mit exzeptionellem Ort
C C X st

Auf diese Weise erhélt man nach endlich vielen Schritten ent-
weder eine glatte Flache X, so dass jeder birationale Morphismus
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

X — Y auf eine weitere glatte Fliche Y schon ein Isomorphis-
mus ist, oder eine sogenannte Regelfiiche, eine Fliche, die bira-
tional Aquivalent zu P! x C' mit einer glatten Kurve C ist. Die
Fliche X im ersten Fall wurde klassisch Minimal Model genannt.
Die Flache im zweiten Fall besitzt eine Faserung auf eine niedrig-
dimensionalere Varietdt. Deswegen wird sie Mori fibre space ge-
nannt. Beispiele hierfiir sind P! x P! (mit Faserung auf P') und P?
(mit Faserung auf einen Punkt). Diese sind birational dquivalent,
weil sie beide den zweidimensionalen dichten Torus enthalten, aber
nicht isomorph. Im Gegensatz zum Minimal Model ist die Wahl des
Vertreters einer Regelfliche also nicht eindeutig.

Ist die Kodaira-Dimension der Ausgangsfliche negativ, erhalt man
durch den Algorithmus von Castelnuovo eine Regelfliche. In allen
anderen Fillen erhélt man ein eindeutiges Minimal Model. Aufer-
dem lésst sich jeder proper birationale Morphismus hier als Folge
von Aufblasungen darstellen.

Diese Ideen wurden in der ersten Hailfte des letzten Jahrhunderts
von Guido Castelnuovo, Federigo Enriques und Francesco Severi
verwirklicht und fithrten spater zur Enriques-Kodaira-Klassifikation
von algebraischen Fléichen.

Die Kontraktion von (—1)-Kurven macht aber nur fiir Flichen
Sinn. Denn nur hier stimmt der Begriff des Divisors und des 1-
Zykels iiberein. Um ein Analogon des MMP fiir héhere Dimensionen
zu bekommen, muss man das Theorem von Castelnuovo 3.4.2 in ei-
nem anderen Licht sehen. Die dort benutzten (—1)-Kurven C' C X
erfiillen wegen der Adjunktionsformel 2.1.24 und —2 = deg(Kp1) =
deg(K¢) die Bedingung Kx - C' < 0. Der Algorithmus von Ca-
stelnuovo bricht ab, wenn es keine solche Kurve mehr gibt. Dann
ist also Kx nef. Man konnte somit dquivalent eine glatte Fliche
X als Minimal Model definieren, wenn Ky nef ist. Diese Definition
macht nun in jeder Dimension Sinn. Die Idee des Mori-Algorithmus
fiir eine beliebig-dimensionale glatten Varietdt X ist, alle Kurven
C C X mit Kx-C < 0 zu kontrahieren. Dabei tauchen zwar kanoni-
sche und terminale Singularitdten auf, der Algorithmus funktioniert
aber auch in der Kategorie von Varietdten mit diesen Singularité-
ten. Man bekommt somit die moderne Definition eines Minimal
Models:

Definition 3.4.3. Sei X eine projektive Varietdt. Dann heifst eine
projektive Varietdt Y ein Minimal Model von X, wenn X und Y
birational dquivalent sind, Y hochstens Q-faktorielle terminale Sin-
gularitdten hat und Ky ein nef Q-Cartier-Divisor ist.

Die projektive Varietdt Y heifst Canonical Model von X, wenn X
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und Y birational dquivalent sind, Y héchstens kanonische Singula-
ritdten hat und Ky ein ampler Q-Cartier-Divisor ist.

Aufser der neuen Kategorie von moglichen Singularitdten braucht
man nun noch eine sogenannte Flip-Transformation. Dieser neue
Ansatz heiftt das Minimal Model Program oder Mori-Program.
Diese Ideen wurden 1980 bis 1988 fiir 3-dimensionale Varietéiten von
Xavier Benveniste, Herb Clemens, Yujiro Kawamata, Janos Kollar,
Yoichi Miyaoka, Shigefumi Mori, Miles Reid, Vyacheslav Shokurov,
Shuichiro Tsunoda, Eckhart Viehweg und anderen verwirklicht.

Von 2005 bis 2008 konnten Caucher Birkar, Paolo Cascini, Chri-
stopher Hacon, James McKernan und andere zeigen, dass in be-
liebiger Dimension Varietdten vom allgemeinen Typ ein Minimal
Model haben.

Definition 3.4.4. Eine irreduzible Varietit X heifst rational, wenn
es eine birationale Abbildung P4 --s X gibt.

Alle torische Varietiten der selben Dimension sind birational
dquivalent und rational, weil sie den selben dichten Torus enthalten.
Ihre Kodaira-Dimension ist negativ, weshalb das MMP fiir torische
Varietdten kein Minimal Model finden kann. Zum Beispiel sind die
rationalen Flachen torische Varietdten. In der von mir betreuten
Zulassungsarbeit [Sen10| wird u.a. gezeigt, dass diese isomorph zu
P? oder zu einer Hirzebruchfliche F,, a € N, sind. Beide haben
eine Projektion auf P'. Dafiir kann man fiir torische Varietéten mit
Hilfe eines einfachen kombinatorischen Algorithmus den Mori fibre
space finden. Dies ist Bestandteil des restlichen Kapitels.

3.5 Kontraktion von Divisoren

Notation 3.5.1. Im Folgenden betrachten wir simpliziale vollstin-
dige Féacher ¥ in Ng. Sei w = 04N og1 € X(d — 1) eine Wand mit
zugehoriger Kurve V,, & P wobei 04,0411 € 3(d). Wir bezeichnen

die Erzeuger der Strahlen von w mit uq, ..., us_1. Die Erzeuger der
noch fehlenden Strahlen von o4 und 04,1 seien ug und ug, ;. Dann
erfiillen die d + 1 Vektoren uy, ..., u4+1 eine Relation

d+1

Z a;U; = 0

i=1

mit ag.1 = 1. Daraus folgt auch a; > 0. Es ist genau dann a; < 0
(bzw. a; = 0, a; > 0), 7 € {1,...,d — 1}, wenn 04U 0441 in einer
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a,>0

a<0 a 2>0

a,>0

Abbildung 3.1: Der Ursprung befindet sich hinter der Seite.

Umgebung von (uq,...,U;,...,us—1) konvex (bzw. flach, konkav)
ist.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei

a; < O0firie{l,... a},
a; = Ofirie{a+1,...,8} und
a; > O0firie{f+1,...,d+1}.

Dabei ist 0 < o < f < d+ 1. Weiter sei A(w) = (uq, ..., uq41) und
U(w) - <u17 ceey U, UBy1,y - - - 7ud+1> C A(w)

Lemma 3.5.2. Sei X ein vollstindiger simplizialer Féacher und p €
Y(1),w € X(d—1). Dann gilt

(1) V, -V, =0, falls u, & {uq, ..., uas1}
(2) Vu, - Vo >0, falls i € {d,d + 1}.

(3) V. - Vo = a;V

Ud+1

V., fallsi € {1,...,d}.

Statt der Normierung a4.1 = 1 kann man also auch die Normie-
rung a; = V,, - V,, benutzen.

Beweis. (1) Ist u, & {ui,...,uq41}, so folgt p & stern(w) und
wegen Korollar 3.1.3 V, -V, = 0.

(2) Dies folgt aus Korollar 3.1.3.

(3) Sei nun i € {1,...,d} und v; € My eine Linearform auf Ny,
so dass (v;,u;) = 6;; Vj € {1,...,d}. Dann gibt es ein ganzes
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Vielfaches m = cv; € M von v;, und es gilt

0 ~ div(x™) = Z c(vi, up)V,

peX(1)

- c(Vui + (i, Ug1) Vgs + Z (v;, up>Vp).

péoa(1)Uogy1(1)

Mit 0 = <?}Z', Zd+1 ajuj) =a; + ad+1(v,~, Ud+1> fOlgt schlieflich

=1
a; = —<Ui,ud+1§ und mit (1) Vul . Vw = aiv . Vw- [

Ud+41

Die Kurven V,,, V,» zweier Winde w,w’ € 3(d—1) sind in N;(X)
also genau dann numerisch dquivalent, wenn die zugehorigen Koef-
fizienten a4, ..., ayy1 aus Notation 3.5.1 iibereinstimmen. Beziiglich
der Identifizierung 3.2.3 und obiger Notation gilt somit in N;(X) :

NE(X) = Z @20 . [a1u1 + ...+ aquy + ag+1Ug+1 +...+ ud+1].
weX(d—1)

Im Folgenden identifizieren wir eindimensionale Seiten Qs - [V,)]
des Mori-Kegels NE(X/A) mit obiger Relation.

Lemma 3.5.3. (1) Es gilt

@ d+1
Aw) = Uai = U o;,
i=1 i=6+1
wobei ; = (U, ..., Uy ..., Ugr1) C Aw).

(2) U(w) ist eine Seite von A(w) und ist genau dann spitz, wenn
a #0.
Beweis. (1) Sei & = S5 zu; € A(w) mit ; > 0, und sei 3 <

j <d+1,so0dass 2 = min;. g 2. Dann ist
J i

d+1 d+1
X N
T = E Titl; — — g a; € (Ur, ..., Ujy ..., Ugs1),
i=1 4 =

dh.xe€o; C Uf:;H ;. Genauso zeigt man A(w) = |J;_, ;.
(2) Esist A(w) C {Zfill ziu; » x; > 0Va <i < f}und U(w) =
Aw)N{z; = 0 Va < i < G} Im Fall a = 0 ist ugyy =
> p<i<a(—ai)u; mit negativen Koeffizienten. Deswegen ist hier
U(w) = (fugy1, ..., tug) = lin(ugiy, ..., ug). O
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

Unter einem Extremalstrahl verstehen wir im Folgenden eine ein-
dimensionale Seite von NE(X/A). Ein Mori-Extremalstrahl ist eine
eindimensionale Seite R € NE(X/A) mit Kx - R < 0.

Theorem 3.5.4. Sei R ein Fxtremalstrahl von NE(Xs). Dann sind

a,f und Ug := U(w) unabhingig von w € R, und es gilt o; €

Y(d)Vie{s+1,...,d+ 1}. Weiter definieren die Winde
Si(d—1) = 5(d — D)\R

etnen Facher X%, allerdings mit moglicherweise nicht spitzen Ke-

geln. Dabei ist jeder volldimensionale Kegel o € Y75 (d)\X(d) von

der Form A(w),w € R.

o Ist a =0, soist Xg:=X},/Ur ein simplizialer Ficher.

o Ist =1, soist X := X}y ein simplizialer Ficher.

+ 4 u4
e
0 u,
®
u,
.
+ 9, U,

Abbildung 3.2: In obigen Bildern ist w eine Wand eines 3-
dimensionalen Féchers. Der Ursprung im linken Bild befindet sich
hinter der Seite.

Es gilt dim Uiz =2 und a =1 bzw. dim Ui = 1 und o = 0.

Korollar 3.5.5. Die elementare Kontraklion pr: Xy — ngé, die
alle Kurven C' € R kontrahiert, ist ein torischer Morphismus.

Die Teilmengen A und B von Xs und Xs-, auf denen op kein
Isomorphismus ist, entsprechen den Kegeln (uy, ..., us) € 3(a) und
Ur € Sh(d+a—p). Also gilt dim(A) = d—«a und dim(B) = f—a.
Gilt o = 1, so nennen wir die Transformation pr Kontraktion eines
Divisors.
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3.5 Kontraktion von Divisoren

Beispiel 3.5.6. Sei X’ = Xy die Aufblasung von X = Xy, in einem
Punkt. Der zusétzliche Strahl 3'(1)\X(1) sei p € 0 € X(d) mit
primitivem Erzeuger u € N. Auferdem sei o = (uq, ..., uy). Dann
sind die Winde w = (u, uq,...,4;, ..., uq) dquivalent und erfiillen
a = 1. Die Transformation ¢y, ist die Projektion 7 : X' — X.

Bevor wir Theorem 3.5.4 beweisen konnen, brauchen wir noch
eine Voriiberlegung und eine Proposition, in der wir schon einen
Teil des Theorems zeigen.

Sei ¥ ein simplizialer Facher und o € ¥(d — 2) der Schnitt der
Winde wi,...,ws € B(d —1). Zu m € M N (lino)* ist div(x™)]|y,
ein Divisor der algebraischen Flache V,. Dann gilt also

S

0~ div(x™)|y, = Z Crmeo; Vo, - (3.4)

=1

Dabei stimmt das Vorzeichen von ¢, ,, € Z mit (m,w;) iiberein.
Also ist x™|y, auf V,, genau dann Null, wenn (m,w®) > 0 ist.

Proposition 3.5.7. Sei X ein vollstindiger simplizialer Fdcher
und R ein Ezxtremalstrahl von NE(Xy) sowie w € R.

(1) Firie {f+1,...,d—1} gilt oy := (uqy,..., U ..., Ugs1) €

X(d), und die Winde w} := (uy,..., U, .., Ugr1) und Wi :
(Upy .oy Uy ooy Ugy Ug1) Sind zu w dquivalent, d.h. wi, Wi €
R.

(2) Firi e {a+1,...,3} gibt es genau ein u, € X(1), so dass
der Stern von X in o; = (U1, ..., Uiy ..., Ug—1) € 2(d—2) aus
den Kegeln 04,0441,0,, 0y, € 3X(d) und ihren Seiten besteht,
und es gilt W) = (uy, ..., U,ul, ..., uq_1) € R.

Abbildung 3.3: Der Ursprung befindet sich jeweils hinter der Seite.
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

Abbildung 3.4: Es gilt a; = ay = 0 und U(w) = (us, uy).

Beweis. Sei ¢ > o und wie im Beweis von Lemma 3.5.2 v; € M
mit (v;,u;) = 6;; Vj € {1,...,d}. Ebenso sei m € M ein ganzes
Vielfaches von v;. Weiter sei 7; := (uq, ..., U, ..., uq—1) € X(d—2).
Dann ist also m € M N (lin7;)*, und w ist die einzige Wand in 3(d —
1), die 7; enthélt und (m,w°®) > 0 erfiillt. Nach der Gleichung (3.4)
ist V,, eine positive Linearkombination von all den Kurven V,,, die
0; C w; und (m,w?) < 0 erfiillen. Weil R aber ein Extremalstrahl
von NE(X) ist, folgt hieraus schon, dass diese Wande w; auch in R
sind. Wir beweisen nun die beiden Aussagen der Proposition:

(1) Gilt i > 3, soist fiir ' = (uy, ..., Ujy ..., Ugs1):
(m,w") < 0 und somit w’ € R. Daraus folgt 0 < V,,,, - V.,
= Vi, * Ver. Dies ist wegen Lemma 3.5.2 nur dann mog-

lich, wenn o; € ¥(d). Das gleiche gilt fiir " := (uq,...,u;,
oy Uy Udgr ).

(2) Weil ¥ ein Ficher ist, gibt es eine Wand o’ € ¥X(d — 1) mit
(m,w) < 0und 7; C ', dh. " = (uyg,...,U,ul, ... ug_1)
mit einem u; € N. Aus (m,w”) < 0 folgt w € R. Dies im-
pliziert wie in (1) wieder V,, - Vo > 0,Vy,,, - Vv > 0 und
erneut wegen Lemma 3.5.2 o)}, 0, € X(d). Hieraus folgt die
Eindeutigkeit von w’. ]

Beweis von Theorem 3.5.4. Seiw € R. Dann gilt {u1, ..., Uq, Ugi1,
coougn )y ={u=w,: peX(1),V, R # 0} nach Lemma 3.5.2.
Somit gilt fiir W’ € R:

AW = (U1, Uas Uy gy Uy Ugs1, - - -, Udy1)

mit u; € ¥(1), aber U(w) = U(w') =: Ug.

Wegen Proposition 3.5.7 ist 0; € X(d) fiir allei € {1,...,d — 1},
und sowieso 04,0441 € 2(d).
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3.6 Flips

Nach Lemma 3.5.3 haben alle Kegel A(w),w € R, die gemein-
same Seite Ur. Weiter ist wegen Proposition 3.5.7 .z A(w) eine
konvexe Umgebung von Ug. In beiden Féllen von Proposition 3.5.7
besteht O (|, Alw)) aus Seiten von X, da A(w) = Uiss Qi Au-
ferhalb von J .z A(w) stimmen ¥(d — 1) und X% (d — 1) iiberein,
weshalb auch X3, ein Ficher ist. Fiir o € X5(d)\Xg(d) gilt wegen
Proposition 3.5.7 0 = A(w) mit w € R.

Sei nun o = 0. Dann ist jeder Kegel o € ¥%(d) von der Form
o= (uy,...,ug, £ugy,...,tuqg) = (F-Simplex) x Ug, wobei Ug C
Ng ein Untervektorraum ist.

Im Fall @ = 1 gilt uy = Y05 | “u; mit % > 0 Vi > 3. Daher

ist A(w) = (ug, ..., ugy1) simplizial. O

3.6 Flips

Sei ¢ : X --» X' eine rationale Abbildung, die in Codimension
1 ein Isomorphismus zweier Q-faktorieller vollstandiger Varietiten
ist. Dann sind die Vektorriume N'(X) und N'(X’), und damit
auch Ny(X) und N;(X’), zueinander isomorph.

Sei im Folgenden o > 2 mit den Bezeichnungen aus dem letzten
Abschnitt. Dann gilt > . (—a;)u; = Zbﬂ a;u;, und wegen Lemma
3.5.3(1):

1<a

A(w) = U o; = U ;. (3.5)
i<a >0
Dies liefert zwei simpliziale Unterteilungen von A(w). Der Uber-

gang von X zu Xj macht aus der zweiten Unterteilung den nicht-
simplizialen Kegel A(w).

vy L)
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

Theorem 3.6.1. Sei ¥/ die simpliziale Unterteilung von X%, durch
die erste Gleichung aus (3.5), und sei p : X' 1= Xz — Y =1 Xgx
der zugehdrige torische Morphismus. Dann ist ' projektiv und ein
Isomorphismus in Codimension 1. Wir bezeichnen mit 1 : X --»
X' den Ubergang von X zu Y, d.h. ¢ = @'~ o @p.

A

Beweis. Die neuen Wénde von ¥’ sind von der Form w;; := (uq, ..

Uiy Uj, . .., Ugyr) Mit 1 <4 < j < a. Diese sind dquivalent zu —w.
Daher ist V,, - V.o > 0 fiir jede neue Wand ' € ¥/(d — 1). Wegen
Korollar 3.3.6 ist ¢ ein projektiver Morphismus. ]

Die Abbildung v aus Theorem 3.6.1 heifst Flip.
Sei p der Strahl

Q>0 (Z(—ai)m) = Qo (Z au> .

i<a >0

Dann liefert die baryzentrische Unterteilung von A(w) bei p eine
gemeinsame Unterteilung > von 3 und ¥’ und somit ein kommu-
tatives Diagramm:

3.7 Terminalitat

Proposition 3.7.1. Sei X ein vollstindiger Féicher und X = Xx.
Weiter sei Kx ein Q-Cartier-Divisor und w € 3(d— 1) eine Wand.
Dann gilt genau dann Kx -V, <0 (bzw. =0, > 0), wenn shed(X)
in einer Umgebung eines Punktes p € w® N roof(X) streng konvex
(bzw. flach, streng konkav) ist.

Beweis. Sei w =01 Noy € X(d— 1) mit 0y,09 € X(d). Wegen Pro-

position 2.1.27 ist das Dach von oy in einer Hyperebene der Form
{r € Ng : (m,x) = ¢} enthalten. Dann gilt in einer Umgebung
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3.7 Terminalitat

Abbildung 3.5: Kx -V, <0 bzw. Kx -V, > 0.

von V,, :
KX - - Z Vu
'UE(O’1UO’2)(1)
1
~ — Z Vu+zdiv(xm)
u€(o1Uo2)(1)
_ (m, u)
Y vy y dmiy
uE(o’lLJO'Q)(l) ueol(l) UE(O'Q\O'l)(l)
_ (m, )
e R T
u€(o2\o1)(1) u€(o2\01)(1)
- ¥ (M_1> V.
C
u€(oz2\o1)(1)

Der Divisor Zue(@\gl)(l) <<mc’“> — 1> )V, ist also genauso wie Ky ein

Q-Cartier-Divisor. Ist das Dach von o3\oy im Halbraum {z € Ny :
(m,x) > ¢} enthalten, so ist er zusétzlich effektiv. Wegen Korollar
3.1.3 folgt Kx-V,, > 0. In diesem Fall ist shed(X) in einer Umgebung
eines Punktes p € w°® Nroof(X) streng konkav. Die anderen beiden
Fille folgen analog. O

Korollar 3.7.2. Sei X ein vollstindiger Facher, X = Xy, und Kx
ein Q-Cartier-Divisor. Dann ist —Kx genau dann ample, wenn
shed(X) ein konvezes Polytop mit den Seiten roof(¥) N shed(o), o €
>, ist. In diesem Fall nennen wir X eine torische Fano-Varietdt
und X einen Fano-Fdcher.

Beweis. Wegen Proposition 3.3.4 ist — K x genau dann ample, wenn

Kx -V, < 0Vw € X(d — 1) gilt. Mit Proposition 3.7.1 folgt die
Behauptung. O
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

Abbildung 3.6: Da das Dach nicht konvex ist, heifft das Restaurant
nicht Fano, sondern Faros.

Proposition 3.7.3. Sei X = Xy, eine projektive Q-faktorielle to-
rische Varietit und R € NE(X) ein Mori-Extremalstrahl, so dass
wr eine birationale Abbildung ist. Kontrahiert g einen Divisor, so
setzen wir X1 = X g wie in Theorem 3.5.4. Ansonsten definieren
wir Xy wie in Theorem 3.6.1. Mit der Bezeichnung aus Abschnitt
3.5 ist dann conv(uy, ... uqrq1) ein d-Simplez, und es gilt

shed(3q) = shed(X)\ (U conv(uy, . . . ,ud+1)> :

wEeR

Beweis. Nach Proposition 2.1.14 ist X simplizial. Mit den Bezeich-
nungen aus Abschnitt 3.5 gilt

shed(A(w)) = U shed (o),
i>p+1

und roof(X) Nshed(A(w)) besteht aus Simplizes der Form conv(u,
coy Uy uge),t € {1, ..,d 4+ 1} Wegen Kx - R < 0 treffen
sich zwei dieser Simplizes im spitzen Winkel. Insbesondere liegen
{u,...,uqs1} nicht in einer Hyperebene. Dann ist shed(A(w)) =
conv (0, uq, ..., ugp1) und somit conv(uy, ..., uqe1) C shed(X).

Ist pr eine Kontraktion eines Divisors, so gilt wegen Theorem
3.5.4: shed(X;) = shed(X)\conv(ui,...,ugsr1) und hier speziell
conv(uy, . .., Uar1) = Uyepconv(u, ..., ugyr).

Ist ¢r eine Flip-Transformation, so ist Kx - (—R) > 0, d.h.
shed(X;) ist iiber A(w) konkav. Somit kann man analog zeigen,
dass conv(uy, ..., ugr1) ¢ shed(X;). O
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3.8 Das Minimal Model Programm fiir torische Varietiten

Theorem 3.7.4. Sei pr : Xy — Xy, entweder eine Kontraktion
eines Divisors oder eine Flip-Transformation mit Kx - R < 0. Ist
> terminal, so ist auch Y1 terminal.

Beweis. Weil der Facher ¥ terminal ist, besteht shed(3X)NN wegen
Bemerkung 2.1.26 nur aus 0 und den primitiven Erzeugern von
¥(1). Wegen Proposition 3.7.3 ist shed(X;) C shed(3). Deswegen
besteht shed(X;)NN aus 0 und den primitiven Erzeugern von ¥ (1),
d.h. > ist terminal. O

3.8 Das Minimal Model Programm fiir torische
Varietaten

Theorem 3.8.1 (relative Version). Sei A eine projektive torische
Varietit und sei f : X — A ein projektiver torischer birationaler
Morphismus, wobei X nur Q-faktorielle terminale Singularititen
hat. Dann gibt es eine Folge von torischen birationalen Abbildungen,

X=Xj--=X,——-=-—->X;, =52 >V
f1 fr=g
f=fo \ h
A

wobes

(1) S ein relatives Minimal Model fir X — A ist, d.h. S hat
Q-faktorielle terminale Singularititen, g - S — A st ein pro-
jektiver birationaler Morphismus, und Kg ist relativ nef fiir

g.

(2) V ein relatives Canonical Model fir X — A ist, d.h. V hat
kanonische Singularititen, h : V. — A st ein projektiver bi-
rationaler Morphismus, und Ky st relativ ample fiir h.

(3) wenn A nur Q-faktorielle terminale Singularititen hat, so gilt

S=V=A.

(4) alle Varietiten X; nur Q-faktorielle terminale Singularitdten
haben, und f; : X; — A ein projektiver Morphismus Vi €
{0,...,k} ust.

(5) die birationalen Abbildungen X; --+ X; 1 entweder elementa-
re Kontraktionen og, oder Flips mit zugehdrigen Mori-Extre-

malstrahlen R; € NE(X;/A) sind.
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3 Das Minimal Model Program fiir torische Varietaten

Beweis. Sei ¥ der vollstéindige Ficher zu A und X eine Untertei-
lung von ¥, so dass f : X = Xy — A der gemiR Proposition
2.1.15 zugehorige proper birationale Morphismus ist. Zu jedem Ex-
tremalstrahl R € NE(X/A) und w € R ist w € ¥(d — 1) nicht
in einer Wand von ¥ enthalten. Somit ist X r auch eine Untertei-
lung von f], und fi : Xy = Xy, — A ist wegen Proposition 2.1.15
proper. Nach Korollar 3.3.8 ist X projektiv und wegen Korollar
3.3.10 ist der Kegel NE(X/A) spitz. Also gibt es einen Divisor D
mit {V, € Ni(X/A) : D-V, = 0} N NE(X/A) = R. Ist nun
vr : X — X die zugehorige Transformation, so gibt es einen Divi-
sor Dy € Xy, so dass ¢5(D1) ~ D. Also gilt fiir alle w € Xi(d —1),
die nicht in 3 enthalten sind, und somit insbesondere w ¢ R erfiil-
len:

D1 . V(_Iu = D1 . (QOR>*(VW) = (P}(-‘.{(Dl) . Vw =D. Vw > 0.

Wegen Korollar 3.3.6 ist f; projektiv.

Nun habe X Q-faktorielle terminale Singularitidten und Ky sei
beziiglich f nicht relativ nef, d.h. ¥ ist terminal und simplizial,
und es gibt eine Wand w € X(d — 1), die nicht in 3 enthalten
ist, so dass Kx -1V, < 0. Dann gibt es auch einen Extremalstrahl
R € NE(X/A), so dass Kx - R < 0. Mit den Fichertransformatio-
nen aus den Theoremen 3.5.4 und 3.6.1 erhalten wir eine birationale
Abbildung X --+ X, wobei X; — A auch wieder projektiv ist, und
X1 wegen Theorem 3.7.4 hochstens terminale Q-faktorielle Singu-
laritdten hat. Dies beweist (4).

Allerdings ist shed(X;) € shed(X). Ebenso ist (1) C (1),
weshalb es nur endlich viele Méglichkeiten fiir 3; gibt. Folglich hat
nach endlich vielen Schritten die Varietdt X, = S die Eigenschaft
(1). Da Kg beziiglich fr = g : S — A relativ nef ist, ist X wegen
Proposition 3.7.1 entlang der Winde w € Xi(d — 1), die nicht in
einer Wand von(d — 1) enthalten sind, nicht konvex.

Im Folgenden beseitigen wir auch noch all die Wénde w € ¥ (d—
1), die nicht in X(d — 1) enthalten sind und Kg -V, = 0 erfiillen.
Dadurch erhalten wir einen Ficher ¥;,. Dieser ist zwar im Allgemei-
nen nicht mehr simplizial und terminal, aber kanonisch: Das Dach
roof(X;) N o iiber jedem Kegel o € %(d) ist entweder flach oder
konkav. Deswegen ist m ein konvexes Polyeder. Die Kegel, die

seine beschrinkte Facetten aufspannen, erzeugen den Ficher ¥j.
So hat V := Xy, die Eigenschaft (2).

Sei nun ¥ terminal. Weil shed (%) No fiir o € ) konkav ist, kann
es keinen Strahl p € 3;(1)\X(1) geben, d.h. 3;(1) = X(1). Wenn ¥
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3.8 Das Minimal Model Programm fiir torische Varietiten

zusitzlich simplizial ist, folgt hieraus schon ¥; = 3. Dies beweist
die Eigenschaft (3). O

Theorem 3.8.2 (absolute Version). Sei X eine projektive tori-
sche Varietdt mat hochstens Q-faktoriellen terminalen Singulariti-
ten. Dann gibt es eine Folge von birationalen torischen Abbildungen
und eine Faserung

X:XO__>X1__>"‘__>Xk:SLZ.
Dabei gilt:

(1) Der Morphismus v ist eine Fano-Faserung, d.h. —Kg ist re-
lativ ample, und es ¢ilt dim Z < dim S.

(2) Alle Varietiten X; sind projektiv und haben nur Q-faktorielle
terminale Singularitditen.

(8) Die birationalen Abbildungen X; --+» X1 sind entweder ele-
mentare Kontraktionen von Divisoren g, oder Flips mit zu-
gehérigen Mori-Extremalstrahlen R; € NE(X;).

Beweis. Sei X der Féacher zu X. Dann gibt es eine Wand w €
¥(d — 1), so dass das Dach roof(X) bei w konvex ist. Wegen Pro-
position 3.7.1 gilt dann Kx -V, < 0. Also gibt es mindestens
einen Extremalstrahl R € NE(X), so dass Kx - R < 0 gilt. Er-
fiillt eine Wand zu R mit Notation 3.5.1 a = 0, so erhalten wir
eine Fano-Faserung. Sei nun also ¢ ein birationaler Morphismus
vr + X --+ Xj. Da X projektiv ist, ist der Mori-Kegel NE(X)
mit Korollar 3.3.10 spitz. Also gibt es einen Divisor D C X mit
MV, e N(V): D-V,=0}NNE(X) = R. Es gibt einen Divisor
D, C Xy, so dass ¢5(D1) ~ D. Also gilt fiir alle w € YXg(d — 1),
also insbesondere w € R: Dy - V!, = o5(D1) -V, =D -V, > 0. We-
gen Proposition 3.3.4 ist D; ample, d.h. X; ist projektiv, und hat
wegen Theorem 3.7.4 hochstens terminale Q-faktorielle Singularita-
ten. Dies beweist (2). Allerdings ist shed(Xg) € shed(X) und somit
Vol(shed(Xg)) < Vol(shed(X)). Folglich endet dieser Prozess nach
hochstens Vol(shed(Xg)) vielen Schritten mit einer Faserung. [
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4 Mori-Transformationen am
Facher und am Polytop

In diesem Kapitel betrachten wir die Mori-Transformationen des
letzten Kapitels rein kombinatorisch. Dabei werden wir im ersten
Teil durch ihre Anwendung auf einen Facher mit bestimmten Ei-
genschaften eine Teilmenge der Strahlen erhalten, so dass der von
diesen Strahlen aufgespannte vollstindige Féacher die gleichen Ei-
genschaften in noch verscharfter Form besitzt. Im zweiten Teil wih-
len wir ein Polytop und betrachten seinen Normalenficher. Wir
untersuchen, wie man schon am Polytop den Typ einer Transfor-
mation ablesen kann und welche Winde des Féachers zu numerisch
dquivalenten nef Kurven gehoren.

4.1 Teilfacher

In diesem Abschnitt werden wir das folgende Theorem beweisen:

dbv ov st simplicial mit honvoren Oischer.
%MW%W

dov elaikt v wna die Tbd
W?WWD# (Sf/mzﬂém
&@WWW v-disnensionalen

Etwas formaler bedeutet dies:

Theorem 4.1.1. Sei X ein simplizialer projektiver terminaler d-
dimensionaler Facher. Dann gibt es eine Teilmenge {uy, ..., ugi1}
der Menge aller primitiver Erzeuger von 3(1), d' < d, so dass
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

: d'+1
(1) uy,...,ugy1 einen Unterraum erzeugen, d.h. S ¢ | a;u; = 0

mit a; > 0, und

(2) {u1,...,ugs1} einen terminalen projektiven Fano-Ficher er-
zeugt. In Abschnitt 6.1 werden wir noch zeigen, dass es davon
nur endlich viele gibt, weshalb dann auch die Koeffizienten a;
beschrinkt sind.

Dies ist ein Analogon zu folgender Proposition:

Proposition 4.1.2 ([Bat91|, 3.2). Sei ¥ ein projektiver glatter Fi-
cher. Dann gibt es eine primitive Teilmenge {uy, ..., uy} der Menge
aller Erzeuger von X(1), so dass uy + - -+ 4+ ux = 0 gilt.

Beweis. Wegen Korollar 1.11.11 gibt es eine strikt konvexe stiick-
weise lineare Funktion h' € SF(X, N). Sei h := —h' € SF(X, N).
Weil ¥ vollstindig ist, gibt es Erzeuger wq,...,u,, von Strahlen
von Y und natiirliche Zahlen a4, ..., a, > 0, so dass aju; + --- +
amty, = 0 gilt. Unter allen Teilmengen der Erzeuger von (1)
mit dieser Eigenschaft sei uy, ..., u,, eine Teilmenge, so dass r :=
arh(uy) + -+ + aph(uy,) minimal ist. Offensichtlich sind uy, . . ., Uy,
nicht Erzeuger eines Kegels. Deswegen gibt es eine primitive Teil-
menge {Uy1), - .-, Uo(q) ) € {1,...,m}, 0 € ;. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit sei o = id. Sei uy+- - -+ uy, € (wy, ..., w,), wobei
wy, ..., w, Erzeuger von Strahlen von ¥ sind. Weil ¥ glatt ist, gibt
es by,...,b, € N, sodass u; +---+uy = bywy +- - - byw,. Somit folgt

r = ah(u)+---+ amh(um)

= (a; — D)h(uy) + - (aq — Dh(ug) + agr1h(uger) + -
+amh(u )+h(ul) + h(ug)

> (a1 — Dh(w) + ( = Dh(ug) + agrrh(ugsr) + -
+amh(ty,) + h(u1 + - Uq)

= (a1 — Dh(u) + ( — Dh(ug) + agirh(ugsr) + -+

+amh(tm) + by ( 1)+"‘+bph(wp>-

Die Vektoren uy, ..., Uy, wy, ..., w, erfiillen aber auch eine Relation
mit positiven Koeffizienten:

(a1 —Dur+- - -+ (ag—1)ugt+ag1tgr1+- - Famlm+biwi+- - -+byw, = 0.

Wegen der Minimalitdt von r folgt hieraus, dass alle Koeffizienten
dieser Relation 0 sind. Dann gilt also ay = --- =a,, =1, ¢ = m
und somit ist {uq,. .., u,} schon selbst primitiv. ]
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4.1 Teilfacher

Beweis von Theorem 4.1.1. Sei ¥ = 3(P). Wegen Theorem 3.8.1
gibt es eine Folge von Mori-Transformationen g , ..., ¢g,, die mit
Notation 3.5.1 alle ap, > 0 erfiillen und einer birationalen Abbil-
dung Xy --» Xy, --» -+ --» Xy, entsprechen, wobei ¥;,...,%,
simpliziale terminale Ficher sind. Dabei gilt Vol(shed(%;)) > --- >
Vol(shed(2,,)). Sei X’ die projektive torische Varietit zu X,,. Dieser
Prozess bricht nur dann bei X’ ab, wenn fiir jeden Mori-Extremal-
strahl R € NE(X') gilt: ag = 0.

Sei () :=shed(X,) C Ng. Es gibt eine (d — 2)-dimensionale Seite
s von @, so dass () bei s konvex ist. Seien Fi, Fy C @) zwei Facetten
von @), so dass s = F; N F;. Diese entsprechen Vereinigungen von
disjunkten Kegeln 0'2(1), 02-(2) € Y.(d), 1 € 1. Also gibt es eine Wand

w € X,(d—1), so dass w C (s). Weil @) bei s konvex ist, gilt nach
Proposition 3.7.1: Kx/ - [V,] < 0.

Ist R := [V,] eine Seite von NE(X’), so haben wir einen Mori-
Extremalstrahl gefunden. Ansonsten gibt es Extremalstrahlen R,
., R® von NE(X') und 0 < Aq, ..., A\ < 1 mit

k k

R=> NRY, Y N=1.
j 1

=1 =
Daraus folgt

k
> X(Kx - RY) =Ky - R <0,

=1

und es gibt mindestens ein 1 < ¢ < k, so dass R% ein Mori-
Extremalstrahl ist.

Somit haben wir in beiden Fillen einen Mori-Extremalstrahl R’ :=
[a1ug + - + agr1tgr1] = Vo] € NE(X') mit w = (uq,...,uq_1) €
Y,(d — 1) gefunden. Deshalb ist ap = 0, und es gilt 0 = a; =

- = ag,ag41, .- .,aq+1 > 0. Der simpliziale Facher ¥', der von
UB41, - - -, Ug+1 aufgespannt wird, ist also projektiv und Fano. Wir
zeigen nun noch, dass er auch terminal ist.

Loscht man alle Wénde o' € X,,(d — 1) mit V,, = V., so erhélt
man wegen dem Beweis von Theorem 3.5.4 eine Art Fécher X7 (d),
allerdings mit der Eigenschaft, dass jeder Kegel o € ¥ (d) von der
Form

0 = (Ugs1s- - -, Ugr1) X (B-Simplex) (4.1)
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

ist. Wegen (uq,...,ug—1,uq), (U1,...,Ug—1,Uqs1) € 2n(d) gibt es
keinen Strahl (u) € (ugt1, ..., Ua—1,Ua), (Ugs1s - - -, Ug—1, Uds1). An-
genommen es gibt einen Strahl (u) € ¥,,(1) mit primitivem Erzeu-
ger
u < <Uﬁ+1, . ,dj, R ,ud+1) N N\{u5+1, . ,ud+1}

fiir ein § < j < d. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei
(U, ugs1, ..., Uj, ..., uq) C o € X,(d). Die Wand von o, in der u
nicht enthalten ist, ist nicht zu w dquivalent, da in der zugehorigen
Relation u vorkommt. Sei nun w’ € o(d — 1) eine Wand, in der u
vorkommt. Aus

d+1 d IR
u = U = o;U; + o ( a~u~)
Z i Wi Z i Wi d+1 Qi Z i W
i=p+1 i=6+1 i=B+1
i#] i#]
d
= Z oyu; mit o # 0
i=B+1
folgt w;, ugy1 € lin(u, ugyq, ..., Uj,...,uqg) =: L. Der Kegel o N L ist
simplizial, (d — 3)-dimensional, und er enthélt die d — 3 Strahlen
U, UB41, - - -, Uy, ..., Uq. Deswegen gilt uj, ugy1 € o N L und somit

Uj, Ugr1 & o. Also kommen nicht beide in der Relation zur Wand
W' vor, und es gilt [V/] # [V,]. Damit ist jede Wand von ¢ auch
eine Wand in ¥} und somit o € X} (d). Dies ist ein Widerspruch
u (4.1). Also gilt shed(X') C shed(X,) C shed(X), und X' ist auch

terminal. O]

4.2 Mori-Transformationen am Polytop

Lemma 4.2.1. Sei X ein vollstandiger simplizialer Facher und w €
S(d — 1) eine Wand. Mit der Notation aus 3.5.1 sei Y00 au; = 0

die zugehdorige Relation. Dann gill fir R =[V,] € NE(X:E) :
d+1
K(Xz)'R<0 = Zai>0.
i=1
Fin Extremalstrahl R € NE(Xy) ist also genau dann ein Mori-

Extremalstrahl, wenn mit der Notation aus 3.5.1 gilt: Zjill a; > 0.

Beweis. Nach Proposition 3.7.1 gilt genau dann Kx,)-R < 0, wenn
das Dach von (uq, ..., uq.1) konvex bei w ist, d.h. es gibt 0 < A < 1
und by,...,b4—1 € Q mit Zf;ll b; < 1, so dass

d—1
(1 — )\)Ud + )\Ud+1 = Z b,uz
=1
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4.2 Mori-Transformationen am Polytop

Dies ist dquivalent zu

QL

A
1

%

A

Uq + Ud+1 = 0.

Durch Vergleich mit Notation 3.5.1 ist a; = —% firl<i<d-1
und somit

d+1 d—1
b 1—A
P= =Yy St
1 1-A
ST 41=0
> /\-i- \ + 0

]

Korollar 4.2.2. Sei Y ein vollstindiger simplizialer Fédcher. Dann
st X genau dann ein Fano-Fdcher, wenn

d+1

Zai(w) >0

fir jede Wand w € 3(d — 1) gilt. Dabei bezeichnen a;(w) die Koef-
fizienten der linearen Relation zur Wand w aus Notation 3.5.1.

Beweis. Der Facher X ist genau dann Fano, wenn — Ky, ample
ist, d.h. Kx,) -V, < 0 fiir alle w € ¥(d — 1) wegen Proposition
3.3.4. Mit Lemma 4.2.1 folgt die Behauptung. O]

Sei nun k£ C P eine Kante eines einfachen Polytops P C Mjy.
Der Normalenfiicher ¥(P) ist simplizial. Sei V,, die Kurve zu der
zugehorigen Wand w € X(P)(d —1). Um den Typ der Transforma-
tion ¢py,) zu bestimmen, miissen wir noch die Koeffizienten a; der

zugehorigen Relation
d+1

E a;u; = 0
=1

am Polytop ablesen konnen. Dazu identifizieren wir im Folgenden
Kanten mit ihren Richtungsvektoren.

Lemma 4.2.3. Sei P C My ein einfaches Gitterpolytop und k =
conv(v,w) C P(1) eine Kante mit v,w € P. Dann gibt es an v
bzw. w grenzende Kanten vq,...,vq_1 und wy,...,wq_1, S0 dass
die Facetten F; .= aff{k,v1,..., 05, ..., 041}, 1 € {1,...,d—1} die
Kante k als Schnitt haben. Weiter sei Fy := aff{vy,...,v4_1} und
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

Fii1 = aff{wy, ..., wq_1}. Der innere Normalenvektor von F; sei
mit u; € N bezeichnet. Dann gilt mit der Notation aus 3.5.1:
<vi7 ud+1>

<Uz‘7 Ui> '
Beweis. Aus .7 au; = 0 folgt fiivd € {1,...,d —1} : a;{v;, ;) +
<Ui7ud+l> = 0. ]

a; = —

Abbildung 4.1: Beispiel zu Korollar 4.2.4 mit a1, as > 0.

Korollar 4.2.4. Seii € {1,...,d—1}. Mit der Notation aus 3.5.1
ist a; genaw dann positiv (bzw. null, negativ), wenn die Summe des

Winkels zwischen w; und k und des Winkels zwischen k und v;
kleiner als 180° (bzw. gleich 180°, grofer als 180°) ist.

Beweis. Es gilt ﬂ?;},#i F; = aff{k,v;} und genauso ﬂ;l;i#i F; =
aff{k,w;}, weshalb k,v; und w; in einer Ebene F liegen. Dabei er-
fiillt w; die Bedingung (w;, ug41) = 0.

Wegen Lemma 4.2.3 ist sgn(a;) = —sgn((v;, ugy1)). Also ist a; genau
dann positiv, wenn der Vektor v; im Halbraum {x € E : (ugq1,x) <
0} liegt, d.h. der Winkel zwischen v; und wj ist spitz. Dies ist dqui-
valent dazu, dass die Summe des Winkels zwischen w; und £ und
des Winkels zwischen k£ und v; kleiner als 180° ist.

Die anderen beiden Félle folgen analog. [

Sei P ein einfaches Polytop und k € P(1) eine Kante. Dann heife
supp(k) ={F € P(d—1): kN F # 0} der Trager von k.

Wir untersuchen im Folgenden, welche Kanten zu numerisch dqui-
valenten Kurven gehdren:
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4.2 Mori-Transformationen am Polytop

Lemma 4.2.5. Sind ki # ko zwei Kanten eines einfachen d-dimen-
sionalen Polytops. Dann gilt genau dann |supp(ki) U supp(ks)| =
d+ 1, wenn conv(ky, ka) eine simpliziale Seite ist.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass [supp(k;)Usupp(ks)| = d+1
gilt. Es seien k; = conv(p;, ¢i), z e {1,2} und Ul), . Uc(121 die an

p; grenzenden sowie wgl), e ,wd_1 die an ¢; grenzenden Kanten.

Weiter seien

Fj@ = aﬂ'{kl-,vy),..., J(Z),. vd 1} Jje{l,. -1},

und Fd ,Féil die restlichen beiden Facetten aus supp(k;), so dass
pi € F . Wegen |supp(k;)| = d + 1 gibt es eine Permutation o €
Sqi1, so dass Fi( ) — Fﬁz) Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: kl N k?g 7é @
Sei also p; = po. Offensichtlich ist ks eine der Kanten v§ ), e
o). Also gilt ky € FIV\FY, und folglich F\" # F®),. Fiir
Jj < dgilt p; € .F'}(l)\]?clJrl und somit Fj(l) + Fﬁ)l. Hieraus
folgt o(d+1) = d+ 1. Wegen k; # ko ist auberdem o(d) # d.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei deswegen (1) = d.

Dann ist i
A= EY= (] F®
J=2 jFo=1(d)

eine einfache 2-dimensionale Seite, welche die Kanten k; und
ko enthalt. Es gilt

1 2 2
wg) = AﬁFd+1 AﬂFéJr)l—w()(d)

Also ist A = conv(ky, k) ein Dreieck mit dritter Seite w!".
Fa|| 2: kl N ]{72 @

Hier ist F ) ¢ {Fd : d+1} und genauso FdJrl ¢ {Fd : d+1}

Deswegen sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit o(1) = d,

0(2)=d+1und o(j) =5 Vje{3,...,d—1}. Dann ist

d—1 d—1
A=pPn(F=Pn(F?
=3 =3

eine einfache 3-dimensionale Seite, welche die Kanten k; und
ko enthélt. Es gilt

v = BVNANEY =FR nAanED =wl, ),
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

und genauso vél) = vf()d), wgl) = w((f(zi) und wél) = v((f(?i). Also
)

ist A = conv(ky, k) ein Tetraeder mit den Kanten kq, ko, vg ,

vél), wgl) und wél).

Sei nun conv(ky, ks) ein Simplex. Wir unterscheiden wieder zwei
Falle:

Fall 1: dim(conv(ky, ko)) = 2 mit Kanten kq, ko und ks.

Seien ko, k3, v1,...,v4_9 die Kanten, die an ko N k3 grenzen,
ky, ks, uq,...,uq_o die Kanten, die an k; N k3 grenzen und
ki, ko, wy, ..., we_o die Kanten, die an k; N k3 grenzen. Da-

bei liegen fiir j € {1,...,d — 2} die Vektoren k;,v;, w; und
ko, uj, w; und ks, uj;,v; jeweils in einer Ebene.
Der Trager von k; besteht aus den folgenden d 4 1 Facetten:

Abbildung 4.2: dim(conv(ky, k2)) = 2 und d = 3.

aﬁ'(kg,wl,...,wd_l)
aﬁ](kg,vl,...,’l)d,1>
aff(ky, ko, wy, ..., wy, ..., wa—1) Yy €{L,....,d—2}

aff(k:l, Wi, ... 7wd_1).
Der Trager von ko besteht aus den folgenden d + 1 Facetten:

aff(kl,wl, . ,U}d,1>
aff(k37u1, e ,Ud_l)
aff(kl,kg,wl,...,@,...,wd_l) V]G{l,,d—Q}

aﬂ(kg, Wi, ... ,wd,l).

Weil k3, u;, v; in einer Ebene liegen, gilt aff(ks, uq, ..., ug_1) =
aff(ks, v1,...,v4_1) und somit supp(k;) = supp(kz).

92



4.2 Mori-Transformationen am Polytop

Fall 2: dim(conv(ky, ks)) = 3.
Dieser Fall verlauft analog zu Fall 1. [

Korollar 4.2.6. Seien ki und ko zweir Kanten eines einfachen d-
dimensionalen Polytops P. Gilt |supp(ki) U supp(ks)| = d + 1, so
sind die zugehdrigen Kurven Vg, und Vi, in N1(Xp) dquivalent.

Beweis. Sei ajuy + - -+ + agr1uqr1 = 0 die Relation zur Kante k.
Wegen |supp(k;) Usupp(ks)| = d+1 ist die Relation zu ks entweder
die von k; oder (—aj)us + ...+ (—ags1)ugr1 = 0. Angenommen,
das Letztere wire der Fall. Da k; und ks wegen Lemma 4.2.5 in
einer simplizialen Seite enthalten sind, gibt es wegen Proposition
4.24¢einl1 <7 <d+ 1, sodass a; > 0 und —a; > 0. Dies ist ein
Widerspruch. Also sind beide Relationen gleich und die zugehorigen
Kurven in N;(Xp) dquivalent. O

Korollar 4.2.7. Sei P ein einfaches Polytop und A C P eine
simpliziale Seite. Dann sind die Kurven zu allen Kanten von A in
N1(Xp) zueinander numerisch dquivalent.

Beweis. Seien k; und ko zwei Kanten von A. Dann ist conv(ky, k2)
eine simpliziale Seite. Wegen Lemma 4.2.5 ist deswegen [supp(k;)U
supp(k2)| = d + 1 und somit wegen Korollar 4.2.6 die zugehdrigen
Kurven in N;(Xp) dquivalent. O

Definition 4.2.8. Sei Mg =V, ® V;_, mit zwei Q-Vektorrdumen
V., V. Weiter sei A = conv(ag,...,a,) C V, ein r-dimensio-
nales Simplex und F,..., P, C V,;_, Polytope. Ein Polytop P C
Mg heifit das kombinatorische Cayley-Polytop der Gitterpolytope
Py, ..., P, C Vy_, dber A, wenn P = conv(ag X Py, a1 X Py, ..., a, X
P,). In diesem Fall nennen wir P auch nur kombinatorisches Cayley-
Polytop iber A und bezeichnen es mit P = Py --- % P,.

Gilt A =2 A,, nennen wir Py x - - - x P, ein Cayley-Polytop.

Abbildung 4.3: Ein 3-dimensionales Cayley-Polytop

Proposition 4.2.9. Jedes d-dimensionale einfache kombinatori-
sche Cayley-Polytop C = Py x --- x P, ist ein kombinatorisches
Cayley-Polytop C' = Qo * -+ - Qs mit s > r und aff(Qy) = - =
aff(Qs).
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

Beispiel 4.2.10. Sei C = By P, = conv(0 x Fy,e; X P;) mit
Py = conv(0, eq,e3,e5 + €3) und P; = conv(0, e3). Dann ist zwar
C' ein einfaches Cayley-Polytop mit aff(Py) # aff(P;), aber es gilt
C = Qo*Q1xQ2 = conv(0 x Qp,e1 X Q1,62 X Q2) mit Qp = Q1 =
Q2 = conv(0, e3).

Lemma 4.2.11. Sei A = conv(ag,...,a,) C V, C Mg ein d-
Simplex und P = Pyx---% P, ein kombinatorisches Cayley-Polytop
tber A mit Py, ..., P, C Vy_,.. Hierbei seien V,. und Vy_, zwei Q-
Vektorrigume mit Mo =V, ® Vy_, und m: Mg — V, die kanonische
Projektion. Weiter sei I C {0,...,r}.

Dann gibt es eine Bijektion zwischen den d-dimensionalen Seiten
0 C > icr Pivon .. P und den (d+|I|—1)-dimensionalen Seiten
F C P von P, die 7(F) = conv(a;,i € I) erfillen. Diese Bijektion
15t durch

9»—>F9::aﬁ{aix«9i: G:Z@}mP

iel

und
F i 0p = Zﬁ_l(ai) NF
iel

gegeben.

Beweis von Proposition 4.2.9. Wir definieren P := Fy und @ :=
Pyx---xP.. Dann gilt C' = PxQ = conv(0 X P,ey X Q). Es sei P C
Vin, @ C V,,, wobei V,, und V,, zwei Vektorrdaume der Dimensionen
m und n mit V,,NV,, = Vj sind. Wir bezeichnen mit 7 die Projektion
mit Kern V. Sei p € P(0) eine beliebige Ecke von P, ¢’ € 7(Q)(0)
eine Ecke von 7(Q) und ¢ € Q(0) eine Ecke von @ mit 7(q) =
¢. Dann ist p+¢q € (P + Q)(0). Wegen Lemma 4.2.11 gibt es
somit |7(Q)(0)| Kanten, die 0 X p mit eg x @ verbinden. Weiter
gibt es m Kanten von P, die p enthalten. Weil C' einfach ist, folgt
mit Lemma 1.9.7 |7(Q)(0)] + m =d = m +n — k + 1 und somit
|7(Q)(0)] = n—k+1. Deswegen sind 7(P) bzw. 7(Q) Simplizes der
Dimension m — k bzw. n — k. Sei also n(P) = conv(po, .., Pm—k)

und 7(Q) = conv(qo, - - -, Gn—k)-

Wir betrachten eine Ecke ¢ € Q(0) mit 7(q) = qo. Es sei V' :=
aff(m7(qo)) und dim(V) = k — [ mit [ < k. Dann hat P/V minde-
stens m — (k — 1) + 1 Ecken. Seien ay, . .., an—ry € P(0) Urbilder
dieser Ecken. Dann sind ¢+ ag, ...,q+ s € (P4 Q)(0) Ecken
der Minkowski-Summe von P und (). Wegen Lemma 4.2.11 gibt es
somit m—k+1[+1 Kanten von Px(Q), die 0 x P und e X q verbinden.
Weiter gibt es n Kanten von @, die ¢ enthalten. Zusammen liefert
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4.2 Mori-Transformationen am Polytop

dies uns m+n—~k+I[+1 = d+[ Kanten von C', die g enthalten. Da C'
einfach ist, folgt [ = 0. Also gilt dim(7~!(¢;)) = kVi € {0,...,n—k}
und genauso dim(7w~(p;)) =k Vi € {0,...,m — k}.

Wir betrachten nun eine Ecke ¢ € Q(0) mit 7(q) & {qo, - - - @n—k}-
Es gibt eine Ecke p € P(0), so dass p+¢q € (P+ Q)(0). Weiter gibt
es Ecken by, ..., b, € Q(0) mit w(b;) = ¢; Vi € {0,...,n —k}, so
dass p+0b; € (P+Q)(0) eine Ecke der Minkowski-Summe von P und
() sind. Keine dieser Ecken ist p + ¢, weshalb es mit Lemma 4.2.11
mindestens n — k + 1 4+ 1 Kanten zwischen 0 x p und ey x @) gibt.
Zusatzlich gibt es m Kanten von P, die p enthalten. Zusammen
liefert dies uns m +n —k+ 1+ 1 = d+ 1 Kanten von C, die p
enthalten. Dies ist ein Widerspruch zur Einfachheit von C. Also
gibt es keine Ecke ¢ € Q(0) mit 7(q) & {qo, - - -, ¢n_x } und genauso
wenig eine Ecke p € P(0) mit 7(p) € {po, .-, Pm—k}-

Deswegen ist C' = P%() ein kombinatorisches Cayley-Polytop Rox
-+ +x Ry iber conv(po, - - - , Pm_k)*conv(qo, - - . , Gn_x) mit aff( R;) =
Vi Vi € {0,...,d — k}. n

Definition 4.2.12. Sei P C Mg ein Polytop und k;, ks C P zwei
Kanten. Eine lokale Projektion von P bei ki und ko ist eine affine
Abbildung 7 : Mg — Mg mit 72 = 7, so dass jede Ecke von k; und
ko auf eine Ecke von 7(P) abgebildet wird.

Proposition 4.2.13. Seien kq, ko zwei Kanten eines einfachen Po-
lytops P. Die zugehdrigen Kurven Vi, , Vi, € NE(Xp) sind ge-
nau dann numerisch dquivalent, wenn es eine lokale Projektion
m: Mg — Mg bei ki und ko gibt, so dass ki und kg die Urbil-

der von Kanten einer simplizialen Seite von w(P) sind.

Beweis. Zunéchst sei m : Mg — Mg eine lokale Projektion bei
k1 und ko, so dass 7(k1) und m(ky) zwei Kanten einer simplizialen
Seite A C 7w(P) sind. Wegen Lemma 4.2.7 kénnen wir annehmen,
dass k; und k5 nicht in einer gemeinsamen simplizialen Seite von P
enthalten sind, d.h. r := dim(A) < d.

Das Urbild 771 (A) =: C'ist ein kombinatorisches einfaches Cayley-
Polytop C' = Py x -+ x P.. Weil C einfach, aber kein Simplex
ist, gilt wegen Proposition 4.2.9 C' = Qo * -+ x Q,, s > r, mit
L = aff(@Q;) % 0 Vi. Jede Ecke von C ist in einer affinen Kopie
von L enthalten. Diese bezeichnen wir ebenso mit L. Jede Facette,
die L enthilt, enthilt sowohl eine Ecke von £y als auch von ky. Zu
den zwei Kanten k; = conv(p;,q), i € {1,2}, gibt es an p; bzw.

¢ grenzende Kanten 0", . .. ,vfﬁl und wgl), . ,wfﬁl, so dass die
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

Facetten

—

FY = aft{k, o, .0 0P ), s e L d - 1),
die Kante k; als Schnitt haben. Weiter sei Féi) = aff{vy), e 77%(;21
und Fagfgl = aff{fw”, ... w) }. Weil P einfach ist, gibt es keine
weitere Kanten und Facetten, die an p; und ¢; grenzen.

Sei nun F' € supp(k;) eine Facette von P aus dem Triger von k;.
Enthélt F alle an k; grenzende Kanten, die in L liegen, so enthélt F'
auch L, und es gilt F' € supp(ks). Insbesondere gilt wegen k; & L:

FV, iy o Lund FyY, FiY) € supp(k).

Es gebe nun eine Kante v C L, die an k; grenzt, aber nicht in F'

liegt. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei v = vgl). Dann gilt

d—1
v§1) = ﬂFO) D m Fj(l) NLD> vgl).
j J

J
]:2 =2

Hieraus folgt

d—1
1 _ 1 _ (1)
vy = ﬂ = ﬂ FynL,
j=2 j=2

was affin dquivalent zu
d—1 d—1
1 1 1 1
A FYnL=NFYnFEY =w?
j=2 j=2

ist. Deswegen sind v%l) und wgl) parallel. Also kommt der Norma-
lenvektor u; von F' wegen Korollar 4.2.4 nicht in der Relation zur
Kante k; vor.

Somit kommen in den Relationen von k; und ky die selben Nor-
malenvektoren vor. Also sind die zugehorgien Kurven Vj, und Vg,
in N1(Xp) dquivalent.

Seien nun die Kurven zu k;, i € {1,2}, zueinander dquivalent.

Der innere Normalenvektor von Fj(z) §Z) € N bezeichnet,

und die Relation zur Kante k; durch

o)+l =0

sel mit u

gegeben. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei ay) =0V <r

und ag-i) #0V7>rmit 0 <r <d-— 1. Somit reduziert sich die
Relation auf

ay@ﬂuﬁl +oot aglluﬁl =0
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mit o\ = o), IV = F? Vr+1 < j < d+1. Wegen Korollar 4.2.4
sind die Kanten vj(»i)
aff <v§i), o ,v@) ein r-dimensionaler affiner Untervektorraum von

und wj(»i) parallel fiir alle j < r. Weiter ist L() :=

MNjsr aff(Fj(i) . Da dieser aber auch r-dimensional ist und beide die
Ecke p; enthalten, sind sie gleich. Es gilt dann

d d
LD = Nati(FV) = Nafi(F?) = 1)
Jj>r j>r
Genauso gilt QU = Q®, wobei QU := aﬂ“(w1 ,...,wff')) affin

isomorph zu L%, i € {1,2}, ist.

Wir betrachten nun die Projektion 7 mit Kern L().

Wegen dim(L(V) = 7 ist 7(P) ein (d — r)-dimensionales Polytop.
Die Bilder der Facetten Fl(i), r+1<I1<d-1,sind (d—7r —1)-
dimensional, denn

dlm(ﬂ'(F}(l))) == dimaﬁ)(k‘iavﬁf)—lv'-'avl(i)? ,U((il)l)
= d—r—1.

Ebeunso ist

dimW(F(i)) = dlmaff( r+17" U((i 1)—d r — 1 und
dlmﬂ(Féle) = dlmaff( TH,.. wd 1)—d—r—l

Weil 7 stetig ist, sind deswegen 7T(Fr(i)1>, . ,W(ch_li_)l) Facetten von
7(P). Weiter ist fiir [ < r:

dim W(F}(i)) = dim aff(k;, Uﬁla Uc(l )=d—r.

Deswegen ist

d d
== = ) =)
j=1 j=r+1

als Schnitt von d — r Facetten des (d — r)-dimensionalen Polytops
7(P) eine Ecke von 7(P). Genauso ist 7(g;) eine Ecke von 7 (P), d.h.
7 ist eine lokale Projektion bei ki und ky. Weiter gilt |supp(m (k) U
7(k2))| = d —r + 1. Wegen Lemma 4.2.5 sind m(k;) und m(ks)
Kanten einer simplizialen Seite von 7(P). O
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

4.3 Beispiele

In den folgenden drei Beispielen seien stets

1 0 0 -1
Uy = 0 ,Ug = 1 , Us = 0 , Uy = —1
0 0 1 -1

Beispiel 4.3.1. Sei P = 3A; N {X; + X5 + 2X3 < 4} das abge-
schnittene 3-Simplex 3A3 (vgl. Abbildung 4.4).

Die inneren Normalenvektoren von P sind durch uq, us, us, u4 und
us = —uy — ug — 2ug gegeben. Der Normalenfécher ¥(P) von P ist
vollstandig, terminal und besteht aus den Strahlen Q¢ - u;, ¢ <5,
und den Winden W12, W13, W14, W15, W23, W24, Wa5, W34 und W4y5. Dabei
bezeichnet w;; die Wand, die durch u; und u; aufgespannt wird.

Wohingegen die Strahlen von X(P) den Facetten von P entspre-
chen, entsprechen die Wénde von ¥(P) den Kanten von P.
Mit Proposition 4.2.13 sind die Relationen der inneren Normalen-
vektoren:

w19 - U1+U2+2U3+U5:0
Wiz ~ Wa3 ~ W34 - U1+U2+U3+U4:O
Wig ~ Woq - Ug—U4+U5:0

Wi ~ Waos Y Wys5 - U1+U2+2U4—U5:0.

Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(Xp). Dabei sind jedoch nur
R := [wiy] = [us — ug + us] und R’ := [wi5] = [ug + ug + 2uy — us)
Seiten.

Nach Lemma 4.2.1 sind R und R’ auch Mori-Extremalstrahlen.

Abbildung 4.4: P = 3A3N{X;+ X3 +2X3 < 4}. Die Quadrate mar-
kieren die Kanten zur Aquivalenzklasse R, die Kreuze die Kanten
zur Aquivalenzklasse R'.

Die Transformation pg (bzw. ¢g/) erfiillt « = 1 mit der Notation
aus 3.5.1 und ist damit eine Kontraktion der Facette zu uy (bzw.
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4.3 Beispiele

us). In beiden Féllen ist das Ergebnis ein Simplex. Seine inneren
Normalenvektoren erfiillen die Relation w; +ug+2us +us = 0 (bzw.
w1 +ug+usz+uy = 0). Beide Fécher sind terminal, wie von Theorem
4.1.1 vorhergesagt.

Abbildung 4.5: ¢r(P) bzw. ¢ (P).

Beispiel 4.3.2. Sei P = 3A; N {X; + Xy — X3 > —1} das abge-
schnittene 3-Simplex 3As3.

ag os 1o Ls 20 s

Die inneren Normalenvektoren von P sind hier durch wy, us, us, uy
und us = uy + ug — ug gegeben. Der Normalenficher 3(P) von P
ist vollstandig, aber nicht terminal, da %u4 + %u5 = —ugz =: ug. Die
minimale terminale Auflésung wird durch Hinzunahme des Strahls
Q>0 - ug erreicht. Der so definierte Facher ist der Normalenficher
zum Polytop @ = PN {X5 < 2} (vgl. Abbildung 4.7).

Der Normalenficher 3(Q) besteht aus den Strahlen Qs - u;, @ <

6, und den Wénden wia, w1z, wig, wis, Wi, Wa3, W, Was, Was, Wad,
wag, wsg. Mit Proposition 4.2.13 sind die Relationen der inneren
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

Normalenvektoren:
W12 . —’LL1—U2+U3+U5:0
Wig ~ Wz ~ w3y i Ut Uy +uzt+us =0
Wig ~ Wy uz +ug = 0
W1s Y Wag ~ Wse - U1+U2—U5+U6:0
Wie ~ Wog : uy +us — 2ug =0

Wy - U1+U3+U4—U6:0.

Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(X(). Dabei sind jedoch nur
R := [wi5] = [ur +us—us+ugl, R := [wig] = [—u1 —us+uz+us) und
R" := [wig] = [ug + us — 2ug] Seiten dieses Kegels. Wegen Lemma
4.2.1 ist lediglich R ein Mori-Extremalstrahl.

Abbildung 4.7: Q@ = PN {X; < 2}. Die Punkte markieren die
Kanten zur Aquivalenzklasse R.

Die Transformation ¢p erfiillt « = 1 und ist damit eine Kon-
traktion der Facette zu us. Das Ergebnis ist der Pyramidenstumpf
Q' = 3A3N{X3 < 2} mit den inneren Normalenvektoren u;, i # 5
(vgl. Abbildung 4.8).

Die Winde von 3(Q)’) erfiillen mit Proposition 4.2.13 die Rela-
tionen

Wiy ~ Wig ~ Wy - us +ug = 0
Wiz ~ Wz ~ w3g 1 U+ Uz +uz+ug =0
Wi ~ Wag ~ W 1 UL + Us + ug — ug = 0.

Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(X¢). Dabei sind jedoch nur
R®) = [wy] = [us + ug] und RW = [wig] = [uy + ug + ug — ug)
Seiten dieses Kegels. Wegen Lemma 4.2.1 sind beide auch Mori-
Extremalstrahlen.

Die Transformation ¢pes erfiillt « = 0 und ist damit eine Pro-
jektion auf den Ficher zu P2

Die Transformation g erfiillt @ = 1 und ist damit eine Kon-
traktion der Facette zu wug. Das Ergebnis ist das 3-Simplex 3As.
Beide Facher sind terminal, wie von Theorem 4.1.1 vorhergesagt.
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4.3 Beispiele

Abbildung 4.8: Q' = ¢r(Q). Die Kreuze markieren die Kanten zur
Aquivalenzklasse R, die Quadrate die Kanten zur Aquivalenzklas-
se RW,

Abbildung 4.9: ¢re) o pr(Q) bzw. Yrw o Pr(Q).

Beispiel 4.3.3. Sei P = 3A3N{X;+ X5 — X3 < 1} das abgeschnit-
tene 3-Simplex 3As.

Dann sind die inneren Normalenvektoren von P durch uq, us, ug, uy
und us = —u; — ug + uz gegeben. Der Normalenficher Y (P) von
P ist nicht terminal. Die minimale terminale Auflésung wird durch
die Hinzunahme des Strahls Qx¢ - ug, ug = —u; — us,

erreicht. Der so definierte Fécher ist der Normalenficher ¥(Q)
von Q@ = PN{X; + X, < 2} (vgl. Abbildung 4.11).
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

Er ist vollstdndig, besteht aus den Strahlen Q> - u;,7 < 6, und
den Wanden w2, wiz, wia, wis, Wie, Wo3, Wad, Was, Was, W35, Wie, Wse-
Mit Proposition 4.2.13 sind die Relationen der inneren Normalen-
vektoren:

w12 . U1+U2+U3+U4:O

Wig ~ Waz ~ w3z : Uy + Uy —ug +us =0

Wigq ~ Wag ~ Wy ™~ Wse - U1+UQ+’LLGIO
Wi ~ Was - U3—U5+U6:0
Wig ™~ Wog - U4+U5—2U6:0.

Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(X(). Dabei sind jedoch nur
R = [wlg] = [u1 + Uy — ugz + U5], R/ = [w15] = [Ug — Us + UG] und
R" = |wig] = [ug + us — 2ug) Seiten. Nach Lemma 4.2.1 sind nur R
und R’ Mori-Extremalstrahlen.

Abbildung 4.11: Q@ = PN{X; + X, < g} Die Kreuze markieren

die Kanten zur Aquivalenzklasse R, die Quadrate die Kanten zur
Aquivalenzklasse R'.

Die Transformationen pg (bzw. @g/) erfiillen jeweils & = 1 und
sind damit Kontraktionen der Facetten zu uz (bzw. us).

Nach der Kontraktion ¢g erhdlt man mit Proposition 4.2.13 die
Relationen

wig: 2u; +2us +ug +us =0
W14 ~ Woy ™~ Wi ™~ Was ~ Wyhe ~ Wse - up +us +ug =0

Wig N~ Wog - U4+U5—2U6:O.
Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(pr(Xg)). Dabei sind jedoch

nur R5Y = [wiy] = [ug+ugtug) und RY? = [wyg] = [ug+us—2ug)
Seiten. Nach Lemma 4.2.1 ist nur R ein Mori-Extremalstrahl.
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4.3 Beispiele

T La

0.0 0,5 10

Abbildung 4.12: pr(Q) bzw. ¢r/(Q). Die Quadrate markieren die
Kanten zur Aquivalenzklasse R bzw. R?V) | die Kreuze zur Aqui-
valenzklasse R??).

Die Transformation ¢pa.1 erfiilllt « = 0 und § = 1. Dies ent-
spricht einer Projektion des Féchers auf den eindimensionalen Fa-
cher, der von den Strahlen +Q - u3 aufgespannt wird, der Facher zu
P!. Dieser ist terminal, wie von Theorem 4.1.1 vorhergesagt.

Nach der Kontraktion ¢g erhédlt man mit Proposition 4.2.13 die
Relationen

Wiz © Uy + Ug + us +ug =0
W13 "~ Wa3z ~ W14 ~ Wag N~ W3e ~ W6 - up +us +ug =0

Wi ™~ Wog - U3+U4—UG:O.

Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(pr (Xg)). Dabei sind jedoch
nur RV = [wys] = [ug +us +ug) und R = [wig] = [us+uy —ug)
Seiten. Diese sind nach Lemma 4.2.1 auch Mori-Extremalstrahlen.

Die Transformation ¢pe1 erfiillt @ = 0 und § = 1. Dies ent-
spricht erneut einer Projektion des Fiichers auf den Ficher zu P
Die Transformation @pe.2 erfiillt &« = 1 und kontrahiert die Facet-
te zu ug. Das Ergebnis ist das 3-Simplex 3Aj3. Beide Facher sind
terminal, wie von Theorem 4.1.1 vorhergesagt.

B2 5y

oo 05 L0 L5 a0 < %

Abbildung 4.13: Ppre1) © QOR/(Q) bzw. PRr22) © QDR/(Q).
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4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

Beispiel 4.3.4. Wir betrachten das Polytop
5
P=({zreQ®: (zu)>-2}
i=1

(vgl. Abbildung 4.14) mit

0 1 0
Uy = 0 suso=1 0 J,us=1| —1 |,
—1 1 0
1 —1
ug= | 2 und us = | —1
0 0

Der Normalenfécher 3(P) von P ist vollstindig, terminal und
besteht aus den Strahlen Qx¢ - u;,7 < 5, und den Wéanden w9, wys,
W14, W15, W23, Wag, Was, W35, Was.

Mit Proposition 4.2.13 sind die Relationen der inneren Norma-
lenvektoren:

w12 - —Ul—U2+2U3+U4:O

Wig ~ Woz ~ W5 1 Ul T Uy — Uz +us =0

W14 ™~ Wog ~ Wys U1+U2+U4+2U5:O
W15 N~ Wy - U3+U4—|—U5:0.

Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(Xp). Dabei sind jedoch nur
R := [wis] = [u1 + ug — ug + us] und R’ = [wis] = [—u1 — us +
2ug + uy) Seiten. Nach Lemma 4.2.1 sind R und R’ auch Mori-
Extremalstrahlen.

Abbildung 4.14: P = ﬂle{x € Q: (x,u;) > —2}. Die Kreuze
markieren die Kanten zur Aquivalenzklasse R, die Quadrate die
Kante zur Aquivalenzklasse R’
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4.3 Beispiele

Die Transformation ¢ erfiillt & = 1 und ist eine Kontraktion
der Facette zu us. Das Ergebnis ist ein 3-dimensionales Simplex.
Seine inneren Normalenvektoren erfiillen die Relation w; + us +
us + 2us = 0. Der von ihnen aufgespannte Teilfacher ist terminal,
wie von Theorem 4.1.1 vorhergesagt.

Die Transformation ¢p erfiillt a = 2 und ist eine Flip-Transfor-
mation.

Abbildung 4.15: pg(P) bzw. ¢g/(P). Die Kreuze markieren die
Kante zur Aquivalenzklasse R®), die Quadrate die Kanten zur Aqui-
valenzklasse R®).

Das Ergebnis von ¢g ist der Normalenficher zum Polytop

Q= ﬂ{x € Q®: (x,u;) > —4}n ﬂ{x cQ®: (x,u;) > —2}.

i=1 =3

Der Normalenficher %(Q) von @ ist vollstindig, terminal und be-
steht aus den Strahlen Q> - u;, 7 < 5, und den Wanden w3, wyy,
Wiy, Wa3, Wag, Was, W34, W35, Wys. Mit Proposition 4.2.13 sind die
Relationen der inneren Normalenvektoren:

W13 ~ Wig ~ Wis Y Waz Y Wag N~ Was ! ug + ug +us =0
Ws3q U1+UQ—2’U3—’LL4:0
w3y . U1+U2—U3+U5:0

Was 0 U+ ug +ug + 2us = 0.

Dies liefert Erzeuger des Kegels NE(X(). Dabei sind nur R® :=
[W35] = [Ul + Uo — U3 + U5], R(3) = [wlg] = [U3 + Uy + U5] und
RW := [wsy] = [uy + uy — 2us — uy] Seiten, jedoch nur R? und

105



4 Mori-Transformationen am Féacher und am Polytop

R®) Mori-Extremalstrahlen wegen Lemma 4.2.1. Die Transforma-
tion @pe erfiillt & = 1 und ist eine Kontraktion der Facette zu us.
Das Ergebnis ist ein 3-dimensionales Simplex. Seine inneren Nor-
malenvektoren erfiillen die Relation u; + us + uq + 2us = 0.

Die Transformation ¢pes) erfiillt @ = 0 und ist eine Projektion auf
den 1-dimensionalen Fécher, der von den Strahlen +Q- - e3 auf-
gespannt wird. Also ist @ge) o pr/(Xp) = P Beide Ficher sind
terminal, wie von Theorem 4.1.1 vorhergesagt.

Abbildung 4.16: PRre) © QOR/(P) bzw. PRrB) © SOR/<P)-

Beispiel 4.3.5. Sei P = [y x--- x [l ein kombinatorisches Cayley-
Polytop mit aff(l;) = Q Vi. Dann gibt es zwei simpliziale Facetten
Fy,F5 C P. Wegen Lemma 4.2.7 und Proposition 4.2.13 entspre-
chen alle ihrer Kanten numerisch dquivalenten Kurven. Die restli-
chen Facetten seien mit F3, ..., Fy,q bezeichnet (vgl. Abbildung 4.2
mit vertauschter Beschriftung). Der primitive innere Normalenvek-

tor zur Facette F; sei u;. Dann gilt 27232 a;u; = 0 mit a; > 0.

Wir betrachten nun zu einer Kante von F; die zugehorige Wand
w e X(P)(d—1). Es gilt w = (uy,us,...,usrs2), und die zugeho-
rige Relation ist die obige. Damit ist die Transformation ¢y, eine
Projektion des Féchers 3(P) auf den Fiicher zu PL.

Die Relation zu den restlichen Kanten ist u; +us = 0. Dies liefert
eine Projektion auf den von us, ..., ugzo aufgespannten Facher. Die
zugehorige Varietidt ist der Quotient eines gewichtet projektiven
Raums.

Tatséchlich ist die torische Varietét zu 3(P) das direkte Produkt
von P! und diesem Quotienten.
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5 Das Minimal Model Program
fiir Divisoren von torischen
Varietaten

Wohingegen im Kapitel 3 das Minimal Model Program fiir tori-
sche Varietdten kein Minimal Model finden konnte, weil alle to-
rischen Varietéiten rational mit negativer Kodaira-Dimension sind,
wird sich dieses Kapitel Divisoren von torischen Varietdten widmen.
Die Idee ist dabei, erneut die Féchertransformationen aus Kapitel
3 fiir die torische Varietdt durchzufiihren, und dabei den Divisor
mit zu transformieren. Im zweiten Teil dieses Kapitels wird eine
Methode zur expliziten Konstruktion eines Minimal Models ange-
geben. Dieses Kapitel orientiert sich am Artikel “The minimal model
theorem for divisors of toric varieties” von Shihoko Ishii [Ish99a].

5.1 Torisch terminale Divisoren

Definition 5.1.1. Sei ¥ ein Fiacher und X = Xs. Ein Divisor
D C X heilst Y-requldr, wenn fiir jeden Kegel o € X gilt: DNV,
ist ein glatter Divisor von V, oder leer. Dabei ist die Glattheit
schematisch und nicht mengentheoretisch zu verstehen.

Beispiel 5.1.2. Sei X der Fiicher von C2. Die Kurve {(z,y) € C*:
y?> = x(x —1)?} ist nicht Y-regulir, obwohl der mengentheoretische
Schnitt mit jeder (C*)2-invarianten Bahn glatt ist. Allerdings ist in
(1,0) ein Doppelpunkt, weshalb der schematische Schnitt der Kurve
mit der Bahn {(x,0): z # 0} C C? nicht glatt ist.

Ist D C X Y-regulir, soist DNT # 0, wobei T' C X der dichte
Torus ist. Denn wire D N'T = (), so enthielte D eine Bahn V), der
Dimension d — 1. Dann wire aber () # DNV, = V, kein Divisor von
V,. Somit ist D keine torische Varietdt und die Behandlung gemaf
Kapitel 3 nicht mehr moglich.

Aufserdem ist D glatt, wenn X glatt ist, da die Torus-Bahnen
ganz X iiberdecken. Umgekehrt ist ein glatter Divisor D C X im
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5 Das Minimal Model Program fiir torische Divisoren

Allgemeinen nicht Y-regulér. Ist zum Beispiel X eine glatte Varietat
und D = V, eine (d — 1)-dimensionale Bahn, so ist D nicht X-
regulér.

Proposition 5.1.3. (/Bat94]) Sei f : X' = X5y — Xy = X der
Morphismus zu einer Unterteilung 3 eines Fichers . Dann ist
die Transformierte D' eines Y-requldren Divisors D auch wieder
Y -requldr.

Beweis. Sei 0’ € ¥ und o € ¥, so dass ¢/ C ¢. Dann gilt
Dl m Vo—/ ~ <D m Vg’) < (Cdimo—dimcr"

Weil D NV, ein glatter Divisor von V, oder leer ist, ist D' NV,
auch ein glatter Divisor von V, oder leer. [

Sei X = Xy, und X’ = Xy, wobei ¥ eine glatte Unterteilung des
vollstdndigen Fachers X ist. Ist D C X ein X-reguldrer Divisor, so
ist die Transformierte D’ C X’ wegen Proposition 5.1.3 >'-regulér
und somit glatt. Also definiert (D) nach der Bemerkung 2.1.29
eine birationale Invariante fiir X-reguldre Divisoren D.

Definition 5.1.4. Sei X = Xy eine torische Varietét, die durch
einen simplizialen Facher ¥ definiert ist. Wegen Proposition 2.1.14
ist X Q-faktoriell. Weiter sei D C X ein irreduzibler Divisor. Dann
heift der Divisor Kx + D torisch terminal, wenn die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

(1) Es gibt einen Morphismus f : X’ = Xy — X zu einer glatten
Unterteilung ¥’ von 3, so dass die Transformierte D’ von
D Y/-regulér ist. Insbesondere ist wegen der Bemerkung vor
Proposition 5.1.3 D NT # () fiir den dichten Torus T C X.

(2) Fiir jeden solchen Morphismus aus (1) ist die Diskrepanz von
Kx + D bei jedem exzeptionellen Divisor von X’ positiv.

In Kapitel 3 haben wir den kanonischen Divisor Kx zu einer to-
rischen Varietdt X fiir das Minimal Model Program benutzt. In
diesem Kapitel ware es deswegen naheliegend, den Divisor Kp zu
einem Divisor D C X zu betrachten. Weil D im Allgemeinen aber
nicht torisch ist, betrachten wir stattdessen den Divisor Kx + D
der torischen Varietdt X, dessen Einschrinkung auf D wegen der
Adjunktionsformel 2.1.24 den kanonischen Divisor Kp von D er-
gibt.
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5.1 Torisch terminale Divisoren

Lemma 5.1.5. Sei X = Xy, eine glatte torische Varietit und D C
X ein irreduzibler Divisor. Ist D Y-requldr, so ist Kx + D torisch
terminal.

Beweis. Sei ¥/ £ X eine glatte Unterteilung von ¥ und f: Xy —
Xy, der zugehorige Morphismus. Wegen Proposition 5.1.3 ist die
Transformierte D' von D Y'-regulér. Die exzeptionellen Divisoren
von f entsprechen den neu hinzukommenden Strahlen der Unter-
teilung eines Kegels o € ¥. Da D Y-regulér ist, gilt V, ¢ D. Damit
gilt aber fiir jeden exzeptionellen Divisor E von f: E ¢ f*(D), d.h.
D' = f*D. Wegen Korollar 2.1.21 gilt Ky, = f*Kx + >, a,E; mit
positiven Diskrepanzen a;. Deswegen ist auch die Diskrepanz von
Kx + D bei jedem irreduziblen Divisor F; positiv. m

Umgekehrt folgt aus der Tatsache, dass Kx + D torisch terminal
ist, im Allgemeinen nicht, dass D auch Y-regulér ist:

Sei X = P3 und D ein torusinvarianter irreduzibler Divisor. Wei-

ter sei ¥ der Facher von P2. Dann ist D nicht Y-regulir, aber torisch
terminal:
Ist 7 : Blp(P?) — P? die Aufblasung im Nullpunkt mit exzeptio-
nellem Divisor £, und D’ die Transformierte von D, so gilt mit
Korollar 2.1.21 D' = 7*D — E und Kg,psy = Kps + 2E. Also gilt
Kyiy@sy + D' = Kps + 7D + E.

Proposition 5.1.6. Sei X = Xy, eine torische Varietdit, die durch
einen simplizialen Ficher X definiert ist, und D C X emn irredu-
zibler Divisor. Dann ist Kx + D torisch terminal genau dann, wenn
die folgenden Figenschaften erfillt sind:

(1) Es gibt einen Morphismus [ : X' = Xs» — X zu einer glatten
Unterteilung X' von 3, so dass die Transformierte D' von D
Y -requldr ist.

(2) Fir einen solchen Morphismus aus (1) ist die Diskrepanz von
Kx + D bei jedem exzeptionellen Divisor von X' positiv.

Beweis. Ist Kx + D torisch terminal, so folgen offensichtlich die
beiden Aussagen (1) und (2).

Es seien nun die beiden Eigenschaften erfiillt, und f: X' = Xy —
X sei der Morphismus zu der glatten Unterteilung in (1). Auferdem
seig: X" = Xy» — X ein weiterer Morphismus mit der Eigenschaft
(1). Durch weiteres Unterteilen von ¥’ und ¥ erhalten wir eine
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5 Das Minimal Model Program fiir torische Divisoren

gemeinsame Unterteilung .

/\
\/

Weil D’ ¥'-regular ist, ist K x.+ D’ nach Lemma 5.1.5 torisch termi-
nal. Da der Morphismus X5 — X" nur einige Divisoren kontrahiert,
ist auch die Diskrepanz von Kx + D bei jedem exzeptionellen Di-
visor von X5 und damit auch an jedem exzeptionellen Divisor von
X" positiv. [

Lemma 5.1.7. Sei ¥ ein simplizialer Féacher, X = Xx und D
ewn irreduzibler Divisor von X. Wenn der Divisor Kx + D torisch
terminal ist, so besitzt X hdchstens terminale Singularitdten.

Beweis. Sei f : X' := X{, — X der Morphismus zu einer glatten
Unterteilung >’ von X, und E;, i € I, die exzeptionellen Divisoren
von X'. Weil D irreduzibel ist, gilt f*D = D'+ >, b;E; mit b; > 0.
Auferdem ist f*(Kx + D) + ), a;E; = Kx/ + D’ mit a; > 0, weil
Kx+D torisch terminal ist. Durch Subtraktion erhalten wir f*Kx+
YoaiE; = Kx — ), b;E; und schlieflich f*Ky + ) .(a; + b;)E; =
Kx: mit a; + b; > 0. Mit Korollar 2.1.21 folgt die Behauptung. [

Proposition 5.1.8. Sei ¥ ein simplizialer Ficher, X = Xy, pro-
jektiv und D ein irreduzibler Divisor von X, so dass Kx + D to-

risch terminal ist. Weiter sei R ein Extremalstrahl von NE(X) mit
(KX + D) - R < 0.

(1) Wenn or : X — X' = X eine Kontraktion eines Divisors
ist (d.h. mit der Notation 3.5.1 gilt o« = 1), so ist auch Kx/ +
D' torisch terminal. Dabei bezeichnet D' die Transformierte
von D.

(2) Sei pr : X — X' eine Flip-Transformation, d.h. es gibt ein
kommutatives Diagramm,

S N

X-—-——---- >X1
X/
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5.1 Torisch terminale Divisoren

so dass alle Abbildungen Kontraktionen von Extremalstrahlen
gemdfs Theorem 3.8.1 sind. Weiter sei D1 C X, die Transfor-
mierte von D in X1, E der gemeinsame exzeptionelle Divisor
von ¥ und 1y, a die Diskrepanz von Kx + D bei E und oy
die Diskrepanz von Kx, + Dy bes E. Dann gilt o < aq, und
Kx, + D, ist torisch terminal.

Beweis. Wegen Theorem 3.5.4 sind ¥/ und ¥; wieder simplizial.

(1)

Sei I/ der exzeptionelle Divisor von ¢r. Wegen Korollar 3.5.5
und Lemma 3.5.2 gilt £- R < 0. Sei Kx + D = oh(Kx +
D') +bFE mit b € Z. Wegen (Kx + D) - R < 0, ¢o5(Kx +
D)-R*Z0und E- R < 0 folgt b > 0. Weil Kx + D torisch
terminal ist, gibt es eine glatte Unterteilung ¥ von ¥, so dass
die Transformierte D in X = X5 Y-reguliir ist. Dabei ist die
Diskrepanz von Kx + D bei jedem exzeptionellen Divisor des
Morphismus X — X positiv. Mit b > 0 folgt, dass auch die
Diskrepanzen von K/ + D’ bei jedem exzeptionellen Divisor

des Morphismus X — X’ positiv sind.

Dasich > und ¥; in einer Wand unterscheiden, gibt es minde-
stens eine Kurve C' C X, die unter ¢, aber nicht unter ¢ kon-
trahiert wird. Wie zuvor gilt E - C' < 0. Weil ¢ den 1-Zykel
1, (C) kontrahiert, ist auch ¥,(C) € R. Wegen der Projekti-
onsformel folgt v*(Kx +D)-C = (Kx+ D) -1.(C) < 0. Aus
K;+D =9*(Kx +D)+aF erhalten wir nun (K5 +D)-C <

okl - C. Daraus folgt

aE-C > (KX+D>-(J=(¢;(KX1+D1)+a1E>-O
= alé-C.

Dabei folgt die letzte Gleichheit mit Lemma 3.2.2 aus der
Definition von C. Wegen E - C' < 0 ist damit o < ay.

Da nach Korollar 2.1.21 die Positivitdt der Diskrepanz nicht
von der Auflésung abhéngt, ist auch K ¢+ D torisch terminal.

Somit gibt es eine glatte Unterteilung 3 von 3, so dass die
Transformierte D von D f}—reguléir ist. Sei f : X= X; — X
der zugehorige Morphismus. Dabei gilt
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5 Das Minimal Model Program fiir torische Divisoren

mit positiven Diskrepanzen ;. Somit folgt

d.h. die Diskrepanz von Kx, + D; bei jedem exzeptionellen

Divisor von )N( ist positiv. Also ist Kx, + D; torisch terminal.
O

5.2 Das Minimal Model Program fiir torisch
terminale Divisoren

Definition 5.2.1. Ein Minimal Model Y von X heifit Minimal Mo-
del mit Abundance, wenn das Linearsystem |mKy| basispunktfrei
fiir bestimmte m € N ist.

Ist Y ein Minimal Model mit Abundance einer glatten Varietit
X, so folgt mit Definition 1.11.6 aus der Eigenschaft, dass |mKy|
basispunktfrei ist, dass es einen Morphismus ¢k, : Y — P
gibt. Weiter ist der Morphismus Y — Proj €, . I'(Y, nKy) wohl-
definiert. Der graduierte Ring €, . I'(Y,nKy) heift kanonischer
Ring von Y und ist wegen Bemerkung 2.1.29 eine birationale In-
variante. Die zugehorige projektive Varietét Proj €, . I'(X, nKx)
ist ein Canonical Model von X. Seine Dimension ist die Kodaira-
Dimension k(X).

Das 14. Hilbertsche Problem ist die Frage, ob der kanonische
Ring endlich erzeugt ist. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, ein
erstes Gegenbeispiel wurde 1950 von Nagata und Zariski angegeben.
Zariski konnte jedoch beweisen, dass der kanonische Ring endlich
erzeugt ist, falls |mK x| basispunktfrei ist (|[Rei87]).

Theorem 5.2.2. Sei X ein simplizialer Facher, X = Xy, projektiv
und D e irreduzibler Divisor von X, so dass Kx + D torisch

terminal 1st. Dann ¢ibt es eine Folge von torischen birationalen
Abbildungen

Pr—1

®1 ®2
X=X;--Xo-"- - X,
wobes

(1) p; wie in Theorem 3.8.1 eine Transformation von Extremal-
strahlen ist, und X; deswegen Q-faktoriell ist,

(2) der Divisor Kx,+ D, torisch terminal ist, wobei D; die Trans-
formierte von D in der projektiven Varietit X; ist, und
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5.2 Das Minimal Model Program fiir torisch terminale Divisoren

(3) es gilt: Kx, + D, ist nef oder (Kx, + D,) - R < 0 fir einen
FEztremalstrahl R € NE(X,). In diesem Fall ist die Trans-
formation vor : X, — Z eine Faserung auf eine niedrig-
dimensionalere Varietdt Z.

Beweis. Wenn Ky + D schon nef ist, so ist die Behauptung klar.
Sei also Kx + D nicht nef, d.h. es gibt einen Extremalstrahl R €
NE(X), so dass (Kx + D) - R < 0 gilt. Ist die Transformation ¢g :
X — X' eine Faserung auf eine niedrig-dimensionalere Varietét, so
ist die Behauptung auch klar. Sei also pg birational. Wir setzen
1 := pr und Xy := X’. Wegen Lemma 5.1.8 ist, egal ob ¢ eine
Kontraktion eines Divisors oder eine Flip-Transformation ist, Xo
projektiv mit hochstens Q-faktoriellen Singularitdten und Kx,+ Do
wieder torisch terminal.

Ist nun Kx, + D nef, so ist die Behauptung bewiesen. Ansonsten
setzen wir den Prozess weiter fort. So erhélt man eine Folge von
Kontraktionen und Flips:

©r—1

X=X 5x, 5. 73X 5.

Zu zeigen bleibt, dass sie nach endlich vielen Schritten abbricht. Wir
nehmen deswegen an, dass diese Folge nicht abbricht. Jede Kontrak-
tion von Divisoren reduziert die Picard-Zahl. Deswegen kénnen wir
annehmen, dass ab der m-ten Transformation nur noch Flips auf-
treten. Diese verdndern die Menge der Strahlen von X, nicht. Weil
es nur endlich viele Facher mit den Strahlen von X, gibt, gibt es
eine Zahl M > m, so dass op_10-- 0@, + X, — Xy die Identitat
ist.

Zu der Flip-Transformation ¢;, m <i < M — 1, sei X! die Varietit
zu einer gemeinsamen Unterteilung von ¥»; und ;1 mit Morphis-
men ¢; : X! — X; und ¥} : X! — X;iy. Sei E; der gemeinsame
exzeptionelle Divisor von ; und .. Da alle Divisoren Kx, + D; to-
risch terminal sind, gibt es eine Varietét X zu einer gemeinsamen
Unterteilung aller X/,

X

/ \ /
Xin Xp—1
Ym+41 Vg1 Y1
YM—1
——>Xm+1 ——————— >Xmy2— —>--— —>Xy_1— — > Xy
PM—1
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so dass die Transformierte D der Divisoren D; S-regulir ist. Weil
die Facher zu den Varietiaten X,,,..., X;; die selben Strahlen ha-
ben, sind die exzeptionellen Divisoren von X — X;, m < i < M,
identisch.

Wegen Lemma 5.1.8 ist die Diskrepanz a von Kx, + D; bei E;
kleiner als die Diskrepanz o’ von Kx, , + D;;1 bei E;. Zu einem
exzeptionellen Divisor E von X sei ag, bzw. oy, die Diskrepanz von
Kx,+D;, bzw. von Kx, ,+D;, bei K. Dann gilt also fiir mindestens
einen exzeptionellen Divisor E von X: ap < a/p. Folglich gibt es
einen exzeptionellen Divisor von X, bei dem die Diskrepanz von
Kx,, + D,, kleiner ist als die Diskrepanz von Kx,, + Djs. Dies
widerspricht aber id : X,,, — X),. O

Lemma 5.2.3 (Spezialfall von [Ish99b|, Lemma 2.7). Sei ¥ ein
simplizialer Facher, X = Xs und D C X e irreduzibler Weil-
Divisor. Weiter ser f: D — D eine Singularititenauflésung von D
und

Kp = f*(Kx+D)|p)+ Z a; B

(2 20

mit den exzeptionellen Divisoren E; von f. Dann ist D normal.

Lemma 5.2.4. Sei f : X — Y eine Faserung (wie z.B. in Theorem
5.2.2). Ist —Kx relativ ample, so ist K(X) = —oc.

Beweis. Wir nehmen an, dass x(X) > 0 gilt. Dann gibt es eine Zahl
m € N, so dass mK x ein effektiver Divisor ist. Dieser schneidet die
allgemeine Faser C von f. Also gilt mKx - C' > 0. Andererseits ist
— K x relativ ample, d.h. es gilt —Kx - C' > 0. Dies ist ein Wider-
spruch. O

Sei D C P" ein irreduzibler torusinvarianter Divisor. Dann ist
—Kpn = (n+1)D ample und somit x(P") = —o0.

Theorem 5.2.5. Sei X = Xy, eine vollstindige torische Varietdt
und D C X ein X-requldrer Divisor.

Ist k(D) >0, so hat D ein Minimal Model mit Abundance.

Ist k(D) = —o0, so ist D birational dquivalent zu einer projektiven
Varietdt S mit hochstens terminalen Singularitdten. In diesem Fall
gibt es eine Faserung ¢ : S — S, wobei dim(S") < dim(S) und
—Kg relativ ample ist.

Beweis. Sei X1 = Xy, die torische Varietat zu einer glatten projek-
tiven Unterteilung von ¥ und D; C X; die Transformierte von D
gemak Proposition 3.3.3. Wegen Proposition 5.1.3 ist Dy >-regulér
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5.2 Das Minimal Model Program fiir torisch terminale Divisoren

und somit Kx, +D; nach Lemma 5.1.5 torisch terminal. Mit Theo-
rem 5.2.2 erhélt man eine Folge von birationalen Abbildungen

X, Hx, 5 X
Im Folgenden zeigen wir, dass die Transformierten Dy, ..., D, hoch-

stens terminale Singularitdten haben.

Wegen Theorem 5.2.2 ist Ky, + D, fiir 1 < ¢ < r torisch terminal.
Also gibt es einen Morphismus f : X — X; zu einer glatten Unter-
teilung 3 des Fichers ; von X, so dass die Transformierte D von
D; S-regulir ist. Aukerdem gilt

(K +D)|p = f* (Kx, + D)

)+ aBip

mit positiven Diskrepanzen a; > 0. Die Varietiit D ist glatt. We-
gen der Adjunktionsformel 2.1.24 ist K5 = (K5 + D)|5. Nach
Lemma 5.2.3 ist D; normal. Wegen Lemma 5.1.7 hat X; hoch-
stens terminale Singularititen. Mit dem Hauptsatz aus [Rei83b]
folgt codim(X;)sing > 2. Also gilt (Kx, + D;)|p, = Kp, und somit
Kp = f*Kp, + Y, a;E;| 5. Weil alle Diskrepanzen a; positiv sind,
hat D; hochstens terminale Singularitaten.

Wegen Theorem 5.2.2 miissen wir zwei Félle unterscheiden:

(1) Kx, + D, ist nef.
Hier ist fiir bestimmte m € N der Divisor m(Kx, + D,) ein
nef Cartier-Divisor. Wegen Proposition 3.1.4 ist das Linear-
system |m(Kx, + D,)| basispunktfrei. Deswegen ist auch die
Einschrankung |mKp,| basispunktfrei und Kp, nef, d.h. D,
ist ein Minimal Model von D mit Abundance. Da |mKp_| ba-

sispunktfrei ist, gibt es insbesondere einen globalen Schnitt,
d.h. k(D) = k(D,) > 0.

(2) Es gibt einen Extremalstrahl R € NE(X,) mit (K, + D,) -
R < 0, so dass pg : X, — 5’ eine Faserung mit dim(S") <
dim(X,) ist.

Hier unterscheiden wir erneut zwei Falle:

(2a) dim(D,) > dim pg(D,).
Es gilt (Kx, + D,)-C < 0 fiir jede Kurve C' in der Faser
von ¢g. Deswegen ist —(Kx, +D,) relativ ample iiber S’
Nach Einschrankung auf D, ist —Kp, relativ ample iiber
vr(D,). Wegen Lemma 5.2.4 folgt k(D) = k(D,) = —o0,
und ¢g|p, : D, — @r(D,) ist die gesuchte Faserung.
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(2b) dim(D,) = dim ¢g(D,).

Hier gilt dim(X,)—1 = dim D, = dim pg(D,) < dim §’" <
dim(X,) — 1, also dim S" = dim(X,) — 1. Wegen Theo-
rem 3.5.4 ist jeder volldimensionale Kegel des Fichers
Y, von der Form o = (u4,w) oder ¢ = (—uy,w) mit
w € ¥,(d —1). Die allgemeine Faser C' von @ ist durch
den eindimensionalen Facher mit den Strahlen 4u, ge-
geben. Mit den Bezeichungen aus Proposition 3.1.2 gilt
dann: Kx, - C = (my — (—my),uq) = —1 — 1.

Wegen dim(D,) = dim ¢g(D,) muss der Schnitt von D,
mit C' endlich sein: D,.-C > 0. Nach Lemma 5.1.7 hat X,
hochstens terminale Singularitdten, und somit ist erneut
wegen [Rei83b| codim (X, )sns > 2. Deswegen schneidet
(X} )sing die allgemeine Faser nicht, und der Weil-Divisor
D, ist wegen Korollar 1.8.7 entlang der allgemeinen Faser
C ein Cartier-Divisor, d.h. D, - C' € N. Wegen

DT-C:<KXT+DT)'C—KXT'C<—KXT-CZQ

folgt sogar D, - C' = 1. Es gibt also keine Verzweigung
entlang der allgemeinen Faser, und ¢g|p, : D, — 5 ist
ein birationaler Morphismus. Da die torische Varietat S’
rational ist, ist damit auch D, rational. Somit ist auch D
rational, hat also einen amplen antikanonischen Divisor
und erfiillt wegen Lemma 5.2.4 k(D) = —o0. O

Korollar 5.2.6. Se: 3 ein Ficher, X = Xy, projektiv und D ein
Yi-requldrer Divisor von X mit /i(D) > 0. Dann gibt es eine glatte
Unterteilung S von X, so dass X = X5 und die Transformierte
D c X wvon D die Eigenschaft lQ(X K¢+ D) > 0 erfillt.

Beweis. Wir beniitzen erneut die Notation aus dem Beweis von
Theorem 5.2.5. Sei Y, der Facher zu X, und Y eine gemeinsa-
me glatte Unterteilung von ¥ und X,. Weiter sei f : X — X,
der zugehdrige proper Morphismus. Dann ist die Transformierte
DcX= Xs von D nach Proposition 5.1.3 S-reguliir. Da Ky, +D,
torisch termlnal und |m(Kx, + D,)| fiir bestimmte m € N basis-
punktfrei ist, gilt fiir diese m € N:

0 # I'(X,,m(Kx, +D,))=T(X,mf*(Kx, + D))
c T (X,mf*(KX,, + D,) + ZaE) =D(X,m(K; + D)),
weil > . a; F; mit a; > 0 ein effektiver Divisor ist. Also ist K(X, K¢+

D) > 0. O
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5.3 Konstruktion eines Minimal Model

Sei P = (\._, H; C Mg ein Polytop mit Halbrdumen H; = {x €
Mg : (z,u;) > —c¢;}, ¢; € Z und u; € N. Der Halbraum H; = {z €
Mg : (x,u;) > —¢;} mit ¢ € Z und u € N heifst relevant fir P,
wenn P NOH # () gilt. Also ist H; genau dann nicht relevant fiir
P, wenn ¢; + (z,u;) > 0 fiir alle z € P gilt.

Der Halbraum H; heit echt relevant fir P, wenn P # [
gilt.

J#%

Definition 5.3.1. Sei f(t) = >, .\ &mt™, cm € C, ein Laurentpo-
lynom, d.h. M ={m e M : ¢, # 0} ist endlich. Das Newtonpoly-
top zu f ist die konvexe Hiille von M in M.

Im Folgenden sei f(t) = Y, cps mt™, ¢m € C, ein Laurentpoly-
nom mit zugehorigem Newton-Polytop A, so dass die durch f =0
bestimmte Hyperfliche D C Xy a) 3(A)-regular ist.

Weiter sei ¥ := 3(A) und k(D) > 0. Das Ziel ist es, ein Minimal
Model von D explizit anzugeben. Nach Korollar 5.2.6 gibt es eine
Auflosung von Singularititen X — X, so dass (X, K5 + D) > 0
gilt. Deswegen kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass X glatt ist und (X, Ky + D) > 0 gilt.

Dann ist wegen Korollar 1.8.7 jeder Weil-Divisor ein Cartier-
Divisor. Nach Bemerkung 1.8.3 gibt es einen torusinvarianten Divi-
sor, der linear dquivalent zu Ky + D ist. Das Polytop I, = P(p,) ist
wegen k(X, Kx + D) > 0 und den Propositionen 1.9.21 und 1.9.28
nicht leer. Die Erzeugenden der Strahlen von X seien {uy,...,us} C
N, und fiir 1 <i <ssei H; :={x € Mgy : (xr,u;) > h(u;)}. Dann
gilt P, = (), H;. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die
Halbrdume H;, ..., H, mit r < s relevant fiir Pp,).

Im Allgemeinen ist P, nicht volldimensional. Wir betrachten des-
wegen stattdessen
,
- ﬂ Hivgi
i=1

mit H;., == {z € Mg : (z,u;) > h(w;) —¢g;} fiir 1 < i <r
und € = (g1, ...,&,). Es entsteht aus P, indem man die relevanten
Halbrdume um ¢; > 0 nach aufsen verschiebt. Sein Normalenfécher
Y/ besitzt die Strahlen ¥'(1) = {uy,...,u,} und ist simplizial. Die
Menge aller moglicher Vektoren € € Q" mit dieser Eigenschaft ent-
spricht einem Kegel der Oda-Park-Unterteilung von NE(Xy). Sei
D'’ die Transformierte von D in Xsy. Da ¥/ der Normalenfacher des
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volldimensionalen Polytops P(e) ist, ist Xy nach Korollar 1.11.8
projektiv. Somit ist auch D’ projektiv. Im Folgenden zeigen wir,
dass D’ ein Minimal Model fiir D ist.

Lemma 5.3.2. Der Divisor Kx,, + D' ist dquivalent zum torus-
invarianten Divisor — Y ., h(u;)V,,. Sei k € SF(X') die zugehirige
stickweise lineare Funktion. Dann gilt h(u;) = k(u;) Vi € {1,...,r}
Beweis. Wegen Kx, +D ~ — 3" | h(u;)V,, gilt auch Kx_, + D" ~
— > h(u;)V,,. Per Definition der zugehdrigen stiickweisen linea-
ren Funktion gilt dann auch h(u;) = k(u;) Vi € {1,...,r}. Wegen
Proposition 1.9.26 besitzt P, die Facetten {m € Mg : (m,w;) =
—h(u;)} mit 1 <i <r, genauso wie Pj. O

Lemma 5.3.3. Die stiickweise lineare Funktion k € SF(X') sei
durch my, o € X', gegeben. Dann gilt m, € P, Yo € Y.

Beweis. Es sei {5(")}neN
so dass der Normalenficher zu P (8(”)) auch ¥’ ist. Weiter sei
D (e™) = YT, (—h(ui) + 5§")) V., der zugehorige Divisor und
k™ € SF(X') die stiickweise lineare Funktion zu D (™) = D).

Wegen Lemma 1.9.26 ist Py = P (5(”)). Also ist der Normalen-
ficher von P, Y'. Somit ist Dy mit Korollar 1.11.8 ample. Ist

k™ auf o € ¥'(d) durch K e M gegeben, so folgt mit Proposition
1.11.4: m§” € P (™).

Weil die Folge {5(")}n6N monoton fallend ist, gilt P(E(l)) D
P(e®) > ---. Somit liegt m&™ im kompakten Polytop P (W)
fiir alle n € N und o € ¥/(d). Nach Ubergang zu einer Teilfolge
kénnen wir annehmen, dass {mY"},.cy konvergent ist. Sei

C Q" eine monoton fallende Nullfolge,

m!, = lim m{®.
Wegen m{" € P (e™) ist auch m, € N,y P(e™) = P Fiir
n e N gilt m{” = m" als Linearform auf ¢ N o’ und deswegen
auch m, = m/, als Linearform auf o N¢’. Somit definiert die Menge
{m! : o € X(d)} eine stiickweise lineare Funktion k' € SF(3'). Zu

i€{l,...,r} seig; € ¥(d) mit u; € 0;. Dann gilt

Klu) = (ml,u) = lim (m®, w)
— lim <h(ui) - 55’”) = h(w) = k(u,).
Hieraus folgt &’ = k und insbesondere m, = m/ € P, Vo € ¥'(d).

]
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Korollar 5.3.4. Sei nun Dy, der zugehérige Q-Cartier-Divisor und
n € N, so dass nDy, ein Cartier-Divisor ist. Dann ist das Linear-
system |nDy| = |[n(Kx,, + D')| basispunktfrei.

Beweis. SeinD; ein Cartier-Divisor. Dann ist die stiickweise lineare
Funktion nk ganz. Wegen den Lemmata 5.3.3 und 1.9.25 ist P, =
conv(nm, : o € ¥'(d)). Weil nk ganz ist, folgt mit Proposition
1.11.4, dass |[nDy| basispunktfrei ist. O

Sei nun ¥ eine gemeinsame glatte Unterteilung von ¥ und Y,
¢ : Xg — Xy und ¢ : Xy — Xy die zugehorigen Morphismen und
DcC X5, die Transformierte von D. Wegen Proposition 5.1.3 ist mit
D auch die Transformierte D Y-regulir.

)
R
Y
Lemma 5.3.5. Es gilt
Kx,+D=¢"(Kx, +D)+ > aV,

PES\Z (1)

mit positiven Diskrepanzen a, > 0Vp € S(1)\X/(1). Also ist Kx,, +
D' torisch terminal.

Beweis. Da wir X als glatt vorausgesetzt haben, und D ebenso
glatt ist, gilt wegen Korollar 2.1.21

Kx, + D= V' (Kxy + D) + Z bV,
pES(1)\(1)

mit b, > 0 fiir alle p € 3(1)\X(1). Wir setzen b, = 0 fiir p € 2(1).
Dann ist

Kx,+D = 4" (Kxg+D)+ > bV,

PES(\X(1)
~ ¢*(Dh)+ Z bpvp
peS(1)
= Z (=h(uy) +b,) V.

pEX(1)

Andererseits gilt

Ky, +D=¢"(Kx, +D)+ Y. aV,
pES(1)\SY (1)
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Wir setzen a, = 0 fiir p € ¥'(1). Dann ist
Ex,+D = ¢ (Kx, +D)+ > a)V,
PES(\'(1)

~ o (Dp) + Z apV,

peX/(1)

Hieraus folgt
Z (=h(u,) +b,) V, ~ Z (—k(up) +ap) V.
pES(1) peES(1)
Wegen h(u,) = k(u,) und a, = b, = 0 Vp € ¥'(1) folgt daraus

Z (=h(u,) + by + k(up) —a,) V, ~ 0.
PES(1\X(1)

Da die Divisoren V,,p € $(1)\X'(1) alle exzeptionelle Divisoren
von ¢ sind, gilt sogar

Z (_h(up) +b, + k(“p) - ap) V, =0,
PES(\Z'(1)
d.h. a, = k(u,) — h(u,) +b, fiir alle p € X(1)\X'(1). Wegen Lemma
5.3.3 ist k, € Py 032 Py, Somit folgt mit Lemma 1.9.25: k(u,) =
inf,,cp, (M, u,) fiir alle p € 3(1)\X'(1). Wir unterscheiden nun die
folgenden beiden Fille:
(1) Sei p € 2(1)\S(1).
Hier ist
ap = k(up) = h(up) +b,
= inf (m,u,) — h(u,) + b,
€

mePy,

> inf h(u,) — h(u,)+b, =0, > 0.
mePy,

(2) Sei p € D(L)\X(1).

Hier ist
ap = k(uy) = h(u,) + b,
= mig}f;,h<m>up> — h(u,) >0,
da der Halbraum {m € Mg : (m,u,) > h(u,)} per Definition
nicht fiir P, relevant ist. ]
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5.4 Beispiele

Da ¥/ simplizial ist, ist D’ mit Lemma 5.2.3 normal. Wegen den
Lemmata 5.3.5 und 5.1.7 hat Xy hochstens terminale Singularita-
ten. Mit der Adjunktionsformel 2.1.24 folgt (Kx,, + D')|p = Kpr.

Aus Lemma 5.3.5 folgt nach Einschrankung auf D:

KD = QO*KD/ + Z CLpr,

PES(H\X(1)

d.h. D’ hat hochstens terminale Singularitdten. Wegen Korollar
5.3.4 ist das Linearsystem |n(Kx,, + D’)| basispunktfrei fiir be-
stimmte n € N. Damit ist auch die Einschrankung [nKp/| = [n(Kx/
+D’)|pr| basispunktfrei. Zusammenfassend ist D’ ein Minimal Mo-
del von D mit Abundance.

Eine weitere Methode, ein Minimal Model von D mit Abundance
zu konstruieren, findet man bei Osamu Fujimo und Hiroshi Sato

[FS04].
5.4 Beispiele

Die Facetten der folgenden Polytope P C Q3 haben die folgenden
inneren Normalenvektoren

1 -1 0
Uy = 0 ,Ug = 0 ,Us = 1 5
0 0 0
0 0 0
Uy = —1 , U = 0 , Ug = 0 y
0 1 -1
1 —1 1 1
v = 1 , Uy = 1 , V3 = -1 , V4 = 1 s
1 1 1 -1
1 -1 —1 -1
Vs = -1 , Vg = 1 , U7 = —1 , Vg = —1
-1 -1 1 —1

Beispiel 5.4.1. Wir betrachten das Polytop

p _ﬁ{x Az, ug) > —1} ﬂﬁ{x (x, ) > —g}
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5 Das Minimal Model Program fiir torische Divisoren

Abbildung 5.1: P und Q.

(das linke Polytop in Abbildung 5.1) und den Divisor

D = ZZ WV, + ZZ L 3 in X := Xy(py. Man beachte, dass der

Normalenfiacher ¥(P) glatt ist. Es gilt Kx +D = Y0, V. Das
zugehorige Polytop ist

fostrd 20} 0o e > -}

{ s (myuy) 20}:{0}.

o
A

Verschiebt man die relevanten Facetten leicht nach aufsen, erhéilt
man das Polytop Q = ﬂ?zl{x : (z,u;) > —e} (das rechte Polytop
in Abbildung 5.1). Dann ist die Transformierte D’ von D in X' =
Xs(g) ein Minimal Model von D. Wegen D' = 3%V, ist Kx: +
D' = 0 und somit k(D) = k(D) = 0.

Beispiel 5.4.2. Wir betrachten das Polytop

(das linke Polytop in Abbildung 5.2) und den Divisor

D=2V, +2V,, + 30 .V, + 30 3V, in X := Xsp). Der Nor-
malenficher X(P) ist glatt. Es gilt Kx +D =V, + Vi, +3 0, 2V,
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5.4 Beispiele

Abbildung 5.2: P und Q.

Das zugehorige Polytop ist

{9: x> —1} ﬂﬁ{x S,y > O}

i=1 =3

ﬂé{x x,v) > —2}
= ﬁ{x(m,m) > —1}ﬂﬁ{$l (z,u;) ZO}a

i=1 =

Dm

Q =

eine Strecke. Verschiebt man die relevanten Facetten leicht nach
aufen, erhilt man das Polytop Q = (_{z : (z,w) > —1 — ¢} N
Ne_y{x : (x,u;) > —¢} (das rechte Polytop in Abbildung 5.2). Dann
ist die Transformierte D’ von D in Xx(q) ein Minimal Model von
D. Hier ist k(D) = k(D') = 1.
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6 Generische Flachen vom

Geschlecht 0

Wir betrachten in diesem Kapitel generische algebraische Flachen
als Hyperflichen von torischen Varietiten. Rationale Flachen ha-
ben das geometrische Geschlecht 0. Umgekehrt ist eine Fliache vom
Geschlecht 0 “nahezu” rational. Wir wihlen in diesem Kapitel ein
dreidimensionales Gitterpolytop P C Mg ohne innere Gitterpunkte
und betrachten die Fliache in der torischen Varietit Xp, die durch
Y mepnm @mt™ = 0 bestimmt ist. Dabei wird eine offene Bedingung
fiir die Koeflizienten gefordert. Dann hat die Fliche das Geschlecht
0. Wir untersuchen, wie “nah” diese Flichen an rationalen Flichen
sind.

6.1 Endlichkeitssitze fiir Gitterpolytope

Die folgenden beiden Sitze liefern eine Endlichkeitsaussage fiir d-
dimensionale Gitterpolytope mit einer festen Anzahl ¢ > 0 an in-
neren Gitterpunkten:

Theorem 6.1.1 (Hensley). Sei P C Mg ein Gitterpolytop mit
|P° N M| =i > 0. Dann kann das Volumen vol(P) durch eine
Konstante abgeschditzt werden, die nur von der Dimension d und 1
abhangt.

Dieses Resultat wurde erstmals von Douglas Hensely [Hen83| be-
wiesen und von Jeffrey C. Lagarias und Giinter M. Ziegler [LZ91]
verscharft zu vol(P) < i(7(i 4 1)),

Speziell fiir Gitterpolygone ist der Satz von Scott [Sco76] noch-
mals eine deutliche Verschirfung dieser Aussage: Vol(P) < 4(i+1)
mit der einzigen Ausnahme P ~ 3A,.

Diese Aussage gilt sogar allgemeiner fiir Gitterpolytope beliebiger
Dimension vom Grad 2 [Trel0).

Theorem 6.1.2 (Lagarias, Ziegler). Sei F' eine Familie von d-
dimensionalen Gitterpolytopen. Dann sind dquivalent:
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

(1) vol(P) < C' VP € F mit einer Konstante C > 0.

(2) Bis auf unimodulare Transformationen ist I eine endliche
Menge.

Hieraus folgt die Endlichkeit bis auf unimodulare Transformation
von d-dimensionalen Gitterpolytopen mit genau ¢ > 0 inneren Git-
terpunkten. Insbesondere gibt es wegen Korollar 3.7.2 nur endlich
viele d-dimensionale terminale Fano-Facher.

Da ein reflexives Polytop nur einen inneren Gitterpunkt enthélt,
folgt hieraus auferdem die Endlichkeit von reflexiven Polytopen.

Es verbleibt, den Fall 7 = 0 zu betrachten, um alle d-dimensionalen
Gitterpolytope zu klassifizieren. Dies soll in diesem Kapitel spezi-
ell fiir d = 3 getan werden. Betrachten wir jedoch zunichst den
2-dimensionalen Fall:

John R. Arkinstall [Ark80al, [Ark80b|, Askold Khovanskii [Kho97],
Robert J. Koelman [Koe91] und Josef Schicho [Sch03] bewiesen,
dass ein Gitterpolygon ohne innere Gitterpunkte entweder das zwei-
fache unimodulare 2-Simplex ist (P = 2A,) oder P = conv(0, e,
hiea, €1+ haes) mit den Hohen hy, hy € N. Letzteres wird Lawrence-
Polygon genannt. Also besitzt ein Gitterpolygon ohne innere Git-
terpunkte entweder eine Projektion auf A, welches das einzige 1-
dimensionale Gitterpolytop ohne innere Gitterpunkte ist, oder es
ist dquivalent zu 2A,.

Victor Batyrev vermutete nun, dass jedes 3-dimensionale Gitter-
polytop ohne innere Gitterpunkte entweder eine Projektion auf A,
oder auf 2A, besitzt, oder aber sein Volumen durch eine Konstante
beschrankt ist. Aus dem Theorem 6.1.2 wiirde damit folgen, dass
es bis auf unimodulare Transformationen nur endlich viele (exzep-
tionelle) Gitterpolytope in dieser letzten Klasse gibt.

Die Gitterpolytope mit Projektion auf A; sind offensichtlich ge-
nau die Cayley-Polytope.

Definition 6.1.3. Sei k£ € N. Ein d-dimensionales Gitterpolytop
heifst

(1) k-fache Gitterpyramide iiber einem (d—k)-dimensionalen Git-
terpolytop @), wenn es das Cayley-Polytop von ) und k Git-
terpunkten ist.

(2) Lawrence-Polytop, wenn es das Cayley-Polytop von d Inter-
vallen ist.
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6.2 Saubere 3-dimensionale Gitterpolytope

Abbildung 6.1: Eine dreidimensionale Gitterpyramide und ein drei-
dimensionales Lawrence-Polytop.

Sei P eine Gitterpyramide iiber (). Dann sind die zugehorigen
h*-Polynome gleich ([Bat06]). Insbesondere stimmen das normali-
siertes Volumen und der Grad der beiden Polytope iiberein.

6.2 Saubere 3-dimensionale Gitterpolytope

Ein Gitterpolytop P C Mg, dessen einzige Gitterpunkte seine Eck-
punkte sind, heifst sauber.

Beispielsweise ist das unimodulare Simplex A; C Mg oder der
Einheitswiirfel [0, 1]¢ C Mg sauber.

Proposition 6.2.1. Ein d-dimensionales sauberes Gitterpolytop P
C Mg hat hichstens 27 Ecken.

Beweis. Wir nehmen |P N M| > 2¢ an. Dann gibt es nach dem
Schubfachprinzip zwei Ecken p,q € P N M, so dass 2|(p + ¢). Weil
P konvex ist, folgt r := ’% € PN M. Es ist aber r keine Ecke von
P, was der Sauberkeit von P widerspricht. Il

Natiirlich hat jedes Gitterpolytop mit einer Projektion auf A;
oder 2A, keine inneren Gitterpunkte. Umgekehrt muss ein Gitter-
polytop ohne innere Gitterpunkte aber noch keine Projektion auf
eines dieser Simplizes haben, wie das Beispiel dA, zeigt. Roger Ho-
we zeigte jedoch 1977 das Folgende:

Theorem 6.2.2 (Howe). Sei P C Mg ein 3-dimensionales sauberes
Gitterpolytop. Dann gilt |PNM| < 8, und P ist ein Cayley-Polytop.

Dieses Theorem klassifiziert 3-dimensionale terminale Féacher. Da
Roger Howe es nicht veroffentlichte, tat dies Herbert E. Scarf [Sca85].
Inzwischen gibt es weitere Beweise, z.B. von David R. Morrison und
Glenn Stevens [MS84|, Bruce Reznick [Rez06], Andras Sebd [Seb99|
und G.K. White [Whi64].
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

Wir prasentieren im Folgenden einen leicht modifizierten Beweis
von [Sca85|. Dabei bezeichnet {e;,es,e3} C Mg eine Gitterbasis
des 3-dimensionalen Gitters M.

Lemma 6.2.3. Sei A C Mg ein 3-dimensionales Gittersimplex,
dessen einzige Gitterpunkte seine Ecken ey, es, e3,p := p1eq +pacs+
pses € M, p1,p2,p3 > 1, sind. Wir definieren fir 1 < h < D —1

den Ausdruck
;b p2h p3h

wobei D = py + po + p3 — 1 ist. Dann sind die Zahlen py,ps, ps3
teilerfremd zu D, und es gilt f(h) =h+2Vhe {1,...,D —1}.

Beweis. Wir nehmen an, dass fiir ein 1 < h < D — 1 gilt f(h) <
h + 1. Dann gibt es ganze Zahlen a > P%hw, b > (%L c > (”S’—hw
mit a + b+ c = h+ 1. So folgt

h h h h
ae1+bey+ces = (a - %) e1+ (b — %) es+ (c — %) eg—ier

mit positiven Koeffizienten, weshalb es in A noch weitere Gitter-
punkte aufer seinen Ecken gibt, ein Widerspruch. Also gilt f(h) >
h 4+ 2.

Wir unterscheiden zwei Falle:

(1) p1,p2 und p3 sind teilerfremd zu D.
Wegen [r]|+[n—7r]=n+1VneN,r &N, ist f(h)+ f(D—
h) = p1 +p2+p3s+3 =D + 4. Auferdem gilt f(h) > h + 2
und f(D — h) > (D — h) + 2. Hieraus folgt f(h) = h+2.

(2) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ged(py, D) = ¢ > 1.
Hier gilt fiir hg := % €{l,...,D—1}: 220 ¢ N und f(h) +
f(D —h) < D+ 3. Doch dies widerspricht f(h) > h + 2 und
F(D—h)>(D—h)+2. 0

Proposition 6.2.4. Sei A C Mg ein 3-dimensionales Gittersim-
plex, dessen einzige Gitterpunkte seine Ecken ey, es, e3,p := preq +
poea+p3es € M, p; > 1, sind. Dann sind nicht alle Zahlen py, ps, p3
grofser als 1.

Beweis. Sei D =p;+ps+p3—1und 1 < h < D — 1. Dann gibt es
ri,q; € N mit r; < D, so dass hp; = ¢; D + r; gilt. Daraus folgt

2] 52 - 3]
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6.2 Saubere 3-dimensionale Gitterpolytope

mit §; = —1 falls r; < p; und 9; = 0 sonst. Wegen Lemma 6.2.3
folgt hieraus —1 = f(h—1)— f(h) =), d;, d.h. genau eine der Be-
dingungen r; < p;, i € {1,2,3}, ist erfiillt. Wir schreiben die Reste
ri = hp; (mod D), h € {1,..., D —1}, in Zeilen und unterstreichen
den Eintrag zur Ungleichung r; < p;.

Da pi,ps und p3 wegen Lemma 6.2.3 zu D teilerfremd sind,
sind alle Spalten Permutationen von {1,...,D — 1}, und es gibt
hi,he,hs € {1,...,D — 1}, so dass die entsprechenden Zeilen die
Folgenden sind:

hlp . (D — 1) Qo as
th : bl (D — 1) b3 (*)
hsp - c1 C2 (D—1)

Wir nehmen im Folgenden p; > 2 V7 an.

Wire ohne Beschriankung der Allgemeinheit hy = ho, so wiirde
(D —hy)py =1 = (D — hy)py (mod D) folgen, weshalb es in der
Zeile D — hy zwei unterstrichene Elemente gibt, ein Widerspruch.
Also sind A1, ho und hz paarweise verschieden.

Als néchstes zeigen wir, dass alle Eintrége in (x) von 1 verschieden
sind:
Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit as = 1 an. Dann
gibt es eine Reihe mit den Eintrigen po(D — 1), pa, peas (mod D).
Da ps nur in der ersten Zeile in der zweiten Spalte auftaucht, folgt
po(D — 1) = p1 (mod D). Deswegen gilt p; + p2 = 0 (mod D). Also
teilt p; + po + p3 — 1 die Zahl p; + po, was p3 > 2 widerspricht.

Nun zeigen wir, dass in den 3 Spalten (*) jeweils genau ein Ein-
trag unterstrichen ist:
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir as < py und
b1 < p1 an. Somit sind in der Summenzeile

(D—1)+b1 (D—1)+CL2 CL3+1)3 (IIlOdD)

wegen as # 1 die ersten beiden Eintrdge unterstichen, ein Wider-
spruch.

Wir kénnen deswegen ohne Beschrinkung annehmen, dass die
Zeilen (%) wie folgt aussehen:

hip = (D-1) ay as
hsp cL Co (D—-1)
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

Addieren wir die ersten beiden Zeilen aus (%), erhalten wir die
Zeile by — 1,a9 — 1, a3 + bs (mod D). Wegen 0 # as — 1 < pg, muss
fiir den dritten Eintrag as + b3 (mod D) > p3 gelten. Andererseits
ist ag + b3 < (D — 1) + p3. Wére nun as + b3 > D, so wire p3 <
az + bs (mod D) < ps — 1, ein Widerspruch. Also gilt az + b3 < D
und genauso by +¢; < D und as + co < D.

Nun addieren wir die drei Zeilen aus (%) und erhalten die Zeile
b1+01—1 a2+02—1 a3+b3—1.

Wegen by > p1,co > po und ag > p3 ist in dieser Zeile kein Eintrag
unterstrichen, ein Widerspruch. [

Lemma 6.2.5. Sei P C Mg ein 3-dimensionales sauberes G'it-
terpolytop mit 5 Ecken, wovon vier in einer Ebene enthalten sind.
Dann hat die fiinfte Ecke den Abstand 1 von dieser Fbene.

Beweis. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei P eine Pyramide
tiber der Grundfliche conv(0, ey, €3, €5 + €3) mit Spitze p = pie; +
paes + p3es. Wir konnen annehmen, dass p; > 1 und 1 < py,p3 < py
gilt und unterscheiden die folgenden beiden Fille:

Fall 1: Es gilt ¢ :=p1 —p2 —p3+1 <0.
Hier ist
— 1
61+€2‘|—63: —q0+ (1—]2> €9 + (1—@) €3+—p
b1 b1 D1
ein Gitterpunkt von P, der keine Ecke ist, ein Widerspruch
zur Sauberkeit von P.

Fall 2: Es gilt ¢ > 0.
Hier ist
—1 —1 1
€1+62+€3:i(€2+63)+p3 62—|—p2 €3+ —p
4! b1 b1 b1
ein Gitterpunkt von P, der keine Ecke ist, ein Widerspruch
zur Sauberkeit von P. ]

Korollar 6.2.6. Der Kegel (e1,e1 + e2,e1 + e3,e1 + €2 +e3) C Mg
ist bis auf Isomorphie der einzige 3-dimensionale terminale Kegel,
der nicht simplizial 1st.

Beweis. Sei o ein solcher Kegel. Dann enthélt 0 mindestens 4 Strah-
len, und die Hiitte shed(o) ist eine Pyramide. Wegen Lemma 6.2.5
hat ihre Spitze die Hohe 1 von der Grundseite, und die Grundseite
ist sauber. Da conv(0, s, €3, €2 + €3) bis auf Isomorphie das einzige
saubere Gitterpolygon mit vier Ecken ist, folgt die Behauptung. [
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6.2 Saubere 3-dimensionale Gitterpolytope

Lemma 6.2.7. Set P C Mgy ein 3-dimensionales sauberes Gitter-
polytop mit fiinf Ecken, wovon keine vier in einer Ebene enthal-
ten sind. Dann ist P = conv(0, e1, e, e3,p) ein Cayley-Polytop mit
p = €1+ paea + pses, P2, p3 > 0.

Beweis. Die fiinf Ecken von P erfiillen eine lineare Relation, wobei
alle Koeffizienten ungleich 0 sind, weil sonst vier von ihnen in einer
Ebene enthalten wéren. Da die fiinf Gitterpunkte Ecken sind, kann
es auch nicht sein, dass genau vier der fiinf Koeffizienten das glei-
che Vorzeichen haben. Also haben genau drei der Koeffizienten das
gleiche Vorzeichen, und die iibrigen beiden das andere Vorzeichen.
Sei also A = conv(eq, eq,e3,p) C P mit den Ecken ey, 5, €3, p von
P, die fiinfte Ecke von P sei q := g1e1 4+ g2e2 + qze3. Wegen Proposi-
tion 6.2.4 kénnen wir p = e; + paes + psesz mit po, p3 > 0 annehmen.
Da die Verbindungsstrecke von p und ¢ durch das Innere von P
verlauft, gilt

q = p+aler—p)+blez —p)+cles—p)

1 0 -1 -1
= D2 +a | —po +b| 1—po +c —Po
P3 —Dp3 —Dp3 1 —ps3

mit a,b,c > 0. Also gilt ¢ =1 —b — ¢ < 1 und deswegen ¢; < 0.
Weiter gilt

@ = bt+p(l—a—-b-—c)<(I-—aq)+pgu=1+ap:—1) <1,
@3 = c+ps(l—a—-b—c)<(l—aq)+psn=1+aqps—1) <L
So folgt g1, g2, g3 < 0. Wire g # 0, so wire

—q1 —q2

e + e

1 — @ —qg+1 ! —1— @ —qg+1 ?

—qs3 1
+ es + q,
—h—p—gs+ 1 —q—q— g3+ 1

0 =

ein Widerspruch zur Sauberkeit von P. Also ist ¢ = 0 und P ein
Cayley-Polytop. n

Aus der Proposition 6.2.4 und den Lemmata 6.2.5, 6.2.7 folgt
nun:

Proposition 6.2.8. Jedes 3-dimensionale saubere Gitterpolytop P C
Mg mit héchstens fiinf Ecken ist ein Cayley-Polytop.

Mit Hilfe dieser Proposition konnen wir nun auch leicht saubere
Gitterpolytope mit mehr als fiinf Ecken klassifizieren:
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

Proposition 6.2.9. Jedes 3-dimensionale saubere Gitterpolytop P C
Mg mit héchstens sechs Ecken ist ein Cayley-Polytop.

Beweis. Wegen Proposition 6.2.8 kénnen wir annehmen, dass P
genau sechs Ecken besitzt. Wir unterscheiden die folgenden beiden
Falle:

Fall 1: In P sind keine vier Ecken in einer Ebene enthalten.
Nach Proposition 6.2.8 kénnen wir annehmen, dass P die kon-
vexe Hiille von 0, ey, e, €3, p = €1 +paes + p3es und g € M ist.
Wegen Proposition 6.2.8 ist auch @) := conv(ey, €2, e3, p, q) ein
Cayley-Polytop.

Sind p, und p3 grofer als 1, so sind die einzigen parallelen
Ebenen mit Abstand 1, die () umfassen durch X; = 0 und
X; = 1 gegeben. Dann ist auch P ein Cayley-Polytop mit
genau diesen Ebenen.

Ahnlich argumentiert man im Fall p, = 1 oder p3 = 1.

Fall 2: Es gibt vier Ecken von P, die in einer Ebenen enthalten
sind.
Diese vier Ecken seien ohne Beschrankung der Allgemeinheit
0,e1,e9,e1 + e5. Nach Lemma 6.2.5 haben die {ibrigen zwei
Ecken den Abstand 1 von der Ebene X3 = 0. Liegen sie auf
der selben Seite dieser Ebene, so ist P ein Cayley-Polytop.
Sind dagegen ez und p = pie; + poey — e3 die iibrigen zwei
Ecken, so folgt po = 1 oder p3 = 1, weil alle sechs Gitterpunkte
Ecken sind. Somit ist auch dann P ein Cayley-Polytop. [

Beweis von Theorem 6.2.2. Nach Proposition 6.2.1 hat P hichstens
acht Fcken. Wegen Proposition 6.2.9 konnen wir annehmen, dass P
sieben oder acht Ecken hat. Genauso wie im Beweis von Proposition
6.2.9 beweisen wir die Vermutung auch in diesen Féllen. ]

6.3 Generische Flachen vom Geschlecht 0

Das Ziel ist nun, die Vermutung aus Abschnitt 6.1 von Victor Ba-
tyrev zu beweisen und damit das Theorem von Howe 6.2.2 zu ver-
allgemeinern:
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6.3 Generische Flichen vom Geschlecht 0

W%WWMWM%MW&U%WW.
die vebledbende Wlenge at endlich.

Etwas formaler bedeutet dies:

Theorem 6.3.1. Sei P C Mgy ein 3-dimensionales Gitterpolytop
ohne innere Gitterpunkte. Dann ist P ein Cayley-Polytop, oder P
besitzt eine Projektion auf das zweifache unimodulare 2-Simplet,
oder P st ein exzeptionelles Polytop, wobei es von diesen bis auf
unimodulare Transformationen nur endlich viele gibt.

Einige der exzeptionellen Simplizes (P, ..., Fs) sind in Abbil-
dung 6.2 dargestellt. Alle anderen exzeptionellen Simplizes (es gibt
15 weitere) sind in einem dieser enthalten. Deswegen nennen wir
die exzeptionellen Gittersimplizes P, ..., Ps maximal.

Weiter gibt es maximale exzeptionelle Gitterpolytope, die keine
Simplizes sind, wie z.B. Py, Py, Py und Pjg in Abbildung 6.3. Es ist
unbekannt, ob es weitere maximale exzeptionellen Gitterpolytope
gibt.

Dies sind die bekannten maximalen exzeptionellen Gitterpolyto-
pe:

Py :=conv(0, e1,2e; + 5ey, 3e1 + bes)
P, := conv(0, ey, e; + 3eq, 2¢1 + 3e3)
P3 := conv(0, 3eq, 3ea, 3e3)

Py := conv(0,4ey, dey, 2e3)

Ps := conv(0,4eq, 2e; + 4eg, €1 + 2e3)
Ps := conv(0, 6e1, 3es, 2e3)

P; := conv(+£2e;, +2eq, €1 + 3 + 2e3)
Py := conv(teq, 2ey, €1 + 2e3 £ €1, €1 + 2e5 + 2e3)
Py :=conv(tey, tey, 61 + ey + 2e3 £ eg,e1 + €3 + 2e3 - ey)
Pyy == conv(0, 2eq, 3e; + 3ea, 2e1 + 3ea, €1 + 3es).
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

Sie wurden mit Hilfe des Maple-Pakets Convex [Fra06] und PALP
[KS04] gefunden.

Abbildung 6.2: Die maximalen exzeptionellen Gittersimplizes

Vermutung 6.3.2. Bis auf endlich viele Ausnahmen besitzt jedes
d-dimensionale Gitterpolytop ohne innere Gitterpunkte eine Pro-
jektion auf ein niedrig-dimensionaleres Gitterpolytop ohne innere
Gitterpunkte.

Beispiel 6.3.3. Christian Haase und Giinter M. Ziegler bewiesen in
|[HZ00|, dass das 4-dimensionale Gittersimplex conv(ey, g, €3, €4, 2¢1
+2e5 + 3e3 + (k — 6)eq) genau dann sauber ist, wenn ged(k,6) =
1 gilt. Weiter zeigten sie, dass das 5-dimensionalen Gittersimplex
conv(0, e1, €9, €3, €1 + €3 + €3 + 6ey, 261 + 3es + 4dez + 9es) sauber ist.
Beide Beispiele haben eine Projektion auf 2A,.

Im Folgenden konstruieren wir zu einem 3-dimensionalen Gitter-
polytop eine glatte projektive Hyperfliche in einer 3-dimensionalen
torischen Varietét.

Sei K ein Koérper, P C Mg ein Gitterpolytop mit Normalenfé-
cher 3(P) und zugehoriger projektive torische Varietit Xp. Wir
betrachten die Kompaktifizierung Sp C Xp der Fliache
> anXPXFRX =0 € (K) < Xp

mePNM
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6.3 Generische Flichen vom Geschlecht 0

Abbildung 6.3: Einige weitere maximale exzeptionelle Gitterpoly-
tope

in Xp, wobei K den algebraischen Abschluss von K bezeichnet
und die Koeffizienten a,, € K die folgende generische Bedingung
erfiillen:

{ 3 an XXX = 0} c (K

meonM

ist glatt fiir jede Seite # C P. Dies entspricht der Bedingung, dass
Sp X(P)-regulidr ist. Auferdem ist P das Newton-Polytop zu Sp.
Wihlt man speziell die Koeffizienten a,,,m € P N M, algebraisch
unabhéngig und setzt K := Q(a,, : m € PN M), so ist die generi-
sche Bedingung automatisch erfiillt.

Unterteilen wir nun den Facher ¥(P) geeignet, so erhilt man wie
in Kapitel 2 eine glatte Varietdt Xyv. Die Transformierte S, von
Sp ist wegen Proposition 5.1.3 Y-reguliar und damit glatt.

Askold G. Khovanskii zeigte, dass die Anzahl der inneren Gitter-
punkte von P C Mg mit dem geometrischen Geschlecht der Fl4-
che S} iibereinstimmt |[Kho78|. Deswegen erhalten wir, nachdem
wir mit einem Gitterpolytop starten und eventuelle Singularititen
auflosen, eine glatte projektive Flache vom Geschlecht 0, d.h. eine
glatte projektive Fliche, die “nahezu rational” ist.

Wenn P ein Cayley-Polytop ist, dann ist die zugehorige Flache
sogar tatsdchlich rational: Seien die parallelen Ebenen von P durch
X; = 0 und X; = 1 gegeben. Dann ist Sp die Kompaktifizierung
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

von {(X1, X2, X3) € (K')® : X1 (X2, X3) = g(Xa, X3)} in Xp mit

zwei Polynomen f, g € K[X,, X5]. Hieraus folgt X; = Z52=5)

f(X2,X3)° und

?(Sp) — F(XQ,X?,)
f(X2,X5)
X, — X, ic{23}

X1 =

liefert eine birationale Abbildung Sp --» P2

Wenn P dagegen eine Projektion auf 2A, besitzt, erhalten wir
ein Konik-Biindel: Das Polytop P habe eine Projektion auf 2A, =
conv (0, 2e1, 2e5). Dann ist die zugehorige homogenisierte Gleichung

fo(X3) X3 + f1(X3)XT + fo(X3) X5 + f12(X3) X1 X
+ o2 (X3) X0 X2 + for(X3)Xo X1 =0

mit Polynomen fo, fi, f2, fi2, foz, foo € K[X3]. Durch eine lineare
Substitution erreicht man die Gleichung

9o(Y3)YZ + g1 (V) Y2 + go(Y3) Y2 = 0

mit Polynomen gy, g1, g € K[Y3]. Fixiert man Y3, so definiert dies
einen Kegelschnitt, eine Konik. Somit ist Sp eine Fliche mit Pro-
jektion auf K, so dass jede Faser eine Konik ist.

Mit Hilfe einer verallgemeinerten stereographischen Projektion sieht
man, dass eine Konik genau dann rational ist, wenn sie einen ab-
geschlossenen Punkt enthilt. Insbesondere ist die Konik {z € P? :
agri + a1z} + axx3 = 0} iiber dem Korper Q(ag, ay, az) nicht ratio-
nal, da ag, a; und as algebraisch unabhingig sind.

Somit ist auch jedes generische Konik-Biindel iiber diesem Korper
nicht rational.

Sei nun P eines der exzeptionellen Polytope. Ist P in einem maxi-
malen exzeptionellen Polytop ) enthalten, so enspricht die Hyper-
fliche von P einer Spezifizierung der Koeffizienten in der Gleichung
zur Hyperfliche von (). Somit reicht es, die maximalen exzeptionel-
len Gitterpolytope zu betrachten:

Die Normalenvektoren

5 -5 0 0
u=\| —1 |,u1 = 2 Jug = | —1 und uz = 0
-2 3 0 -1

von P erfiillen die Relation ug + uq 4+ us + uz = 0. Aufkerdem folgt
aus Z o Qiu; € Z* bis auf Addition ganzer Zahlen a; = ¢+ £ mit
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6.3 Generische Flichen vom Geschlecht 0

¢ € Q. Wegen Korollar 1.7.5 folgt hieraus Xp, = P3/us, wobei us =
({¢'i €{0,1,2,3,4}},), =1, aufl @ = (zg : x1 : T9 : 23) € P3
gemiR (.z; := ('x; wirkt. Im Untergitter M := {(a,b,c,d) € Z* :
b+2c+3d € 5Z} C Z* ist P, = conv(5eq, Heq, bes, Sey). Somit ist

Sp, die Flache
3
{me =0, z € IP3} /15
i=0

Sie heift Godeaux-Fldche nach Lucien Godeaux und ist eine alge-
braische Fliche vom allgemeinen Typ.

Analog erhélt man aus den anderen maximalen Polytopen die
zugehorigen Flachen:

Da die Polytope Ps, P-, Ps und Py Quotienten eines reflexiven Po-
lytops in einem Untergitter des Index 2 sind, sind die zugehorigen
Flachen Sp,, Sp., Sp, und Sp, Enrique-Flichen, d.h. Quotienten ei-
ner K3-Flichen mit ps.

K3-Flichen sind nach Erich Kahler, Kunihiko Kodaira und Ernst
Kummer benannt, Enrique-Flachen sind benannt nach Federigo En-
riques.

Sp, kann man wie oben realisieren als
Sp, = {z € P’(1,1,2,4) : aj+af +a5+a5=0}/p,
wobei (—1).x 1= (—xg : 21 : 9 : T3).

Sp, ist der Abschluss von
{ (w:v), (x:y:2)) € P! x PX(1,1,2) :
(u? + v?)(zty* + 22?4+ y*2?) = 0}//@,
wobei (—1).((u:v),(x:y:2)):=((u:—v),(x:—y:—2)).
Sp, ist der Abschluss von
{ (2o : 21), (Yo : 11), (20 : 21)) € PP x P x P!
(a8 + 2D) (W + ¥ + ) = 0} /e,

wobei (—1)(x,y,z) = ((‘TO : —ZL’1>, (yO : _y1)7 (ZO : _Zl>>'
Sp, ist die kubische del-Pezzo-Fliche

3
{fo =0, z eIP3}.
=0
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

Del-Pezzo-Flachen sind 2-dimensionale Fano-Varietdten, d.h. ihr
antikanonischer Divisor ist ample. Sie sind benannt nach Pasquale
del Pezzo.

Sp, ist die quasi-homogene Nonic im gewichtet projektiven Raum
Sp, = {z e P°(1,1,1,3), z) +z] + 25+ 25 =0} /po,

wobei .z 1= (Cxo : C*wy 2 o 1 (Oa3), O = 1.

Sp, ist die quasi-homogene Quartic im gewichtet projektiven Raum

{zeP?(1,1,1,2): zy+ai+as+x3=0}.

Sp, ist die quasi-homogene Sextic im gewichtet projektiven Raum

{z €P*(1,1,2,3): af+af+a5+2;=0}.

Es ergibt sich folgende Vermutung:

Vermutung 6.3.4. Die Fliche Sp ist genau dann rational iiber
K =Q(ap, : me MNP), wenn P ein Cayley-Polytop ist.

Der Grad eines 3-dimensionalen Gitterpolytops ohne innere Git-
terpunkte ist wegen Korollar 1.10.15 0,1 oder 2. Die Gitterpolyto-
pe vom Grad kleiner oder gleich 2 sind bereits klassifiziert (siche
[BN07]), was gleichzeitig das Resultat von Arkinstall, Khovanskii,
Koelman und Schicho verallgemeinert:

Theorem 6.3.5 (Batyrev, Nill). Sei P ein d-dimensionales Git-
terpolytop. Ist P vom Grad 0, so ist P = Ay. Ist P vom Grad
1, so ist P eine (d — 2)-fache Gitterpyramide tiber 27y oder ein
Lawrence-Polytop.

Korollar 6.3.6. Se: P C My, ein d-dimensionales Gitterpolytop,
d > 3 und deg(P) < 1. Dann ist P ein Cayley-Polytop.

Sei P C Mg ein Gitterpolytop ohne innere Gitterpunkte. Dann
gilt deg(P) < 2. Somit reicht es, den Fall deg(P) = 2 zu betrachten.
Im Folgenden werden wir das Theorem von Howe 6.2.2 Schritt fiir
Schritt verallgemeinern und am Ende das Theorem 6.3.1 beweisen.
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6.4 White Gittersimplizes

Wir nennen ein 3-dimensionales Gitterpolytop white, wenn seine
einzigen Gitterpunkte in seinen Kanten enthalten sind.

Aus dem Abschnitt 6.1 folgt, dass fiir eine Facetten F' eines 3-
dimensionalen white Gitterpolytops gilt: F' = 2A,, oder F ist ein
Lawrence-Polytop.

G.K. White bewies in [Whi64| die folgende Verallgemeinerung
von Theorem 6.2.2, indem er Ungleichungen mit Gauss-Klammern
benutzt. Wir préisentieren hier einen neuen Beweis:

Lemma 6.4.1. Sei P C Mg ein 3-dimensionales white Gittersim-
plex mit F 22 2/, fiir jede Facette F' C P von P. Dann ist P ein
Cayley-Polytop.

Beweis. Da jede Facette von P ein Lawrence-Polygon ist, gibt es
hochstens zwei Kanten von P, die ldnger als 1 sind, d.h. mehr als
zwei Gitterpunkte haben. Nach Theorem 6.2.2 kénnen wir anneh-
men, dass es zumindest eine Kante gibt, die langer als 1 ist.

b

c

Abbildung 6.4: Das Simplex P.

Fall 1: Es gibt genau eine Kante der Lénge [; > 1.
Die Ecken von P seien a, b, c,d € M. Weiter sei f € conv(a,b)®
NM ein innerer Gitterpunkt der Kante conv(a,b).

Fall A: Es gilt [, = 2.
Die Gittersimplizes A := conv(a, ¢, d, f) und A’ := conv
(b,c,d, f) sind Cayley-Polytope wegen Theorem 6.2.2.
Deswegen liegt A zwischen zwei parallelen Ebenen Ey, Fy
mit Abstand 1, und A’ liegt zwischen E]| und Ej, die
ebenso Abstand 1 haben.

Wenn a und f beide in E; oder E, enthalten sind, dann
muss b auch in der selben Ebene enthalten sein. Also
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Fall

ist P ein Cayley-Polytop, das zwischen F; und FEs liegt.
Genauso verhilt es sich, wenn b und f beide in E] oder
E! enthalten sind.

Wenn A eine Gitterpyramide ist, so ist A unimodular.
Also ist P = AUA’ = conv(—ey, e, €9, e3) ein Cayley-
Polytop. Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir A’.
Wir nehmen deswegen im Folgenden an, dass weder A
noch A’ eine Gitterpyramide ist.

Sei f = 0,c = e;,d = e3,b = —a und 0 < aj,a0 <
az # 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei A das
Cayley-Polytop von conv(0,e;) und conv(es,a). Daher
gilt ged(az—1, a3) = as, was as|(ax—1) impliziert. Wegen
as < ag folgt as = 1. Somit reicht es, die folgenden
beiden Fille zu betrachten:

Fall a: A’ ist das Cayley-Polytop von conv(0,e;) und
conv(ey, —a).
Hier ist ged(as + 1, ag) = as, woraus as|(ag +1) = 2
folgt. Wegen ag # 1 gilt ag = 2. Somit ist a; €
{0,1}.
Wenn a; = 0 gilt, so ist P C {0 < 27 < 1} ein
Cayley-Polytop. Wenn dagegen a; = 1 ist, so haben
e; und e; den Abstand 1 von der Ebene lin(a, e;—e3),
die 0,a und —a enthélt. Deswegen ist P wieder ein
Cayley-Polytop.

Fall b: A’ ist das Cayley-Polytop von conv(0,es) und
conv(ey, —a).
Hier ist ged(a;+1, as) = as, woraus as|(a;+1) folgt.
Deswegen haben auch hier e; und e; den Abstand 1
von der Ebene lin(a, e; —e3), die 0, a und —a enthilt.
Somit ist P ein Cayley-Polytop.

B: Ls gilt [ > 2.

Nach Induktionsvoraussetzung sind A und A’ Cayley-
Polytope, wobei wir die selbe Bezeichnung wie zuvor
iibernehmen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
|conv(a, f)° NM| > 0. Dann liegen a und f — und des-
wegen auch b — in E; oder F,. Also ist P ein Cayley-
Polytop, das zwischen E; und F, liegt.



6.5 White Gitterpolytope

Fall 2: Es gibt zwei Kanten der Langen [; > 1, I3 > 1.
Sei [y +1 = |conv(a,b) N M| und Iy + 1 = |conv(c,d) N M|. Es
gibt einen inneren Gitterpunkt f € conv(a,b)® N Z3, so dass
|conv (b, f)° N M| =0 gilt.

Nach Induktionsvoraussetzung und mit Fall 1 sind A® :=
conv(a,c,d, f) und A® := conv(b,c,d, f) Cayley-Polytope,
d.h. es gibt eine ganze Zahl 2 € Z und eine Linearform y®
€ N,sodass AW in WO .= {z € Mg : 29 < (z,y9) <20+
1}, 4 € {1,2}, enthalten ist. Jede Facette von A®), i € {1,2},
ist ein Lawrence-Polygon.

Wenn a und f beide in der gleichen Randebene von W)
enthalten sind, so liegt b auch darin. In diesem Fall ist P C
WM ein Cayley-Polytop.

Seien nun @ und f in unterschiedlichen Randebenen von WM.
Dann ist [; = 2. Wegen [, > 1 sehen wir, dass ¢ und d in der
selben Randebene von W liegen.

Deswegen ist A fiir i € {1,2} eine Gitterpyramide und da-
her ein Lawrence-Polytop. Sei ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit AM) = conv(0, e1, lye2, €1 + e3). Dann ist P C {0 <
X; < 1} ein Cayley-Polytop. ]

Proposition 6.4.2. Sei P C Mgy ein 3-dimensionales white Git-
tersimplex. Dann ist P ein Cayley-Polytop oder P = 2A;.

Beweis. Wegen Lemma 6.4.1 kénnen wir P = conv(0, 2ey, 2e3, p)
mit p € Z3 und p3 > 1 annehmen.

Wenn P eine Facette F' =2 2A, mit F' # P N X3 hat, so ist jede
Facette von P von dieser Form, und %P ist ein Gitterpolytop vom
Grad 0 oder 1 mit nur unimodularen Facetten. Daher ist P = 2As.

Sei nun jede Facette F' # P N X3 ein Lawrence-Polygon. Dann
gilt PN{X3 > 0}NM = p. Wir withlen vier Gitterpunkte a,b,c,d €
Pn{X3=0}NM, so dass conv(a,b, c,d, p) sauber ist. Mit Lemma
6.2.5 folgt p3 = 1. Also ist P ein Cayley-Polytop. m

6.5 White Gitterpolytope

Proposition 6.5.1. Sei [' C Mg ein Gitterpolygon, p € M und
P = conv(F,p) C Mg ein 3-dimensionales white Gitterpolytop.
Dann ist P ein Cayley-Polytop.

141
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Beweis. Wegen |F° N M| = 0 konnen wir mit Theorem 6.3.5 und
Proposition 6.4.2 annehmen, dass F' ein Lawrence-Polytop mit mehr
als drei Ecken ist. Also sei F' ein Cayley-Polytop von zwei pa-
rallelen Kanten [; und l5. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit
X3(l1) = X3(l2) =0 und Xl(ll) = O,Xl(lg) =1.

Wir wihlen zwei Strecken Ay 2 ¢; C [;, ¢ € {1,2}, und betrachten
das Gitterpolytop @ := conv(p, q1, q2) C P. Seip = pre1+paea+pses
mit 0 < py,ps < p3 und p3 > 1.

Wir nehmen an, dass () sauber ist. Dann folgt mit Lemma 6.2.5
ps = 1, ein Widerspruch. Es gilt also ohne Beschréinkung der Allge-
meinheit conv(0, p)° # 0, ¢1 = conv(0, e5) und go = conv(ey, e1+-es).
Wir zeigen nun p; = 0, was schlieklich P C {0 < X; < 1} impli-
ziert.

Unterteile Q in A® := conv(0, e, e; + €3, p) und A® := conv(0,
€s, €1 + €2, p). Nach Proposition 6.4.2 sind diese beide Cayley-Poly-
tope mit normalisiertem Volumen ps.

Wenn A® eine Gitterpyramide ist, so ist es sogar ein Lawrence-
Polytop. Deswegen gilt hier p; = ps = 0.

Sei nun also AW das Cayley-Polytop von conv(0, p) und conv(ey,
e1+es). Hier ist ged(py, p3) = ps, weshalb p3|p; folgt. Somit erhalten
wir p; = 0. UJ

Proposition 6.5.2. Sei P C Mg ein 3-dimensionales white Gitter-
polytop mit héchstens finf Ecken. Dann ist P ein Cayley-Polytop,
oder P — 3A; und (2A5)° — P°.

Abbildung 6.5: Ein Polytop P mit P — 3A3 und (2A,)° < P°

Beweis. Nach den Propositionen 6.4.2 und 6.5.1 kénnen wir an-
nehmen, dass P ein Circuit ist, d.h. die konvexe Hiille eines 2-
dimensionalen Gittersimplex A und eines 1-dimensionalen Gitter-
polytops conv(a, b), beide ohne innere Gitterpunkte, so dass conv(a,
b)°, A° C P°. Nach Theorem 6.2.2 konnen wir zudem voraussetzen,
dass es eine Kante von P der Lénge n > 2 gibt. Betrachte nun die
folgenden beiden Félle:
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Fall A: A = A,.

Es gibt Gitterpunkte ¢, € P N M, so dass conv(A,c,c)
ein sauberes Circuit ist. Nach Theorem 6.2.2 kénnen wir an-
nehmen, dass conv(A, ¢, ) = conv(0, e, €2, —e3, f) mit A =
conv(0,e1,e), f = e1 + faea + fseg und fo, f3 € N. Da P
ein Circuit ist, erkennen wir zudem fo > 0 und 1+ fo < f3,
insbesondere f; > 1. Um P aus A’ := conv(A, ¢, ) zuriick-
zubekommen, miissen wir A’ entlang f oder —e3 verldngern.
Wenn wir A’ entlang der Strecke conv(ey, f) verlangern, bleibt
P C {0 < X; < 1} ein Cayley-Polytop. Das gleiche gilt, wenn
wir A" entlang der Strecke conv(—es, 0) verldngern.

Wir werden zeigen, dass man in den verbleibenden drei Fillen
kein Teilpolytop von P erreichen kann.

Fall 1: Verlingere A’ entlang der Strecke conv(f,0).
Hier bekommen wir das Circuit conv(0, e1, e3, —e3, 2f) C
P. Nach Proposition 6.4.2 ist das Teilsimplex conv(0, ey,
es,2f) ein Cayley-Polytop.

Ist es eine Gitterpyramide, so folgt mit Theorem 6.3.5
fs|f1 und f3|f2, was ein Widerspruch ist.

Deswegen ist conv(0, ey, e5,2f) das Cayley-Polytop von
conv(0,2f) und conv(ey,es). Also gilt 1 + fo = f3 im
Widerspruch zu 1+ f5 < fs.

Fall 2: Verldngere A’ entlang der Strecke conv(f, es).
Hier erhalten wir das Circuit conv(0, ey, ey, —es3,2f —
ey) C P. Wie zuvor erhalten wir 2f3](2fs + 1), ein Wi-
derspruch.

Fall 3: Verldngere A" entlang der Strecke conv(—es, 7).
Hier erhalten wir das Circuit conv(0, ey, ea, —e;—2e3, f) C
P (vgl. Abbildung 6.6). Weil das Circuit konvex ist, folgt
f3 =1, was erneut ein Widerspruch ist.

Fall B: Es gibt eine Kante von A der Linge n > 2.
Nach Theorem 6.3.5 kénnen wir A = conv(0, ney, deq) mit
d € {1,2},a3 > 0 > by annchmen. Unterteile P in A’ :=
PnN{X; >0} und A” := PN {X; < 0}. Nach Proposition
6.4.2 sind diese Cayley-Polytope oder dquivalent zu 2Aj3.

Wenn A’ = 2A5 gilt, so folgt n = § = 2 und ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit a = 2e3. Somit ist wegen Proposition
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Abbildung 6.6: Das Circuit modulo lin(es)

6.4.2 A" =2 2A3 oder by = —1. Im ersten Fall gilt deg (%) <1,

und g hat nur unimodulare Facetten. Dies ist jedoch fiir ein
Circuit nicht moglich. Im zweiten Fall erhalten wir P — 3As.

Seien deswegen im Folgenden A’ und A” beide Cayley-Polytope.

Fall 1: A’ und A” sind Gitterpyramiden iiber P N X3
Hier erhalten wir as = —bs = 1. Deshalb kénnen wir
a = ez annechmen. Wenn 0 = n = 2 gilt, so ist b €
{e1 + ea — e3,2e; + €3 — €3, €1 + 2e5 — e3}, insbesondere
P — 3As;.
Sei nun § = 1. Da P ein Circuit ist, folgt by = 1. Deswe-
gen ist P C {0 < X, < 1} ein Cayley-Polytop.

Fall 2: A’ und A” sind Gitterpyramiden.
Sei A’ eine Gitterpyramide iiber conv(0,ne;,a). Dann
ist 9 = 1 und conv(0, ney, a) ein Lawrence-Polytop. Des-
wegen ist A’ ein Lawrence-Polytop und somit ist dieser
Fall auf den Fall 1 zuriickgefiihrt.

Fall 3: Genau eines der Simplizes A’ und A" ist eine Gitter-
pyramide.
Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei A” eine Git-
terpyramide, und A’ sei das Cayley-Polytop von A} =
conv(0,ne;) und Al = conv(ey,a). Weiter sei 0 < ay <
as > 1. Wie in Fall 1 und Fall 2 erhalten wir b5 = —1
und 0 = 1.
Ebenso gilt ged(as, az — 1) = as, woraus ag|(az — 1) folgt.
Also ist as = 1. Da P ein Circuit ist, folgt b, = 0. Daher
ist P C {0 < X, <1} ein Cayley-Polytop.

Fall 4: Weder A’ noch A” ist eine Gitterpyramide.
Wie in Fall 3 konnen wir wieder ay = 1 und bs|(by — 1)
annehmen. Betrachte die Projektion von P auf Xi:
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Abbildung 6.7: P modulo lin(e;)

Da A’ keine Gitterpyramide ist, gilt ag > 2. Somit ist
by < 0 und b3 — aszby < 0, weil P ein Circuit ist. Nun
folgt —b3|(1 — by), was kleiner als 1 + ;—23 ist. Dies im-
pliziert —bs3 < 1 + ;—ZS <1- %3, also b3 > —1, was ein

Widerspruch ist. O

Proposition 6.5.3. Sei P C Mgy ein 3-dimensionales white Git-
terpolytop. Dann ist P ein Cayley-Polytop oder Vol(P) < C(653),

Beweis. Wenn 2A, — P gilt, so hat jeder Gitterpunkt von P we-
gen Proposition 6.4.2 hochstens den Abstand 2 von 2A,. Dies be-
schrankt P. Sei also 2Ay & P. In diesem Fall ist jede Facette von
P ein Lawrence-Polytop.

Sei conv(0,nes), n € N die langste Kante von P mit angrenzen-
den Facetten Fi, F5. Wegen dem Theorem von Howe 6.2.2 und den
Propositionen 6.4.2; 6.5.2 sei ohne Beschrankung der Allgemein-
heit n > 2, und P habe mehr als fiinf Ecken. Wir wéihlen nun zwei
Ecken a € Fj, b € Fy, so dass A := conv(0,a,b,ne3) C P ein
3-dimensionales Gittersimplex ist.

Wenn es keinen Gitterpunkt p € P\{F; U Fy} N M gibt, dann
enthélt P eine Gitterpyramide und ist nach Proposition 6.5.1 auch
ein Cayley-Polytop. Sei also p € P\{F; U F»} N M.

Nach Proposition 6.5.2 ist conv(0, nes, a, b, p) ein Cayley-Polytop.
Also ist einer der folgenden drei Fille erfiillt:

A Der Abstand von p und b zu Fj ist 1.
B Der Abstand von p und a zu Fj ist 1.

C Eine Ebene durch a,b und p hat den Abstand 1 zu den Punk-
ten 0 und nes.

Wenn es einen Gitterpunkt ¢ € PN M vom Typ A aber nicht
vom Typ B gibt, und es weiter einen Gitterpunkt ¢ € P N M
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vom Typ B aber nicht vom Typ A gibt, so erhalten wir nach uni-
modularer Transformation a = e; und b = ey. Dann jedoch ist
conv (0, nes, q,q") kein Cayley-Polytop im Widerspruch zu Proposi-
tion 6.4.2.

08! o
ej‘?ﬁ“w 1
0 ‘\\o ;"fo
o 8 o
o
Abbildung 6.8: P modulo lin(e3).

Wenn es einen Gitterpunkt ¢ € PN M vom Typ A aber nicht vom
Typ B gibt, und es weiter einen Gitterpunkt ¢ € PN M vom Typ
C' gibt, so erhalten wir nach unimodularer Transformation a = e;
und b = ey. Aber dann gibt es keine Moglichkeit fiir ¢’ mehr.

Deswegen miissen samtliche Gitterpunkte p € P\{F, U F;} N M
entweder vom Typ A oder vom Typ B oder vom Typ C sein. Somit
ist P ein Cayley-Polytop. ]

6.6 Gitterpolytope ohne innere Gitterpunkte

Nun verbleibt es, Gitterpolytope mit mindestens einer Facette, die
innere Gitterpunkte hat, zu betrachten, um Theorem 6.3.1 zu be-
weisen.

Bemerkung 6.6.1. Sei F' C Mg ein Gitterpolygon mit Vol(F) < 4
und F°N M # (). Wegen der Formel von Pick 1.10.17 gilt Vol(F) =
|FFN M|+ |F° N M| —2. Daher gilt |[F° N M| =1, und F ist eines
der folgenden reflexiven Gitterpolygone:

conv(ey, €2, —e; — e3), conv(tey, 2es),

conv(+ey, +ey), conv(ey, ea, (€1 + €3)).

] x;% ] )
= Z =

==

Abbildung 6.9: Die vier kleinsten Gitterpolygone mit innerem Git-
terpunkt

N
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6.6 Gitterpolytope ohne innere Gitterpunkte

Proposition 6.6.2. Sei P = conv(F,p) C My ein Gittersimplex
ohne innere Gitterpunkte und sei |F° N M| = 1,p = pre; + paes +
pses mit p € M,ps > 0. Jede weitere Facette von P habe keine
innere Gitterpunkte. Dann ist ps durch eine Konstante C%62) > 0
beschrinkt.

Tatsichlich kann man sogar zeigen dass C(¢62) = 6 gilt.

Beweis. Es gibt einen Gitterpunkt ¢ € M\ P, so dass conv(q, P) =
P Uconv(q, F') und |conv(q, P)° N M| = 1. Mit dem Theorem 6.1.2
folgt die Behauptung. O]

Es ist nicht schwierig, diese Idee zu verallgemeinern und das Fol-
gende zu beweisen:

Proposition 6.6.3. Sei ' C Mg ein (d — 1)-dimensionales Git-
terpolytop mit © > 0 inneren Gitterpunkten und p € M, so dass
P = conv(F,p) ein d-dimensionales Gitterpolytop ohne innere Git-
terpunkte ist. Dann ist das Volumen von P durch eine Konstante
beschrankt, die nur von d und ¢ abhdngt.

Proposition 6.6.4. Sei P C Mg ein Gitterpolytop und F' C P eine
Facette von P mit |F° N M| > 0. Dann hat P eine Projektion auf

Ay, d.h. P ist ein Cayley-Polytop, auf 22y, oder es gilt Vol(P) <
C(6'6'4).

Beweis. Sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit FF = P N X3
und X3|p > 0. Wir definieren s := {z € P: z3 = 1} und nehmen
an, dass P nicht in {0 < X3 < 1} enthalten ist, d.h. s° C P°.

Es gibt eine Projektion m : M — Z?2, die s auf ein Intervall I der
Lange [ = vol(I) > 1 abbildet, so dass | < L := max, yes |[(v, 2 — v)|,
wobei v ein primitiver Normalenvektor von [ ist.

oo b
Q o

L2{
Abbildung 6.10: Das Polygon s.

Gilt [ = 1, so ist m(P) = 2A,, denn 7(P) ist ein Gitterpolygon,
und es gibt einen Gitterpunkt p = pie; + paoes + pses € PN M mit
ps > 1. Sei also [ > 1. Wegen | < L und s° N M = () folgt nach
einigen Abschétzungen [ < 2.

Wir unterscheiden die folgenden drei Fille:
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6 Generische Fliachen vom Geschlecht 0

Fall 1: 1 <1< 3.
Da 7(P) ein Gitterpolytop ist, und es einen Gitterpunkt p =
pie1 + paes + p3es € PN M mit p3 > 1 gibt, gllt p3 < 4
Vp € Pund | € {3,3}. Deswegen erhalten wir nach erneuten
Abschétzungen Vol(s) < 4. Somit ist P im Kegelstumpf ent-
halten, der von F' und s aufgespannt und von {0 < X3 < 4}
begrenzt wird. Dies beschrinkt das Volumen Vol(P).

Fall 2: 3 <1 <2, Vol(F) > 4.
Nach dhnlicher Abschétzung erhalten wir Vol(s) < 2. Wegen
Vol(F) > 5 folgt ps < 20 Vp = preq + paes + pses € P. Daher
ist P im Kegelstumpf enthalten, der von F' und s aufgespannt
und durch 0 < X3 < 20 begrenzt wird. Dies beschrinkt das
Volumen Vol(P).

Fall 3: 3 <1<2, Vol(F) < 4.
Wieder gilt Vol(s) < 2. Wegen Bemerkung 6.6.1, ist F' fqui-
valent zu einem der vier Polygone aus Abbildung 6.9. Wei-
ter sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit jede Facette
von P mit inneren Gitterpunkten eines dieser Polygone. Sei
p = pie1 + pees + p3es € P N M mit maximalem ps und
betrachte das Gitterpolytop A® := conv(F, p).

Ist F die einzige Facette von A®) mit inneren Gitterpunkten,
so folgt p3 < 6 mit der Bemerkung nach Proposition 6.6.2.

Gibt es dagegen noch eine weitere Facette F' # F von AP
mit einem inneren Gitterpunkt ¢ € F° N M, so muss F’ zum
Rand von P gehéren, da P keine inneren Gitterpunkte besitzt.
Deswegen ist F” eines der vier Gitterpolygone aus Bemerkung
6.6.1. Wegen g3 < 6 folgt p3 < 3¢3 = 18.

Daher ist P im Kegelstumpf enthalten, der von F' und s auf-
gespannt und von {0 < X3 < 18} begrenzt wird. Dies be-
schrinkt das Volumen Vol(P). O

Beweis von Theorem 6.3.1. Wenn ein 3-dimensionales Gitterpoly-
top P C Mg ohne innere Gitterpunkte weder eine Projektion auf
Aq noch auf 2A, hat, so folgt mit den Propositionen 6.5.3 und 6.6.4
Vol(P) < max{C(¢>3) C(669)1 Wegen Theorem 6.1.2 gibt es nur
endlich viele solcher exzeptioneller Polytope. O

148



7 Simplizes mit leerem F-Inneren

Im Abschnitt 5.3 haben wir zu einem Polytop P C Mg ein weiteres
Polytop gebildet, indem wir Hyperebenen, die das Polytop im Rand
schneiden, nach innen verschoben haben. War das verbleibende Po-
lytop @ nicht leer, so konnten wir explizit ein Minimal Model fiir
die zugehorige torische Hyperfliche konstruieren. Es verbleibt so-
mit, Polytope P zu betrachten, bei denen das zugehorige Polytop
Q leer ist. In diesem Kapitel tun wir dies speziell fiir Simplizes.

7.1 Hohen eines d-Simplex

Sei A C Mg ein d-dimensionales Gittersimplex mit den Ecken
ag, - ..,aq € M, den Facetten Fy, ..., Fy € A(d—1) und den zugeho-
rigen primitiven inneren Normalenvektoren uqg,...,uqy € N. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit wihlen wir ay = 0. Die Héhen
(a; — aj,u;) € N, j # i, bezeichnen wir mit h;, i € {0,...,d}.

Da die Normalenvektoren uq,...,uy € N linear abhingig sind,
erfiillen sie eine Relation Z?:o byu; = 0 mit by, ...,b; € N. Im Fol-
genden wird ein Zusammenhang der Koeffizienten mit den Héhen
ho, ..., hq € N gesucht. Daraus ergibt sich eine notwendige Bedin-
gung an einen Vektor (hg,...,hy) € N‘fgl, der Hohenvektor eines
Gittersimplex zu sein.

Beispiel 7.1.1. e Ist A C Mg ein Dreieck mit hg = 1, so ist A
ein Cayley-Polygon, und es gilt h; = hs.

e Sei A C Mg ein Dreieck mit hy = hy = 2. Weil das nor-
malisierte Volumen das Produkt aus der Hoéhe h; und der
Lange der zugehoriger Grundseite [; ist, ist das Verhiltnis
der Grundseiten Iy : I3 : Iy = 2 : hy : hg. Andererseits ist
lo,lo < hy, da die Lange einer Grundseite die um 1 vermin-
derte Anzahl der Gitterpunkte dieser Grundseite ist. Daraus
folgt ho = 32 < & und Iy = l,. Wiire hg = 4, so wiire lp = 1
und [y = [, = 2, ein Widerspruch. Also gilt hg < 2, und es
sind nur die Tripel (ho, h1, h2) € {(1,2,2),(2,2,2)} moglich.
Diese werden auch tatsachlich realisiert, ndmlich durch die
Dreiecke conv(0, 2eq, e5) und 2A,.
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7 Simplizes mit leerem F-Inneren

e Mit den gleichen Uberlegungen ist es moglich zu zeigen, dass
es kein Dreieck mit dem Hohentripel (2,3, 3) gibt.

Der Nachteil dieser Methode ist jedoch, dass man sie nicht auf
d-Simplizes mit d > 3 iibertragen kann. Deswegen braucht man hier
eine andere Methode:

S A i Givtorsimpler wnd d-dimensional
it Hihens bo, ..y, jode eine gance Fahl.
Ohse scbnedben wiv i ane owte Zoile

dov Prodibre dev woilichen Adhen b auf cner
wnter den zugedechton Oue

Un ciner loteton Fode sobliofilich, vorwelee
o&&pwo%wo@vgmﬁmy@ von jeder (S/m&e
line d Cinvisge sind alle gleich,

Etwas formaler bedeutet dies:

Proposition 7.1.2. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

Coho = Clhl =...= thd7

wobei

ci:gcd< H hj>.

REE S gtk

Beispiel 7.1.3. Wir analysieren die obigen Beispiele im Licht von
Proposition 7.1.2:
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o Ist A C My ein Dreieck mit hg = 1, so ist ¢; = ¢ = 1 und
deswegen hy; = hy = .

o Ist A C My ein Dreieck mit hy = hy = 2, so ist ¢g = 2
und ¢; = ¢y = ged(2, hg). Mit Proposition 7.1.2 folgt hy =
ged(2, hy) und somit hy < 2.



7.1 Héhen eines d-Simplex

e Ist hg =2 und hy = hy = 3, so folgt co = 3,¢c1 = co = 1. Weil
cohg = 6 # 3 = c1hy folgt mit Proposition 7.1.2, dass es kein
Dreieck mit dem Hohentripel (2, 3,3) gibt.

Beweis von Proposition 7.1.2. Die Linearform

d
1
Uy ::—ZﬁuieNQ

i=1
erfiillt wegen ag = 0: (a;,ug) = —1 Vi€ {1,...,d}, und es gilt
Ha'l—1 h; : 1 -
o= —"—us=—Y —||hju €N.
Uy % Uy ZCOH Ui €
=1 7j=1
JFi

Im Allgemeinen ist u; aber nicht primitiv. Deswegen sei g € N die
Lénge von v und g := éug € N. Diese Linearform erfiillt

g Co 9Co

d
_lnje{l ,,,,, AN\ {i} h; (a5, u5) = Hj:l h; Vie{l,... d.

(@i, o) =

Damit ist 1y € N primitiv, konstant auf aff(as, ..., ay), nicht kleiner
d p
als —% auf A und somit 4y = wg. Daraus folgt fiir ¢ # 0:

ho = (0 — a;,ug) = =T[5, h; und schlieklich

d
Hj:l hj

hoCo = (71)

Weiter ist fiir [ #£ 0

thl = hl ng hj

I »

I

=

o
o
oL

N

>

3.
>

o

ig{o.0) FE{LndP\ (i}
d d
(7.1) H =1 hj
= eed QI == 1L
S R AN U 90 seqang

Hc'l:1 hj 1
_ JT -+ ged 9 H hy
ie{l,...,d}\{I} 0 Je{1,...d}\ {5}
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7 Simplizes mit leerem F-Inneren

Es reicht deswegen zu zeigen, dass

ged . I »|=t

(LA {1} DO e an g

gilt.
Hierzu sei ¢ € N ein gemeinsamer Teiler von g und cio Hje{l,...,d}\{i} h;
Vie{1,...,d}\{l}. Wegen ¢|g gilt per Definition von ¢:

d
1
q‘z;a- H hju; € N.

Je{1l,...d}\{i}

Wegen ¢| - e, apnhy Vie{l,... . dp\{l} folgt weiter

q% H hj-ul.

el d\{1}

Da w; € N primitiv ist, gibt es mit dem Lemma von Bézout gan-
ze Zahlen «q,...,aq € Z, so dass Zle a;(u); = 1 gilt, wobei
(w)1, .-, (u)q € N die Koordinaten von w; beziiglich einer Gitter-
basis von N sind. Deswegen ist

d

i=1 je{l,...d\{1} 0 Je{1,..di\{t}

Also gilt q|gcd(% | PR % jzaltj) = 1 und somit ¢ = 1.
O
Natiirlich erfiillt nicht nur der Vektor (co, ...,cq) € N aus

Proposition 7.1.2 die dort angegebenen Relationen, sondern auch
jedes Vielfache des Vektors.

Im Allgemeinen ist der Vektor (cy, ..., cq) € N1 aus Proposition
7.1.2 nicht primitiv. Zum Beispiel gilt fiir A = 2Ay: co =1 = =
2.

Bemerkung 7.1.4. Der Vektor (co,...,cq) € N1 aus Proposition
7.1.2 kann als der Vektor der Koeffizienten der Relation der Vekto-

ren ug, . .., uq interpretiert werden. Es gilt ndmlich
— C eqrapg M
—up = —0 — Z Je{L,....d\{i} U
i=1 gco
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7.1 Héhen eines d-Simplex

und deswegen

=1 th =1 (
d d

Tl2 Z l(hici)uZ = Z Cill;
=1 hl =1

Daraus folgt Z?:o ciu; = 0.

Deswegen kénnen wir mit Proposition 3.2.3 den Vektor (cy, .. ., ¢q)
mit dem Erzeuger von N;(Xy) identifizieren. Dabei ist 3 der voll-
standige Facher, der von den Strahlen Qsq - w;, ¢ € {0,...,d},
erzeugt wird.

Die Umkehraussage zur Proposition 7.1.2 ist falsch, wie das Bei-
spiel (ho, hi, he, h, hy) = (2,6,6,7,7) € N° zeigt. Hier ist zwar
hoco = hicy = hacy = hscs = hycy = 84 mit dem Koeflizientenvek-
tor ¢ = (42,14,14,12, 12), es gibt aber kein 4-Simplex mit diesen
Hohen.

Tatséchlich wird im Beweis von Proposition 7.1.2 nicht nur die
Gleichheit der Produkte ¢;h;, i € {0,...,d} gefordert, sondern dass
ihr Wert mit dem aus Gleichung (7.1) iibereinstimmt.

Definition 7.1.5. Ein ganzzahliger Vektor (hg,...,hy) € N4+

heilst simplizial, wenn es ein d-Simplex mit den Hohen hg, ..., hg
gibt.
Selbst wenn es zu einem ganzzahligen Vektor (ho, . .., hy) € N¢T!

ein d-Simplex mit diesen Hohen gibt, so ist dieses im Allgemei-
nen nicht eindeutig. Dies zeigt das Beispiel A = conv(0,2e; —
e, 2e3, we3), A? = conv(0,2e1, 2e3, vey), wobei z eine ungerade
Zahl ist. Hier ist A®M 22 A aber beide haben den Hohenvektor
(2,2,2z,2x) € N*. Es gilt aber folgende Endlichkeitsaussage:

Proposition 7.1.6. Zu jedem ganzzahligen Vektor (hg, ..., hq) €
N1 gibt es héchstens endlich viele d-Simplizes mit den Héhen
ho, ..., hq.

Beweirs. Nach affinen unimodularen Transformationen konnen wir
annehmen, dass die zugehorigen Simplizes im Quader

d
@ conv(0, h;e;)
i=1

liegen. O]
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7 Simplizes mit leerem F-Inneren

7.2 Das F-Innere

Sei A C Mg ein Gitterpolytop mit den Facetten F;,7 € I, und den
zugehorigen primitiven inneren Normalenvektoren u; € N,7 € I,
d.h.

A= ﬂ{m € Mg : (m,u;) > —a;}

iel

mit ganzen Zahlen a; € Z,1 € 1.
Wir nennen das Polytop Af"¢ = {m € Mg : Yu € N Jp €
A mit (m —p,u) > 1} C P das Fine-Innere von A nach Jonathan
Fine, der sich erstmals mit diesem Polytop beschéftigte.
Weiter nennen wir das Polytop

A" =(V{m e My : (m,uw;) > —a; + 1}
el
das F-Innere von A.

Ist Afine £ (), so findet man mit der Konstruktion aus 5.3 ein
Minimal Model fiir die durch )~y @m2™ = 0 bestimmte X(A)-
regulire Hyperfliche in Xa. Es verbleibt also, den Fall Af"e = ()
zu betrachten.

Diese Bedingung ist zum Beispiel fiir jedes Cayley-Polytop und
jedes Gitterpolytop mit Projektion auf 2A, erfiillt. Diese entspre-
chen rationalen Hyperflichen und Konik-Biindeln. Allgemeiner hat
jedes Polytop mit einer Faserung auf ein niedrig-dimensionaleres
Polytop mit leerem Fine-Inneren selbst leeres Fine-Inneres. Wir
vermuten:

Vermutung 7.2.1. Ist P C My ein Gitterpolytop mit leerem Fine-
Inneren, so besitzt die durch ) 51 @ma™ = 0 bestimmte X (A)-
regulire Hyperfliche D C Xp kein Minimal Model. Insbesondere
gilt k(D) = —oc.

Es gilt A°N M c Afine ¢ AF c A. Insbesondere folgt aus
AF = () schon A° N M = (. Umgekehrt folgt aus A°N M = ()
im Allgemeinen nicht AY = (). Die maximalen exzeptionellen 3-
dimensionalen Gitterpolytope aus 6.3 zum Beispiel haben die fol-
genden F-Inneren:

7 8

PlF = Conv(gel + ey + e3, 561 + 265 + e3,
9 6
361 + e + 263, 561 + e2 + 63)

F 5) 13 4
Py = COHV(§61 + eo + €3, 361 + geg + es,
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7.2 Das F-Innere

Mo A A )
961 €2 3637361 €2 T €3
P =0
Pf 0
P 3
P5 = 5614‘624‘63
P =0
1
P7F = §€1+§€2+€3
1
PSF = 5614—62"—63
1
Pf = §€1+§€2+63

4 5
Pfg = Conv<§el + es + €3, 561 +e9 + 63>.

Die Polytope Ps, Pr, Ps und P, sind die einzigen bekannten ma-
ximalen exzeptionellen Polytope P, so dass P"¢ ein Punkt p € P
ist. Tatséchlich ldsst sich sogar zeigen, dass fiir jedes 3-dimensionale
Gitterpolytop P C Mg mit der Eigenschaft P¥¢ = p der Punkt p
entweder ganz oder halbganzzahlig ist, d.h. 2p € M. Diese rein kon-
vexgeometrische Aussage ldsst sich bemerkenswerterweise mit Hilfe
algebraisch-geometrischer Methoden beweisen: Wegen PFine £ ()
hat die zugehorige generische Fliche positive Kodaira-Dimension
und damit ein Minimal Model, das man mit der Konstruktion aus
Abschnitt 5.3 findet. Mittels der Klassifikation algebraischer Fl&-
chen [Sha96] und konvexgeometrischen Argumenten wie Korollar
7.2.3 ist diese Flache entweder eine K3-Flache oder eine Enrique-
Flache. Ein Artikel mit den Details hierzu ist in Arbeit.

Da die Bedingung Af"¢ = () selbst fiir ein Simplex schwierig zu
untersuchen ist, betrachten wir stattdessen die stiarkere Forderung
AF = (. Durch sie kénnen wir garantieren, dass Af"¢ = () gilt. Au-
ferdem ist A wieder ein Simplex oder leer. Deswegen betrachten
wir im restlichen Kapitel Simplizes mit leerem F-Inneren.

Wir werden nun das F-Innere eines Simplex durch seine Hohen
charakterisieren.

Proposition 7.2.2. Sei A C Mgy ein d-dimensionales Gittersim-
plex mit den Héhen hg, hy, ..., hqg € N.

Gilt Y0, w < L, s0dst dim(A") = d.

Gilt Y0 )L =1, so ist AT ein Punkt.
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7 Simplizes mit leerem F-Inneren

Gilt Y0, w> 1, soist AF =0
Beweis. Sei A= {m e M: (m,u;) > —a;} mit u; € N,a; € Z
Vi € {0,...,d}. Wir bezeichnen fiir j € {0,...,d} das Teilpolytop
J d
m{m eM: (m,u;) > —a;+1}N ﬂ {meM: (m,n;) > —a;} CA
= i=j+1
mit AU). Insbesondere ist A = AF. Formal setzen wir A1 = A,
In Mg gilt bis auf Verschiebung die Gleichung A® = ;A=Y mit
0; > 0 Vi e {0,...,d}. Folglich ist

d
=[]¢:-2
1=0

Wir werden nun zeigen, dass

k k 1
hi=1-> —
L=t

)

gilt. Daraus folgt dann

F : 1

und schlieklich die Behauptung.

Es gilt 6y = —1—— Sei nun £ > 0 und
k—1 -1y
0, =1— —.
[[o=1-23
=0 =0

Die Hohe zum Normalenvektor ny in A®~Y ist gegeben durch hj, =
Hf;ol 0;hy,. Deswegen ist
W, —1 Tl 0ihy, — 1

9, — —

Multiplizieren wir diese Gleichung noch mit Hf:ol 6;, so erhalten
wir

k k—1
Hgi — M_Hg_
k
1
::1—225-

=0
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7.2 Das F-Innere

Korollar 7.2.3. Sei A ein d-dimensionales Gittersimplexr mit lee-
rem F-Inneren. Dann ist der Divisor D := Da wn Xa Fano. Ist
dagegen das F-Innere ein Punkt, so ist Kp numerisch trivial.

Beweis. Seien uyg, . .., uy die Normalenvektoren zu den Facetten von
A und D; :=V,, C Xa. Wegen (1.1) sind die Relationen zwischen
den Divisoren D; durch Zf:()(m, u;)D; = 0 ¥Ym € M gegeben. Dies
stellt ein Gleichungssystem mit d Gleichungen fiir d + 1 Variablen
dar. Somit gibt es Zahlen a; € Q, so dass D; = a; D, gilt. Wegen
(m, Z?:o au;) =0Vm e M gilt 2?:0 a;u; = 0, und deshalb wegen
Bemerkung 7.1.4 a; = Z—O

Der kanonische Divisor von X := XA ist somit

d 1 d
KX :—ZDZ:—C—O <ZCZ> Do.

1=0

Der Divisor D = Dj ist wegen Korollar 1.9.23 durch D = hgDj
gegeben. Mit der Adjunktionsformel 2.1.24 folgt

d
1
KD = KX+D:C_(hOCO_ZCi> DO

0 i=0

d
1 hici
= C_O (hQCO — E hz > DO

1=0

d
7.1.2 Z 1

Dabei ist wegen Proposition 7.2.2 1 — Z?:o hi < 0. Aus Korollar

3.1.3 und Proposition 3.3.4 folgt nun, dass —Kp ample ist, d.h. D
ist Fano. O

Proposition 7.2.4. Sei d € N beliebig. Es gibt nur endlich viele
Vektoren (hq, . .., hq) € N1 so dass

‘1 ‘1
Zh—zumd Zh—i<1Vl€{O,...7d}.

Beweis. Es sei € > 0 und

1

d
1
Ad(f‘:)lz (al,...,ad)ENd:Z;2€7ZZ<5,1§j§d

i=1 i=1
i#]
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7 Simplizes mit leerem F-Inneren

Wir zeigen, dass Ag4(e) fiir jede positive Zahl € > 0 eine endliche
Menge ist. Speziell fiir ¢ = 1 folgt dann die Behauptung.

Esist Aj(e) ={a e N: 2 >¢} ={aeN: a <1} cine endliche
Menge. Sei nun d > 1 und |Ay(e)| < oo fiir jede positive Zahl e > 0
Weiter sei (a1, ..., aq41) € Agpr(e), d.h S L > ¢ S

=1 a; i=1,i#7 a;
e Vjed{l,...,d+ 1}, und ohne Beschréinkung der Allgememhelt
a; < -+ < agyq. Esistalso ay < %. Da (as, .. ad+1) € Ad(e—i)

und 0 < 5—a—11 ist, gilt |Ags1(e)] < Za1<1 aL. |A (e— )| <oo. O
Korollar 7.2.5. Sei d € N belzebzg Es gibt nur endlich viele Vek-
toren (ho, . .., hg) € N+ it 57 =1.

zOh

7.3 d-Simplizes mit leerem F-Inneren

Mit Hilfe des letzten Abschnitts und des folgenden Lemma werden
wir nun eine Endlichkeitsaussage fiir Gittersimplizes mit leerem F-
Inneren beweisen.

Lemma 7.3.1. Sei (hy, ..., hq) € N¢ ein ganzzahliger Vektor. Dann
gibt es nur endlich viele hg € N, so dass (hg, hi,...,hg) € NIt
sitmplizial ist.

Beweis. Ist (hq, ..., hy) simplizial, so gilt wegen Proposition 7.1.2
hoco = hgcq. Deswegen ist hg ein Teiler von

hg ged H h;
i#d j=0
J#i
und somit ein Teiler von Ay - - - hy. O

Hieraus folgt nun der Hauptsatz dieses Kapitels:

Vv Addons eine Klase, an 63 winds Didhy evivmenn
mwm%@%@mwmmxw%wm.
&WWW?WMM&%

Etwas formaler bedeutet dies:
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7.3 d-Simplizes mit leerem F-Inneren

Theorem 7.3.2. Bis auf affine unimodulare Transformation und
Projektionen auf niedrig-dimensionalere Gittersimplizes mit leerem
F-Inneren ¢ibt es nur endlich viele d-Simplizes mit leerem F-Inneren.

Umgekehrt hat ein d-Simplex, das eine Projektion auf ein niedrig-
dimensionaleres Gittersimplex mit leerem F-Inneren hat, im Allge-
meinen nicht leeres F-Inneres. Dies zeigt das Beispiel eines Cayley-
Polytops conv(0, ey, €5, €1 + 3es +4es). Sein F-Inneres ist der Punkt
%61 + e9 + e3.

Beweis von Theorem 7.3.2. Wegen Proposition 7.2.2 gilt fiir ein d-
Simplex mit leerem F-Inneren Zj:o hi > 1. Es gibt drei Klassen
von d-Simplizes mit leerem F-Inneren:

(1) d-Simplizes, deren Hohenvektor >, hi <1 VkeA0,...,d}
erfiillt.

(2) d-Simplizes, deren Hohenvektor Z#k% > 1 fiir ein k €
{0,...,d} erfiillt, aber Z%{k’l} hi <1 Vk#1e/{0,...,d},

und

(3) d-Simplizes, deren Hohenvektor >, hi > 1 fiir ein k #
L€ {0,.... d} erfillt.

Wegen den Propositionen 7.2.4 und 7.1.6 gibt es nur endlich viele
d-Simplizes in der Klasse (1).

Zu einem d-Simplex aus der Klasse (2) sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit 37 h% > 1und 30, h% <1 Vvied{l,...d}.
Wegen Proposition 7.2.4 gibt es nur endlich viele solcher Vekto-
ren (hy,...,hq). Wegen Lemma 7.3.1 gibt es auch nur endlich viele
ho € N, die den Héhenvektor zu einem simplizialen Vektor kom-
plettieren. Hieraus folgt die Endlichkeit dieser Klasse.

Sei nun A ein d-Simplex aus der Klasse (3), und sei ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit fo;ll i > 1. Die Facetten F,..., Fy_y C
A zu den Hoéhen hq, ..., hg_1 haben eine Kante a C A gemeinsam.
Betrachte die kanonische Projektion 7 : Mg — Mg/(a). Sei oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit (a) = (e;) und die Elemente
von N als Vektoren beziiglich der Gitterbasis {ey,...,eq} darge-
stellt. Das Bild der Facette F; C {m € Mg : (m,u;) = h;} ist
7n(F;) = {m € Mg/{a) : (m,w;) = h;}, wobei n; aus n; durch Er-
setzen des ersten Eintrags durch 0 entsteht. Deshalb ist das Bild von
A unter 7 ein (d — 1)-Simplex mit den Hohen b}, ..., hl,_,, h{ € N.
Dabei gilt h; < h;. Damit ist 7(F;) = {m € Mg/(a) : (m,u,) = hl}
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7 Simplizes mit leerem F-Inneren

mit einem primitiven Gittervektor u; € (M /(a))* und R}|h;. Insbe-
sondere ist

d
1 Zl 1

LMz

.

d— -1
1=1

Mit Proposition 7.2.2 hat das (d—1)-Simplex 7(A) leeres F-Inneres.
[

Beispiel 7.3.3 (2-Simplizes mit leerem F-Inneren). Sei A ein Git-
terdreieck mit leerem F-Inneren. Dann gilt wegen Proposition 7.2.2
h—lo + h_11 + hig > 1. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit hy <
h1 < ho. Dann folgt hg < 2. Ist hg = 1, so ist A ein Cayley-Dreieck.
Sei also hg = 2. Dann ist hy < 3. Hieraus folgt (ho,h1,h2) €
{(2,2,hs),(2,3,3),(2,3,4),(2,3,5)}. Wegen Proposition 7.1.2 ge-
hoért aber nur hg = hy = hy = 2 zu einem Gitterdreieck. Dieses ist
das exzeptionelle Dreieck 2A,. Also sind in diesem Fall die Eigen-
schaften AY = () und A° N M = ) dquivalent.

Die zugehorigen Divisoren zu den Cayley-Dreiecken und 2A, in der
jeweiligen torischen Varietit X sind rationale Kurven und die Ko-
nik {z € P?: 23+ 27+ a3 = 0}.

Beispiel 7.3.4 (3-Simplizes mit leerem F-Inneren). Die einzigen 3-
dimensionalen Gittersimplizes mit leerem F-Inneren, die weder eine
Projektion auf A; noch auf 2A, haben, sind

AW = conv(0, 4ey, 4eq, 2e3),
A® = co V(O 2e1, ey, Ge3),
A®) = conv(0, 3ey, 3es, 3e3),
AW = conv(0, 3ey, 3ez, 2¢3),
A®) = conv(0, 2ey, ey, 5es),
A©) = conv(0, 2ey, 3¢y, de3),

AT = conv(0, e1, ey, 2e1 + 4es).

Dabei sind die ersten drei Beispiele die Beispiele Py, P und P3 aus
der Liste der maximalen Ausnahmen in Abschnitt 6.3. Die restli-
chen vier Beispiele sind in einem der maximalen Ausnahmen ent-
halten. Die zugehérigen Divisoren zu AW, A A®) sind die quasi-
homogene Quartic im gewichtet projektiven Raum

{r eP*2,1,1,1): xf + ] + x5 + 23 = 0},
die quasi-homogene Sextic im gewichtet projektiven Raum

{r € P%(3,2,1,1) : a5+ 2} + 25+ 25 =0}
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7.3 d-Simplizes mit leerem F-Inneren

und die Fermat-Kubik {z € P?: a3 + 23 + 23 + 25 = 0}.

Diese haben héchstens terminale Singularitdten und sind wegen Ko-
rollar 7.2.3 Fano. Somit ist die Faserung aus Theorem 5.2.5 durch
die Projektion dieser Flichen auf einen Punkt gegeben. Insbeson-
dere haben diese Fliche kein Minimal Model.

Die Fliachen zu AW, AG) AG) A gind

{z €P’(3,2,2,1) : af + ] + x5 + a3 = 0},
{z € P*(15,10,6,1) : 22+ 2% 4 25 + 23° = 0},
{z €P°(6,4,3,1) : af +a] + a3+ 237 = 0}

und {z € P3(6,4,3,1) : 22+ 2} + 25 + 2% = 0} /p2, wobei py auf
P3(6,4,3,1) gemik (—1).2 := (=g : z1 : —15 : T3) Wirkt.

Beispiel 7.3.5 (4-Simplizes mit leerem F-Inneren). Mit dem Com-
puteralgebrasystem Maple ist es moglich zu zeigen, dass es 71 mog-
liche simpliziale Hohenvektoren (hy, ..., hy) mit Z?:o h% > 1 gibt,
die keine Projektion auf ein niedrig-dimensionaleres Simplex mit
leerem F-Inneren besitzen.

Die folgenden vier Simplizes haben alle den Hohenvektor (2, 3, 7,42,
42). Es gibt sogar noch weitere acht Simplizes mit diesem Hohen-
vektor. Dabei sind die Zeilen der ersten Matrix die primitiven in-
neren Normalenvektoren zu den Facetten des Simplex, welche 0
enthalten. Den verbleibenden Normalenvektor bekommt man wie
im Beweis von Theorem 7.1.2. Die Spalten der zweiten Matrix sind
die Eckpunkte des Simplex aufer der Null. Das Produkt der beiden
Matrizen ist jeweils die Matrix diag(2, 3,7, 42).

1 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 2 0
3 0 -1 1 _ 3 0 -1 1
10 |° o | — 7 -1 | " 6
1 42 1 42
1 0 0 O 2 0
_ 1 0 0 3
- 1 0 |°
1 42

Die Hyperfliche zum ersten Beispiel ist

~No o
=
S

~NOo o
[eNeNe)
[
I
—
—
o
~NOo o
HLOO
1
—
[V}
w o
~oo —eoe
=)
1

{r € Xa: a5 +a} + a2l +23* + 27 =0}

in der torischen Varietit Xa = P*(21,14,6,1,1)/us, wobei uz auf
P4(21,14,6,1,1) geméB C.(wg : -+ : mq) = (wg : 1 : o : (3 1 1)
wirkt.

Das zweite Beispiel entspricht der Hyperfliche

{r € Xa: a5 +a} + )+ 25* + 27 =0}
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7 Simplizes mit leerem F-Inneren

in der torischen Varietit Xa = P*%(21,14,6,1,1)/us x p7, wobei
ps X prr auf P4(21,14,6,1,1) gemah (s.(wg : -+ 1 w4) == (20 : 21 -
Ty (331 xy), Cr(xo i -t xy) = (2o : 21 1 (gt (rxg : x4) Wirkt.
Die Fliche zum dritten Beispiel ist
{z € Xpn: af+a5+ 2]+ 23 + 27> =0}
in der torischen Varietit Xa = P*(21,14,6,1,1).
Das vierte Beispiel entspricht dem Divisor

{z € Xan: af+ a5+ 2]+ 23 + 272 =0}

in der torischen Varietit X, = P*(21,14,6,1,1)/us, wobei uz auf
P4(21,14,6,1,1) gemah (3.(zo : -+ : x4) = (w0 : 21 : (370 @ (303 ¢
xy) wirkt.
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8 Rationalitat generischer
Konik-Biindel

In Kapitel 6 untersuchten wir das geometrische Geschlecht von
glatten generischen Hyperflichen torischer Varietiten. Da dieses
eine birationale Invariante ist, folgt aus ihrer Positivitit die Nicht-
Rationalitit der zugehorigen Hyperflache. In diesem Kapitel werden
wir die Nicht-Rationalitit von generischen Konik-Biindel mit Hilfe
einer weiteren birationalen Invariante, der Brauergruppe, detektie-
ren.

8.1 Rationalitat

Sei im Folgenden £ ein algebraisch abgeschlossener Korper und alle
Varietaten iiber k definiert.

Definition 8.1.1. Eine irreduzible Varietit X heifst unirational,
wenn es eine dominante rationale Abbildung P? --» X gibt.

Jede rationale Varietét ist insbesondere unirational. Eine unira-
tionale Varietét ist genau dann rational, wenn es eine Einbettung
k(X) — k(Ty,...,T,) gibt.

Ein Problem der birationalen algebraischen Geometrie ist die Su-
che nach unirationalen Varietdten iiber k, die nicht rational sind.
Aquivalent dazu ist die Existens einer endlichen separablen Kor-
pererweiterung K C k(T1,...,Ty), so dass K aber nicht zu k(T7, . . .,
Ty) isomorph ist. Dieses Problem heifst Liiroth-Problem. Im Fall
d = 1 verlauft diese Suche ergebnislos:

Proposition 8.1.2 (Liiroth). Jede unirationale Kurve ist rational.

Diese Aussage gilt selbst dann, wenn £ nicht algebraisch abge-
schlossen oder K C k(T') nicht separabel ist.

Das gleiche Ergebnis gilt auch fiir Flachen. Einen Beweis fiir
char(k) = 0 findet man in [SAV*65] oder [BPVAV84| und fiir den
allgemeinen Fall in [BHT75].
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8 Rationalitit generischer Konik-Biindel

Jedoch gibt es 3-dimensionale unirationale Varietdten, die nicht
rational sind. Dies wurde 1972 auf drei verschiedene Weisen ge-
zeigt: Michael Artin und David Mumford untersuchten die Brauer-
gruppe von einem bestimmten Konik-Biindel, um zu zeigen, dass
dieses nicht rational ist (J[AM72]). Herb Clemens und Philipp Grif-
fiths untersuchten die Intermediate Jacobian von glatten kubischen
Hyperflichen in P* und zeigten so, dass diese nicht rational sind
(|CGT2|). Vasilii Alekseevich Iskovskikh und Yuri Manin unter-
suchten die Gruppe der birationalen Automorphismen einer glatten
Quartic in P* und zeigten so, dass diese nicht rational ist ([IM71]).
Manuel Ojanguren und Jean-Louis Colliot-Théléne [CTO89] unter-
suchten 1989 ebenso glatte Quarticen, allerdings anhand hoherer
cohomologischer Invarianten. Vaslilii Alekseevich Iskovskikh gab ei-
ne notwendige Bedingung fiir die Rationalitdt von Konik-Biindeln
mit bestimmten Eigenschaften an (|[Isk91], [Isk96]).

Im Folgenden prisentieren wir eine Methode, wie man die Brau-
ergruppe von generischen Konik-Biindeln berechnen kann.

8.2 Rationalitdt von generischen
Konik-Biindeln

Im Folgenden betrachten wir Konik-Biindel W C (C*)? x P? mit
Konik-Faserung auf (C*)2. Um zu zeigen, dass einige dieser nicht
rational sind, untersuchen wir ihre Brauergruppe B(W). Diese ist
eine birationale Invariante. Ist B(W) also nicht trivial, so ist W

nicht rational. Wie in Abschnitt 6.3 konnen wir annehmen, dass W
durch die Gleichung

gegeben ist, wobei ug,u; und us homogene Koordinaten von P2
sind. Weiter nehmen wir an, dass die Polynome f; € Clz,y], i €
{1,2, 3}, eine generische Bedingung erfiillen, die wir spiter noch
angeben werden. Da die Brauergruppe eine birationale Invariante
ist, konnen wir diese Gleichung bzw. ihre Transformierte in jeder
4-dimensionalen torischen Varietdt betrachten.

Wir bezeichnen das Newtonpolygon von f;, i € {1,2,3}, mit P;.

Sei M = Z* und N = Hom(M,Z) das za M duale Gitter, M =

M;j x My und Ny = Hom(M,Z), Ny = Hom(Ms, Z), wobei M; und
M5 2-dimensionale Gitter sind. Auflerdem sei P = P, + P, + P; C
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8.2 Rationalitat von generischen Konik-Biindeln

(Ms)q die Minkowski-Summe von P, Ps, Py C (Ms)g. und Xp die
zugehorige projektive torische Varietit iiber C.

Im restlichen Kapitel beweisen wir den folgenden Satz:

Wi borechnen die Bravogugpe von -
dic Wlewhowshi-Sunme von duee Cohen,
die siche i 1 b 13 verstechen.

Oev T lischeninhale dos Oreiechs deraws
Mm%ww%&wm_
Umoémmm%/a&%mw
o&»/@(r@?m,weé%ipé@/unmvw

die Summe zweior Cobon mit Abstand
(Qmmmémjwmw

Etwas formaler bedeutet dies:

Theorem 8.2.1. Sei W eine Hyperfliche in (C*)? x P2, die durch
die Gleichung

fi(z, y)ug + folz, y)ui + fs(x,y)us =0

bestimmt ist. Weiter sei P, das Newtonpolygon von f; € Clx,y],
i € {1,2,3}, und P = P, + P, + P3. Die Kompaktifizierung Xp
von (C*)? besteht aus (C*)* und endlich vielen rationalen Kurven
C; 2P, i € I. Weiter setzen wir voraus, dass {f1f2fs =0} U, C;
aus glatten irreduziblen Komponenten besteht, die sich in einfachen
Doppelpunkten schneiden.

Wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind, gilt B(W) = 727,
ansonsten B(W') = 0.

(A) Fiir jede Ecke a = aV) +a® +a® € P, a® € P, und i €
{1,2,3}, ist Vol(conv(a(l),a(z),a(g))) ungerade.

(B) Jede Kante K C P von P ist die Minkowski-Summe aus einer
Kante und zweir Ecken, wobei diese beiden Fcken ungerade
Hohen iber der Kante haben.
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8 Rationalitit generischer Konik-Biindel

Beispiel 8.2.2. Die Newtonpolygone aus (8.1) seien durch P, = 0,
Py = ez und P; = conv(esz — eq, —e3 + 3ey, 263 + €4) gegeben. Dann
sind die Bedingungen (A) und (B) aus Theorem 8.2.1 erfiillt.

o O ©C

o o
Abbildung 8.1: P; = P

Die inneren Normalenvektoren

1 -1 -2
_ 0 -1 ] -3
UI —_— 0 7“2 - O 7u3 4 )
0 0 2
2 2
9
Us = 4 und us = 4
2 —6

von A erfiillen die Relation
8U1+8U2+2U3+U4+U5 =0.
Mit Korollar 1.7.5 gilt XA = P4(8,8,2,1,1)/H, wobei

mi(4a+b) Tmib
1

H = {(em@tt) eami ¢ e 1, 1)eC’: a,beZ} = uy X ps.

Wir betten nun A in ein Untergitter von Z° ein, so dass seine Eck-
punkte auf den Achsen liegen. Dann ist die zugehorige Hyperfliche
durch

W={xeP'88,21,1): af+a]+ a5 +x3° + 2, =0} /2 x g
gegeben, wobei iy X pg auf x € P4(8,8,2,1,1) gemif
(=1).x = (—xo:—m1:—x9:T3:12y),
Ggx = (—x:T1: C85U2,C§553 D Ty)

wirkt.

Weil A = conv(0 x Py,2e; X Py,2e5 X P3) ein Simplex ist, und alle
Koeffizienten aufer denen zu den Ecken null sind, ist die generi-
sche Bedingung erfiillt. Mit Theorem 8.2.1 folgt B(W) = Z/2Z,
insbesondere ist W nicht rational.
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8.2 Rationalitat von generischen Konik-Biindeln

Beispiel 8.2.3. Sei | € Z\{0}. Wenn die Newtonpolygone der Po-
lynome aus (8.1) durch P, = 0, P, = e3 und P3 = conv(ez+eq, 3e3+
eq,2e3+ (21 + 1)ey) gegeben sind, so sind die Bedingungen (A) und
(B) aus Theorem 8.2.1 erfiillt.

O
O
o
O

Abbildung 8.2: Py = P

Die inneren Normalenvektoren

2l —21 0
| a-a N N
u; = —4] , Ug = 41 , Uz = 0 )
2 2 -2
1 1
0 1
Uy = 0 und Us = 0
0 0

von A(l) = conv(0 x Py,2e; X P, 2ey x P3) erfiillen die Relation
w1 + ug + 2uz + 4luy + 4lus = 0.
Mit Korollar 1.7.5 gilt XA = P4(1,1,2,41,4l)/H, wobei
Tia 7i(a+21lb)

H = {(67, le =z 7e7rib767ri((z+b)) c (C5 . CL,b c Z} ~ Lo X [y

Wir betten nun A in ein Untergitter von Z° ein, so dass seine Eck-
punkte auf den Achsen liegen. Dann ist die zugehdrige Hyperfliche
durch

wW(l) = { w2ttty +al 428 =0
v € P41, 41,2, 1, 1)}/;,,2 X i
gegeben, wobei jip X py auf x € P4(41,41,2,1,1) gemil

(=1).x = (wo:x1:—x9: —x3: —x4) und

Cu.x = (C4zl’o c 2y QT i T3 —954)
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8 Rationalitit generischer Konik-Biindel

wirkt.

Weil A(l) ein Simplex ist, und alle Koeffizienten aufser denen zu
den Ecken null sind, ist die generische Bedingung erfiillt. Wegen
Theorem 8.2.1 gilt B(W (l)) = Z/27Z, insbesondere ist jede der 3-
dimensionalen Varietidten W (1), [ € N\{0}, nicht rational.

Beispiel 8.2.4. Die Newtonpolygone aus (8.1) seien durch P, =
conv(0,2e3), P, = conv(es + ey, e3 + 3e4) und P3 = conv(2e3 +
ey, des + 3eq) gegeben. Dann ist B(W) = Z /27, weil jede Ecke und
jede Kante von

P = conv(3es+2ey, bes+2ey, Teg+4ey, Tes+6eyq, beg+6ey, 3e3+4ey)
die Bedingungen (A) und (B) aus Theorem 8.2.1 erfiillt.

Beispiel 8.2.5. Die Newtonpolygone aus (8.1) seien durch P, =
conv(ey, deg, deg + 3ey, dey), Po = e3+ e4 und P3 = e3 gegeben.

O
o
o]
O

o ¢
o ©
O O
o C
Q O

o o
Abbildung 8.3: P, = P

Dann ist B(W) = Z/27Z, weil jede Ecke und jede Kante von
P = conv(2e3 + 2ey4, 6e3 + €4, 6e3 + dey, 263 + Hey)

die Bedingungen (A) und (B) aus Theorem 8.2.1 erfiillt.

Beispiel 8.2.6. Die Newtonpolygone aus (8.1) seien Vielfache des
2-dimensionalen Standardsimplex As. Dann ist P auch ein Vielfa-
ches des 2-dimensionalen Standardsimplex. Jede Kante K C P von
P ist die Summe von 3 Kanten K; C P;, i € {1,2,3}. Deswegen ist
die Bedingung (B) in Theorem 8.2.1 nicht erfiillt, und folglich die
zugehorige Brauergruppe trivial.

Beispiel 8.2.7. Die Newtonpolygone aus (8.1) seien durch P, =
conv (0, keg), Py = conv(ajes+asey, bies+baey) und Py = crez+coey
mit ag, by, c2, k =1 (mod 2) gegeben. Wir bezeichnen mit v,(n) die
grofste natiirliche Zahl r € N, so dass n = 2"¢q mit q € Z.

Wenn v5(a; —by) = va(ay—be) und 0 = a; = by # ¢ (mod 2) gilt,
dann ist B(W) = Z/27. Wenn vy(a; — by) > va(ag — by) und 1 =
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a; = by # ¢; (mod 2), dann ist ebenso B(W) = Z/27. Andernfalls
ist die Brauergruppe trivial. Sie ist ebenso trivial, wenn asbycok = 0
(mod 2) gilt.

Beispiel 8.2.8. Die Newtonpolygone aus (8.1) seien durch P, =
conv (0, kes, z1e3 + 20€4), Py = a1e3+ asey und Py = byes + byey mit
as, by = 1 (mod 2) und z3 = 0 (mod 2) gegeben. Wenn v5(z1) >
vo(z2) und (21 — k) > va(z2) und a3 #Z by = 0 (mod 2) ist, dann
ist B(W) = Z/2Z. Andernfalls ist die Brauergruppe trivial.

Die letzten beiden Beispiele liefern eine Vielzahl von nicht ratio-
nalen 3-dimensionalen Varietéten.

8.3 Die generische Bedingung

Definition 8.3.1. Sei A C My ein Gitterpolytop. Ein Laurentpo-
lynom
falt)y:= > ent™ € Cl, . 1]
meANM
heilst A-regulir, wenn zu jeder Seite 6 C A von A das Laurentpo-
lynom fy eine glatte Hyperfliiche in (C*)* definiert.

Dies ist dquivalent dazu, dass die durch f = 0 definierte Hyper-
fliche in der torischen Varietdt Xy ) X(A)-reguldr ist. Ist A C Mg
ein sauberes Gittersimplex, so ist fa automatisch A-regulér.

Das folgende Theorem von Victor Batyrev und Maximilian Kreu-
zer [BKO6] ermdglicht es, die Brauergruppe der generischen tori-
schen Hyperfliche W C (C*)? x P? zu bestimmen, die durch die
Gleichung fi(z,y)uo® + folz,y)ui® + f3(z,y)us® = 0 gegeben ist,
indem wir die Newtonpolygone P, C Mg der Polynome f;, i €
{1,2, 3}, betrachten. Da die Brauergruppe eine birationale Inva-
riante ist, reicht es die Hyperfliche W C (C*)* zu betrachten, die
durch die Gleichung fi(z,y)+ fo(x, y)ui? + f3(x, y)us? = 0 definiert
wird.

Theorem 8.3.2 (Spezialfall von [BKO06|, 3.8). Sei W C (C*)* eine
Hyperfliche, die durch das Polynom f € C[Xy, Xo, X3, X4 gegeben
ist. Zusdtzlich sei f A-reguldr, wobei A das Newtonpolytop von f
ist. Dann ist die Brauergruppe B(W) isomorph zu

AN /(N ANZ),

wobei Nf) das Untergitter in N ist, das durch alle ganzzahligen
Linearformen u € N erzeugt wird, so dass das Minimum von u auf
A in einer Seite von A der Dimension > 2 angenommen wird.
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8 Rationalitit generischer Konik-Biindel

Die Menge o5 aller Linearformen, deren Minimum auf A in ei-
ner Seite s C A der Dimension > 2 angenommen wird, ist ein
2-dimensionaler Kegel. Er wird von den inneren Normalenvektoren
der Facetten von A, die sich in s schneiden, aufgespannt. Wir be-
zeichnen den Fécher, der von all diesen Kegeln erzeugt wird, mit
n@,

Korollar 8.3.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem 8.3.2

gilt genau dann B(W) = Z/nZ, wenn N/Ng) = Z/nZ x Z/nkZ
mit k € N.

Beweis. Sei zuniichst N/NO 2 Z/nZ x Z/nkZ mit k € N, d.h.
es gibt eine Gitterbasis {by, bo, b3, by} C N, so dass {b] := by, b, :=
by, by := nbs, b} := nkby} eine Gitterbasis von Nf) ist. Weil {b; AV :
i > g} ={b;ANb;: i>j>3}U{bs Anbs} eine Gitterbasis von

@) i Y () o
N AN’ ist, folgt B(W) = A*N/(N ANL') = Z/nZ.

Sei nun B(W) = A2N/(N A NP = Z/nZ. Es gibt eine Gitter-
basis { fi, fo, f3, fa} von N und eine Gitterbasis {¢1, g2, 93, g4} von
Ng) C N, sodass g; = \if; Vi € {1,2,3,4} und Aj|Ag|A3|A\s. Des-
wegen ist {f;Ag; : i > j} = {fiA\;jf; : i > j} eine Gitterbasis von
N/\Ng). Wir nehmen an, dass \y # 1 gilt. Dann ist auch A3, \y # 1
und somit A2N/(N AN f)) nicht zyklisch, was ein Widerspruch zur
Annahme ist. Also ist Ay = 1 und A2N/(NANY) = Z/A\3Z. Daher
gilt A3 = n. Somit ist N/N = Z/nZ x Z/\Z mit n|A,. 0

Es ist einfach, dieses Korollar zu beliebiger Gitterdimension d zu

verallgemeinern. Aus diesem Grund ist es bewufst dimensions-frei
formuliert.

Definition 8.3.4. Seien Ay, Ay C Mg zwei Gitterpolytope. Zwei
Laurentpolynome

fAz(t) = Z C%)tm € (C[titla s >t§1t1}7 IS {172}7

meN;NM

schneiden sich (A; + As)-transversal, wenn sich fiir jede Seite 6 =
0y + 02 C Ay + Ay von A; + A, die Nullstellengebilde der Laurent-
polynome fo, = > 4 1 em i e {1, 2}, nur transversal in (C*)*
schneiden.

Definition 8.3.5. Seien A, Ay, A5 C Mg drei Gitterpolytope. Die
Laurentpolynome

faty=">_ dhtmecCh,. .. "), i€{1,2,3},

meA;NM
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8.3 Die generische Bedingung

schneiden sich (A; + Ay + Ag)-leer, wenn sich fiir jede Seite 6 =
0 +02+05 C A+ Ay + Az von Ay + Ay + Az die Nullstellengebilde
der Laurentpolynome fo, = > 5 1/ Am i e {1, 2, 3}, nicht in
(C*)* schneiden.

Im Folgenden werden die Ecken des doppelten 2-dimensionalen
Standardsimple 2A; mit y(1y, Y2y, y3) € M1, bezeichnet.

Proposition 8.3.6. Sei A = conv(yn) X Pr,y(2) X Ps, y@) x P3) das
Newtonpolytop zum Polynom

f('rvy7u17u2) = f1<x7y) + U%fg(SE,y) + u§f3(‘r7y> (82)

Dann ist f genau dann A-requldr wenn die Polynome f1, fo und f3
die folgenden Bedingungen erfiillen:

(G1) Vi € {1,2,3} ist f; P;-reguldr.
(G2) Vi # j € {1,2,3} schneiden sich f; und f; (P,+P;)-transversal.
(G3) fi, f2 und f3 schneiden sich (P, + Py + Ps)-leer.

Diese Bedingungen sind dquivalent dazu, dass die irreduziblen Kom-
ponenten von { f1fofs = 0} U, C; glatt sind, und ihre Kreuzungen
in Xp nur einfache Doppelpunkte sind. Dabei ist | J C;U(C*)? = Xp.

P1 /P/
ya Yo
y(Z)

Abbildung 8.4: A = conv(yay x P1,y@) X P,y x Ps3)

Im Folgenden sei # : M — M, die Projektion auf den ersten
und 7" : M — DM, die Projektion auf den zweiten Summand.
Die Projektionen von N seien in der selben Weise bezeichnet. Mit
x(;y € Ny bezeichnen wir einen Normalenvektor von y(;) —¥ ), wobei
{i,j,k} = {1,2,3} gilt. Sei A C Mgy das 4-dimensionale kombina-
torische Cayley-Polytop von Pi, P, P3 iiber 2A,, das die konvexe
Hiille der Polygone yq;) x B, i € {1,2,3} ist, also das Newtonpoly-
top zum Polynom f aus (8.2).
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8 Rationalitit generischer Konik-Biindel

Beweis von Proposition 8.3.6. Sei f das Polynom aus (8.2). Zu je-
der Seite 6 C A sei My die Menge {fy = Ou, fo = Oufo = Oufo =
dyfo =0} N (C*)* und

M=M= |J Meu |J Mu | M,
0CA

ocA 0CA 0CA -
dim 7 (6)=0 dim 7 (6)=1 dim 7 (6)=2

Ist & C A eine Seite mit 7(A) = y;) — ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit sei ¢ = 1 —, dann ist fy = (f1)s. Deswegen gilt My =
{(f1)o = 0u(fr)o = 0y(f1)o = 0} N (C*)™.

Ist § C A eine Seite mit 7(A) = conv(y),y()) — ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit sei (i,j) = (1,2) —, dann ist f, =
(f1)o + ui(f2)o. Deswegen gilt Mg = {(fi)e = (f2)o = 9u(f1)o +
ur’0x(f2)o = 0y(f1)o + 11?0, (f2)o = 0} N (C)™.

Ist § C A eine Seite mit 7(A) = 2A,, dann ist fy = (f1)e +
ui(f2)o + u3(fs)o- Deswegen gilt My = {(f1)o = (f2)o = (f3)o =

@c(f}l)6+ul23x(f2)e+u223x(f3)9 = 0y(f1)oF+u1®0y (f2)otus0y(fs)o}N
(CA.

Daher ist M die Vereinigung der Mengen

U {(f)e=0.(f)e = 9,(fi)e = 0} N (C)*,
i€{1(,92),3},9CA
m(0)=y ()

U { U= =00+ w200

€{1,2,3},0CA
m(0)=CONV (y(5),Y(k))

= 0, (f)e +u2d,(f;)o = o} N (C*)* und

U { (f)e = (f2)o = (fs)o = 0u(f1)o + ur?0x(fo)g + u2°0x(f3)a

OCA
w(0)=2A2

= 0,(f1)o + ur®0y(f2)o + u2®0y(f3)o = 0} N (C*)*%

Sei nun f(x7y7u1au2) = fl(xvy) + fQ(I,ZU)U% + f3(x7y)u% A-
regulir, d.h. M = (. Insbesondere gilt dann {(f;)g = 0.(fi)s =
dy(fi)e = 0} N (C*)? = 0 Vi € {1,2,3} fiir jede Seite # C A mit
dim () = 0. Also ist f; Pi-regulér.
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8.4 Der Beweis des Theorems

Weiter gilt fiir i # j € {1,2,3}:

{(F)e = (o= 0ulF)o +20u( 1)
= 0o + 70, (fy)o = 0} N (C) =0,

o 9x(fi) (fido \ _
also sind die Vektoren ( ay(fi)z ) und < ay(fj)z ) in {(fi)o

(f;)e = 0}N(C*)? nicht zueinander proportional. Dies ist dquivalent
dazu, dass in {(fi)g = (fj)e = 0} N (C*)? die Determinante von

nicht verschwindet. Also schneiden sich ( f;
(. ot il
und (f;)e nur (P, + P;)-transversal.

Zudem gilt

{(fi)e = (f2)9:(f3)6: D:(f1)e + u10 (f2)9+U2 1 (f3)0

= 9y(f1)o +ui®0y(f2)o + u2’0y(f3)o = 0} N (C*)* = 0.

Die Gleichung

( a:r(f?)@ 8z(f3)9 ) ( U% ) _ ( _ax(fl)G )
9y(f2)o 0y(f3)e uj —y(f1)o
hat wegen obigen Uberlegungen eine Losung in {(f1)s = (f2)s

(f3)o = 0}N(C*)*, weswegen {(f1)s = (f2)s = (f3)o = 0}N(C*)? 0
gilt, d.h. fi, fo und f3 schneiden sich (P, + P + P3)-leer.

Seien nun die Bedinungen (G1), (G2) und (G3) erfiillt. Dann
gilt M = 0. Deswegen ist £(z,y, ) = fi(z,y) + folw, g +
f3(z,y)ud A-regulir. O

Im Folgenden seien die Bedingungen (G1),(G2) und (G3) stets
erfiillt.

Korollar 8.3.7. B(W) ist trivial genau dann wenn N/Ng) zyklisch
15t.

Beweis. Wegen Proposition 8.3.6 ist das Polynom f(z,y, ui, us) aus
(8.1) A-regular. Mit Korollar 8.3.3 folgt die Behauptung. [
8.4 Der Beweis des Theorems

Lemma 8.4.1. Sei {i,j,k} = {1,2,3} und a® 7é b, al) o™ ¢
M,. Wir definieren F := aff{yu) x a(),y x b0 Y X a(j),y(k) X
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8 Rationalitit generischer Konik-Biindel

a®™Y. Dann ist m = (—up,2u) € N ein auf F orthogonaler Vek-
tor, wobei u € Ny orthogonal zu a® — b9 ist, und up € N; eine
Linearform auf My mit

(ur ) = (ur ) = {w.a®) = {u.a®) und

(ur, 250 = (ur, B2 = (w.a®) = (w,a?) ist

Sein € N ein Normalenvektor von F. Ist Ny /(m'(n)) nicht zyklisch,
so gilt m = +n.

Beweis. Die drei Vektoren (0,6® —a®), (y;) — yq), ¥ —a®) und
(Yry — Y(iy, a® — a!?) bilden eine affine Basis von F. Wegen

2u,a — D) = 0
(—uryi) = o) + (2u.a? —a®) =
(—ur,yw — y@) + (2u,a® —al) =
gilt m L F.

Ist m # £n, so gilt 7'(n) = u. Da jeder primitive Gittervektor
von Nj zu einer Gitterbasis ergénzt werden kann, ist hier Ny /(7’(n))
zyklisch. ]

Lemma 8.4.2. Sei u € Ni\2Ny, und {i,j,k} = {1,2,3}. Wenn
<u, w> gerade ist, dann gilt u+ () € 2.

YO 7YG) ¥ YK
2

Beweis. Wegen u, xy ¢ 2N, und weil { 5,

terbasis von M, ist, gilt <u, w> = <u, M> = 1 (mod 2)

und <x(k), w> = <x(k,), w> = 1 (mod 2). Daher ist u +
T(k) € 2N;. ]

} eine Git-

Die folgende Proposition wird zeigen, dass die Bedingung (B) aus
Theorem 8.2.1 notwendig fiir B(W) = Z /27 ist:

Proposition 8.4.3. Se: K = K| + Ky + K3 eine Kante von P,
K; C P,i € {1,2,3}. Ist mehr als ein Summand K, Ky oder Kj
eine Kante, so ist die Brauergruppe B(W) trivial.

Wenn genau einer dieser Summanden eine Kante ist und eine der
tibrigen beiden Ecken eine gerade Hohe tber dieser Kante besitzt,
dann ist ebenso B(W) trivial.

In allen Fdllen gilt Ny x 0 C Ng).
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8.4 Der Beweis des Theorems

Beweis. Wegen Korollar 8.3.7 reicht es zu zeigen, dass N/Ng) zy-
klisch ist. Sei K = K; + K, + K3 und ¢ € K; N M,. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit sei K eindimensional mit Norma-
lenvektor u € Ny. Wir bezeichnen mit m € N einen Normalen-
vektor der Facette Fx = aff{yn) x Ki,y@) X Ko,y x Kz} NA.
Wegen Lemma 8.4.1 gilt m ~ (—up,,2u), wobei up, € N; durch

<UFK, w> = (u,aM) — (u,a) Vi € {2,3} bestimmt ist.
Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Hohe von a(® iiber

Ky, d.h. (u,aM) — (u,a®), gerade. Dann gilt <uFK,w> =
0 (mod 2) und folglich wegen Lemma 8.4.2 up, + x(3 € 2N; oder
up, € 2N;. Wir unterscheiden die folgenden zwei Fille:

Fall 1: d1m(P1 + PQ) = 2.
Wegen Lemma 4.2.11 ist F':= 7~ (yq), y2)) N A eine Facette
von A. Sie enthélt die 2-dimensionale Seite aff{y 1) x K7, y(2) X
K>} N A, die auch in der Facette Fi enthalten ist. Also gilt
(m,x(3)> € Zg).

Fall 2: d1m(P1 + PQ) =1.
Es gibt eine Seite K} C P; von P3, so dass K' = K; +
Ky + Ki C P eine zu K parallele Seite von P ist. Wegen
Lemma 4.2.11 ist Fr = aff{yq) x K1, ye) x Ko,y x K3} NA
eine Facette von A. Sei m’ ein Normalenvektor von Fy. Weil
Frx N Fgr = aff{yq) x Ki,y@) < K3} NA wegen Lemma 4.2.11

eine 2-dimensionale Seite von A ist, gilt (m,m’) € E(AZ).

Ya)—Ye :
Wegen <uFK — uFK,,%> = 0 ist up, — up, = kag

mit einem k € Z. Somit ist der Vektor r := +(—up,,,2u) +

(1-— %)(—UFKa 2u) € (m,m') N N ganzzahlig und erfiillt r =
(2(3) — Upy, 2u) € (m,m') € @,

In beiden Féllen ist z(3) € Nf). Genauso erhalten wir () € Nf).

Deswegen ist Ny = W(Nf)). Dies gilt unabhéingig von Vorausset-
zungen an Kanten und deren Hohen.

Wir kénnen annehmen, dass ug,, & 2V, gilt, denn sonst ist NQ/W’(NE))
zyklisch. Dann gilt also up, + z(3) € 2/V;.

Aukerdem ist in beiden Féllen r := m+x3) € Nf). Jedoch erfiillt
ir e Ng) die Bedingung 7'(r) = u. Somit ist N/Nf) zyklisch.

Sei schlieflich ohne Beschrankung der Allgemeinheit dim K7 =
dim K5 = 1, und die Hohen von a™ und a® iiber K, und die Héhen
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8 Rationalitit generischer Konik-Biindel

von a® und a® iiber K; ungerade. Doch dann ist die Hohe von a(®
iiber K gleichzeitig gerade und ungerade, ein Widerspruch. ]

Nun zeigen wir, dass auch die Bedingung (A) aus Theorem 8.2.1
notwendig fiir B(W) = Z /27 ist.

Proposition 8.4.4. Seien K,L C P zwei Kanten von P mit K N
L=aY4+a?+a® c P, a9 e P,ic {1,23} Wenn das
normalisierte Volumen von conv(aV,a® a®) gerade ist, dann ist

B(W) trivial.

Beweis. Seien u,v € Ny Normalenvektoren von K und L. Wegen
Lemma 4.2.11 gibt es Facetten Fi, F, C A von A mit dim7(Fk) =
dim7(Fy) = 2. Wegen Proposition 8.4.1 und Proposition 8.4.3,
kénnen wir annehmen, dass die Normalenvektoren m und n durch
m = (—up,,2u) und n = (—vp,,2v) gegeben sind. Es gibt einen
primitiven Gittervektor w € (u,v) N Ny, so dass det(u,w) = 1 gilt.
Dann gilt (—wp,,2w) € (m,n). Wir nehmen wp,, ¢ 2N, an. Sei
K =K, + Ky + Kz und o € K; N M, Vi € {1,2,3}. Wegen

+Vol (conv(a(l), a?, a(3))> = det(a(z) —aW,a® — aW)

det ((u,w — a™,a® — q)
(2 —a®y  (u,a® — M
a al u,a a
det ( — oy (w,a® — a) )

y(2) y(1)> <UFK7 Yi3)— y(1)>
y(2) y(1)> < y(s) y(l))

Wg

~

t Ye)—Ya) Yis)—Ya
d< (pmgn, maan))

= det(up,, wr, ),

erhalten wir up, + wg, € 2N;. Also gilt

e 1 —Urg 1 —Wrk
o= 5( 2u )+§( 2w

1 1
_ —5UFx — WFk
( pt ) € (m,n)NN

und det(2u, u+w) = 2. Deswegen ist 7'({m, n))N Ny ein Untergitter
von N, vom Index hichstens 2. Da nach Proposition 8.4.3 N; x0 C
N gilt, ist N/N zyklisch. u

Nun verbleibt es zu zeigen, dass die Bedingungen (A) und (B)
auch hinreichend fiir B(W) = Z/2Z sind.
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Beweis von Theorem 8.2.1. Seien K, L C P zwei Kanten von P mit
Normalenvektoren u,v € N, und K N L = a® + a® 4+ a® ¢ ¢
P; Vi € {1,2,3}. Wegen den Propositionen 8.4.3 und 8.4.4, konnen
wir annehmen, dass die Bedingungen (A) und (B) erfiillt sind. Also
sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit K = K + Ky + K3 mit
K, = conv(a®,bM) c P, Ky = a® € P, und K3 = a® € P;.

Wegen Lemma 4.2.11, gibt es Facetten Fi, Fr, C A von A mit
dim7(Fk) = dim7(F) = 2. Wegen Proposition 8.4.1 erfiillen die
Normalenvektoren m,n € N von Fi und Fr: m ~ (—up,,2u) und

n ~ (—vg,,20) mit (u,a® —a®) = <uFK, w> und (u, a® —

aVy = <uFK, %> Mit (B) folgt

(e, BEZYON - (YO0 (10 5,

und deswegen mit Lemma 8.4.2 up, + 21y € 2N;. Also ist m =
(—up,,2u) und genauso n = (—vg,, 2v).

Wegen (A) erhalten wir wie im Beweis von Proposition 8.4.4:
1 = Vol(conv(a™,a®, a®)) = det(up,,wr,) (mod 2), wobei
w € (u,v) N Ny ein primitiver Gittervektor ist, der det(u,w) = 1
erfiillt. Sei r := (—wp,,2w) € (m,n) N N. Der grokte gemeinsame
Teiler der Minoren der Matrix (m,r) ist 1, woraus ((m,n) N N) =
(m,r) folgt. Deswegen ist 7'({{m,n) N N)) = 2N,. Aber es gibt
noch weitere x € N, so dass (m,x) € Z(AQ) gilt. Diese sind jedoch
abhingig von den Dimensionen von P, + P, und P 4 Ps:

Fall 1: Sei zuerst dim(P, + P) = dim(P, + P;) = 2.

Dann enthalten Fg und die Facette 7 *(yq), y2)) N A eine
gemeinsame 2-dimensionale Seite. Also ist (m,x3)) € Z(AQ).
Genauso gilt (m,z)) € Z(Az). Aus up, + zq) € 2N, folgt
Upy + T(2), Up, + T(3) € 2N1. Deswegen ist det(upy, z(2)) =
det(up,,z@)) =1 (mod 2), und der grokte gemeinsame Teiler
der Minoren der Matrizen (m, z(2)) und (m, z()) ist jeweils 1.
Somit gilt ((x(2), m) N N) = (x(2), m) und ((x3),m) N N) =
(x(3), m). Mit Lemma 4.2.11 erkennen wir 7'((c "N : 30 #
r€e€N o= (m,zx)€ E?}) = 2Ns.

Fall 2: Sei nun ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit dim(P; +

Py) =1.
Dann ist K1 = P, und K = P, + P, + K3 mit dim P, =
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Es gibt eine Seite K} C P, so dass K’ = P, + P, + K, eine zu
K parallele Seite von P ist. Wie zuvor ist der Normalenvektor

m' von Fy: durch m’ = (—up,,,2u) gegeben, wobei <uFK -

Yy ~Y@)
uFKm 2

einem k € Z. Der Vektor r := zm’ + (1 — £)m € (m,m’) ist
ganzzahlig, erfiillt r = (2(3) — up,, 2u) und ist somit primitiv.
Der grofkte gemeinsame Teiler der Minoren der Matrix (m, r)
ist 1, und es gilt 7'(r) = 2u. Also ist «'(((m,m) N A)) =
7' ((m,r)) = 2Ns.

> = 0 gilt. Deswegen ist ur, — ur,, = kx(3) mit

Wegen Lemma 4.2.11, gilt 7/((c NN : 30# 2 € N o =
(m,z) € E(AQ)» = 2N,.

Da dies fiir jeden Normalenvektor gilt, folgt ﬂ’(Ng)) = 2N,. Zu-
sammen mit (NY)) = N, fithrt dies auf N/NO = Z/2Z x Z/27.
Wegen Korollar 8.3.3 gilt nun B(W) = Z/27Z. O
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