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1.8. Divisoren 33

1.9. Kategorische Quotienten 39

2. Konvexgeometrie 43

2.1. Konstruierbare Kegel 43

2.2. Konstruierbare Fächer 51
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Einleitung

Die Konstruktion von Quotienten für Äquivalenzrelationen ist ein grundlegendes
Problem der Algebraischen Geometrie. In der vorliegenden Arbeit beschäftigen wir
uns mit folgendem Quotientenbegriff, der lediglich die Minimalanforderung einer
universellen Eigenschaft fordert:

Definition. Ein Morphismus π : X ′ → Y ′ von (Prä)Varietäten heißt kategorischer
Quotient für eine Äquivalenzrelation R ⊆ X ′ ×X ′, falls gilt:

(i) Der Morphismus π ist R-invariant, das heißt π ist konstant auf jeder Äqui-
valenzklasse von R.

(ii) Zu jedem R-invarianten Morphismus ϕ : X ′ → Z ′ von (Prä)Varietäten gibt
es einen eindeutig bestimmten Morphismus ϕ̃ : Y ′ → Z ′ mit ϕ = ϕ̃ ◦ π.

Ein klassisches Beispiel für Äquivalenzrelationen liefern algebraische Gruppenwir-
kungen µ : G×X ′ → X ′. Die zu einer solchen Wirkung gehörige Äquivalenzrelation
RG hat genau die G-Bahnen als Äquivalenzklassen. Die Frage nach kategorischen
Quotienten für Gruppenwirkungen ist unter anderem Gegenstand der Geometri-
schen Invariantentheorie, in deren Rahmen man auch nach spezielleren Quotien-
tenkonstruktionen sucht, siehe etwa [16]. Gruppenwirkungen liefern bereits einfache
Beispiele, die keine kategorischen Quotienten besitzten:

Beispiel 1. [5, Example 4.3] Wir betrachten den Raum V der (2 × 3) Matrizen
über K. Weiter wirke G := SL(2) mit der Matrizenmultiplikation von links. Weiter
betrachten wir den G-invarianten offenen Unterraum X ′ mit erster Spalte nicht null.
Dieser besitzt keinen Kategorischen Quotienten.

In Beipsiel 1 lässt sich jedoch eine Existenzaussage für kategorische Quotienten
erzielen [5, Theorem 1.1], wenn man zu der größeren Kagetorie der konstruierbaren
k-Räume übergeht:

Definition (Kategorie der k-Räume). Es sei K ein algebraisch abgeschlossener
Körper.

(i) Ein quasiaffiner konstruierbarer Raum (quasiaffiner k-Raum) ist ein Raum
mit Funktionen, der isomorph zu einem konstruierbaren Unterraum einer
affinen Varietät ist.

(ii) Ein konstruierbarer Raum (k-Raum) ist ein Raum mit Funktionen, der eine
endliche offene Überdeckung durch quasiaffine k-Räume erlaubt.

(iii) Ein Morphismus von k-Räumen ist ein Morphismus der zu Grunde liegenden
Räume mit Funktionen.

Dies verallgemeinert ein von A. Bia lynicki-Birula in der Arbeit [7] untersuchtes
Konzept, die Kategorie der dc-subsets: Die Objekte dieser Kategorie sind dichte
konstruierbare Unterräume von Varietäten. Die Morphismen sind Einschränkungen
von Morphismen, die auf offenen Teilmengen der umgebenden Varietäten definiert
sind. Die Kategorie der konstruierbaren Räume ist formal analog zur Kategorie der
Prävarietäten definiert und viele Begriffsbildungen, wie etwa Glattheit, Normalität,
Separiertheit lassen sich formal übertragen. Bereits in elementaren Fragestellungen
ergibt sich jedoch ein unterschiedliches Verhalten: In Beispiel 1.1.14 geben wir einen
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bijektiven glatten Morphismus von konstruierbaren Räumen an, der kein Isomor-
phismus ist.

Die Kategorie der dc-subsets ist eine volle Unterkategorie der separierten k-Räume
ist siehe Bemerkung 1.5.8. Beispiel 3.6.31 zeigt jedoch, dass die Kategorie der dc-
subsets eine echte Unterkategorie der separierten k-Räume ist.

Ein erster Schritt zu allgemeinen Existenzaussagen und Quotientenkonstruktionen
in der Kategorie der konstruierbaren Räume ist die Untersuchung von Äquivalenz-
relationen, die durch Morphismen definiert werden: Jeder Morphismus π : X → Y
von (Prä)Varietäten definert eine Äquivalenzrelation Rπ auf X:

(x, x′) ∈ Rπ :⇔ π(x) = π(x′).

Für Varietäten beobachtet man [8, Lemma II.6.2], dass jeder separable offene surjek-
tive Morphismus π ein kategorischer Quotient für Rπ ist. Für lokal 1-volle k-Räume,
das heißt, k-Räume, die sich lokal mit einem mindestens 2-kodimensionalen Kom-
plement in normale affine Varietäten einbetten lassen siehe Lemma 1.7.15, erhalten
wir in Satz 1.9.20 die folgende Aussage:

Satz. Es seien X, Y lokal 1-volle k-Räume und π : X → Y ein surjektiver separabler
Morphismus und Y trage die Quotiententopologie bezüglich π. Dann ist π : X → Y
ein kategorischer Quotient für Rπ in der Kategorie k-Räume.

Ein weiterer für Quotientenkonstruktionen wichtiger Schritt ist die Frage nach der
Separierung von Prävarietäten: Jede Prävarietät X ′ definiert auf natürliche Weise
eine Äquivalenzrelation RX′ auf X ′:

(x, x′) ∈ RX′ :⇔ ψ(x) = ψ(x′) für alle ψ ∈ Mor(X ′, Y ′) mit Y ′ Varietät.

Einen kategorischen Quotienten π : X → Y mit separiertem Y für die Äquivalenz-
relation RX′ nennen wir eine universelle Separierung von X ′. Wir untersuchen die
Existenz universeller Separierungen für torische Prävarietäten, das heißt, äquivari-
ante offene Einbettungen T ⊆ X eines Torus T ∼= (C∗)n in eine normale Prävarietät
X. Für torische Prävarietäten der Dimension eins und zwei kann man die Existenz
universeller Separierungen π : X → Y zeigen, siehe [3, Corollary 4.2]. In Dimension
drei gibt es bereits Beispiele die keine universelle Separierung besitzen, siehe [4]:

Beispiel 2. Es sei X ′ die torische Prävarietät die durch das Verkleben zweier Kopien
von C2 × C∗ entlang von (C∗)3 via (t1, t2, t3) 7→ (t2, t2/t3, t1) ensteht. Die Prävarietät
X ′ besitzt nach [4, Proposition 4.3] keine universelle Separierung in der Kategorie
der Varietäten.

In der Kategorie der k-Raume lassen sich jedoch auch in höherer Dimension Exi-
stenzresultate erzielen. Wir betrachten dreidimensionale torische Prävarietäten die
,,spitze allgemeine Lage” haben, die genaue Formulierung dieser Bedingung bezieht
sich das beschreibende Fächerssystem der torischen Prävarietät und stellt sicher,
dass dessen erzeugende Strahlen einen spitzen Kegel aufspannen und darin allge-
meine Lage haben, siehe Definition 4.4.14. In Theorem 4.4.15 erhalten wir

Theorem. Es sei X ′ eine komplexe torische Prävarietät mit spitzer allgemeiner
Lage der Dimension drei. Dann existiert zu X ′ eine universelle Separierung in der
Kategorie der k-Räume.
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Der Beweis dieses Theorems besteht in einem expliziten Verfahren zur Konstrukti-
on der universellen Separierung. Als eine Anwendung erhalten wir eine Konstrukti-
on kategorischer Quotienten für Wirkungen von Untertori auf torischen Varietäten.
Quotientenkonstruktionen in diesem Rahmen sind vielfach untersucht worden, siehe
etwa [12], [15] und [19]. Die Frage nach kategorischen Quotienten ist bis zur Kom-
plexität zwei geklärt, siehe [4]; die Komplexität bezeichnet dabei die Kodimension
des Untertorus im großen Torus. In der Komplexität drei tauchen erste Beispiele
auf, die keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Varietäten besitzen
siehe Beispiel 4.5.19:

Beispiel 3. Wir betrachten die torische Varietät X ′ := C2 × (C∗)2 ∪ (C∗)2 × C2

mit dem Torus (C∗)4 und die C∗-Wirkung h ∗ x := (h−1x1, h
−1x2, hx3, hx4) auf X ′.

Dann ist X ′ eine quasiaffine torische C∗-Varietät und besitzt keinen kategorischen
Quotienten in der Kategorie der Varietäten.

In diesem Beispiel erhalten wir einen Quotienten in der Kategorie der separierten
k-Räume, es ordnet sich in folgende allgemeine Situation ein: Ein Untertorus H einer
torischen Varietät X ′ wird durch ein Untergitter L des 1-Parametergruppengitters N
des großen Torus T beschrieben. Wir sagen, dass H spitze allgemeine Lage besitzt,
falls die Bilder in der Strahlen des beschreibenden Fächers in N/L einen spitzen
Kegel erzeugen und darin allgemeine Lage besitzen siehe Thoerem 4.5.18

Theorem. Es sei X ′ eine komplexe torische H-Varietät mit Komplexität drei. Wei-
ter operiere der Untertorus H abgeschlossen auf X ′ und habe spitze allgemeine Lage.
Dann existiert der kategorische Quotient π : X ′ → Y in der Kategorie der separier-
ten k-Räume.

Das Beispiel 3 besitzt keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Va-
rietäten siehe Beispiel 4.5.19. Folgendes Beispiel besitzt einen kategorischen Quoti-
enten in der Kategorie der separierten k-Räume welcher sich nicht in eine Präva-
rietät einbetten lässt, das heißt, der kategorische Quotient ist kein dc-subset siehe
Beispiel 4.5.8:

Beispiel 4. Wir betrachten die quasiaffine torische Varietät

X ′ := C2 × (C∗)4 ∪ (C∗)2 × C2 × (C∗)2 ∪ (C∗)4 × C2

mit dem Torus (C∗)6. Weiter betrachten wir folgende (C∗)3-Wirkung auf X ′:

(h1, h2, h3) ∗ x :=
(
h−1

1 h−1
2 x1, h

−1
1 h3x2, h

−1
2 x3, h1x4, h2h

−1
3 x5, h3x6

)
.

Die torische (C∗)3-Varietät X ′ besitzt einen kategorischen Quotienten in der Kate-
gorie der separierten k-Räume; der Quotientraum ist kein dc-subset.

In Kapitel 1 führen wir die Kategorie der konstruierbaren Räume ein, definieren
grundlegende Begriffe und untersuchen sie. Viele Begriffe lassen sich direkt aus
der Algebraischen Geometrie in die Welt der konstruierbaren Räume übertragen,
wie zum Beispiel Normalität, Glattheit, Dimension, Funktionenkörper, Separiertheit
etc.. Am Ende des Kaptiels werden die Begriffe Kurvenüberdeckungseigenschaft und
schwach eigentliche Abbildungen diskutiert, die für unsere Quotientenkonstruktio-
nen von entscheidender Bedeutung sind.

In Kapitel 2 werden die konvex-geometrischen Grundlagen zur Beschreibung torische
k-Räume gelegt, insbesondere werden die Begriffe polyedrischer Kegel, Fächer und
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Fächersystem verallgemeinert. Das Hauptergebnis des Kapitels ist ein Algorithmus,
der ein gegebenes k-Gitterfächersystem auf universelle Weise auf einen k-Gitterfächer
reduziert. Gegenstand von Kapitel 3 sind torische konstruierbare Räume, welche den
Begriff einer torische (Prä)Varietät verallgemeinern. Die Hauptergebnisse sind die
konvexgeometrische Beschreibung der Kategorie der torischen k-Räume, sowie die
algorithmische Konstruktion torischer Quotienten, das heißt, kategorischer Quoti-
enten in der Kategorie der torischen k-Räume.

Kapitel 4 ist der Konstruktion kategorischer Quotienten für torische (Prä)Varietäten
in der Kategorie der k-Räume gewidmet. Mögliche Kandidaten sind dabei die tori-
schen Quotienten. Genauer stellen wir fest: Wenn der Algorithmus in jedem Schritt
eine universelle Separierung liefert, dann ist der torische Quotient die universelle
Separierung siehe Satz 4.1.17. Wir erhalten ein Kriterium für die universelle Se-
parierung für einen torischen k-Raum mit zwei quasiaffinen attraktiven Karten in
Dimension drei siehe Satz 4.3.17. Dieses Kriterium kann dann auf torische Präva-
rietät mit spitzer allgemeiner Lage der Dimension drei angewandt werden und liefert
schließlich die Theoreme 4.4.15 und 4.5.18. Mit Satz 4.1.17 lassen sich jedoch auch
Fälle behandeln, die keine allgemeine Lage haben, wie etwa Beispiel 4.
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Auch die Diskussionen mit Prof. Dr. Ivan V. Arzhantsev waren sehr erkennt-
nisbringend und bereichernd. Herzlichen Dank dafür.

Mein ganz besonderer Dank gilt meinem Doktorvater Prof. Dr. Jürgen Hausen,
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1. Konstruierbare Räume

1.1. Grundbegriffe.

Wir führen die Kategorie der konstruierbaren Räume ein und betrachten lokale
Eigenschaften wie Glattheit und Normalität. Erste Beispiele zeigen Unterschiede zur
Theorie der Varietäten: In Beispiel 1.1.14 geben wir einen bijektiven Morphismus von
glatten konstruierbaren Räumen an, der kein Isomorphismus ist. Für die Grundlagen
der Algebraischen Geometrie verweisen wir auf [13, Chapter I].

Eine konstruierbare Menge in einem topologischen Raum X ist eine endliche Ver-
einigung lokal abgeschlossener Teilmengen von X. Für eine dichte konstruierbare
Teilmenge Y ⊆ X schreiben wir auch Y ⊑ X. Jede Teilmenge Y ⊆ X eines topolo-
gischen Raumes X hat einen offenen Kern Y0 := X \A ⊆ Y , wobei A den Abschluss
von X \Y in X bezeichnet. Ist X noethersch und gilt Y ⊑ X, so ist der offene Kern
Y0 ⊆ Y dicht in X.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Ein Raum mit (K-)Funktionen ist
ein topologischer Raum X mit einer Garbe OX von K-wertigen Funktionen; man
nennt OX auch die Strukturgarbe von X. Für einen Punkt x ∈ X bezeichnen wir
mit OX,x den Halm von OX in x.

Ein Morphismus von Räumen X und Y mit Funktionen ist eine stetige Abbildung
ϕ : X → Y , sodass f ◦ϕ ∈ OX(ϕ−1(V )) gilt, für jede offene Menge V ⊆ Y und jedes
f ∈ OY (V ); in diesem Fall hat man einen Komorphismus

ϕ∗
V : OY (V ) → OX(ϕ−1(V )), f 7→ f ◦ ϕ.

Ein Unterraum eines Raumes X mit Funktionen ist eine Teilmenge Y von X zusam-
men mit der Teilraumtopologie bezüglich X und der durch OX induzierten Struk-
turgarbe OY ; letztere ist definiert durch

OY (V ) := {f : V → K; für alle x ∈ V gibt es eine offene Umgebung U ⊆ X

von x und F ∈ OX(U) mit f|U∩V = F|U∩V }.

Wir versehen im folgenden eine Teilmenge Y eines Raumes X mit Funktionen stets
mit dieser Unterraumstruktur. Wir nennen Y einen offenen (abgeschlossenen etc.)
Unterraum, falls Y eine offene (abgeschlossene etc.) Teilmenge von X ist.

Unter einer affinen (K-)Varietät verstehen wir einen Raum mit Funktionen, der
isomorph zu einem abgeschlossenen Unterraum eines Kn ist, wobei wir Kn mit der
Zariski-Topologie und mit der Garbe der regulären Funktionen versehen. Eine (K-)
Prävarietät ist ein Raum mit Funktionen, der eine endliche offene Überdeckung
durch affine Varietäten besitzt. Ein Morphismus von Prävarietäten ist ein Morphis-
mus der zu Grunde liegenden Räume mit Funktionen.

Definition 1.1.1 (Kategorie der k-Räume). Es sei K ein algebraisch abgeschlossener
Körper.

(i) Ein quasiaffiner konstruierbarer Raum (quasiaffiner k-Raum) ist ein Raum
mit Funktionen, der isomorph zu einem konstruierbaren Unterraum einer
affinen K-Varietät ist.

(ii) Ein konstruierbarer Raum (k-Raum) ist ein Raum mit Funktionen, der eine
endliche offene Überdeckung durch quasiaffine k-Räume erlaubt.
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(iii) Ein Morphismus von k-Räumen ist ein Morphismus der zu Grunde liegenden
Räume mit Funktionen.

Bemerkung 1.1.2. Die Kategorie der Prävarietäten ist eine volle Unterkategorie
der Kategorie der k-Räume.

Bemerkung 1.1.3. Es seien X ein k-Raum und Y ⊆ X eine konstruierbare Teil-
menge. Dann ist der Unterraum Y von X ein k-Raum. Ist X ein quasiaffiner k-Raum,
so ist Y ebenfalls ein quasiaffiner k-Raum.

Bemerkung 1.1.4. Es sei X ein k-Raum.

(i) X ist ein noetherscher topologischer Raum und jede einpunktige Teilmenge
von X ist abgeschlossen in X.

(ii) X besitzt eine Zerlegung X = X1 ∪ . . . ∪Xn in irreduzible Komponenten;
das heißt, jedes Xi ⊆ X ist irreduzibel und abgeschlossenen und es gilt
Xi * Xj, falls i 6= j.

(iii) Für jede offene Menge U ⊆ X und jedes f ∈ OX(U) ist f : U → K eine
stetige Abbildung.

(iv) Für jedes f ∈ OX(X) ist Xf := {x ∈ X; f(x) 6= 0} eine offene Menge in X.

(v) Ist X1, . . . ,Xm eine offene quasiaffine Überdeckung von X, dann ist die
Familie (Xif ; f ∈ OX(Xi)) eine Basis der Topologie auf X.

(vi) Für jedes x ∈ X ist die Menge mx := {f ∈ OX(X); f(x) = 0} ein maximales
Ideal in OX(X).

Vereinbarung 1.1.5. Es seien A eine K-Algebra, m ein Primideal in A und f ∈ A.

(i) Die Lokalisierung von A nach m bezeichnen wir mit Am. Das maximale Ideal
in Am bezeichnen wir mit mm.

(ii) Die Lokalisierung von A nach f bezeichnen wir mit Af .
(iii) Das Maximalspektrum von A bezeichnen wir mit Spec(A).

Lemma 1.1.6. Es seien X ein k-Raum und Y ⊑ X. Dann definiert die Inklusions-
abbildung ι : Y → X für jedes y ∈ Y einen Isomorphismus

ι∗y : OX,y → OY,y, fy 7→ (f|Y )y.

Beweis. Die Abbildung ι∗y ist offensichtlich surjektiv. Da Y dicht in X liegt und jeder
Repräsentant f eines Keimes fy ∈ OX,y stetig ist, muss ι∗y auch injektiv sein. �

Lemma 1.1.7. Es seien X ein quasiaffiner k-Raum und x ∈ X. Dann hat man
einen kanonischen Isomorphismus von K-Algebren

OX(X)mx → OX,x,
f

g
7→ (fg−1)x.

Beweis. Da X quasiaffin ist, dürfen wir annehmen, dass X ⊑ X ′ mit einer affinen
Varietät X ′ gilt. Die universelle Eigenschaft der Lokalisierung liefert, dass die Ab-
bildung wohldefiniert ist.

Zur Surjektivität: Es sei hx ∈ OX,x durch h ∈ OX(U) repräsentiert. Nach Verkleine-
rung von U können wir annehmen, dass U = X∩U ′ mit einer offenen Menge U ′ ⊆ X ′

und h = h′|U mit h′ = fg−1 für f, g ∈ OX′(X ′) gilt. Also ist f/g ∈ OX(X)mx das

gesuchte Urbild.
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Zur Injektivität: Es sei (fg−1)x = 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U ⊆ Xg von
x mit fg−1 = 0 ∈ OX(U). Es folgt f = 0 ∈ OX(U). Zu U existiert eine offene Menge
U ′ ⊆ X ′ mit U = U ′ ∩ X. Wir wählen ein Element h ∈ OX′(X ′) mit h|X′\U ′ = 0

und h(x) 6= 0. Wegen X \U ⊆ X ′ \U ′ gilt hf = 0 auf ganz X. Somit ist f/g = 0 in
OX(X)mx . �

Folgerung 1.1.8. Es seien X ein quasiaffiner k-Raum und Y ⊑ X. Dann gilt für
alle y ∈ Y :

OY (Y )my = OX(X)my .

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 1.1.6 und Lemma 1.1.7. �

Beispiele 1.1.9. Wir berechnen für folgende quasiaffine k-Räume den zugehörigen
Funktionenring.

(i) Für den quasiaffinen k-Raum X := (K∗)2 ∪ {(0, 1)} ⊑ K2 gilt:

OX(X) = K[T1, T2]T2 .

(ii) Für den quasiaffinen k-Raum X := (K∗)2 ∪ {(0, 0)} ⊑ K2 gilt:

OX(X) = K[T1, T2].

Begründung. Zu (i): Wir wissen, dass X ⊆ K2
T2

gilt. Somit ist K[T1, T2]T2 ⊆ OX(X).
Es sei jetzt f ∈ OX(X). Mit Folgerung 1.1.8 gilt:

f ∈ OX(X)m(0,1)
= OK2

T2
(K2

T2
)m(0,1)

.

Somit existiert eine offene Umgebung (0, 1) ∈ X ⊆ U ′ ⊆ K2
T2

mit f ∈ OK2
T2

(U ′). Da

X ⊆ U ′ gilt, ist der Schnitt von U ′ mit jedem Primdivisor von K2
T2

nicht leer. Also
gilt f ∈ K[T1, T2]T2 .

Zu (ii): Analog zu (i). �

Folgerung 1.1.10. Die beiden quasiaffinen k-Räume (K∗)2 ∪ {(0, 1)} ⊑ K2 und
(K∗)2 ∪ {(0, 0)} ⊑ K2 sind nicht isomorph zueinander.

Definition 1.1.11. Es sei X ein k-Raum.

(i) Ein Punkt x ∈ X heißt glatt, falls der lokale Ring OX,x regulär ist. Die
Menge aller glatten Punkte von X bezeichnen wir mit Xreg. Man nennt X
glatt , falls X = Xreg gilt.

(ii) Ein Punkt x ∈ X heißt singulär, falls x kein glatter Punkt ist. Die Menge
aller singulären Punkte von X bezeichnen wir mit Xsing.

(iii) Ein Punkt x ∈ X heißt normal, falls der lokale Ring OX,x normal ist. Die
Menge aller normalen Punkte von X bezeichnen wir mit Xnor. Der k-Raum
X heißt normal, falls X irreduzibel ist und X = Xnor gilt.

Beispiel 1.1.12. Folgerung 1.1.8 liefert, dass X := (K∗)2∪{(0, 0)} ⊑ K2 ein glatter
k-Raum ist.

Lemma 1.1.13. Es seien X ein k-Raum und Y ⊑ X. Dann gilt für jedes y ∈ Y :

(i) y ist normal in Y ⇔ y ist normal in X.
(ii) y ist glatt in Y ⇔ y ist glatt in X.

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus Lemma 1.1.6. �
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Beispiel 1.1.14. Wir betrachten die Aufblasung X ′ := Bl(K2, (0, 0)) mit der bi-
rationalen Abbildung π′ : X ′ → K2 und x0 ∈ π−1((0, 0)). Dann ist der k-Raum
X := (X ′ \π−1((0, 0)))∪{x0} glatt und die Abbildung π := π′|X : X → K2 ein bijek-

tiver birationaler Morphismus von glatten k-Räumen jedoch kein Isomomorphismus.

Begründung. Angenommen π ist ein Isomorphismus. Wir wählen eine Gerade C in
X wie in Abbildung 1. Dann ist C abgeschlossen in X, das Bild π(C) jedoch nicht
abgeschlossen in K2. �

C

x0

π(C)

K2

π

X

π−1((0, 0))

Abbildung 1

Satz 1.1.15. Es sei X ein k-Raum.

(i) Die Menge Xreg der glatten Punkte ist offen und dicht in X.
(ii) Die Menge Xnor der normalen Punkte ist offen und dicht in X.

Beweis. Zu (i): Die Aussage ist lokaler Natur und somit dürfen wir annehmen, dass
X ⊑ X ′ mit einer affinen Varietät X ′ gilt. Nach Lemma 1.1.13 gilt Xreg = (X ′)reg∩X
und somit ist Xreg offen und dicht in X.

Zu (ii): Die Aussage ist lokaler Natur und somit dürfen wir annehmen, dass X ⊑ X ′

mit einer affinen Varietät X ′ gilt. Nach Lemma 1.1.13 gilt Xnor = (X ′)nor ∩X und
somit ist Xnor offen und dicht in X. �
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1.2. Morphismen.

Wir untersuchen Morphismen und definieren einen Einbettungsbegriff. Des Weite-
ren führen wir die Kategorie der Raumkeime ein und sehen, dass man im konstru-
ierbaren Fall im Allgemeinen keine Äquivalenz von Raumkeimen und Halmen der
Strukturgarbe hat siehe Bemerkung 1.3.7. Weiter beweisen wir Fortsetzungssätze
für Morphismen bzw. Isomorphismen siehe Satz 1.2.8 und Satz 1.2.11. Diese liefern,
dass das Bild eines k-Raumes wieder ein k-Raum ist und dass die Kategorie der
dc-subsets eine volle Unterkategorie der k-Räume ist.

Satz 1.2.1. Es seien X ein k-Raum und Y ′ eine affine Varietät. Dann hat man
eine Bijektion

ι : Mor(X,Y ′) → Hom(OY ′(Y ′),OX (X)), ϕ 7→ ϕ∗.

Beweis. Zu zeigen ist lediglich die Surjektivität von ι. Es sei dazu ein Homomor-
phismus α : OY ′(Y ′) → OX(X) gegeben. Jedes x ∈ X definiert eine Zerlegung von
f ∈ OX(X) als f = f(x)+(f−f(x)). Dies liefert eine Zerlegung OX(X) = K ·1⊕mx

in K-Vektorräume.

Wir zeigen, dass die Menge α−1(mx) ein maximales Ideal in OY ′(Y ′) ist. Dazu sei
ein Ideal n ⊆ OY ′(Y ′) mit α−1(m) ( n gegeben. Wir wählen ein g ∈ n \ α−1(m)
und betrachten die Zerlegung α(g) = a + f mit a ∈ K und f ∈ mx. Es folgt
g − a ∈ α−1(mx) und somit a = g − (g − a) ∈ n. Also ist n = OY ′(Y ′).

Wir zeigen nun, dass die folgende Abbildung ψ ein Morphismus mit ψ∗ = α ist:

ψ : X → Y ′, x 7→ y, wobei my = α−1(mx).

Da α ein Homomorphismus ist, gilt α(K · 1) = K · 1 und α(α−1(mx)) ⊆ mx. Somit
ist g(ψ(x)) = α(g)(x) für alle g ∈ OY ′(Y ′) und alle x ∈ X. Aus ψ−1(Y ′

g) = Xα(g)

folgt, dass ψ eine stetige Abbildung ist. Für jedes f ∈ OY ′(Y ′
g) gilt

ψ∗(f) = ψ∗

(
h

gl

)
=

α(h)

α(gl)
∈ OX(Xα(g)),

wobei h ∈ OY ′(Y ′) mit f = h/gl auf Y ′
g . Somit ist ψ ein Morphismus mit ψ∗ = α. �

Definition 1.2.2. Es seien X ein k-Raum und x ∈ X. Zwei offene Umgebungen
Y,Z ⊆ X von x heißen äquivalent in x, falls es eine offene Umgebungung x ∈ U ⊆ X
gibt, sodass U ∩ Y = U ∩ Z gilt. Der Raumkeim Xx ist die Äquivalenzklasse von
x in X. Es seien Y1, Y2 zwei offene Umgebungen von x in X. Zwei Morphismen
ϕ1 : Y1 → Z1, ϕ2 : Y2 → Z2 heißen äquivalent in x, falls Y1 ∼ Y2 und ϕ1 = ϕ2

auf einer offenen Umgebung von x in X gilt. Ein Morphismus ϕx : Xx → Yy von

Raumkeimen ist die Äquivalenzklasse eines Morphismus ϕ in x.

Satz 1.2.3. Es sei X ein k-Raum, Y ′ eine Prävarietät, x ∈ X und y ∈ Y ′. Dann
hat man eine Bijektion

 : Mor(Xx, Y
′
y) → Hom(OY ′,y,OX,x), ϕ 7→ ϕ∗

x.

Beweis. Da die Aussage lokaler Natur ist, können wir annehmen, dass Y ′ affin ist.
Zu zeigen ist lediglich die Surjektivität von . Es sei dazu ein Homomorphismus
α : OY ′,y → OX,x gegeben. Wir wissen mit Lemma 1.1.7, dass OY ′(Y ′) ⊆ OY ′,y
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gilt. Außerdem ist α(OY ′(Y ′)) eine endlich erzeugte K-Algebra in OX(X). Somit
existieren f1, . . . , fn ∈ OX,x mit

α(OY ′(Y ′)) = K[f1, . . . , fn].

Zu jedem fi existieren gi, hi ∈ OX(X) mit hi(x) 6= 0 und f = gh−1 in OX,x. Für die
offene Menge x ∈ U := Xh1···hn gilt:

α(OY ′(Y ′)) ⊆ OX(X)h1···hn ⊆ OX(U).

Satz 1.2.1 liefert einen Morphismus ϕ : U → Y ′ mit ϕ∗ = α auf OY ′(Y ′). Es bleibt
noch zu zeigen, dass (ϕ∗)−1(mx) = my gilt. Wir wissen, dass α−1(mxmx

) = mymy
gilt,

und erhalten somit

(ϕ∗)−1(mx) = α−1(mx) ∩ OY ′(Y ′) = α−1(mxmx
∩ OU (U)) ∩OY ′(Y ′)

= mymy
∩ OY ′(Y ′)

= my.

�

Folgerung 1.2.4. Es seien X ′ und Y ′ Prävarietäten, x ∈ X ′ und y ∈ Y ′. Dann hat
man eine Bijektion

 : Iso(X ′
x, Y

′
y) → Iso(OY ′,y,OX′,x), ϕ 7→ ϕ∗

x.

Vereinbarung 1.2.5. Es sei X ′ eine irreduzible Prävarietät. Mit K(X ′) bezeichnen
wir den zu X ′ zugehörigen Funktionenkörper.

Lemma 1.2.6. Es seien X ′ eine irreduzible Prävarietät, Y ′ eine irreduzible Varietät
und ϕ,ψ : X ′ → Y ′ dominante Morphismen mit ϕ∗(f) = ψ∗(f) für alle f ∈ K(Y ′).
Dann gilt ϕ = ψ.

Beweis. Wir wählen eine affine offene Teilmenge V ′ ⊆ Y ′ und setzen U ′
1 := ϕ−1(V ′)

bzw. U ′
2 := ψ−1(V ′). Da Y ′ eine Varietät ist, reicht es zu zeigen, dass ϕ|U ′

1∩U
′
2

=
ψ|U ′

1∩U
′
2

gilt. Die Behauptung folgt mit

mV ′,ϕ(x) = {f ∈ OV ′(V ′); ϕ∗(f)(x) = 0}

= {f ∈ OV ′(V ′); ψ∗(f)(x) = 0}

= mV ′,ψ(x)

für alle x ∈ U ′
1 ∩ U

′
2. �

Folgerung 1.2.7. Es seien ϕ : X ′ → Y ′ und ψ : Y ′ → X ′ dominante Morphismen
von irreduziblen Varietäten mit ϕ∗ ◦ ψ∗ = idK(X′) und ψ∗ ◦ ϕ∗ = idK(Y ′). Dann sind
ϕ und ψ zueinander inverse Isomorphismen.

Satz 1.2.8. Es seien X ′ eine Prävarietät, Y ′ eine Varietät, X ⊑ X ′ ein k-Raum
und ϕ : X → Y ′ ein Morphismus. Dann existiert eine offene Menge U ′ ⊆ X ′ mit
X ⊆ U ′ und ein Morphismus ϕ′ : U ′ → Y ′ mit ϕ′

|X = ϕ.

Beweis. Mit Lemma 1.1.6 erhalten wir Homomorphismen ϕ∗
x : OY ′,y → OX′,x für

jedes x ∈ X und y := ϕ(x). Somit gibt es nach Satz 1.2.3 zu jedem x ∈ X eine
offene Umgebung U ′

x in X ′ und einen Morphismus xψ : U ′
x → Y ′ mit ϕ∗

x = xψ
∗
x auf

OY ′,y. Mit Lemma 1.1.6 und Satz 1.2.3 gilt ϕ|X∩U ′
x

= xψ|X∩U ′
x
. Da Y ′ eine Varietät

ist, existiert auf der offenen Menge U ′ :=
⋃
U ′
x ein Morphismus ϕ′ : U ′ → Y ′ mit

ϕ′
|X = ϕ. �
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Bemerkung 1.2.9. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus von k-Räumen. Dann ist die
Menge ϕ(X) nach Satz 1.2.8 konstruierbar in Y .

Bemerkung 1.2.10. Jeder Morphismus ϕ : X → Y von k-Räumen, lässt sich in
einen surjektiven und injektiven Morphismus X → ϕ(X)→ Y zerlegen.

Satz 1.2.11. Es seien X ′, Y ′ Varietäten, X ⊑ X ′, Y ⊑ Y ′ k-Räume und ϕ : X → Y
ein Isomorphismus. Dann existieren offene Mengen X ⊆ U ′ ⊆ X ′, Y ⊆ V ′ ⊆ Y ′

und ein Isomorphismus ϕ′ : U ′ → V mit ϕ′
|X = ϕ.

Beweis. Mit Lemma 1.1.6 erhalten wir Isomorphismen ϕ∗
x : OY ′,y → OX′,x für jedes

x ∈ X und y := ϕ(x). Somit gibt es nach Folgerung 1.2.4 zu jedem x ∈ X jeweils
offene Umgebungen U ′

x in X ′, y ∈ V ′
x in Y ′ und einen Isomorphismus xψ : U ′

x → V ′
x

mit ϕ∗
x = xψ

∗
x auf OY ′,y. Mit Lemma 1.1.6 und Satz 1.2.3 gilt wir ϕ|X∩U ′

x
= xψ|X∩U ′

x

bzw. ϕ−1
|Y ∩V ′

x′
= xψ

−1
|Y ∩V ′

x
. Wir setzen

U ′ :=
⋃

x∈X

U ′
x und V ′ :=

⋃

x∈X

V ′
x.

Nach Voraussetzung sind X ′ und Y ′ Varietäten. Somit können wir die Isomorphis-
men xψ zu einem Isomorphismus ϕ′ : U ′ → V ′ mit ϕ′

|X = ϕ zusammensetzen. �

Die Kategorie der ,,dc-subsets” wurde in [7] eingeführt und ist wie folgt definiert:

Definition 1.2.12 (Kategorie der dc-subsets).

(i) Eine dichte konstruierbare Teilmenge X einer Varietät X ′ heißt dc-subset.
(ii) Es seien X ⊑ X ′ und Y ⊑ Y ′ dc-subsets. Ein Morphismus ϕ : X → Y ist

eine Einschränkung eines Morphismus ϕ′ : U ′ → V ′, wobei U ′ ⊆ X ′ und
V ′ ⊆ Y ′ jeweils offene Teilmengen sind mit X ⊆ U ′ und Y ⊆ V ′.

Folgerung 1.2.13. Die Kategorie der dc-subsets ist eine volle Unterkategorie der
Kategorie der k-Räume.

Definition 1.2.14. Es sei ϕ : X → Y ein Morphismus von k-Räumen.

(i) Wir nennen ϕ eine Einbettung, falls ϕ ein Isomorphismus von X auf den
Unterraum ϕ(X) ist.

(ii) Wir nennen ϕ dominant, falls ϕ(X) dicht in Y ist.

Lemma 1.2.15. Es seien X ′ eine affine Varietät und X ⊑ X ′ ein konstruierbarer
Unterraum. Dann hat man eine Einbettung

ι : X → Spec(OX′(X ′)) x 7→ mx ∩OX′(X ′).

Beweis. Es gilt ι = κ ◦ , wobei  : X → X ′ die Inklusionsabbildung bezeichnet und
κ : X ′ → Spec(OX′(X ′)) den kanonischen Isomorphismus. �

Lemma 1.2.16. Es sei X ein quasiaffiner k-Raum, sodass OX(X) endlich erzeugt
ist. Dann hat man eine Einbettung

ι : X → Spec(OX(X)), x 7→ mx.
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Beweis. Wir dürfen annehmen, dass X ⊑ X ′ mit einer affinen Varietät X ′ gilt. Wir
betrachten den Isomorphismus id : OX(X)→ OX(X). Dann liefert Satz 1.2.1 einen
Morphismus ι : X → Spec(OX(X)) mit ι(x) = mx und ι(X) = {mx; x ∈ X}. Weiter
sei  : X → X ′ die Inklusionsabbildung und κ : X ′ → Spec(OX′(X ′)) der kanonische
Isomorphismus. Der Morphismus κ ◦  ist eine konstruierbare Einbettung. Es gilt
κ((X)) = {mx ∩ OX′(X ′); x ∈ X}. Wir haben wir folgendes Diagramm

X ′ κ // Spec(OX′(X ′))

X



OO

ι
// Spec(OX(X))

ψ

OO

Wobei ψ der Morphismus ψ : Spec(OX(X)) → Spec(OX′(X ′)), m 7→ m ∩ OX′(X ′)
ist, der durch OX′(X ′) ⊆ OX(X) induziert wird. Es gilt ι−1 = (κ−1 ◦ ψ)|ι(X) und
somit ist ι eine Einbettung. �

Satz 1.2.17. Es seien X ein quasiaffiner k-Raum, Y ′ eine affine Varietät und
α : OX(X)→ OY ′(Y ′) ein Isomorphismus. Dann existiert eine Einbettung ϕ : X → Y
mit ϕ∗ = α.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 1.2.16. �

Bemerkung 1.2.18. Für einen k-Raum X und f ∈ OX(X) gilt stets OX(X)f ⊆
OX(Xf ). Dabei ist Gleichheit im Allgemeinen nicht zu erwarten. Dazu betrach-
ten wir das Beispiel 1.1.9 (ii) mit dem k-Raum X := (K∗)2 ∪ {(0, 0)} ⊑ K2 und
T1 ∈ OX(X). Dann gilt:

OX(X)T1 = K[T1, T2]T1 6= OX((K∗)2) = OX(XT1).

Lemma 1.2.19. Es sei X ein normaler quasiaffiner k-Raum. Dann existiert eine
Einbettung ι : X → Y ′ mit einer normalen affinen Varietät Y ′.

Beweis. Da X quasiaffin ist können wir annehmen, dassX ⊑ X ′ gilt mit einer affinen
Varietät X ′. Da X normal ist, folgt mit Lemma 1.1.6, dass X ⊆ X ′norm gilt. Es sei

ν : X̃ ′ → X ′ die Normalisierung von X ′. Wir wissen, dass ν−1(X ′norm) → X ′norm

ein Isomorphismus von Varietäten ist. Somit ist X → ν−1(X)→ X̃ ′ eine Einbettung.
�

Lemma 1.2.20. Es seien X ein k-Raum und X ′ eine normale Prävarietät mit
X ⊑ X ′ und X ∩ D′ 6= ∅ für alle Primdivisoren D′ ⊆ X ′. Dann gilt OX(X) =
OX′(X ′).

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass OX(X) ⊆ OX′(X ′) gilt. Dazu sei f ∈ OX(X)
gegeben. Nach Satz 1.2.8 existiert eine offene Menge X ⊆ U ′ ⊆ X ′ und ein f ′ ∈
OX′(U ′) mit f ′|X = f . Da X ⊆ U ′ gilt, erhalten wir U ′∩D′ 6= ∅ für alle Primdivisoren

D′ ⊆ X ′. Also ist f ′ ∈ OX′(X ′). �

Lemma 1.2.21. Es seien X ′ eine normale Prävarietät und X ⊑ X ′ ein konstru-
ierbarer Unterraum. Dann existiert eine offene Menge X ⊆ U ′ ⊆ X ′ mit OX(X) =
OU ′(U ′).
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Beweis. Es seien E1, . . . , Em ⊆ X ′ \ X die irreduziblen Komponenten von X ′ \ X
mit dim(E′

i) = dim(X ′)− 1, wobei E′
i den Abschluss von Ei in X ′ bezeichnet. Wir

setzen
U ′ := X ′ \

⋃

E′
i∩X=∅

E′
i.

Es ist klar, dass X ⊆ U ′ gilt. Weiter gilt für jeden Primdivisor Y ′ ⊆ X ′:

Y ′ ∩ U ′ 6= ∅ ⇔ Y ′ ∩X 6= ∅.

Somit folgt die Behauptung mit Lemma 1.2.20. �

Satz 1.2.22. Es sei X ein normaler quasiaffiner k-Raum. Dann existieren Funk-
tionen f1, . . . , fm ∈ OX(X) mit X =

⋃
Xfi

und OX(Xfi
) = OX(X)fi

ist endlich
erzeugt.

Beweis. Nach Lemma 1.2.19 dürfen wir annehmen, dass X ⊑ X ′ gilt, wobei X ′ eine
eine normale affine Varietät ist. Nach Lemma 1.2.21 existiert eine offene Menge
X ⊆ U ′ ⊆ X ′ mit OX(X) = OU ′(U ′). Es seien E′

1, . . . , E
′
r ⊆ X ′ die irreduziblen

Komponenten von U ′ \X mit dim(E′
i) = dim(X ′)− 1, wobei U ′ \X den Abschluss

von U ′ \X in X ′ bezeichnet. Da X ein noetherscher topologischer Raum ist, reicht
es, für jedes x ∈ X eine Funktion f ∈ OX(X) mit x ∈ Xf und OX(X)f = OX(Xf )
zu konstruieren. Dazu sei x ∈ X fest gewählt. Die Menge

A := X ′ \ U ′ ∪
⋃

x/∈E′
i

E′
i

ist abgeschlossen in X ′. Somit existiert ein f ∈ OX′(X ′) mit f|A ≡ 0 und f(x) 6= 0.
Es gilt Xf ⊆ U ′

f = X ′
f . Wir wollen zeigen, dass für jeden Primdivisor D′ ⊆ U ′

f die

Menge D′ ∩Xf nicht leer ist.

Angenommen es gelte D′ ∩Xf = ∅ für einen Primdivisor D′ ⊆ U ′
f . Dann folgt, dass

D′ ⊆ U ′
f \Xf ⊆ U ′ \X gilt. Somit ist der Abschluss D′ von D′ in X ′ gleich einem

E′
i. Es gilt x ∈ D′, da sonst fD′ ≡ 0 und somit D′ ∩ U ′

f = ∅ folgen würde. Also ist

x ∈ (D′ ∩ Xf ) ∩ U ′
f = D′ ∩ Xf ,

Widerspruch. Somit folgt mit Lemma 1.2.20:

OX(Xf ) = OU ′(U ′
f ) = OU ′(U ′)f = OX(X)f .

Außerdem folgt aus OU ′(U ′
f ) = OX′(X ′

f ), dass OX(Xf ) endlich erzeugt ist. �

Folgerung 1.2.23. Es sei X ein normaler k-Raum. Dann besitzt X eine quasiaffine
offene Überdeckung X1, . . . ,Xr mit OXi

(Xi) endlich erzeugt.

Beweis. Folgt aus Satz 1.2.22. �





15

1.3. Varietöse Punkte.

Jeder k-Raum enthält eine offene Teilmenge, die eine Prävarietät ist. Die Punkte
dieser Menge nennen wir varietöse Punkte. Mit Hilfe der varietösen Punkte wer-
den wir die Begriffe Dimension und Funktionenkörper für k-Räume einführen. Wir
werden darüber hinaus einige Eigenschaften dieser Begriffe zeigen.

Definition 1.3.1. Es sei X ein k-Raum. Ein Punkt x ∈ X heißt varietös, falls er
eine offene Umgebung U ⊆ X besitzt, sodass U eine Prävarietät ist. Die Menge aller
varietösen Punkte von X bezeichnen wir mit Xvar.

Lemma 1.3.2. Es sei X ein k-Raum. Die Menge Xvar der varietösen Punkte ist
ein offener dichter Unterraum von X.

Beweis. Die Aussage ist lokaler Natur. Somit dürfen wir annehmen, dass X ⊑ X ′

mit einer affinen Varietät X ′ gilt. Dann ist der offene Kern X0 von X in X ′ eine
Teilmenge von Xvar. �

Satz 1.3.3. Es seien X ein k-Raum und Y ⊆ X ein konstruierbarer Unterraum.
Dann sind äquivalent:

(i) Y ist dicht in X.
(ii) Y var ist offen und dicht in Xvar.

Beweis. Die Implikation ,,(ii)⇒(i)” ergibt sich direkt aus Lemma 1.3.2. Für die
Implikation ,,(i)⇒ (ii)” betrachten wir folgende Fälle:

Fall 1: X ist eine affine Varietät. Wir zeigen, dass Y var offen und dicht in X ist.
Nach Lemma 1.1.6 definiert die Inklusionsabbildung ι : Y var → X für jedes y ∈ Y var

einen Isomorphismus

ι∗y : OX,y → OY var,y fy 7→ (f|Y var)y.

Somit gibt es nach Satz 1.2.4 zu jedem y ∈ Y var jeweils offene Umgebungen Vy in
Y und Uy in X, sodass ι|Vy

: Vy → Uy Isomorphismen sind. Folglich ist Y var offen in
X. Weiter gilt Y var ⊆ Xvar und wir erhalten (ii).

Fall 2: X ist ein quasiaffiner k-Raum. Dann dürfen wir X ⊑ X ′ mit einer affinen
Varietät X ′ annehmen. Dabei gilt Y ⊑ X ′. Nach Fall 1 liegt Y var dicht in X ′ und
somit auch in Xvar.

Fall 3: X ist beliebiger k-Raum. Eine lokale Betrachtung führt das Problem auf
Fall 2 zurück. �

Folgerung 1.3.4. Es seien X eine Prävarietät und Y ein dichter konstruierbarer
Unterraum von X. Dann gilt Y var = X \A, wobei A den Abschluss von X \Y in X
bezeichnet.

Folgerung 1.3.5. Es seien X eine Prävarietät und Y ein echter dichter konstru-
ierbarer Unterraum von X. Dann ist Y keine Prävarietät.

Beispiel 1.3.6. Der konstruierbare Unterraum X := (K∗)2∪{(0, 0)} von K2 ist ein
irreduzibler quasiaffiner k-Raum. Es gilt

Xvar = (K∗)2 6= X.

Man beachte, dassOX,0 ∼= OK2,0 gilt, jedoch keine Umgebung V ⊆ X von 0 isomorph

zu einer Umgebung U ⊆ K2 ist.
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Bemerkung 1.3.7. In Satz 1.2.3 haben wir vorausgesetzt, dass Y ′ eine Prävarietät
ist. Diese Voraussetzung ist nach Beispiel 1.3.6 essentiell.

Definition 1.3.8. Es sei X ein k-Raum. Dann definieren wir die Dimension von X
als dim(X) := dim(Xvar).

Bemerkung 1.3.9. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und U eine nichtleere offene
Teilmenge von X. Wege ∅ 6= Uvar ⊆ Xvar gilt dim(U) = dim(X).

Satz 1.3.10. Es seien X ein k-Raum und Y ⊑ X ein dichter konstruierbarer Un-
terraum. Dann gilt dim(X) = dim(Y ).

Beweis. Mit Satz 1.3.3 erhalten wir

dim(Y ) = dim(Y var) = dim(Xvar) = dim(X).

�

Folgerung 1.3.11. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y ⊆ X ein konstru-
ierbarer Unterraum. Dann sind äquivalent:

(i) Es gilt dim(Y ) = dim(X).
(ii) Y ist dicht in X.

Beweis. Es ist nur zu ,,(i)⇒(ii)” etwas zu zeigen. Nach Satz 1.3.3 genügt es zu
zeigen, dass Y var und Xvar einen nichtleeren Durchschnitt haben. Dazu dürfen wir
annehmen, dass X quasiaffin ist und eine affine Varietät X ′ mit X ⊑ X ′ existiert.
Für den Abschluss Y ′ von Y in X ′ erhalten wir nach Satz 1.3.10

dim(Y ′) = dim(Y ) = dim(X) = dim(X ′).

Folglich gilt Y ′ = X ′. Da X irreduzibel ist, muss auch X ′ irreduzibel sein. Somit
haben Y var und Xvar nichtleeren Durchschnitt. �

Folgerung 1.3.12. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y ⊆ X ein abgeschlos-
sener Unterraum mit dim(Y ) = dim(X). Dann gilt Y = X.

Satz 1.3.13. Es seien X ein k-Raum und X = X1 ∪ . . . ∪ Xn seine Zerlegung in
irreduzible Komponenten. Dann gilt

dim(X) = maxi=1,...,n(dim(Xi)).

Beweis. Zu jedem i = 1, . . . , n definieren wir einen Unterraum Ui ⊆ Xi, sodass Ui
offen in X ist:

Ui := Ũvar
i , wobei Ũi := X \

⋃

i6=j

Xj .

Dann ist U1 ∪ . . . ∪ Un eine Prävarietät und liegt offen und dicht in X. Mit Folge-
rung 1.3.10 erhalten wir

dim(X) = dim(U1 ∪ . . . ∪ Un) = maxi=1,...,n(dim(Ui))

= maxi=1,...,n(dim(Xi)).

�

Folgerung 1.3.14. Es seien X ein k-Raum und Y ⊆ X ein konstruierbarer Unter-
raum. Dann gilt dim(Y ) ≤ dim(X).
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Beweis. Nach Satz 1.3.13 genügt es den Fall, dass X und Y irreduzibel sind, zu
behandeln. Wir betrachten zunächst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist.
Dann dürfen wirX ⊑ X ′ mit einer affinen Varietät X ′ annehmen. Mit dem Abschluss
Y ′ von Y in X ′ erhalten wir nach Satz 1.3.10

dim(Y ) = dim(Y ′) ≤ dim(X ′) = dim(X).

Im allgemeinen Fall wählen wir uns einen offenen quasiaffinen k-Raum X1 ⊆ X mit
X1 ∩ Y 6= ∅. Dann ist Y1 := X1 ∩ Y ein offener dichter Unterraum von Y . Mit
Satz 1.3.10 erhalten wir

dim(Y ) = dim(Y1) ≤ dim(X1) = dim(X).

�

Satz 1.3.15. Es sei X ein k-Raum.

(i) Gilt dim(X) = 0, so ist X endlich.
(ii) Gilt dim(X) = 1, so ist X eine Prävarietät.

Beweis. Zu (i): Aus dim(X) = 0 folgt dim(Xvar) = 0. Also ist Xvar endlich. Nach
Lemma 1.3.2 ist X endlich.

Zu (ii): Wir behandeln zunächst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist. Wir
dürfen dann annehmen, dass X ⊑ X ′ mit einer affinen Varietät X ′ gilt. Es gilt
dim(X) = dim(Xvar) = dim(X ′) = 1 und somit ist

dim(X ′ \X) ≤ dim(X ′ \Xvar) = 0.

Also muss X ein offener Unterraum von X ′ sein. Im allgemeinen Fall wählen wir
eine offene Überdeckung von X durch quasiaffine X1, . . . ,Xn. Nach Lemma 1.3.14
gilt dim(Xi) ≤ 1. Obige Überlegung sowie (i) zeigen, dass jedes Xi eine Prävarietät
ist. �

Definition 1.3.16. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann definieren wir den
Funktionenkörper von X als K(X) := K(Xvar).

Bemerkung 1.3.17. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann gilt

dim(X) = tr.deg (K(X)),

wobei tr.deg den Transzendenzgrad bezeichnet.

Folgerung 1.3.18. Es seien X ein k-Raum und Y ⊑ X ein dichter konstruierbarer
Unterraum. Dann gilt K(X) = K(Y ).

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 1.3.3. �

Bemerkung 1.3.19. Ist X ein irreduzibler quasiaffiner k-Raum, dann ist OX(X)
ein Integritätsbereich und K(X) ist der Quotientenkörper von OX(X).

Begründung. Wir dürfen X ⊑ X ′ mit einer affinen Varietät X ′ annehmen. Die Be-
hauptung folgt mit

OX′(X ′) ⊆ OX(X) ⊆ OX(Xvar).

�

Lemma 1.3.20. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Räumen. Dann ist ϕ∗ : K(Y )→ K(X) eine Einbettung.
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Beweis. Es sei Y0 eine quasiaffine offene Teilmenge von Y . Wir setzen X0 := ϕ−1(Y0).
Mit Folgerung 1.3.18 gilt K(Y ) = K(Y0) und K(X) = K(X0). Da ϕ ein dominan-
ter Morphismus ist, ist ϕ∗ : OY (Y0) → OX(X0) injektiv. Nach Bemerkung 1.3.19
ist K(Y0) der Quotientenkörper von OY (Y0). Somit ist ϕ∗ : K(Y0) → K(X0) eine
Einbettung. �

Definition 1.3.21. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Räumen. Wir nennen ϕ einen separablen Morphismus, falls die Körpererweiterung
K(X)/ϕ∗(K(Y )) eine separable Körpererweiterung ist.

Bemerkung 1.3.22. Ist char(K) = 0, so ist jeder dominante Morphismus von
irreduziblen k-Räumen separabel.

Lemma 1.3.23. Ist ϕ : X → Y eine dominante Einbettung von irreduziblen k-
Räumen, dann ist ϕ∗ : K(Y )→ K(X) ein Isomorphismus.

Beweis. Die Einschränkung von ϕ auf die offene Menge Xvar ⊆ X liefert einen
Isomorphismus ϕ|Xvar : Xvar → (ϕ(X))var. �
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1.4. Einfache k-Räume.

In Abschnitt 1.4 werden wir den Begriff der Vereinfachung eines k-Raumes einführen.
Die Folgerung 1.4.10 liefert, dass sich jeder irreduzible einfache k-Raum in eine
Prävarietät einbetten lässt. Konstruktion 1.4.6 wurde in [18] eingeführt. Die Aus-
sage aus Satz 1.4.7 wurde in [18] vermerkt, jedoch nicht bewiesen. Wir geben hier
vollständigkeitshalber einen Beweis dafür an.

Definition 1.4.1. Eine Vereinfachung eines k-Raumes X ist ein k-Raum Xs mit
einem Morphismus µ : X → Xs, sodass gilt:

(i) Der Morphismus µ : X → Xs ist surjektiv und lokal invertierbar, d.h. für
jedes x ∈ X existiert eine offene Umgebung U ⊆ X, sodass U s := µ(U)
offen in Xs und µ|U : U → U s ein Isomorphismus ist.

(ii) Für jeden surjektiven lokal invertierbaren Morphismus ϕ : X → Y von k-
Räumen existiert genau ein Morphismus µ̃ : Y → Xs, sodass folgendes Dia-
gramm kommutiert:

X
ϕ //

µ
!!C

CC
CC

CC
C Y

eµ}}||
||

||
||

Xs

Wir nennen X einfach, falls die Identität idX : X → X eine Vereinfachung von X
ist.

Bemerkung 1.4.2. Es sei µ : X → Xs eine Vereinfachung eines k-Raumes X. Dann
ist der k-Raum Xs einfach und bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beispiel 1.4.3. Wir betrachten die Prävarietät X := K∗ ∪ {01} ∪ {02}. Dann ist
X kein einfacher k-Raum, da der kanonische Morphismus µ : X → K ein surjektiver
lokal invertierbarer Morphismus aber kein Isomorphismus ist. Der Morphismus µ ist
die Vereinfachung von X.

Vereinbarung 1.4.4. Für eine K-Algebra A bezeichnen wir die Menge der Lokali-
sierungen von A nach einem maximalen Ideal von A mit Loc(A).

Bemerkung 1.4.5. Es sei K ⊆ A ⊆ L, wobei A eine affine K-Algebra mit Quoti-
entenkörper L ist. Dann gilt:

(i) Die Zuordnung ι : Spec(A)→ Loc(A), m 7→ Am ist bijektiv.
(ii) Ist g ∈ A mit g /∈ m für ein m ∈ Spec(A), so gilt mg ∈ Spec(Ag) und

m = mg ∩A.
(iii) Für m ∈ Spec(A) erlaubtAm eine Zerlegung Am = K⊕mm als K-Vektorraum,

wobei K mit K · 1A ⊆ A identifiziert wird. Somit erhalten wir für jedes
f ∈ Am eine eindeutige Zerlegung f = f ′ + f(Am) mit f ′ ∈ mm und
f(Am) ∈ K.

Konstruktion 1.4.6. Es sei K ⊆ L eine Körpererweiterung. Wir betrachten die
Menge

XL := {Am ⊆ L; A affine K-Algebra mit Quotientenkörper L, m ∈ Spec(A)}

mit der Topologie erzeugt durch die (offenen) Mengen Loc(A), wobei A eine affine
K-Algebra mit Quotientenkörper L ist. Mit Bemerkung 1.4.5 (iii) ist für R ∈ XL
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und jedes f ∈ R die Zuordnung f(R) := f(Am) wohldefiniert, wobei R = Am,
m ∈ Spec(A) und A eine affine K-Algebra mit Quotientenkörper L ist. Für eine
offene Menge U ⊆ XL setzen wir

OXL(U) := {f : U → K; f ∈ R für alle R ∈ U}.

und erhalten dadurch eine Garbe OXL auf XL. Somit ist XL ein Raum mit Funktio-
nen.

Satz 1.4.7. Die Abbildung ι : Spec(A) → Loc(A), m 7→ Am ist ein Isomorphismus
von Räumen mit Funktionen, wobei Loc(A) als offener Unterraum von XL aufgefasst
wird.

Beweis. Nach Konstruktion der Garben OXL bzw. OLoc(A) reicht es zu zeigen, dass
ι bijektiv, offen und stetig ist. Wir wissen nach Bemerkung 1.4.5 (i), dass ι eine
bijektive Abbildung ist. Die Mengen Spec(Af ) mit f ∈ A bilden eine Basis der
Topologie und sind außerdem affin. Dies liefert, dass ι eine offene Abbildung ist.

Es ist noch zu zeigen, dass ι stetig ist. Dazu sei eine offene Menge U ⊆ Loc(A)
gegeben. Zu U existiert eine affine K-Algebra B mit Quotientenkörper L und U =
Loc(A) ∩ Loc(B). Zu jedem R ∈ Loc(A) ∩ Loc(B) gibt es Ideale m ∈ Spec(A)
und n ∈ Spec(B) mit R = Am = Bn. Da A und B affine K-Algebren sind, exi-
stieren f1, . . . , fn, g1, . . . , gm ∈ L mit A = K[f1, . . . , fn], B = K[g1, . . . , gm]. Weiter
existieren Elemente α1, . . . , αm, γ1, . . . γm ∈ A mit γ1, . . . γm /∈ m und Elemente
β1, . . . , βn, δ1, . . . , δm ∈ B mit δ1, . . . , δm /∈ n , sodass gilt

fi =
βi
δi
∈ Bn = Am und gj =

αj
γj
∈ Am = Bn.

Wir setzen γ :=
∏
γj ∈ A \ m, δ :=

∏
δi ∈ B \ n und betrachten weiter die affine

K-Algebra C := K[f1, . . . fn, g1, . . . gm]. Die K-Algebra C hat als Quotientenkörper
L und es gilt in L:

(i) A ⊆ C ⊆ Cγ und B ⊆ C ⊆ Cδ
(ii) Aγ = Cγ und Bδ = Cδ.

Die Aussage in (i) ist offensichtlich. Zu (iii): Wir zeigen zuerst Aγ = Cγ . Nach (i)
wissen wir, dass Aγ ⊆ Cγ . Es sei f ∈ Cγ gegeben. Dann gilt

f =
f ′

γl
=

∑
ν aνf

ν1
1 · · · f

νn
n g

νn+1

1 · · · g
νn+m
m

γl

=

∑
ν aνf

ν1
1 · · · f

νn
n (α1

γ1
)νn+1 · · · (αm

γm
)νn+m

γl

=

∑
ν aνf

ν1
1 · · · f

νn
n γlh

γl′
∈ Aγ ,

wobei h ∈ A. Die Aussage B ⊆ C ⊆ Cδ bweist man analog.

Weiter betrachten wir die maximalen Ideale mC := mγ ∩C und nC := nδ ∩C in C.
Da A,B und C affine K-Algebren sind, erhalten wir

Cmc = (Cγ)mγ = (Aγ)mγ = Am = Bn

= (Bδ)nδ

= (Cδ)nδ
= CnC

.
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Insbesondere gilt δ /∈ mc = nc. Es gilt weiter:

B ⊆ Bδ ⊆ (Cδ)γ = C(δγ) = (Cγ)δ = (Aγ)δ.

Dies liefert insbesondere, dass

Spec((Aγ)δ) ⊆ Spec(A) ∩ Spec(B)

gilt. Für alle maximalen Ideale m̃ ∈ Spec((Aγ)δ) gilt:

Aem∩A = ((Aγ)δ)em = ((Cγ)δ)em = (Bδ)em∩Bδ
= Bem∩B.

Also ist Loc((Aγ)δ) ⊆ Loc(A) ∩ Loc(B), was äquivalent zu Spec((Aγ)δ)) ⊆ ι−1(U)
ist. Somit ist ι ein Isomorphismus von Räumen mit Funktionen. �

Satz 1.4.8. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann ist µ : X → XK(X), x 7→ OX,x
ein Morphismus von Räumen mit Funktionen. Insbesondere ist µ : X → µ(X) eine
Vereinfachung von X.

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass µ : X → XK(X) ein wohldefinierter Morphis-
mus ist. Dazu betrachten wir zuerst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist.
Wir wollen zeigen, dass µ wohldefiniert ist. Zu X existiert eine dominante Ein-
bettung ϕ : X → Z ′, wobei Z ′ eine affine Varietät ist. Nach Lemma 1.3.23 ist
A := ϕ∗(OZ′(Z ′)) ⊆ K(X) eine affine K-Algebra mit A ⊆ OX(X). Somit gilt
Amx∩A ⊆ OX(X)mx . Es ist zu zeigen, dass gilt:

Amx∩A = OX(X)mx .

Folgerung 1.1.8 liefert, dass ϕ∗ : OZ′(Z ′)mϕ(x)
→ OX(X)mx ein Isomorphismus ist.

Also gibt es zu jedem f ∈ OX(X)mx Funktionen g, h ∈ OZ′(Z ′) mit h /∈ mϕ(x) und
ϕ∗(g/h) = f . Somit ist Amx∩A = OX(X)mx . Dies liefert, dass µ wohldefiniert ist.

Bleibt zu zeigen, dass µ ein Morphismus ist. Nach Lemma 1.2.15 ist die Abbildung
ι : X → Spec(A) mit x 7→ mx ∩ A eine Einbettung. Somit ist µ : X → XK(X) nach
Satz 1.4.7 ein Morphismus. Damit ist µ : X → µ(X) ein Isomorphismus und µ(X)
insbesondere ein quasiaffiner k-Raum.

Ist X ein k-Raum und x ∈ X ein beliebiger Punkt, dann gilt für jede quasiaffine
offene Menge x ∈ U ⊆ X:

OX,x = OU,x.

Somit ist µ : X → XK(X) eine wohldefinierte Abbildung. Da für jede quasiaffine
offene Teilmenge U ⊆ X die Abbildung µ|U : U → µ(U) ein Morphismus ist, ist
µ : X → XK(X) ein Morphismus.

Es sei X1, . . . ,Xn ⊆ X eine offene quasiaffine Überdeckung von X. Dann gilt

µ(X) =
⋃
µ(Xi).

Somit ist µ(X) ein k-Raum und µ : X → µ(X) ein surjektiver lokal invertierbarer
Morphismus. Zum Nachweis der universellen Eigenschaft sei ϕ : X → Y ein surjek-
tiver lokal invertierbarer Morphismus von k-Räumen. Wir definieren

µ′ : Y → µ(X), y 7→ µ(ϕ−1(y)).

Da µ und ϕ′ lokal invertierbar sind, reicht es zu zeigen, dass µ′ wohldefiniert ist.
Es seien x, x′ ∈ ϕ−1(y). Es ist zu zeigen, dass OX,x = OX,x′ gilt. Zu x und x′

existieren offene Mengen x ∈ Ux ⊆ X bzw. x′ ∈ Ux′ ⊆ X und Vx, Vx′ ⊆ Y , sodass
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ϕ|Ux
: Ux → Vx bzw. ϕ|Ux′

: Ux′ → Vx′ Isomorphismen sind. Die Isomorphismen ϕ|Ux

und ϕ|Ux′
liefern wiederum Isomorphismen

(ϕ∗
|Ux

)x : OY (Vx ∩ Vx′)my → OUx(Ux)mx ,
f

g
7→

f ◦ ϕ|Ux

g ◦ ϕ|Ux

(ϕ∗
|Ux′

)x′ : OY (Vx ∩ Vx′)my → OUx′
(Ux′)mx′

,
f ′

g′
7→

f ′ ◦ ϕ|Ux′

g′ ◦ ϕ|Ux′

.

In K(X) gilt somit

OX,x = OUx,x = OUx′ ,x
′ = OX,x′ .

�

Folgerung 1.4.9. Ein irreduzibler k-Raum X ist genau dann einfach, wenn für je
zwei Punkte x, x′ ∈ X mit OX,x = OX,x′ in K(X) stets x = x′ gilt.

Folgerung 1.4.10. Es sei X ein irreduzibler einfacher k-Raum. Dann existiert eine
Prävarietät Y ′ und eine dominante Einbettung µ : X → Y ′.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass eine Einbettung existiert. Wir betrachten die Ab-
bildung

µ : X → XK(X), x 7→ OX,x.

Nach Satz 1.4.8 ist die Abbildung µ : X → µ(X) die Vereinfachung von X. Da
X einfach ist, können wir folgern, dass µ : X → µ(X) schon ein Isomorphismus
ist. Es seien X1, . . . ,Xm eine quasiaffine offene Überdeckung von X. Zu jedem i
existiert eine dominante Einbettung ϕi : Xi → Z ′

i, wobei Z ′
i eine affine Varietät

ist. Nach Lemma 1.3.23 ist Ai := ϕ∗
i (OZ′

i
(Z ′

i)) ⊆ K(X) eine affine K-Algebra mit

Ai ⊆ OX(Xi). Weiter ist die Abbildung ιi : Xi → Spec(Ai) mit x 7→ mx ∩ Ai nach
Lemma 1.2.15 eine konstruierbare Einbettung. Wir setzen

Y ′ :=
m⋃

i=1

Loc(Ai) ⊆ XK(X).

Dann ist Y ′ eine Prävarietät. Weiter ist µ(Xi) ⊆ Loc(Ai). Somit ist µ : X → Y ′ eine
Einbettung. �
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1.5. Produkte und Separiertheit.

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass in der Kategorie der k-Räume Produkte exi-
stieren. Wie im Fall der Prävarietäten werden wir den Begriff des separierten k-
Raumes einführen. Wir werden zeigen, dass sich der Begriff wie in der Theorie der
Varietäten verhält. Zum Beispiel gilt Folgendes: Es seien ψ,ϕ : X → Y zwei Mor-
phismen von k-Räumen, wobei Y ein separierter k-Raum ist. Falls ψ und ϕ auf einer
dichten Teilmenge übereinstimmen, stimmen sie schon auf ganz X überein siehe
Folgerung 1.5.12.

Satz 1.5.1. Es seien X und Y k-Räume. Dann besitzt das kartesische Produkt X×Y
die Struktur eines k-Raumes, sodass es zusammen mit

πX : X × Y → X, (x, y) 7→ x, πY : X × Y → Y, (x, y) 7→ y

zu einem Produkt in der Kategorie der k-Räume wird.

Lemma 1.5.2. Es seien X und Y quasiaffine k-Räume. Dann besitzt das kartesische
Produkt X × Y die Struktur eines quasiaffinen k-Raumes, sodass es zusammen mit

πX : X × Y → X, (x, y) 7→ x, πY : X × Y → Y, (x, y) 7→ y

zu einem Produkt in der Kategorie der k-Räume wird.

Beweis. Fall 1: Es gibt affine Varietäten X ′ und Y ′ mit X ⊆ X ′ und Y ⊆ Y ′. Da
Produkte von lokal abgeschlossenen Mengen wieder lokal abgeschlossen sind, ist das
mengentheoretische ProduktX × Y ein konstruierbarer Unterraum von X ′ × Y ′ und
somit ein quasiaffiner k-Raum. Die Projektionen πX und πY sind Einschränkungen
von Morphismen und damit Morphismen.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft eines Produktes seien ein k-Raum Z
und Morphismen ϕ : Z → X sowie ψ : Z → Y gegeben. Wir setzen

κ : Z → X × Y ⊆ X ′ × Y ′, z 7→ (ϕ(z), ψ(z)).

Offensichtlich erfüllt κ die universelle Eigenschaft des Produktes. Da ϕ und ψ Mor-
phismen sind, gilt ϕ∗(f)·ψ∗(g) ∈ Oz(Z) für jedes f ∈ OX′(X ′) und jedes g ∈ OY ′(Y ′).
Also ist die Abbildung

κ∗ : OX′(X ′)⊗K OY ′(Y ′) → OZ(Z),
∑

fi ⊗ gj 7→
∑

figj .

ein Homomorphismus und κ nach Satz 1.2.1 somit ein Morphismus.

Fall 2: Die quasiaffinen k-Räume X und Y sind, als Räume mit Funktionen, iso-
morph zu konstruierbaren UnterräumenX1 ⊆ X

′
1 und Y1 ⊆ Y

′
1 mit affinen Varietäten

X ′
1 und Y ′

1 , etwa vermöge ι : X → X1,  : Y → Y1. Wir wissen aus Fall 1, dass X1×Y1

ein quasiaffiner k-Raum ist. Die Struktur von X1×Y1 können wir mit der Bijektion
ι×  : X × Y → X1 × Y1 auf X × Y transportieren. Somit ist X × Y ein Raum mit
Funktionen, der isomorph zu X1× Y1 ist und damit insbesondere ein quasiaffiner k-
Raum ist. Der Nachweis der universellen Eigenschaft des Produktes X×Y lässt sich
auf natürliche Weise auf die universelle Eigenschaft von X1 × Y1 zurückführen. �

Lemma 1.5.3. Es seien X und Y k-Räume mit einem Produkt Z und es seien
A ⊆ X sowie B ⊆ Y offene (abgeschlossene, lokal abgeschlossene) Unterräume.
Dann ist

C := π−1
X (A) ∩ π−1

Y (B) ⊆ Z
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ein offener (abgeschlossener, lokal abgeschlossener) Unterraum von Z. Als k-Raum
ist C ein Produkt der k-Räume von A und B.

Beweis. Zunächst ist klar, dass die Menge C offen (bzw. abgeschlossen, lokal abge-
schlossen) in Z ist, wenn Entsprechendes für A ⊆ X und B ⊆ Y gilt. Die Projektio-
nen πA : C → A und πB : C → B sind Einschränkungen von Morphismen und damit
Morphismen.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft eines Produktes seien ein k-Raum W
und Morphismen ϕ : W → A sowie ψ : W → B gegeben. Die universelle Eigenschaft
des Produktes Z liefert einen Morphismus κ : W → Z mit

πX ◦ κ = ι ◦ ϕ, πY ◦ κ =  ◦ ϕ,

wobei ι : A → X und  : B → Y die Inklusionsabbildungen bezeichnen. Nach kon-
struktion gilt κ(W ) ⊆ C und somit ist κ : W → C ein Morphismus. �

Erinnerung 1.5.4. Es sei I eine endliche Indexmenge, und es seien Xi, i ∈ I, k-
Räume gegeben. Weiter seien für jedes Paar i, j ∈ I folgende Verklebedaten gegeben:

• offene Mengen Xij ⊆ Xi, wobei Xii = Xi.
• Isomorphismen ϕij : Xij → Xji von k-Räumen, sodass

– ϕij = ϕ−1
ji ,

– ϕij(Xij ∩Xik) = Xji ∩Xjk,
– ϕjk ◦ ϕij|Xij∩Xik

= ϕik|Xij∩Xik

Die Isomorphismen bezeichnen wir als Verklebungsabbildungen. Wir betrachten nun
die disjunkte Vereinigung

Ω :=
⋃

i∈I

Xi.

Da jedes Xi ein k-Raum ist, wird auch Ω zu einem k-Raum. Wir definieren eine
Äquivalenzrelation auf Ω durch

Xij ∋ x ∼ ϕij(x) ∈ Xji.

Es sei X := Ω/ ∼ der zugehörige Restklassenraum und es sei π : Ω → X die zu-
gehörige Restklassenabbildung.

Wir versehen X mit der Quotiententopologie bezüglich π. Weiter definieren wir die
Strukturgarbe auf X. Für eine offene Teilmenge U von X setzen wir

OX(U) := {f : U → K; f ◦ π ∈ OΩ(π−1(U))}.

Somit ist X ein k-Raum und π : Ω → X ein Morphismus. Weiter sind die Ein-
schränkungen ϕi := π|Xi

: Xi → X Isomorphismen auf offene Unterräume von X.

Schreibweise 1.5.5. Es seien X,Y zwei k-Räume, U offner Unterraum von X und
V ⊆ Y ein offener Unterraum von Y . Weiter sei ψ : U → V ein Isomorphismus.
Dann können wir X und Y entlang von π verkleben. Wir schreiben dafür X ∪ψ Y .

Beweis von Satz 1.5.1. Wir überdecken X und Y durch offene quasiaffine k-Räume
U1, . . . , Un ⊆ X bzw. V1, . . . , Vm ⊆ Y . Nach Lemma 1.5.2 haben wir Produkte
Ui × Vj . Die Idee ist, wie bei Prävarietäten, die k-Raumstruktur auf X × Y durch
Verkleben dieser Produkte zu erhalten. Das Lemma 1.5.3 liefert, dass sämtliche
Produkte und Inklusionen Morphismen sind. Damit sind alle Voraussetzungen für



25

ein Verkleben gegeben. Wie bei Prävarietäten zeigt man, dass X × Y ein k-Raum
ist und die universelle Eigenschaft des Produktes erfüllt. �

Definition 1.5.6. Es sei X ein k-Raum. Die Diagonale von X ist die Teilmenge

∆X := {(x, x); x ∈ X} ⊆ X ×X.

Wir nennen X separiert, falls ∆X abgeschlossen in X ×X ist.

Bemerkung 1.5.7.

(i) Die Diagonale ∆X eines k-Raumes X ist lokal abgeschlossen in X ×X.
(ii) Konstruierbare Unterräume von separierten k-Räumen sind separiert.
(iii) Produkte von separierten k-Räumen sind separiert.
(iv) Jeder quasiaffine k-Raum ist separiert.

Bemerkung 1.5.8. Die Kategorie der dc-subsets ist nach Folgerung 1.2.13 und Be-
merkung 1.5.7 (ii) eine volle Unterkategorie der Kategorie der separierten k-Räume.

Definition 1.5.9. Eine Kurve ist eine irreduzible eindimensionale Varietät. Eine
Kurve in einem k-Raum X ist ein Morphismus γ : C → X mit einer Kurve C und
dim(γ(C)) = 1.

Lemma 1.5.10 (Kurvenlemma). Es seien X ein k-Raum, U ⊆ X ein dichter offener
Unterraum und x0 ∈ X \U . Dann gibt es eine Kurve γ : C → X in X und ein c0 ∈ C
mit

γ(C \ {c0}) ⊆ U, γ(c0) = x0.

Beweis. Wir behandeln zunächst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist. Zu
X gibt es eine affine Varietät X ′ mit X ⊑ X ′. Der offene dichte Unterraum U von
X ist ein dichter konstruierbarer Unterraum von X ′. Da x0 nicht in U liegt, gilt
x0 ∈ X ′ \ Uvar. Nach dem Kurvenlemma für Prävarietäten existiert eine Kurve
γ : C → X ′ in X ′ mit γ(C \{c0}) ⊆ U

var und γ(c0) = x0. Wegen γ(C) ⊆ Uvar∪{x0}
ist γ : C → X eine Kurve in X mit den gewünschten Eigenschaften.

Im allgemeinen Fall betrachten wir einen offenen quasiaffinen k-Raum X0 ⊆ X mit
x0 ∈ X0. Da U dicht in X liegt, ist U0 := U ∩X0 dicht in X0. Nach dem quasiaffinen
Fall gibt es eine Kurve γ : C → X0 in X0 mit γ(C \ {c0}) ⊆ U0 und γ(c0) = x0.
Analog wie im ersten Fall, zeigen wir, dass γ : C → X ein Kurve in X ist. �

Satz 1.5.11. Es sei X ein k-Raum. Dann sind äquivalent:

(i) X ist separiert.
(ii) Für jeden k-Raum Y und je zwei Morphismen ϕ,ψ : Y → X ist die Menge
{y ∈ Y ; ϕ(x) = ψ(y)} abgeschlossen in Y .

(iii) Jeder Morphismus C \ {c0} → X mit einer Kurve C besitzt höchstens eine
Fortsetzung C → X.

Beweis. Es ist nur zu ,,(iii) ⇒ (i)” etwas zu zeigen. Nehmen wir an, X sei nicht
separiert. Dann gibt es einen Punkt (x, x′) im Abschluss ∆X von ∆X in X × X,
welcher nicht in ∆X liegt. Insbesondere gilt x 6= x′. Nach dem Kurvenlemma 1.5.10
gibt es eine Kurve γ : C → ∆X und einen Punkt c0 ∈ C mit

γ(c0) = (x, x′), γ(C \ {c0}) ⊆ ∆X .
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Die Projektionen π1, π2 : X × X → X liefern dann Kurven γi := πi ◦ γ : C → ∆X ,
welche auf C \ {c0} übereinstimmen. Es gilt jedoch γ1(c0) = x 6= x′ = γ2(c0),
Widerspruch. �

Folgerung 1.5.12. Es seien X ein k-Raum, Y ein separierter k-Raum und Mor-
phismen ϕ,ψ : X → Y . Gilt ϕ|U = ψ|U für eine dichte Teilmenge U ⊆ X, so folgt
ψ = ϕ.

Lemma 1.5.13. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Y ein irreduzibler separierter
k-Raum und ϕ,ψ : X → Y Morphismen mit ϕ∗(f) = ψ∗(f) für alle f ∈ K(Y ). Dann
gilt ψ = ϕ.

Beweis. Wir setzen X1 := Xvar ∩ ϕ−1(Y var) und X2 := Xvar ∩ ψ−1(Y var). Wegen
Folgerung 1.5.12 reicht es zu zeigen, dass ϕ|X1∩X2

= ψ|X1∩X2
gilt. Die Morphismen

ϕ|X1∩X2
: X1 ∩X2 → Y var und ψ|X1∩X2

: X1 ∩X2 → Y var

sind Morphismen von Prävarietäten mit ϕ∗(f) = ψ∗(f) für alle f ∈ K(Y var). Da Y
separiert ist, liefert Bemerkung 1.5.7, dass Y var eine Varietät ist. Mit Lemma 1.2.6
folgt ϕ|X1∩X2

= ψ|X1∩X2
. �

Folgerung 1.5.14. Es seien ϕ : X → Y und ψ : Y → X Morphismus von irredu-
ziblen separierten k-Räumen mit ϕ∗ ◦ ψ∗ = idK(X) und ψ∗ ◦ ϕ∗ = idK(Y ). Dann gilt

ϕ−1 = ψ.

Satz 1.5.15. Jeder irreduzible separierte k-Raum X ist einfach.

Beweis. Es sei dazu ϕ : X → Y ein surjektiver lokal invertierbarer Morphismus von
k-Räumen gegeben. Für jedes y ∈ Y existieren offene Mengen y ∈ Vy in Y , Uy in
X, sodass ψy := ϕ|Uy

: Uy → Vy Isomorphismen sind. Somit haben wir für jedes

y ∈ Y Isomorphismen (ψ∗)−1
y : K(X) → K(Y ). Für alle y, y′ ∈ Y gilt (ψ∗)−1

y (f) =

(ψ∗)−1
y′ (f), wobei f ∈ K(X). Mit Lemma 1.5.13 gilt ψ−1

y|Vy∩V
y′

= ψ−1
y′
|Vy∩V

y′

für alle

y, y′ ∈ Y . Also ist ϕ ein Isomorphisms und somit X einfach. �

Folgerung 1.5.16. Es sei X ein irreduzibler separierter k-Raum, dann existiert
eine einfache Prävarietät Y ′ und eine konstruierbare Einbettung ι : X → Y ′.

Beweis. Folgt aus Folgerung 1.4.10 und Satz 1.5.15. �

Bemerkung 1.5.17. Im Allgemeinen ist Y ′ aus Folgerung 1.5.16 nicht separiert. Es
gibt sogar irreduzible separierte k-Räume, für die es keine konstruierbare Einbettung
in eine Varietät gibt siehe Kapitel 3, Beispiel 3.6.31.
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1.6. Normale k-Räume.

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass es zu jedem k-Raum eine Normalisierung gibt.

Satz 1.6.1. Es sei X ein einfacher normaler k-Raum. Dann existiert eine Einbet-
tung ι : X → Y ′ mit einer einfachen normaler Prävarietät Y ′.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 1.2.19 und dem Beweis von Satz 1.4.8 . �

Satz 1.6.2. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann gibt es einen normalen k-Raum

X̃ und einen surjektiven Morphismus ν : X̃ → X mit folgender Eigenschaft:

(Nor) Ist ϕ : Y → X ein dominanter Morphismus von einem normalen k-Raum Y

nach X, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus ϕ̃ : Y → X̃ mit dem das
folgende Diagramm kommutativ wird:

X̃

ν

��
Y ϕ

//

eϕ
??�������
X

Definition 1.6.3. Man nennt den Morphismus ν : X̃ → X aus Satz 1.6.2 eine
Normalisierung von X.

Bemerkung 1.6.4. Es sei ν : X̃ → X eine Normalisierung eines k-Raumes X. Dann

ist der k-Raum X̃ bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Lemma 1.6.5. Es sei ν : X̃ ′ → X ′ eine Normalisierung der Prävarietät X ′ in der

Kategorie der Prävarietäten. Dann ist die Abbildung ν : X̃ ′ → X ′ eine Normalisie-
rung in der Kategorie der k-Räume.

Beweis. Es sei ϕ : Y → X ′ ein dominanter Morphismus von einem normalen k-Raum
Y nachX ′. Zunächst betrachten wir den Fall, dass Y quasiaffin ist. Mit Lemma 1.2.19
können wir annehmen, dass Y ⊑ Y ′ gilt, mit einer affinen normalen Varietät Y ′. Die
Aussage folgt dann sofort mit Satz 1.2.8.

Ist Y ein beliebiger k-Raum, so wählen wir eine Überdeckung Y1, . . . , Yn durch offe-
ne quasiaffine k-Räume. Zu jedem dominanten Morphismus ϕ|Yi

: Yi → X existiert

nach obigem Fall ein Morphismus ϕ̃i : Yi → X̃ , der die universelle Eigenschaft (Nor)
erfüllt. Da die Morphismen ϕ̃i eindeutig sind, können wir sie zu einem eindeutig be-

stimmten Morphismus ϕ̃ : Y → X̃ zusammensetzen, der die universelle Eigenschaft
(Nor) erfüllt. �

Lemma 1.6.6. Es seien X ein k-Raum und ν : X̃ → X eine Normalisierung
von X. Dann ist für jeden konstruierbaren Unterraum Y ⊑ X, die Einschränkung
ν|ν−1(Y ) : ν−1(Y )→ Y eine Normalisierung.

Beweis. Es sei ϕ : Z → Y ein dominanter Morphismus mit einem normaler k-Raum
Z. Dann ist ϕ ein dominanter Morphismus von Z nach X. Somit gibt es einen

Morphismus ϕ̃ : Z → X̃ mit ϕ̃ ◦ ν = ϕ. Es ist noch zu zeigen, dass ϕ̃(Z) ⊆ ν−1(Y )
gilt. Dies folgt sofort aus ϕ̃(Z) = ν−1(ϕ(Z)) und ϕ(Z) ⊆ Y . �
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Beweis von Satz 1.6.2 . Falls X quasiaffin ist, folgt die Behauptung sofort aus Lem-
ma 1.6.5 und Lemma 1.6.6. Ist X ein beliebiger k-Raum, wählen wir eine Über-
deckung von X durch offene quasiaffine k-Räume X1, . . . ,Xn. Diese besitzen Nor-

malisierungen νi : X̃i → Xi. Mit Xij := Xi ∩Xj und X̃ij := ν−1(Xij) erhalten wir
kommutative Diagramme

X̃i

νi

��

X̃ij
oo

ϕij

ϕji

//

νi

��

X̃ji
//

νj

��

X̃j

νj

��
Xi Xijoo Xji // Xj

Dabei sind die Einschränkungen nach Lemma 1.6.6 Normalisierungen. Dies liefert
die Existenz der Morphismen ϕij und ϕji. Weiter ergibt sich mit der Eindeutigkeit
der Liftung, dass ϕij und ϕji zueinander invers sind. Es folgt weiter, wie im Fall der

Prävarietäten, dass die Mengen X̃i mit den Morphismen ϕ : X̃ij → X̃ji Verklebeda-
ten sind.

Verkleben liefert dann einen normalen k-Raum X̃ und die Morphismen νi lassen
sich zu einem Morphismus zusammensetzen. Die universelle Eigenschaft (Nor) führt
man, wie im Fall der Prävarietäten, auf den quasiaffinen Fall zurück. �
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1.7. Lokal 1-volle k-Räume.

Für einen k-Raum X und ein f ∈ OX(X) gilt im Allgemeinen OX(Xf ) 6= OX(X)f
siehe Bemerkung 1.2.18. Wir werden in diesem Abschnitt die lokal 1-vollen k-Räume
einführen und zeigen, dass für jeden lokal 1-vollen k-Raum X und jedes f ∈ OX(X)
stets OX(Xf ) = OX(X)f gilt. Wir zeigen in Lemma 1.7.16, dass jeder lokal 1-volle

k-Raum X eine quasiaffine offene Überdeckung X1, . . . ,Xm besitzt, wobei OX(Xi)
endlich erzeugt ist.

Definition 1.7.1. Es seien X ein k-Raum und Y ein konstruierbarer Unterraum
von X. Wir sagen, dass Y klein (in X) ist, falls dim(Y ) ≤ dim(X)− 2 ist.

Bemerkung 1.7.2. Es sei X ein irreduzibler k-Raum.

(i) Sind Z ⊆ Y konstruierbare Unterräume von X mit Y klein in X und Z
klein in Y , dann ist Z klein in X.

(ii) Ist Y ein konstruierbarer Unterraum von X mit X \ Y klein, dann ist Y
schon dicht in X.

Lemma 1.7.3. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Z ⊆ Y konstruierbare Un-
terräume von X mit X \ Y klein in X und Y \ Z klein in Y . Dann ist X \ Z klein
in X.

Beweis. Es gilt, dass Z dicht in Y und Y dicht in X ist. Somit ist auch Z dicht in
X. Nach Satz 1.3.10 ist dim(X) = dim(Y ) = dim(Z). Es gilt

X \ Z = Y \ Z ∪ (X \ Y ) \ Z.

Weiter gilt dim((X \ Y ) \ Z) ≤ dim(X \ Y ). Es seien C1, . . . , Cr die irreduziblen
Komponenten der Teilmenge Y \ Z und D1, . . . ,Ds die irreduziblen Komponenten
der Teilmenge (X \ Y ) \ Z. Weiter seien Ci bzw. Dj die jeweiligen Abschlüsse von

Ci bzw. Dj in X \Z. Dann sind C1, . . . Cr,D1, . . . Ds die irreduziblen Komponenten

von X \Z. Mit Satz 1.3.10 gilt dim(Cj) = dim(Cj), und dim(Dj) = dim(Dj). Somit
erhalten wir mit Satz 1.3.13:

dim(X \ Z) = max (dim(Y \ Z),dim((X \ Y ) \ Z))

≤ max (dim(Y \ Z),dim(X \ Y ))

≤ dim(X)− 2.

�

Lemma 1.7.4. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und X ′ eine normale Prävarietät
mit X ⊑ X ′ und X ′ \X klein. Dann gilt OX(X) = OX′(X ′).

Beweis. Da X ′ \X klein ist, gilt D′ ∩X 6= ∅ für jeden Primdivisor D′ ⊆ X ′. Somit
folgt die Behauptung aus Lemma 1.2.20. �

Lemma 1.7.5. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, X1, . . . ,Xm eine offene Über-
deckung von X und Y ein konstruierbarer Unterraum von X. Weiter seien X \ Y
klein und Yi := Xi ∩ Y . Dann ist Y1, . . . , Ym eine offene Überdeckung von Y mit
Xi \ Yi klein.
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Beweis. Aus X \ Y klein folgt, dass Y dicht in X ist. Also gilt Yi 6= ∅. Somit ist
Y1, . . . , Ym eine offene Überdeckung von Y . Nach Bemerkung 1.3.9 ist dim(X) =
dim(Xi). Somit erhalten wir mit Folgerung 1.3.14:

dim(Xi \ Yi) ≤ dim(X \ Y ) ≤ dim(Xi)− 2.

�

Lemma 1.7.6. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Y ein konstruierbarer Unter-
raum von X mit X \ Y klein und f ∈ OX(X). Dann ist Xf \ Yf klein.

Beweis. Nach Bemerkung 1.3.9 ist dim(Xf ) = dim(X). Folgerung 1.3.14 liefert
dim(Xf \ Yf ) ≤ dim(X \ Y ) ≤ dim(Xf )− 2. Also ist Xf \ Yf klein. �

Definition 1.7.7. Es sei X ein k-Raum.

(i) Der k-Raum X heißt 1-voll, falls eine Einbettung ι : X → X ′ existiert mit
einer normalen Prävarietät X ′ und X ′ \ ι(X) klein.

(ii) Der k-Raum X heißt lokal 1-voll, falls er eine endliche offene Überdeckung
durch quasiaffine 1-volle k-Räume erlaubt.

Bemerkung 1.7.8. Jeder lokal 1-volle k-Raum ist normal.

Beispiel 1.7.9. Der k-Raum X := K3 \ ({0} ×K∗×{0} ∪K∗×{0} ×{0}) ⊑ K3 ist
ein 1-voller k-Raum.

Lemma 1.7.10. Es sei X ein 1-voller k-Raum. Dann ist X ein lokal 1-voller k-
Raum.

Beweis. Wir können annehmen, dass X ⊑ X ′ gilt, wobei X ′ \ X klein und eine
normale Prävarietät X ′ ist. Es sei X ′

1, . . . ,X
′
m eine affine offene Überdeckung von

X ′. Mit Lemma 1.7.5 ist Xi := X ′
i ∩X ein quasiaffiner k-Raum mit X ′

i \Xi klein.
Somit ist Xi ein 1-voller quasiaffiner k-Raum. �

Bemerkung 1.7.11. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum mit dim(X) = 2. Dann ist
X schon eine Präverietät.

Begründung. Wir können annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller k-Raum ist.
Weiter können wir annehmen, dass X ⊆ X ′ und X ′ \X klein gilt mit einer normalen
Prävarietät X ′. Somit gilt dim(X ′ \ X) = 2 − 2 = 0. Nach Satz 1.3.15 ist X ′ \ X
endlich. Insbesondere ist X ′ \X abgeschlossen in X ′. Also ist X offen in X ′. �

Lemma 1.7.12. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum und U ⊆ X eine offene Teil-
menge. Dann ist U ebenfalls ein lokal 1-voller k-Raum.

Beweis. Wir können annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller k-Raum ist. Weiter
können wir annehmen, dass X ⊆ X ′ und X ′ \X klein gilt mit einer normalen Präva-
rietät X ′. Nach Lemma 1.7.4 ist OX(X) = OX′(X ′). Zu U existieren Funktionen
f1, . . . , fm ∈ OX(X) mit

U =

m⋃

i=1

Xfi
.

Für jedes i ist Xfi
ein quasiaffiner k-Raum. Nach Lemma 1.7.6 ist X ′

fi
\ Xfi

klein
und somit ist Xfi

1-voll. �
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Folgerung 1.7.13. Es seien X ein 1-voller k-Raum und Y ein konstruierbarer
Unterraum von X mit X \ Y klein. Dann ist Y ein 1-voller k-Raum.

Beweis. Wir können annehmen, dass X ⊆ X ′ und X ′ \X klein gilt mit einer nor-
malen Prävarietät X ′. Dann folgt die Behauptung aus Lemma 1.7.3. �

Folgerung 1.7.14. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und Y ein konstruierbarer
Unterraum von X mit X \ Y klein. Dann ist Y ein lokal 1-voller k-Raum.

Beweis. Es sei X1, . . . ,Xr eine offene quasiaffine 1-volle Überdeckung von X. Wir
setzen Yi := Xi ∩ Y . Nach Lemma 1.7.5 ist Y1, . . . , Ym eine quasiaffine offene Über-
deckung von Y mit Xi \ Yi klein. Somit ist nach Folgerung 1.7.13 jedes Yi ein qua-
siaffiner 1-voller k-Raum �

Lemma 1.7.15. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum. Dann existiert eine quasiaffine
offene Überdeckung X1, . . . ,Xm von X, sodass es Einbettungen i : Xi → X ′

i gibt mit
normalen affinen Varietäten X ′

i und X ′
i \ i(Xi) klein.

Beweis. Wir können annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller k-Raum ist. Weiter
können wir annehmen, dass X ⊆ X ′ und X ′ \ X klein gilt mit einer normalen
Prävarietät X ′. Es sei weiter X ′

1, . . . ,X
′
m eine affine offene Überdeckung von X ′.

Wir setzen Xi := X ′
i ∩X. Nach Lemma 1.7.5 ist X1, . . . ,Xm eine quasiaffine offene

Überdeckung von X mit X ′
i \Xi klein. �

Folgerung 1.7.16. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum. Dann existiert eine quasiaf-
fine offene Überdeckung X1, . . . ,Xm von X mit endlich erzeugte K-Algebra OX(Xi).

Beweis. Folgt aus Lemma 1.7.15 und Lemma 1.7.4. �

Lemma 1.7.17. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und X1, . . . ,Xm eine offene
quasiaffine Überdeckung von X mit OXi

(Xifi
) = OXi

(Xi)fi
in K(X) für alle fi ∈

OXi
(Xi). Dann gilt für jedes f ∈ OX(X) in K(X):

OX(Xf ) = OX(X)f .

Beweis. Für jedes f ∈ OX(X) gilt f ∈ OXi
(Xi). Somit gilt in K(X):

OX(Xf ) = OX
(⋃

Xif

)
=

⋂
OX(Xif ) =

⋂
OX(Xi)f

=
(⋂
OX(Xi)

)
f

= OX(X)f .

�

Folgerung 1.7.18. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum. Dann gilt für jede Funktion
f ∈ OX(X) in K(X):

OX(Xf ) = OX(X)f .

Beweis. Nach Lemma 1.7.17 können wir annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller
k-Raum ist. Weiter können wir annehmen, dass X ⊆ X ′ und X ′ \X klein gilt mit
einer normalen Prävarietät X ′. Nach Lemma 1.7.4 gilt OX(X) = OX′(X ′). Es sei
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f ∈ OX(X) gegeben. Nach Lemma 1.7.6 ist X ′
f \Xf klein. Lemma 1.7.4 liefert, dass

OX(Xf ) = OX′(X ′
f ) gilt. Somit erhalten wir in K(X):

OX(Xf ) = OX′(X ′
f ) = OX′(X ′)f = OX(X)f .

�

Beispiel 1.7.19. Der k-Raum X := (K∗)2∪{(0, 0)} ⊑ K2 ist mit Bemerkung 1.2.18
und Folgerung 1.7.18 kein lokal 1-voller k-Raum.
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1.8. Divisoren.

Es seien X ein normaler k-Raum und Y ein konstruierbarer Unterraum von X mit
X \ Y klein. Dann gilt im Allgemeinen OX(X) 6= OY (Y ). Dazu betrachten wir den
k-Raum X := (K∗)2 ∪ {(0, 0)} und die offene Teilmenge Y := (K∗)2. Dann gilt
dim(X \ Y ) = 0 = dim(X)− 2. Es gilt jedoch siehe Beispiele 1.1.9:

OX(X) = K[T1, T2] 6= K[T1, T2]T1T2 = OY (Y ).

Für einen lokal 1-vollen k-Raum X und eine konstruierbare Teilmenge Y von X
mit X \ Y klein gilt jedoch stets OX(X) = OY (Y ). Um dies zu zeigen, werden wir
Divisoren für lokal 1-volle k-Räume einführen.

Bemerkung 1.8.1. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Für jedes f ∈ K(X)∗ gibt
es eine maximale offene Menge U ⊆ X, sodass f ∈ OX(U) gilt. Wir nennen diese
Menge Definitonsbereich von f (Bezeichnung DefX(f) bzw. Def(f)).

Begründung. Wir dürfen annehmen, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist. Außerdem
dürfen wir annehmen, dass X ⊑ X ′ gilt, wobei X ′ eine irreduzible affine Varietät ist.
Nach Folgerung 1.3.18 gilt K(X) = K(X ′). Somit gibt es zu jedem f ∈ K(X) eine
maximale offene Menge DefX′(f) ⊆ X ′. Wir setzen DefX(f) := DefX′(f) ∩ X. Es
ist noch zu zeigen, dass DefX(f) maximal ist. Dazu sei eine offene Teilmenge U ⊆ X
mit f ∈ OX(U) gegeben. Nach Satz 1.2.8 gibt es eine offene Menge U ⊆ U ′ ⊆ X ′

mit f ∈ OX′(U ′). Also ist U ′ ⊆ DefX′(f) und somit U ⊆ DefX(f). �

Lemma 1.8.2. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y eine dichte konstruierbare
Teilmenge von X. Dann gilt DefY (f) = DefX(f) ∩ Y für jedes f ∈ K(X) = K(Y ).

Beweis. Mit Folgerung 1.3.18 erhalten wir, dass K(X) = K(Y ) gilt. Wir können
annehmen, dass X quasiaffin ist. Zunächst behandeln wir den Fall, dass X eine
irreduzible affine Varietät ist. Es sei f ∈ K(X) gegeben. Es ist nur zur Inklusion
,,⊆” etwas zu zeigen. Mit Satz 1.2.8 existiert eine offene Menge DefY (f) ⊆ U ⊆ X
mit f ∈ OX(U). Somit gilt DefY (f) ⊆ U ⊆ DefX(f).

Es sei nun X ein quasiaffiner k-Raum. Dann können wir annehmen, dass X ⊑ X ′

gilt, mit einer irreduzible affine Varietät X ′. Der Unterraum Y ist eine dichte kon-
struierbare Teilmenge von X. Also ist Y dicht und konstruierbar in X ′. Nach Fol-
gerung 1.3.18 gilt K(X) = K(X ′) = K(Y ). Es sei f ∈ K(X) gegeben. Die obige
Überlegung liefert

DefY (f) = DefX′(f) ∩ Y = DefX′(f) ∩ X ∩ Y = DefX(f) ∩ Y.

�

Definition 1.8.3. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y ⊆ X eine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge. Der zugehörige lokale Ring ist der Unterring

OX,Y := {f ∈ K(X); DefX(f) ∩ Y 6= ∅} ⊆ K(X)

mit zughörigem maximalem Ideal mX,D := {f ∈ OX,Y ; f|Y = 0}.

Bemerkung 1.8.4. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y ⊆ X eine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge. Ist U ⊆ X eine offene Teilmenge mit U ∩ Y 6= ∅, so hat
man einen kanonischen Ringisomorphismus OU,Y ∩U → OX,Y , f 7→ f .
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Bemerkung 1.8.5. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und x ∈ X. Dann hat man
einen kanonischen Isomorphismus OX,{x} → OX,x, f 7→ fx.

Folgerung 1.8.6. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Y eine dichte konstruierbare
Teilmenge von Y und D ⊆ X ein irreduzible abgeschlossene Teilmenge, sodass D∩Y
dicht in D ist. Dann gilt OX,D = OY,D∩Y .

Beweis. DaD∩Y dicht inD liegt, istD∩Y eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge
von Y . Nach Folgerung 1.3.18 gilt K(X) = K(Y ). Die Inklusion ,,⊇” folgt aus
Lemma 1.8.2.

Zur Inklusion ,,⊆”: Es sei f ∈ OX,D gegeben. Zu zeigen ist, dass D ∩ DefY (f) 6= ∅
gilt. Aus f ∈ OX,D folgt, dass DefX(f) ∩ D 6= ∅ gilt. Somit ist DefX(f) ∩ D eine
nichtleere offene Menge in D. Also ist D ∩ Y ∩DefX(f) 6= ∅. Mit Lemma 1.8.2 gilt:

∅ 6= D ∩ (Y ∩ DefX(f)) = D ∩ DefY (f).

�

Definition 1.8.7. Es sei X ein irreduzibler normaler k-Raum. Ein Primdivisor ist
eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge D von X mit dim(D) = dim(X)− 1.

Bemerkung 1.8.8. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y ⊆ X ein konstru-
ierbarer Unterraum mit X \ Y klein. Dann ist für jeden Primdivisor D ⊆ X die
Menge D ∩ Y eine dichte Teilmenge von D. Somit haben wir auf natürliche Weise
eine Bijektion

{Primdivisoren von Y } → {Primdivisoren von X}

E 7→ E
X

D ∩ Y ← [ D

Begründung. Es sei D ein Primdivisor von X. Da X \Y klein ist, gilt Y ∩D 6= ∅. Es
sei Z der Abschluss von Y ∩D in D. Nehmen wir an, es gelte D \Z 6= ∅. Dann gilt

dim(D \ Z) ≤ dim(D \ (Y ∩D)) = dim((X \ Y ) ∩D) ≤ dim(X \ Y ).

Bemerkung 1.3.9 liefert folgenden Widerspruch:

dim(X)− 1 = dim(D \ Z) ≤ dim(X \ Y ) < dim(X) − 1.

�

Folgerung 1.8.9. Es sei X ein irreduzibler k-Raum und Y ⊆ X ein konstruierbarer
Unterraum mit X \ Y klein. Dann gilt für jeden Primdivisor D ⊆ X

OX,D = OY,Y ∩D und mX,D = mY,Y∩D.

Beweis. Es sei D ein Primdivisior von X. Nach Bemerkung 1.8.8 ist Y ∩ D ein
Primdivisor in Y . Weiter ist Y ∩ D dicht in D. Somit folgt die Behauptung aus
Folgerung 1.8.6. �

Satz 1.8.10. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und D ⊆ X ein Primdivisor.
Dann ist OX,D ein lokaler Ring und das zugehörige maximale Ideal mX,D ist ein
Hauptideal.
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Beweis. Wegen Bemerkung 1.8.4 können wir annehmen, dass X ein 1-voller Raum
ist. Weiter können wir annehmen, X ⊑ X ′ und X ′ \ X klein gilt, wobei X ′ eine
Prävarietät ist. Somit folgt die Behauptung aus Folgerung 1.8.9. �

Bemerkung 1.8.11. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und D ein Primdivisor
von X.

(i) Nach Satz 1.8.10 definiert D eine diskrete Bewertung

νD : K(X) → Z ∪ {∞}.

(ii) Für jedes f ∈ K(X)∗ gilt:

νD(f) ≥ 0 ⇔ f ∈ OX,D

⇔ DefX(f) ∩D 6= ∅

und

νD(f) = 0 ⇔ f, f−1 ∈ OX,D

⇔ DefX(f) ∩DefX(f−1) ∩D 6= ∅.

Definition 1.8.12. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum.

(i) Ein Weildivisor auf X ist eine formale ganzzahlige Linearkombination von
Primdivisioren:∑

D⊆X,D Primdivisor

aDD, aD ∈ Z, aD = 0 für fast alle Primdivisoren D.

(ii) Die Weildivisorengruppe von X ist die Menge WDiv(X) aller Weildivisioren
auf X zusammen mit der Addition(

∑

D

aDD

)
+

(
∑

D

bDD

)
:=

∑

D

(aD + bD)D.

(iii) Für zwei Weildivisoren
∑
aDD und

∑
bDD auf X schreiben wir

∑
aDD ≤∑

bDD, falls aD ≤ bD für alle Primdivisoren D ⊆ X gilt.

Definition 1.8.13. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und f ∈ K(X)∗. Mit den
Bezeichnungen 1.8.11 definieren wir den Divisor von f als

div(f) :=
∑

D⊆X, D prim

νD(f) ·D ∈ WDiv(X).

Einen Divisor der Form div(f) mit f ∈ K(X)∗ nennen wir Hauptdivisor auf X. Wir
setzen weiter HDiv(X) := {div(f); f ∈ K(X)∗}.

Bemerkung 1.8.14. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y ⊆ X ein konstru-
ierbarer Unterraum mit X \Y klein. Dann liefert die Bijektion aus Bemerkung 1.8.8
einen Isomorphismus der Gruppen WDiv(Y ) und WDiv(X).

Satz 1.8.15. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und f ∈ K(X)∗. Dann gilt

div(f) ≥ 0 ⇔ f ∈ OX(X).

Beweis. Wir können annehmen, dass X ein 1-voller k-Raum ist. Weiter können wir
annehmen, dass X ⊑ X ′ und X ′ \X klein gilt mit einer normalen Prävarietät X ′.
Mit Lemma 1.7.4 gilt OX(X) = OX′(X ′). Nach Folgerung 1.3.18 gilt K(X ′) = K(X).
Mit Folgerung 1.8.9 erhalten wir OX,D′∩X = OX′,D′ . für jeden Primdivisor D′ ⊆ X ′.
Somit folgt die Behauptung aus Bemerkung 1.8.8 und Bemerkung 1.8.11 (ii). �
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Folgerung 1.8.16. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und f ∈ K(X)∗. Dann
gilt

div(f) = 0 ⇔ f ∈ OX(X)∗.

Satz 1.8.17. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und Y eine konstruierbare Teil-
menge von X mit X \ Y klein. Dann gilt OX(X) = OY (Y ).

Beweis. Nach Folgerung 1.7.14 ist Y ein lokal 1-voller k-Raum. Somit erhalten wir

f ∈ OX(X)
1.8.15
⇔ νD(f) ≥ 0 für alle Primdivisoren D ⊆ X

1.8.11 (ii)
⇔ f ∈ OX,D für alle Primdivisoren D ⊆ X

1.8.8, 1.8.9
⇔ f ∈ OY,E für alle Primdivisoren E ⊆ Y

1.8.11 (ii)
⇔ νE(f) ≥ 0 für alle Primdivisoren E ⊆ Y

1.8.15
⇔ f ∈ OY (Y ).

�

Definition 1.8.18. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum.

(i) Ein Cartierdivisor ist ein Weildivisor, der lokal durch einen Hauptdivisor
gegeben ist.

(ii) Der k-Raum X heißt Q-faktoriell , falls jeder Weildivisor durch Multiplika-
tion mit einer natürlichen Zahl ein Cartierdivisor wird.

Lemma 1.8.19. Es seien X ′, Y ′ normale Prävarietäten X ⊑ X ′ und Y ⊑ Y ′ kon-
struierbare Unterräume mit dim(X ′ \ X) ≤ 2 sowie dim(Y ′ \ Y ) ≤ 2 und Y ′ Q-
faktoriell. Weiter sei π : X → Y ein surjektiver Morphismus und ϕ : X → Z ein
Morphismus welcher konstant auf den Fasern von π ist, wobei Z separiert. Es seien
U ⊆ X und V ⊆ Y offene Teilmengen, sodass Folgendes gilt:

(i) Die Abbildung π|U : U → V ist ein Isomorphismus.

(ii) Die Mengen Y0 := Y \ V und π−1(Y0) sind klein.
(iii) Für jeden Primdivisor E auf X mit E ⊆ X \ U gilt π−1(Y0) ⊆ E.

Dann existiert ein Morphismus ψ : Y → Z, sodass das folgende Diagramm kommu-
tiert:

X
ϕ //

π
  A

AA
AA

AA
Z

Y

ψ

??~~~~~~~

Beweis. Da Z separiert ist, folgt mit Folgerung 1.5.16, dass es eine Prävarietät Z ′

gibt mit Z ⊑ Z ′. Da ϕ konstant ist auf den Fasern von π, existiert eine mengentheo-
retische Abbildung ψ : Y → Z mit ψ ◦ π = ϕ. Da π|U ein Isomorphismus ist, ist ψ|V

ein Morphismus. Es bleibt zu zeigen, dass ψ in jedem Punkt y0 ∈ Y0 ein Morphismus
ist. Wir wählen eine affine Umgebung W ′

0 ⊆ Z
′ mit ψ(y0) = z0 ∈W ′

0. Weiter setzen
wir W0 := W ′

0 ∩Z, U0 := ϕ−1(W0) und V0 := ψ−1(W0). Somit haben wir eine offene
Menge

V0 ∩ V = π(U0 ∩ U) ⊆ Y
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auf der ψ ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist V0 dicht in Y . Es gibt g1, . . . , gr ∈
O(V0 ∩ V ), sodass gilt:

ψ|V0∩V (y) = (g1(y), . . . , gr(y)).

Nehmen wir an, dass gi in y0 definiert ist. Dann existiert eine offene Umgebung
V ′ ⊆ Y ′ von y0 mit V ∩ V0 ⊆ V ′ und ein Morphismus ψ′ : V ′ → W ′

0, der ψ|V0∩V

fortsetzt. Wir erhalten folgendes Diagramm

U0 ∩ U

π

��

⊆ π−1(V ′)

π

��

ϕ // W ′
0

V0 ∩ V ⊆ V ′

ψ′

99ssssssssssss

Die Morphismen ϕ und ψ′ ◦ π stimmen auf der offenen dichten Teilmenge U ∩ U0

überein. Desweiter ist π surjektiv. Somit erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass
ψ′ = ψ|V gilt. Folglich ist ψ ein regulärer Morphismus auf der offenen Mengen
V ′ ⊆ Y ′ mit y0 ∈ V

′.

Also reicht es zu zeigen, dass gi in y0 definiert ist. Wir können annehmen, dass gi
eine rationale Funktion auf Y ′ ist. Wir zeigen, dass der Divisor div(gi) positiv auf
y0 ist. Dazu zeigen wir, dass für jeden Primdivisor D von Y welcher y0 enthält gilt:

D ∩ (V ∩ V0) 6= ∅.

Es sei D ein Primdivisor auf Y mit y0 ∈ D. Da Y0 = Y \V klein ist, gilt D∩V 6= ∅.
Es sind zwei Fälle zu betrachten.

1. Fall: Die Menge π−1(D) enthält einen Primdivisor E ⊆ X mit E ⊆ X \ U .
Nach Voraussetzung gilt π−1(Y0) ⊆ E. Somit erhalten wir U0 ∩ E 6= ∅. Also ist
π(E) ∩ V0 6= ∅. Insbesondere ist D ∩ V0 6= ∅. Da ∅ 6= D ∩ V offen in D ist und V0

dicht in Y ist, erhalten wir, dass D ∩ (V ∩ Y0) 6= ∅ gilt.

2. Fall: Die Menge π−1(D) enthält keinen Primdivisor E ⊆ X mit E ⊆ X \ U . Da
Y ′ ein Q-faktorieller k-Raum ist existiert ein n ∈ N, sodass nD ein Cartier-Divisor
ist. Deshalb gilt:

π−1(D) = π∗(nD).

Somit ist π−1(D) rein 1-codimensional. Also ist π−1(D) = π−1(D) ∩ U
X

. Da π−1(D)
die Faser π−1(y0) trifft, erhalten wir

π−1(D) ∩ U ∩ U0 6= ∅ ⇒ D ∩ V ∩ V0 6= ∅.

�
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1.9. Kategorische Quotienten.

Wir wollen die Aussage [8, Lemma II.6.2] verallgemeinern, siehe Lemma 1.9.17: Es
seien X, Y lokal 1-volle k-Räume und π : X → Y ein surjektiver separabler Mor-
phismus der die Kurvenüberdeckungseigenschaft erfüllt. Dann ist π : X → Y ein
kategorischer Quotient für die Äquivalenzrelation Rπ. Der Begriff der Kurvenüber-
deckungseigenschaft ist in [1] für Varietäten eingeführt worden; wir verallgemeinern
ihn hier auf k-Räume. In Lemma 1.9.11 wird folgende Aussage bewiesen: Es sei
π : X ′ → Y ′ ein surjektiver Morphismus von k-Räumen. Dann trägt Y ′ die Quoti-
ententopologie bezüglich π genau dann, wenn π die Kurvenüberdeckungseigenschaft
erfüllt. Diese Aussage ist eine Verallgemeinerung von [1, Lemma 1.3].

Lemma 1.9.12 und Lemma 1.9.13 sind für Varietäten bekannt siehe [13, Chapter
4]. Die Aussagen gelten auch für Prävarietäten und werden vollständigkeitshalber
nochmals bewiesen.

Definition 1.9.1. Es seien X ein k-Raum und R ⊆ X×X eine Äquivalenzrelation.

(i) Eine Morphismus ϕ : X → Y von k-Räumen heißt (R)-invariant, falls ϕ
konstant auf jeder Äquivalenzklasse ist.

(ii) Für jede R-invarianten offenen Unterraum U ⊆ X von X bezeichnen wir
die Menge der R-invarianten regulären Funktionen auf U mit OX(U)R.

Definition 1.9.2. Ein Morphismus π : X → Y von k-Räumen heißt kategorischer
Quotient für die Äquivalenzrelation R, falls gilt:

(i) Der Morphismus π ist R-invariant.
(ii) Zu jedem R-invarianten Morphismus ϕ : X → Z von k-Räumen gibt es einen

eindeutig bestimmten Morphismus ϕ̃ : Y → Z mit ϕ = ϕ̃ ◦ π.

Bemerkung 1.9.3. Es seien X ein k-Raum, R ⊆ X ×X eine Äquivalenzrelation
und π : X → Y der kategorischer Quotient. Dann ist π surjektiv und Y bis auf
Isomorphie eindeutig.

Bemerkung 1.9.4. Es sei π : X → Y ein Morphismus von k-Räumen. Dann defi-
niert π eine Äquivalenzrelation Rπ auf X:

(x, x′) ∈ Rπ :⇔ π(x) = π(x′).

Erinnerung 1.9.5. Es sei π : X → Y stetige Abbildung von topologischen Räumen
und OX sei eine Garbe auf X. Die Bildgarbe von OX unter π ist definiert durch:
Für jedes offene V ⊆ Y setzen wir (π∗OX)(V ) := OX(π−1(V )).

Lemma 1.9.6. Es sei π : X ′ → Y ′ ein surjektiver separabler offener Morphismus
von irreduziblen Varietäten, wobei Y ′ normal ist. Dann gilt OY ′ = (π∗OX′)Rπ .

Beweis. Siehe [8, Lemma II.6.2]. �

Definition 1.9.7. Es sei X ein k-Raum. Unter einer algebraischen Kurve durch
x ∈ X verstehen wir, eine abgeschlossene Teilmenge X ′ in X mit dim(X ′) = 1 und
x ∈ X ′.

Bemerkung 1.9.8. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann gilt:

(i) Jede Kurve γ : C → X in X induziert eine algebraische Kurve in X.
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(ii) Nach Satz 1.3.15 ist jede algebraische Kurve in X eine Prävarietät.

Definition 1.9.9. Der Morphismus π : X → Y von k-Räumen erfüllt die Kur-
venüberdeckungseigenschaft, falls für jede irreduzible algebraische Kurve Y ′ ⊆ Y
und jedes y ∈ Y ′ es ein irreduzible algebraische Kurve X ′ ⊆ X existiert, sodass
y ∈ π(X ′) und π(X ′) dicht in Y ′ ist.

Satz 1.9.10. Es seien X ′, Y ′ Varietäten, wobei Y ′ normal ist, und π : X ′ → Y ′ ein
surjektiver separabler Morphismus der die Kurvenüberdeckungseigenschaft erfüllt.
Weiter sei ϕ : X ′ → Z ′ ein Morphismus von Varietäten, der konstant auf den Fasern
von π ist. Dann existiert ein Morphismus ϕ̃ : Y ′ → Z ′ mit ϕ = ϕ̃ ◦ π.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.6 und [1, Lemma 1.3]. �

Lemma 1.9.11. Es sei π : X → Y ein surjektiver Morphismus von k-Räumen.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Abbildung π erfüllt die Kurvenüberdeckungseigenschaft.
(ii) Der k-Raum Y trägt die Quotiententopologie bezüglich π.

Beweis. Zur Implikation ,,(i) ⇒ (ii)”: Es sei U ⊆ Y mit π−1(U) offen in X. Annge-
nommen A := Y \ U ist nicht abgeschlossen in Y . Wir wählen ein y ∈ A ∩ U . Da π
surjektiv ist, gilt A = π(X \ π−1(U)) und somit ist A konstruierbar in A. Es sei U0

der offene Kern von A bezüglich A. Da A∩U0 eine offene nichtleere Teilmenge von A
ist, gilt y /∈ U0. Nach Lemma 1.5.10 existiert eine irreduzible Kurve CY durch y mit
CY ∩U0 6= ∅. Durch Verkleinern von CY können wir annehmen, dass A∩CY offen in
CY ist und y ∈ CY gilt. Nach Voraussetzung existiert eine Kurve CX , sodass CX die
Faser von π−1(y) trifft und π(CX) dicht in CY liegt. Somit gilt x ∈ π−1(A)\π−1(A).
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass π−1(A) abgeschlossen ist.

Zur Implikation ,,(ii) ⇒ (i)”: Es sei CY eine irreduzible Kurve durch den Punkt
y ∈ Y . Da π surjektiv ist, gilt π−1(y) 6= ∅. Die Menge CY \{y} ist nicht abgeschlossen
und somit ist nach Voraussetzung π−1(CY ) \ π−1(y) ebenfalls nicht abgeschlossen.

Also existiert ein Punkt x ∈ π−1(y) mit x ∈ π−1(CY \ {y}). Wie oben existiert
somit eine Kurve CX durch den Punkt x in π−1(CY ). Das Bild π(CX) ist dicht in
CY . Somit schneidet CX die Faser von y in nur endlich vielen Punkten. �

Lemma 1.9.12. Es sei ϕ : X ′ → Y ′ ein dominanter Morphismus von irreduziblen
Prävarietäten mit r := dim(X ′) − dim(Y ′) und Y ′ normal. Dann existiert eine
nichtleere offene Menge V ′ ⊆ Y ′ die folgende Eigentschaften erfüllt:

(i) Es gilt V ′ ⊆ π(X ′).
(ii) Es sei A′ eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge von Y ′ mit A′∩V ′ 6= ∅.

Dann gilt für jede irreduzible Komponente B′ von ϕ−1(A′) mit ϕ−1(V ′) ∩
B′ 6= ∅:

dim(B′) = dim(A′) + r.

Beweis. Wir können annehmen, dass X ′ und Y ′ affin sind. Somit folgt der Beweis
aus [13, Theorem 4.3]. �
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Lemma 1.9.13. Es sei ϕ : X ′ → Y ′ ein dominanter Morphismus von irreduziblen
Prävarietäten mit r := dim(X ′)−dim(Y ′). Weiter gilt für jede irreduzible abgeschlos-
sene Teilmenge A′ von Y ′ gelten, dass die irreduziblen Komponenten von ϕ−1(A′)
die Dimension r + dim(A′) haben. Dann ist ϕ eine offene Abbildung.

Beweis. Es seien x ∈ X ′ und U ′ eine offene Umgebung von x. Wir zeigen, dass
y := ϕ(x) im Inneren von V ′ := ϕ(U) liegt. Angenommen y liegt im Abschluss von
Y ′ \ V ′ in Y ′. Da V ′ konstruierbar in Y ′ ist, gilt Y ′ \ V ′ konstruierbar in Y ′. Somit
existiert eine offene Menge V ′

0 in Y ′ und eine irreduzible abgeschlossene Menge C ′
0

in Y ′ mit V ′
0 ∩ C

′
0 6= ∅ und y ∈ C ′

0. Nach Voraussetzung haben alle irreduziblen
Komponenten von D′ := ϕ−1(C ′

0) die gleiche Dimension. Somit ist das Bild jeder
irreduziblen Komponente von D′ dicht in C ′

0. Also schneidet U ′
0 := ϕ−1(V ′

0) jede
irreduzible Komponente von D′. Folglich ist U ′

0 ∩D
′ dicht in D′. Weiter gilt

U ′
0 ∩ D′ = ϕ−1(V ′

0 ∩ C ′
0) ⊆ X ′ \ U ′.

Daraus folgt, dass x ∈ C ′
0 ⊆ X

′ \ U ′ gilt, Widerspruch. �

Lemma 1.9.14. Es sei ϕ : X ′ → Y ′ ein dominanter Morphismus von irreduziblen
Prävarietäten, wobei Y ′ normal ist. Dann existieren nichtleere offene Mengen U ′ ⊆
X ′ und V ′ ⊆ Y ′, sodass ϕ|U ′ : U ′ → V ′ offen und surjektiv ist.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.12 und Lemma 1.9.13. �

Folgerung 1.9.15. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Räumen, wobei Y normal ist. Dann existieren nichtleere offene Mengen U ⊆ X
und V ⊆ Y , sodass U ⊆ Xvar, V ⊆ Y var gilt und ϕ|U : U → V offen und surjektiv
ist.

Beweis. Wir können annehmen, dass Y quasiaffin ist. Weiter sei X0 eine quasiaffine
offene Teilmenge von X mit ϕ−1(Y ) ∩ X0 6= ∅. Dann ist U := ϕ−1(Y ) ∩ X0 ein
quasiaffiner k-Raum. Mit Lemma 1.3.2 ist Uvar offen und dicht in U . Analog ist Y var

offen und dicht in Y . Nach Bemerkung 1.5.7 sind Uvar und Y var Varietäten. Somit
ist U0 := ϕ−1(Y var) ∩ Uvar eine offene dichte Teilmenge von U und ϕ : U0 → Y var

ein dominanter Morphismus von irreduziblen Varietäten. Außerdem ist Y var normal.
Somit folgt die Behauptung aus Lemma 1.9.14. �

Folgerung 1.9.16. Es sei ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Räumen. Dann existieren nichtleere offene Mengen U ⊆ X und V ⊆ Y , sodass
ϕ|U : U → V offen und surjektiv ist.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.15. �

Lemma 1.9.17. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und f ∈ K(X) mit x /∈
DefX(f). Dann existiert ein y ∈ X mit y ∈ DefX( 1

f ) und 1
f (y) = 0.

Beweis. Mit Lemma 1.7.15 können wir annehmen, dassX ⊑ X ′ undX ′\X klein gilt,
wobei X ′ eine affine Varietät ist. Nach Lemma 1.7.4 gilt OX(X) = OX′(X ′) bzw.
K(X) = K(X ′). Mit Lemma 1.8.2 gilt x /∈ DefX′(f). Wir wissen, dass ein y ∈ X ′

existiert mit y ∈ DefX′( 1
f ) und 1

f (y) = 0. Insbesondere ist die Nullstellenmenge

VX′( 1
f ) nicht leer. Somit ist dim(VX′( 1

f )) = dim(X ′) − 1. Da X ′ \ X klein ist, gilt

VX′( 1
f ) ∩X 6= ∅. �
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Lemma 1.9.18. Es sei π : X → Y ein separabeler surjektiver Morphismus von lokal
1-vollen k-Räumen. Dann gilt OY = (π∗OX)Rπ .

Beweis. Es ist zu zeigen, dass für jede offene Teilmenge V ⊆ Y die folgenden Abbil-
dung ein Isomorphismus ist:

π∗ : OY (V ) → OX(π−1(V ))Rπ

Wir wählen eine offene quasiaffine 1-volle Überdeckung Y1, . . . , Yl von Y . Nach Lem-
ma 1.7.12 ist Xi := π−1(Yi) ein lokal 1-voller k-Raum. Es reicht zu zeigen, dass für
alle f ∈ OY (Yi) mit f 6= 0 die folgenden Abbildung ein Isomorphismus ist:

π∗ : OY (Yif ) → OX(π−1(Yif ))Rπ .

Für jedes f ∈ OY (Yi) gilt π−1(Yif ) = Xiπ∗(f)
. Nehmen wir an π∗ : OY (Yi) →

OX(Xi)
Rπ ist ein Isomorphismus. Dann gilt mit Folgerung 1.7.18

π∗(OY (Yif )) = π∗(OY (Yi)f ) = π∗(OY (Yi))π∗(f)

= (OX(Xi)
Rπ)π∗(f)

= OX(Xiπ∗(f)
)Rπ .

Also reicht es zu zeigen, dass π∗ : OY (Yi) → OX(Xi)
Rπ ein Isomorphismus ist.

Aus der Surjektivität von π folgt, dass π∗ injektiv ist. Bleibt noch zu zeigen, dass
π∗ surjektiv ist. Es sei dazu ein g ∈ OX(Xi)

Rπ gegeben. Dann ist h : Yi → K,
h(y) 7→ g(π−1({y})) eine wohldefinierte Abbildung. Mit Folgerung 1.9.15 und Lem-
ma 1.9.6 gilt h ∈ K(Y ). Insbesondere gilt π∗(h) = g. Es ist zu zeigen, dass DefYi

(h) =
Yi gilt.

Angenommen es existiert ein x ∈ Xi mit π(x) /∈ DefYi
(h). Nach Lemma 1.9.17

existiert ein x′ ∈ Xi mit 1
g (x′) = 1

h(π(x′)) = 0. Dies ist aber ein Widerspruch dazu,

dass g ∈ OX(Xi)
Rπ gilt. �

Satz 1.9.19. Es seien X, Y lokal 1-volle k-Räume und π : X → Y ein surjektiver
separabler Morphismus der die Kurvenüberdeckungseigenschaft erfüllt. Weiter sei
ϕ : X → Z ein Morphismus von k-Räumen, der konstant auf den Fasern von π ist.
Dann existiert genau ein Morphismus ϕ̃ : Y → Z mit ϕ = ϕ̃ ◦ π.

Beweis. Nach Lemma 1.9.11 ist ϕ̃ : Y → Z stetig und nach Lemma 1.9.18 ist die
Abbildung ϕ̃ : Y → Z ein Morphismus. �

Satz 1.9.20. Es seien X, Y lokal 1-volle k-Räume und π : X → Y ein surjekti-
ver separabler Morphismus der die Kurvenüberdeckungseigenschaft erfüllt. Dann ist
π : X → Y ein kategorischer Quotient für die Äquivalenzrelation Rπ.

Beweis. Folgt aus Satz 1.9.19. �
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2. Konvexgeometrie

2.1. Konstruierbare Kegel.

Wir möchten in diesem Kapitel einige Begriffe der Konvexgeometrie verallgemei-
nern. Für die Grundlagen der Konvexgeometrie, die hier vorausgesetzt werden, sei
auf die Bücher [11], [10] und [20] verwiesen.

In diesem Abschnitt werden wir k-Kegel betrachten, welche eine Verallgemeinerung
von Kegeln sind. Viele Begriffe und Eigenschaften, die wir von Kegeln kennen, las-
sen sich auch für k-Kegel definieren und formulieren. Es gibt auch Eigenschaften,
in denen sich k-Kegel und Kegel wesentlich von einander unterscheiden. In Bemer-
kung 2.1.27 sieht man zum Beispiel, dass der Schnitt zweier k-Kegel im Allgemeinen
kein k-Kegel ist.

Zuerst werden wir an einige Begriffe der Konvexgeometrie erinnern. Es seien U und
V endlichdimensionale Q-Vektorräume mit einer nicht ausgearteten Bilinearform

U × V → Q, (u, v) 7→ < u, v > .

Wir fassen U als Dualraum zu V auf und setzen für v ∈ V und u ∈ U :

u(v) := v(u) := < u, v > .

Da V ein Q-Vektorraum ist, können wir V mit der euklidischen Topologie versehen.
Unter dem relativen Inneren einer Menge A ⊆ V verstehen wir das topologische
Innere von A bezüglich der Teilraumtopolgie. Das relative Innere einer Teilmenge

A ⊆ V bezeichnen wir mit
◦

A.

Unter einem Kegel in V verstehen wir einen konvexen polyedrischen Kegel σ′ in V ,
das heißt, es existieren v1, . . . , vn ∈ V mit

σ′ = cone(v1, . . . vn) :=

{
n∑

i=1

αivi; αi ∈ Q≥0

}
.

Den Dualkegel eines Kegels σ′ in V bezeichnen wir mit
∨
σ′ := {u ∈ U ; u|σ′ ≥ 0}.

Eine Teilmenge τ ′ ⊆ σ′ eines Kegels σ′ heißt Seite (Bezeichnung τ ′4σ′), falls es ein

u ∈
∨
σ′ gibt, sodass gilt:

τ ′ = u⊥ ∩ σ′ = {v ∈ V ; u(v) = 0} ∩ σ′.

Jede Seite eines Kegels ist wieder ein Kegel. Für jeden Kegel σ′ in V gilt:

◦
σ′ = σ′ \

(
⋃

τ ′≺σ′

τ ′

)
und σ′ =

⋃

τ ′4σ′

◦
τ ′.

Die minimale Seite eines Kegels σ′ bezeichnen wir mit σ′0. Der Kegel σ′0 ist ein

(linearer) Unterraum und es gilt σ′0 =
◦
σ′0. Für jede Seite τ ′ von σ′ gilt σ′0 = τ ′0. Der

Unterraum σ′0 ist der größte Unterraum von V , der in σ′ enthalten ist. Es sei τ ′

eine Seite von σ′ und ρ′ eine Seite von τ ′. Dann ist ρ′ auch eine Seite von σ′. Sind
τ ′, ρ′4σ′ Seiten des Kegels σ′ mit

◦
τ ′ ∩

◦
ρ′ 6= ∅. Dann gilt ρ′ = τ ′.

Wir nennen einen Kegel σ′ spitz, falls σ′0 = {0} gilt. Ein Kegel ist genau dann spitz,
wenn {0} eine Seite von σ′ ist.
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Die Dimension dim(σ′) eines Kegels σ′ in V ist die Dimension der linearen Hülle
lin(σ′) ⊆ V .

Es sei A ⊆ V eine Teilmenge in V . Dann ist die konvexe Hülle von A in V definiert
als

hull(A) :=

{
n∑

i=1

αivi; n ∈ N, vi ∈ A, αi ∈ Q≥0,

n∑

i=1

αi = 1

}

Falls A endlich ist, nennen wir hull(A) ein Polytop in V . Die Dimension dim(P )
eines Polytopes P in V ist die Dimension der affinen Hülle von P . Eine Teilmenge
Q ⊆ P heißt Seite1 von P , falls u ∈ U und v ∈ V existieren mit v + u|P ≤ 0 und

Q = (v + u⊥) ∩ P .

Es sei σ′ ein spitzer Kegel in V . Wir wählen ein u ∈
∨
σ′ mit {0} = u⊥ ∩ σ′ und ein

v ∈
◦
σ′. Dann ist Pσ′ := (v + u⊥) ∩ σ′ ein Polytop in dem affinen Raum v + u⊥. Wir

haben folgende inklusionserhaltende Bijektion:

H :

{
τ ′; τ ′ Kegel in V , τ ′ ⊆ σ′,

dim(τ ′) = n

}
→

{
Q; Q Polytop in v + u⊥Q ⊆ Pσ′ ,

dim(Q) = n− 1

}

τ ′ 7→ (v + u⊥) ∩ τ ′

Für zwei Kegel τ ′, ρ′ ⊆ σ′ gilt: Der Kegel ρ′ ist genau dann eine Seite von τ ′, wenn
H(ρ′) eine Seite von H(τ ′) ist.

Vereinbarung 2.1.1. Anstatt 3 dimensionale spitze Kegel in Q3 zu zeichnen, wer-
den wir 2 dimensionale Polytope zeichnen siehe Abbildung 2.

Abbildung 2

Definition 2.1.2. Ein konstruierbarer Kegel (k-Kegel) in V ist eine Teilmenge
σ ⊆ V , sodass der (topologische) Abschluss σ′ von σ in V ein Kegel in V ist und

σ =
◦
σ′ ∪

◦
σ′0 ∪

◦
σ′1 ∪ . . . ∪

◦
σ′k

mit gewissen Seite σ′i4σ
′ gilt.

Bemerkung 2.1.3. Es seien σ ein k-Kegel in V und σ′ der zugehörige Abschluss.
Dann ist

◦
σ =

◦
σ′.

Bemerkung 2.1.4. Es seien σ, τ k-Kegel in V . Weiter seien σ′ und τ ′ die Abschlüsse
von σ bzw. τ . Gilt τ ⊆ σ, dann ist τ ′ ⊆ σ′.

1Dem Autor ist der Begriff eines Polyeders bekannt.
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Beispiel 2.1.5. Wir betrachten den Kegel σ′ := cone(e1, e2, e3) in Q3, wobei e1, e2
und e3 die kanonischen Basisvektoren in Q3 bezeichnen. Dann ist die Menge

σ1 := {0} ∪
◦

cone(e1, e2) ∪
◦

cone(e1, e3)

kein k-Kegel, da
◦
σ′ * σ1 gilt.

Bemerkung 2.1.6. Wir betrachten den Kegel σ′ := cone(e1, e2, e3) in Q3 und
definieren den k-Kegel

σ := {0} ∪
◦

cone(e1, e2, e3) ∪
◦

cone(e2) ∪
◦

cone(e3) ∪
◦

cone(e1, e2) ⊆ Q3

Dieser lässt sich wie in Abbildung 3 skizzieren. Man sieht, dass
◦

cone(e1, e3),
◦

cone(e2, e3)

und
◦

cone(e1) nicht zu σ gehören.

e3

e1 e2

Abbildung 3

Beispiele 2.1.7. Mit Bemerkung 2.1.6 können wir weitere Beispiele betrachten. Die
Abbildung 4 zeigt drei verschiedene k-Kegel.

Abbildung 4

Bemerkung 2.1.8. Es seien σ ein k-Kegel in V und σ′ der zugehörige Abschluss.
Für jede Seite τ ′ von σ′ mit

◦
τ ′ ∩ σ 6= ∅ gilt

◦
τ ′ ⊆ σ.

Definition 2.1.9. Es seien σ ein k-Kegel in V und σ′ der zugehörige Abschluss.
Eine Teilmenge τ ⊆ σ heißt Seite von σ (Bezeichnung τ4σ), falls eine Seite τ ′ von
σ′ existiert, sodass gilt:

◦
τ ′ ⊆ τ und τ = τ ′ ∩ σ.

Bemerkung 2.1.10. Es sei σ ein k-Kegel in V und σ′ der Abschluss von σ. Dann
gilt:

(i) Gilt σ = σ′, dann entsprechen die Seiten des k-Kegels σ den Seiten des
Kegels σ′.

(ii) Ist σ = σ′ ein Kegel, so ist jede Seite τ4σ ein Kegel.
(iii) Die Seite σ0 := σ′0 ist die minimale Seite von σ.
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Schreibweise 2.1.11. Es sei σ ein k-Kegel in V und τ eine Seite von σ. Falls τ 6= σ
gilt, schreiben wir τ ≺ σ.

Folgerung 2.1.12. Es sei σ ein k-Kegel in V . Dann ist σ0 der größte Unterraum
von V , der in σ enthalten ist.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.10. �

Definition 2.1.13. Es sei σ ein k-Kegel in V . Der k-Kegel σ heißt spitz, falls
σ0 = {0} gilt.

Bemerkung 2.1.14. Es sei σ ein k-Kegel in V . Dann ist σ genau dann spitz, wenn
der zugehörige Abschluss σ′ spitz ist.

Beispiel 2.1.15. Es seien σ ein k-Kegel in V und τ ′ eine Seite des Abschlusses
σ′ von σ mit τ ′ ∩ σ 6= ∅. Dann ist τ ′ ∩ σ im Allgemeinen keine Seite von σ. Dazu
betrachten wir σ aus Bemerkung 2.1.6. In diesem Fall ist τ ′ := cone{e2, e3} eine
Seite von σ′, aber τ ′ ∩ σ = cone(e2) ∪ cone(e3) keine Seite von σ. Die Seiten von σ
sind:

σ, {0}, cone(e2), cone(e3),
◦

cone(e1, e2) ∪ cone(e2).

Bemerkung 2.1.16. Es sei σ ein k-Kegel in V , σ′ der zugehörige Abschluss von
σ und τ4σ eine Seite. Nach Definition existiert eine Seite τ ′4σ′ von σ′, sodass
τ = τ ′ ∩ σ und

◦
τ ′ ⊆ τ gilt. Der Kegel τ ′ ist der Abschluss von τ .

Lemma 2.1.17. Es seien σ ein k-Kegel in V , σ′ der zugehörige Abschluss und τ ⊆ σ
eine Teilmenge. Dann sind äquivalent:

(i) τ ist Seite von σ.

(ii) τ ist ein k-Kegel und es existiert ein u ∈
∨
σ′ mit τ = u⊥ ∩ σ.

Insbesondere ist jede Seite τ von σ ein k-Kegel.

Beweis. Zur Implikation ,,(i)⇒(ii) ”: Da τ4σ gilt, existiert eine Seite τ ′ von σ′ mit
◦
τ ′ ⊆ τ und τ = τ ′ ∩ σ. Zu τ ′ gibt es ein u ∈

∨
σ′ mit τ ′ = u⊥ ∩ σ′. Somit gilt

τ = τ ′ ∩ σ = u⊥ ∩ σ ∩ σ′ = u⊥ ∩ σ.

Es bleibt noch zu zeigen, dass τ ein k-Kegel ist. Nach Bemerkung 2.1.16 ist der
Abschluss von τ gleich τ ′. Somit reicht es zu zeigen, dass gilt:

τ =
⋃

ρ′4τ ′,
◦
ρ′⊆τ

◦
ρ′.

Es ist nur zur Inklusion ,,⊆” etwas zu zeigen. Offensichtlich gilt
◦
τ ′0 ⊆ τ . Es sei

v ∈ τ ⊆ τ ′ gegeben. Da τ ′ ein Kegel ist, existiert eine Seite ρ′ von τ ′ mit v ∈
◦
ρ′. Da

σ′, τ ′ und ρ′ Kegel in V sind und τ ′4σ′ sowie ρ′4τ ′ ist, gilt ρ′4σ′. Mit
◦
ρ′ ∩ σ 6= ∅

und Bemerkung 2.1.8 erhalten wir
◦
ρ′ ⊆ σ. Somit ist

◦
ρ′ ⊆ τ ′ ∩ σ = τ.

Zur Implikation ,,(ii)⇒(i) ”: Es gelte τ = u⊥ ∩ σ für ein u ∈
∨
σ′. Wir wissen, dass

ρ′ := u⊥ ∩ σ′ eine Seite von σ′ ist mit τ ⊆ ρ′. Wir können u so wählen, dass ρ′

minimal ist. Es gilt τ = ρ′ ∩ σ. Bleibt zu zeigen, dass
◦
ρ′ ⊆ τ gilt. Der Abschluss τ ′

von τ ist nach Voraussetzung ein Kegel. Insbesondere gilt
◦
τ ′ ⊆ τ . Aus

◦
τ ′ ⊆ τ ⊆ σ′
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folgt, dass τ ′ ⊆ σ′ gilt. Da wir ρ′ minimal gewählt haben, erhalten wir
◦
τ ′ ∩

◦
ρ′ 6= ∅.

Insbesondere gilt σ ∩
◦
ρ′ 6= ∅. Mit Bemerkung 2.1.8 erhalten wir

◦
ρ′ ⊆ σ und damit

◦
ρ′ ⊆ ρ′ ∩ σ = τ.

�

Lemma 2.1.18. Es seien σ ein k-Kegel in V , τ eine Seite von σ und ρ eine Seite
von τ . Dann ist ρ eine Seite von σ.

Beweis. Es sei σ′ der Abschluss von σ. Weiter seien τ ′4σ′ und ρ′4τ ′ mit
◦
τ ′ ⊆ τ und

τ = τ ′ ∩ σ sowie
◦
ρ′ ⊆ ρ und ρ = ρ′ ∩ τ gegeben. Somit gilt

ρ = ρ′ ∩ τ = τ ′ ∩ ρ′ ∩ σ = ρ′ ∩ σ.

Da σ′, τ ′ und ρ′ Kegel sind, ist ρ′ eine Seite von σ′. Nach Voraussetzung gilt
◦
ρ′ ⊆ ρ

und ρ = ρ′ ∩ σ, wobei ρ′4σ′. Somit ist ρ eine Seite von σ. �

Folgerung 2.1.19. Es sei σ ein k-Kegel in V und τ4σ eine Seite. Dann gilt τ0 = σ0.

Folgerung 2.1.20. Es seien σ ein k-Kegel und σ′ der Abschluss von σ. Weiter sei
τ ′ eine Seite von σ′ mit

◦
τ ′∩σ 6= ∅. Dann ist τ := τ ′∩σ eine Seite von σ mit

◦
τ =

◦
τ ′.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.8 und Lemma 2.1.17. �

Folgerung 2.1.21. Es sei σ ein k-Kegel in V . Dann gilt:

◦
σ = σ \

⋃

τ≺σ

τ.

Bemerkung 2.1.22. Es seien σ, ρ k-Kegel in V und σ′ bzw. ρ′ die Abschlüsse von
σ bzw. ρ. Falls

◦
σ =

◦
ρ gilt, dann gilt σ′ = ρ′.

Erinnerung 2.1.23. Es seien σ′, τ ′ Kegel in V mit τ ′ ⊆ σ′. Weiter sei ρ′ eine Seite
von σ′ mit

◦
τ ′ ∩ ρ′ 6= ∅. Dann gilt τ ′ ⊆ ρ′.

Bemerkung 2.1.24. Es seien σ1, σ2 k-Kegel in V . Im Allgemeinen folgt aus
◦
σ1 =

◦
σ2

nicht σ1 = σ2 siehe Abbildung 5.

σ1 σ2

Abbildung 5

Lemma 2.1.25. Es seien σ ein k-Kegel in V und τ1, τ24σ Seiten von σ mit
◦
τ 1∩

◦
τ2 6=

∅. Dann gilt τ1 = τ2.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.16 und Erinnerung 2.1.23. �
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Folgerung 2.1.26. Es sei σ ein k-Kegel in V . Dann gilt

σ =
⋃

τ4σ

◦
τ .

Beweis. Folgt aus der Definition eines k-Kegels und Folgerung 2.1.20. �

Bemerkung 2.1.27. Es seien σ1, σ2 k-Kegel in V . Dann ist im Allgemeinen σ1 ∩ σ2

kein k-Kegel siehe Abbildung 6. Der Schnitt von σ1 mit σ2 besteht in diesem Fall
aus zwei Strahlen.

σ1 σ2

Abbildung 6

Erinnerung 2.1.28. Es seien σ′ ein Kegel in V und τ ′1, τ
′
2 Seiten von σ′. Dann ist

τ ′1 ∩ τ
′
2 eine Seite von τ ′1 und τ ′2.

Satz 2.1.29. Es seien σ ein k-Kegel und τ1, τ24σ Seiten. Dann gilt

τ1 ∩ τ2 =
⋃

ρ4τ1,τ2

ρ.

Beweis. Es seien σ′, τ ′1 und τ ′2 die Abschlüsse von σ, τ1 und τ2. Wir wissen mit
Bemerkung 2.1.16, dass τ ′1 bzw. τ ′2 Seiten von σ′ sind. Es ist nur zur Inklusion ,,⊆”
etwas zu zeigen. Es sei dazu v ∈ τ1 ∩ τ2 gegeben. Mit Erinnerung 2.1.28 existiert
eine Seite ρ′ von τ ′1 ∩ τ

′
2 mit v ∈

◦
ρ′. Insbesondere ist ρ′ eine Seite von τ ′1 und τ ′2.

Nach Lemma 2.1.17 sind τ1 und τ2 k-Kegel in V . Aus v ∈
◦
ρ′ und Bemerkung 2.1.8

folgt, dass
◦
ρ′ ⊆ τ1 ∩ τ2 gilt. Somit ist ρ1 := ρ′ ∩ τ14τ1 eine Seite von τ1 und ρ2 :=

ρ′ ∩ τ24τ2 eine Seite von τ2. Lemma 2.1.18 liefert, dass ρ14σ und ρ24σ gilt. Nach
Bemerkung 2.1.3 ist

◦
ρ1 =

◦
ρ2. Mit Lemma 2.1.25 erhalten wir ρ1 = ρ2, woraus die

Behauptung folgt. �

Lemma 2.1.30. Es seien σ, τ k-Kegel in V mit τ ⊆ σ. Weiter sei ρ4σ mit
◦
τ∩ρ 6= ∅.

Dann gilt τ ⊆ ρ.

Beweis. Es seien σ′, τ ′ und ρ′ die Abschlüsse von σ,τ bzw. ρ. Nach Bemerkung 2.1.4
gilt τ ′ ⊆ σ′. Da ρ eine Seite von σ ist, folgt mit Bemerkung 2.1.16, dass ρ = ρ′ ∩ σ
gilt. Mit Erinnerung 2.1.23 erhalten wir, dass τ ′ ⊆ ρ′ gilt. Somit gilt

τ = τ ∩ τ ′ ⊆ ρ′ ∩ σ = ρ.

�

Folgerung 2.1.31. Es seien σ, τ k-Kegel in V mit τ ⊆ σ. Dann existiert genau eine
Seite ρ von σ mit τ ⊆ ρ und

◦
τ ⊆

◦
ρ.
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Beweis. Nach Lemma 2.1.30 existiert eine Seite ρ4σ mit τ ⊆ ρ. Wir wählen ρ4σ
minimal, das heißt die minimale Seite ρ von σ mit τ ⊆ ρ. Dann gilt

◦
τ ⊆

◦
ρ.

Angenommen, es gelte
◦
τ * ◦

ρ. Dann existiert eine echte Seite δ von ρ mit
◦
τ ∩ δ 6= ∅.

Mit Lemma 2.1.30 erhalten wir τ ⊆ δ ⊂ ρ. Nach Lemma 2.1.18 ist δ eine Seite
von σ, ein Widerspruch zur Minimalität von ρ. Die Eindeutigkeit von ρ folgt aus
Lemma 2.1.25. �

Folgerung 2.1.32. Es seien σ, τ k-Kegel in V mit τ ⊆ σ. Weiter sei ρ eine Seite
von σ mit

◦
τ ∩

◦
ρ 6= ∅. Dann gilt

◦
τ ⊆

◦
ρ und τ ⊆ ρ.

Beweis. Nach Folgerung 2.1.31 existiert eine Seite δ4σ mit
◦
τ ⊆

◦

δ und ρ ⊆ δ. Da
◦
τ ∩

◦
ρ 6= ∅ gilt, ist

◦
ρ ∩

◦

δ 6= ∅. Mit Lemma 2.1.25 erhalten wir ρ = δ. �

Schreibweise 2.1.33. Für jeden k-Kegel σ in V bezeichnen wir die lineare Hülle
von σ in V mit lin(σ) ⊆ V . Es gilt lin(

◦
σ) = lin(σ).

Definition 2.1.34. Die Dimension dim(σ) eines k-Kegels σ in V ist die Dimension
des Q-Vektorraums lin(σ).

Bemerkung 2.1.35. Es sei σ ein k-Kegel in V und σ′ der Abschluss von σ. Dann
gilt dim(σ) = dim(σ′).

Definition 2.1.36. Es sei σ ein k-Kegel in V mit n := dim(σ). Wir setzen

σ(i) := {τ ; , τ4σ, dim(τ) = i}.

Beispiel 2.1.37. Es sei σ ein k-Kegel in V mit dim(σ) = n. Dann gibt es im Allge-
meinen nicht zu jedem 1 ≤ i < n eine Seite τ4σ mit dim(τ) = i siehe Abbildung 5.

Bemerkung 2.1.38. Es sei σ ein k-Kegel in V mit dim(σ) = 1. Dann ist σ schon
ein Kegel in V .

Definition 2.1.39. Es sei σ ein k-Kegel in V und σ′ der Abschluss von σ. Der
k-Kegel σ heißt 1-voll, falls σ(1) = σ′(1) gilt.

Lemma 2.1.40. Es sei σ ein 1-voller k-Kegel in V und τ eine Seite von σ. Dann
ist τ 1-voll.

Beweis. Es sei σ′ der Abschluss von σ und τ ′ eine Seite von σ′ mit τ = τ ′ ∩ σ und
◦
τ ′ ⊆ τ . Zu zeigen ist, dass τ (1) = τ ′(1) gilt. Offensichtlich gilt τ (1) ⊆ τ ′(1). Es sei also
ρ′ ∈ τ ′(1) gegeben. Da τ ′(1) ⊆ σ′(1) = σ(1) gilt, erhalten wir ρ′ ⊆ τ ′ ∩ σ = τ . Somit
ist ρ′ = ρ′ ∩ τ eine Seite von τ . �

Lemma 2.1.41. Es seien σ ein 1-voller k-Kegel in V und σ′ der Abschluss von σ.
Weiter sei τ ′ ∈ σ′(2) mit

◦
τ ′ ∩ σ 6= ∅. Dann gilt τ ′4σ.

Beweis. Die Menge τ := τ ′ ∩ σ ist eine Seite von σ mit
◦
τ =

◦
τ ′. Da σ 1-voll ist, ist τ

nach Lemma 2.1.40 1-voll und somit ein Kegel. Also gilt τ = τ ′. �
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2.2. Konstruierbare Fächer.

Wir führen den Begriff des k-Fächers ein, welcher den Begriff des Fächers verall-
gemeinert. Des Weiteren werden wir einige Eigenschaften der k-Fächer beweisen,
welche in ähnlicher Form für Fächer gelten. Außerdem werden wir Seitenfächer und
offene k-Teilfächer betrachten, wobei Letzteres eine Verallgemeinerung des offenen
Teilfächers ist.

Erinnerung 2.2.1. Ein Fächer in V ist eine nichtleere Kollektion Σ′ von Kegeln
in V , sodass Folgendes gilt:

(i) Für jeden Kegel σ′ ∈ Σ′ und jede Seite τ ′4σ′ gilt τ ′ ∈ Σ′.
(ii) Für je zwei Kegel σ′1, σ

′
2 ∈ Σ′ gilt σ′1 ∩ σ

′
24σ

′
1, σ

′
2.

Definition 2.2.2. Ein konstruierbarer Fächer (k-Fächer) in V ist eine nichtleere
Kollektion Σ von k-Kegeln in V , sodass Folgendes gilt:

(i) Für jeden k-Kegel σ ∈ Σ und jede Seite τ4σ gilt τ ∈ Σ.
(ii) Für je zwei k-Kegel σ1, σ2 ∈ Σ gilt σ1 ∩ σ2 = ∪τk mit τk4σ1, σ2.

Bemerkung 2.2.3. Beim Skizzieren von k-Fächern kann es passieren, dass die
Zeichnungen nicht eindeutig sind. Wie man im Abbildung 7 sieht, gibt es mehrer
k-Kegel die zu dem gegebenen Schaubild passen. Um das Schaubild eindeutig zu
machen werden wir eine ,,Liste” der maximalen k-Kegel am Bildrand angeben siehe
Abbildung 8.

b)

a)

Abbildung 7

Beispiele 2.2.4. Mit Bemerkung 2.1.6 können wir weitere Beispiele von k-Fächern
betrachten.

Abbildung 8

Definition 2.2.5. Es sei σ ein k-Kegel in V . Dann ist die Menge Fσ := {τ ; τ4σ}
nach Lemma 2.1.29 ein k-Fächer in V . Wir nennen Fσ den Seitenfächer von σ.
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Bemerkung 2.2.6. Ist σ ein Kegel in V , dann folgt mit Bemerkung 2.1.10, dass
Fσ ein Fächer ist.

Definition 2.2.7. Ein k-Fächer Σ in V heißt spitz, falls alle σ ∈ Σ spitz sind.

Folgerung 2.2.8. Es sei Σ ein k-Fächer in V . Dann existiert ein k-Kegel σ in Σ,
sodass σ0 = σ = τ0 für alle τ ∈ Σ gilt. Das heißt, dass σ der minimale k-Kegel in
Σ ist.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.10 und der Definition eines k-Fächers. �

Bemerkung 2.2.9. Es sei Σ ein k-Fächer in V und δ0 der minimaler k-Kegel in Σ.
Mit Folgerung 2.2.8 ist Σ genau dann spitz, wenn δ0 = {0} gilt.

Lemma 2.2.10. Es seien Σ ein k-Fächer in V und σ, ρ ∈ Σ k-Kegel mit
◦
σ ∩

◦
ρ 6= ∅.

Dann gilt σ = ρ.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt σ ∩ ρ = ∪τk, mit τk4ρ, σ. Aus
◦
σ ∩

◦
ρ 6= ∅ folgt,

dass es ein i mit
◦
ρ ∩

◦
σ ∩

◦
τ i 6= ∅ gibt. Mit Lemma 2.1.25 folgt, dass ρ = τi ⊆ σ und

σ = τi ⊆ ρ gilt. �

Lemma 2.2.11. Es seien Σ ein k-Fächer in V und ρ, σ ∈ Σ k-Kegel mit
◦
ρ∩ σ 6= ∅.

Dann gilt ρ4σ.

Beweis. Nach Definition gilt σ ∩ ρ = ∪τk, wobei τk4σ, ρ. Mit Folgerung 2.1.26 und
Lemma 2.2.10 gilt ρ = τi4σ. �

Definition 2.2.12. Es sei Σ ein k-Fächer in V . Der Träger von Σ ist definiert als

|Σ| :=
⋃

σ∈Σ

σ ⊆ V.

Bemerkung 2.2.13. Es sei σ ein k-Kegel in V . Dann gilt |Fσ| = σ.

Definition 2.2.14. Es seien Σ,∆ k-Fächer in V . Falls ∆ ⊆ Σ gilt, nennen wir ∆
einen offenen k-Teilfächer von Σ und wir schreiben dafür ∆4Σ.

Bemerkung 2.2.15. Es seien Σ ein k-Fächer und σ ∈ Σ. Dann gilt Fσ4Σ.

Bemerkung 2.2.16. Es seien Σ, ∆ zwei k-Fächer in V mit ∆4Σ. Ist Σ spitz, so
ist ∆ ebenfalls spitz.

Folgerung 2.2.17. Es seien ∆, Σ k-Fächer in V mit ∆4Σ. Weiter sei σ ∈ Σ mit
◦
σ ∩ |∆| 6= ∅. Dann gilt σ ∈ ∆.

Beweis. Aus
◦
σ ∩ |∆| 6= ∅ folgt, dass es ein ρ ∈ ∆ mit

◦
ρ ∩

◦
σ 6= ∅ gibt. Wegen ∆4Σ

gilt ρ ∈ Σ. Mit Lemma 2.2.10 folgt σ = ρ ∈ ∆. �

Definition 2.2.18. Es sei Σ ein k-Fächer in V . Das relative Innere von Σ ist definiert

als
◦

Σ := {
◦
σ; σ ∈ Σ}. Für jede Teilmenge A ⊆

◦

Σ setzen wir

|A| :=
⋃

σ∈Σ,
◦
σ∈A

◦
σ ⊆ V.

Bemerkung 2.2.19. Es sei Σ ein k-Fächer in V . Mit Folgerung 2.1.26 gilt |Σ| = |
◦

Σ|.
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Folgerung 2.2.20. Es seien Σ ein k-Fächer, A ⊆
◦

Σ und τ ∈ Σ mit
◦
τ ∩ |A| 6= ∅.

Dann gilt
◦
τ ∈ A.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.2.10. �

Lemma 2.2.21. Es seien Σ ein k-Fächer in V und A ⊆
◦

Σ eine Teilmenge des rela-
tiven Inneren von Σ mit δ0 ∈ A, wobei δ0 den minimalen k-Kegel von Σ bezeichnet.
Weiter sei σ ∈ Σ ein k-Kegel mit

◦
σ ∈ A. Dann setzen wir

σA := σ ∩ |A|.

Die Menge σA ist ein k-Kegel in V mit
◦
σ =

◦
σA. Weiter sind für jede Teilmenge

τA ⊆ σA folgende Aussagen äquivalent:

(i) τA ist eine Seite von σA.
(ii) Es existiert eine Seite τ4σ von σ mit

◦
τ ∈ A, sodass τA = τ ∩ |A| gilt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass σA ein k-Kegel in V ist. Es sei σ′ der Abschluss von
σ. Wir wollen zeigen, dass Folgendes gilt:

⋃

ρ′4σ′,
◦
ρ′⊆σ∩|A|=σA

◦
ρ′ =

⋃

ρ′4σ′,
◦
ρ′⊆σ

◦
ρ′ ∩ σA = σ ∩ |A| = σA.

Es ist nur zur ersten Gleichung etwas zu zeigen. Die Inklusion ,,⊆” ist offensichtlich.
Zur Inklusion ,,⊇”: Dazu sei ρ′ eine Seite von σ′ mit

◦
ρ′∩ (σ∩|A|) 6= ∅ gegeben. Nach

Bemerkung 2.1.8 gilt
◦
ρ′ ⊆ σ. Mit Folgerung 2.1.20 ist ρ := ρ′ ∩ σ eine Seiten von σ

mit
◦
ρ =

◦
ρ′. Insbesondere gilt ρ ∈ Σ. Nach Folgerung 2.2.20 ist

◦
ρ ∈ A.

Mit Bemerkung 2.1.10 bzw. Folgerung 2.2.8 und δ0 ∈ A folgt, dass σ′0 = σ0 = δ0 ⊆ σA
gilt. Außerdem gilt nach Voraussetzung

◦
σ′ ⊆ σA. Somit ist der Abschluss von σA in

V gleich dem Abschluss von σ. Somit ist σA ein k-Kegel in V mit
◦
σ =

◦
σA.

Zur Implikation ,,(i)⇒(ii)”: Da τA nach Voraussetzung eine Seite von σA ist, existiert

eine Seite τ ′ von σ′ mit
◦
τ ′ ⊆ τA, sodass τA = τ ′ ∩ σA gilt. Nach Konstruktion von

σA gilt
◦
τA ∈ A. Wir setzen τ := τ ′ ∩ σ. Es gilt

τA = τ ′ ∩ σA = τ ′ ∩ σ ∩ |A| = τ ∩ |A|.

Mit der obigen Gleichung erhalten wir
◦
τ ′ ⊆ τ . Somit ist τ eine Seite von σ. Weiter

ist
◦
τ =

◦
τ ′ =

◦
τA ∈ A. Es gilt also τA = τ ∩ |A| mit τ4σ und

◦
τ ∈ A.

Zur Implikation ,,(ii)⇒(i)”: Es sei eine Seite τ von σ mit
◦
τ ∈ A und τA = τ ∩ |A|

gegeben. Zu τ existiert eine Seite τ ′ von σ′, sodass
◦
τ ′ ⊆ τ und τ = τ ′∩σ gilt. Weiter

folgt mit Bemerkung 2.1.3, dass
◦
τ ′ =

◦
τ ⊆ τA gilt. Folgender Gleichung liefert, dass

τA eine Seite von σA ist:

τA = τ ∩ |A| = τ ′ ∩ σ ∩ |A| = τ ′ ∩ σA.

�

Satz 2.2.22. Es seien Σ ein k-Fächer in V und A ⊆
◦

Σ eine Teilmenge des relativen
Inneren von Σ mit δ0 ∈ A, wobei δ0 den minimalen k-Kegel von Σ bezeichnet. Dann
haben wir einen k-Fächer in V :

ΣA := {σA; σA := σ ∩ |A|, σ ∈ Σ,
◦
σ ∈ A}.
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Beweis. Nach Lemma 2.2.21 ist jedes σA ein k-Kegel. Lemma 2.2.21 liefert außerdem
τ ∈ ΣA für jede Seite τ4σA. Es ist noch zu zeigen, dass σA ∩ ρA = ∪τkA

mit
τkA

4ρA, σA für σA, ρA ∈ ΣA.

Es seien dazu σA, ρA ∈ ΣA gegeben. Dann gibt es σ, ρ ∈ Σ mit
◦
σ,

◦
ρ ∈ A, sodass gilt:

σA = σ ∩ |A| und ρA = ρ ∩ |A|.

Da Σ ein k-Fächer ist, existieren τk4σ, ρ, sodass σ ∩ ρ = ∪τk gilt. Für jedes τk mit
◦
τk ∈ A setzen wir τkA

:= τk ∩ |A|. Nach Lemma 2.2.21 ist jedes τkA
eine Seite von

σA und ρA. Somit gilt mit Folgerung 2.2.20:

σA ∩ ρA = σ ∩ ρ ∩ |A| =
(⋃

τk

)
∩ |A| =

⋃

◦
τk∈A

(τk ∩ |A|)

=
⋃
τkA

.

�

Bemerkung 2.2.23. Mit Folgerung 2.1.26 erhalten wir |ΣA| = |A| bzw.
◦

ΣA = A.

Definition 2.2.24. Es seien Σ,∆ k-Fächer in V und δ0 der minimale k-Kegel von Σ.
Der k-Fächer ∆ heißt konstruierbarer Teilfächer (k-Teilfächer) von Σ (Bezeichnung

∆ ⊑ Σ), falls eine Menge A ⊆
◦

Σ mit δ0 ∈ A existiert, sodass ∆ = ΣA gilt.

Bemerkung 2.2.25. Es seien Σ, ∆ k-Fächer in V mit ∆ ⊑ Σ. Dann gilt
◦

∆ ⊆
◦

Σ.

Bemerkung 2.2.26. Es seien Σ ein k-Fächer in V und Σ′ ein Fächer in V mit
Σ ⊑ Σ′. Dann gilt mit Lemma 2.2.21:

(i) Es seien τ ∈ Σ und τ ′ der Abschluss von τ . Dann ist τ ′ ∈ Σ′.
(ii) Ist Σ ein Fächer, so gilt Σ4Σ′.

Beispiel 2.2.27. Mit Bemerkung 2.1.6 können wir folgendes Beispiel betrachten:

⊑

Abbildung 9

Bemerkung 2.2.28. Es seien Σ, ∆ zwei k-Fächer in V mit ∆ ⊑ Σ. Ist Σ spitz, so
ist ∆ ebenfalls spitz.

Lemma 2.2.29. Es seien Σ und ∆ k-Fächer in V , wobei ∆4Σ ein offener k-
Teilfächer ist. Dann gilt

∆ = Σ ◦
∆
⊑ Σ.

Beweis. Zur Inklusion ,,⊆”: Es sei τ ∈ ∆ gegeben. Dann ist
◦
τ ∈

◦

∆ und τ ∈ Σ. Mit
Bemerkung 2.2.19 erhalten wir

τ = τ ∩ |∆| = τ ∩ |
◦

∆| ∈ Σ ◦
∆
.
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Zur Inklusion ,,⊇”: Es sei τ ∈ Σ ◦
∆

gegeben. Dann existiert ein ρ ∈ Σ mit
◦
ρ ∈

◦

∆ und

τ = ρ ∩ |
◦

∆|. Nach Bemerkung 2.2.19 existiert zu ρ ein ρ1 ∈ ∆ mit
◦
ρ ∩

◦
ρ1 6= ∅. Da

nach Voraussetzung ∆4Σ ist, folgt mit Folgerung 2.2.17, dass ρ = ρ1 gilt. Somit
erhalten wir

τ = ρ ∩ |
◦

∆| = ρ1 ∩ |∆| = ρ1 ∈ ∆.

�

Lemma 2.2.30. Es seien Σ1, Σ2 und Σ3 k-Fächer in V mit Σ1 ⊑ Σ2 und Σ2 ⊑ Σ3.
Dann gilt Σ1 ⊑ Σ3.

Beweis. Mit Bemerkung 2.2.25 erhalten wir
◦

Σ1 ⊆
◦

Σ2 ⊆
◦

Σ3 sowie Σ1 = (Σ2)◦
Σ1

und

Σ2 = (Σ3)◦
Σ2

. Zu zeigen ist:

Σ1 = (Σ3)◦
Σ1

.

Zur Inklusion ,,⊆”: Es sei τ1 ∈ Σ1 gegeben. Aus Σ1 ⊑ Σ2 folgt, dass es ein τ2 ∈ Σ2

mit τ1 = τ2 ∩ |
◦

Σ1| und
◦
τ1 =

◦
τ2 ∈

◦

Σ1 gibt. Ebenso folgt aus Σ2 ⊑ Σ3, dass es ein

τ3 ∈ Σ3 mit τ2 = τ3 ∩ |
◦

Σ2| und
◦
τ2 =

◦
τ3 ∈

◦

Σ2 gibt. Somit gilt

τ1 = τ2 ∩ |
◦

Σ1| = τ3 ∩ |
◦

Σ2| ∩ |
◦

Σ1| = τ3 ∩ |
◦

Σ1| ∈ (Σ3)◦
Σ1

.

Zur Inklusion ,,⊇”: Es sei τ ∈ (Σ3)◦
Σ1

gegeben. Dann gibt es ein τ3 ∈ Σ3 mit

τ = τ3 ∩ |
◦

Σ1| und
◦
τ3 ∈

◦

Σ1.

Da
◦

Σ1 ⊆
◦

Σ2 gilt, erhalten wir mit Satz 2.2.22, dass τ2 := τ3 ∩ |
◦

Σ2| ∈ Σ2 gilt. Weiter
liefert Satz 2.2.22:

τ = τ3 ∩ |
◦

Σ1| = τ3 ∩ |
◦

Σ1| ∩ |
◦

Σ2| = τ2 ∩ |
◦

Σ1| ∈ Σ1.

�

Lemma 2.2.31. Es seien Σ ein k-Fächer in V und Σ′ ein Fächer in V mit Σ ⊑ Σ′.
Weiter seien τ, ρ ∈ Σ gegeben und τ ′, ρ′ seien die Abschlüsse von τ bzw. ρ. Dann
gilt:

τ4ρ ⇔ τ ′4ρ′.

Beweis. Nach Bemerkung 2.2.26 gilt τ ′, ρ′ ∈ Σ′. Die Implikation ,,⇒” folgt sofort
aus Bemerkung 2.1.16. Zur Implikation ,,⇐”: Es sei τ ′ eine Seite von ρ′. Wegen
Σ ⊑ Σ′ gilt

τ = τ ′ ∩ |Σ| ⊆ ρ′ ∩ |Σ| = ρ.

Insbesondere ist
◦
τ ⊆ ρ. Mit Lemma 2.2.11 erhalten wir τ4ρ. �

Definition 2.2.32. Wir nennen einen k-Fächer Σ in V 1-voll, falls alle k-Kegel
σ ∈ Σ 1-voll sind.
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2.3. Quasiaffine k-Fächer.

Dieser Abschnitt widmet sich unter anderem dem Begriff des quasiaffinen k-Fächers,
welcher eine Verallgemeinerung des quasiaffinen Fächers ist. Dafür benötigen wir den
Begriff des k-Teilfächers, welcher mit Hilfe von Satz 2.2.22 eingeführt wurde. Wir
werden in diesem Abschnitt auch k-Fächersysteme betrachten, eine Verallgemeine-
rung des Begriffs Fächersystem, welcher von A’Campo-Neuen und Hausen in [4]
eingeführt wurde.

Erinnerung 2.3.1. Ein Fächer Σ′ in V heißt quasiaffiner Fächer, falls ein Kegel σ′

in V existiert, sodass Σ′4Fσ′ gilt.

Definition 2.3.2. Es sei Σ ein k-Fächer in V . Der k-Fächer Σ heißt quasiaffiner
k-Fächer, falls ein Kegel σ′ in V existiert mit Σ ⊑ Fσ′ .

Bemerkung 2.3.3. Es sei Σ ein quasiaffiner k-Fächer in V . Ist Σ ein Fächer, so ist
nach Bemerkung 2.2.26 die Kollektion Σ ein quasiaffiner Fächer.

Folgerung 2.3.4. Es seien ∆, Σ k-Fächer in V mit ∆ ⊑ Σ. Ist Σ quasiaffin, so ist
∆ ebenfalls quasiaffin.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.2.30. �

Bemerkung 2.3.5. Es seien σ ein k-Kegel in V und σ′ der Abschluss von σ. Für

jedes τ ∈ Fσ gibt es ein τ ′ ∈ Fσ′ mit τ = τ ′ ∩ |Fσ| und
◦
τ ′ ∈

◦

Fσ. Somit gilt

Fσ = (Fσ′) ◦
Fσ

⊑ Fσ′ .

Insbesondere ist für jeden k-Kegel σ in V der k-Fächer Fσ ein quasiaffiner k-Fächer
in V .

Beispiele 2.3.6. Mit Bemerkung 2.1.6 können wir folgende quasiaffine k-Fächer
betrachten siehe Abbildung 10.

⊑

⊑

Abbildung 10

Folgerung 2.3.7. Es seien Σ,∆ k-Fächer in V mit ∆ ⊑ Σ. Weiter seien ρ ∈ ∆
und σ ∈ Σ k-Kegel mit

◦
ρ ∩

◦
σ 6= ∅. Dann gilt

◦
ρ =

◦
σ.

Beweis. Zu ρ existiert ein ρ1 ∈ Σ mit ρ = ρ1 ∩ |∆| und
◦
ρ =

◦
ρ1. Mit Lemma 2.2.10

folgt, dass ρ1 = σ gilt. Somit ist
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
σ. �
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Definition 2.3.8. Es sei Σ ein k-Fächer in V und Σ′ ein Fächer in V mit Σ ⊑ Σ′.
Der Fächer Σ′ heißt Minimalfächer zu Σ, falls für jeden Fächer ∆′ in V mit Σ ⊑ ∆′

die Bedingung Σ′4∆′ erfüllt ist.

Bemerkung 2.3.9. Falls der Minimalfächer existiert, so ist dieser eindeutig. Ist Σ
quasiaffin so ist der Minimalfächer Σ′ ebenfalls quasiaffin.

Lemma 2.3.10. Es seien Σ ein quasiaffiner k-Fächer in V . Für jedes τ ∈ Σ sei τ ′

der Abschluss von τ . Dann ist die folgende Kollektion von Kegeln der Minimalfächer
von Σ:

Σ′ :=
⋃

τ∈Σ

Fτ ′

Beweis. Es sei σ′ ein Kegel in V mit Σ ⊑ Fσ′ . Weiter seien τ ∈ Σ und der zugehörige

Abschluss τ ′ von τ gegeben. Dann existiert ein τ ′1 ∈ Fσ′ mit
◦
τ ′1 ∈

◦

Σ und τ = τ ′1∩|Σ|.
Nach Lemma 2.2.21 gilt

◦
τ =

◦
τ ′1. Somit ist τ ′ = τ ′14σ

′. Also ist Σ′ ein Fächer in V .
Aus τ = τ ′ ∩ |Σ| folgt, dass Σ ⊑ Σ′ gilt.

Bleibt zu zeigen, dass Σ′ der Minimalfächer zu Σ ist. Es sei dazu ein Fächer ∆′ in V
mit Σ ⊑ ∆′ gegeben. Zu zeigen ist, dass Σ′4∆′ gilt. Dafür reicht es zu zeigen, dass

für jedes τ ∈ Σ auch τ ′ ∈ ∆′ gilt. Es sei τ = τ ′ ∩ |
◦

Σ| ∈ Σ gegeben. Da Σ ⊑ ∆′ gilt,

existiert ein ρ′ ∈ ∆′ mit
◦
ρ′ ∈

◦

Σ und τ = ρ′ ∩ |Σ|. Mit Lemma 2.2.21 gilt
◦
τ ′ =

◦
τ =

◦
ρ′.

Da ρ′ und τ ′ Kegel in V sind, folgt τ ′ = ρ′ ∈ ∆′. �

Bemerkung 2.3.11. Es seien Σ ein spitzer quasiaffiner k-Fächer in V und Σ′ der
Minimalfächer zu Σ. Mit Bemerkung 2.1.14 und Lemma 2.3.10 ist Σ′ ebenfalls spitz.

Lemma 2.3.12. Es seien ∆,Σ zwei quasiaffine k-Fächer in V mit ∆4Σ und ∆′

der Minimalfächer zu ∆. Dann gilt
◦

∆ =
◦

∆′ ∩
◦

Σ.

Beweis. Nach Lemma 2.3.10 existiert zu Σ der Minimalfächer Σ′. Mit Lemma 2.2.30
gilt ∆ ⊑ Σ ⊑ Σ′ und damit ∆′4Σ′. Es ist nur zur Inklusion ,,⊇” etwas zu zeigen.

Dazu seien τ ′ ∈ ∆′ und ρ ∈ Σ mit
◦
τ ′ =

◦
ρ gegeben. Zu zeigen ist, dass

◦
ρ ∈

◦

∆ gilt.
Für den Abschluss ρ′ von ρ gilt:

ρ′ = τ ′ ∈ ∆′ 4 Σ′.

Nach Lemma 2.3.10 existiert zu τ ′ ein δ ∈ ∆ mit τ ′4δ′, wobei δ′ der Abschluss von
δ ist. Nach Voraussetzung gilt δ ∈ Σ. Bemerkung 2.2.26 liefert δ′ ∈ Σ′. Aus Σ ⊑ Σ′

folgt
ρ = ρ′ ∩ |Σ| = τ ′ ∩ |Σ| ⊆ δ′ ∩ |Σ| = δ.

Lemma 2.2.10 liefert ρ4δ. Also gilt ρ ∈ ∆ und
◦
ρ ∈

◦

∆. �

Lemma 2.3.13. Es seien Σ,∆ k-Fächer in V mit ∆ ⊑ Σ. Weiter seien Σ′ und ∆′

die Minimalfächer zu Σ bzw. ∆. Dann gilt ∆′4Σ′.

Beweis. Es gilt Σ ⊑ Σ′ und ∆ ⊑ ∆′. Mit Lemma 2.2.30 erhalten wir ∆ ⊑ Σ′. Da ∆′

der Minimalfächer zu ∆ ist, gilt ∆′4Σ′. �

Folgerung 2.3.14. Es seien Σ,∆ k-Fächer in V mit ∆4Σ. Weiter seien Σ′ und
∆′ die Minimalfächer zu Σ bzw. ∆. Dann gilt ∆′4Σ′.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.2.29 und Lemma 2.3.13. �
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Erinnerung 2.3.15. Es sei Σ′ ein quasiaffiner Fächer in V , sodass |Σ′| ein Kegel
in V ist. Dann gilt Σ′ = F|Σ′|.

Lemma 2.3.16. Es seien Σ ein quasiaffiner k-Fächer in V und Σ′ der zugehörige
Minimalfächer. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Der Träger |Σ| von Σ ist ein k-Kegel in V .
(ii) Der Träger |Σ′| von Σ′ ist ein Kegel in V .

Des Weiteren gilt: Ist der Träger |Σ| von Σ ein k-Kegel in V , so ist |Σ′| der Abschluss
von |Σ|.

Beweis. Zur Implikation ,,(i)⇒(ii)”: Ist σ := |Σ| ein k-Kegel in V , so ist der Ab-
schluss σ′ von σ ein Kegel. Da |Σ′| abgeschlossen ist, gilt σ′ ⊆ |Σ′|. Noch zu zeigen
ist, dass |Σ′| ⊆ σ′ gilt. Nach Lemma 2.3.10 reicht es zu zeigen, dass für alle τ ∈ Σ
der Abschluss τ ′ eine Teilmenge von σ′ ist. Dies folgt sofort aus Bemerkung 2.1.16.
Insbesondere ist |Σ′| der Abschluss von σ = |Σ|.

Zur Implikation ,,(ii)⇒(i)”: Es sei σ′ := |Σ′| ein Kegel in V . Für jedes τ ∈ Σ sei τ ′

der Abschluss von τ . Nach Bemerkung 2.1.22 und Folgerung 2.2.19 gilt:

|Σ| =
⋃

τ∈Σ

◦
τ =

⋃

τ∈Σ

◦
τ ′.

Mit Lemma 2.3.10 und Erinnerung 2.3.15 erhalten wir, dass τ ′ eine Seite von σ′ ist.
Da Σ′ der Minimalkegel zu Σ ist, folgt mit Lemma 2.3.10, dass

◦
σ′ ⊆ |Σ| und σ′0 ⊆ |Σ|

gilt. Somit ist |Σ| ein k-Kegel. �

Lemma 2.3.17. Es sei Σ ein quasiaffiner k-Fächer in V . Ist |Σ| ein k-kegel in V ,
dann gilt Σ = F|Σ|.

Beweis. Es sei Σ′ der Minimalfächer zu Σ. Wir setzen σ := |Σ| und σ′ := |Σ′|. Mit
Lemma 2.3.16 ist

◦
σ =

◦
σ′.

Zur Inklusion ,,⊆”: Es sei τ ∈ Σ gegeben. Dann existiert ein τ ′ ∈ Σ′ mit
◦
τ ′ ∈

◦

Σ und
τ = τ ′ ∩ |Σ|. Nach Erinnerung 2.3.15 gilt τ ′4σ′. Also ist τ eine Seite von σ.

Zur Inklusion ,,⊇”: Es sei τ4σ gegeben. Dann existiert ein τ ′4σ′ mit τ = τ ′ ∩ σ

und
◦
τ ′ ⊆ τ . Nach Erinnerung 2.3.15 ist τ ′ ∈ Σ′. Da

◦
τ ′ ∈

◦

Σ′ und
◦
τ ′ ⊆ |Σ| gilt, ist

◦
τ ∈

◦

Σ. Aus Σ ⊑ Σ′ folgt τ ∈ Σ. �

Folgerung 2.3.18. Es sei Σ ein spitzer quasiaffiner k-Fächer in V . Ist |Σ| ein
k-Kegel, so ist |Σ| schon spitz.

Beweis. Nach Lemma 2.3.17 ist F|Σ| = Σ. Somit ist |Σ| ∈ F|Σ| spitz. �

Beispiel 2.3.19. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel. Dann ist im Allgemeinen σ ∩ τ kein
k-Kegel siehe Abbildung 7.

Erinnerung 2.3.20. Es seien σ′, τ ′ Kegel in V und ρ′4σ′ sowie δ′4τ ′ Seiten von
σ′ bzw. τ ′. Dann ist ρ′ ∩ δ′ eine Seite von σ′ ∩ τ ′ und σ′0 ∩ τ

′
0 die minimale Seite von

σ′ ∩ τ ′. Gilt
◦
σ′ ∩

◦
τ ′ 6= ∅, so ist

◦
σ′ ∩

◦
τ ′ =

◦

(σ′ ∩ τ ′).

Lemma 2.3.21. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel und σ′ sowie τ ′ die Abschlüsse von σ
bzw. τ . Dann existiert ein quasiaffiner k-Fächer Σσ∩τ in V mit Σσ∩τ ⊑ Fτ ′∩σ′ und
σ ∩ τ = |Σσ∩τ |.
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Beweis. Es seien σ′ und τ ′ die Abschlüsse von σ bzw τ . Nach Definition gilt

σ = σ′0 ∪
◦
σ′ ∪

◦
σ′1 ∪ . . . ∪

◦
σ′k und τ = τ ′0 ∪

◦
τ ′ ∪

◦
τ ′1 ∪ . . . ∪

◦
τ ′l

mit gewissen Seiten σ′i4σ
′ bzw. τ ′j4τ

′. Somit gilt

σ ∩ τ =
⋃

◦
σ′

i∩
◦
τ ′j 6=∅

◦
σ′i ∩

◦
τ ′j.

Nach Erinnerung 2.3.20 ist σ′i ∩ τ
′
j eine Seite von σ′ ∩ τ ′ und σ′0 ∩ τ

′
0 die minimale

Seite von σ′ ∩ τ ′. Weiter erhalten wir mit Erinnerung 2.3.20

Aσ∩τ :=
{ ◦
σ′i ∩

◦
τ ′j;

◦
σ′i ∩

◦
τ ′j 6= ∅

}
⊆

◦

(Fσ′∩τ ′).

Wir setzen Σσ∩τ := (Fσ′∩τ ′)Aσ∩τ ⊑ Fσ′∩τ ′ . Nach Satz 2.2.22 ist Σσ∩τ ein quasiaffiner
k-Fächer. Mit Bemerkung 2.2.23 erhalten wir |Σσ∩τ | = |Aσ∩τ | = σ ∩ τ . �

Beispiel 2.3.22. Es seien Σ ein k-Fächer und Σ′ ein Fächer in V mit
◦

Σ =
◦

Σ′. Dann
gilt Σ ⊑ Σ′ im Allgemeinen nicht siehe Abbildung 11.

Σ Σ′

Abbildung 11

Beispiel 2.3.23. Es sei Σ ein k-Fächer. Im Allgemeinen existiert kein Fächer Σ′

mit Σ ⊑ Σ′ siehe Abbildung 8.

Wir verallgemeinern den Begriff des ,,Fächersystems” welcher in [4] wie folgt ein-
geführt worden ist:

Definition 2.3.24. Ein Fächersystem in V ist eine endliche Familie S ′ := (Σ′
ij)i,j∈I

von Fächern in V , sodass Σ′
ij = Σ′

ji und Σ′
ij ∩ Σ′

jk 4 Σ′
ik gilt für jedes i, j, k ∈ I.

Definition 2.3.25. Ein konstruierbares Fächersystem (k-Fächersystem) in V ist
eine endliche Familie S := (Σij)i,j∈I von k-Fächern in V , sodass für jedes i, j, k ∈ I
gilt:

Σij = Σji und Σij ∩ Σjk 4 Σik.

Bemerkung 2.3.26. Es sei S := (Σij)i,j∈I ein k-Fächersystem. Dann gilt für jedes
i, j, k ∈ I:

(i) Σij = Σij ∩Σji4Σii und Σji = Σji ∩ Σij4Σjj

(ii)
◦

Σij =
◦

Σji und
◦

Σij ∩
◦

Σjk ⊆
◦

Σik

Beispiel 2.3.27. Wir betrachten den Kegel σ′ := cone(e1, e2) in Q2 und den k-Kegel

σ := {0} ∪
◦

cone(e1, e2),

wobei e1 und e2 die kanonischen Basisvektoren in Q2 bezeichnen. Wir setzen weiter
Σ11 := Σ22 := Fσ und Σ12 := Σ21 := {0}. Dann ist Σ12 ein offener Teilfächer von
Σ11. Somit ist S := (Σij)i,j∈{1,2} ein k-Fächersytem in Q2.
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Definition 2.3.28. Es sei S = (Σij)i,j ein k-Fächersystem. S heißt attraktiv, falls
für alle i ∈ I ein k-Kegel σi in V existiert mit Σii = Fσi

.

Bemerkung 2.3.29. Es seien Σ ein k-Fächer in V und σ1, . . . , σm die maxima-
len k-Kegel von Σ bezüglich der mengentheoretischen Inklusion. Wir setzen I :=
{1, . . . ,m}. Dann ist S := (Σij)i,j∈I ein attraktives k-Fächersystem mit Σii := Fσi

und Σij := Σσi∩σj
.

Definition 2.3.30. Wir nennen ein k-Gitterfächersystem S = (Σij)i,j spitz, falls
alle Σij spitz sind.

Konstruktion 2.3.31. Es seien σ1, . . . , σm k-Kegel in V . Wir setzen Σii := Fσi

für i ∈ I := {1, . . . ,m}. Dann gibt es mindestens eine Möglichkeiten, aus den k-
Kegeln σ1, . . . , σm ein k-Fächersystem S := (Σij)i,j∈I in V zu konstruieren. Wir
setzen Σij := {τ ; τ ∈ Σii,Σjj}, für i, j ∈ I. Das heißt, wir haben die k-Kegel in V
maximal verklebt.

Falls alle σi spitz sind, gibt es eine weitere Möglichkeit aus den k-Kegeln σ1, . . . , σm
ein k-Fächersystem in V zu konstruieren. Wir setzen Σij := {0}, für i, j ∈ I mit
i 6= j. Das heißt wir haben die k-Kegel in V minimal verklebt.

Definition 2.3.32. Es seien S := (Σij)i,j∈I und R := (∆sl)s,l∈L k-Fächersysteme
in V . Dann heißt R konstruierbares Teilfächersystem (k-Teilfächersystem) von S
(Bezeichnung R ⊑ S), falls eine injektive Abbildung ι : L → I existiert, sodass für
alle s, l ∈ L gilt:

(i) Es ist ∆ss ⊑ Σι(s)ι(s).

(ii) Für jedes τ ∈ Σι(s)ι(l) mit
◦
τ ∈

◦

∆ss gilt τ ∩ |
◦

∆ss| ∈ ∆sl.

Bemerkung 2.3.33. Es seien S := (Σij)i,j∈I und R := (∆sl)s,l∈L k-Fächersysteme
in V mit R ⊑ S. Dann gilt ∆sl ⊑ Σι(s)ι(l) für alle s, l ∈ L.

Konstruktion 2.3.34. Es sei S := (Σij)i,j∈I ein attraktives k-Fächersystem in V .
Dann existiert für jedes i ∈ I ein k-Kegel σi in V mit Σii = Fσi

. Es seien σ′i die
Abschlüsse von σi. Wir setzen Σ′

ii := Fσ′i und

Σ′
ij :=

⋃

τ ′4σ′i,σ
′
j ,

◦
τ ′∈

◦
Σij

Fτ ′ .

Die Kollektionen Σ′
ij sind Fächer mit Σ′

ij = Σ′
ji und Σ′

ij4Σ′
ii,Σ

′
jj. Falls S ′ :=

(Σ′
ij)i,j∈I ein Fächersystem in V ist, so gilt S ⊑ S ′. Wir nennen dann S ′ den Ab-

schluss von S.

Begründung. Es ist nur zu zeigen, dass für jedes τ ′ ∈ Σ′
ij mit

◦
τ ′ ∈

◦

Σii gilt:

τ ′ ∩ |Σii| ∈ Σij.

Es sei τ ′ ∈ Σ′
ij mit

◦
τ ′ ∈

◦

Σii gegeben. Da Σii ⊑ Σ′
ii gilt, ist τ = τ ′ ∩ |Σii| ∈ Σii.

Aus τ ′ ∈ Σ′
ij folgt, dass es ein ρ′ ∈ Σ′

ii gibt mit
◦
ρ′ ∈

◦

Σij und τ ′4ρ′. Da Σ′
ij4Σ′

ii

und
◦

Σij ⊆
◦

Σii gilt erhalten wir ρ := ρ′ ∩ |Σii| ∈ Σii. Insbesondere ist
◦
ρ =

◦
ρ′ ∈

◦

Σij.
Mit Lemma 2.2.17 folgt somit ρ ∈ Σij. Aus τ ⊆ ρ folgt mit Lemma 2.2.11, dass
τ4ρ ∈ Σij gilt. �
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Bemerkung 2.3.35. Ist S := (Σij)i,j∈I ein attraktives k-Fächersystem in V mit
I = {1, 2}, so besitzt S einen Abschluss.

Definition 2.3.36. Es seien S := (Σij)i,j∈I und R := (∆sl)s,l∈L k-Fächersysteme in
V . Dann heißt R offenes konstruierbares Teilfächersystem (offenes k-Teilfächersy-
stem) von S (Bezeichnung R4S), falls eine injektive Abbildung ι : L→ I existiert,
sodass für alle s, l ∈ L gilt:

(i) Es ist ∆ss4Σι(s)ι(s).
(ii) Es gilt Σι(s)ι(l) ∩∆ss = ∆sl.

Definition 2.3.37. Ein k-Fächersystem S = (Σij)i,j∈I in V heißt separiert, falls
|Σij | = |Σii| ∩ |Σjj| gilt für alle i, j ∈ I.

Konstruktion 2.3.38. Es sei Σ := {σ1, . . . , σm} ein k-Fächer in V . Dann setzen
wir I = {1, . . . ,m} und Σij := Σσi∩σj

. Dann ist SΣ := (Σij)i,j∈I ein separiertes
k-Fächersystem in V .
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2.4. Vergitterung.

Wir werden in Abschnitt 2.4 die Vergitterung von k-Kegeln, k-Fächern bzw. k-
Fächersysteme betrachten. Das heißt, wir werden die Kategorie der k-Gittekegel, die
Kategorie der k-Gitterfächer sowie die Kategorie der k-Gitterfächersysteme einführen.
Wir beweisen, dass die Kategorie der k-Gitterkegel eine volle Unterkategorie der k-
Gitterfächer ist und die Kategorie der k-Gitterfächer eine volle Unterkategorie der
k-Gitterfächersysteme siehe Folgerung 2.4.19 und Folgerung 2.4.31. Des Weiteren
werden wir feststellen, dass Bilder von k-Kegel im Allgemeinen keine k-Kegel sind
siehe Bemerkung 2.4.6. Deshalb werden wir das konstruierbare Bild eines k-Kegels
definieren.

Erinnerung 2.4.1. Ein Gitter ist eine freie endlich erzeugte abelsche Gruppe. Ein
Morphismus zwischen Gittern N und M ist ein Homomorphismus F : N → M
abelscher Gruppen. Für ein Gitter N bezeichnen wir mit NQ := N ⊗Z Q den zu
N gehörigen Q-Vektorraum. Es sei F : N →M ein Morphismus von Gittern. Dann
liefert F einen Morphismus FQ : NQ →MQ von Q-Vektorräumen.

Vereinbarung 2.4.2. Für einen Gittermorphismus F : N → M werden wir die
induzierte Abbildung der rationalen Vektorräume ebenfalls mit F bezeichnen, wenn
aus dem Kontext klar hervor geht, um welche Abbildung es sich handelt.

Definition 2.4.3 (Kategorie der k-Gitterkegel).

(i) Ein k-Gitterkegel ist ein Paar (N,σ), wobei N ein Gitter und σ ein k-Kegel
in NQ ist.

(ii) Ein Morhpismus von k-Gitterkegeln (N,σ) und (M, τ) ist eine lineare Ab-
bildung F : N →M mit F (σ) ⊆ τ .

Lemma 2.4.4. Es sei F : (N,σ) → (M, τ) ein Morphismus von k-Gitterkegeln.
Weiter seien σ′ und τ ′ die Abschlüsse von σ bzw. τ . Dann gilt F (σ′) ⊆ τ ′.

Beweis. Es sei F (σ) ⊆MQ der Abschluss von F (σ) in MQ. Dann gilt F (σ) ⊆ τ ′. Da

F stetig ist, gilt σ′ ⊆ F−1(F (σ)) und somit ist F (σ′) ⊆ τ ′. �

Erinnerung 2.4.5. Es seien (N,σ′) ein Gitterkegel und F : N →M ein Morphismus
von Gittern. Dann ist F (σ′) ein Kegel in MQ und es gilt

◦

F (σ′) = F (
◦
σ′).

Bemerkung 2.4.6. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel und F : N → M ein Gitter-
morphismus. Dann ist F (σ) im Allgemeinen kein k-Kegel in MQ. Dazu betrachten
wir den k-Kegel

σ :=
◦

cone(e1, e2, e3, e4) ∪
◦

cone(e3, e4) ∪ {0}

in Q4 = Z4
Q, wobei ei die Standardbasisvektoren von Q4 bezeichnen. Weiter seien

e′1, e
′
2, e

′
3 die Standardbasisvektoren in Q3 = Z3

Q und F : Z4 → Z3 ein Gittermorphis-

mus mit F (ei) := e′i für i = 1, 2, 3 und F (e4) = e′2+e′3. Es ist σ′ := cone(e1, e2, e3, e4)
der Abschluss von σ und τ ′ := cone(e′1, e

′
2, e

′
3) = F (σ′). Weiter ist F (σ′) der Ab-

schluss von F (σ). Für das Bild von σ und F erhalten wir

F (σ) =
◦
τ ′ ∪ F (

◦

cone(e3, e4)) ∪ {0}.
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Es gilt ρ′ := cone(e′3, e
′
2 + e′3) = F (cone(e3, e4)). Aber ρ′ ist keine Seite von τ ′. Also

ist F (σ) kein k-Kegel in Q3.

Konstruktion 2.4.7. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel, σ′ der Abschluss von σ
und F : N → M ein Morphismus von Gittern. Wir definieren das konstruierbare
Bild (k-Bild) von σ unter F als

F c(σ) :=
⋃

τ ′4F (σ′),
◦
τ ′∩F (σ)6=∅

◦
τ ′.

Die Menge F c(σ) ist ein k-Kegel mit zugehörigem Abschluss F (σ′) und es gilt:
◦

F c(σ) = F (
◦
σ).

Begründung. Da
◦
σ =

◦
σ′ gilt, erhalten wir F (

◦
σ) ⊆ F c(σ). Nach Bemerkung 2.1.12

ist die minimale Seite F (σ′)0 von F (σ′) der größte Unterraum von MQ, der in F (σ′)
enthalten ist. Also ist F (σ0) ⊆ F (σ′)0. Insbesondere gilt F (σ′)0 ⊆ F c(σ). Somit ist
F c(σ) ein k-Kegel in MQ mit zugehörigem Abschluss F (σ′). Mit Erinnerung 2.4.5

erhalten wir, dass
◦

F c(σ) = F (
◦
σ) gilt. �

Bemerkung 2.4.8. Es seien (N,σ′) ein Gitterkegel und F : N → M ein Morphis-
mus von Gittern. Dann gilt F c(σ′) = F (σ′).

Beispiel 2.4.9. Es seien σ und F : Z4 → Z3 wie in Bemerkung 2.4.6 gegeben. Dann
gilt

F c(σ) =
◦

cone(e′1, e
′
2, e

′
3) ∪

◦

cone(e′2, e
′
3) ∪ {0}.

Lemma 2.4.10. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel und F : N → M ein Gittermor-
phismus. Dann gilt F (σ) ⊆ F c(σ).

Beweis. Es sei σ′ der Abschluss von σ. Nach Erinnerung 2.4.5 ist F (τ ′) ein Kegel,
für alle τ ′4σ′. Mit Folgerung 2.1.31 existiert zu jedem τ ′4σ′ ein ρ′4F (σ′), sodass
gilt:

F (
◦
τ ′) =

◦

F (τ ′) ⊆
◦
ρ′.

Es sei jetzt τ ′4σ′ mit
◦
τ ′ ⊆ σ. Dann existiert ein ρ′4F (σ′) mit F (

◦
τ ′) ⊆

◦
ρ′. Da

F (
◦
τ ′) ⊆ F (σ) gilt, ist

◦
ρ′ ⊆ F c(σ). Also gilt F (σ) ⊆ F c(σ). �

Lemma 2.4.11. Es seien (N,σ), (M, τ) k-Gitterkegel und F : N →M eine lineare
Abbildung. Dann gilt

F (σ) ⊆ τ ⇔ F c(σ) ⊆ τ.

Beweis. Wegen Lemma 2.4.10 ist nur zur Implikation ,,⇒” etwas zu zeigen. Also
gelte F (σ) ⊆ τ . Es seien σ′ und τ ′ die Abschlüsse von σ bzw. τ . Weiter sei ρ′4F (σ′)
mit

◦
ρ′ ∩ F (σ) 6= ∅ gegeben. Es ist zu zeigen, dass

◦
ρ′ ⊆ τ gilt. Mit Folgerung 2.1.26

existiert eine Seite δ′ von τ ′ mit
◦

δ′ ∩
(◦
ρ′ ∩ F (σ)

)
6= ∅.

Nach Lemma 2.4.4 ist F (σ′) ⊆ τ ′. Somit erhalten wir mit Folgerung 2.1.32, dass
◦
ρ′ ⊆

◦

δ′ gilt. Daraus folgt

∅ 6=
◦
ρ′ ∩ F (σ) ⊆

◦

δ′ ∩ F (σ) ⊆
◦

δ′ ∩ τ.
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Mit Bemerkung 2.1.8 erhalten wir
◦
ρ′ ⊆

◦

δ′ ⊆ τ und somit die Behauptung. �

Folgerung 2.4.12. Es seien (N,σ), (N, τ) k-Gitterkegel und F : N →M ein Mor-
phismus von Gittern mit F (τ) ⊆ F (σ). Dann ist F c(τ) ⊆ F c(σ).

Beweis. Mit Lemma 2.4.10 erhalten wir F (τ) ⊆ F c(σ). Nach Konstruktion 2.4.7 ist
F c(σ) ein k-Kegel. Somit folgt mit Lemma 2.4.11, dass F c(τ) ⊆ F c(σ) gilt. �

Definition 2.4.13 (Kategorie der K-Gitterfächer).

(i) Ein konstruierbarer Gitterfächer (k-Gitterfächer) ist ein paar (N,Σ), wobei
N Gitter und Σ ein k-Fächer in NQ ist.

(ii) Ein Morhpismus von k-Gitterfächern (N,Σ) und (M,∆) ist eine lineare
Abbildung F : N → M , sodass für jedes σ ∈ Σ ein τ ∈ ∆ existiert mit
F (σ) ⊆ τ .

Definition 2.4.14.

(i) Wir nennen einen k-Gitterkegel (N,σ) spitz, falls σ spitz ist.
(ii) Wir nennen einen k-Gitterfächer (N,Σ) spitz, falls alle σ ∈ Σ spitz sind.

Bemerkung 2.4.15. Es sei (N,σ) ein k-Gitterkegel, dann ist (N,Fσ) nach Bemer-
kung 2.2.6 ein k-Gitterfächer.

Lemma 2.4.16. Es seien F : (N,Σ) → (M,∆) ein Morphismus und σ0 ∈ Σ bzw.
δ0 ∈ ∆ die minimalen k-Kegel von Σ bzw. ∆. Dann gilt F (σ0) ⊆ δ0.

Beweis. Zu σ0 existiert ein ρ ∈ ∆ mit F (σ0) ⊆ ρ. Nach Lemma 2.2.8 gilt δ04ρ.
Nach Bemerkung 2.1.12 ist der Unterraum δ0 der größte Unterraum von MQ der in
ρ enthalten ist. Somit gilt F (σ0) ⊆ δ0. �

Lemma 2.4.17. Es seien (N,σ), (M, τ) k-Gitterkegel und F : N →M eine lineare
Abbildung. Dann sind äquivalent

(i) F ist ein Morphismus von k-Gitterkegeln (N,σ) und (M, τ).
(ii) F ist ein Morhismus von k-Gitterfächern (N,Fσ) und (M,Fτ ).

Beweis. Es ist nur zur Implikation ,,(ii)⇒(i)” etwas zu zeigen. Diese folgt aus der
Tatsache, dass σ ∈ Fσ und τ ∈ Fτ gilt. �

Folgerung 2.4.18. Es sei F : (N,σ)→ (M,ρ) ein Isomorphismus von k-Gitterkegeln.
Falls τ4σ gilt, ist F (τ)4F (σ).

Beweis. Lemma 2.4.17 liefert, dass F : (N,Fσ) → (M,Fρ) ein Isomorphismus von
k-Gitterfächern ist. Somit folgt die Behauptung mit Lemma 2.3.17. �

Folgerung 2.4.19. Wir haben einen injektiven volltreuen kovarianten Funktor

G :

{
Kategorie der
k-Gitterkegel

}
→

{
Kategorie der quasiaffinen

k-Gitterfächer

}

(N,σ) 7→ (N,Fσ)

F 7→ F

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.2.6 und Lemma 2.4.17. �
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Bemerkung 2.4.20. Es seien (N,σ), (M, τ) zwei k-Gitterkegel und F : N → M
ein Gittermorphismus mit F (

◦
σ) ⊆

◦
τ . Dann gilt im Allgemeinen F (σ) * τ . Siehe

Abbildung 5 mit F = id.

Lemma 2.4.21. Es sei F : (N,Σ)→ (M,∆) ein Morphismus von k-Gitterfächern.
Weiter seien τ ∈ Σ und ρ ∈ ∆ mit F (

◦
τ)∩

◦
ρ 6= ∅. Dann gilt F (

◦
τ) ⊆

◦
ρ und F (τ) ⊆ ρ.

Beweis. Zu τ existiert ein ρ1 ∈ ∆ mit F (τ) ⊆ ρ1. Mit Lemma 2.4.11 gilt F c(τ) ⊆ ρ1.
Konstruktion 2.4.7 liefert

∅ 6=
◦

F c(τ) ∩
◦
ρ = F (

◦
τ) ∩

◦
ρ.

Mit Lemma 2.2.11 folgt ρ4ρ1. Nach Lemma 2.1.30 erhalten wir weiter, dass
◦

F c(τ) ⊆ ρ
und F c(τ) ⊆ ρ gilt. Lemma 2.4.11 liefert dann die Behauptung. �

Folgerung 2.4.22. Es sei F : (N,Σ)→ (M,∆) ein Morphismus von k-Gitterfächern.
Dann gibt es zu jedem τ ∈ Σ genau ein ρ ∈ ∆ mit F (

◦
τ) ⊆

◦
ρ und F (τ) ⊆ ρ.

Beweis. Es sei τ ∈ Σ gegeben. Wir wissen, dass |
◦

∆| = |∆| gilt. Somit liefert Lem-

ma 2.4.21, dass es ein ρ ∈ ∆ gibt mit F (
◦
τ ) ⊆

◦
ρ und F (τ) ⊆ ρ. Die Eindeutigkeit

folgt aus Lemma 2.2.10. �

Folgerung 2.4.23. Es seien F : (N,Σ) → (M,∆) ein Morphismus von quasiaf-
finen k-Gitterfächern und Σ′ sowie ∆′ die Minimalfächer zu Σ bzw. ∆. Dann ist
F : (N,Σ′)→ (M,∆′) ein Morphismus von Gitterfächern.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.3.10 und Lemma 2.4.4 �

Definition 2.4.24. Es sei S := (Σij)i,j∈I ein k-Fächersystem in V . Dann definiert

S auf F(S) := {(σ, i), i ∈ I, σ ∈ Σii} folgende Äquivalenzrelation:

(σ, i) ∼ (σ, j) :⇔ σ ∈ Σij.

Die Äquivalenzklasse von (σ, i) bezeichnen wir mit [σ, i] und die Menge der Äquiva-
lenzklassen bezeichenen wir mit Ω(S).

Bemerkung 2.4.25. Für die Äquivalenzrelation gilt:

(i) Ist S spitz, so gilt ({0}, i) ∼ ({0}, j), für alle i, j ∈ I.
(ii) Ist (σ, i) ∼ (τ, j) so gilt σ = τ .
(iii) Aus (τ, i) ∼ (τ, j) folgt (ρ, i) ∼ (ρ, j) für jede Seite ρ4τ .

Definition 2.4.26. Es sei S ein k-Fächersystem in V . Die Äquivalentzklasse [τ, j]
heißt Seite von [σ, i] (Bezeichnung [τ, j]4[σ, i]), falls τ4σ und [τ, j] = [τ, i] gilt.

Definition 2.4.27 (Kategorie der k-Gitterfächersysteme).

(i) Ein konstruierbares Gitterfächersystem (k-Gitterfächersystem ist ein paar
(N,S), wobei N ein Gitter und S ein k-Fächersystem in NQ ist.

(ii) Ein Morphismus von k-Gitterfächersystemen (N,S) und (M,R) ist ein Paar
(F, f), wobei F : N → M eine lineare Abbildung ist und f : Ω(S) → Ω(R)
eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
(a) Falls f([τ, i]) = [ρ, s] gilt, dann gilt F (

◦
τ ) ⊆

◦
ρ und F (τ) ⊆ ρ.

(b) Falls [τ, i]4[σ, j] gilt, dann gilt f([τ, i])4f([σ, j]).
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Definition 2.4.28. Wir nennen ein k-Gitterfächersystem (N, (Σij)i,j∈I) spitz, falls
alle Σij spitz sind.

Konstruktion 2.4.29. Es seien Σ ein k-Fächer in V und σ1, . . . , σn die k-Kegel
von Σ. Wir setzen Σii := Fσi

und Σij := Σσi∩σj
. Dann ist SΣ := (Σij)i,j∈I mit I :=

{1, . . . , n} ein attraktives k-Fächersystem in V . Da k-Kegel in einem Fächer durch ihr
Inneres eindeutig bestimmt sind siehe Lemma 2.2.10, haben wir eine wohldefinierte
bijektive Zuordnung:

ι : Σ → Ω(SΣ), τ 7→ [τ, i] falls τ4σi.

Wir setzen Ω(Σ) := Ω(SΣ). Es seien (N,Σ) und (M,∆) zwei k-Gitterfächer. Dann lie-
fert ι und Lemma 2.4.22 eine natürliche wohldefinierte Zuordnung: fF : Ω(Σ)→ Ω(∆).
Somit haben wir eine Bijektion:

Mor((N,Σ), (M,∆)) → Mor((N,SΣ), (M,S∆)), F 7→ (F, fF )

Bemerkung 2.4.30. Man kann in Konstruktion 2.4.29 die k-Kegel auch maximal
bezüglich Inklusion wählen (Bezeichnung Smax

Σ ). Dann haben wir einen natürlichen
Isomorphismus (id, fid) : (N,SΣ)→ (N,Smax

Σ ).

Folgerung 2.4.31. Wir haben einen injektiven volltreuen kovarianten Funktor

G :

{
Kategorie der
k-Gitterfächer

}
→

{
Kategorie der attraktiven

k-Gitterfächersysteme

}

(N,Σ) 7→ (N,SΣ)

F 7→ (F, fF )

Satz 2.4.32. Es sei (N,S) ein k-Gitterfächersystem. Dann existiert ein attrakives
k-Gitterfächersystem (N,R) und ein Isomorphismus (id, f) : (N,S)→ (N,R).

Beweis. Es sei S = (Σij)i,j∈I . Für jedes i ∈ I seien σi1 , . . . σir die k-Kegel von
Σii. Wir setzen ∆ilil := Fσil

und ∆il,js := {ρ; ρ ∈ Σij, ρ4σil , σjs}. Offensichtlich

ist R := (∆iljs)il,js∈I1 ein k-Fächersystem in NQ, wobei I1 := {is, i ∈ I}. Weiter
definieren wir

f : Ω(S) → Ω(R), [τ, i] 7→ [τ, il], wobei τ4σil .

Die Abbildung f ist wohldefiniert und erfüllt die Eigenschaften 2.4.27 (a) sowie
2.4.27 (b). Die Umkehrabbildung zu f ist gegeben durch

g : Ω(R) → Ω(S), [τ, il] 7→ [τ, i].

Die Abbildung g ist ebenfalls wohldefiniert und erfüllt die Eigenschaften 2.4.27 (a)
sowie 2.4.27 (b). Somit ist (id, f) : (N,S)→ (N,R) ein Isomorphismus . �

Bemerkung 2.4.33. Im Beweis von Satz 2.4.32 kann man anstatt aller k-Kegel
von Σii auch nur die maximalen k-Kegel bezüglich Inklusion betrachten.

Bemerkung 2.4.34. Es seien S := (Σij)i,j∈I und R := (∆sl)s,l∈L k-Fächersysteme
in V mit R4S durch ι gegeben. Dann gilt ∆sl4Σι(s),ι(l) und folgende Zuordnung ist
wohldefiniert und injektiv:

Ω(R) → Ω(S), [τ, s] 7→ [τ, ι(s)]
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2.5. Der Stern eines k-Kegels in einem k-Fächer.

Wir führen in diesem Abschnitt den Begriff des Stern eines k-Kegels in einem k-
Fächer ein, welcher für Fächer ein Standardbegriff ist.

Erinnerung 2.5.1. Ein Untergitter L ⊆ N heißt primitiv, falls eine der äquivalenten
Aussagen gilt:

(i) Es gibt ein Untergitter L1, sodass N = L⊕ L1 gilt.
(ii) Der Quotient N/L ist frei.
(iii) Der Quotient N/L ist torsionsfrei.
(iv) Es gibt einen Unterraum V ⊆ NQ mit L = V ∩N .

Ist F : N → M ein Gittermorphismus und L ⊆ M ein primitives Untergitter, dann
ist F−1(L) ein primitives Untergitter von N . Es seien L ein Untergitter von N und
V ⊆ NQ ein Unterraum mit L = V ∩N . Dann ist LQ = V .

Definition 2.5.2. Es seien Σ ein k-Fächer in V und ρ ∈ Σ. Wir nennen folgende
Kollektion den Stern von ρ in Σ:

SternΣ(ρ) := Stern(ρ) := {τ ; τ ∈ Σ, ρ4τ}

Schreibweise 2.5.3. Es seien σ ein k-Kegel in V und τ eine Seite von σ. Wir setzen
Sternσ(τ) := SternFσ(τ).

Erinnerung 2.5.4. Es seien (N,σ′) ein Gitterkegel und ρ′4σ′. Wir betrachten das
primitive Untergitter L := lin(ρ′) ∩ N und den Morphismus P : N → N/L. Dann
ist P (σ′) ein spitzer Kegel in NQ/LQ. Weiter ist die folgende Zuordnungen bijektiv
und in beide Richtungen inklusionserhaltend:

Sternσ′(ρ
′) → FP (σ′), τ ′ 7→ P (τ ′).

Weiter gilt codimN (τ ′) = codimN/L(P (τ ′)) für alle τ ′ ∈ Sternσ′(ρ
′).

Bemerkung 2.5.5. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel und ρ4σ. Wir betrachten das
primitive Untergitter L := lin(ρ) ∩ N und den Morphismus P : N → N/L. Dann
haben wir im Allgemeinen keine bijektive Zuordnung:

Stern(ρ) → FP (σ), τ 7→ P (τ).

Dazu betrachten wir den Kegel σ′ := cone(e1, e2, e3) in Q3 = NQ, wobei e1, e2
und e3 die kanonischen Basisvektoren in Q3 bezeichnen und N = Z3 gilt. Wir setzen
ρ′1 := cone(e1)4σ′ und L := lin(ρ′1)∩Q3 ∼= Z. Dann ist N/L ∼= Z2. Weiter betrachten
wir den k-Kegel

σ := {0} ∪
◦

cone(e1, e2, e3) ∪ cone(e1) ∪ cone(e2) ∪ cone(e3).

Folgerung 2.1.20 liefert, dass die Mengen {0}, ρi := cone(ei) und σ die Seiten des
k-Kegels σ sind. Es gilt ρ′1 = ρ1 und Sternσ(ρ1) = {ρ1, σ}. Das Bild von σ unter P
ist

P (σ) = cone((1, 0), (0, 1)) = P c(σ) ⊆ Z2
Q.

Die Anzahl der k-Kegel in Sternσ(ρ1) ist zwei, die Anzahl der Seiten vom k-Kegel
P (σ) jedoch vier.

Bemerkung 2.5.6. Es seien Σ und ∆ k-Fächer in V mit ∆4Σ. Dann gilt Stern∆(τ) ⊆
SternΣ(τ) für jedes τ ∈ ∆.
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Schreibweise 2.5.7. Es seien N ein Gitter und τ ein k-Kegel in NQ. Wir schreiben
Nτ := N/(lin(τ) ∩N).

Konstruktion 2.5.8. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel, ρ4σ und σ′ der Abschluss
von σ. Wir betrachen den Morphismus P : N → Nρ und setzen für jedes τ ∈ Sternσ(ρ):

P s(τ) :=
⋃

δ∈Sternτ (ρ)

P (
◦

δ).

Die Menge P s(σ) ist ein spitzer k-Kegel in (Nρ)Q mit Abschluss P (σ′). Weiter haben
wir eine bijektive und in beide Richtungen inklusionserhaltend Zuordnung:

ι : Sternσ(ρ) → FP s(σ), τ 7→ P s(τ).

Weiter gilt codimN (τ) = codimNρ(P s(τ)) für alle τ ∈ Sternσ(ρ).

Begründung. Es sei ρ′ der Abschluss von ρ. Dann gilt ρ′4σ′ und lin(ρ′) = lin(ρ).
Es gilt weiter Fσ ⊑ Fσ′ , Wir zeigen zuerst, dass P s(σ) ein k-Kegel in (Nρ)Q mit
Abschluss P (σ′) ist. Nach Erinnerung 2.4.5 ist P (σ′) ein Kegel und es gilt:

◦

P (σ′) = P (
◦
σ′) = P (

◦
σ).

Es gilt σ ∈ Stern(ρ). Somit ist
◦

P (σ′) ⊆ P s(σ). Nach Bemerkung 2.1.16 gilt für
jedes τ ∈ Sternσ(ρ) und den Abschluss τ ′ von τ , dass τ ′ ∈ Sternσ′(ρ

′) ist. Erin-
nerung 2.5.4 liefert, dass P (τ ′)4P (σ′) gilt. Somit ist P s(σ) eine Vereinigung von
gewissen Seiteninneren von P (σ′). Nach Erinnerung 2.5.4 ist P (σ′) ein spitzer Ke-
gel. Nach Bemerkung 2.1.14 ist P s(σ) spitz. Also ist P s(σ) ein spitzer k-Kegel in
(Nρ)Q mit Abschluss P (σ′).

Zur Wohldefiniertheit von ι: Es sei dazu ein τ ∈ Sternσ(ρ) gegeben. Dann existiert
ein τ ′4σ′ mit

◦
τ ′ ⊆ τ und τ = τ ′ ∩ σ. Nach Bemerkung 2.1.16 gilt ρ′4τ ′4σ′. Somit

ist P (τ ′)4P (σ′). Es ist zu zeigen, dass
◦

P (τ ′) ⊆ P s(τ) und P s(τ) = P (τ ′) ∩ P s(σ)
gilt. Aus

◦
τ ′ =

◦
τ folgt

◦

P (τ ′) = P (
◦
τ ′) ⊆ P s(τ).

Mit Bemerkung 2.5.6 folgt, dass Sternτ (ρ) ⊆ Sternσ(ρ) gilt. Somit ist P s(τ) ⊆
P (τ ′) ∩ P s(σ). Wir zeigen jetzt, dass P (τ ′) ∩ P s(σ) ⊆ P s(τ ′) gilt. Dazu sei ein

δ ∈ Sternσ(ρ) mit P (
◦

δ) ∩ P (τ ′) 6= ∅ gegeben. Dann gilt ρ′4δ′4σ′, wobei δ′ der

Abschluss von δ ist. Also gilt P (δ′)4P (σ′). Somit folgt aus P (
◦

δ′) ∩ P (τ ′) 6= ∅, dass
P (δ′)4P (τ ′) und damit ρ′4δ′4τ ′ gilt. Lemma 2.2.31 liefert, dass ρ4δ4τ gilt. Somit

gilt insbesondere δ ∈ Sternτ (ρ) bzw. P (
◦

δ) ⊆ P s(τ). Also ist

P s(τ) = P (τ ′) ∩ P s(σ) 4 P s(σ).

Zur Injektivität von ι: Es seien τ, δ ∈ Sternσ(ρ) mit P s(δ) = P s(τ) gegeben. Dann
ist P (δ′) = P (τ ′), wobei δ′ der Abschluss von δ und τ ′ der Abschluss von τ . Es
gilt weiter, dass ρ′4τ ′4σ′ und ρ′4δ′4σ′ ist. Mit Erinnerung 2.5.4 folgt δ′ = τ ′ und

damit
◦
τ =

◦
τ ′ =

◦

δ′ =
◦

δ. Nach Lemma 2.1.25 ist δ = τ .

Zur Surjektivität von ι: Es sei τ4P s(σ) gegeben. Dann existiert ein τ ′4P (σ′) mit
◦
τ ′ ⊆ τ und τ = τ ′ ∩ P s(σ). Nach Erinnerung 2.5.4 existiert weiter ein ρ′4δ′4σ′
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mit P (δ′) = τ ′. Somit gibt es ein δ1 ∈ Sternσ(ρ) mit P (
◦

δ′) ∩ P (
◦

δ1) 6= ∅. Für den
Abschluss δ′1 von δ1 folgt damit ρ′4δ′14σ

′ und P (δ′1) = P (δ′) = τ ′. Somit ist

P s(δ) = P (δ′1) ∩ P s(σ) = τ ′ ∩ P s(σ) = τ.

Für jedes τ ∈ Sternσ(ρ) ist P (τ ′) der Abschluss von P s(τ), wobei τ ′ der Ab-
schluss von τ ist. Nach Bemerkung 2.1.35 gilt dim(τ ′) = dim(τ) und dim(P (τ ′)) =
dim(P s(τ)) für alle τ ∈ Sternσ(ρ). Mit Erinnerung 2.5.4 erhalten wir codimN (τ) =
codimNρ(P s(τ)) für alle τ ∈ Sternσ(ρ). �

Folgerung 2.5.9. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel und σ0 die minimale Seite von
σ. Wir betrachten den Morphismus P : N → Nσ0 . Dann gilt P (σ) = P s(σ). Insbe-
sondere ist P : (N,σ)→ (Nσ0 , P

s(σ)) ein Morphismus von k-Gitterkegeln und P s(σ)
spitz.

Beweis. Da σ0 die minimale Seite von σ ist, gilt Sternσ(σ0) = Fσ. Somit ist P s(τ) =
P (τ) für alle τ ∈ Fσ. Also folgt die Behauptung mit Konstruktion 2.5.8. �

Bemerkung 2.5.10. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel und ρ4σ. Wir betrachten den
Morphismus P : N → Nρ. Dann gilt im Allgemeinen P s(σ) 6= P (σ). Dazu betrachten
wir den k-Kegel σ und die Seite ρ1 aus Bemerkung 2.5.5. Dann ist

P s(σ) = {0} ∪
◦

cone((1, 0), (0, 1)) 6= cone((1, 0), (0, 1)) = P (σ).

Bemerkung 2.5.11. Es seien (N,σ′) ein Gitterkegel und ρ′4σ′. Wir betrachten
den Morphismus P : N → Nρ′ . Dann ist P s(σ′) = P (σ′).

Bemerkung 2.5.12. Es seien σ ein k-Kegel und v1, v2 ∈ σ. Dann gilt im Allgemei-
nen v1 + v2 /∈ σ.

Erinnerung 2.5.13. Es seien σ′ ein Kegel in V und w ∈ σ′. Dann ist w + v ∈
◦
σ′

für alle v ∈
◦
σ′.

Lemma 2.5.14. Es seien σ ein k-Kegel in V und w ∈ σ. Dann ist w + v ∈
◦
σ für

alle v ∈
◦
σ.

Beweis. Es sei σ′ der Abschluss von σ. Dann gilt
◦
σ′ =

◦
σ. Somit folgt die Behauptung

aus Erinnerung 2.5.13. �

Erinnerung 2.5.15. Es seien σ′ ein Kegel in V und v ∈ lin(σ′). Dann existiert ein
w ∈

◦
σ′ mit v + w ∈

◦
σ′.

Lemma 2.5.16. Es seien σ ein k-Kegel in V und v ∈ lin(σ). Dann existiert ein
w ∈

◦
σ mit v + w ∈

◦
σ.

Beweis. Es sei σ′ der Abschluss von σ. Dann gilt lin(σ) = lin(σ′) und
◦
σ =

◦
σ′. Somit

folgt die Behauptung aus Erinnerung 2.5.15. �

Satz 2.5.17. Es seien (N,Σ) eine k-Gitterfächer und ρ ∈ Σ ein k-Kegel. Wir be-
trachten den Morphismus P : N → Nρ. Dann ist die Kollektion

Σρ := {P s(σ); σ ∈ SternΣ(ρ)}

ein spitzer k-Fächer in (Nρ)Q. Weiter haben wir eine bijektive Zuordnung:

SternΣ(ρ) → Σρ, σ 7→ P s(σ).

Weiter gilt codimN (τ) = codimNρ(P s(τ)) für alle τ ∈ SternΣ(ρ).
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Beweis. Nach Bemerkung 2.5.6 gilt Sternσ(ρ) ⊆ SternΣ(ρ) für jedes σ ∈ SternΣ(ρ)
Somit gilt nach Konstruktion 2.5.8, dass die Menge P s(σ) ein spitzer k-Kegel in
(Nρ)Q ist. Mit 2.5.8 reicht es zu zeigen, dass Σρ ein k-Fächer in (Nρ)Q ist. Nach
Konstruktion 2.5.8 gibt es zu jedem δ4P s(σ) ein τ ∈ Sternσ(ρ) mit P s(τ) = δ.
Also bleibt noch zu zeigen, dass für P s(σ1), P s(σ2) ∈ Σρ die Gleichheit P s(σ1) ∩
P s(σ2) = ∪δk mit δk4P

s(σ1), P s(σ2) gilt. Es seien P s(σ1), P s(σ2) ∈ Σρ gegeben. Da
Σ ein k-Fächer ist, gilt σ1 ∩ σ2 = ∪τk mit τk4σ1, σ2. Nach Konstruktion 2.5.8 gilt
P s(τk)4P

s(σ1), P s(σ2), für jedes τk mit τk ∈ SternΣ(ρ). Wir zeigen, dass Folgendes
gilt:

P s(σ1) ∩ P s(σ2) =
⋃

τk∈SternΣ(ρ)

P s(τk).

Es ist nur zur Inklusion ,,⊆” etwas zu zeigen. Es sei v ∈ P s(σ1) ∩ P s(σ2) gegeben.

Dann existieren δ1 ∈ Sternσ1(ρ) und δ2 ∈ Sternσ2(ρ) mit v ∈ P (
◦

δ1)∩P (
◦

δ2). Es reicht
zu zeigen, dass gilt:

P (
◦

δ1) ∩ P (
◦

δ2) = P (
◦

δ1 ∩
◦

δ2).

denn: Aus v ∈ P (
◦

δ1) ∩ P (
◦

δ2) = P (
◦

δ1 ∩
◦

δ2) folgt, dass
◦

δ1 ∩
◦

δ2 6= ∅ gilt. Nach
Lemma 2.2.10 gilt δ1 = δ2 ∈ Sternσ1(ρ),Sternσ2(ρ). Insbesondere ist δ1 = τk0 für ein
k0. Somit gilt v ∈ P s(τk0) mit τk0 ∈ SternΣ(ρ).

Es ist klar, dass P (
◦

δ1 ∩
◦

δ2) ⊆ P (
◦

δ1) ∩ P (
◦

δ2) gilt. Es seien v1 ∈
◦

δ1 und v2 ∈
◦

δ2 mit
P (v1) = P (v2) = v. Das heißt, es gilt v1 − v2 ∈ lin(ρ). Nach Lemma 2.5.16 existiert
ein w1 ∈

◦
ρ mit v1 − v2 + w1 = w2 ∈

◦
ρ. Mit Lemma 2.5.14 erhalten wir

◦

δ1 ∋ v1 + w1 = v2 + w2 ∈
◦

δ2.

Somit gilt v ∈ P (
◦

δ1 ∩
◦

δ2) und damit P (
◦

δ1) ∩ P (
◦

δ2) = P (
◦

δ1 ∩
◦

δ2). �

Folgerung 2.5.18. Es sei (N,Σ) ein k-Gitterfächer und δ0 ∈ Σ der minimale k-
Kegel von Σ. Wir betrachten den Morphismus P : N → Nσ0 . Dann ist die Kollek-
tion Σδ0 := {P (σ);σ ∈ SternΣ(δ0)} ein spitzer k-Fächer in (Nρ)Q. Insbesondere ist
P : (N,Σ)→ (Nδ0 ,Σδ0) ein Morphismus von k-Gitterfächern. Weiter haben wir eine
bijektive Zuordnung:

SternΣ(ρ) → Σδ0, σ 7→ P (σ).

Beweis. Da δ0 die minimale Seite von σ ist, gilt SternΣ(ρ) = Σ. Nach Folgerung 2.5.9
gilt P (σ) = P s(σ) für alle σ ∈ SternΣ(δ0). Somit folgt die Behauptung aus Satz 2.5.17.

�

Definition 2.5.19. Es seien S ein k-Fächersystem in V und [τ, i] ∈ Ω(S). Wir
setzen

SternS([τ, i]) := {[σ, j]; [σ, j] ∈ Ω(S), [τ, i]4[σ, j]} .
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2.6. Konstruierbare Hüllen.

Offentsichtlich ist die konvexe Hülle zweier k-Kegel kein k-Kegel. Deshalb werden
wir in diesem Abschnitt die k-Hülle zweier k-Kegel einführen, welche ein quasiaffiner
k-Fächer ist.

Bemerkung 2.6.1. Es sei A ⊆ V eine Teilmenge in V . Dann ist die Menge hull(A)
die ,,kleinste” konvexe Menge die A enthält, das heißt: Ist B ⊆ V eine konvexe
Menge mit A ⊆ B, dann ist hull(A) ⊆ B.

Erinnerung 2.6.2. Es seien σ′ und τ ′ zwei Kegel in V . Dann gilt

(i) Die konvexe Menge hull(σ′ ∪ τ ′) ist ein Kegel in V .
(ii) Es gilt hull(σ′) = σ′. Also ist σ′ konvex.

Konstruktion 2.6.3. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel in V sowie σ′ und τ ′ die Abschlüsse
von σ bzw. τ . Wir setzen Σ′

σ,τ := Fhull(σ′∪τ ′) und betrachten die Menge

Aσ,τ :=
{

◦
ρ′; ρ′ ∈ Σ′

σ,τ ,
◦
ρ′ ∩ (σ ∪ τ) 6= ∅

}
⊆

◦

Σ′
σ,τ .

Die konstruierbare Hülle (k-Hülle) von σ und τ in V ist definiert als

k-hull(σ, τ) := (Σ′
σ,τ )Aσ,τ ⊑ Σ′

σ,τ .

Die Kollektion k-hull(σ, τ) ist nach Satz 2.2.22 ein quasiaffiner k-Fächer in V .

Beispiele 2.6.4. Mit Bemerkung 2.1.6 können wir folgende Beispiele betrachten:

τ

σ

τ

σ

|k-hull(σ, τ)|

|k-hull(σ, τ)|

Abbildung 12

Bemerkung 2.6.5. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel in V und σ′ sowie τ ′ die Abschlüsse
von σ bzw. τ . Mit Lemma 2.2.23 erhalten wir

|k-hull(σ, τ)| =
⋃

ρ′4hull(σ′∪τ ′),
◦
ρ′∩(σ∪τ)6=∅

◦
ρ′.

Bemerkung 2.6.6. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel in V und σ′ sowie τ ′ die Abschlüsse
von σ bzw. τ . Für ρ′ := hull(σ′ ∪ τ ′) gilt ρ′(1) ⊆ σ′(1) ∪ τ ′(1). Also gilt: Sind σ und τ
1-voll so ist k-hull(σ, τ) 1-voll.

Lemma 2.6.7. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel in V . Dann gilt σ ∪ τ ⊆ |k-hull(σ, τ)|.
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Beweis. Es sei σ′ und τ ′ die Abschlüsse von σ bzw. τ . Weiter sei ρ′4σ′ mit
◦
ρ′ ⊆ σ

gegeben. Dann gilt τ ′ ∪ σ′ ⊆ hull(σ′ ∪ τ ′). Nach Folgerung 2.1.31 existiert eine Seite

δ′4hull(σ′ ∪ τ ′) mit
◦
ρ′ ⊆

◦

δ′. Insbesondere gilt
◦

δ′ ∩ σ 6= ∅. Mit Bemerkung 2.6.5

erhalten wir
◦

δ′ ⊆ |k-hull(σ, τ)|. Somit gilt
◦
ρ′ ⊆ |k-hull(σ, τ)|. Analog zeigt man, dass

τ ⊆ |k-hull(σ, τ)| gilt. �

Lemma 2.6.8. Es seien σ, τ, ρ ⊆ V k-Kegel in V mit σ ⊆ ρ und τ ⊆ ρ. Dann gilt
|k-hull(σ, τ)| ⊆ ρ.

Beweis. Es seien σ′, τ ′ und ρ′ die Abschlüsse von σ, τ bzw. ρ. Aus σ, τ ⊆ ρ folgt
mit Bemerkung 2.1.4, dass σ′, τ ′ ⊆ ρ′ gilt. Somit ist hull(σ′ ∪ τ ′) ⊆ ρ′. Nach Bemer-

kung 2.6.5 reicht es zu zeigen, dass für jedes δ′4hull(σ′ ∪ τ ′) mit
◦

δ′ ∩ (σ ∪ τ) 6= ∅ die

Inklusion
◦

δ′ ⊆ ρ gilt. Es sei dazu ein δ′4hull(σ′ ∪ τ ′) mit
◦

δ′ ∩ (σ ∪ τ) 6= ∅ gegeben.

Da σ, τ ⊆ ρ gilt, ist
◦

δ′ ∩ ρ 6= ∅. Nach Lemma 2.1.31 existiert eine Seite ρ′14ρ
′ mit

◦

δ′ ⊆
◦
ρ′1. Somit gilt ∅ 6=

◦

δ′∩ρ ⊆
◦
ρ′1∩ρ. Mit Bemerkung 2.1.8 gilt

◦

δ′ ⊆
◦
ρ′1 ⊆ ρ. �

Beispiel 2.6.9. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel in V . Dann ist |k-hull(σ, τ)| im Allge-
meinen kein k-Kegel siehe Abbildung 13.

k-hull(σ, τ)

hull(σ ∪ τ)

σ

τ

Abbildung 13

Lemma 2.6.10. Es seien σ, τ ⊆ V k-Kegel in V mit
◦
τ ∩ σ 6= ∅. Dann ist δ :=

|k-hull(σ, τ)| ein k-Kegel in V . Des Weiteren gilt
◦
σ ⊆

◦

δ.

Beweis. Es seien σ′ und τ ′ die Abschlüsse von σ bzw. τ . Wir setzen δ′ := hull(σ′∪τ ′).

Es ist zu zeigen, dass
◦

δ′ ⊆ |k-hull(σ, τ)| gilt. Mit Bemerkung 2.6.7 gilt σ′ ⊆ δ′. Somit

reicht es nach Lemma 2.1.3 zu zeigen, dass
◦
σ′ ∩

◦

δ′ 6= ∅ gilt.

Nach Folgerung 2.1.31 existiert eine Seite ρ′4δ′ mit σ′ ⊆ ρ′ und
◦
σ′ ⊆

◦
ρ′. Nach

Voraussetzung ist
◦
τ ∩ σ 6= ∅. Lemma 2.1.30 liefert τ ′ ⊆ ρ′. Somit ist σ′ ∪ τ ′ ⊆ ρ′.

Mit Bemerkung 2.6.1 gilt δ′ = hull(τ ′ ∪ ρ′) ⊆ ρ′. Also ist ρ′ = δ′ und insbesondere
◦
σ ∩

◦

δ′ 6= ∅. Folglich ist |k-hull(σ, τ)| ein k-Kegel in V . �

Lemma 2.6.11. Es seien σ, τ k-Kegel in V und σ′ sowie τ ′ die Abschlüsse von σ′

bzw. τ ′. Ist ρ := |k-hull(σ, τ)| ein k-Kegel in V , so gilt für den Abschluss ρ′ von ρ:
ρ′ = hull(σ′ ∪ τ ′).
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Beweis. Nach Definition von k-hull gilt ρ ⊆ hull(σ′ ∪ τ ′). Mit Bemerkung 2.1.4
erhalten wir ρ′ ⊆ hull(σ′∪τ ′). Nach Lemma 2.6.7 gilt σ, τ ⊆ ρ und somit σ′∪τ ′ ⊆ ρ′.
Mit Bemerkung 2.6.2 folgt hull(σ′ ∪ τ ′) ⊆ ρ′. �

Lemma 2.6.12. Es seien (N,σ′), (N, τ ′) Gitterkegel und F : N →M ein Morphis-
mus von Gittern. Dann gilt hull(F (σ′) ∪ F (τ ′)) = F (hull(σ′ ∪ τ ′)).

Beweis. Siehe [2, Theorem 2.1]. �

Lemma 2.6.13. Es seien (N,σ), (N, τ) k-Gitterkegel, wobei |k-hull(σ, τ)| ein k-
Kegel in NQ ist. Weiter sei F : N →M ein Morphismus von Gittern. Dann gilt

|k-hull(F c(σ), F c(τ))| = F c(|k-hull(σ, τ)|).

Beweis. Es seien σ′ und τ ′ die Abschlüsse von σ bzw. τ . Lemma 2.6.11 liefert, dass
hull(σ′∪τ ′) der Abschluss von |k-hull(σ, τ)| ist. Nach Konstruktion 2.4.7 sind F c(σ),
F c(τ) und F c(|k-hull(σ, τ)|) k-Kegel inMQ und die zugehörige Abschlüsse von F c(σ),
F c(τ) bzw. F c(|k-hull(σ, τ)|) sind F (σ′), F (τ ′) bzw. F (hull(σ′ ∪ τ ′)).
Zur Inklusion ,,⊆”: Nach Lemma 2.6.7 gilt:

σ, τ ⊆ σ ∪ τ ⊆ |k-hull(σ, τ)|.

Mit Lemma 2.4.12 erhalten wir F c(σ), F c(τ) ⊆ F c(|k-hull(σ, τ)|) Nach Lemma 2.6.8
gilt |k-hull(F c(σ), F c(τ))| ⊆ F c(|k-hull(σ, τ)|).

Zur Inklusion ,,⊇”: Es sei ρ′4F (hull(σ′ ∪ τ ′)) mit
◦
ρ′ ⊆ F c(|k-hull(σ, τ)|) gegeben.

Das heißt, es gilt:
◦
ρ′ ∩ F (|k-hull(σ, τ)|) 6= ∅.

Es ist zu zeigen, dass
◦
ρ′ ⊆ |k-hull(F c(σ), F c(τ))| gilt. Lemma 2.6.12 liefert

ρ′ 4 F (hull(σ′ ∪ τ ′)) = hull(F (σ′) ∪ F (τ ′)).

Somit reicht es, mit Bemerkung 2.6.5 zu zeigen, dass
◦
ρ′ ∩ (F c(σ) ∪ F c(τ)) 6= ∅ gilt.

Mit Bemerkung 2.6.5 gilt:

|k-hull(σ, τ)| =
⋃

δ′4hull(σ′∪τ ′),
◦
δ′∩(σ∪τ)6=∅

◦

δ′.

Somit existiert ein δ′4hull(σ′∪τ ′) mit
◦

δ′∩(σ∪τ) 6= ∅ und F (
◦

δ′) ∩
◦
ρ′ 6= ∅. Weiter ist

F (δ′) ⊆ F (hull(σ′ ∪ τ ′)). Nach Erinnerung 2.4.5 gilt
◦

F (δ′) = F (
◦

δ′). Folgerung 2.1.31

liefert F (
◦

δ′) ⊆
◦
ρ′. Aus

◦

δ′∩(σ∪τ) 6= ∅ folgt ∅ 6= F (
◦

δ′∩(σ∪τ)) ⊆ F (
◦

δ′)∩(F (σ)∪F (τ)).
Somit gilt:

∅ 6= F (
◦

δ′) ∩ (F (σ) ∪ F (τ)) ⊆
◦
ρ′ ∩ (F c(σ) ∪ F c(τ)).

�

Lemma 2.6.14. Es seien (N, τ1), (N, τ2) zwei k-Gitterkegel und ρ24τ2 mit
◦
ρ2∩τ1 6=

∅. Weiter seien (M,∆) ein k-Gitterfächer und F : N → M ein Gittermorphismus
mit F (τ1) ⊆ δ1 und F (τ2) ⊆ δ2, wobei δ1, δ2 ∈ ∆. Dann gilt F c(|k-hull(τ1, ρ2)|) ⊆ δ1.
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Beweis. Nach Lemma 2.6.10 ist |k-hull(τ1, ρ2)| ein k-Kegel ist. Es gilt

∅ 6= τ1 ∩
◦
ρ2 ⊆ τ1 ∩

◦
ρ2 ∩ τ2.

Lemma 2.4.10 liefert F (ρ2) ⊆ F c(ρ2). Somit liefert Konstruktion 2.4.7, dass

∅ 6= F c(
◦
ρ2) ∩ δ1 ∩ δ2 =

◦

F c(ρ2) ∩ δ1 ∩ δ2

gilt. Nach Lemma 2.4.11 erhalten wir F c(ρ2) ⊆ δ2. Weiter ist Σδ1∩δ24Fδ1 ,Fδ2 . Somit

existiert eine Seite δ34δ1, δ2 mit F (
◦
ρ2) ∩

◦

δ3 6= ∅. Da F c(ρ2) ein k-Kegel ist, folgt
aus Lemma 2.1.30, dass F c(ρ2) ⊆ δ3 und damit insbesondere F c(ρ2) ⊆ δ1 gilt. Mit
Lemma 2.6.7 und Lemma 2.6.13 gilt:

F c(|k-hull(τ1, ρ2)|) = |k-hull(F c(τ1), F c(ρ2))| ⊆ δ1.

�
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2.7. Kategorische Quotienten in der Kategorie der k-Gitterfächer.

Wir zeigen, dass zu jedem System von k-Kegeln und jedem primitiven Untergitter der
konstruierbare Quotientenfächer (k-Quotientenfächer) existiert. Der Algorithmus k-
Quot liefert im Beweis von Satz 2.7.23 den k-Quotientenfächer in der Kategorie der
k-Gitterfächer. Der Algorithmus Quot welcher in [2] vorgestellt wurde, liefert den
Quotientenfächer in der Kategorie der Gitterfächer siehe [2, Theorem 2.3].

Definition 2.7.1 (Kategorie der Systeme von k-Kegeln).

(i) Ein System von k-Kegeln ist ein Paar (N,S), wobei N ein Gitter und S eine
nichtleere endlichen Kollektion von k-Kegeln in NQ ist, sodass alle k-Kegel
aus S maximal bezüglich Inklusion sind.

(ii) Ein Morphismus von Systemen von k-Kegeln (N,S) nach (M,R) ist ein
Morphismus von Gittern F : N → M , sodass für jedes σ ∈ S ein ρ ∈ R

existiert mit FQ(σ) ⊆ ρ.

Definition 2.7.2. Es sei (N,S = (Σij)i,j∈I) ein spites attraktives k-Fächersystem,
das heißt zu jedem i ∈ I existiert ein σi mit Σii = Fσi

. Wir nennen S maximal
Verklebt, falls Σij = {τ ; τ ∈ Σii,Σjj} gilt.

Bemerkung 2.7.3.

(i) Für jeden k-Gitterfächer (N,Σ) ist die Menge der maximalen k-Kegel Σmax,
bezüglich Inklusion, ein System von k-Kegeln.

(ii) Es seien (N,S) ein System von k-Kegel und R ⊆ S eine nichtleere Teilkol-
lektion. Dann ist (N,R) ein System von k-Kegeln.

(iii) Jedes System von k-Kegeln (N,S) definiert durch maximales Verkleben ein
k-Gitterfächersystem (N,SS).

(iv) Jedes attraktive k-Gitterfächersystem (N,S = (Σij)i,j∈I) definiert auf natürli-
che Weise ein System von k-Kegeln (N,SS). Sind alle |Σii|maximal bezüglich
Inklusion und S maximal verklebt, so gibt es einen natürlichen Isomorphis-
mus (id, fid) : (N,S)→ (N,SSS

).

Definition 2.7.4. Es seien (N,S) ein System von k-Kegeln und (M,∆) ein k-
Gitterfächer. Ein Morphismus von (N,S) nach (M,∆) ist eine Gittermorphismus
F : N →M , sodass für jedes σ ∈ S ein τ ∈ ∆ existiert mit F (σ) ⊆ τ .

Bemerkung 2.7.5. Es seien F : N →M ein Gittermorphismus, (N,S) ein System
von k-Kegeln und (M,∆) ein k-Gitterfächer. Dann ist F : (N,S) → (M,∆) genau
dann ein Morphismus, wenn F : (N,S)→ (M,∆max) ein Morphismus ist.

Bemerkung 2.7.6. Es sei (N,S) ein k-Gitterfächersystem und (N,S) das zu
(N,S) gehörige System von k-Kegeln. Es sei (M,∆) ein k-Gitterfächer und F : N →
M ein Gittermorphismus. Dann ist F : (N,S)→ (M,S∆) genau dann ein Morphis-
mus, wenn F : (N,S)→ (M,∆) ein Morphismus ist.

Begründung. Die Implikation ,,⇒” ist offensichtlich.

Zur Implikation ,,⇐”: Nach Definition existiert zu jedem τ ∈ S ein σ ∈ ∆ mit
F (τ) ⊆ σ. Nach Lemma 2.4.11 gilt F c(τ) ⊆ σ. Nach Folgerung 2.1.31 existiert genau

ein ρ4σ mit F c(τ) ⊆ ρ und
◦

F c(τ) ⊆ ρ. Insbesondere gilt F (
◦
τ ) ⊆

◦
ρ und F (τ) ⊆ ρ.

Dies induziert eine natürliche Zuordnung f : Ω(S)→ Ω(S∆). Insbesondere ist Bedin-
gung 2.4.27 (ii) (a) erfüllt. Es seien [δ, i], [τ, j] ∈ Ω(S) mit [δ, i]4[τ, j] gegeben. Nach
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Definition von f, gibt es σ1, σ2 ∈ ∆ mit F (
◦

δ) ⊆
◦
σ1 und F (δ) ⊆ σ1 sowie F (

◦
τ ) ⊆ σ2

und F (τ) ⊆ σ2. Aus [δ, i]4[τ, j] folgt
◦

δ ⊆ τ . Also gilt
◦
σ1∩σ2 6= ∅. Lemma 2.2.11 liefert

σ14σ2. Da ∆ ein k-Fächer ist, gilt [σ1, s]4[σ2, l]. Somit ist Bedingung 2.4.27 (ii) (b)
ebenfalls erfüllt und wir erhalten einen Morphismus (id, f) : (N,S)→ (N,S∆). �

Definition 2.7.7. Es sei (N,S) ein System von k-Kegeln. Falls L ⊆ L̂ ⊆ N pri-

mitive Teilgitter sind, dann nennen wir einen spitzen k-Fächer Σ̃ in Ñ := N/L̂
einen konstruierbaren Quotientenfächer (k-Quotientenfächer) von S bezüglich L in
der Kategorie der k-Fächer, falls Folgendes gilt:

(i) Die Projektionsabbildung P : (N,S)→ (Ñ , Σ̃) ist ein Morphismus.
(ii) Für jeden Morphismus F : (N,S) → (M,∆) von (N,S) zu einem spitzen

k-Gitterfächer (M,∆) mit F (L) = 0 existiert ein Morphismus F̃ : (Ñ , Σ̃)→
(M,∆) von k-Gitterfächern, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

(N,S)
F //

P $$I
IIIIIIII

(M,∆)

(Ñ , Σ̃)

eF

::uuuuuuuuu

Bemerkung 2.7.8. Der k-Quotientenfächer ist durch den Morphismus P eindeutig
bestimmt.

Bemerkung 2.7.9. Es sei (N,S) ein k-Gitterfächersystem und (N,S) das zu
(N,S) gehörige System von k-Kegeln. Nach Bemerkung 2.7.6 besitzt (N,S) genau
dann einen k-Quotientenfächer, wenn (N,S) eines besitzt.

Folgender Algorithmus wurde in [2] vorgestellt:

Algorithmus Quot

Eingabe: Ein System von Kegeln (N,S′).

Initialisierung: Wir setzen S′
1 := S′. Es sei S′

i das System von Kegeln im i-ten
Schleifendurchlauf.

Schleife: Solange es Kegel τ ′1, τ
′
2 ∈ S′

i gibt mit τ ′1 ∩ τ
′
2 � τ ′1 oder τ ′1 ∩ τ

′
2 � τ ′2.

Es sei ρ′2 die minimale Seite von τ ′2 mit τ ′1 ∩ τ
′
2 ⊆ ρ′2. Falls ρ′2 * τ ′1 gilt, setze

τ̃ ′1 := hull(τ ′1 ∪ ρ
′
2) und

S′
i+1 := (Si \ {σ

′ ⊆ τ̃ ′1; σ′ ∈ Si}) ∪ {τ̃
′
1}.

Ansonsten wähle minimale Seite ρ′1 von τ ′1 mit τ ′1 ∩ τ
′
2 ⊆ ρ

′
1. Setze τ̃ ′2 := hull(τ ′2 ∪ ρ

′
1)

und
S′
i+1 := (Si \ {σ

′ ⊆ τ̃ ′2; σ′ ∈ Si}) ∪ {τ̃
′
2}.

Ausgabe: Ein System von Kegeln (N1,S
′
m), sodass ΣS′

m
ein Fächer in NQ ist.

Satz 2.7.10. Der Algorithmus Quot ist wohldefiniert und terminiert. Es seien
(N,S′) ein System von Kegeln und L ⊆ N ein primitives Teilgitter. Dann liefert
der Algorithmus Quot den Quotientenfächer zu (N,S′) bezüglich L in der Kategorie
der Fächer.

Beweis. Siehe [2, Theorem 2.3]. �
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Algorithmus subroutine k-Quot

Eingabe: Es sei S eine Familie von k-Kegel in V .

Initialisierung: Wir setzen S1 := S. Es sei Si die Familie von k-Kegeln im i-ten
Schleifendurchlauf.

Schleife: Solange es k-Kegel τ1, τ2 ∈ Si und ein ρ ∈ Στ1∩τ2 gibt mit:

ρ � τ1 und
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 mit ρ14τ1, ρ24τ2

oder

ρ � τ2 und
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 mit ρ14τ1, ρ24τ2

Falls ρ � τ1 und
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 mit ρ14τ1, ρ24τ2 gilt. Dann setze τ̃2 := |k-hull(τ2, ρ1)|

und
Si+1 := (Si \ τ2) ∪ τ̃2.

Ansonsten gilt ρ � τ2 und
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 mit ρ14τ1, ρ24τ2. Dann setze τ̃1 :=

|k-hull(τ1, ρ2)| und
Si+1 := (Si \ τ1) ∪ τ̃1.

Ausgabe: Sm eine Familie von k-Kegeln mit
{

◦

δ; δ4σ, σ ∈ S
}

=
{

◦

δ; δ4σ, σ ∈ Sm
}
.

Beispiel 2.7.11. Wir betrachten eine Familie S1 := (τ1, τ2) in NQ mit τ ′1 = τ ′2,
wobei τ ′1 der Abschluss von τ1 und τ ′2 der Abschluss von τ2 ist. Dann besteht
Sm := subroutinek−Quot(S1) aus genau zwei k-Kegeln τ1m und τ2m , welche
τ ′1 als Abschluss haben. Vergleiche dazu Abbildung 14.

τ ′

1
= τ ′

2

τ1 = ρ1 τ2 = ρ2

τ1 eτ2

Στ1∩τ2
= ρ � τ1

S1

Sm = S2

Abbildung 14

Satz 2.7.12. Der Algorithmus subroutine k-Quot ist wohldefiniert und termi-
niert.

Beweis. Für alle k-Kegel σ, τ , ρ und δ bezeichnen wir die jeweiligen Abschlüsse mit
σ′, τ ′, ρ′ bzw. δ′. Zuerst müssen wir zeigen, dass alle konstruierbaren Hüllen k-Kegel
in V sind.
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Es seien k-Kegel τ1, τ2 ∈ Si mit Στ1∩τ2 � Fτ1 ,Fτ2 und ρ ∈ Στ1∩τ2 mit ρ � τ1 und
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 oder ρ � τ2 und

◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 gegeben, wobei ρ14τ1 sowie ρ24τ2.

Falls ρ � τ1 gilt, so ist
◦
ρ1 ∩ τ2 6= ∅. Lemma 2.6.10 liefert, dass τ̃2 := |k-hull(τ2, ρ1)|

ein k-Kegel in V ist. Aus
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 folgt mit Bemerkung 2.1.22, dass ρ′ = ρ′1 = ρ′2

gilt. Also ist ρ′14τ
′
2. Mit Lemma 2.6.11 erhalten wir

τ̃ ′2 = hull(τ ′2 ∪ ρ
′) = τ ′2.

Falls ρ � τ2 gilt, können wir analog zeigen, dass τ̃1 ein k-Kegel in V ist und τ̃ ′1 = τ ′1
gilt.

Wir zeigen als nächstes, dass der Algorithmus terminiert. Für jeden k-Kegel σ be-
zeichnen wir die Anzahl der Seiteninneren mit #σ. Wir zeigen, dass Folgendes gilt:

∑

τ∈Si

#τ <
∑

τ∈Si+1

#τ.

Es seien dazu τ1, τ2 ∈ Si und ρ ∈ Στ1∩τ2 gegeben, wobei
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 und ρ � τ1

oder ρ � τ2. Wir betrachten zuerst den Fall ρ � τ1 und zeigen, dass #τ2 < #τ̃2

gilt. Dafür zeigen wir zuerst, dass es für jedes δ ∈ τ2 ein δ24τ̃2 mit
◦

δ =
◦

δ2 gibt.
Es sei dazu ein δ4τ2 gegeben. Mit Bemerkung 2.1.16 gilt δ′4τ ′2 = τ̃ ′2. Wir setzen

δ2 := δ′ ∩ τ̃2. Da δ eine Seite von τ2 ist, gilt
◦

δ′ ⊆ δ. Lemma 2.6.7 liefert
◦

δ′ ⊆ δ ⊆ τ2 ⊆ τ̃2.

Folglich ist δ2 eine Seite von τ̃2. Insbesondere ist
◦

δ =
◦

δ′ =
◦

δ2. Somit gilt #τ2 ≤ #τ̃2.
Es ist noch zu zeigen, dass #τ2 6= #τ̃2 gilt. Aus

◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2 folgt ρ′ = ρ′1 = ρ′2.

Da ρ14τ1 und ρ24τ2 Seiten sind, erhalten wir ρ1 = ρ′ ∩ τ1 und ρ2 = ρ′ ∩ τ2. Nach
Lemma 2.3.21 ist ρ = ρ′∩τ1∩τ2. Da ρ keine Seite von τ1 ist und

◦
ρ =

◦
ρ1 gilt, erhalten

wir

ρ = ρ′ ∩ τ1 ∩ τ2 ( ρ′ ∩ τ1 = ρ1.

Mit ρ′ = ρ′14τ
′
2 = τ̃ ′2 und Bemerkung 2.1.8 folgt, dass es eine Seite δ′4ρ′14τ

′
2 gibt

mit
◦

δ′ ∩ τ2 = ∅ und
◦

δ′ ⊆ ρ1. Also ist δ2 := δ′ ∩ τ̃24τ̃2 mit
◦

δ2 ∩ τ2 = ∅. Somit ist
#τ2 < #τ̃2.

Im Fall ρ � ρ2 erhalten wir analog #τ1 < #τ̃1. Somit ist
∑

τ∈Si

#τ <
∑

τ∈Si+1

#τ.

Da τ ′1 = τ̃ ′1 bzw. τ ′2 = τ̃ ′2 gilt, erhalten wir für jedes i
∑

τ∈Si

#τ ≤
∑

τ∈S

#τ ′.

Somit bricht der Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab. Es bleibt noch zu
zeigen, dass gilt:

{
◦

δ; δ4σ, σ ∈ S
}

=
{

◦

δ; δ4σ, σ ∈ Sm
}
.

Wir zeigen, dass gilt:
{

◦

δ; δ4σ, σ ∈ Si
}

=
{

◦

δ; δ4σ, σ ∈ Si+1

}
.
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Es seien τ1, τ2 ∈ Si mit Στ1∩τ2 � Fτ1 ,Fτ2 und ρ ∈ Στ1∩τ2 mit ρ � τ1 und
◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦
ρ2

gegeben. Es reicht zu zeigen, dass Folgendes gilt:
{

◦

δ; δ4τ̃2

}
=

{
◦

δ; δ4τ2

}
∪
{

◦

δ; δ4ρ1

}
.

Zur Inklusion ,, ⊆ ”: Es sei δ4τ̃2 gegeben. Mit τ̃ ′2 = hull(τ ′2∪ρ
′
1) und Bemerkung 2.6.5

erhalten wir
◦

δ ∩ τ2 6= ∅ oder
◦

δ′ ∩ ρ1 6= ∅.

Falls
◦

δ ∩ τ2 6= ∅ gilt, existiert ein δ24τ2 mit
◦

δ2 ∩
◦

δ 6= ∅. Es gilt δ′2, δ
′4τ ′2 = τ̃ ′2. Somit

folgt aus Lemma 2.1.25, dass
◦

δ =
◦

δ2 gilt.

Falls
◦

δ′ ∩ ρ1 6= ∅ gilt, existiert ein δ14ρ1 mit
◦

δ1 ∩
◦

δ 6= ∅. Es gilt δ′, δ′1, ρ
′
14τ̃

′
2. Somit

folgt aus Lemma 2.1.25, dass
◦

δ =
◦

δ1 gilt.

Zur Inklusion ,,⊇”: Es sei δ24τ2 gegeben. Dann gilt τ2 ⊆ τ̃2 und δ′24τ
′
2 = τ̃ ′2. Somit

ist
◦

δ2 =
◦

δ, wobei δ := δ′2 ∩ τ̃24τ̃2.

Es sei jetzt δ14ρ1 gegeben. Dann gilt ρ1 ⊆ τ̃2 und δ′14ρ
′
14τ

′
2 = τ̃ ′2. Somit ist

◦

δ1 =
◦

δ,
wobei δ := δ′1 ∩ τ̃24τ̃2. �

Bemerkung 2.7.13. Es sei N ein k-Gitter und S eine endliche Familie von k-Kegeln
in NQ. Dann ist folgende Menge ein System von k-Kegeln

SS := {σ; σ ∈ S, σ maximal bezüglich Inklusion}

Algorithmus k-Quot:

Eingabe: Ein System von k-Kegeln (N,S).

Initialisierung: Setze S1 := S. Es sei Si das System von k-Kegeln im i-ten Schlei-
fendurchlauf.

Schleife: Solange es k-Kegel τ1, τ2 ∈ Si gibt mit Στ1∩τ2 � Fτ1 ,Fτ2 . Setze

Si := subroutine k-Quot(Si)

und

S̃i := {τ ; τ ∈ Si, τ maximal bezüglich Inklusion} .

Falls es τ1, τ2 ∈ S̃i gibt mit Στ1∩τ2 � Fτ1 ,Fτ2 : Wähle ein ρ ∈ Στ1∩τ2 mit ρ � τ1 oder
ρ � τ2

Falls ρ � τ1 gilt, wähle ein ρ14τ1 mit
◦
ρ ⊆

◦
ρ1. Setze σi := |k-hull(τ2, ρ1)|

und

Si+1 := S̃i \
{
τ ∈ S̃i; τ ⊆ σi

}
∪ {σi}.

Ansonsten wähle ein ρ24τ2 mit
◦
ρ ⊆

◦
ρ2. Setze σi := |k-hull(τ1, ρ2)| und

Si+1 := S̃i \
{
τ ∈ S̃i; τ ⊆ σi

}
∪ {σi}.

Ansonsten setze Si+1 := S̃i.

Ausgabe: Ein System von k-Kegeln Sm, sodass ΣSm ein k-Fächer in NQ ist.

Satz 2.7.14. Der Algorithmus k-Quot ist wohldefiniert und terminiert.
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Beweis. Für alle k-Kegel σ, τ , ρ und δ bezeichnen wir die jeweiligen Abschlüsse mit
σ′, τ ′, ρ′ bzw. δ′. Zuerst müssen wir zeigen, dass alle konstruierbaren Hüllen k-Kegel
in NQ sind.

Es seien τ1, τ2 ∈ Si gegeben mit Στ1∩τ2 � Fτ1 ,Fτ2 . Weiter sei ρ ∈ Στ1∩τ2 mit ρ � τ1
oder ρ � τ2 gegeben.

Falls ρ � τ1 gilt, existiert nach Folgerung 2.1.31 ein ρ14τ1 mit
◦
ρ ⊆

◦
ρ1. Insbesondere

ist τ2 ∩
◦
ρ1 6= ∅. Nach Lemma 2.6.10 ist σi = |k-hull(τ2, ρ1)| ein k-Kegel in NQ .

Falls ρ � τ2 gilt, erhalten wir analog ein ρ24τ2 mit
◦
ρ ⊆

◦
ρ2. Lemma 2.6.10 liefert

wieder, dass σi ein k-Kegel in NQ ist.

Mit Bemerkung 2.7.13 ist jedes S̃i bzw. Si ein System von k-Kegeln. Bleibt noch
zu zeigen, dass der Algorithmus terminiert. Für ein System von k-Kegeln (N,S)
bezeichnen wir mit #S die Mächtigkeit der Menge

RS :=
{

◦

δ; δ4σ, σ ∈ S
}
.

Die Folge (#Si)i ist nach unten beschränkt. Falls Si = Si+1 ist, endet der Algorith-
mus. Wir zeigen: Falls Si 6= Si+1 gilt, so ist #Si+1 < #Si. Es gelte also Si 6= Si+1.
Weiter sei Si die i-te Familie von k-Kegeln die der Algorithmus subroutine k-Quot
liefert. Es gilt {

◦

δ; δ ∈ Si
}

=
{

◦

δ; δ ∈ Si

}

und damit #S̃i ≤ #Si. Also reicht es zu zeigen, dass #Si+1 < #S̃i gilt. Es seien

τ1, τ2 ∈ S̃i und ρ14τ1, sodass τ2 durch σ := |k-hull(τ2 ∪ ρ1)| ersetzt wird. Dann gilt

τ2 ∩
◦
ρ1 6= ∅. Wir zeigen, dass folgende Zuordnung wohldefiniert und sujektiv ist:

G : ReSi
→ RSi+1

◦
ρ 7→

{
◦
ρ : falls ρ4τ ∈ Si+1
◦

δ : falls
◦
ρ ⊆

◦

δ, δ4σ

Wohldefiniertheit: Es ist nur etwas zu zeigen, falls ρ4τ mit τ /∈ Si+1 gilt. Also
sei ρ4τ mit τ /∈ Si+1 gegeben. Nach Definition von Si+1 ist τ ⊆ σ. Lemma 2.6.7

liefert ρ ⊆ σ. Nach Folgerung 2.1.31 existiert genau eine Seite δ4σ mit
◦
ρ ⊆

◦

δ.

Surjektivität: Es ist lediglich zu zeigen, dass für alle δ4σ ein Urbild existiert. Es

sei dazu eine Seite δ von σ gegeben. Mit Bemerkung 2.6.5 erhalten wir ρ1 ∩
◦

δ 6= ∅

oder τ2 ∩
◦

δ 6= ∅

Aus ρ1 ∩
◦

δ 6= ∅ folgt, dass es eine Seite δ14ρ1 gibt mit
◦

δ1 ∩
◦

δ 6= ∅. Mit Lemma 2.6.7

gilt δ1 ⊆ ρ1 ⊆ σ. Folgerung 2.1.32 liefert
◦

δ1 ⊆
◦

δ. Nach Lemma 2.1.18 gilt δ14τ1.

Aus τ2 ∩
◦

δ 6= ∅ folgt, dass es eine Seite δ24τ2 mit
◦

δ2 ∩
◦

δ 6= ∅ gibt. Mit Lemma 2.6.7

gilt δ2 ⊆ σ. Somit liefert Folgerung 2.1.32, dass
◦

δ2 ⊆
◦

δ gilt.

Für die Aussage #Si+1 < #Si, reicht es zu zeigen, dass ein
◦

δ ∈ RSi+1
mit zwei

Urbildern bezüglich G existiert. Wir wissen, dass ∅ 6= τ2∩
◦
ρ1 ⊆ σ gilt. Somit existiert

ein δ4σ mit
◦

δ ∩ τ2 ∩
◦
ρ1 6= ∅. Da ρ1 ⊆ σ gilt, folgt mit Folgerung 2.1.32

◦
ρ1 ⊆

◦

δ. Aus
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◦

δ∩τ2∩
◦
ρ1 6= ∅ folgt weiter, dass ein δ24τ2 existiert mit

◦

δ∩
◦

δ2 6= ∅. Mit Folgerung 2.1.32

erhalten wir
◦

δ2 ⊆
◦

δ. Es muss gezeigt werden, dass
◦

δ2 6=
◦
ρ1 gilt.

Angenommen es gelte
◦

δ2 =
◦
ρ1. Dann gilt δ′2 = ρ′1. Nach Erinnerung 2.3.20 gilt

ρ′1 ∈ Fτ ′1∩τ ′2 . Lemma 2.3.21 liefert Στ1∩τ2 ⊑ Fτ ′1∩τ ′2 . Es sei ρ ∈ Στ1∩τ2 mit ρ ⊆
◦
ρ1. Da

◦
ρ ⊆

◦
ρ1 gilt, folgt mit Lemma 2.3.7

◦
ρ =

◦
ρ1 =

◦

δ2. Nach subroutine k-Quot gilt für

alle γ1, γ2 ∈ S̃i: Es gibt kein γ ∈ Στ1∩τ2 mit γ � γ1 und
◦
γ =

◦
γ1 =

◦
γ2 oder γ � γ2 und

◦
γ =

◦
γ1 =

◦
γ2, wobei γ14τ1 sowie γ24τ2. Somit hätten wir einen Widerspruch. �

Bemerkung 2.7.15. Mit Bemerkung 2.6.6 ist für jedes 1-volle System von k-Kegeln
(N,S) der k-Fächer ∆ := k-Algo(S) 1-voll.

Beispiele 2.7.16. Wir betrachten folgende Beispiele:

τ2

τ1 τ2
τ1

S3

S3

τ2
τ2

S2S1 S3

τ1
τ1

S1 S2

b)

a)

Abbildung 15

Bemerkung 2.7.17. Die Algorithmen subroutine k-Quot und k-Quot sind im
Schleifendurchlauf fast identisch. Der Algorithmus subroutine k-Quot bearbeitet
Familien von k-Kegeln und der Algorithmus k-Quot bearbeitet Systeme von k-
Kegeln. Diese Aufteilung garantiert, dass der Algorithmus k-Quot terminiert.

Beispiel 2.7.18. Im Allgemeinen liefern k-Quot und Quot unterschiedliche k-
Fächer. In Abbildung 16 (a) sind die Schritte des Algorithmus k-Quot und in Ab-
bildung 16 (b) die Schritte vom Algorithmus Quot dargestellt.

Bemerkung 2.7.19. Es seien (N,S) und (M,R) Systeme von k-Kegeln.

(i) Dann ist ΣS := {τ ; τ4σ, σ ∈ S} genau dann ein k-Fächer, wenn für alle
τ1, τ2 ∈ S gilt:

Στ1∩τ24Fτ1 ,Fτ2 .

(ii) Sind ΣS und ∆R k-Fächer zu S bzw. R in NQ bzw. MQ und F : (N,S)→
(M,R) ein Morphismus, dann ist F : (N,ΣS)→ (M,∆R) ein Morphismus.

(iii) Ist ∆R ein k-Fächer in MQ und F : (N,S)→ (M,R) ein Morphismus, dann
ist F : (N,S)→ (M,∆R) ein Morphismus.

Definition 2.7.20. Es seien N ein Gitter, S eine endliche Familie von k-Kegeln
in NQ und (M,∆) ein k-Gitterfächer. Ein Morphismus von (N,S) nach (M,∆) ist
eine Gittermorphismus F : N → M , sodass für jedes σ ∈ S ein τ ∈ ∆ existiert mit
F (σ) ⊆ τ .
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τ1

τ2

S1

τ2

τ1

τ1

τ2

S2

S2 S3S1

a)

b)

Abbildung 16

Lemma 2.7.21. Es seien N ein Gitter, S eine endliche Familie von k-Kegeln in
NQ, (M,∆) ein k-Gitterfächer und F : (N,S) → (M,∆) ein Morphismus. Weiter

sei S̃ := subroutine k-Quot(S). Dann ist F : (N, S̃)→ (M,∆) ein Morphismus.

Beweis. Es seien Si die endlichen Familien von k-Kegeln die im i-ten Schleifendurch-
lauf des Algorithmus subroutine k-Quot enstehen, wobei S0 = S. Es reicht zu zei-
gen, falls F : (N,Si)→ (M,∆) ein Morphismus ist, dann ist F : (N,Si+1)→ (M,∆)
ebenfalls ein Morphismus. Also sei F : (N,Si)→ (M,∆) ein Morphismus. Weiter sei-
en τ1, τ2 ∈ Si und ρ24τ2 gegeben, wobei τ1 durch den k-Kegel τ̃1 := |k-hull(τ1, ρ2)|
ersetzt wird, das heißt Si+1 = (Si \ τ1) ∪ τ̃1. Da F : (N,Si)→ (M,∆) ein Mor-
phismus ist, existieren δ1, δ2 ∈ ∆ mit F (τ1) ⊆ δ1 und F (τ2) ⊆ δ2. Des Weitern gilt

∅ 6= τ1 ∩
◦
ρ2. Mit Lemma 2.4.11 erhalten wir F (τ̃1) ⊆ δ1. Somit ist F : (N,Si+1) →

(M,∆) ein Morphismus. �

Bemerkung 2.7.22. Es sei N ein Gitter, S eine endliche Familie von k-Kegeln in
NQ und (M,∆) ein k-Gitterfächer. Ist F : (N,S) → (M,∆) ein Morphismus, so ist
F : (N,S) → (M,∆) ein Morphismus von Systemen von k-Kegeln, wobei S das zu
S gehörige System von k-Kegeln bezeichnet.

Satz 2.7.23. Es sei (N,S) ein System von k-Kegeln und L ⊆ N ein primitives
Teilgitter. Dann liefert der Algorithmus k-Quot den k-Quotientenfächer zu (N,S)
bezüglich L in der Kategorie der k-Fächer.

Beweis. Für alle k-Kegel σ, τ , ρ und δ bezeichnen wir die jeweiligen Abschlüsse mit
σ′, τ ′, ρ′ bzw. δ′.

Wir setzen N1 := N/L, P1 : N → N1 und

S1 := {P c
1 (σ); σ ∈ S, F c(σ) maximal bezüglich Inklusion} .

Das Paar (N1,S1) ist ein System von k-Kegeln und P1 : (N,S) → (N1,S1) ein
Morphismus von System von k-Kegeln. Der Algorithmus k-Quot liefert ein System
von k-Kegeln (N1,Sm), sodass Σ1 := ΣSm ein k-Fächer in N1Q ist. Es seien Si bzw.

S̃i die Systeme von k-Kegeln im i-ten Schleifendurchlauf des Algorithmus k-Quot.

Nach der Konstruktion der Si bzw. S̃i und Bemerkung 2.7.19 (ii) ist

P1 : (N,S) → (N1,Σ1)
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ein Morphismus. Es sei σ0 ∈ Σ1 der minimale k-Kegel. Wir setzen L1 := σ0 ∩ N1,

N2 := N1/L1 und P2 : N1 → N2. Nach Folgerung 2.5.18 ist Σ̃ := ΣL1 ein spitzer

k-Fächer in N1Q/σ0 und die Abbildung P2 : (N1,Σ1) → (N2, Σ̃) ein Morphismus

von k-Gitterfächern. Wir betrachten den Morphismus P : (N,S) → (N2, Σ̃) mit

P := P2◦P1 und das primitive Untergitter L̂ := P−1
1 (L1) von N . Es gilt L ⊆ L̂ ⊆ N .

Wir zeigen nur, dass P : (N,S) → (N2, Σ̃) die Eigenschaft (ii) aus Definition 2.7.7
erfüllt. Es sei dazu ein Morphismus F : (N,Σ) → (M,∆) von k-Gitterfächern mit
∆ spitz und F (L) = 0 gegeben. Wir wollen zuerst zeigen, dass

P1 : (N,S) → (N1,Σ1)

die Eigenschaft (ii) aus Definition 2.7.7 erfüllt. Wir wissen, dass ein Morphismus

F̃1 : N1 → M mit F = F̃1 ◦ P1 existiert. Nach Konstruktion von Si bzw. S̃i liefert
die Abbildung P1 : N → N1 für jedes i einen Morphismus von Systemen von k-
Kegeln S nach Si. Zu zeigen ist, dass P1 : (N,S)→ (N,Si) die Eigenschaft (ii) aus
Definition 2.7.7 erfüllt. Es ist klar, dass F1 : (N1,S1) → (M,∆) ein Morphismus

ist. Wir müssen zeigen: Falls F̃1 : (N1,Si) → (M,∆) ein Morphismus ist, dann ist

F̃1 : (N1,Si+1)→ (M,∆) ebenfalls ein Morphismus. Also sei F̃1 : (N1,Si)→ (M,∆)

ein Morphismus und Si := subroutine k-Quot(Si). Dann ist S̃i = SSi
. Nach

Lemma 2.7.21 ist F̃1 : (N1, Si) → (M,∆) ein Morphismus. Somit liefert Bemer-

kung 2.7.22, dass F̃1 : (N1, S̃i) → (M,∆) ein Morphismus ist. Es seien τ1, τ2 ∈ S̃i

und ρ24τ2 gegeben, wobei τ1 durch den k-Kegel σ := |k-hull(τ1, ρ2)| ersetzt wird,
das heißt

Si+1 = S̃i \
{
τ ∈ S̃i; τ ⊆ σ

}
∪ {σ}.

Da F̃1 : (N1, S̃i)→ (M,∆) ein Morphismus ist, existieren δ1, δ2 ∈ ∆ mit F (τ1) ⊆ δ1
und F (τ2) ⊆ δ2. Des Weiteren gilt ∅ 6= τ1 ∩

◦
ρ2. Nach Lemma 2.6.14 gilt F c(σ) ⊆ δ1.

Mit Lemma 2.4.11 erhalten wir F (σ) ⊆ δ1. Also ist F̃1 : (N1,Si+1) → (M,∆) ein
Morphismus.

Mit Bemerkung 2.7.19 (ii) erhalten wir weiter, dass F̃1 : (N,Σ1) → (M,∆) ein

Morphismus von k-Gitterfächern mit F = F̃1 ◦ P1 ist.

Da ∆ spitz ist, erhalten wir mit Lemma 2.4.16, dass F̃1(σ0) = 0 gilt. Also existiert

ein Morpismus F̃2 : N2 →M mit F̃1 = F̃2◦P2 und wir erhalten folgendes Diagramm:

N
F //

P1

��
P

��

M

N1

eF1

==||||||||

P2

��
N2

eF2

NN

Insbesondere ist F̃2 : (N2, Σ̃)→ (M,∆) ein Morphismus von k-Gitterkegeln. Außer-
dem gilt

F = F̃1 ◦ P1 = F̃2 ◦ P2 ◦ P1 = F̃2 ◦ P.

�
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3. Torische konstruierbare Räume

3.1. T -Räume.

Wir werden den Begriff der T -Varietät verallgemeinern und einige wichtige Grund-
lagen beweisen. Für die Grundlagen der torischen Geometrie, die hier vorausgesetzt
werden, sei auf die Bücher [10], [11] und [20] verwiesen.

Erinnerung 3.1.1. Ein (algebraischer) Torus ist eine algebraische Gruppe, die iso-
morph zu einem (K∗)n ist. Ein Morphismus von Tori T und T ′ ist ein Morphis-
mus ϕ : T → T ′ algebraischer Gruppen. Ein Charakter χ auf T ist ein Morphismus
χ : T → K∗ von Tori. Mit X(T ) bezeichnen wir die Charaktergruppe von T . Je-
der Morphismus F : N →M von Gittern liefert einen Morphismus der zugehörigen
Gruppenalgebren ψF : K[N ]→ K[M ], ψF (χu) 7→ χF (u).

Erinnerung 3.1.2. Die folgenden Funktoren sind kontravariant und wesentlich in-
vers zueinander:

{Kategorie der Tori} → {Kategorie der Gitter}

T 7→ X(T )

ϕ 7→ ϕ∗.

{Kategorie der Tori} ← {Kategorie der Gitter}

Spec(K[N ])← [ N

Spec(ψF )← [ F.

Definition 3.1.3 (Kategorie der T -Räume).

(i) Ein T -Raum ist ein irreduzibler k-Raum X mit einer Wirkung eines Torus
T , die durch einen Morphismus T ×X → X, (t, x) 7→ t · x von k-Räumen
gegeben ist.

(ii) Ein Morphismus von Ti-Räumen Xi ist ein Paar (ϕ, ϕ̃), wobei ϕ : X1 → X2

ein Morphismus von k-Räumen ist und ϕ̃ : T1 → T2 ein Morphismus von
Tori, sodass ϕ(tx) = ϕ̃(t)ϕ(x) gilt.

Bemerkung 3.1.4. Es sei X ein T -Raum und Y ⊆ X ein T -invarianter irreduzibler
konstruierbarer Unterraum. Dann ist Y ein T -Raum.

Beispiele 3.1.5. Wir betrachten folgende Beispiele:

(i) Der k-Raum X := (K∗)2 ∪ {(0, 0)} ist ein quasiaffiner (K∗)2-Raum.
(ii) Wir betrachten die (K∗)3-Räume V1 := (K2 × K∗) \ (K∗ × {0} × K∗) und

V2 := K2 ×K∗. Weiter betrachten wir den Isomorphismus

ψ : (K∗)3 → (K∗)3, (x1, x2, x3) 7→ (x2, x2/x3, x1)

und setzen Y := V1 ∪ψ V2. Dann ist Y ein (K∗)3-Raum.

Bemerkung 3.1.6. Für jedes t ∈ T haben wir einen Isomorphismus Tt : X → X,
x 7→ t · x.

Bemerkung 3.1.7. Es sei X ein T -Raum. Für jedes x ∈ Xvar und jedes t ∈ T gilt
t · x ∈ Xvar. Somit ist Xvar eine T -Prävarietät.
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Vereinbarung 3.1.8. Es seien X ein T -Raum und Y ⊆ X eine Teilmenge von X.

Mit Y bzw. Y
X

bezeichnen wir den Abschluss von Y in X.

Lemma 3.1.9. Es sei X ein T -Raum und Y ⊆ X eine T -invariante Teilmenge.
Dann ist der Abschluss Y von Y in X ebenfalls T -invariant.

Beweis. Nach Bemerkung 3.1.6 gilt für jedes t ∈ T :

t · Y = Tt(Y ) = Tt(Y ) = t · Y = Y .

�

Definition 3.1.10. Es sei X ein T -Raum. Die Menge der Bahnen von X bezeichnen
wir mit Orb(X) := {Tx; x ∈ X}.

Lemma 3.1.11. Es seien X ein T -Raum und Tx ∈ Orb(X) eine Bahn. Dann ist
Tx irreduzibel und lokal abgeschlossen.

Beweis. Für den Morphismus πx : T → X, t 7→ tx gilt πx(T ) = Tx. Somit ist Tx
irreduzibel, da T irreduzibel ist. Außerdem folgt, dass Tx konstruierbar in X ist.
Insbesondere ist Tx konstruierbar und dicht in Tx. Folglich gibt es eine Teilmenge
U ⊆ Tx, die offen und dicht in Tx ist. Nach Bemerkung 3.1.6 ist t · U offen in Tx.
Somit ist Tx offen in Tx, da folgende Gleichung gilt:

Tx =
⋃

t∈T

t · U.

�

Folgerung 3.1.12. Es seien X ein T -Raum und A,B ∈ Orb(X) Bahnen von X
mit A = B. Dann gilt A = B.

Satz 3.1.13. Es sei X ′ eine T -Prävarietät. Dann besitzt X ′ einen offenen affinen
T -invarianten Unterraum Y ′.

Beweis. Mit Bemerkung 3.1.6 ist die Menge X ′nor T -invariant. Somit folgt die Be-
hauptung aus [4, Proposition 1.3]. �

Folgerung 3.1.14. Es sei X ein T -Raum. Dann existiert eine offene affine T -
invariante Teilmenge U ⊆ X.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 3.1.7 und Satz 3.1.13. �

Definition 3.1.15. Es sei X ein T -Raum. Ein f ∈ OX(X) heißt semi-invariant zu
χ ∈ X(T ), falls stets f(tx) = χ(t)f(x) gilt. Der zu χ ∈ X(T ) gehörige Eigenraum ist
der K-Untervektorraum

OX(X)χ := {f ∈ OX(X); f semi-invariant zu χ} ⊆ OX(X).

Erinnerung 3.1.16. Es seien A eine Algebra undN ein Monoid. EineN -Graduierung
von A ist eine Zerlegung

A =
⊕

u∈N

Au
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mit K-Untervektorräumen Au ⊆ A, sodass AuAu′ ⊆ Au+u′ für je zwei Elemente
u, u′ ∈ A gilt. Ein Morphismus von einer N -graduierten Algebra A in eine M -
graduierte Algebra B ist ein Paar (α,F ), bestehend aus Homomorphismen α : A→
B und F : N →M , sodass α(Au) ⊆ BF (u) für jedes u ∈ N gilt.

Erinnerung 3.1.17. Wir haben zueinander wesentlich inverse kontravariante Funk-
toren{

Kategorie der affinen
Varietäten mit Toruswirkung

}
→

{
Kategorie der gitter-

graduierten affinen Algebren

}

X ′ 7→ OX(X ′) =
⊕

χ∈X(T )

OX′(X ′)χ

(ϕ, ϕ̃) 7→ (ϕ∗, ϕ̃∗).
{

Kategorie der affinen
Varietäten mit Toruswirkung

}
←

{
Kategorie der gitter-

graduierten affinen Algebren

}

Spec(A)← [ A

(Spec(α),Spec(ψF ))← [ (α,F ).

Satz 3.1.18. Es sei X ein T -Raum. Dann hat man eine Graduierung

OX(X) =
⊕

χ∈X(T )

OX(X)χ.

Beweis. Nach Folgerung 3.1.14 existiert eine affine T -Varietät U ⊆ X. Die Algebra
OU (U) besitzt nach Erinnerung 3.1.17 solch eine Graduierung. Somit hat jedes f ∈
OX(X) ⊆ OU (U) eine Darstellung

f =
∑

fχ

mit fχ ∈ OU (U)χ. Zu zeigen ist, dass fχ ∈ OX(X)χ gilt. Wir betrachten den T -
invarianten K-Vektorraum

V := < T · f > ⊆ OX(X) ⊆ OU (U).

Der Unterraum V ist endlich erzeugt, da U eine affine T -Varietät ist. Also gibt es
eine Darstellung

f =
∑

fη,

wobei fη ∈ OX(X) semi-invariant ist. Da beide Darstellungen eindeutig sind, gilt
fχ ∈ OX(X). �

Lemma 3.1.19. Es seien X ein TX -Raum, Y ein TY -Raum und (ϕ, ϕ̃) : X → Y ein
Morphismus. Dann ist die Abbildung (ϕ∗, ϕ̃∗) : OX(X) → OY (Y ) ein Morphismus
von graduierten K-Algebren.

Beweis. Wir wissen schon, dass ϕ∗ : OY (Y ) → OX(X) ein Morphismus von K-
Algebren ist und ϕ̃∗ : X(TY )→ X(TX) ein Morphismus von Monoiden ist. Es bleibt
noch zu zeigen, dass ϕ∗(OY (Y )χ) ⊆ OX(X)eϕ∗(χ) gilt für alle χ ∈ X(TY ). Es sei dazu
f ∈ OY (Y )χ. Dann gilt für alle t ∈ TX und x ∈ X:

ϕ∗(f)(tx) = f(ϕ(tx)) = f(ϕ̃(t)ϕ(x)) = χ(ϕ̃(t))f(ϕ(x))

= ϕ̃∗(χ)(t)ϕ∗(f)(x).

�
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Satz 3.1.20. Es seien X ein TX-Raum und Y ′ eine affine TY ′-Varietät. Dann hat
man eine Bijektion

ι : Mor(X,Y ′) → Hom(OY ′(Y ′),OX(X)), (ϕ, ϕ̃) 7→ (ϕ∗, ϕ̃∗).

Beweis. Es ist nur zur Surjektivität von ι etwas zu zeigen. Es sei dazu ein Morphis-
mus (α, α̃) : OY ′(Y ′)→ OX(X) von graduierten K-Algebren gegeben. Lemma 1.2.1
liefert einen Morhpismus ϕ : X → Y mit ϕ∗ = α. Außerdem erhalten wir mit Er-
innerung 3.1.2 einen Morphismus ϕ̃ : TX → TY ′ mit ϕ̃∗ = α̃. Es bleibt noch zu
zeigen, dass ϕ(tx) = ϕ̃(t)ϕ(x) gilt. Nach Folgerung 3.1.14 existiert eine offene affi-
ne T -invariante Teilmenge U ⊆ X. Nach Erinnerung 3.1.17 gilt ϕ(tx) = ϕ∗(t)ϕ(x)
für alle x ∈ U und t ∈ T . Da Y ′ separiert ist, folgt mit Folgerung 1.5.12, dass
ϕ(tx) = ϕ∗(t)ϕ(x) gilt für alle x ∈ X und t ∈ T . �

Definition 3.1.21. Es seien X und Y zwei T -Räume. Ein Morphismus ϕ : X → Y
heißt äquivariant, falls ϕ(tx) = t · ϕ(x) gilt.

Bemerkung 3.1.22. Es sei ϕ : X → Y ein äquivarianter Morphismus von T -Räum-
en. Ist ϕ eine Einbettung, so ist ϕ−1 : ϕ(X)→ Y ebenfalls äquivariant.

Satz 3.1.23. Es sei X ein normaler quasiaffiner T -Raum. Dann existiert eine äqui-
variante konstruierbare Einbettung ι : X → X ′, wobei X ′ eine affine T -Varietät ist.

Beweis. Nach Lemma 1.2.22 gibt es f1, . . . , fn ∈ OX(X), sodass X = ∪Xfi
und

OX(Xfi) = OX(X)fi
endlich erzeugt sind. Es seien g1i

, . . . , gli ∈ O(X), sodass
g1i
/f s1i , . . . , gli/f

sli die K-Algebra OX(X)fi
erzeugen. Für jedes fi und gij haben

wir nach Lemma 3.1.18 eine Zerlegung

fi =
∑

χ∈X(T )

fiχ , gij =
∑

χ∈X(T )

gijχ
.

Es sei A ⊆ OX(X) die von fiχ und gijχ
erzeugte Unteralgebra. Dann ist A affin und

besitzt eine Graduierung durch X(T ). Somit ist Spec(A) eine affine T -Varietät. Aus
A ⊆ OX(X) folgt mit Satz 3.1.20, dass es einen äquivarianten Morphismus ι : X →
Spec(A) gibt. Noch zu zeigen ist, dass ι eine Einbettung ist. Es gilt Afi

= OX(X)fi
.

Somit folgt mit Lemma 1.2.16, dass ι|Xfi
: Xfi

→ Spec(Afi
) eine Einbettung ist. �

Satz 3.1.24. Es seien X ′ eine TX′-Prävarietät, Y ′ eine TY ′-Varietät, X ⊑ X ′ eine
dichte TX′-invariante konstruierbare Teilmenge und (ϕ, ϕ̃) : X → Y ′ ein Morphis-
mus. Dann gibt es eine offene TX′-invariante Menge U ′ ⊆ X ′ und einen Morphismus
(ϕ′, ϕ̃) : U ′ → Y ′ mit X ⊆ U ′ sowie (ϕ′, ϕ̃)|X = (ϕ, ϕ̃).

Beweis. Nach Satz 1.2.8 existiert eine offene Menge X ⊆ U ′ ⊆ X ′ und ein Mor-
phismus ϕ′ : U ′ → Y ′ mit ϕ′

|X = ϕ. Wir wählen U ′ maximal mit dieser Eigenschaft.

Dann ist U ′ TX′-invariant.
Denn angenommen, U ′ ist nicht TX′-invariant. Dann setzen wir U ′′ := TX′U ′ und

ϕ′′ : U ′′ → Y ′, x 7→

{
ϕ′(x) : für x ∈ U ′

ϕ̃(t)ϕ′(x′) : für x = tx′.

Dies liefert sofort einen Widerspruch zur Maximalität von U ′. Mit Folgerung 1.5.12
gilt ϕ′(tx) = ϕ̃(t)ϕ′(x). �
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3.2. Torische k-Räume.

In diesem Abschnitt werden wir die torischen k-Räume einführen, die eine Verallge-
meinerung der torischen Prävarietäten sind. Satz 3.2.21 liefert ein Kriterium für die
Separiertheit torischer k-Räume in Abhängigkeit der 1-Parametergruppen, welches
für Prävarietäten bereits bekannt ist. Wir werden ab Vereinbarung 3.2.24 nur noch
normale torische k-Räume betrachten bzw. voraussetzen, dass torische k-Räume nor-
mal sind. Des Weiteren stellen wir fest, dass jeder quasiaffine k-Raum einen affinen
torischen Abschluss besitzt. Das heißt, es gibt zu jedem quasaffinen torischen k-Raum
(X,T, x0) eine affine Varietät (X ′, T, x0) mit X ⊑ X ′ und OX(X) = OX′(X ′).

Definition 3.2.1 (Kategorie der torischen k-Räume).

(i) Ein torischer konstruierbarer Raum (torischer k-Raum) ist ein irreduzibler
k-Raum X mit einem Basispunkt x0 ∈ X, einer Toruswirkung µX : T ×
X → X und einer endlichen offenen quasiaffinen T -invarianten Überdeckung
X1, . . . ,Xn, sodass µx0 : T → X, t 7→ tx0 eine offene Einbettung ist. Wir
schreiben auch kurz (X,T, x0).

(ii) Ein Morphismus torischer k-Räume (X,TX , x0) und (Y, TY , y0) ist ein Paar
(ϕ, ϕ̃), wobei ϕ : X → Y ein Morphismus von k-Räumen und ϕ̃ : TX → TY
ein Morphismus von Tori ist, sodass ϕ(x0) = y0 und ϕ(tx) = ϕ̃(t)ϕ(x) gilt.

Bemerkung 3.2.2. Die Kategorie der torischen k-Räume ist eine volle Unterkate-
gorie der T -Räume.

Beispiele 3.2.3. Wir betrachen folgende Beispiele:

(i) Der (K∗)2-Raum X := (K∗)2 ∪ {(0, 0)} ist mit T := (K∗)2 und x0 := (1, 1)
ein quasiaffiner torischer k-Raum.

(ii) Der (K∗)3-Raum Y = V1∪ψ V2 aus Beispiel 3.1.5 (ii) ist mit T := (K∗)3 und
x0 := (1, 1, 1) ein torischer k-Raum.

Lemma 3.2.4. Es seien (X,T, x0) ein torischer k-Raum und Y ⊑ X ein T -invarianter
dichter konstruierbarer Unterraum. Dann ist (Y, T, x0) ein torischer Unterraum von
(X,T, x0), das heißt Y ist ein konstruierbarer Unterraum von X und (Y, T, x0) ein
torischer k-Raum (Bezeichnung Y ⊑ TX).

Beweis. Es sei X1, . . . ,Xn eine offene quasiaffine T -invariante Überdeckung von X.
Dann ist X1 ∩ Y, . . . ,Xn ∩ Y eine offene quasiaffine T -invariante Überdeckung von
Y . Da Y ein T -invarianter und dichter Unterraum von X ist, liegt Tx0 offen in Y .
Somit ist (Y, T, x0) ein torischer k-Raum. �

Folgerung 3.2.5. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Dann ist (Xvar, T, x0)
eine torische Prävarietät.

Beweis. Folgt sofort aus Bemerkung 3.1.7 und Lemma 3.2.4. �

Bemerkung 3.2.6. Es seien (X,T, x0) ein torischer k-Raum und Y ⊆ X ein kon-
struierbarer T -invarianter Unterraum von X mit Tx0 ⊆ Y . Dann ist (Y, T, x0) ein
konstruierbarer torischer Unterraum von (X,T, x0).
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Definition 3.2.7. Ein torischer Morphismus (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0) → (Y, TY , y0) von
torischen k-Räumen heißt torische Einbettung, falls ϕ(X) ⊑ TY

Y ein torischer Un-
terraum von Y und (ϕ, ϕ̃) ein torischer Isomorphismus auf ϕ(X) ist.

Satz 3.2.8. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann existiert eine
torische dominante Einbettung (ϕ, ϕ̃) : (X,T, x0) → (X ′, T, x0), wobei (X ′, T, x0)
eine affine torische Varietät ist.

Beweis. Nach Satz 3.1.23 existiert eine affine T -Varietät X ′ und eine äquivariante
Einbettung ϕ : X → X ′. Nach Lemma 3.1.9 ist der Abschluss ϕ(X) in X ′ eine affine
T -Varietät. Mit Satz 1.3.3 und Tϕ(x0) ⊆ ϕ(X)var erhalten wir, dass Tϕ(x0) offen in

ϕ(X) ist. Somit ist (ϕ(X), T, ϕ(x0)) eine torische Varietät und (ϕ, id) : (X,T, x0)→

(ϕ(X), T, ϕ(x0)) eine torische Einbettung. �

Erinnerung 3.2.9. Es sei (X ′, T, x0) eine affine torische Varietät. Dann ist die
Menge der Bahnen Orb(X ′) endlich.

Folgerung 3.2.10. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Dann ist die Menge der
Bahnen Orb(X) endlich.

Beweis. Wir können annehmen, dass X quasiaffin ist. Nach Satz 3.2.8 gilt X ⊑ TX
′,

wobei (X ′, T, x0) eine affine torische Varietät ist. Da Orb(X) ⊆ Orb(X ′) gilt, ist
Orb(X) nach Erinnerung 3.2.9 endlich. �

Definition 3.2.11. Ein torischer k-Raum (X,T, x0) heißt attraktiv, falls X genau
eine abgeschlossene Bahn hat.

Lemma 3.2.12. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Für jede Bahn B ∈ Orb(X)
von X haben wir einen offenen quasiaffinen attraktiven torischen Unterraum

XB :=
⋃

A∈Orb(X), B⊆A

A ⊆ X.

Beweis. Offensichtlich ist der Unterraum XB ein T -invarianter Unterraum von X.
Nach Lemma 3.1.11 ist jedes A ∈ Orb(X) lokal abgeschlossen in X. Mit Folge-
rung 3.2.10 ist XB eine konstruierbare Teilmenge von X. Da Tx0 dicht in X liegt,
gilt Tx0 ⊆ XB . Somit ist (XB , T, x0) nach Bemerkung 3.2.6 ein konstruierbarer to-
rischer Unterraum von (X,T, x0). Insbesondere ist X \XB ein T -invarianter Unter-
raum von X. Mit Folgerung 3.2.10 existieren Bahnen B1, . . . , Br ∈ Orb(X), sodass
gilt:

X \XB =

r⋃

i=1

Bi.

Für jede Bahn Bi gilt Bi ⊆ X \XB . Somit ist X \XB abgeschlossen in X und damit
XB offen in X. Für die Abgeschlossenheit von B in XB reicht es zu zeigen, dass

C :=
⋂

A∈Orb(XB)

A
XB = B

gilt. Jede Bahn A ∈ Orb(XB) erfüllt B ⊆ A
XB . Somit gilt B ⊆ C. Die Menge C

ist T -invariant. Für jede Bahn A ∈ Orb(XB) mit A ⊆ C gilt A ⊆ B
XB . Somit ist
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A
XB = B

XB . Mit Lemma 3.1.12 gilt A = B. Außerdem gilt für jedes A ∈ Orb(XB)

mit A = A
XB :

B ⊆ A
XB = A.

Somit ist B die einzige Bahn in XB , die abgeschlossen in XB ist.

Es sei U ⊆ X ein nichtleerer offener quasiaffiner torischer k-Raum mit XB ∩U 6= ∅.
Da X \ U abgeschlossen ist, gilt XB ⊆ U . Somit ist XB ein offener quasiaffiner
attraktiver torischer Unterraum. �

Folgerung 3.2.13. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Dann existiert eine
endliche offene quasiaffine attraktive Überdeckung X1, . . . ,Xn von X.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.12 und Folgerung 3.2.10. �

Lemma 3.2.14. Es seien (X,TX , x0), (Y, TY , y0) torische k-Räume, (ϕ, ϕ̃) : X → Y
ein torischer Morphismus und A ∈ Orb(X), B ∈ Orb(Y ) Bahnen. Dann gilt

ϕ(XA) ⊆ YB ⇔ ϕ(A) ⊆ YB

Beweis. Es ist nur zur Implikation ,,⇐” etwas zu zeigen. Dafür gelte ϕ(A) ⊆ YB.

Nach Lemma 3.2.12 ist B ⊆ TY · ϕ(A). Es sei eine Bahn A′ ∈ Orb(X) mit A ⊆ A′

gegeben. Dann gilt ϕ(A) ⊆ ϕ(A′). Somit ist B im Abschluss von TY ·ϕ(A′) enthalten.
Folglich gilt ϕ(A) ⊆ YB und damit f(XA) ⊆ YB . �

Erinnerung 3.2.15. Es sei T ein Torus. Eine Einparametergruppe (1-PG) in T ist
ein Morphismus λ : K∗ → T von Tori. Die Menge der 1-PG von T bezeichnen wir mit
Λ(T ). Es sei N ein Gitter. Das duale Gitter N∗ := Hom(N,Z) von N ist wieder ein
Gitter. Zu jedem Gittermorphismus F : N → M ist die Abbildung F ∗ : M∗ → N∗,
f 7→ f ◦F ein Gittermorphismus. Es sei ϕ̃ : T → T ′ ein Morphismus von Tori. Dann
ist ϕ̃∗ : Λ(T )→ Λ(T ′), λ 7→ ϕ̃ ◦λ. ein Morphimus von Gittern. Das duale Gitter von
Λ(T ) ist X(T ).

Erinnerung 3.2.16. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funkto-
ren:

{Kategorie der Tori} → {Kategorie der Gitter}

T 7→ Λ(T )

ϕ 7→ ϕ∗.

{Kategorie der Tori} ← {Kategorie der Gitter}

Spec(K[N∗])← [ N

Spec(ψF ∗)← [ F.

Definition 3.2.17. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum und λ ∈ Λ(T ) eine 1-PG.
Wir nennen λ konvergent in X, falls λx0 : K∗ → X, t 7→ λ(t)x0 eine Fortsetzung zu
einem Morphismus λ′x0

: K→ X besitzt. Wir schreiben limt→0(λ(t)x0) := λ′x0
(0).

Lemma 3.2.18. Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Y, TY , y0) ein Morphismus von tori-
schen k-Räumen und λ ∈ Λ(TX) eine konvergente 1-PG in X. Dann ist ϕ̃(λ) eine
konvergente 1-PG in Y .
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Beweis. Die Behauptung folgt aus der Gleichung:

(ϕ̃∗(λ))(t)y0 = ϕ̃(λ(t))y0 = ϕ̃(λ(t))ϕ(x0) = ϕ(λ(t)x0)

= (ϕ ◦ λx0)(t).

�

Erinnerung 3.2.19. Es sei (X ′, T, x0) eine affine torische Varietät. Zu jedem x ∈ X ′

gibt es ein t ∈ T und ein λ ∈ Λ(T ), sodass x = t · limt′→0(λ(t′)x0) gilt.

Lemma 3.2.20. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Zu jedem x ∈ X existiert
ein t ∈ T und ein λ ∈ Λ(T ), sodass x = t · limt′→0(λ(t′)x0) gilt.

Beweis. Da die Aussage lokaler Natur ist, können wir annehmen, dass X quasiaf-
fin ist. Nach Erinnerung 3.2.8 gibt es eine affine torische Varietät (X ′, T, x0) mit
X ⊑ TX

′. Die Behauptung folgt mit Erinnerung 3.2.19. �

Satz 3.2.21. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(i) Für jede 1-PG λ ∈ Λ(T ) hat der Morphismus λx0 : K∗ → X, t 7→ λ(t)x0

höchstens eine Fortsetzung.
(ii) Der k-Raum X ist separiert.

Beweis. Zur Implikation ,,(i)⇒(ii)”: Die Gruppenwirkung µX : T × X → X liefert
eine Gruppenwirkung auf X ×X:

µX×X : T ×X ×X → X ×X (t, x1, x2) 7→ (tx1, tx2).

Die Diagonale ∆X := {(x, x); x ∈ X} ist ein T -invarianter Unterraum von X ×X.
Mit Lemma 3.1.9 ist ∆X eine T -invarianter Unterraum von X × X. Wir wollen
zeigen, dass (∆X , T, (x0, x0)) ein torischer k-Raum ist. Die Diagonalabbildung

∆: X → ∆X , x 7→ (x, x)

ist ein Morphismus. Folglich ist ∆X irreduzibel. Weiter liegt T (x0, x0) = ∆X∩Tx0×
Tx0 offen in ∆X . Nach Bemerkung 1.5.7 (i) ist ∆X lokal abgeschlossen in X×X und
somit ist T (x0, x0) offen in ∆X . Es sei X1, . . . ,Xn eine endliche offene quasiaffine
T -invariante Überdeckung von X. Dann ist ∆i = (Xi × Xi)∩∆X ein offener quasi-
affiner T -invarianter Unterraum von ∆X . Also ist ∆1, . . . ,∆n eine offene quasiaffine
T -invariante Überdeckung von ∆X . Somit ist (∆X , T, (x0, x0)) ein torischer k-Raum.
Angenommen, es gelte ∆X 6= ∆X . Dann existiert ein x = (x1, x2) ∈ ∆X \∆X . Nach
Lemma 3.2.20 gibt es ein λ ∈ Λ(T ) und ein t ∈ T , sodass gilt:

(x,1 , x2) = t · lim
t′→0

(λ(t′)(x0, x0)) = (t · lim
t′→0

(λ(t′)x0), t · lim
t′→0

(λ(t′)x0)).

Da x /∈ ∆X gilt, gibt es keine eindeutige Fortsetzung von λx0 : K∗ → X. Somit haben
wir einen Widerspruch.

Die Implikation ,,(ii)⇒(i)” folgt sofort aus Satz 1.5.11. �

Erinnerung 3.2.22. Es seien (X ′, T, x0) eine affine torische Varietät und ν : X̃ ′ →
X ′ die Normalisierung von X ′. Dann ist (X ′, T, x0) eine affine torische Varietät und

(ν, id) : (X̃ ′, T, x̃0)→ (X ′, T, x0) ein torischer Morphismus.
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Satz 3.2.23. Es sei (X,T, x0) ein normaler quasiaffiner torischer k-Raum. Dann
existiert eine torische Einbettung (ϕ, ϕ̃) : (X,T, x0) → (X ′, T, x0), wobei (X ′, T, x0)
eine normale affine torische Varietät ist.

Beweis. Nach Lemma 3.2.8 können wir annehmen, dassX ⊑ TX
′ gilt, wobei (X ′, T, x0)

eine affine torische Varietät ist. Es sei ν : X̃ ′ → X ′ die Normalisierung von X ′. Nach

Erinnerung 3.2.22 ist (X̃ ′, T, x̃0) eine affine torische Varietät. Wir wissen, dass

ν|ν−1(X′norm) : ν−1(X ′norm) → X ′norm

eine offene Einbettung ist. Somit ist nach Erinnerung 3.2.22 der Morphismus X →
ν−1(X)→ X̃ ′ eine äquivariante Einbettung von k-Räumen. �

Vereinbarung 3.2.24. Ab jetzt seien alle torischen k-Räume normal.

Lemma 3.2.25. Es seien (X ′, T, x0) eine torische Prävarietät und X ⊑ TX
′ ein

torischer Unterraum. Dann existiert eine offene torische Varietät U ′ ⊆ X ′ mit
OX(X) = OU ′(U ′).

Beweis. Das Komplement X ′\X ⊆ X ′ von X ist T -invariant, da X ein T -invarianter
Unterraum von X ist. Es seien B1, . . . , Br ⊆ X ′ \ X die Bahnen von X ′ \ X mit
dim(Bi) = dim(X ′) − 1 und B′

i ∩ X = ∅, wobei B′
i den Abschluss von Bi in X ′

bezeichnet. Wir setzen

U ′ := X ′ \
r⋃

i=1

B′
i.

Dann ist X ⊆ U ′ ⊆ X ′ eine torische Prävarietät. Weiter gilt für jeden Primdivisor
Y ′ ⊆ X ′:

Y ′ ∩ U ′ 6= ∅ ⇔ Y ′ ∩X 6= ∅.

Somit folgt die Behauptung mit Lemma 1.2.20. �

Erinnerung 3.2.26. Es sei (X ′, T, x0) eine torische Varietät. Dann ist OX′(X ′)
endlich erzeugt.

Folgerung 3.2.27. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann ist
OX(X) endlich erzeugt.

Beweis. Nach Lemma 3.2.23 können wir annehmen, dass X ⊑ TX
′ gilt. Mit Lem-

ma 3.2.25 existiert eine offene torische Pr”varietät U ′ ⊆ X ′ mit OX(X) = OU ′(U ′).
Nach Bemerkung 1.5.7 (ii) ist U ′ eine Varietät. Erinnerung 3.2.26 liefert dann, dass
OU ′(U ′) = OX(X) endlich erzeugt ist. �

Satz 3.2.28. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann hat man
eine torische konstruierbare Einbettung

(ι, ι̃) : (X,T, x0) → (Spec(OX(X)),Spec(OT (T )), ι(x0)).

Beweis. Nach Lemma 3.2.27 ist OX(X) endlich erzeugt. Mit Satz 3.1.18 gilt

OX(X) =
⊕

χ∈X(T )

OX(X)χ.

Nach Erinnerung 3.1.17 ist Spec(OX(X)) eine affine Spec(OT (T ))-Varietät. Der
Satz 3.1.20 liefert einen Morphismus (ι, ι̃) : X → (Spec(OX (X)) mit ι(x) = mx

und ι̃ : T → Spec(OT (T )). Es ist ι̃ : T → Spec(OT (T )) ein Isomorphismus. Nach



96

Lemma 1.2.16 ist ι eine Einbettung. Insbesondere ist ι̃(T )ι(x0) ⊆ Spec(OX(X)) of-
fen. Somit ist (ι, ι̃) : (X,T, x0) → (Spec(OX(X)),Spec(OT (T )), ι(x0)) eine torische
Einbettung. �

Definition 3.2.29. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Wir nennen
(Spec(OX(X)),Spec(OT (T )), x0) den affinen torischen Abschluss von (X,T, x0).

Lemma 3.2.30. Es seien (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0) → (Y, TY , y0) ein Morphismus von
quasiaffinen torischen k-Räumen X ⊑ TX

X ′ und Y ⊑ TY
Y ′, wobei (X ′, TX , x0) und

(Y ′, TY , y0) die affinen torischen Abschlüsse von (X,TX , x0) bzw. (Y, TY , y0) bezeich-
nen. Dann existiert ein torischer Morphismus (ϕ′, ϕ̃) : (X ′, TX , x0) → (Y ′, TY , y0)
mit ϕ′

|X = ϕ. Des Weiteren gilt: Ist (ϕ, ϕ̃) ein Isomorphismus, so ist (ϕ′, ϕ̃) eben-

falls ein Isomorphismus.

Beweis. Wir haben einen Morphismus ϕ∗ : OY (Y ) → OX(X). Nach Satz 3.2.28
gilt OX(X) = OX′(X ′) und OY (Y ) = OY ′(Y ′). Somit existiert ein Morphismus
ϕ′ : X ′ → Y ′ mit ϕ′∗ = ϕ∗. Satz 1.2.1 liefert ϕ′

|X = ϕ. Mit Folgerung 1.5.12 er-

halten wir, dass ϕ(tx) = ϕ̃(t)ϕ(x) gilt für alle x ∈ X ′ und t ∈ TX . Somit ist
(ϕ′, ϕ̃) : (X ′, TX , x0)→ (Y ′, TY , y0) ein Morphismus mit ϕ′

|X = ϕ.

Falls (ϕ, ϕ̃) ein Isomorphismus ist, erhalten wir analog, dass (ϕ′, ϕ̃) ein Isomorphis-
mus ist. �
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3.3. Quasiaffine k-Gitterfächer und quasiaffine torische k-Räume.

Wir geben in diesem Abschnitt Funktoren zwischen der Kategorie der quasiaffinen
spitzen k-Fächer und der Kategorie der quasiaffinen torischen k-Räume an, welche
wesentlich invers zueinander sind siehe Satz 3.3.27. Des Weiten zeigen wir, dass die
Bahnen den k-Kegeln entsprechen siehe Folgerung 3.3.19.

Den zu Λ(T ) gehörigen Q-Vektorraum bezeichnen wir mit ΛQ(T ) := Λ(T ) ⊗Z Q.
Für jede affine torische Varietät (X ′, T, x0) ist

σX′ :=
{∑

αiλi; αi ∈ Q, λi ∈ Λ(T ) konvergent in X ′
}

ein spitzer Kegel in ΛQ(T ) . Somit ist (Λ(T ), σX′) ein spitzer Gitterkegel. Für jeden

spitzen Gitterkegel (N,σ′) ist Xσ′ := Spec(K[
∨
σ′ ∩N∗]) mit TN := Spec(K[N∗]) und

x0 :=< χu − 1, u ∈
∨
σ′ ∩N∗ > eine affine torische Varietät.

Erinnerung 3.3.1. Die folgenden Funktoren sind kovariant und wesentlich invers
zueinander:

{
Kategorie der affinen
torischen Varietäten

}
→

{
Kategorie der

spitzen Gitterkegel

}

(X ′, T, x0) 7→ (Λ(T ), σX′)

(ϕ, ϕ̃) 7→ ϕ̃∗.{
Kategorie der affinen
torischen Varietäten

}
←

{
Kategorie der

spitzen Gitterkegel

}

(Xσ′ , TN , x0)← [ (N,σ′)

(Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗))← [ F.

Es seien (N,σ′) ein spitzer Gitterkegel und τ ′4σ′. Dann ist Xτ ′ eine offene torische
Varietät von Xσ′ . Ist (N,Σ′) ein spitzer Gitterfächer, dann können wir die affi-
nen torischen Varietäten Xσ′ mit σ′ ∈ Σ′ zu einer torischen Varietät (XΣ′ , TN , x0)
verkleben. Für eine torische Varietät (X ′, T, x0) und eine offene affine torische Über-
deckung X ′

1, . . . ,X
′
n von X ′ ist folgende Kollektion von Kegeln ein Fächer in ΛQ(T ):

ΣX′ :=

n⋃

i=1

FσX′
i

.

Erinnerung 3.3.2. Wir haben zueinander inverse kovariante Funktoren
{

Kategorie der
torischen Varietäten

}
→

{
Kategorie der

spitzen Gitterfächer

}

(X ′, T, x0) 7→ (Λ(T ),ΣX′)

(ϕ, ϕ̃) 7→ ϕ̃∗.{
Kategorie der

torischen Varietäten

}
←

{
Kategorie der

spitzen Gitterfächer

}

(XΣ′ , TN , x0)← [ (N,Σ′)

(Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗))← [ F.
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Erinnerung 3.3.3. Die folgenden Funktoren sind kovariant und wesentlich invers
zueinander:{

Kategorie der quasiaffinen
torischen Varietäten

}
→

{
Kategorie der spitzen

quasiaffinen Gitterfächer

}

(X ′, T, x0) 7→ (Λ(T ),ΣX′).

(ϕ, ϕ̃) 7→ ϕ̃∗.{
Kategorie der quasiaffinen

torischen Varietäten

}
←

{
Kategorie der spitzen

quasiaffinen Gitterfächer

}

(XΣ′ , TN , x0)← [ (N,Σ′)

(Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗))← [ F.

Erinnerung 3.3.4. Es sei (X ′, T, x0) eine torische Varietät. Dann gilt für λ, λ′ ∈
Λ(T ):

lim
t→0

(λ(t)x0) = lim
t→0

(λ′(t)x0) ⇔ λ, λ′ ∈
◦
τ ′ mit einem Kegel τ ′ ∈ ΣX′ .

Für jeden Kegel τ ′ von ΣX′ nennen wir x◦
τ ′

:= xτ ′ := limt→0(λ(t)x0) den Fußpunkt

zu τ ′, wobei λ ∈
◦
τ ′ ∩ Λ(T ).

Definition 3.3.5. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Für jede Bahn Tx ∈
Orb(X) setzen wir

S(x, T ) := {χ ∈ X(T ); es existiert ein f ∈ OX(X)χ mit f(x) 6= 0}.

Die Menge S(x, T ) ist ein Monoid. Wir nennen S(x, T ) das Bahnmonoid zur Bahn
Tx. Weiter bezeichne ω(x, T ) die konvexe Hülle von S(x, T ) in X(T )Q.

Erinnerung 3.3.6. Es sei (X ′, T, x0) eine torische Varietät. Dann ist ω(x, T ) ein
Kegel in X(T )Q und ω(x, T )∗ ein Kegel von ΣX′ .

Erinnerung 3.3.7. Es sei (X ′, T, x0) eine torische Varietät. Dann haben wir zuein-
ander inverse Bijektionen:

ΣX′ → Orb(X ′), Orb(X ′) → ΣX′ ,

τ ′ 7→ Txτ ′ ; Tx 7→ w(x, T )∗.

Diese liefern wiederum zueinander inverse Bijektionen:
◦

ΣX′ → Orb(X ′), Orb(X ′) →
◦

ΣX′ ,

◦
τ ′ 7→ Tx◦

τ ′
; Tx 7→

◦

ω(x, T )∗.

Insbesondere gilt {0} 7→ Tx0. Für jeden Kegel τ ′ ∈ ΣX′ gilt weiter dim(Txτ ′) =
dim(X ′)− dim(τ)

Konstruktion 3.3.8. Es sei (N,Σ) ein spitzer quasiaffiner k-Gitterfächer. Wir wol-
len einen quasiaffinen torischen k-Raum (XΣ, TN , x0) zu (N,Σ) konstruieren. Nach
Lemma 2.3.10 existiert zu Σ der Minimalfächer Σ′. Nach Bemerkung 2.3.11 ist Σ′

ebenfalls spitz. Erinnerung 3.3.3 liefert, dass (XΣ′ , TN , x0) eine quasiaffine torische
Varietät ist. Wir setzen

XΣ :=
⋃

τ ′∈Σ′,
◦
τ ′∈

◦
Σ

Txτ ′ =
⋃

τ∈Σ

Tx◦
τ
⊆ XΣ′ .

Dann ist XΣ mit TN und x0 ∈ XΣ′ ein quasiaffiner torischer k-Raum.
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Begründung. Nach Lemma 3.1.11 ist jedes Txτ ′ lokal abgeschlossen in XΣ′ . Somit
ist XΣ eine T -invariante konstruierbare Teilmenge von XΣ′ . Da XΣ′ eine quasiaffine
Varietät ist, ist XΣ ein quasiaffiner k-Raum. Nach Erinnerung 3.3.7 gilt Tx0 ⊆ XΣ.
Mit Bemerkung 3.2.6 ist (XΣ, TN , x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. �

Lemma 3.3.9. Es seien (N,Σ) ein quasiaffiner spitzer k-Gitterfächer und λ ∈
Λ(T ). Dann konvergiert λ(t)x0 in XΣ genau dann, wenn λ ∈

◦
τ mit τ ∈ Σ gilt.

Insbesondere erhalten wir für λ, λ′ ∈ Λ(T ) ∩ |Σ|:

lim
t→0

(λ(t)x0) = lim
t→0

(λ′(t)x0) ⇔ λ, λ′ ∈
◦
τ mit einem k-Kegel τ ∈ Σ.

Beweis. Folgt aus der Konstruktion 3.3.8 und Erinnerung 3.3.4. �

Folgerung 3.3.10. Es seien (N,Σ) ein spitzer quasiaffiner k-Gitterfächer und Σ′

der Minimalfächer zu Σ. Dann gilt für τ ′ ∈ Σ′

Txτ ′ ⊆ XΣ ⇔
◦
τ ′ ∈

◦

Σ ⇔ τ ′ ∩ |Σ| ∈ Σ

Beweis. Die erste Äquivalenz folgt aus Erinnerung 3.3.7 und Lemma 3.3.9. Die zweite
Äquivalenz folgt aus Satz 2.2.22. �

Definition 3.3.11. Es sei (N,Σ) ein spitzer quasiaffiner k-Gitterfächer und τ ∈ Σ
ein k-Kegel. Nach Lemma 3.3.9 definiert jedes τ ∈ Σ einen Punkt x◦

τ
:= xτ :=

limt→0(λ(t)x0) mit λ ∈
◦
τ . Wir nennen xτ den Fußpunkt zu τ .

Lemma 3.3.12. Es seien (N,Σ) ein spitzer quasiaffiner k-Fächer. Dann haben wir
eine bijektive Zuordnung Σ→ Orb(XΣ), τ 7→ Txτ .

Beweis. Die Zuordnung ist nach Lemma 3.3.9 wohldefiniert. Nach Erinnerung 3.3.7
und Folgerung 3.3.10 ist sie surjektiv. Konstruktion 3.3.8 und Erinnerung 3.3.7 lie-
fern, dass die Zuordnung injektiv ist. �

Konstruktion 3.3.13. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Wir wol-
len zu (X,T, x0) einen quasiaffinen spitzen k-Gitterfächer (Λ(T ),ΣX) konstruieren.
Dazu setzen wir

AX := {
◦

ω(x, T )∗; x ∈ X} und ΣX := {ω(x, T )∗ ∩ |AX |; x ∈ X} .

Es ist zu zeigen, dass ΣX ein quasiaffiner k-Fächer in ΛQ(T ) ist. Wir setzen X̃ ′ :=

Spec(OX(X)) und T̃ := Spec(OT (T )). Nach Satz 3.2.28 haben wir eine torische

Einbettung (, ̃) : (X,T, x0) → (X̃ ′, T̃ , x̃0). Somit haben wir auch einen kanonischen

Isomorphismus κ : Λ(T̃ ) → Λ(T ). Nach Erinnerung 3.3.3 ist die Kollektion Σ eX =

{ω(x̃, T̃ )∗; x̃ ∈ X̃ ′} ein spitzer quasiaffiner Fächer in ΛQ(T̃ ). Also ist

Σ′ := {κ(τ ′); τ ′ ∈ Σ eX′}

ein spitzer quasiaffiner Fächer in ΛQ(T ). Für jedes x ∈ X gilt κ∗(S(x, T )) =

S(ι(x), T̃ ). Damit erhalten wir ω(x, T )∗ = κ(ω(ι(x), T̃ ))∗ ∈ Σ′ für alle x ∈ X.

Somit gilt AX ⊆
◦

Σ′ und ΣX = Σ′
AX

. Also ist (Λ(T ),ΣX) ein spitzer quasiaffiner
k-Gitterfächer. Es gilt

ΣX = {ω(x, T )∗ ∩ |ΣX |; x ∈ X} .
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Lemma 3.3.14. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann haben
wir bijektive Zuordnungen:

Orb(X) → ΣX , Orb(X) →
◦

ΣX ,

Tx 7→ ω(x, T )∗ ∩ |ΣX |; Tx 7→
◦

ω(x, T )∗.

Beweis. Nach Konstruktion 3.3.13 sind die Zuordnungen wohldefiniert. Weiter lie-
fern Erinnerung 3.3.7 und Konstruktion 3.3.13, dass die Zuordnungen injektiv und
surjektiv sind. �

Erinnerung 3.3.15. Es seien (N,Σ′) und (N,∆′) spitze Gitterfächer mit Σ′4∆′.
Dann hat man eine offene Einbettung (κ′, id) : (XΣ′ , TN , x0) → (X∆′ , TN , x0). Das
Bild von XΣ′ ist von der Gestalt

κ(XΣ′) =
⋃

σ′∈Σ′4∆′

TNxσ′ ⊆ X∆′ .

Konstruktion 3.3.16. Es seien (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum und

(X̃ ′, T̃ , x̃0) der affine torische Abschluss von (X,T, x0). Weiter sei (ι, ι̃) : (X,T, x0)→

(X̃ ′, T̃ , x̃0) die zugehörige torische Einbettung. Wir konstruieren folgenden torischen
Isomorphismus:

(, ̃) : (XΣX
, TΛ(T ), x0) → (ι(X), T̃ , x̃0) ⊑ (X̃ ′, T̃ , x̃0).

Weiter sei Σ̃′ der quasiaffine Fächer zu X̃ ′ in ΛQ(T ) aus Konstruktion 3.3.13. Es

gilt ΣX ⊑ Σ̃′ in ΛQ(T ). Weiter sei Σ′ der Minimalfächer von ΣX in ΛQ(T ). Somit

gilt Σ′4Σ̃′. Nach Erinnerung 3.3.15 und Erinnerung 3.3.2 existiert eine kanonische

offene Einbettung (κ, κ̃) : (XΣ′ , TΛ(T ), x0)→ (X̃ ′, T, x0) mit

κ(XΣ′) =
⋃

σ′∈Σ′

TNxσ′ ⊆ X̃ ′.

Lemma 2.2.10 liefert, dass die Seiteninneren von ΣX den Seiten von ΣX entsprechen.
Mit Lemma 3.3.12 und Lemma 3.3.14 folgt, dass κ(XΣ) = ι(X) gilt. Dann liefern
 := κ|XΣ

und ̃ := κ̃ den gewünschten Isomorphismus.

Folgerung 3.3.17. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Dann gilt:

(X,T, x0) ∼= (XΣX
, TΛ(T ), x0).

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.3.16. �

Konstruktion 3.3.18. Es seien (N,Σ) ein quasiaffiner spitzer k-Gitterfächer und
Σ′ der Minimalfächer von Σ. Wir konstruieren folgenden Isomorphismus von k-
Gitterfächern:

 : (N,Σ) → (Λ(TN ),ΣXΣ
).

Mit Erinnerung 3.3.2 erhalten wir einen Isomorphismus von Gitterfächern  : (N,Σ′)→
(Λ(TN ),ΣXΣ′ ). Es gilt (τ ′) = ω(xτ ′ , TN )∗ für τ ′ ∈ Σ′, also insbesondere (

◦
τ ′) =

◦

ω(xτ ′ , TN )∗ für τ ′ ∈ Σ′. Lemma 3.3.12 und Lemma 3.3.14 liefern, dass (
◦
τ) =

◦

ω(xτ , TN )∗ gilt für τ ∈ Σ. Somit folgt (|Σ|) = |ΣXΣ
|. Es sei Σ̃′ der Minimalfächer
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zu ΣXΣ
. Nach Lemma 2.3.10 gilt (τ ′) ∈ Σ̃′ für alle τ ′ ∈ Σ′ mit

◦
τ ′ ∈

◦

Σ. Für jedes

τ ∈ Σ gilt τ = τ ′ ∩ |Σ| mit τ ′ ∈ Σ′ und
◦
τ ′ ∈

◦

Σ′. Da  ein Isomorphismus ist, gilt:

(τ) = (τ ′) ∩ (|Σ|) ∈ ΣXΣ
.

Analog erhalten wir, dass für jeden k-Kegel ρ ∈ ΣXΣ
stets −1(ρ) ∈ Σ gilt. Also ist

 : (N,Σ)→ (Λ(TN ),ΣXΣ
) ein Isomorphismus von k-Gitterfächern.

Folgerung 3.3.19. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann haben
wir folgende Bijektion

ΣX → Orb(X), Orb(X) → ΣX ,

τ 7→ Txτ ; Tx 7→ w(x, T )∗ ∩ |ΣX |.

Diese lieferen wiederum zueinander inverse Bijektionen:
◦

ΣX → Orb(X), Orb(X) →
◦

ΣX

◦
τ 7→ Tx◦

τ
; Tx 7→

◦

ω(x, T )∗.

Insbesondere gilt {0} 7→ Tx0. Für jeden Kegel τ ∈ ΣX gilt weiter dim(Txτ ) =
dim(X)− dim(τ).

Beweis. Lemma 3.3.12 und Lemma 3.3.14 liefern, dass die Zuordnungen zueinander

invers sind. Es sei (X̃ ′, T̃ , x̃0) der affine torische Abschluss von (X,T, x0). Dann gilt

dim(X) = dim(X̃ ′). Für jeden k-Kegel τ ∈ ΣX sei τ ′ der Abschluss von τ . Dann

gilt τ ′ ∈ Σ′, wobei Σ′ der Fächer von X̃ ′ in ΛQ(T ) ist. Weiter gilt dim(Txτ ′) =
dim(Txτ ). Bemerkung 2.1.35 liefert dim(τ) = dim(τ ′). Somit folgt die Behauptung
aus Erinnerung 3.3.7. �

Erinnerung 3.3.20. Es seien (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Für jedes x ∈ X
nennen wir die Untergruppe Tx := {t ∈ T ; tx = x} von T die Isotropiegruppe von
x.

Vereinbarung 3.3.21. Für einen quasaffinen k-Gitterfächer (N,∆) schreiben wir
anstatt (X∆, TN , x0) auch (Y∆, TN , y0) um die Lesbarkeit zu erhöhen. Für die je-
weiligen Fußpunkte σ ∈ ∆ schreiben wir anstatt xσ auch yσ. Falls (Y, T, y0) ein
quasiaffiner torischer k-Raum ist, schreiben wir anstatt ΣY auch ∆Y .

Lemma 3.3.22. Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Y, TY , y0) ein Morphismus von qua-
siaffinen torischen k-Räumen. Dann existiert zu jedem τ ∈ ΣX ein ρ ∈ ∆Y mit
ϕ(xτ ) = yρ.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.18 und Lemma 3.3.9. �

Erinnerung 3.3.23. Es sei (ϕ′, ϕ̃) : (X ′, TX , x0) → (Y ′, TY , y0) ein torischer Mor-
phismus von Varietäten. Dann gilt für ρ′ ∈ ∆Y ′ :

ϕ−1(yρ′) =
⋃

τ ′∈ΣX′ ,eϕ∗(
◦
τ ′)⊆

◦
ρ′

ϕ̃−1
(
TY ′

y
ρ′

)
xτ ′ .

Lemma 3.3.24. Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Y, TY , y0) ein Morphismus von quasi-
affinen torischen k-Räumen. Dann haben wir einen Morphismus von k-Gitterfächern:

ϕ̃∗ : (Λ(TX ),ΣX) → (Λ(TY ),∆Y ), λ 7→ ϕ̃ ◦ λ.



102

Beweis. Es seien (X ′, TX , x0) und (Y ′, TY , y0) die affinen torischen Abschlüsse von
(X,TX , x0) bzw. (Y, TY , y0). Mit Satz 3.2.28 können wir annehmen, dass X ⊑ TX

X ′

und Y ⊑ TY
Y ′ gilt. Nach Lemma 3.2.30 existiert ein Morphismus

(ϕ′, ϕ̃) : (X ′, TX , x0) → (Y ′, TY , y0)

mit ϕ′
|X = ϕ. Nach Erinnerung 3.3.2 ist ϕ̃∗ ein Gitterfächermorphismus von ΣX′

nach ∆Y ′ . Für jeden Fußpunkt xτ ∈ X ist ϕ(xτ ) nach Lemma 3.3.22 ein Fußpunkt
von Y . Somit existiert nach Konstruktion 3.3.13 und Erinnerung 3.3.23 zu jedem
τ ∈ ΣX ein ρ ∈ ∆Y mit ϕ̃∗(

◦
τ) ⊆

◦
ρ. Insbesondere ist ϕ̃∗(|ΣX |) ⊆ |∆Y |. Wir zeigen

nun, dass ϕ̃∗(τ) ⊆ ρ gilt. Zu τ bzw. ρ existiert ein τ ′ ∈ ΣX′ bzw. ρ′ ∈ ∆Y ′ , sodass
gilt: τ = τ ′ ∩ |ΣX | und

◦
τ =

◦
τ ′ bzw. ρ = ρ′ ∩ |∆Y | und

◦
ρ =

◦
ρ′. Aus ϕ̃∗(

◦
τ) ⊆

◦
ρ folgt,

dass ϕ̃∗(τ ′) ⊆ ρ′ gilt. Somit erhalten wir

ϕ̃∗(τ) = ϕ̃∗(τ ′ ∩ |ΣX |) ⊆ ϕ̃∗(τ ′) ∩ ϕ̃∗(|ΣX |) ⊆ ρ′ ∩ |∆Y | = ρ.

�

Lemma 3.3.25 (Faserformel). Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0) → (Y, TY , y0) ein Mor-
phismus von quasiaffinen torischen k-Räumen. Dann gilt für jedes ρ ∈ ∆Y :

ϕ−1(yρ) =
⋃

τ∈ΣX ,eϕ∗(
◦
τ )⊆

◦
ρ

ϕ̃−1
(
TYyρ

)
xτ .

Beweis. Es ist nur zur Inklusion ,,⊆” etwas zu zeigen. Dazu sei x ∈ ϕ−1(yρ) gegeben.
Dann existiert ein τ ∈ ΣX und ein t ∈ TX mit txτ = x. Nach Lemma 3.3.22
ist ϕ(xτ ) = yρ1 ein Fußpunkt mit ϕ̃∗(

◦
τ) ⊆

◦
ρ1. Somit gilt ϕ(x) ∈ TY yρ ∩ TY yρ1.

Mit Folgerung 3.3.19 erhalten wir ρ = ρ1. Es folgt ϕ̃(t)ϕ(xτ ) = yρ und damit
ϕ̃(t) ∈ TYyρ

. �

Lemma 3.3.26. Es sei F : (N,Σ)→ (M,∆) ein Morphismus von spitzen quasiaffi-
nen k-Gitterfächern. Dann haben wir einen Morphismus von quasiaffinen torischen
k-Räumen:

(Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗)) : (XΣ, TN , x0) → (Y∆, TN ′ , y0)

Beweis. Es seien Σ′ und ∆′ die Minimalfächer zu Σ bzw. ∆. Nach Lemma 2.4.23
ist F : (N,Σ′)→ (M,∆′) ein Morphismus von quasiaffinen Gitterfächern. Nach Er-
innerung 3.3.3 ist (Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗)) : (XΣ′ , TN , x0) → (Y∆′ , TM , y0) ein Mor-
phismus von quasiaffinen torischen Varietäten. Mit Konstruktion 3.3.8 und Erinne-
rung 3.3.23 folgt die Behauptung. �

Satz 3.3.27. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funktoren

G :

{
Kategorie der quasiaffinen

torischen k-Räume

}
→

{
Kategorie der spitzen

quasiaffinen k-Gitterfächer

}

(X,T, x0) 7→ (Λ(T ),ΣX )

(ϕ, ϕ̃) 7→ ϕ̃∗.

H :

{
Kategorie der spitzen

quasiaffinen k-Gitterfächer

}
→

{
Kategorie der quasiaffinen

torischen k-Räume

}

(N,Σ) 7→ (XΣ, TN , x0)

F 7→ (Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗)).
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Beweis. Mit Konstruktion 3.3.8 und Lemma 3.3.26 ist H wohldefiniert. Mit Kon-
struktion 3.3.13 und Lemma 3.3.24 ist G wohldefiniert. Es ist offensichtlich, dass
G und H Funktoren sind. Bleibt zu zeigen, dass die Funktoren wesentlich invers
zueinander sind.

Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0) → (Y, TY , y0) ein Morphismus von quasiaffinen torischen
k-Räumen. Weiter seien (X ′, TX , x0) und (Y ′, TY , y0) die torischen Abschlüsse von
(X,TX , x0) und (Y, TY , y0). Nach Satz 3.2.28 dürfen wir annehmen, dass X ⊑ TX

X ′

und Y ⊑ TY
Y ′ gilt. Lemma 3.2.30 liefert einen Morphismus (ϕ′, ϕ̃) : (X ′, TX , x0)→

(Y ′, TY , y0) mit ϕ′
|X = ϕ. Mit Konstruktion 3.3.16 existieren folgende Isomorphismen

für (X,TX , x0) und (Y, TY , y0):

(ιX , ι̃X) : (X,TX , x0) → H(G((X,TX , x0))),

(ιY , ι̃Y ) : (Y, TY , y0) → H(G((Y, TY , y0))).

Erinnerung 3.3.2 liefert für (X ′, TX , x0) bzw. (Y ′, TY , y0) die Isomorphismen:

(ιX′ ι̃X′) : (X ′, TX , x0)→ H(G((X ′, TX , x0))),

(ιY ′ , ι̃Y ′) : (Y ′, TY , y0) → H(G((Y ′, TY , y0))).

Wir haben folgende Diagramme:

(X ′, TX , x0)
(ιX′ ,eιX′) //

(ϕ′,eϕ)

��

H(G((X ′, TX , x0)))

G(H((ϕ′,eϕ)))

��

(X,TX , x0)
(ιX ,eιX)

//

(ϕ,eϕ)
��

H(G((X,TX , x0)))

H(G((ϕ,eϕ)))
��

(Y, TY , y0)
(ιY ,eιY )

// H(G((Y, TY , y0)))

(Y ′, TY , y0)
(ιY ′ ,eιY ′ )

// H(G((Y ′, TY , y0)))

Mit Erinnerung 3.3.2 kommutiert das äußere Diagramm. Nach Konstruktion 3.3.16
sind (ιX , ι̃X) und (ιY , ι̃Y ) Einschränkungen der Isomorphismen (ιX′ ι̃X′) bzw. (ιY ′ , ι̃Y ′).
Somit kommutiert das innere Diagramm.

Es sei jetzt F : (N,Σ) → (M,∆) ein Morphismus von quasiaffinen k-Fächern ge-
geben. Weiter seien (N,Σ′) und (M,∆′) die Minimalfächer zu Σ bzw. ∆. Nach
Folgerung 2.4.23 ist F : (N,Σ′) → (M,∆′) ein Morphismus von Fächern. Mit Kon-
struktion 3.3.18 existieren Isomorphismen:

Σ : (N,Σ) → G(H((N,Σ))), Σ′ : (N,Σ′) → G(H((N,Σ′))),

∆ : (M,∆) → G(H((M,∆))), ∆′ : (M,∆′) → G(H((M,∆′))).
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Somit haben wir folgende Diagramme:

(N,Σ′)
Σ′ //

F

��

G(H((N,Σ′)))

G(H(F ))

��

(N,Σ)
Σ //

F
��

G(H((N,Σ)))

G(H(F ))
��

(M,∆) ∆
// G(H((M,∆)))

(M,∆′) ∆′
// G(H((M,∆′)))

Mit Erinnerung 3.3.3 kommutiert das äußere Diagramm. Nach Konstruktion 3.3.18
sind die Morphismen Σ bzw. ∆ Einschränkungen der Morphismen Σ′ bzw. ∆′ .
Somit kommutiert das innere Diagramm. �

Beispiel 3.3.28. Wir betrachten den k-Raum

X := K3 \ ({(0, 0, 0)} ∪ K∗ × {0} ×K∗ ∪ {0} ×K∗ × {0}) .

Dann ist (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum mit T := (K∗)3 und x0 :=
(1, 1, 1). Es gilt X ⊑ TX

′ := K3. Wir wissen, dass σX′ = cone(e1, e2, e3) und Λ(T ) ∼=
Z3 ist, wobei ei die Standardbasisvektoren von Q3 ∼= ΛQ(T ) bezeichnen. Wir setzen
ρ′i := cone(ei), τ

′
1 := cone(e1, e2) und τ ′2 := cone(e2, e3). Weiter setzen wir τ1 :=

τ ′1 \
◦
ρ′2 und τ2 := τ ′2 \

◦
ρ′2. Der quasiaffine k-Fächer ΣX ist gegeben durch

ΣX = {{0}, ρ′1, ρ
′
2, τ1, τ2}

In Abbildung 17 sieht man ein mögliches Schaubild vom Träger ΣX .

τ1

τ2

ρ′
1

ρ′
2

Abbildung 17
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3.4. Quasiaffine attraktive torische k-Räume und k-Gitterkegel.

In diesem Abschnitt zeigen wir unter anderem, dass konstruierbare Teilfächer von
quasiaffinen k-Fächer konstruierbare Unterräume liefern siehe Lemma 3.4.5. Weiter
geben wir Funktoren zwischen der Kategorie der quasiaffinen spitzen k-Kegel und
der Kategorie der quasiaffinen attraktiven torischen k-Räume an, welche wesentlich
invers zueinander sind siehe Satz 3.4.9.

Erinnerung 3.4.1. Es seien (N,Σ′) ein spitzer Gitterfächer und τ ′, σ′ ∈ Σ′. Dann
gilt:

TNxσ′ ⊆ TNxτ ′
XΣ′

⇔ τ ′4σ′.

Lemma 3.4.2. Es sei (N,Σ) ein spitzer quasiaffiner k-Fächer. Dann gilt für τ, σ ∈
Σ:

TNxσ ⊆ TNxτ
XΣ ⇔ τ4σ.

Beweis. Mit Lemma 2.3.10 existiert zu Σ der Minimalfächer Σ′ in NQ. Nach Be-
merkung 2.3.11 ist Σ′ spitz. Wir setzen T := TN . Nach Konstruktion 3.3.8 gilt
XΣ ⊑ TXΣ′ . Weiter seien τ ′ und σ′ die Abschlüsse von τ bzw. σ. Mit Lemma 2.3.10
gilt τ ′, σ′ ∈ Σ′. Nach Erinnerung 3.3.7 und Folgerung 3.3.19 gilt weiter Txσ = Txσ′
und Txτ = Txτ ′ . Mit Lemma 2.2.31 und Erinnerung 3.4.1 erhalten wir

Txσ ⊆ Txτ
XΣ ⇔ Txσ′ ⊆ Txτ ′

XΣ′
⇔ τ ′4σ′ ⇔ τ4σ.

�

Folgerung 3.4.3. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann gilt für
τ ∈ ΣX :

Vτ := Txτ =
⋃

ρ∈Stern(τ)

Txρ.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.4.2. �

Lemma 3.4.4. Es seien (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum und Y ⊆ X
ein T -invarianter dichter konstruierbarer Unterraum von X. Dann ist (Y, T, x0) ein
torischer k-Raum und es gilt ΣY ⊑ ΣX .

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert, dass Y ⊑ TX gilt. Es seien Σ′
Y und Σ′

X die quasiaffinen
Fächer zu ΣY und ΣX aus Konstruktion 3.3.13. Es gilt ΣY ⊑ Σ′

Y und ΣX ⊑ Σ′
X .

Nach Konstruktion 3.3.13 gilt:
◦

ΣY = {
◦

ω(x, T )∗;x ∈ Y } und
◦

ΣX = {
◦

ω(x, T )∗;x ∈ X}.

Wegen Y ⊑ TX gilt
◦

ΣY ⊆
◦

ΣX . Das heißt, zu jedem τ ∈ ΣY existiert ein ρ ∈ ΣX

mit
◦
τ =

◦
ρ. Es seien τ ∈ ΣY und ρ ∈ ΣX mit

◦
ρ =

◦
τ gegeben. Zu zeigen ist, dass

τ = ρ ∩ |ΣY | gilt. Es seien τ ′ der Abschluss von τ und ρ′ der Abschluss von ρ. Aus
◦
τ =

◦
ρ folgt τ ′ = ρ′. Mit Bemerkung 2.2.26 gilt τ ′ ∈ Σ′

Y und ρ′ ∈ Σ′
X . Aus ΣY ⊑ Σ′

Y
und ΣX ⊑ Σ′

X folgt somit

τ = τ ′ ∩ |
◦

ΣY | ⊆ ρ′ ∩ |
◦

ΣX | = ρ.

Es ist noch zu zeigen ist, dass ρ∩|ΣY | ⊆ τ gilt. Dazu zeigen wir, dass für alle τ2 ∈ ΣY

mit
◦
τ2∩ρ 6= ∅ stets

◦
τ2 ⊆ τ gilt. Es sei also ein τ2 ∈ ΣY mit

◦
τ2∩ρ 6= ∅ gegeben. Zu τ2
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existiert ein ρ2 ∈ ΣX mit
◦
τ2 =

◦
ρ2. Nach Lemma 2.2.10 gilt ρ24ρ. Folgerung 3.3.19

liefert, dass Txρ = Txτ und Txρ2 = Txτ2 gilt. Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir

Txτ = Txρ ⊆ Txρ2
X
∩ Y = Txτ2

X
∩ Y = Txτ2

Y
.

Lemma 3.4.2 liefert somit, dass τ24τ gilt. Insbesondere gilt
◦
τ2 ⊆ τ . �

Lemma 3.4.5. Es seien (N,Σ) und (N,∆) spitze quasiaffine k-Gitterfächer mit
∆ ⊑ Σ. Dann existiert eine torische Einbettung (κ, id) : (Y∆, TN , y0) → (XΣ, TN , x0)
mit

κ(Y∆) =
⋃

τ∈Σ,
◦
τ∈

◦
∆

TNxτ .

Beweis. Mit Lemma 2.3.4 ist ∆ ein quasiaffiner k-Fächer. Mit Lemma 2.3.10 existiert
zu Σ bzw. ∆ ein Minimalfächer Σ′ bzw. ∆′. Nach Bemerkung 2.3.11 sind Σ′ und
∆′ spitz. Mit Lemma 2.3.13 ist ∆′4Σ′. Nach Erinnerung 3.3.15 existiert eine offene
Einbettung (κ′, id) : (Y∆′ , TN , y0)→ (XΣ′ , TN , x0) mit

κ′(Y∆′) =
⋃

τ ′∈∆′

TNxτ ′ .

Da ∆ ⊑ Σ gilt, existiert zu jedem ρ ∈ ∆ ein σ ∈ Σ mit ρ = σ∩|∆| und
◦
ρ =

◦
σ. Somit

liefert Konstruktion 3.3.8:

κ′(Y∆) =
⋃

τ∈Σ,
◦
τ∈

◦
∆

TNxτ .

Also ist κ′(X∆) eine konstruierbare Menge in XΣ. Mit κ := κ′|Y∆
folgt die Behaup-

tung. �

Lemma 3.4.6. Es seien (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum und U ⊆
X eine T -invariante nichtleere offene Teilmenge von X. Dann ist (U, T, x0) ein
torischer k-Raum und es gilt ΣU4ΣX .

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert U ⊑ TX. Nach Lemma 3.4.4 gilt ΣU ⊑ ΣX . Somit exi-
stiert zu jedem τ ∈ ΣU ein σ ∈ ΣX mit

◦
τ =

◦
σ und τ ⊆ σ. Noch zu zeigen ist,

dass τ = σ gilt. Aus
◦
τ =

◦
σ folgt mit Folgerung 3.3.19, dass Txσ = Txτ ⊆ U gilt.

Angenommen es gibt ein ρ4σ mit
◦
ρ * τ . Folgerung 3.3.19 liefert Txρ ⊆ X \ U und

damit gilt Txρ ⊆ X \ U . Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir folgenden Widerspruch:

Txτ = Txσ ⊆ Txρ ⊆ X \ U.

�

Lemma 3.4.7. Es seien (N,Σ) und (N,∆) spitze quasiaffine k-Gitterfächer mit
∆4Σ. Dann existiert eine offene torische Einbettung:

(κ, id) : (Y∆, TN , y0)→ (XΣ, TN , x0) mit κ(Y∆) =
⋃

τ∈∆

TNxτ .

Beweis. Da Σ ein quasiaffiner k-Fächer ist und ∆4Σ gilt, ist ∆ ein quasiaffiner k-
Fächer. Mit Bemerkung 2.2.28 ist ∆ ebenfalls spitz. Nach Lemma 2.3.10 existiert zu
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Σ und ∆ der Minimalfächer Σ′ bzw. ∆′. Mit Folgerung 2.3.14 gilt ∆′4Σ′. Bemer-
kung 2.3.11 liefert, dass Σ′ und ∆′ spitze quasiaffine k-Fächer sind. Nach Konstruk-
tion von XΣ bzw. Y∆ gilt XΣ ⊑ TN

XΣ′ bzw. Y∆ ⊑ TN
Y∆′ . Mit Erinnerung 3.3.15

existiert eine offene Einbettung (κ′, id) : (Y∆′ , TN , y0)→ (XΣ′ , TN , x0) mit

κ′(Y∆′) =
⋃

τ ′∈∆′

TNxτ ′ =
⋃

◦
τ ′∈

◦
∆′

TNx◦
τ ′
.

Nach Lemma 2.3.12 gilt
◦

∆ =
◦

∆′∩
◦

Σ. Konstruktion 3.3.8 und Folgerung 3.3.19 liefern
somit

κ′(X∆′) ∩ XΣ =



⋃

◦
τ ′∈

◦
∆′

TNx◦
τ ′


 ∩



⋃

◦
ρ∈

◦
Σ

TNx◦
ρ


 =

⋃

τ ′∈∆′,
◦
τ ′∈

◦
∆

TNxτ ′ .

Konstruktion 3.3.8 liefert weiter

κ′(X∆) =
⋃

τ ′∈∆′,
◦
τ ′∈

◦
∆

TNxτ ′ = κ′(X∆′) ∩ XΣ.

Also ist κ′(X∆) eine offene Menge in XΣ. Mit κ := κ′|X∆
folgt die Behauptung. �

Satz 3.4.8. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Der torische k-Raum (X,T, x0) ist attraktiv.
(ii) Der Träger |ΣX | von ΣX ist ein spitzer Kegel in ΛQ(T ).

Beweis. Zur Implikation ,,⇒”: Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir, dass ΣX nur einen
maximalen k-Kegel besitzt. Somit existiert ein σ ∈ ΣX mit τ4σ für alle τ ∈ ΣX .
Also ist |Σ| = σ ein k-Kegel in ΛQ(T ). Mit Folgerung 2.3.18 ist |Σ| spitz.

Zur Implikation ,,⇐”: Mit Lemma 2.3.17 erhalten wir, dass F|Σ| = Σ gilt. Also hat
Σ nur einen maximalen k-Kegel. Somit hat X nach Lemma 3.4.2 nur eine abge-
schlossene Bahn. �

Satz 3.4.9. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funktoren

G :

{
Kategorie der quasiaffinen

attraktiven k-Räume

}
→

{
Kategorie der

spitzen k-Gitterkegel

}

(X,T, x0) 7→ (Λ(T ), σX := |ΣX |)

(ϕ, ϕ̃) 7→ ϕ̃∗.

H :

{
Kategorie der

spitzen k-Gitterkegel

}
→

{
Kategorie der quasiaffinen

attraktiven k-Räume

}

(N,σ) 7→ (Xσ := XFσ , TN , x0)

F 7→ (Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗)).

Für jeden Kegel τ4σX gilt dim(Txτ ) = dim(X) − dim(τ).

Beweis. Die Kategorie der quasiaffinen attraktiven k-Räume ist eine volle Unterkate-
gorie der Kategorie der quasiaffinen torischen k-Räume. Nach Folgerung 2.4.19 ist die
Kategorie der k-Gitterkegel ein volle Unterkategorie der quasiaffinen k-Gitterfächer.
Somit folgt die Behauptung aus Satz 3.3.27 und Satz 3.4.8. �
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Folgerung 3.4.10. Es sei (N,σ) ein spitzer k-Gitterfächer. Dann gilt für jedes
τ4σ:

dim(TNxτ ) = dim(Xσ)− 1 ⇔ τ ∈ σ(1).

Bemerkung 3.4.11. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner attraktiver k-Raum. Dann
liefert Lemma 2.3.17, dass ΣX = FσX

gilt.

Beispiel 3.4.12. Wir betrachten den k-Raum

X := K3 \ ((K∗ × {0} × {0}) ∪ ({0} ×K∗ × {0}) ∪ ({0} × {0} ×K∗))

Dann ist (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum, wobei T := (K∗)3 und x0 :=
(1, 1, 1). Da (0, 0, 0) ∈ X die einzige abgeschlossene Bahn ist, ist X attraktiv. Weiter
gilt X ⊑ TX

′ := K3. Wir wissen, dass Λ(T ) ∼= Z3 und σX′ = cone(e1, e2, e3) gilt,
wobei ei die Standardbasisvektoren von Q3 ∼= ΛQ(T ) bezeichnen. Wir setzen ρ′i :=
cone(ei). Dann ist der k-Kegel σX gegeben durch

σX = {0} ∪
◦
σX′ ∪

◦
ρ′1 ∪

◦
ρ′2 ∪

◦
ρ′3.

In Abbildung 18 sieht man ein mögliches Schaubild von σX .

σX

ρ′
1

ρ′
3

ρ′
2

Abbildung 18

Folgerung 3.4.13. Es sei (X,T, x0) ein attraktiver k-Raum. Dann haben wir eine
Bijektion

Orb(X)→ {Seiten von σX} , {Seiten von σX} → Orb(X)

Tx 7→ w(x, T )∗ ∩ σX ; τ 7→ Txτ .

Insbesondere gilt {0} 7→ Tx0 und TxσX
ist die einzige abgeschlossene Bahn von X.

Beweis. Folgt aus Folgerung 3.3.19 und Bemerkung 3.4.11. �

Folgerung 3.4.14. Es seien (N,σ) ein k-Gitterkegel und σ′ der Abschluss von σ.
Dann gilt für die Seiten ρ′ von σ′:

TNxρ′ ⊆ Xσ ⇔
◦
ρ′ ⊆ σ.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.16 und Folgerung 3.4.13. �

Folgerung 3.4.15. Es seien (N,σ) ein spitzer k-Gitterkegel und τ4σ. Dann exi-
stiert eine offene Einbettung (κ, id) : (Xτ , TN , x0)→ (Xσ , TN , x0) mit

κ(Xτ ) =
⋃

ρ4τ

TNxρ.

Beweis. Es gilt Fτ4Fσ. Somit folgt die Behauptung aus Lemma 3.4.7 und Bemer-
kung 3.4.11. �
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Folgerung 3.4.16. Es sei (N,σ) ein spitzer k-Gitterkegel. Dann gilt

Xσ =
⋃

τ4σ

Xτ .

Beweis. Folgt aus Folgerung 3.4.15. �

Erinnerung 3.4.17. Es sei (X ′, T, x0) eine affine torische Varietät und τ ′4σ′ :=
σX′ . Weiter betrachten wir den Morphismus P : N → Nτ ′ , wobei N := Λ(T ). Wir
setzen p := Spec(ψP ∗) : T → T/Txτ ′

. Dann ist folgende Abbildung ein Isomorphis-
mus: ι : XP (σ′) → Vτ ′ , p(t)xP (ρ′) 7→ txρ′ = tx◦

ρ′
.

Lemma 3.4.18. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner attraktiver torischer k-Raum und
τ4σ := σX . Weiter betrachten wir den Morphismus P : N → Nτ , wobei N :=
Λ(T ). Wir setzen p := Spec(ψP ∗) : T → T/Txτ . Dann ist folgende Abbildung ein
Isomorphismus:

ι : XP s(σ) → Vτ , p(t)xP s(ρ) 7→ txρ = tx◦
ρ
.

Beweis. Es sei (X ′, T, x0) der torische Abschluss von (X,T, x0). Nach Lemma 3.2.28
können wir annehmen, dass X ⊑ TX

′ gilt. Es sei τ ′ der Abschluss von τ . Mit Fol-
gerung 3.3.19 und Folgerung 3.4.3 ist Vτ eine konstruierbare dichte Teilmenge von
Vτ ′ . Nach Lemma 3.4.4 gilt Fσ ⊑ FσX′ . Daraus folgt τ ′4σ′ := σX′ und lin(τ ′) =
lin(τ). Nach Konstruktion 2.5.8 ist P s(σ) ein k-Kegel und P (σ′) der Abschluss
von P s(σ). Mit Lemma 3.4.5 gilt: (XP s(σ), TNτ , xP s(τ)) ⊑ (XP (σ′), TNτ ′

, xP (τ ′)). Kon-
struktion 2.5.8 liefert Bijektionen

 : Sternσ(τ) → FP s(σ), ρ 7→ P s(ρ)
und

′ : Sternσ′(τ
′) → FP s(σ′), ρ′ 7→ P (ρ′).

Somit sind alle Fußpunkte von XP s(σ) von der Gestalt xP s(ρ) mit ρ ∈ Sternσ(τ).
Die Fußpunkte von XP (σ′) haben die Gestalt xP (ρ′) mit ρ′ ∈ Sternσ′(τ

′). Erinne-
rung 3.4.17 liefert einen Isomorphismus ι′ : XP (σ′) → Vτ ′ , p(t)xP (ρ′) 7→ txρ′ . Es sei

ρ ∈ Sternσ(τ) und ρ′ der Abschluss von ρ. Dann gilt ρ′ ∈ Sternσ′(τ
′) und

◦
ρ′ =

◦
ρ.

Nach Konstruktion 2.5.8 gilt
◦

P s(ρ) = P (
◦
ρ′) =

◦

P (ρ′). Somit erhalten wir mit Folge-
rung 3.3.19

ι′(p(t)xP s(ρ)) = tx◦
ρ

= tx◦
ρ′

= ι′(p(t)xP (ρ′)).

Also ist ι′|XP s(σ)
= ι. Offensichtlich gilt ι′(XP s(σ)) ⊆ Vτ . Es sei ein txρ ∈ Vτ mit

ρ ∈ Sternσ(τ) und t ∈ T gegeben. Weiter sei ρ′ der Abschluss von ρ. Es gilt xρ′ =
xρ ∈ Vτ ′ und ρ′ ∈ Sternσ′(τ

′). Daraus folgt

ι′(p(t)xP (ρ′)) = ι′(p(t)xP s(ρ)) = txρ.

�

Lemma 3.4.19. Es sei (N,σ) ein spitzer k-Gitterfächer. Ist σ 1-voll so ist, Xσ

ebenfalls 1-voll.

Beweis. Es sei σ′ der Abschluss von σ. Nach Lemma 3.4.5 können wir annehmen,
dass Xσ ⊑ TN

Xσ′ gilt. Nach Voraussetzung gilt σ(1) = σ′(1). Da Xσ′ \Xσ ebenfalls
TN -invariant ist, folgt die Behauptung aus Folgerung 3.3.19 und Folgerung 3.4.10.

�
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3.5. Separierte torische k-Räume und k-Gitterfächer.

Wir geben Funktoren zwischen der Kategorie der spitzen k-Fächer und der Katego-
rie der separierten torischen k-Räume an, welche wesentlich invers zueinander sind
siehe Satz 3.5.15. Unter anderem zeigen wir, dass jeder nichtleere offene torische
Unterraum eines separierten torischen k-Raumes einen offenen k-Teilfächer liefert
siehe Lemma 3.5.22.

Konstruktion 3.5.1. Es sei (N,Σ) ein spitzer k-Gitterfächer. Wir wollen einen
separierten torischer k-Raum (XΣ, TN , x0) zu (N,Σ) konstruieren. Es sei ein Paar
σi, σj ∈ Σ gegeben. Dann gilt nach Definition σi ∩ σj = ∪τl mit τl4σi, σj. Nach
Lemma 3.4.7 existieren für jedes τl offene Einbettungen

(κil , id) : (Xτl , TN , x(0,i)) → (Xσi
, TN , x(0,i))

(κjl , id) : (Xτl , TN , x(0,j)) → (Xσj
, TN , x(0,j)).

Wir setzen

Xij :=
⋃
κil(Xτl) ⊆ Xσi

und Xji :=
⋃
κjl(Xτl) ⊆ Xσj

.

Die offenen Teilmengen Xij und Xji von Xσi
bzw. Xσj

sind quasiaffine torische k-

Räume. Da alle κ−1
il

auf TNx(0,i) die Identität sind, existiert mit Folgerung 1.5.12

ein Isomorphismus (ϕij , id) : (Xij , TN , x(0,i)) → (Xji, TN , x(0,j)). Da jedes ϕij auf
TNx(0,i) von torischen k-Räumen. die Identität ist, liefert Folgerung 1.5.12, Folge-
rung 3.3.19 und Lemma 3.4.7, dass die Bedingungen für Erinnerung 1.5.4 erfüllt
sind. Somit ist

XΣ :=
(⋃

Xσi

)
/ ∼ϕij

ein k-Raum. Weiter haben wir eine Wirkung µXΣ
: T×XΣ → XΣ, (t, [x]) 7→ [tx]. Die

Wirkung ist wohldefiniert, da alle ϕij auf Tx(0,i) die Identität sind. Für jedes σ ∈ Σ
erhalten wir eine kanonische offene TN -äquivariante Einbettung Xσ → XΣ. Somit ist
µXΣ

ein Morphismus. Jedes Xσi
/ ∼ ist ein quasiaffiner torischer k-Raum und es gilt

ϕij(x(0,i)) = x(0,j). Somit ist (XΣ, TN , x0) ein torischer k-Raum mit x0 := [x(0,i)].

Es bleibt noch zu zeigen, dass XΣ separiert ist. Dazu reicht es nach Satz 3.2.21
zu zeigen, dass für jedes λ ∈ Λ(T ) der Morphismus λx0 : K∗ → Xσ höchstens eine
Fortsetzung besitzt. Es seien ν1, ν2 : K → XΣ zwei Fortsetzungen von λx0 mit λ ∈
Λ(T ). Weiter seien σ1, σ2 ∈ Σ mit ν1(0) ∈ Xσ1 und ν2(0) ∈ Xσ2 . Nach Folgerung 3.3.9
gilt λ ∈ σ1 ∩σ2. Somit ist λ ∈ τ mit τ4σ1, σ2 und es gilt ν1(0) = ν1(0) ∈ Xτ . Damit
erhalten wir ν1(0) = ν1(0) ∈ Xσ1 ∩Xσ2 ⊆ XΣ.

Bemerkung 3.5.2. Es sei (N,Σ) ein spitzer quasiaffiner k-Fächer. Weiter sei das
Trippel (XΣ, TN , x0) der quasiaffine k-Raum aus Konstruktion 3.3.8 und (YΣ, TN , y0)
der torische separierte k-Raum aus Konstruktion 3.5.1. Dann liefert Folgerung 1.5.12,
Konstruktion 3.5.1 und Lemma 3.4.7, dass (XΣ, TN , x0) ∼= (YΣ, TN , y0) gilt.

Folgerung 3.5.3. Es seien (N,Σ) ein spitzer k-Gitterfächer und λ ∈ Λ(T ). Dann
konvergiert λ(t)x0 in XΣ genau dann, wenn λ ∈

◦
τ mit τ ∈ Σ gilt. Insbesondere gilt

für λ, λ′ ∈ Λ(T ) ∩ |Σ|:

lim
t→0

(λ(t)x0) = lim
t→0

(λ′(t)x0) ⇔ λ, λ′ ∈
◦
τ mit einem k-Kegel τ ∈ Σ.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.2.21, Lemma 3.3.9 und Konstruktion 3.5.1. �
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Definition 3.5.4. Es sei (N,Σ) ein spitzer k-Gitterfächer. Nach Folgerung 3.5.3
definiert jedes τ ∈ Σ einen Punkt x◦

τ
:= xτ := limt→0(λ(t)x0). Wir nennen xτ den

Fußpunkt zu τ .

Lemma 3.5.5. Es sei (N,Σ) ein spitzer k-Fächer. Dann haben wir eine bijektive
Zuordnung: Σ→ Orb(XΣ), τ 7→ Txτ .

Beweis. Die Zuordnung ist nach Folgerung 3.5.3 und Satz 3.2.21 wohldefiniert. Nach
Folgerung 3.3.19 und Konstruktion 3.5.1 haben wir lokale Bijektionen. Somit ist aber
die Zuordnung bijektiv. �

Konstruktion 3.5.6. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum. Dann ist
folgende Kollektion von spitzen k-Kegeln ein spitzer k-Fächer in ΛQ(T ):

ΣX := {ω(x, T )∗ ∩ |ΣX0|; x ∈ X0, X0 ⊆ X offen, quasiaffin T -invariant} .

Wir müssen zeigen, dass ω(x, T )∗ ∩ |ΣX1 | = ω(x, T )∗ ∩ |ΣX2 | für x ∈ X1 ∩X2 gilt,
wobei X1,X2 ⊆ X offene quasiaffine T−invariante Teilmengen sind. Lemma 3.4.6
liefert ΣX1∩X24ΣX1 ,ΣX2 . Somit gilt mit Konstruktion 3.3.13 und Lemma 2.2.10:

ω(x, T )∗ ∩ |ΣX1 | = ω(x, T )∗ ∩ |ΣX1∩X2 | = ω(x, T )∗ ∩ |ΣX1 |.

Also ist ΣX wohldefiniert. Insbesondere ist nur noch zu zeigen, dass für je zwei
σ1, σ2 ∈ ΣX

σ1 ∩ σ2 =
⋃
τk

mit τk4σ1, σ2 gilt. Es seien also σ1, σ2 ∈ ΣX gegeben. Wir können ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit annehmen, dass σ1 ∈ ΣX1 bzw. σ2 ∈ ΣX2 gilt, wobei
X1,X2 ⊆ X offene quasiaffine T−invariante Teilmengen. Nach Lemma 3.4.7 können
wir weiter annehmen, dass Xσ1 ⊆ X1 und Xσ2 ⊆ X2 offene Teilmengen sind. Somit
ist Xσ1 ∩ Xσ2 eine offene Teilmenge von Xσ1 und Xσ2 sind. Nach Lemma 3.4.6 ist
ΣXσ1∩Xσ2

ein offener k-Teilfächer von Fσ1 und Fσ2 . Somit gilt |ΣXσ1∩Xσ2
| ⊆ σ1∩σ2.

Wir zeigen, dass Gleichheit gilt. Dazu reicht es zu zeigen, dass folgende Inklusion
gilt:

(σ1 ∩ σ2) ∩ Λ(T ) ⊆ |ΣXσ1∩Xσ2
| ∩ Λ(T ).

Es sei dazu λ ∈ (σ1 ∩ σ2) ∩ Λ(T ) gegeben. Mit Lemma 3.3.9 erhalten wir, dass
λ′x0

(0) ∈ Xσ1 und λ′x0
(0) ∈ Xσ2 gilt. Da X separiert ist, folgt mit Satz 3.2.21, dass

λ′x0
(0) ∈ Xσ1 ∩Xσ2 gilt. Mit Lemma 3.3.9 erhalten wir λ ∈ |ΣXσ1∩Xσ2

|.

Für jede offene quasiaffine T -invariante Überdeckung X1, . . . ,Xn von X gilt:

ΣX = ΣX1 ∪ . . . ∪ ΣXn .

Bemerkung 3.5.7. Es sei (X,T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Weiter sei
∆X der Fächer aus Konstruktion 3.5.6 und ΣX der quasiaffine k-Fächer aus Kon-
struktion 3.3.13. Da Konstruktion 3.5.6 unabhänging von der Wahl der quasiaffinen
Überdeckung ist, gilt ΣX = ∆X .

Lemma 3.5.8. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum und X1, . . . ,Xn

eine offene quasiaffine torische Überdeckung. Dann haben wir folgende bijektive Zu-
ordnung: Orb(X)→ ΣX , Tx 7→ ω(x, T )∗ ∩ |ΣXi

|, wobei x ∈ Xi.

Beweis. Nach Konstruktion 3.5.6 ist die Zuordnung wohldefiniert. Folgerung 3.3.19
liefert eine lokale Bijektionen. Somit ist die Zuordnung ebenfalls bijektiv. �
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Folgerung 3.5.9. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum. Dann existiert
ein kanonischer torischer Isomorphismus (ι, ι̃) : (XΣX

, TΛ(T ), x0)→ (X,T, x0).

Beweis. Konstruktion 3.5.6 ist unabhänging von der Wahl der offenen quasiaffinen
T -invarianten Überdeckung von X. Die Aussage lässt sich auf den quasiaffinen Fall
zurückführen und folgt dann aus Konstruktion 3.3.16. �

Folgerung 3.5.10. Es sei (N,Σ) ein spitzer k-Gitterfächer. Dann existiert ein ka-
nonische Isomorphismus von k-Gitterfächern  : (N,Σ)→ (Λ(TN ),ΣXΣ

).

Beweis. Die Konstruktion 3.5.6 ist unabhänging von der Wahl der offenen quasi-
affinen TN -invarianten Überdeckung von XΣ. Die Aussage lässt sich somit auf den
quasiaffinen Fall zurückführen und folgt dann aus Konstruktion 3.3.18. �

Folgerung 3.5.11. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum. Weiter sei
X1, . . . ,Xn eine offene quasiaffine torische Überdeckung von X. Dann haben wir
eine Bijektion

ΣX → Orb(X), Orb(X) → ΣX ,

τ 7→ Txτ ; Tx 7→ w(x, T )∗ ∩ |ΣXi
| wobei x ∈ Xi.

Diese lieferen wiederum zueinander inverse Bijektionen:
◦

ΣX → Orb(X), Orb(X) →
◦

ΣX

◦
τ 7→ Tx◦

τ
; Tx 7→

◦

ω(x, T )∗.

Für jeden k-Kegel τ ∈ ΣX gilt dim(Txτ ) = dim(X)− dim(τ).

Beweis. Lemma 3.5.5 und Lemma 3.5.8 liefern, dass die Zuordnungen zueinander
invers sind. Es gilt dim(X) = dim(Xi). Für jedes xτ ∈ Xi gilt weiter Txτ ∈ Orb(Xi).
Nach Folgerung 3.3.19 ist dim(Txτ ) = dim(X) − dim(τ). �

Konstruktion 3.5.12. Es sei F : (N,Σ) → (M,∆) ein Morphismus von spitzen
k-Gitterfächern. Wir konstruieren zu F einen Morphismus

(Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗)) : (XΣ, TN , x0)→ (Y∆, TM , y0).

Es sei σ ∈ Σ gegeben. Nach Voraussetzung existiert ein ρ ∈ ∆ mit F (σ) ⊆ ρ. Weiter
existiert nach Satz 3.4.9 ein Morphismus

(ϕσ , ϕ̃σ) := (Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗)) : Xσ → Xρ ⊆ X∆.

Zuerst zeigen wir, dass ϕσ unabhänging von der Wahl von ρ ist. Es sei ρ1 ∈ Σ mit
F (σ) ⊆ ρ1 gegeben. Mit Lemma 2.4.11 gilt F c(σ) ⊆ ρ1 ∩ ρ = ∪τk mit τk4ρ, ρ1. Da
F c(σ) ein k-Kegel ist, folgt mit Lemma 2.1.30, dass F c(σ) ⊆ τl gilt. Wir erhalten
wieder mit Lemma 2.4.11, dass F (σ) ⊆ τl gilt. Mit Satz 3.4.9 folgt ϕ(Xσ) ⊆ Xρ ∩
Xρ1 ⊆ XΣ.

Es seien σ1, σ2 ∈ Σ. Es ist zu zeigen, dass ϕσ1 = ϕσ2 auf Xσ1 ∩ Xσ2 gilt. Nach
Konstruktion 3.5.1 gilt:

Xσ1 ∩ Xσ2 =
⋃

Xτk

mit τk4σ1, σ2. Dies liefert ϕσ1 = ϕσ2 auf allen Xτk und somit ϕσ1 = ϕσ2 auf
Xσ1 ∩Xσ2 .
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Lemma 3.5.13. Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Y, TY , y0) ein Morphismus von qua-
siaffinen torischen k-Räumen. Dann existiert zu jedem τ ∈ ΣX ein ρ ∈ ∆Y mit
ϕ(xτ ) = yρ.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.18 und Folgerung 3.5.3. �

Konstruktion 3.5.14. Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Y, TY , y0) ein Morphismus von
separierten torischen k-Räumen. Wir konstruieren zu (ϕ, ϕ̃) einen Morphismus von
k-Gitterfächern

ϕ̃∗ : (Λ(TX),ΣX) → (Λ(TY ),∆Y ), λ 7→ ϕ̃ ◦ λ

konstruieren. Es seien X1, . . . ,Xr ⊆ X und Y1, . . . , Ys ⊆ Y quasiaffine TX-invariante
bzw. TY -invariante offene Überdeckungen von X bzw. Y . Da Yj offene TY -invariante
Teilmengen von Y sind, ist ϕ−1(Yj) offen und TX-invariant in X. Somit sind die

Xij := Xi∩ϕ
−1(Yj) eine quasiaffine offene TX-invariante Überdeckung von X. Nach

Lemma 3.4.6 gilt ΣXij
4ΣX und ∆Yi

4∆Y . Mit Konstruktion 3.5.6 erhalten wir:

ΣX =
⋃

i,j

ΣXij
und ∆Y =

⋃

j

∆Yj
.

Weiter sind (ϕ|Xij
, ϕ̃) : (Xij , TX , x0) → (Yj, TY , y0) torische Morphismen von qua-

siaffinen torischen k-Räumen. Nach Lemma 3.3.27 gibt es zu jedem τ ∈ ΣXij
ein

ρ ∈ ∆Yi
mit ϕ̃∗(τ) ⊆ ρ. Somit ist ϕ̃∗ : (Λ(TX ),ΣX)→ (Λ(TY ),∆Y ) ein Morphismus

von k-Gitterfächern.

Satz 3.5.15. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funktoren

G :

{
Kategorie der separierten

torischen k-Räume

}
→

{
Kategorie der
k-Gitterfächer

}

(X,T, x0) 7→ (Λ(T ),ΣX)

(ϕ, ϕ̃) 7→ ϕ̃∗.

H :

{
Kategorie der
k-Gitterfächer

}
→

{
Kategorie der separierten

torischen k-Räume

}

(N,Σ) 7→ (XΣ, TN , x0)

F 7→ (Spec(ψF ∗),Spec(ψF ∗)).

Beweis. Mit Konstruktion 3.5.1 und Konstruktion 3.5.12 erhalten wir, dass die Zu-
ordnung G wohldefiniert ist. Nach Konstruktion 3.5.6 und Konstruktion 3.5.14 ist
die Zuordnung H wohldefiniert. Dass G und H Funktoren sind, ist offensichtlich.
Mit Satz 3.3.27 erhalten wir, dass die Funktoren lokal wesentlich invers zueinander
sind. Wie im Fall der torischen Varietäten erhalten wir, dass die Funktoren G und
H wesentlich inverse zueinander sind. �

Beispiel 3.5.16. Wir betrachten die quasiaffinen attraktiven torischen k-Räume
V1 := (K2 × K∗) \ (K∗ × {0} × K∗) und V2 := K2 × K∗ mit der Standardwirkung
von T := (K∗)3 und dem Basispunkt y0 := (1, 1, 1). Weiter betrachten wir den
Isomorphismus ψ : (K∗)3 → (K∗)3, (x1, x2, x3) 7→ (x2, x2/x3, x1) und setzen Y :=
V1∪ψV2. Dann ist (Y, T, y0) ein torischer k-Raum. Der k-Raum Y ist sogar separiert.

Begründung: Wir berechnen für V1 ⊆ Y und V2 ⊆ Y die zugehörigen k-Kegel σV1

und σV2 in Q3 ∼= ΛQ(T ). Dazu berechnen wir zuerst die k-Kegel zu den torischen
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k-Räumen (V1, T, y0) und (V2, T, y0). Wir bezeichnen die zugehörigen k-Kegel mit
σ̃V1 bzw. σ̃V2 . Es gilt V1 ⊑ V

′
1 := K2 ×K. Somit erhalten wir

σV ′
1

= σ̃V2 = cone(e1, e2) und σ̃V1 = {0} ∪
◦
σV ′

1
∪

◦

cone(e1).

Der Isomorphismus ψ liefert einen Q-Vektorraumisomorphismus Fψ : Q3 → Q3,
(v1, v2, v3) 7→ (v2, v2 − v3, v1). Es gilt Fψ(σV ′

1
) = cone(e3, e1 + e2) =: σ′. Dies lie-

fert

Fψ(σ̃V1) = {0} ∪
◦
σ′ ∪

◦

cone(e3) = σV1 .

Weiter gilt σV2 = σ̃V2 und σV1 ∩ σV2 = {0}. Somit ist Σ := FσV1
∪FσV2

ein k-Fächer

in V . Mit Konstruktion 3.5.1 erhalten wir, dass (XΣ, T, x0) isomorph zu (Y, T, y0)
ist. Nach Satz 3.5.15 ist XΣ separiert. Somit ist auch Y separiert. In Abbildung 19
sieht man ein mögliches Schaubild des Trägers Σ.

Σ

σV2

σV1

Abbildung 19

Folgerung 3.5.17 (Faserformel). Es sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Y, TY , y0) ein Mor-
phismus von separierten torischen k-Räumen. Dann gilt für jedes ρ ∈ ∆Y :

ϕ−1(yρ) =
⋃

τ∈ΣX ,eϕ∗(
◦
τ )⊆

◦
ρ

ϕ̃−1
(
TYyρ

)
xτ .

Beweis. Zur Inklusion ,,⊆”: Es sei ein x ∈ ϕ−1(yρ) gegeben. Nach Folgerung 3.5.11
gilt x = txσ mit t ∈ TX und σ ∈ ΣX . Weiter gilt

ϕ(x) = yρ = ϕ̃(t)ϕ(xσ).

Nach Lemma 3.5.13 wissen wir, dass ϕ(xσ) = ρ1 ein Fußpunkt ist mit ϕ̃∗(
◦
σ) ⊆

◦
ρ1

und ρ1 ∈ ∆Y . Somit gilt ϕ(x) ∈ TY yρ ∩ TY yρ1 . Mit Folgerung 3.5.11 erhalten wir
ρ = ρ1. Insbesondere gilt t ∈ TYyρ

.

Die Inklusion ,,⊇” folgt aus Lemma 3.5.13. �

Lemma 3.5.18. Es sei (N,Σ) ein k-Fächer. Dann gilt für τ, σ ∈ Σ:

TNxσ ⊆ TNxτ ⇔ τ4σ.

Beweis. Zur Implikation ,,⇒”: Wir betrachten die offenen Teilmengen Xσ in XΣ. Es
gilt TNxσ ∈ Xσ. Da XΣ \Xσ abgeschlossen ist, gilt TNxτ ∈ Xσ. Mit Lemma 3.4.2
erhalten wir τ4σ.

Zur Implikation ,,⇐”: Wir betrachten die offenen Teilmengen Xσ in XΣ. Aus τ4σ
folgt, dass TNxτ ⊆ Xσ gilt. Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir

TNxσ ⊆ TNxτ
Xσ ⊆ TNxτ

XΣ .

�
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Folgerung 3.5.19. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum und τ ∈ ΣX :
Dann gilt für B := Txτ ∈ Orb(X):

XB =
⋃

ρ4τ

Txρ.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.12 und Lemma 3.5.18. �

Folgerung 3.5.20. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum. Für τ ∈ ΣX

gilt:

Vτ := Txτ =
⋃

ρ∈Stern(τ)

Txρ.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.5.18. �

Lemma 3.5.21. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum und Y ⊑ X
eine dichte T -invariante konstruierbare Teilmenge. Dann ist (Y, T, x0) ein torischer
k-Raum und es gilt ΣY ⊑ ΣX .

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert, dass Y ⊑ TX gilt. Es sei X1, . . . ,Xn eine quasiaffine
offene T -invariante Überdeckung von X. Wir setzen Yi := Xi ∩ Y 6= ∅. Dann ist
Y1, . . . , Yn eine offene quasiaffine T -invariante Überdeckung von Y mit Yi ⊑ TXi.
Nach Lemma 3.4.4 gilt ΣYi

⊑ ΣXi
. Weiter liefert Konstruktion 3.5.6

ΣX =
⋃

ΣXi
und ΣY =

⋃
ΣYi

und damit insbesondere ΣXi
4ΣX . Nach Lemma 2.2.29 gilt ΣXi

⊑ ΣX . Somit liefert
Lemma 2.2.30, dass ΣYi

⊑ ΣX gilt. Es sei jetzt ein τ ∈ ΣY gegeben. Dann gilt

τ ∈ ΣYi
. Somit gibt es ein ρ ∈ ΣX mit τ = ρ ∩ |ΣYi

| und
◦
τ =

◦
ρ. Daraus folgt

τ ⊆ ρ ∩ |ΣY |. Es ist noch zu zeigen ist, dass ρ ∩ |ΣY | ⊆ τ gilt. Dazu sei ein τ2 ∈ ΣY

mit
◦
τ2 ∩ ρ 6= ∅ gegeben. Es gilt τ2 ∈ ΣYj

⊑ ΣX . Somit existiert zu τ2 ein ρ2 ∈ ΣX

mit
◦
τ2 =

◦
ρ2. Nach Lemma 2.2.10 gilt ρ24ρ. Folgerung 3.5.11 liefert Txρ = Txτ und

Txρ2 = Txτ2 . Mit Lemma 3.5.18 erhalten wir

Txτ = Txρ ⊆ Txρ2
X
∩ Y = Txτ2

X
∩ Y = Txτ2

Y
.

Lemma 3.4.2 liefert τ24τ . Insbesondere gilt
◦
τ2 ⊆ τ . �

Lemma 3.5.22. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer k-Raum und U ⊆ X eine
nichtleere offene T -invariante Teilmenge von X. Dann ist (U, T, x0) ein torischer
k-Raum und es gilt ΣU4ΣX .

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert, dass U ⊑ TX gilt. Nach Lemma 3.5.21 gilt ΣU ⊑ ΣX .
Somit existiert zu jedem τ ∈ ΣU ein σ ∈ ΣX mit

◦
τ =

◦
σ und τ ⊆ σ. Noch zu zeigen,

dass τ = σ gilt. Aus
◦
τ =

◦
σ folgt mit Folgerung 3.5.11, dass Txσ = Txτ ⊆ U gilt.

Angenommen es gibt ein ρ4σ mit
◦
ρ * τ . Folgerung 3.5.11 liefert Txρ ⊆ X \U . Also

insbesondere Txρ ⊆ X \U . Mit Lemma 3.5.18 erhalten wir folgenden Widerspruch:

Txτ = Txσ ⊆ Txρ ⊆ X \ U

�
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Lemma 3.5.23. Es seien (N,Σ) und (N,∆) spitze k-Gitterfächer mit ∆ ⊑ Σ. Dann
existiert eine torische Einbettung (κ, id) : (Y∆, TN , x0)→ (XΣ, TN , x0) mit

κ(Y∆) =
⋃

τ∈Σ,
◦
τ∈

◦
∆

TNxτ .

Beweis. Zu jedem ρ ∈ ∆ existiert ein σ ∈ Σ mit ρ = σ ∩ |∆| und
◦
ρ =

◦
σ. Ins-

besondere ist dann Fρ ⊑ Fσ . Somit existiert nach Lemma 3.4.5 eine Einbettung
(κρ, id) : (Yρ, TN , x0)→ (Xσ , TN , x0) mit

κρ(Yρ) =
⋃

τ4σ,
◦
τ∈

◦
Fρ

TNxτ .

Da κρ auf TNx0 die Identität ist und XΣ separiert ist, folgt mit Folgerung 1.5.12,
dass ein Morphismus (κ, id) : (Y∆, TN , x0)→ (XΣ, TN , x0) existiert. Da Y∆ ebenfalls
separiert ist erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass κ : Y∆ → κ(Y∆) ein Isomorphis-
mus ist. Mit Folgerung 3.5.11 folgt

κ(Y∆) =
⋃

τ∈Σ,
◦
τ∈

◦
∆

TNxτ .

�

Lemma 3.5.24. Es seien (N,Σ) und (N,∆) spitze k-Gitterfächer mit ∆4Σ. Dann
existiert eine offene torische Einbettung (κ, id) : (Y∆, TN , y0)→ (XΣ, TN , x0) mit

κ(Y∆) =
⋃

τ∈∆

Txτ .

Beweis. Für jedes τ ∈ ∆ gilt τ ∈ Σ. Somit haben wir nach Konstruktion 3.5.1
für jedes τ ∈ ∆ lokale Isomorphismen (κτ , id) : (Yτ , TN , y0) → (Xτ , TN , x0), wobei
Yτ offen in Y∆ und Xτ offen in XΣ ist. Da Y∆ und XΣ separiert sind und κτ auf
TNx0 die Identität ist, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12 eine offene Einbettung
(κ, id) : (Y∆, TN , y0) → (XΣ, TN , x0). Mit Folgerung 3.5.11 und nach Konstruktion
von κ erhalten wir

κ(Y∆) =
⋃

τ∈∆

Txτ .

�

Erinnerung 3.5.25. Es sei N ein Gitter und T := TN = Spec(K[N∗]). Ist L ein
primitives Untergitter von N und (v1, . . . , vm) eine Basis von L, dann ist HL :=
{
∏
λvi

(k); k ∈ K∗} ein Untertorus von T . Ist H ein Untertorus von T , dann ist
LH := {v ∈ N ; λv(K∗) ⊆ H} ein Untergitter von N . Wir haben zueinander inverse
inklusionserhaltende Zuordnungen:

{
L; L primitives Untergitter von N

}
→
{
H; H Untertorus von T

}

L 7→ HL.{
L; L primitives Untergitter von N

}
←
{
H; H Untertorus von T

}

LH ← [ H.
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Für das Dualgitter N∗ von N haben wir ebenfalls zueinander inverse inklusionser-
haltende Zuordnungen:
{
L∗; L∗ primitives Untergitter von N∗

}
→
{
H; H Untertorus von T

}

L∗ 7→ HL∗ :=
⋂

u∈L∗

kern(χu).

{
L∗; L∗ primitives Untergitter von N∗

}
←
{
H; H Untertorus von T

}

L∗
H := {u ∈ N∗; χu|H = 1} ← [ H.

Außerdem gilt L⊥
H = L∗

H und (L∗
H)⊥ = LH .

Erinnerung 3.5.26. Es sei (X ′, T, x0) eine torische Varietät. Für jedes τ ′ ∈ ΣX′

gilt Txτ ′
= Hlin(τ ′)∩Λ(T ). Weiter gilt dim(Txτ ′

) = dim(τ ′) für jedes τ ′ ∈ ΣX′ .

Lemma 3.5.27. Es sei (X,T, x0) ein torischer separierter k-Raum. Für jedes τ ∈
ΣX gilt Txτ = Hlin(τ)∩Λ(T ). Weiter gilt dim(Txτ ) = dim(τ) für jedes τ ∈ ΣX .

Beweis. Es genügt den Fall zu betrachten, dass (X,T, x0) ein attraktiver quasiaffiner
k-Raum ist. Dazu sei (X ′, T, x0) der affine Abschluss von (X,T, x0). Nach Satz 3.2.28
können wir annehmen, dass X ⊑ TX

′ gilt. Mit Lemma 3.5.21 gilt ΣX ⊑ ΣX′ . Die
Kollektion ΣX′ ist ein Fächer. Für jedes τ ∈ ΣX sei τ ′ der Abschluss von τ . Mit
Bemerkung 2.2.26 erhalten wir τ ′ ∈ ΣX′ . Weiter gilt lin(τ) = lin(τ ′) und

◦
τ =

◦
τ ′.

Folgerung 3.5.11 liefert xτ ′ = xτ . Somit folgt mit Erinnerung 3.5.26, dass Txτ =
Hlin(τ)∩Λ(T ) gilt. Insbesondere folgt mit Bemerkung 2.1.35:

dim(Txτ ) = dim(Txτ ′
) = dim(τ ′) = dim(τ).

�

Folgerung 3.5.28. Es sei (X,T, x0) ein torischer separierter k-Raum. Weiter sei
τ, σ ∈ ΣX mit τ ⊆ σ gegeben. Dann gilt Txτ ⊆ Txσ .

Beweis. Folgt aus Erinnerung 3.5.25 und Lemma 3.5.27. �

Lemma 3.5.29. Es seien (N,Σ) ein k-Fächersystem, ρ, τ ∈ Σ mit ρ4τ und λ ∈
◦
τ .

Dann gilt lims→0(t′λ(s)xρ) = t′xτ in XΣ für alle t′ ∈ TN .

Beweis. Wir können annehmen, dassX ein quasiaffiner attraktiver torischer k-Raum
ist und setzen σ := σX . Weiter betrachten wir den Morphismus P : N → Nτ und
setzen p := Spec(ψP ∗) : T → T/Txτ bzw. λp(s) := p(λ(s))xP s(ρ). Aus ρ4τ folgt

Txτ ∈ Vρ. Weiter gilt P (λ) ∈
◦

P s(τ). Lemma 3.4.18 liefert ein kommutatives Dia-
gramm:

K∗

λp(s)xP s(ρ)

{{wwwwwwww
λ(s)xρ

  A
AA

AA
AA

A

XP s(σ)
∼=

p(t)xP s(δ) 7→txδ

// Vρ

Nach Folgerung 3.5.3 gilt lims→0(λp(s)xP s(ρ)) = xP s(τ). Somit liefert das Diagramm
die Behauptung. �

Folgerung 3.5.30. Es sei (N,Σ) ein spitzer k-Gitterfächer. Ist Σ 1-voll, so ist XΣ

lokal 1-voll.
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Beweis. Nach Definition ist jeder k-Kegel σ ∈ Σ 1-voll. Somit folgt die Behauptung
aus Konstruktion 3.5.1 und Lemma 3.4.19. �
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3.6. Torische k-Räume und k-Gitterfächersysteme.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Kategorie der torischen k-Räume und
die Kategorie der k-Gitterfächersysteme äquivalent zueinander sind siehe Satz 3.6.19.
Für torische Prävarietäten und Gitterfächersysteme wurde dies in [4] gezeigt. Satz 3.6.30
charakterisiert bestimmte torische k-Räume, die in eine Varietät einbettbar sind.

Konstruktion 3.6.1. Es sei (N,S) = (N, (Σij)i,j∈I) ein attraktives spitzes k-
Gitterfächersystem. Wir wollen zu (N,S) einen torischen k-Raum (XS , TN , x0) kon-
struieren. Dazu setzen wir für i, j ∈ I:

Xi := XΣii
und Xij := XΣij

.

Nach Satz 3.5.15 sind (Xi, TN , x(0,i)) und (Xij , TN , x(0,i)) separierte torische k-Räume.
Mit Lemma 3.5.24 existieren offene Einbettungen

(κij , id) : (Xij , TN , x(0,i)) → (Xi, TN , x(0,i)).

Da Σij = Σji gilt, existieren Isomorphismen

(ϕij , id) : (Xij , TN , x(0,i)) → (Xji, TN , x(0,j)).

Da (Σij)i,j∈I ein k-Fächersystem ist, erhalten wir Σij ∩ Σik = Σkj ∩ Σki. Mit der
obigen Gleichung, Folgerung 3.5.17 und ϕij = id auf TNx(0,i) erhalten wir mit Fol-
gerung 1.5.12, dass die Bedingungen für Erinnerung 1.5.4 erfüllt sind. Somit ist

XS :=
(⋃

Xi

)
/ ∼

ein k-Raum. Weiter haben wir eine Wirkung µXS
: T ×XS → XS , (t, [x]) 7→ [tx].

Die Wirkung ist wohldefiniert, da alle ϕij auf Tx(0,i) die Identität sind. Für jedes
Σii erhalten wir eine kanonische offene TN -äquivariante Einbettung XΣii

= Xi →
XS . Somit ist µXS

ein wohldefinierter Morphismus. Jedes Xi/ ∼ ist ein torischer
attraktiver quasiaffiner k-Raum und es gilt ϕij(x(0,i)) = x(0,j). Somit ist (XS , TN , x0)
ein torischer k-Raum mit x0 := [x(0,i)].

Lemma 3.6.2. Es sei (N,S) = (N, (Σij)i,j∈I) ein attraktives spitzes k-Gitterfächer-
system. Für zwei Fußpunkte x(σ,i) ∈ Xi = XΣii

und x(τ,j) ∈ Xj = XΣjj
gilt: Die

Punkte x(σ,i) und x(τ,j) werden genau dann in XS identifiziert, wenn [σ, i] = [τ, j]
gilt. Insbesondere ist x0 = [{0}, i].

Beweis. Die Fußpunkte x(σ,i) und x(τ,j) werden genau dann in XS identifiziert, wenn
x(σ,i) ∈ Xij , x(τ,j) ∈ Xji und σ = τ gilt. Es gilt genau dann x(σ,i) ∈ Xij , x(τ,j) ∈ Xji

und σ = τ , wenn [σ, i] = [τ, j] gilt. �

Definition 3.6.3. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem. Nach
Lemma 3.6.2 definiert jedes [σ, i] ∈ Ω(S) einen Punkt x[σ,i] in XS . Wir nennen x[σ,i]

den Fußpunkt zu [σ, i].

Folgerung 3.6.4. Es seien (N,S) ein spitzes attraktives k-Gitterfächersystem und
λ ∈ Λ(T ). Dann konvergiert λ(t)x0 in XS genau dann, wenn λ ∈

◦
τ gilt mit [τ, i] ∈

Ω(S).

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.6.1 und Folgerung 3.5.3. �
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Lemma 3.6.5. Es sei (N,S) = (N, (Σij)i,j∈I) ein spitzes attraktives k-Gitterfächer-
system. Dann gilt für λ, λ′ ∈ Λ(T ) ∩

⋃
|Σii|: Es gibt genau dann Fortsetzungen

λ̃x[0,i]
und λ̃′x[0,j]

von λx[0,i]
bzw. λ′x[0,j]

mit λ̃x[0,i]
(0) = λ̃′x[0,j]

(0), wenn λ, λ′ ∈
◦
τ mit

[τ, i] = [τ, j] ∈ Ω(S) gilt.

Beweis. Zur Implikation ,,⇒”: Mit Konstruktion 3.6.1 gilt λ̃x[0,i]
(0) = λ̃′x[0,j]

(0) ∈

XΣii
∩XΣjj

= XΣij
. Somit existiert mit Folgerung 3.5.3 ein τ ∈ Σij mit λ, λ′ ∈

◦
τ .

Wegen τ ∈ Σij gilt [τ, i] = [τ, j].

Zur Implikation ,,⇐”: Aus λ, λ′ ∈
◦
τ , wobei [τ, i] = [τ, j] ∈ Ω(S), folgt τ ∈ Σij. Somit

erhalten wir die Behauptung aus Folgerung 3.5.3 und Konstruktion 3.6.1. �

Folgerung 3.6.6. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem. Dann
haben wir eine Bijektion

Ω(S) → {Bahnen von XS} , [σ, i] 7→ Tx[σ,i].

Insbesondere gilt [{0}, i] 7→ Tx[0,i]. Es gilt dim(Tx[τ,i]) = dim(XS)−dim(τ) für jedes
[τ, i] ∈ Ω(S).

Beweis. Folgt aus Folgerung 3.5.11 und Lemma 3.6.2. �

Lemma 3.6.7. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem. Dann gilt
für [σ, i], [τ, j] ∈ Ω(S):

Tx[σ,i] ⊆ Tx[τ,j] ⇔ [τ, j]4[σ, i].

Beweis. Zur Implikation ,,⇒”: Wir betrachten die quasiaffine offene Teilmenge Xi :=
XΣii

⊆ XS von XS . Dann ist Tx[σ,i] ⊆ Xi. Da XS \ Xi abgeschlossen und TN -
invariant ist, gilt x[τ,j] ∈ Xi. Nach Konstruktion 3.6.1 gilt x[τ,j] ∈ Xij und somit ist
[τ, i] = [τ, j]. Mit Lemma 3.5.18 erhalten wir [τ, j]4[σ, i].

Zur Implikation ,,⇐”: Aus [τ, j]4[σ, i] erhalten wir [τ, i] = [τ, j] und τ4σ. Nach

Lemma 3.5.18 gilt Tx(σ,i) ⊆ Tx(τ,i)
Xi ⊆ Xi = XΣii

. Somit gilt Tx[σ,i] ⊆ Tx[τ,j]. �

Folgerung 3.6.8. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem. Dann
gilt für [τ, i] ∈ Ω(S):

V[τ,i] := Tx[τ,i] =
⋃

[ρ,j]∈SternS([τ,i])

Tx[ρ,j] ⊆ XS .

Beweis. Folgt aus Lemma 3.6.7. �

Definition 3.6.9. Es seien (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem und
[σ, i] ∈ Ω(S). Mit X[σ,i] bezeichnen wir die torische quasiaffine offene Teilmenge von
XS , in der Tx[σ,i] die einzige abgeschlossene Bahn ist siehe Lemma 3.2.12.

Folgerung 3.6.10. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem. Dann
gilt für [σ, i] ∈ Ω(S):

X[σ,i] =
⋃

[τ,j]4[σ,i]

Tx[τ,j] =
⋃

[τ,j]4[σ,i]

X[τ,j].

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.12 und Lemma 3.6.7. �
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Folgerung 3.6.11. Es seien (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem
und [σ, i] ∈ Ω(S). Dann ist (X[σ,i], TN , x0) torisch isomorph zu (Xσ , TN , x0), wo-
bei (Xσ, TN , x0) der zu (N,σ) gehörige quasiaffine attraktive k-Raum ist.

Beweis. Folgt im Wesentlichen aus Folgerung 3.4.16 bzw. Folgerung 3.4.15. �

Konstruktion 3.6.12. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Wir konstruieren zu
(X,T, x0) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem (Λ(T ),SX ). Es sei X1, . . . ,Xr

die attraktive offene quasiaffine torische Überdeckung von X aus Lemma 3.2.12. Die
offenen Teilmengen Xi ∩Xj sind separierte torische k-Räume. Wir setzen

Σij := ΣXi∩Xj
.

Es gilt Σij = Σji. Nach Satz 3.5.15 sind alle Σij spitze k-Fächer in ΛQ(T ). Mit
Satz 3.4.9 sind |Σii| spitze k-Kegel in ΛQ(T ). Folgerung 3.4.13 liefert Σii = F|Σi|.
Mit Lemma 3.4.6 erhalten wir Σij4Σii,Σjj. Weiter gilt:

Xi ∩ Xj ∩ Xk ⊆ Xi ∩Xk.

Somit liefert Folgerung 3.5.11, dass Σij ∩ Σjk4Σik gilt.

Lemma 3.6.13. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Dann existiert ein Isomor-
phismus (ι, ι̃) : (X,T, x0)→ (XSX

, TNT
, x0).

Beweis. Es sei X1, . . . ,Xr die attraktive offene quasiaffine torische Überdeckung von
X aus Lemma 3.2.12. Nach Konstruktion 3.6.12 ist SX = (Σij)i,j∈I ein attraktives
spitzes k-Gitterfächersystem und es gilt Σij = ΣXi∩Xj

. Nach Konstruktion 3.6.1 ist

XΣii
eine attraktive Überdeckung von XSX

. Mit Satz 3.3.27 und Satz 3.4.9 sind alle
Verklebedaten auf natürliche Weise isomorph. Somit existiert ein Isomorphismus
(ι, ι̃) : (X,T, x0) → (XSX

, TNT
, x0). �

Konstruktion 3.6.14. Es sei (F, f) : (N,S) → (M,R) ein Morphismus von k-
Gitterfächersystemen. Wir konstruieren zu (F, f) einen Morphismus von torischen
k-Räumen

(ϕ(F,f), ϕ̃(F,f)) : (XS , TN , x0) → (YR, TM , y0).

Es sei S von der Gestalt S = (Σij)i,j∈I . Weiter seien i ∈ I und σ ∈ Σii fest gewählt.
Wir setzen [ρ, s] := f([σ, i]). Also gilt F (σ) ⊆ ρ und somit definiert F mit Folge-
rung 3.6.11 einen Morphismus (ϕ[σ,i], ϕ̃[σ,i]) : X[σ,i] → Y[ρ,s] von quasiaffinen tori-

schen k-Räumen. Nach Definition der Äquivalenzklasse ,,[ , ]” ist der Morphismus
(ϕ[σ,i], ϕ̃[σ,i]) unabhängig von der Wahl von [ρ, s]. Mit Bemerkung 2.4.27 (ii)(b) und
Folgerung 3.6.10 erhalten wir, dass für jedes [τ, j] ∈ Ω(S) gilt:

(ϕ[σ,i])|X[σ,i]∩X[τ,j]
= (ϕ[τ,j])|X[σ,i]∩X[τ,j]

.

Somit können wir die Morphismen (ϕ[σ,i], ϕ̃[σ,i]) zu einem Morphismus (ϕ(F,f), ϕ̃(F,f))
zusammenkleben.

Lemma 3.6.15. Es sei (F, f) : (N,S) → (M,R) ein Morphismus von attraktiven
spitzen k-Gitterfächersystemen. Dann gilt ϕ(F,f)(x[σ,i]) = yf([σ,i]) für jedes [σ, i] ∈
Ω(S).

Beweis. Wir betrachten den Morhpismus (ϕ[σ,i], ϕ̃[σ,i]) : X[σ,i] → Y[ρ,s]aus Konstruk-

tion 3.6.14, wobei [ρ, s] := f([σ, i]). Wegen F (
◦
σ) ⊆

◦
ρ erhalten wir, mit Lemma 3.3.25,

dass ϕ[σ,i](x(σ,i)) = y(ρ,s) gilt. Somit ist ϕ(F,f)(x[σ,i]) = yf([σ,i]). �
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Lemma 3.6.16 (Faserformel). Es sei (F, f) : (N,S)→ (M,R) ein Morphismus von
attraktiven spitzen k-Gitterfächersystemen. Dann gilt für jeden Fußpunkt y[ρ,n] ∈ YR:

ϕ−1
(F,f)(y[ρ,s]) =

⋃

[σ,i]∈f−1([ρ,s])

ϕ̃−1
(F,f)(Ty[ρ,s]

)x[σ,i].

Beweis. Zur Inklusion ,,⊆”: Es sei dazu x ∈ ϕ−1
(F,f)(y[ρ,s]) gegeben. Mit Folgerung 3.6.6

ist x = tx[σ,i] für ein t ∈ TN und [σ, i] ∈ Ω(S). Somit erhalten wir

ϕ(F,f)(x) = y[ρ,s] = ϕ̃(F,f)(t) · ϕ(F,f)(x[σ,i]).

Nach Lemma 3.6.15 wissen wir, dass ϕ(F,f)(x[σ,i]) ein Fußpunkt ist. Wir erhalten
ϕ(F,f)(x[σ,i]) = y[ρ,s] und ϕ̃(F,f)(t)y[ρ,s]y[ρ,s]. Die Inklusion ,,⊇” folgt sofort aus Lem-
ma 3.6.15. �

Folgerung 3.6.17. Es seien (N,S) und (M,R) attraktive spitze k-Gitterfächersy-
steme. Weiter sei (ϕ, ϕ̃) : XS → YR ein Morphismus von torischen k-Räumen. Dann
ist für jedes [σ, i] ∈ Ω(S) das Bild ϕ(x[σ,i]) ein Fußpunkt in YR.

Beweis. Nach Lemma 3.2.14 und Folgerung 3.6.6 gilt ϕ(X[σ,i]) ⊆ Y[τ,l] für ein [τ, l] ∈
Ω(R). Somit folgt die Behauptung aus Folgerung 3.6.11 und Lemma 3.3.22. �

Konstruktion 3.6.18. Es seien (N,S) und (M,R) attraktive spitze k-Gitterfächer-
systeme. Weiter sei (ϕ, ϕ̃) : XS → YR ein Morphismus von torischen k-Räumen. Wir
wollen zu (ϕ, ϕ̃) einen Morphismus (F, f) : (N,S) → (M,R) von k-Gitterfächern
konstruieren, sodass (ϕ(F,f), ϕ̃(F,f)) = (ϕ, ϕ̃) gilt . Nach Folgerung 3.6.17 existiert zu
jedem [σ, i] ∈ Ω(S) ein [ρ, s] ∈ Ω(R) mit ϕ(x[σ,i]) = y[ρ,s]. Wir setzen f([σ, i]) := [ρ, s].
Mit Lemma 3.2.14 erhalten wir, dass ϕ(X[σ,i]) ⊆ Y[ρ,s] gilt. Also ist

(ϕX[σ,i]
, ϕ̃) : (X[σ,i], TN , x0) → (Y[ρ,s], TM , y0)

ein Morphismus von quasiaffinen torischen k-Räumen. Somit gilt F (σ) ⊆ ρ. Mit
Folgerung 3.5.17 und ϕ(x[σ,i]) = y[ρ,s] erhalten wir F (

◦
σ) ⊆

◦
ρ. Folgerung 3.6.10 liefert,

dass f([τ, j])4f([σ, i]) gilt für jedes [τ, j]4[σ, i]. Somit ist (F, f) ein Morphismus von
k-Gitterfächern. Mit Lemma 3.6.15 erhalten wir (ϕ(F,f), ϕ̃(F,f)) = (ϕ, ϕ̃).

Satz 3.6.19. Der folgende Funktor ist volltreu und wesentlich surjektiv.

G :

{
Kategorie der spitzen

attraktiven k-Gitterfächersysteme

}
→

{
Kategorie der

torischen k-Räume

}

(N,S) 7→ (XS , TN , x0)

(F, f) 7→ (ϕ(F,f), ϕ̃(F,f)).

Beweis. Mit Konstruktion 3.6.1 und Konstruktion 3.6.14 ist die Zuordnung G wohl-
definiert. Offensichtlich ist G ein Funktor ist. Konstruktion 3.6.18 liefert, dass G
volltreu ist. Nach Lemma 3.6.13 ist der Funktor G wesentlich surjektiv. �

Folgerung 3.6.20. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives k-Gitterfächersystem. Ist S
1-voll, so ist XS lokal 1-voll.

Beweis. Es sei S = (Σij)i,j∈I . Nach Definition ist Σii 1-voll. Somit folgt die Behaup-
tung aus Konstruktion 3.6.1 und Folgerung 3.5.30. �
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Lemma 3.6.21. Es seien (N,R := (∆sl)s,l∈L) und (N,S := (Σij)i,j∈I) attrakti-
ve spitze k-Gitterfächersysteme mit R ⊑ S. Dann existiert eine torische Einbettung
(κ, id) : (YR, TN , x0)→ (XS , TN , x0) mit

κ(YR) =
⋃

[τ, i] ∈ Ω(S)

mit
◦
τ =

◦
ρ für [ρ, s] ∈ Ω(R)

TNx[τ,i].

Beweis. Nach Definition existiert eine injektive Abbildung ι : L→ I, sodass für alle
s, l ∈ L folgende Aussagen gelten:

(i) Es gilt ∆ss ⊑ Σι(s)ι(s).

(ii) Für jedes τ ∈ Σι(s)ι(l) mit
◦
τ ∈

◦

∆ss gilt τ ∩ |
◦

∆ss| ∈ ∆sl.

Wir können annehmen, dass L ⊆ I gilt. Nach Bemerkung 2.3.33 gilt ∆sl ⊑ Σsl für al-
le s, l ∈ L. Lemma 3.5.23 liefert eine torische Einbettungen (κsl, id) : (Y∆sl

, T, y0)→
(XΣsl

, T, x0). Für s, l ∈ L ⊆ I setzen wir Ysl := Y∆sl
und für i, j ∈ I setzen wir

Xij := XΣij
. Nach Lemma 3.5.24 können wir annehmen, dass Xij eine offene Teil-

menge von Xii und Ysl eine offene Teilmenge von Yss ist. Für alle s, l ∈ L existieren
Isomorphismen (ϕsl, id) : (Ysl, T, y0) → (Yls, T, y0). bzw. für alle i, j ∈ I existieren
Isomorphismen (ϕ′

ij , id) : (Xij , T, x0)→ (Xji, T, x0). Nach Konstruktion 3.6.1 gilt

XS =
(⋃

Xii

)
/ ∼ϕ′

ij
und YR =

(⋃
Yss

)
/ ∼ϕsl

.

Wir haben somit folgendes Diagramm:

Xss ⊇ Xsl

ϕ′
sl // Xls ⊆ Xll

Yss ⊇

κss

OO

Ysl ϕsl

//

κsl

OO

Yls

κls

OO

⊆ Yll

κll

OO

Da alle Xsl bzw. Ysl separiert sind und κsl, ϕsl bzw. ϕ′
sl auf Tx0 die Identität sind,

erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass das innere Diagramm kommutiert. Es ist
noch zu zeigen, dass gilt :

κss(Yss) ∩ Xsl = κsl(Ysl).

Da Xss separiert ist und κsl und κss auf T die Identität sind, gilt κss(Ysl) =
κsl(Ysl). Es reicht zu zeigen, dass für jedes ρ ∈ ∆ss mit κ(yρ) ∈ Xsl stets κ(yρ) ∈
κss(Ysl) gilt. Dazu sei ein ρ ∈ ∆ss mit κ(yρ) ∈ Xsl gegeben. Aus κ(yρ) ∈ Xsl

folgt mit Lemma 3.5.23 und Folgerung 3.5.11, dass
◦
ρ ∈

◦

Σsl gilt. Also existiert ein

k-Kegel τ ∈ Σsl mit
◦
τ =

◦
ρ ∈

◦

∆ss. Nach Voraussetzung ist τ ∩ |∆ss| ∈ ∆sl. So-
mit folgt mit Lemma 3.5.23 und Folgerung 3.5.11, dass κ(yρ) ∈ κss(Ysl) gilt. Also
sind die Verklebedaten verträglich und wir erhalten somit eine torische Einbettung
(κ, id) : (YR, TN , x0) → (XS , TN , x0). Mit Lemma 3.5.23, Lemma 3.6.5 und Folge-
rung 3.6.6 erhalten wir

κ(YR) =
⋃

[τ, i] ∈ Ω(S)

mit
◦
τ =

◦
ρ für [ρ, s] ∈ Ω(R)

TNx[τ,i].

�
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Folgerung 3.6.22. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives k-Fächersystem, sodass der
Abschluss (N,S ′) aus Konstruktion 2.3.34 existiert. Dann existiert eine torische
Einbettung (κ, id) : (XS , TN , x0) → (XS′ , TN , x0).

Beweis. Aus Konstruktion 2.3.34 folgt, dass S ′ ein attraktives spitzes k-Fächersy-
stem ist. Nach Konstruktion 2.3.34 gilt S ⊑ S ′. Somit folgt die Behauptung aus
Lemma 3.6.21. �

Lemma 3.6.23. Es seien (N,R := (∆sl)s,l∈L) und (N,S := (Σij)i,j∈I) attraktive
spitze k-Gitterfächersysteme mit R4S. Dann existiert eine offene torische Einbet-
tung (κ, id) : (YR, TN , x0)→ (XS , TN , x0) mit

κ(YR) =
⋃

[τ,s]∈Ω(R)

TNx[τ,s].

Beweis. Nach Definition existiert eine injektive Abbildung ι : L→ I, sodass für alle
s, l ∈ L folgende Aussagen gilten:

(i) Es gilt ∆ss4Σι(s)ι(s).
(ii) Es ist Σι(s)ι(l) ∩∆ss = ∆sl.

Wir können annehmen, dass L ⊆ I gilt. Nach Bemerkung 2.4.34 gilt ∆sl4Σsl für
alle s, l ∈ L. Lemma 3.5.24 liefert eine torische Einbettung (κsl, id) : (Y∆sl

, T, y0)→
(XΣsl

, T, x0). Für s, l ∈ L ⊆ I setzen wir Ysl := Y∆sl
und für i, j ∈ I setzen wir

Xij := XΣij
. Nach Lemma 3.5.24 können wir annehmen, dass Xij eine offene Teil-

menge von Xii und Ysl eine offene Teilmenge von Yss ist. Für alle s, l ∈ L existieren
Isomorphismen (ϕsl, id) : (Ysl, T, y0) → (Yls, T, y0). und für alle i, j ∈ I existieren
Isomorphismen (ϕ′

ij , id) : (Xij , T, x0)→ (Xji, T, x0). Nach Konstruktion 3.6.1 gilt

XS =
(⋃

Xii

)
/ ∼ϕ′

ij
und YR =

(⋃
Yss

)
/ ∼ϕsl

.

Wir haben somit folgendes Diagramm:

Xss ⊇ Xsl

ϕ′
sl // Xls ⊆ Xll

Yss ⊇

κss

OO

Ysl ϕsl

//

κsl

OO

Yls

κls

OO

⊆ Yll

κll

OO

Da alle Xsl bzw. Ysl separiert sind und κsl, ϕsl bzw. ϕ′
sl auf Tx0 die Identität sind,

erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass das innere Diagramm kommutiert. Es ist
noch zu zeigen, dass gilt:

κss(Yss) ∩ Xsl = κsl(Ysl).

Da Xss separiert ist und κsl und κss auf T die Identität sind, gilt κss(Ysl) = κsl(Ysl).
Es reicht zu zeigen, dass für jedes ρ ∈ ∆ss mit κ(yρ) ∈ Xsl stets κ(yρ) ∈ κss(Ysl)
gilt. Dazu sei ein ρ ∈ ∆ss mit κ(yρ) ∈ Xsl gegeben. Aus κ(yρ) ∈ Xsl folgt mit

Lemma 3.5.24 und Folgerung 3.5.11, dass
◦
ρ ∈

◦

Σsl gilt. Also existiert ein k-Kegel
τ ∈ Σsl mit

◦
τ =

◦
ρ. Da ∆ss4Σss gilt, erhalten wir τ = ρ. Nach Voraussetzung gilt τ ∈

Σsl ∩∆ss = ∆sl. Somit folgt mit Lemma 3.5.24 und Folgerung 3.5.11, dass κ(yρ) ∈
κss(Ysl) gilt. Also sind die Verklebedaten verträglich und wir erhalten somit eine
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offene torische Einbettung (κ, id) : (YR, TN , x0)→ (XS , TN , x0). Mit Lemma 3.5.24,
Folgerung 3.6.6, Folgerung 3.6.5 und Bemerkung 2.4.34 erhalten wir

κ(YR) =
⋃

[τ,s]∈Ω(R)

TNx[τ,s].

�

Lemma 3.6.24. Es sei (N,S) ein attraktives separiertes k-Gitterfächersystem. Dann
ist XS ein separierter k-Raum.

Beweis. Es sei S = (Σij)i,j∈I . Nach Konstruktion 3.6.1 ist XS ein k-Raum. Es
ist noch zu zeigen, dass XS ein separierter k-Raum ist. Nach Satz 3.2.21 reicht es
zu zeigen, dass für jedes λ ∈ Λ(TN ) der Morphismus λx0 : K∗ → XS höchstens
eine Fortsetzung besitzt. Es seien ν1, ν2 : K → XS zwei Fortsetzungen von λx0 mit
λ ∈ Λ(TN ). Nach Konstruktion 3.6.1 existieren i, j ∈ I mit ν1(0) ∈ XΣii

und ν2(0) ∈
XΣjj

. Lemma 3.3.9 liefert λ ∈ |Σii| ∩ |Σjj|. Da S separiert ist, gilt λ ∈ |Σij|. Also
erhalten wir mit Lemma 3.3.9 und Konstruktion 3.6.1, dass ν1(0) = ν2(0) ∈ XΣij

=
XΣii

∩XΣjj
gilt. �

Folgerung 3.6.25. Es sei (N,Σ) ein k-Gitterfächer. Dann gilt XΣ = XSΣ
.

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.5.1 und Konstruktion 3.6.1. �

Folgerung 3.6.26. Der folgende Funktor ist volltreu und wesentlich surjektiv.

G :

{
Kategorie der spitzen attraktiven
separierten k-Gitterfächersysteme

}
→

{
Kategorie der separierten

torischen k-Räume

}

(N,S) 7→ (XS , TN , x0)

(F, f) 7→ (ϕ(F,f), ϕ̃(F,f)).

Beweis. Satz 3.6.19 und Lemma 3.6.24 liefern, dass G ein wohldefinierter Funktor
ist. Nach Konstruktion 3.6.1 bzw. Folgerung 3.6.25 und Satz 3.5.15 ist G wesentlich
surjektiv. Satz 3.6.19 und Satz 3.5.15 liefern, dass G volltreu ist. �

Folgerung 3.6.27. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Für jedes [τ, i] ∈ Ω(S)
gilt Tx[τ,i]

= Hlin(τ)∩Λ(T ) Weiter gilt dim(Tx[τ,i]
) = dim(τ) für jedes [τ, i] ∈ Ω(S).

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.6.1 und Lemma 3.5.27. �

Für den Satz 3.6.30 brauchen wir die nun folgende Erinnerung und Lemma 3.6.29.

Erinnerung 3.6.28. Es seien σ′1, σ
′
2 zwei Kegel in V mit σ′1 ∩ σ

′
2 � σ′1 Dann exi-

stieren τ ′14σ
′
1 und τ ′24σ

′
2 mit

◦
τ ′1 ∩

◦
τ ′2 6= ∅ und lin(τ ′1) 6= lin(τ ′2).

Lemma 3.6.29. Es seien X ′ eine irreduzible Prävarietät und Y ′ eine irreduzible
Varietät. Weiter seien X ⊑ X ′ sowie Y ⊑ Y ′ und ϕ : X → Y ein Isomorphismus.
Dann existiert eine offene Menge U ′ ⊆ X ′ und ein Morphismus ϕ′ : U ′ → Y ′ mit
X ⊆ U ′, ϕ′

|X = ϕ und für alle x ∈ U ′ gilt

dim
(
ϕ′−1(ϕ′(x))

)
= 0.
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Beweis. Es seien X ′
1, . . . ,X

′
l eine affine offene Überdeckung von X ′ und Y ′

1 , . . . , Y
′
r

eine affine offene Überdeckung von Y ′. Dann ist X1, . . . ,Xl eine quasiaffine offene
Überdeckung von X bzw. Y1, . . . , Yr eine quasiaffine offene Überdeckung von Y ,
wobei Xi := X ′

i ∩X und Yj := Y ′
j ∩ Y . Wir setzen

Xij := Xi ∩ ϕ−1(Yj) und Yij := ϕ(Xi) ∩ Yj.

Da ϕ ein Isomorphismus ist, ist Xij offen in X und Yij offen in Y . Insbesondere
haben wir Isomorphismen ϕij := ϕ|Xij

: Xij → Yji. Außerdem ist Xij dicht und

konstruierbar in X ′
i und Yij dicht und konstruierbar in Y ′

j . Es gilt:

X =
⋃

i,j

Xij .

Nach Satz 1.2.11 existieren offene Mengen Xij ⊆ U
′
ij ⊆ X

′
i sowie Yij ⊆ V

′
ij ⊆ Y

′
j und

ein Isomorphismus ϕ′
ij : U ′

ij → V ′
ij mit (ϕ′

ij)|Xij
= ϕij . Wir setzen

U ′ :=
⋃

i,j

U ′
ij und ϕ′ : U ′ → Y ′, x 7→ ϕ′

ij(x), falls x ∈ U ′
ij .

Die Menge U ′ ist eine offene Menge in X ′ mit X ⊆ U ′. Da (ϕ′
ij)|Xij

= ϕ|Xij
gilt,

erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ϕ′ ein wohldefinierter Morphismus ist. Ins-
besondere ist ϕ′ eine Fortsetzung von ϕ. Da ϕ′

|Uij
= ϕ′

ij gilt und ϕ′
ij Isomorphismen

sind, erhalten wir für jedes x ∈ U ′:

dim
(
(ϕ′−1(ϕ′(x))

)
= dim

(⋃
(ϕ′−1

ij (ϕ′
ij(x))

)
= 0.

�

Satz 3.6.30. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives separiertes k-Fächersystem, so-
dass der Abschluss (N,S ′) aus Konstruktion 2.3.34 existiert. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Der torische k-Raum XS ist einbettbar in eine Varietät.
(ii) Das Fächersystem S ′ ist separiert.

Beweis. Die Implikation ,,(ii)⇒(i)” folgt aus Lemma 3.6.21 und Lemma 3.6.24.

Zur Implikation ,,(i)⇒(ii)”: Es sei S = (Σij)i,j∈I . Weiter seien σ1, . . . , σm k-Kegel
in NQ mit Σii = Fσi

. Es seien σ′i die Abschlüsse von σi. Nach Konstruktion 2.3.34
gilt S ′ = (Σ′

ij)i,j∈I mit Σ′
ii = Fσ′i . Mit Konstruktion 2.3.34 gilt Σ′

ij = Σ′
ii ∩ Σ′

jj und

Σij ⊑ Σ′
ij für alle i, j ∈ I. Weiter setzen wir T := TN und X := XS .

Annahme: Es gibt eine Varietät Y ′ und ein Einbettung ϕ : X → Y ′ und S ′ ist
nicht separiert.

Wir können annehmen, dass ϕ(X) dicht in Y ′ liegt. Somit ist Y ′ irreduzibel. Mit
Lemma 3.6.21 erhalten wir, dass X ⊑ XS′ gilt. Ist S ′ nicht separiert so existieren
dass i, j ∈ I mit |Σ′

ij| ( |Σ
′
ii| ∩ |Σ

′
jj|. Aus Σ′

ii = Fσ′i folgt, dass

σ′i ∩ σ′j � σ′i oder σ′i ∩ σ′j � σ′j

gilt. Wir können annehmen, dass σ′i∩σ
′
j � σ′i gilt. Nach Erinnerung 3.6.28 existieren

Seiten τ ′14σ
′
i und τ ′24σ

′
j mit

◦
τ ′1∩

◦
τ ′2 6= ∅ und lin(τ ′1) 6= lin(τ ′2). Aus Lemma 3.6.2 und
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lin(τ ′1) 6= lin(τ ′2) folgt, dass x[τ ′1,i]
6= x[τ ′2,j]

gilt. Folgerung 3.6.27 liefert weiter

Tτ ′1 := Tx[τ ′
1

,i]
6= Tx[τ ′

2
,j]

=: Tτ ′2 .

Wir können annehmen, dass Tτ ′1 * Tτ ′2 gilt. Nach Lemma 3.6.29 existiert eine offene

Menge X ⊆ U ′ ⊆ XS′ und ein Morphismus ϕ′ : U ′ → Y ′ mit ϕ′
|X = ϕ und für alle

x ∈ U ′ gilt dim(ϕ′−1(ϕ′(x)) = 0. Wir betrachten weiter die Mengen

A1 := {t ∈ T ; tx[τ ′1,i]
∈ U ′} und A2 := {t ∈ T ; tx[τ ′2,i]

∈ U ′}.

Es ist XS′\U ′ abgeschlossen in XS′ . Mit x[σ′i,i]
= x[σi,i] ∈ X ⊆ U

′ und Folgerung 3.6.8

erhalten wir Tx[τ ′1,i]
∩U ′ 6= ∅. Analog erhalten wir Tx[τ ′2,j]

∩U ′ 6= ∅. Somit gilt A1 6= ∅

und A2 6= ∅. Da U ′ offen in X ′ ist, sind A1 und A2 offen in T . Da T irreduzibel ist,
folgt

A := A1 ∩ A2 6= ∅.

Wir wählen ein λ ∈
◦
τ ′1 ∩

◦
τ ′2 ∩ N und betrachten für k = 1, 2 und jedes t ∈ A die

Morphismen

tψk : K∗ → Y ′, s 7→ ϕ′(tλ(s)x[0,k]).

Nach Konstruktion von A und Folgerung 3.6.4 existieren zu tψ1 bzw. tψ2 Fortset-
zungen tψ

′
1 bzw. tψ

′
2 auf K. Da tψ1 und tψ2 auf Tx[0,i] übereinstimmen und Y ′ eine

Varietät ist, erhalten wir für alle t ∈ A:

ϕ′(tx[τ1,i]) = tψ
′
1(0) = tψ

′
2(0) = ϕ′(tx[τ2,j]).

Wir wählen ein festes t0 ∈ A. Für t′ ∈ Tτ ′1 ∩ Tτ ′2 6= ∅ gilt t0t
′ ∈ A und damit

insbesondere B := t0Tτ ′1 ∩A 6= ∅. Da T irreduzibel und A offen in T ist, ist A dicht

in T . Somit ist B offen und dicht in t0Tτ ′1 . Da B dicht in t0Tτ ′1 und ∅ 6= t0Tτ ′1 \ t0Tτ ′2
offen in t0Tτ ′1 ist, folgt

C := B ∩
(
t0Tτ ′1 \ t0Tτ ′2

)
6= ∅.

Insbesondere ist C offen in t0Tτ ′1 . Da (XS′ , T, x0) eine torische Prävarietät ist, ist

Tτ ′1 irreduzibel. Somit erhalten wir dim(C) = dim(Tτ ′1) > 0, da τ1 6= {0}. Für jedes

t ∈ C gilt t = t0t
′ für ein t′ ∈ Tx[τ ′

1
,i]

. Wegen C ⊆ A erhalten wir für jedes t ∈ C

ϕ′(tx[τ ′2,j]
) = ϕ′(t0t

′x[τ ′1,i]
) = ϕ′(t0x[τ ′1,i]

).

Somit gilt C ⊆ ϕ′−1(ϕ(t0x[τ ′1,i]
)) und dim(ϕ′−1(ϕ(t0x[τ ′1,i]

))) > 0. Das ist ein Wider-

spruch zu dim(ϕ′−1(ϕ′(x)) = 0 für alle x ∈ U ′. �

Beispiel 3.6.31. Wir betrachten den separierten k-Raum (Y, T, y0) aus Beispiel 3.5.16.
Der zugehörige k-Fächer ∆Y von Y ist

∆Y = FσV1
∪ FσV2

.

Wir setzen σ′1 := cone(e1, e2) und σ′2 := cone(e3, e1+e2). Dann besteht der Abschluss
S ′ von S∆Y

nach Konstruktion 2.3.34 aus

∆′
11 := Fσ′1 , ∆′

22 := Fσ′1 und ∆′
12 := ∆′

21 := {{0}}.

Da |∆′
12| 6= |∆

′
11| ∩ |∆

′
22| gilt, ist S ′ nicht separiert. Somit ist Y nach Satz 3.6.30 ein

separierter k-Raum, der sich nicht in eine Varietät einbetten lässt. In Abbildung 20
sieht man ein mögliches Schaubild des Träger ∆Y der Kegel σ′1 und σ′2
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σV2

σV1

∆Y σ′
1

σ′
2

Abbildung 20

Bemerkung 3.6.32. Beispiel 3.6.31 zeigt, dass die Kategorie der dc-subset eine
echte Unterkategorie der separierten k-Räume ist.
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3.7. Torische H-Räume und deren torische Quotienten.

Wir zeigen mit Hilfe des Algorithmus k-Quot, dass zu jedem separierten torischen
H-Raum ein kategorischer Quotient in der Kategorie der separierten torischen k-
Räume existiert.

Definition 3.7.1 (Kategorie der torischen H-Räume).

(i) Ein torischer H-Raum ist ein torischer k-Raum (X,T, x0) mit einer Wirkung
eines Torus H, die durch einen Morphismus H ×X → X, (h, x) 7→ h ∗ x
von k-Räumen gegeben ist, sodass die Wirkung von T mit der Wirkung von
H kommutiert.

(ii) Ein Morphismus von torischen H-Räumen (X,TX , x0) bzw. (Y, TY , y0) ist
ein torischer Morphismus (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0) → (Y, TY , y0) der H−äquiva-
riant ist.

(iii) Ein torischer Morphismus (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Y, TY , y0) heißt H-invariant,
falls ϕ ein H-invarianter Morphismus ist.

Lemma 3.7.2. Es sei (X,T, x0) ein torischer H-Raum. Dann existiert ein Mor-
phismus ψ : H → T von Tori, sodass h ∗ x = ψ(h) · x gilt.

Beweis. Da H und T kommutieren, permutiert die Wirkung H die T -Bahnen. Somit
ist die Tx0 Bahn H-invariant, da sie die maximale Bahn in X ist. Da µx0 : T → T ,
t 7→ tx0 eine offene Einbettung ist, existiert zu jedem h ∈ H ein ψ(h) ∈ T mit
h ∗ x0 = ψ(h)x0. Da µx0 eine offene Einbettung ist, ist die Abbildung ψ : H → T ,
h 7→ ψ(h) ein Morphismus. �

Vereinbarung 3.7.3. Mit Lemma 3.7.2 können wir H als Untertorus von T auf-
fassen.

Bemerkung 3.7.4. Es sei (X,T, x0) ein torischer H-Raum. Dann ist jede Teilmenge
Y ⊆ X die T -invariant ist, auch H-invariant.

Folgerung 3.7.5. Es sei (X,T, x0) ein torischer H-Raum. Dann ist LH ein primi-
tives Untergitter von Λ(T ).

Beweis. Folgt aus Erinnerung 3.5.25. �

Lemma 3.7.6. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum und (X ′, T, x0) der affine
torische Abschluss von (X,T, x0). Der torische k-Raum (X,T, x0) ist genau dann
ein H-Raum, wenn (X ′, T, x0) eine H-Varietät ist.

Beweis. Nach Satz 3.2.28 können wir annehmen, dass X ⊑ TX
′ gilt. Somit ist nur

zur Implikation ,,⇒” etwas zu zeigen. Nach Vereinbarung 3.7.3 können wir anneh-
men, dass H ein Untertorus von T ist. Somit ist (X ′, T, x0) eine H-Varietät. �

Erinnerung 3.7.7. Es seien (X ′, T, x0) ein Gitterfächer und L ein primitives Un-
tergitter von Λ(T ). Dann ist (X ′, T, x0) eine torische HL-Varietät.

Lemma 3.7.8. Es seien (X,T, x0) ein torischer k-Raum und L ein primitives Un-
tergitter von Λ(T ). Dann ist (X,T, x0) ein torischer HL-Raum.
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Beweis. Es genügt den Fall zu betrachten, dass (X,T, x0) ein quasiaffiner tori-
scher k-Raum ist. Dazu sei (X ′, T, x0) der affine torische Abschluss von (X,T, x0).
Mit Satz 3.2.28 können wir annehmen, dass X ⊑ X ′ gilt. Nach Erinnerung 3.7.7
ist (X ′, T, x0) eine torische HL-Varietät. Somit ist nach Bemerkung 3.7.4 die T -
invariante Menge X auch HL-invariant. Also ist (X,T, x0) ein HL-Raum. �

Erinnerung 3.7.9. Es seien (X ′, TX , x0) eineH-Varietät und (ϕ, ϕ̃) : (X ′, TX , x0)→
(Y ′, TY , y0) ein torischer Morphismus. Der Morphismus ϕ ist genau dannH-invariant,
wenn LH ⊆ kern(ϕ̃∗) gilt.

Lemma 3.7.10. Es sei (X,TX , x0) ein H-Raum. Weiter sei (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→
(Y, TY , y0) ein torischer Morphismus. Der Morphismus ϕ ist genau dann H-invariant,
wenn LH ⊆ kern(ϕ̃∗) gilt.

Beweis. Mit Lemma 3.2.12 und Lemma 3.2.14 genügt es den Fall zu betrachten, dass
(X,TX , x0) und (Y, TY , y0) quasiaffine torische k-Räume sind. Es seien (X ′, TX , x0)
und (Y ′, TY , y0) die affinen torischen Abschlüsse von (X,TX , x0) bzw. (Y, TY , y0).
Mit Satz 3.2.28 können wir annehmen, dass X ⊑ TX

X ′ und Y ⊑ TY
Y ′ gilt. Nach

Lemma 3.7.6 ist (X ′, TX , x0) eine H-Varietät. Mit Lemma 3.2.30 existiert ein tori-
scher Morphismus (ϕ′ϕ̃) : (X ′, TX , x0) → (Y ′, TY , y0) mit ϕ′

|X = ϕ. Somit folgt die

Behauptung aus Erinnerung 3.7.9. �

Die Definition 3.7.11 wurde in [2, Definition 1.2] für torische H-Varietäten ein-
geführt.

Definition 3.7.11. Es sei (X,TX , x0) ein separierter torischer H-Raum. Ein H-
invarianter Morphismus (π, π̃) : (X,TX , x0) → (Y, TY , y0) von separierten torischen
H-Räumen heißt torischer konstruierbaren Quotient (torischen k-Quotient), falls es
für jeden torischen H-invarianten Morphismus (ϕ, ϕ̃) : (X,TX , x0)→ (Z, TZ , z0) von

separierten torischen k-Räumen einen Morphismus (ψ, ψ̃) : (Y, TY , y0)→ (Z, TZ , z0)
gibt, sodass das Diagramm

(X,TX , x0)
(ϕ,eϕ)

//

(π,eπ) ''OOOOOOOOOOO
(Z, TZ , z0)

(Y, TY , y0)
(ψ, eψ)

77ppppppppppp

kommutiert. Durch T und x0 ist der Morphismus (ψ, ψ̃) und damit insbesonde-
re auch (Y, TY , y0) eindeutig bestimmt. Wir nennen auch (Y, TY , y0) den torischen
k-Quotient von (X,TX , x0) bezüglich H. Wir schreiben für Y auch X/torH.

Bemerkung 3.7.12. In [2] wurde bewiesen, dass jede torische H-Varietät gezeigt
einen torische Quotient besitzt siehe [2, Theorem 1.4].

Vereinbarung 3.7.13. Da wir im Verlauf der Arbeit nur noch torischen k-Quotient
betrachten, nennen wir sie torische Quotient, wenn es der Kontext zulässt.

Lemma 3.7.14. Es sei (X,T, x0) ein separierter torischer H-Raum. Dann sind
äquivalent:

(i) Der torische Quotient X/torH von (X,T, x0) existiert.
(ii) Der k-Quotientenfächer von (Λ(T ),ΣX) bezüglich LH in der Kategorie der

k-Fächer existiert.
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Beweis. Nach Lemma 3.7.10 ist ein Morpismus (ϕ, ϕ̃) : (X,T, x0) → (Z, TZ , z0) ge-

nau dann H-invariant, wenn LH ⊆ kern(ψ̃∗) gilt. Somit folgt die Behauptung aus
Satz 3.5.15 und Definition 2.7.7 sowie Definition 3.7.11 �

Satz 3.7.15. Jeder separierte torische H-Raum (X,T, x0) besitzt einen torischen
Quotienten (π, π̃) : (X,T, x0)→ (X/torH,TX/torH , y0).

Beweis. Nach Satz 2.7.23 besitzt (Λ(T ),ΣX) einen k-Quotientenfächer in der Kate-
gorie der k-Fächer. Somit folgt die Behauptung aus Lemma 3.7.14. �

Bemerkung 3.7.16. Es sei (X,T, x0) ein torischer H-Raum, wobei ΣX 1-voll ist.
Dann ist der torische Quotiet von (X,T, x0) mit Bemerkung 2.7.15 ebenfalls 1-voll.

Beispiel 3.7.17. Um den kategorischen Quotienten eines torischen H-Raumes zu
bestimmen, muss geht man wie im Beweis von Satz 2.7.23 vor. Wir werden dies
anhand eines Beispiels tun, welches in [3] vorgestellt worden ist. Dazu betrachten
wir die quasiaffine Varietät X := C2×(C∗)2∪(C∗)2×C2. Dann ist X mit T := (C∗)4

und x0 := (1, 1, 1, 1) eine quasiaffine torische Varietät. Auf X betrachten wir die C∗-
Wirkung, welche durch tx := (tx1, tx2, x3, t

−1x4) gegeben ist. Der Fächer ΣX hat
genau zwei maximale Kegel σ1 := cone(e1, e2) und σ2 := cone(e3, e4). Wir betrachten
zu C∗ das zugehörige Untergitter LC∗ und den Morphismus P : Z4 → Z4/LC∗ ∼= Z3,
welcher durch P (e1) = e1, P (e2) = e2, P (e3) = e3 und P (e4) = e1 + e2 gegeben
ist. Es gilt P (σ1) = cone(e1, e2) =: τ1 und P (σ2) = cone(e1 + e2, e3) =: τ2. In
Abbildung 21 sieht man ein mögliches Schaubild von τ1 und τ2:

τ1

τ2

Abbildung 21

Im Beweis von Satz 2.7.23 wird der Algorithmus k-Quot auf das System von k-
Kegeln S1 = {τ1, τ2} angewandt. Es ist τ1∩τ2 = cone(e1+e2) =: ρ. Es gilt ρ4τ2, aber
ρ 6� τ1. Der Algorithmus k-Quot bildet somit σ := |k-hull(σ1, σ2)|, setzt S2 := {σ}
und stoppt. In Abbildung 22 sieht man ein mögliches Schaubild von σ:

σ

Abbildung 22

Somit gilt σ = cone(e3) ∪ cone(e1, e2) ∪
◦
σ′, wobei σ′ := cone(e1, e2, e3) und damit

Yσ = C3 \ ({0} ×C∗ × {0} ∪ C∗ × {0} × {0}) ⊑ C3 = Yσ′ .
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Da der Algorithmus k-Quot stoppt und σ spitz ist, folgt mit Satz 2.7.23 bzw.
Lemma 3.7.14, dass Yσ der kategorische Quotient der torischen C∗-Varietät (X,T, x0)
in der Kategorie der separierten k-Räume ist. Der Morphismus π : X → Yσ wird wie
folgt bestimmt: Der Gittermorphismus P liefert einen Morphismus P : (Λ(T ),ΣX )→
(Z3,Fσ). Somit ist der Morphismus π gegeben durch

π : X → Yσ, (x1, x2, x3, x4) 7→ (x1x4, x2x4, x3).
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4. Quotienten in der Kategorie der separierten k-Räume

4.1. Universelle Separierung.

Für eine torische H-Varietät (X ′, T, x0) wollen wir Kriterien für die Existenz ei-
nes kategorischen Quotienten in der Kategorie der separierten k-Räume angeben.
Satz 3.7.15 liefert den torischen Quotienten. Ein möglicher Kandidat für einen kate-
gorischen Quotienten ist der torische Quotient zu X ′. Die Frage, ob dieser Kandidat
der kategorische Quotient in der Kategorie der separierten k-Räumen ist, ist äqui-
valent zu der Frage ob der Algorithmus k-Quot eine universelle Separierug liefert.
Deshalb werden wir uns in diesem Abschnitt mit der universellen Separierung für
eines k-Raums befassen.

Definition 4.1.1. Ein Morphismus π : X → Y von k-Räumen heißt universelle
Separierung für den k-Raum X, falls Y separiert ist und für jeden Morphismus
ϕ : X → Z von k-Räumen, wobei Z separiert ist, genau ein Morphismus ϕ̃ : Y → Z
existiert mit ϕ = ϕ̃ ◦ π.

Bemerkung 4.1.2. Es sei X ein k-Raum. Dann gilt:

(i) Existiert zu X eine universelle Separierung π : X → Y , so ist Y bis auf
Isomorphie eindeutig.

(ii) Ist X separiert, dann ist id : X → X die universelle Separierung zu X.

Vereinbarung 4.1.3. Es seien (X1, T, x
′
0) und (X2, T, x̃0) torische k-Räume. Um

die Notation einfach zu halten, schreiben wir x0 := x′0 bzw. x0 := x̃0, wenn es der
Kontext zulässt. Es seien Z ein k-Raum und ψi : Xi → Z Morphismen. Für ψ1(tx′0) =
ψ2(tx̃0) schreiben wir ψ1(tx0) = ψ2(tx0). Es sei (π, id) : (X1, T, x

′
0)→ (X2, T, x̃0) ein

Morphismus. Dann gilt π(tx′0) = tx̃0. Wir schreiben dafür auch π|Tx0
= id.

Folgerung 4.1.4. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfächersystem mit S =
(Σij)i,j∈I und Z ein separierter k-Raum. Weiter seien für jedes i ∈ I Morphismen
ϕi : XΣii

→ Z gegeben. Gilt ϕi(tx0) = ϕj(tx0) für alle t ∈ TN , so existiert genau ein
Morphismus ϕ : XS → Z mit ϕ|XΣii

= ϕi.

Beweis. Wir setzen Xi := XΣii
⊆ XS . Es ist zu zeigen, dass (ϕi)|Xi∩Xj

= (ϕj)|Xi∩Xj

gilt. Da ϕi(tx0) = ϕj(tx0) gilt, stimmen ϕi und ϕj auf einer offenen Menge von
Xi ∩Xj überein. Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir (ϕi)|Xi∩Xj

= (ϕj)|Xi∩Xj
. �

Definition 4.1.5. Es seien N ein Gitter und σ1, σ2 zwei k-Kegel in NQ. Die k-Kegel
σ1 und σ2 bilden ein striktes Paar, falls hull(σ′1 ∪ σ

′
2) ein spitzer Kegel ist, wobei σ′1

sowie σ′2 die jeweiligen Abschlüsse von σ1 bzw. σ2 sind.

Bemerkung 4.1.6. Es sei σ1, σ2 ein striktes Paar.

(i) Die k-Kegel σ1 und σ2 sind spitz.
(ii) Ist |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel, dann ist |k-hull(σ1, σ2)| spitz.

Konstruktion 4.1.7. Es sei (N,S = (Σij)i,j∈I) ein attraktives spitzes k-Gitterfächer-
system, das heißt, zu jedem i ∈ I existiert ein σi mit Σii = Fσi

. Wir setzen ∆ii := Σii

und ∆ij := {τ ; τ ∈ ∆ii,∆jj}. Dann ist R := (∆ij)i,j∈I ein maximal verklebtes k-
Fächersystem. Wir nennen R das maximale k-Fächersystem zu S. Es sei Z ein se-
parierter k-Raum. Für jeden Morphismus ϕ : XS → Z existiert nach Folgerung 4.1.4
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genau ein Morphismus ϕ′ : YR → Z mit ϕ′(tx0) = ϕ(tx0) für alle t ∈ T . Analog
existiert für jeden Morphismus ψ : YR → Z genau ein Morphismus ψ′ : XS → Z mit
ψ(tx0) = ψ′(tx0) für alle t ∈ T .

Bemerkung 4.1.8. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives k-Gitterfächersystem und
R das maximale k-Fächersystem zu S. Nach Konstruktion 4.1.7 besitzt XS genau
dann eine universelle Separierung, wenn YR eine universelle Separierung besitzt.

Konstruktion 4.1.9. Es seien N ein Gitter und S = (σi)i∈I eine Familie von spitzen
k-Kegeln in NQ. Wir setzen Σii := Fσi

und Σij := Σji := {τ ; τ ∈ Σii,Σjj}. Dann ist
SS := (Σij)i,j∈I ein attraktives spitzes k-Fächersystem. Wir schreiben XS := XSS

.
Mit Konstruktion 3.6.1 gilt:

XS =
⋃

σ∈S

Xσ / ∼ .

Ist R ⊆ S eine Teilmenge von S, dann gilt SR4SS . Somit liefert Lemma 3.6.23, dass
der torische k-Raum XR ein offener TN -invariante Unterraum von XS ist.

Begründung. Es lediglich Folgendes zu zeigen: Falls R ⊆ S eine Teilmenge von S ist,
dann gilt SR4SS . Dazu sei R = (σi)i∈L mit L ⊆ I gegeben. Dann gilt Fσi

4Fσi
für

alle i ∈ L. Damit gilt auch Σij ∩ Σii = Σij für alle i, j ∈ L. �

Bemerkung 4.1.10. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives k-Fächersystem und (N,S)
das zu S gehörige System von k-Kegeln. Weiter sei Z ein separierter k-Raum. Für je-
den Morphismus ϕ : XS → Z existiert nach Folgerung 4.1.4 und Konstruktion 4.1.9
genau ein Morphismus ϕ′ : YS → Z mit ϕ′(tx0) = ϕ(tx0) für alle t ∈ T . Da es
für jedes i ∈ I ein σ ∈ S gibt mit |Σii| ⊆ σ, existiert mit Folgerung 4.1.4 und
Konstruktion 3.6.1 für jeden Morphismus ψ : YS→ Z ein Morphismus ψ′ : XS → Z
mit ψ(tx0) = ψ′(tx0) für alle t ∈ T . Somit besitzt XS genau dann eine universelle
Separierung, wenn YS eine universelle Separierung besitzt.

Konstruktion 4.1.11. Es seien N ein Gitter und σ1, σ2 ein striktes Paar in NQ,
wobei σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel ist. Wir wollen auf kanonische Weise einen
surjektiven Morphismus

(π(σ1,σ2), id) : (X(σ1,σ2), TN , x0)→ (Xσ, TN , x0)

konstruieren. Dazu setzen wir S := S(σ1,σ2) undR := SFσ . Mit Lemma 2.6.7 erhalten
wir, dass σ1 ∪ σ2 ⊆ σ gilt. Nach Lemma 2.1.31 existiert zu jedem τ14σ1 genau ein
ρ14σ mit τ1 ⊆ ρ1 und

◦
τ1 ⊆

◦
ρ1. Analog existiert zu jedem τ24σ2 genau ein ρ24σ mit

τ2 ⊆ ρ2 und
◦
τ2 ⊆

◦
ρ2. Dies induziert eine natürliche Zuordnung f : Ω(S)→ Ω(R).

Insbesondere ist Bedingung 2.4.27 (ii) (a) erfüllt. Es seien [δ, i], [τ, j] ∈ Ω(S) mit

[δ, i]4[τ, j] gegeben. Nach Definition von f, gibt es ρ1, ρ24σ mit
◦

δ ⊆
◦
ρ1 und δ ⊆ ρ1

sowie
◦
τ ⊆

◦
ρ2 und τ ⊆ ρ2. Aus [δ, i]4[τ, j] folgt

◦

δ ⊆ τ . Also gilt
◦
ρ1 ∩ ρ2 6= ∅.

Lemma 2.2.11 liefert ρ14ρ2. Da Fσ ein k-Fächer ist, gilt [ρ1, s]4[ρ2, l]. Somit ist
Bedingung 2.4.27 (ii) (b) ebenfalls erfüllt und wir erhalten einen Morphismus

(id, f) : (N,S)→ (N,R).

Satz 3.6.19 liefert einen Morphismus (π(σ1,σ2), id) : (X(σ1,σ2), TN , x0)→ (Xσ, TN , x0).

Nach Definition der k-Hülle gibt es zu jedem ρ ∈ Fσ ein τ14σ1 mit
◦
τ1 ∩

◦
ρ 6= ∅ oder

ein τ24σ2 mit
◦
τ2 ∩

◦
ρ 6= ∅. Lemma 2.1.30 liefert somit, dass es zu jedem ρ ∈ Fσ ein
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τ14σ1 gibt mit
◦
τ1 ⊆

◦
ρ und τ1 ⊆ ρ oder ein τ24σ2 gibt mit

◦
τ2 ⊆

◦
ρ und τ2 ⊆ ρ. Somit

ist (π(σ1,σ2), id) surjektiv. Mit Bemerkung 3.4.11 und Folgerung 3.6.25 erhalten wir

(Xσ, TN , x0) ∼= (XFσ , TN , x0) ∼= (XR, TN , x0).

Somit haben wir einen surjektiven Morphismus (π(σ1,σ2), id) : (X(σ1,σ2), TN , x0) →
(Xσ , TN , x0). Für (π(σ1,σ2), id) : (X(σ1,σ2), TN , x0)→ (Xσ , TN , x0) schreiben wir

π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Xσ.

Konstruktion 4.1.12. Es seien N ein Gitter und S = (σi)i∈I eine Familie von
spitzen k-Kegeln in NQ. Weiter seien σ1, σ2 ∈ S und τ14σ1 sowie τ24σ2 gegeben.
Wir setzen R := (τ1, τ2). Nun wollen wir einen kanonischen Morphismus

(κ, id) : (YR, TN , y0) → (XS , TN , x0)

konstruieren. Es sei δ4τs gegeben für s = 1, 2. Lemma 2.1.18 liefert, dass δ4σs gilt.
Somit haben wir eine kanonische Zuordnung f : Ω(R) → Ω(S), [δ, s] 7→ [δ, s] Nach
Konstruktion von f ist Bedingung 2.4.27 (ii) (a) erfüllt. Es seien [δ1, 1], [δ2, 2] ∈ Ω(R)
mit [δ1, 1]4[δ2, 2] gegeben. Es ist zu zeigen, dass δ14σ1, σ2 gilt. Aus [δ1, 1]4[δ2, 2]
folgt δ14τ1, τ2. Lemma 2.1.18 liefert δ14σ1, σ2. Somit ist Bedingung 2.4.27 (ii) (b)
erfüllt. Satz 3.6.19 liefert einen Morphismus (κ, id) : (YR, TN , y0)→ (XS , TN , x0).

Lemma 4.1.13. Es seien N ein Gitter und S = (σi)i∈I eine Familie von spitzen
k-Kegeln in NQ. Weiter seien σ1, σ2 ∈ S und τ14σ1, wobei τ1, σ2 ein striktes Paar
und σ̃ := |k-hull(τ1, σ2)| ein k-Kegel ist. Wir setzen R := (S \{σ2})∪{σ̃}. Weiter sei
π(τ1,σ2) : X(τ1,σ2) → Xeσ die universelle Separierung von X(τ1,σ2). Dann existiert zu
jedem Morphismus ϕ : XS → Z von k-Räumen mit separiertem Z ein Morphismus
ϕ̃ : YR → Z mit ϕ̃(tx0) = ϕ(tx0) für alle t ∈ T := TN . Insbesondere ist ϕ̃ eindeutig
bestimmt.

Beweis. Es sei ϕ : XS → Z ein Morphismus von k-Räumen mit separiertem Z gege-
ben. Für jedes σ ∈ R mit σ 6= σ̃ gilt σ ∈ S. Somit existiert nach Konstruktion 4.1.9
zu jedem σ ∈ R mit σ 6= σ̃ ein Morphismus ϕ̃σ : Xσ → Z mit ϕ̃σ(tx0) = ϕ(tx0).
Weiter existiert nach Konstruktion 4.1.12 ein Morphismus ϕ̃1 : X(τ1,σ2) → Z mit
ϕ(tx0) = ϕ̃1(tx0). Da π(τ1,σ2) : X(τ1,σ2) → Xeσ die universelle Separierung ist, exi-
stiert ein Morphismus ϕ̃eσ : Xeσ → Z mit ϕ̃1 = ϕ̃eσ ◦π(τ1,σ2). Nach Konstruktion 4.1.11
gilt ϕ̃1(tx0) = ϕ̃eσ(tx0). Es gilt (ϕ̃ρ1)|Tx0

= (ϕ̃ρ2)|Tx0
für alle ρ1, ρ2 ∈ R. Mit Folge-

rung 4.1.4 erhalten wir einen Morphismus ϕ̃ : YR → Z mit ϕ̃(tx0) = ϕ(tx0) für alle
t ∈ T . �

Lemma 4.1.14. Es seien N ein Gitter und S = (σi)i∈I eine Familie von k-Kegeln
in NQ. Weiter seien σ1, σ2 ∈ S und τ14σ1, wobei τ1, σ2 ein striktes Paar und σ̃ :=
|k-hull(τ1, σ2)| ein k-Kegel ist. Wir setzen R := (S \ {σ ∈ S; σ ⊆ σ̃})∪ {σ̃}. Weiter
sei π(τ1,σ2) : X(τ1,σ2) → Xeσ die universelle Separierung von X(τ1,σ2). Dann existiert
zu jedem Morphismus ϕ : XS → Z von k-Räumen mit separiertem Z ein Morphismus
ϕ̃ : YR → Z mit ϕ̃(tx0) = ϕ(tx0) für alle t ∈ T := TN . Insbesondere ist ϕ̃ eindeutig
bestimmt.

Beweis. Es sei ein Morphismus ϕ : XS → Z von k-Räumen gegeben, wobei Z sepa-
riert ist. Wir betrachten die Familie R′ := (S \ {σ2}) ∪ {σ̃} von spitzen k-Kegeln.
Nach Lemma 4.1.13 existiert ein Morphismus ϕ̃′ : YR′ → Z mit ϕ(tx0) = ϕ(tx0) für
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alle t ∈ T . Weiter gilt R ⊆ R′. Nach Konstruktion 4.1.9 ist YR eine offene Teil-
menge in YR′ mit Tx0 ⊆ YR. Der Morphismus ϕ̃ := ϕ̃′

|YR
: YR → Z liefert somit die

Behauptung. �

Lemma 4.1.15. Es seien N ein Gitter, S eine Familie von spitzen k-Kegeln in NQ
und ϕ : XS → Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Weiter sei ein Schleifen-
durchlauf durch subroutine k-Quot gegeben, sodass für alle k-Kegel σ1, σ2, für die
σ1 durch den k-Kegel σ̃ := |k-hull(σ1, σ2)| ersetzt wird, Folgendes gilt:

(i) Die k-Kegel σ1, σ2 bilden ein striktes Paar.
(ii) Die Abbildung π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Xeσ ist die universelle Separierung von

X(σ1,σ2).

Dann ist R := subroutine k-Quot(S) eine Familie von spitzen k-Kegeln und es
existiert ein Morphismus ϕ̃ : XR → Z mit ϕ̃(tx0) = ϕ(tx0) für alle t ∈ T := TN .
Insbesondere ist ϕ̃ eindeutig bestimmt.

Beweis. Es seien Si die Familien von k-Kegeln die im i-ten Schleifendurchlauf en-
stehen, wobei S0 = S. Zu Si+1 existieren k-Kegel σ1, σ2 ∈ Si und τ14σ1, sodass gilt
Si+1 = (S \ {σ2}) ∪ {σ̃}, wobei σ̃ = |k-hull(τ1, σ2)| ein k-Kegel ist. Da nach Voraus-
setzung τ1, σ2 ein striktes Paar bilden, ist jedes Si ein Familie von spitzen k-Kegeln.
Insbesondere ist also R eine Familie von spitzen k-Kegeln.

Wir zeigen: Falls ϕ̃i : YSi
→ Z existiert, so gibt es einen Morphismus ϕ̃i+1 : YSi+1 →

Z mit ϕ̃i+1(ty0) = ϕ̃i(ty0) für alle t ∈ TN . Es sei ein Morphismus ϕ̃i : YSi
→ Z gege-

ben. Nach Lemma 4.1.14 existiert ein Morphismus ϕ̃i+1 : YSi+1 → Z mit ϕ̃i+1(tx0) =
ϕ̃i(tx0) für alle t ∈ TN . �

Konstruktion 4.1.16. Es seien (N,S) ein spitzes System von k-Kegeln und ∆̃ :=
k-Quot(S) ein spitzer k-Fächer. Dann wollen wir auf kanonische Weise folgenden
Morphismus konstruieren:

(πS, id) : (XS, TN , x0) → (Xe∆, TN , x0).

Es seien S = {σ1, . . . , σn} und ∆̃ = {δ1, . . . , δm}. Nach Konstruktion von k-Quot
und subroutine k-Quot gibt es zu jedem i ∈ I ein 1 ≤ ri ≤ m mit σi ⊆ δri . Nach

Lemma 2.1.31 existiert zu jedem τi4σi genau ein ρi4δri mit τi ⊆ ρri und
◦
τ i ⊆

◦
ρri .

Da ∆̃ ein k-Fächer ist, erhalten wir mit Lemma 2.1.25, zu jedem τi4σi genau ein

ρi ∈ ∆̃ mit τi ⊆ ρi und
◦
τ i ⊆

◦
ρi. Dies liefert eine Zuordnung f : Ω(SS) → Ω(Se∆).

Insbesondere ist Bedingung 2.4.27 (ii) (a) erfüllt. Es seien [τ1, i], [τ2, j] ∈ Ω(SS)

mit [τ1, i]4[τ2, j] gegeben. Nach Definition von f, gibt es ρ1, ρ2 ∈ ∆̃ mit
◦
τ1 ⊆

◦
ρ1 und

τ1 ⊆ ρ1 sowie
◦
τ2 ⊆

◦
ρ2 und τ2 ⊆ ρ2. Aus [τ1, i]4[τ2, j] folgt

◦
τ1 ⊆ τ2. Also gilt

◦
ρ1∩ρ2 6=

∅. Lemma 2.2.11 liefert ρ14ρ2. Da ∆̃ ein k-Fächer ist, gilt [ρ1, s]4[ρ2, l]. Somit ist
Bedingung 2.4.27 (ii) (b) ebenfalls erfüllt und wir erhalten einen Morphismus

(id, f) : (N,SS) → (N,Se∆
).

Satz 3.6.19 liefert einen Morphismus (πS, id) : (XS, TN , x0) → (XSe∆
, TN , x0). Mit

Folgerung 3.6.25 erhalten wir

(Xe∆
, TN , x0) ∼= (XSe∆

, TN , x0).

Somit gibt es einen kanonischen Morphismus (πS, id) : (XS, TN , x0)→ (Xe∆
, TN , x0).

Wir schreiben auch πS: XS→ Xe∆
anstatt (πS, id) : (XS, TN , x0)→ (Xe∆

, TN , x0).
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Satz 4.1.17. Es sei (N,S) ein spitzes System von k-Kegeln. Weiter sei ein Schlei-
fendurchlauf durch k-Quot und subroutine k-Quot gegeben, sodass für alle k-
Kegel σ1, σ2, für die σ1 durch den k-Kegel σ̃ := |k-hull(σ1, σ2)| ersetzt wird, Folgendes
gilt:

(i) Die k-Kegel σ1, σ2 bilden ein striktes Paar.
(ii) Die Abbildung π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Xeσ ist die universelle Separierung von

X(σ1,σ2).

Dann ist ∆̃ := k-Quot(S) ein spitzer k-Fächer in NQ und πS: XS → Xe∆ aus
Konstruktion 4.1.16 ist die universelle Separierung von XS

Beweis. Es sei ϕ : X → Z ein Morphismus von k-Räumen, wobei Z separiert ist.

Weiter seien Si bzw. S̃i die Systeme von k-Kegeln im i-ten Schleifendurchlauf des
Algorithmus k-Quot, wobei S0 = S gilt. Wir zeigen nun: Gibt es ein ϕ̃i : XSi

→
Z, so existiert ein Morphismus ϕ̃i+1 : XSi+1

→ Z mit ϕ̃i+1(tx0) = ϕ̃i(tx0). Es sei
ϕ̃i : XSi

→ Z so ein Morphismus gegeben. Weiter betrachten wir die Familie Ri+1 :=
subroutine k-Quot(Si). Dann gilt

S̃i+1 = {τ ; τ ∈ Ri+1, τ maximal bezüglich Inklusion}.

Nach Lemma 4.1.15 existiert ein Morphismus ψi+1 : XRi+1 → Z mit ψi+1(tx0) =
ϕ̃i(tx0). Mit Lemma 4.1.14 erhalten wir weiter einen Morphismus ψ′

i+1 : XeSi+1
→

Z mit ψ′
i+1(tx0) = ψi+1(tx0) = ϕ̃i(tx0). Nach Lemma 4.1.13 erhalten wir einen

Morphismus ϕ̃i+1 : YSi+1
→ Z mit ϕ̃i+1(tx0) = ψi+1(tx0) = ϕ̃i(tx0). Somit gibt es

genau einen Morphismus ϕ̃ : Xe∆ → Z mit ϕ(tx0) = ϕ̃(tx0). Mit Konstruktion 4.1.16
gilt ϕ|TNx0

= (ϕ̃◦π)|TNx0
. Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir ϕ = ϕ̃◦π. Da π|TNx0

= id
gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ϕ̃ eindeutig bestimmt ist. �
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4.2. Schwach eigentliche Morphismen.

Wir betrachten nur noch den Fall, dass K = C gilt. Um ein Kriterium zu bekommen,
wann in einem Schritt des Algorithmus k-Quot eine universelle Separierung exi-
stiert, werden wir [3, Proposition 1.2] verallgemeinern: Es sei (π, π̃) : (X ′, TX , x0)→
(Y ′, TY , y0) ein torischer surjektiver Morphismus von Prävarietäten, wobei Y eine
Varietät ist. Der Morphismus π ist genau dann schwach eigentlich, wenn π̃∗(|SX′ |) =
|∆Y ′ | gilt. Dafür werden wir komplexe Raumkeime und lokale Kurven betrachten.
Beispiel 4.2.7 zeigt, dass wir keine analoge Aussage zu [3, Proposition 1.2] beweisen
können.

Es sei X ′ eine Prävarietät mit einer offenen affinen Überdeckung X ′
1, . . . ,X

′
m. So

trägt jedes X ′
i eine metrische Topologie. Es sei angemerkt, dass die Metrik zwar

von der Einbettung abhängig ist, die Topolgie jedoch nicht. Weil die auf den Durch-
schnitten X ′

i ∩X
′
j von X ′

i bzw. X ′
j induzierten Topologien übereinstimmen, erhält

man, dass X ′ eine ,,komplexe Topologie” trägt. Wir nennen eine Menge U ′ ⊆ X ′

komplex offen, falls sie bezüglich der komplexen Topologie offen ist. Die Zarkiski
Topologie ist gröber als die komplexe Topologie.

Es seien G ⊆ Cm ein Gebiet und U eine komplexe offene Teilmenge von G. Dann
bezeichnen wir die Menge aller holomorphen Abbildungen von U nach C mitOan

G (U).
Die Zuordnung Oan

G ist eine Garbe auf G. Ein Raum mit Funktionen (X,OX ) heißt
komplexer Raum, falls zu jedem x ∈ X eine offene Umgebung U , ein Gebiet G ⊆ Cm

und eine Idealgarbe I ⊆ Oan
G endlichen Typs existieren, sodass die Räume (U,OU )

und (A, (Oan
G /I)|A) isomorph sind, wobei

A := {x ∈ G; (Oan
G /I)G,x 6= 0}.

Eine holomorphe Abbildung ϕ : X ′ → Y ′ von komplexen Räumen ist ein Morphismus
der zu Grunde liegenden Räume mit Funktionen.

Jedes (X ′
i,O

an
X′

i
) ist ein komplexer Raum. Dies induziert eine Garbe Oan

X′ und macht

somit (X ′,Oan
X′) zu einem nicht notwendigerweise hausdorffschen komplexen Raum

(vgl. [14]). Ist ϕ : X ′ → Y ′ ein Morphismus von Prävarietäten, so ist ϕ : X ′ → Y ′

insbesondere eine holomorphe Abbildung.

Definition 4.2.1. Es sei X ′ eine Prävarietät und x ∈ X ′. Zwei komplexe offene
Umgebungen Y ′, Z ′ ⊆ X ′ von x heißen äquivalent in x, falls es eine komplexe offene
Umgebung U ′ ⊆ X ′ von x gibt, so dass (U ′ ∩ Y ′,Oan

U ′∩Y ′) = (U ′ ∩ Z ′,Oan
U ′∩Z′) gilt.

Der holomorphen Raumkeim von x in X ′ ist die Äquivalenzklasse X ′an
x . Es seien

Y ′
1 , Y

′
2 zwei komplexe offene Umgebungen von x in X ′. Zwei holomorphe Morphismen

ϕ1 : Y ′
1 → Z ′

1, ϕ2 : Y ′
2 → Z ′

2 heißen äquivalent in x, falls Y ′
1 ∼ Y ′

2 und ϕ1 = ϕ2 auf
einer komplexen Umgebung von x in X ′ gilt. Ein Morphismus ϕx : X ′an

x → Y ′an
y von

holomorphen Raumkeimen ist die Äquivalenzklasse einer holomorphen Abbildung ϕ
in x.

Erinnerung 4.2.2. Es seien X ein k-Raum und X ′ eine algebraische Kurve durch
x ∈ X. Dann ist der k-Raum X ′ nach Satz 1.3.15 eine Prävarietät.

Definition 4.2.3. Es seien X,Y k-Räume und π : X → Y ein Morphismus.

(i) Eine lokale Kurve in x ∈ X ist eine Morphismus von holomorphen Raum-
keimen γ0 : Can

0 → X ′an
x , wobei X ′ eine algebraische Kurve in X durch x

ist.
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(ii) Eine lokale Kurve γ̃ : Can
0 → X ′an

x in x ∈ X ist eine schwache-π-Liftung
der lokalen Kurve γ : Can

0 → Y ′an
y in y ∈ Y , falls ein Morphismus α : Can

0 →
Can

0 von holomorphen Raumkeimen existiert, sodass das folgende Diagramm
kommutiert:

Can
0

eγ //

α

��

X ′an
x

π
��

Can
0 γ

// Y ′an
y

(iii) Der Morphismus π heißt schwach eigentlich, falls sich jede lokale Kurve in
Y schwach-π-liften lässt.

Bemerkung 4.2.4. Jede Kurve γ : C → X induziert eine lokale Kurve durch γ(c)
mit c ∈ C.

Begründung. Nach Definition ist C eine Varietät mit dim(C) = dim(γ(C)) = 1. Da
C eine Varietät ist, gibt es zu jedem c ∈ C eine lokale Kurve αc : Can

0 → Can
c . Es sei

D′ der Abschluss von γ(C). Satz 1.3.10 liefert, dass D′ eine algebraische Kurve in
X durch γ(x) ist. Nach Satz 1.3.15 ist D′ eine Prävarietät. Somit haben wir einen
Morphismus γ : C → D′ von Prävarietäten. Insbesondere ist γc : Can

c → D′an
γ(x) ein

Morphismus von Raumkeimen. Also ist (γc◦αc) : Can
0 → D′an

γ(c) eine lokale Kurve. �

Definition 4.2.5. Es sei (N,S) = (N, (Σij)i,j∈I) ein k-Gitterfächersystem. Dann
nennen wir folgende Menge den Träger von S:

|S| :=
⋃

i,j∈I

|Σij |.

Satz 4.2.6. Es sei (π, π̃) : (X ′, TX , x0)→ (Y ′, TY , y0) ein torischer surjektiver Mor-
phismus von Prävarietäten, wobei Y eine Varietät ist. Dann sind äquivalent:

(i) Der Morphismus π ist schwach eigentlich.
(ii) Es gilt π̃∗(|SX′ |) = |∆Y ′ |.

Beweis. Siehe [3, Proposition 1.2]. �

Beispiel 4.2.7. Wir betrachten die quasiaffinen attraktiven torischen k-Räume
X1 := C∗×C und X2 := C2\({0}×C∗) mit der Standardwirkung des T := (C∗)2 und
Basispunkt x0 = (1, 1). Weiter betrachten wir den Isomorphismus ψ : T → T , x 7→ x
und setzen X := X1 ∪ψ X2. Es gilt σX1 = cone(e1) und σX2 = cone(e1, e2) \

◦
σX1 ,

wobei e1, e2 die Standardbasisvektoren des Q2 ∼= ΛQ(T ) bezeichnen. Es gilt SX =
(Σij)i,j∈{1,2}, wobei Σ11 = FσX1

, Σ22 = FσX2
und Σ12 = Σ21 = {(0, 0)}. Die Ab-

bildung 23 zeigt ein Schaubild von SX . Der Gittermorphismus id : λ(T ) → λ(T ),
v 7→ v liefert auf natürliche weise einen torischen Morphismus (π, id) : (X,T, x0)→
(C2, T, x0), (x1, x2) 7→ (x1, x2). Weiter gilt |SX | = |σC2 |. Der Morphismus (π, id) ist
nicht schwach eigentlich. Dazu betrachten wir die Kurve γ : C → C2, s 7→ (s, 0).
Angenommen es gibt eine lokale Kurve γ̃ : Can

0 → X ′an
x in x ∈ X und ein Mor-

phismus α : Can
0 → Can

0 von holomorphen Raumkeimen, sodass π(γ̃(s)) = γ(α(s))
gilt für s nahe bei 0. Folglich gilt π(γ̃(s)) = (α(s), 0) für s nahe bei 0. Also gilt
π(γ̃(s)) ∩ π(Tx[σ1,1]) 6= ∅ für s nahe bei 0. Wir können somit eine metrisch of-
fene Umgebung U von 0 in C wählen, sodass der Zariskiabschluss von γ̃(U) in
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SX

e1

e2

σX2

σX1

|SX |

Abbildung 23

X eine Kurve ist und γ̃(U) ⊆ VTx[σX1
,1]

gilt. Es gilt VTx[σX1
,1]

= Tx[σX1
,1] und

Tx[σX1
,1] ∩ π

−1((0, 0)) = ∅. Somit haben wir einen Widerspruch.

Definition 4.2.8. Es seien (X,TX , x0) und (Y, TY , y0) torische k-Räume und ein
Morphismus π : X → Y von k-Räumen.

(i) Wir nennen die Kurve γ : C → X eine torische Kurve in X, falls [σ, i] ∈
Ω(SX) und λ ∈ Λ(TX) existieren, sodass γ(s) = λ(s)x[σ,i] gilt für s ∈ C∗.

(ii) Die torische Kurve γ̃ : C → X heißt torische schwache-π-Liftung der tori-
schen Kurve γ : C→ Y , falls π ◦ γ̃ = γ gilt.

(iii) Der Morphismus π heißt torisch schwach eigentlich, falls sich jede torische
Kurve in Y schwach torisch-π-liften lässt.

Bemerkung 4.2.9. Mit Bemerkung 4.2.4 induziert jede torische Kurve eine lokale
Kurve.

Lemma 4.2.10. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum und (N,S := (Σij)i,j∈I)
das zugehörige attraktive spitze k-Gitterfächersystem. Weiter seien [τ, i] ∈ Ω(S) und
λ ∈ N gegeben. Dann sind äquivalent:

(i) Die Kurve γ : C∗ → X, s 7→ λ(s)x[τ,i] induziert eine torische Kurve γ′ : C→
X in X mit γ′|C∗ = γ.

(ii) Es gilt λ ∈
◦
ρ+ lin(τ) mit [ρ, j] ∈ SternS([τ, i]).

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall, dass X ein quasiaffiner attraktiver to-
rischer k-Raum ist und setzen σ := σX′ . Weiter betrachten wir den Morphismus
P : N → Nτ und setzen p := Spec(ψP ∗) : T → T/Txτ bzw. γp(s) := p(λ(s))xP s(τ).
Lemma 3.4.18 liefert ein kommutatives Diagramm:

C∗

γp

{{xxxxxxxx
γ

  A
AA

AA
AA

A

XP s(σ)
∼=

p(t)xP s(ρ) 7→txρ

// Vτ

Somit erhalten wir, dass γ genau dann eine torische Kurve in X induziert, wenn γp
eine torische Kurve in XP s(σ) induziert. Damit folgt die Behauptung aus Konstruk-
tion 2.5.8 und Folgerung 3.5.3.

Es sei jetzt X ein beliebiger k-Raum. Da S attraktiv ist, gibt es k-Kegel σi mit
Σii = Fσi

. Insbesondere ist jedes XΣii
ein quasiaffiner attraktiver torischer k-Raum.
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Zur Implikation ,,(i) ⇒ (ii)”: Nach Voraussetzung existiert zu γ eine Fortsetzung
γ′ : C → X mit γ′|C∗ = γ. Es gilt x := γ′(0) ∈ V[τ,i] und folglich x ∈ XΣjj

mit

[τ, i]4[δ, j] für ein [δ, j] ∈ Ω(S). Insbesondere gilt τ ∈ Σij4Σjj. Nach dem obigen

Fall gilt λ ∈
◦
ρ+ lin(τ) mit τ4ρ ∈ Σjj. Insbesondere ist [ρ, j] ∈ SternS([τ, i]).

Zur Implikation ,,(ii) ⇒ (i)”: Es gelte λ ∈
◦
ρ+ lin(τ) mit [τ, i]4[ρ, j]. Mit [τ, i]4[ρ, j]

erhalten wir, dass τ ∈ Σij4Σjj gilt. Nach dem obigen Fall existiert eine Fortsetzung
γ′′ : C → XΣjj

von γ. Insbesondere existiert dann eine Fortsetzung γ′ : C → X von
γ. �

Definition 4.2.11. Es sei S ein k-Fächersystem und [τ, i] ∈ Ω(S). Wir nennen die
folgende Menge den Träger vom SternS([τ, i]):

|SternS([τ, i])| :=
⋃

[ρ,j]∈SternS([τ,i])

◦
ρ.

Folgerung 4.2.12. Es seien (π, id) : (X,T, x0)→ (Y, T, y0) ein surjektiver Morphis-
mus von torischen k-Räumen, wobei Y separiert ist. Dann gilt für jedes σ ∈ ∆Y :

⋃

[ρ,i]∈Ω(SX),
◦
ρ⊆

◦
σ

|SternSX
([ρ, i])| + lin(ρ) ⊆ |Stern∆Y

(σ)| + lin(σ).

Beweis. Es sei λ ∈ |SternSX
([ρ, i])|+ lin(ρ) mit

◦
ρ ⊆

◦
σ. Nach Lemma 4.2.10 induziert

δ : C∗ → X mit δ(s) = λ(s)x[ρ,i] eine torische Kurve δ′ : C→ X. Für s ∈ C∗ gilt:

π(δ(s)) = λ(s)π(x[ρ,i]) = λ(s)xσ.

Insbesondere induziert die Kurve γ : C∗ → Y mit γ(s) := λ(s)xσ eine torische Kurve
δ′ : C→ Y . Mit Lemma 4.2.10 gilt λ ∈ |Stern∆Y

(σ)|+ lin(σ). �

Bemerkung 4.2.13. Es sei γ : C → X eine Kurve in X. Wegen dim(γ(C)) = 1
erhalten wir mit Satz 1.3.15, dass γ(C) eine Prävarietät ist. Somit können wir γ
auch als eine holomorphe Abbildung auffassen.

Lemma 4.2.14. Es seien C eine normale Kurve, c ∈ C ein Punkt und X ein
k-Raum. Weiter sei γ : C \ {c} → X eine Kurve in X. Gibt es eine holomorphe
Fortsetzung γ′ von γ auf C, so ist γ′ schon ein Morphismus von k-Räumen. Insbe-
sondere ist γ′ : C → X eine Kurve in X.

Beweis. Es gilt dim(C \ {c}) = dim(γ(C \ {c})) = 1. Somit ist nach Satz 1.3.15 der
Abschluss D′ von γ(C \ {c}) in X eine Prävarietät. Also ist γ : C \ {c} → D′ ein
Morphismus von Prävarietäten. In diesem Fall ist die Behauptung bekannt. �

Lemma 4.2.15. Es seien (X,T, x0) ein torischer separierter k-Raum und γ : Can
0 →

X ′an
x eine lokale Kurve in x ∈ X. Dann existiert eine lokale Kurve β : Can

0 → T an
t

in t ∈ T und eine torische Kurve δ : C → X, sodass γ = β · δ gilt für die lokalen
Kurven γ, β, δ.

Beweis. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei T = (C∗)n und N = Zn für ein
n ∈ N. Es sei U ⊆ C eine offene Scheibe um den Punkt 0, sodass der Zariskiabschluss
γ(U) eine Kurve in X ist. Wir wählen eine Bahn Txτ mit minimaler Dimension,
sodass γ(U) ⊆ Vτ = Txτ gilt, wobei τ ∈ ΣX . Da γ(U) zusammenhängend ist und
Txτ minimal bezüglich Dimension gewählt ist, erhalten wir γ(U) ∩ Txτ 6= ∅. Da
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Txτ offen in Txτ ist, liegt V := γ−1(Txτ ) offen in C. Weiter ist U \ V eine echte
analytische Teilmenge in U und deshalb diskret. Somit können wir annehmen, dass
U = V oder U = V ∪ {0} gilt. Wir haben auf V folgende Darstellung

γ(s) = (g1(s), . . . , gn(s))xτ

mit holomorphen Funktionen gi ∈ (Oan
C )∗(V ). Mit der Laurent-Reihenentwicklung

erhalten wir

gi(s) = sviβi(s)

mit vi ∈ Z und βi ∈ (Oan
C )∗(U). Wir setzen v := (v1, . . . , vn), β := (β1, . . . , βn)

und δ : C∗ → X mit δ(s) := λv(s)xτ , wobei λv : C∗ → T , s 7→ (sv1 , . . . , svn). Dann
gilt δ(s) = β(s)−1γ(s) für alle s ∈ U \ {0}. Insbesondere besitzt δ eine holomorphe
Fortsetzung δ′ : C → X auf C. Nach Lemma 4.2.14 ist δ′ ein Morphismus von k-
Räumen. Für alle s ∈ U gilt somit γ(s) = β(s) · δ′(s). �

Satz 4.2.16. Es seien (π, id) : (X,T, x0) → (Y, T, y0) ein surjektiver Morphismus
von torischen k-Räumen, wobei Y separiert ist. Dann sind äquivalent:

(i) Die Abbildung π ist schwach eigentlich.
(ii) Die Abbildung π ist torisch schwach eigentlich.
(iii) Für jedes σ ∈ ∆Y gilt:

|Stern∆Y
(σ)| + lin(σ) =

⋃

[ρ,i]∈Ω(SX),
◦
ρ⊆

◦
σ

|SternSX
([ρ, i])| + lin(ρ).

Beweis. Zur Implikation ,,(i) ⇒ (ii)”: Es sei γ : C → Y eine torische Kurve in Y .
Dann existieren λ ∈ Λ(T ) und σ ∈ ∆Y , sodass γ(s) = λ(s)yσ gilt für s ∈ C∗. Nach
Voraussetzung existieren eine lokale Kurve δ : Can

0 → X ′an
x und ein Morphismus

α : Can
0 → Can

0 von holomorphen Raumkeimen mit

π(δ(s)) = λ(α(s))yσ ,

wobei s ∈ U und 0 ∈ U ⊆ C eine offene Scheibe ist. Wir können ohne Einschränkung
0 ∈ U ⊆ C so wählen, dass α(s) = sk gilt für s ∈ U mit k ∈ Z>0. Weiter wählen
wir ein [ρ, i] ∈ Ω(SX), sodass die Bahn B := Tx[ρ,i] von minimaler Dimension ist

mit δ(U) ⊆ B. Da δ(U) zusammenhängend ist und B minimal bezüglich Dimension
gewählt ist, gilt B ∩ δ(U) 6= ∅. Wir setzen V := γ′−1(B). Dann ist V offen in C und
U \ V eine analytische Menge, also insbesondere diskret. Somit können wir durch
Verkleinern von U erreichen, dass U = V oder U = V ∪ {0} gilt. Für jedes s ∈ V
existiert ein ts ∈ T mit δ(s) = tsx[ρ,i]. Somit gilt für s ∈ V :

λ(sk)yσ = π(δ(s)) = tsπ(x[ρ,i]).

Also ist yσ = π(x[ρ,i]) und λ(sk) = ts. Weiter gilt λ(sk) = λ(s)k = (k · λ)(s). Ins-

besondere besitzt λ(s)kx[ρ,i] eine holomorphe Fortsetzung auf C. Mit Lemma 4.2.15

und Lemma 4.2.10 erhalten wir k ·λ ∈
◦
τ +lin(ρ) mit [τ, i] ∈ SternSX

([ρ, i]). Da k > 0

ist, gilt insbesondere λ ∈
◦
τ + lin(ρ). Nach Lemma 4.2.10 existiert zu β : C∗ → X mit

β(s) = λ(s)x[ρ,i] eine torische Kurve β′ : C→ X mit β′|C∗ = β. Somit gilt π ◦ β′ = γ.

Zur Implikation ,,(ii) ⇒ (iii)”: Es sei σ ∈ ∆Y gegeben. Nach Folgerung 4.2.12 ist
nur zur Inklusion ,,⊆” etwas zu zeigen. Es sei weiter ein λ ∈ |Stern∆Y

(σ)| + lin(σ)
gegeben. Nach Lemma 4.2.10 induziert die Kurve γ : C∗ → Y mit γ(s) := λ(s)yσ
eine torische Kurve δ′ : C → Y . Nach Voraussetzung existiert eine torische Kurve
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γ̃ : C → X mit π ◦ γ̃ = γ′. Da γ̃ eine torische Kurve ist, existieren λ′ ∈ Λ(T ) und
[ρ, i] ∈ Ω(SX) mit γ̃(s) = λ′(s)x[ρ,i] für s ∈ C∗. Somit gilt für s ∈ C∗:

π(γ̃(s)) = λ′(s)π(x[ρ,i]) = λ(s)yσ.

Also ist π(x[ρ,i]) = yσ, λ′ = λ und
◦
ρ ⊆

◦
σ. Mit Lemma 4.2.10 erhalten wir, dass

λ ∈ |SternSx([ρ, i])| + lin(ρ) und
◦
ρ ⊆

◦
σ gilt.

Zur Implikation ,,(iii) ⇒ (i)”: Es sei γ : Can
0 → Y ′an

y eine lokale Kurve in y ∈ Y .
Nach Lemma 4.2.15 existieren eine lokale Kurve β : Can

0 → T an
t in t ∈ T und eine

torische Kurve δ : C → Y , sodass γ = β · δ gilt für s nahe bei 0. Zu δ existieren
σ ∈ ∆Y und λ ∈ Λ(T ) mit δ(s) = λ(s)yσ für s ∈ C∗. Mit Lemma 4.2.10 und (iii) gilt
λ ∈ |SternSX

([ρ, i])|+ lin(ρ) für ein [ρ, i] ∈ Ω(SX) mit
◦
ρ ⊆

◦
σ. Insbesondere induziert

die Kurve α : C∗ → X mit α(s) := λ(s)x[σ,i] eine torische Kurve α′ : C → X mit

α′
|C∗ = α. Aus

◦
ρ ⊆

◦
σ folgt π(x[ρ,i]) = yσ. Also gilt für s ∈ C∗:

π(β(s)α′(s)) = β(s)π(α′(s)) = β(s)λ(s)π(x[ρ,i]) = β(s)λ(s)yσ.

Da Y separiert ist, gilt die obige Gleichheit für alle s ∈ C. Somit erhalten wir
π(β(s)α′(s)) = γ(s) für s nahe bei 0. �

Lemma 4.2.17. Es sei π : X → Y ein surjektiver schwach eigentlicher Morphismus.
Dann hat π die Kurvenüberdeckungseigenschaft.

Beweis. Es sei Y ′ eine algebraische Kurve durch den Punkt y ∈ Y . Dann existiert ei-
ne lokale Kurve γ : Can

0 → Y ′an
y . Da π schwach eigentlich ist, existiert ein Morphismus

α : Can
0 → Can

0 von holomorphen Raumkeimen und eine lokale Kurve γ′ : Can
0 → X ′an

x

mit π◦γ′ = γ◦α als lokale Kurven. Es sei U eine offene Scheibe um den Punkt x in X ′

mit π(U) ⊆ Y ′. Insbesondere ist π|U nicht konstant. Mit dim(Y ′) = 1 erhalten wir,
dass π(U) dicht bezüglich der Zariski Topologie in Y ′ ist. Da Y ′ abgeschlossen in Y

ist, gilt π(U
X′

) ⊆ Y ′. Da X ′ eine Kurve und U eine offene Scheibe ist, gilt U
X′

= X ′.
Somit ist π(X ′) dicht in Y ′ π erfüllt die Kurvenüberdeckungseigenschaft. �

Folgerung 4.2.18. Es sei π : X → Y ein surjektiver schwach eigentlicher Morphis-
mus von k-Räumen. Dann besitzt Y die Quotiententopologie bezüglich π.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.11 und Lemma 4.2.17 �

Lemma 4.2.19. Es seien (π, id) : (X,T, x0) → (Y, T, y0) ein surjektiver schwach
eigentlicher Morphismus von torischen lokal 1-vollen k-Räumen, wobei Y separiert
ist und ϕ : X → Z ein Morphismus von k-Räumen. Ist ϕ konstant auf den Fasern
von π, so ist die Abbildung ϕ̃ : Y → Z mit ϕ̃(y) := ϕ(π−1(y)) ein Morphismus.
Insbesondere gilt ϕ = ϕ̃ ◦ π.

Beweis. Nach Folgerung 4.2.18 ist ϕ̃ stetig. Wegen K = C ist π : X → Y separabel.
Somit ist ϕ̃ : Y → Z nach Lemma 1.9.18 ein Morphismus. �
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4.3. Existenz von universellen Separierungen für gewisse torische k-Räume
in Dimension drei.

Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum. Wir werden uns in Kapitel 4.3 mit dem
Fall beschäftigen, dass dim(X) = 3 ist und SX lokal 1-voll ist. In diesem Kapitel
werden wir ausschließlich torische k-Räume betrachten, die aus zwei quasiaffinen
attraktiven Karten bestehen. Wir werden zeigen, dass es immer eine universelle
Separierung gibt, falls die zugehörigen k-Kegel Dimension zwei haben. Dies ist eine
teilweise Verallgemeinerung von [3, Theorem 4.1]. Satz 4.3.17 gibt ein Kriterium an
für die Existenz einer universellen Separierung für zwei k-Kegel an. Der Beweis von
Lemma 4.3.12 ist eine Verallgemeinerung des Beweises von [9, Theorem 1].

Erinnerung 4.3.1. Es sei (X ′, T, x0) eine torische Varietät. Weiter seien σ′, τ ′ ∈
ΣX′ mit lin(σ′) + lin(τ ′) = NTQ . Dann gilt T = Txσ′ · Txτ ′

.

Lemma 4.3.2. Es sei (X,T, x0) ein torischer k-Raum und [σ, i], [τ, j] ∈ Ω(SX) mit
lin(σ) + lin(τ) = NTQ. Dann gilt T = Tx[σ,i]

· Tx[τ,j]
.

Beweis. Es genügt, den Fall zu betrachten, dass X quasiaffin ist. Sei dazu (X ′, T, x0)
der torische Abschluss von (X,T, x0). Nach Satz 3.2.28 können wir annehmen,
dass X ⊑ TX

′ gilt. Somit folgt die Behauptung aus Folgerung 3.5.11 und Erinne-
rung 4.3.1. �

Lemma 4.3.3. Es sei (N,S) ein k-Gitterfächersystem und [σ, i], [τ, j] ∈ Ω(S) mit
◦
σ∩

◦
τ 6= ∅. Weiter sei ϕ : XS → Z ein Morphismus von k-Räumen, wobei Z separiert

ist. Dann gilt ϕ(tx[σ,i]) = ϕ(tx[τ,j]) für jedes t ∈ TN

Beweis. Wir wählen uns ein λ ∈
◦
σ ∩

◦
τ ∩N . Mit Folgerung 3.5.3 erhalten wir, dass

lims→0(tλ(s)x0) in X(σ,i) und lims→0(tλ(s)x0) in X(τ,j) liegt. Da Z separiert ist, folgt
mit Satz 1.5.11 die Behauptung. �

Definition 4.3.4. Ein striktes Paar σ1, σ2 heißt 1-voll, falls σ1 und σ2 1-voll sind.

Erinnerung 4.3.5. Es seien σ′1 und σ′2 Kegel in V und σ′ := hull(σ′1 ∪ σ
′
2). Dann

gilt σ′(1) ⊆ σ
′(1)
1 ∪ σ

′(1)
2 .

Bemerkung 4.3.6. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles spitzes Paar. Dann ist k-hull(σ1, σ2)
1-voll. Ist die Menge σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel in V , so ist σ 1-voll.

Bemerkung 4.3.7. Es sei σ ein k-Kegel in V mit dim(σ) = 2. Ist σ 1-voll, so ist σ
ein Kegel in V .

Ab jetzt sei N ein Gitter mit dim(N) = dim(NQ) = 3.

Lemma 4.3.8. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar in NQ mit dim(σ1) = dim(σ2) =
1 und dim(σ1∩σ2) = 1. Dann ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel und π : X(σ1,σ2) →
Yσ die universelle Separierung zu X(σ1,σ2).

Beweis. Aus dim(σ1 ∩ σ2) = 1 folgt σ1 = σ2. Somit gilt σ = |k-hull(σ1, σ2)| = σ1.
Insbesondere ist X(σ1,σ2)

∼= Yσ. Also ist π(σ1,σ2) = id die universelle Separierung. �

Folgerung 4.3.9. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar in NQ mit dim(σ1) =
dim(σ2) = 1. Dann existiert zu X(σ1,σ2) die universelle Separierung π : X(σ1,σ2) → Y .
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Beweis. Falls dim(σ1 ∩ σ1) = 0 gilt, folgt σ1 ∩ σ24σ1, σ2. Somit ist X(σ1,σ2) eine
Varietät. Also ist id: X(σ1,σ2) → X(σ1,σ2) die universelle Separierung. Falls dim(σ1 ∩
σ1) = 1 gilt folgt die Behauptung aus Lemma 4.3.8. �

Lemma 4.3.10. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar mit dim(σ1) ≥ 2, dim(σ2) =
1 und σ1 ∩ σ2 ⊀ σ1. Dann ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein spitzer k-Kegel in NQ und
π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Yσ die universelle Separierung von X(σ1,σ2).

Beweis. Da σ1 und σ2 spitz sind, erhalten wir aus σ1 ∩ σ2 ⊀ σ1, dass σ2 ⊆ σ1 gilt.
Somit folgt σ1 = σ. Wir setzen π := π(σ1,σ2), T := TN , X := X(σ1,σ2) und Y := Yσ.
Es sei ϕ : X → Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Da π nach Konstruktion
surjektiv ist, können wir ϕ̃ : Y → Z mit ϕ̃(y) := ϕ(π−1(y)) setzen. Wir zeigen jetzt,
dass ϕ̃ ein wohldefinierter Morphismus ist. Nach Folgerung 3.6.20 sind X und Y
lokal 1-volle k-Räume. Also reicht es nach Lemma 4.2.19 zu zeigen, dass π schwach
eigentlich und ϕ̃ wohldefiniert ist.

Zur Wohldefiniertheit von ϕ̃: Mit Folgerung 2.1.31 existiert genau eine Seite τ4σ1

mit σ2 ⊆ τ und
◦
σ2 ⊆

◦
τ . Wegen π|Tx0

= id erhalten wir mit Lemma 3.6.16 und
Folgerung 3.6.27 für alle t ∈ T :

π−1(tyδ) = {tx[δ,1]}, falls δ 6= τ

π−1(tyτ ) = {tx[τ,1]} ∪ Tyτ tx[σ2,2], sonst.

Es ist nur für die Faser π−1(tyτ ) etwas zu zeigen. Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir für
jedes t ∈ T und t′ ∈ Tyτ :

ϕ(t′tx[σ2,2]) = ϕ(t′tx[τ,1]) = ϕ(tx[τ,1]).

Somit ist ϕ(π−1(tyτ )) ein Punkt.

Es ist noch zu zeigen, dass π schwach eigentlich ist. Wegen σ1 = σ erhalten wir für
jedes δ4σ:

|Sternσ(δ)| + lin(δ) = |SternS(σ1,σ2)
([δ, 1])| + lin(δ)

. Somit ist π : X → Y nach Satz 4.2.16 schwach eigentlich. �

Erinnerung 4.3.11. Es sei (X ′, T, x0) eine affine torische Varietät, sodass die Strah-

len σ
(1)
X′ von σX′ eine Q-Basis von ΛQ(T ) bilden. Dann ist X ′ eine Q-faktorielle

Varietät.

Lemma 4.3.12. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar in NQ mit dim(σi) = 2.

Weiter gelte σ1 ∩ σ2 ⊀ σ1 und
◦
σ1 ∩

◦
σ2 = ∅. Dann ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein

spitzer k-Kegel in NQ und π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Yσ ist die universelle Separierung
von X(σ1,σ2).

Beweis. Nach Bemerkung 4.3.7 sind σ1 und σ2 Kegel in NQ und somit ist X(σ1,σ2)

eine Prävarietät. Aus σ1∩σ2 � σ1 und dim(σ1) = dim(σ2) = 2 folgt, dass
◦
σ1∩σ2 6= ∅

gilt. Nach Lemma 2.6.10 ist σ = |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel in NQ. Da σ1, σ2 ein
1-volles striktes Paar ist, ist σ ein 1-voller spitzer k-Kegel in NQ. Wir setzen π :=
π(σ1,σ2), T := TN , X := X(σ1,σ2) und Y := Yσ. Mit Folgerung 3.5.30 ist Y ein 1-voller
k-Raum. Die Situation lässt sich folgendermaßen darstellen:
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σ

σ1

δ1

δ2

ρ2
ρ1

σ2

σ1

ρ2ρ1

δ1

Abbildung 24

Nach Konstruktion 4.1.11 gilt π(tx) = tπ(x) für alle t ∈ T und alle x ∈ X. Weiter
sei ϕ : X → Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Wir setzen ϕ̃ : Y → Z mit
ϕ̃(y) := ϕ(π−1(y)) und zeigen jetzt, dass ϕ̃ ein wohldefinierter Morphismus ist.

Zur Wohldefiniertheit von ϕ̃: Wir zeigen, dass für alle τ4σ und alle t ∈ T die Menge

ϕ(π−1(tyτ )) ein Punkt ist. Es seien σ
(1)
1 = {ρ1, ρ2} und σ

(1)
2 = {δ1, δ2}. Für ρ ∈ σ(1)

gilt ρ 4 σ1 oder ρ 4 σ2. Also können wir annehmen, dass σ(1) = {δ1, ρ1, ρ2} gilt.
Aus

◦
σ1 ∩σ2 6= ∅ folgt σ14σ und dim(σ) = 3 siehe Abbildung 24. Somit bestehen die

Seiten von σ aus den k-Kegeln {0}, δ1, ρ1, ρ2, σ1 und σ. Da π|Tx0
= id gilt, erhalten

wir, mit Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27 für alle t ∈ T :

π−1(ty0) = {tx0},

π−1(tyδ1) = {tx[δ1,2]},

π−1(tyρi
) = {tx[ρi,1]} für i = 1, 2,

π−1(tyσ1) = tTyσ1
x[σ1,1] ∪ tTyσ1

x[δ2,2],

π−1(tyσ) = tTyσx[σ2,2].

Es ist nur für die Fasern π−1(tyσ1) und π−1(tyσ) etwas zu zeigen.

Wir betrachten zunächst die Faser π−1(tyσ1). Da
◦

δ2 ⊆
◦
σ1 gilt, erhalten wir mit

Lemma 4.3.3 ϕ(tx[δ2,2]) = ϕ(tx[σ1,1]) für alle t ∈ T . Mit Folgerung 3.6.27 erhalten

wir Tyσ1
= Tx[σ1,1]

. Also gilt für alle t′ ∈ Tyσ1
und alle t ∈ T :

ϕ(t′tx[δ2,2]) = ϕ(t′tx[σ1,1]) = ϕ(tx[σ1,1]) = ϕ(tx[δ2,2]).

Somit ist ϕ(π−1(tyσ1)) ein Punkt.

Jetzt betrachten wir die Faser π−1(tyσ). Aus dim(σ) = 3 folgt T = Tyσ . Somit gilt

π−1(yσ) = π−1(tyσ) = Tx[σ2,2]. Wir wählen ein λ ∈
◦
σ2 ∩ N . Mit Lemma 3.5.29

gilt lims→0(tλ(s)x(δ2,2)) = tx(σ2,2) in Xσ2 . Da x[δ2,2], x[σ2,2] /∈ Xσ1 gilt, erhalten
wir lims→0(tλ(s)x[δ2,2]) = tx[σ2,2] ∈ X. Weiter ist dim(σ1 ∩ σ2) = 1 und damit
lin(σ1) 6= lin(σ2). Wegen dim(σ1) = dim(σ2) = 2 erhalten wir lin(σ1)+lin(σ2) = NQ.
Nach Lemma 4.3.2 gilt T = Tx[σ1,1]

· Tx[σ2,2]
. Für jedes t ∈ T existieren folglich

tσ1 ∈ Tx[σ1,1]
und tσ2 ∈ Tx[σ2,2]

mit t = tσ1tσ2 . Wir erhalten somit für jedes t ∈ T
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folgende Gleichungen:

ϕ(tx[σ2,2]) = ϕ(t lim
s→0

λ(s)x[δ2,2]) = lim
s→0

(ϕ(tλ(s)x[δ2,2]))

= lim
s→0

(ϕ(tσ1tσ2λ(s)x[δ2,2]))

= lim
s→0

(ϕ(tσ2λ(s)x[σ1,1]))

= lim
s→0

(ϕ(tσ2λ(s)x[δ2,2]))

= ϕ(tσ2x[σ2,2])

= ϕ(x[σ2,2]).

Also ist ϕ(π−1(yσ)) ein Punkt. Es ist noch zu zeigen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist.
Wir setzen

U := X[σ1,1] ∪X[δ1,2] und W :=
⋃

τ≺σ

Yτ .

Dann ist U offen in X, W offen in Y und π|U : U → W ist ein Isomorphismus. Mit

Folgerung 3.5.11 erhalten wir dim(Y \W ) = dim({yσ}) = 0 und dim(π−1(Y \W )) =
dim(Tx[σ2,2]) = 1. Nach Folgerung 3.6.6 und Lemma 3.6.7 gilt

X \ U = Tx[δ2,2] = Tx[δ2,2] ∪ Tx[σ2,2].

Insbesondere ist X \ U ein Primdivisor von X mit

π−1(yσ) = Tx[σ2,2] ⊆ X \ U.

Weiter betrachten wir den Abschluss σ′ von σ. Nach Lemma 3.5.23 können wir
annehmen, dass Y ⊑ Yσ′ gilt. Nach Folgerung 3.5.11 ist Yσ′ \ Y klein. Nach Erinne-
rung 4.3.11 ist Yσ′ eine Q-faktorielle Varietät. Somit sind die Voraussetzungen von
Lemma 1.8.19 erfüllt. Nach Lemma 1.8.19 ist ϕ̃ ein Morphismus. Da π|TNx0

= id
gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ϕ̃ eindeutig bestimmt ist. �

Lemma 4.3.13. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar in NQ mit dim(σ1∩σ2) = 1,
◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅ und dim(σ1) = dim(σ2) = 2. Dann ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein spitzer

k-Kegel in NQ und π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Yσ die universelle Separierung von X(σ1,σ2).

Beweis. Nach Bemerkung 4.3.7 sind σ1 und σ2 Kegel in NQ und somit ist X(σ1,σ2)

eine Prävarietät. Weiter ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| nach Lemma 2.6.10 ein spitzer 1-
voller k-Kegel. Wir setzen π := π(σ1,σ2), T := TN , X := X(σ1,σ2), S := S(σ1,σ2) und
Y := Yσ. Nach Folgerung 3.5.30 ist Y ein 1-voller k-Raum. Dies lässt sich wie folgt
darstellen:

δ2

ρ1 ρ1

δ2ρ2

δ1 δ1

ρ2

σ1

σ2

σS

Abbildung 25
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Nach Konstruktion 4.1.11 gilt π(tx) = tπ(x) für alle t ∈ T und alle x ∈ X. Weiter
sei ϕ : X → Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Wir zeigen, dass es einen

Morphismus ϕ̃ : Y → Z gibt, sodass ϕ = ϕ̃ ◦ π gilt. Es sei σ
(1)
1 = {ρ1, ρ2} und

σ
(1)
2 = {δ1, δ2}. Da dim(σ1∩σ2) = 1 und

◦
σ1∩

◦
σ2 6= ∅ gilt, folgt σ(1) = {ρ1, ρ2, δ1, δ2}.

Wir wählen ein v ∈
◦
σ1 ∩

◦
σ2 und setzen σ3 := cone(v, δ1) sowie σ4 := cone(v, δ2). Die

Situatuion lässt sich wie folgt darstellen:

σ2σ1

σ4
σ3

Abbildung 26

Wir setzen weiter τ3 := |k-hull(σ1, σ3)| und τ4 := |k-hull(σ1, σ4)|. Da
◦
σ1 ∩ σ3 6= ∅

und
◦
σ1 ∩ σ4 6= ∅ gilt, sind τ3, τ4 k-Kegel in NQ. Weiter setzen wir

∆̃11 := Fσ1 , ∆̃22 := Fσ2 und ∆̃nn := Fτn für n = 3, 4.

Dann ist R1 := (∆̃nm)n,m∈M ein k-Fächersystem, wobei M := {1, 2, 3, 4} und

∆̃nm := {0} für n,m ∈M mit n 6= m. Damit haben wir folgendes Bild:

σ2
τ4

σ1
τ3

R1

Abbildung 27

Das k-Fächersystem R1 ist minimal verklebt und es gilt τ1, τ2 ⊆ σ bzw.
◦
τ1,

◦
τ2 ⊆

◦
σ.

Nach Bemerkung 2.6.6 ist R1 1-voll. Somit ist nach Folgerung 3.6.20 der k-Raum
XR1 lokal 1-voll. Da τ3, τ4 ⊆ σ bzw.

◦
τ3,

◦
τ4 ⊆

◦
σ gilt, gibt es zu jedem [τ, n] ∈ Ω(R1)

ein δ4σ mit
◦
τ ⊆

◦

δ und τ ⊆ δ. Somit erhalten wir eine Zuordnung g1 : Ω(R1) →
Ω(Fσ). Insbesondere erfüllt die Zuordnung g1 die Bedingung 2.4.27 (ii) (a) Da Fσ
ein k-Fächer ist, gilt Bedingung 2.4.27 (ii) (b). Somit haben wir einen Morphismus

(id, g1) : (N,R1)→ (N,Fσ). Wir setzen π1 := ϕ(id,g1) : XR1 → Y . Da ∆̃11 = Fσ1 und

∆̃22 = Fσ2 gilt, ist der Morphismus π1 : XR1 → Y surjektiv. Wir haben folgendes
Diagramm:

X
ϕ //

π

��

Z

XR1 π1

// Y



152

Wir wollen einen Morphismus ϕ̃′ : XR1 → Z konstruieren. Es gilt σ3, σ4 ⊆ σ2 bzw.
◦
σ3,

◦
σ4 ⊆

◦
σ2. Somit gibt es Morphismen (ψ3, id) : (Xσ3 , T, x0) → (X,T, x0) und

(ψ4, id) : (Xσ4 , T, x0)→ (X,T, x0). Weiter gibt es ein Morphismus ψ1 : (Xσ1 , T, x0)→
(X,T, x0). Folgerung 4.1.4 liefert Morphismen ϕ′

3 : X(σ1,σ3) → Z und ϕ′
4 : X(σ1,σ4) →

Z mit ϕ′
3(tx0) = ϕ(tx0) = ϕ′

4(tx0) für alle t ∈ T . Nach Konstruktion gilt
◦
σ1 ∩

◦
σ3 =

∅ und σ1 ∩ σ3 � σ1 bzw.
◦
σ1 ∩

◦
σ4 = ∅ und σ1 ∩ σ4 � σ1. Lemma 4.3.12 lie-

fert, dass π(σ1,σ3) : X(σ1,σ3) → Xτ3 die universelle Separierung von X(σ1,σ3) und
π(σ1,σ4) : X(σ1,σ4) → Xτ4 die universelle Separierung von X(σ1,σ4) ist. Also existie-

ren Morphismen ϕ̃3 : Xτ3 = Xe∆33
→ Z und ϕ̃4 : Xτ4 = Xe∆44

→ Z mit ϕ′
3 =

ϕ̃3 ◦ π(σ1,σ3) und ϕ′
4 = ϕ̃4 ◦ π(σ1,σ4). Mit Konstruktion 4.1.11 gilt (π(σ1,σ3))|Tx0

= id
und (π(σ1,σ4))|Tx0

= id. Somit gilt ϕ̃3(tx0) = ϕ(tx0) = ϕ̃4(tx0) für alle t ∈ T . Nach
Konstruktion von R1 erhalten wir Morphismen ϕ̃1 : Xe∆11

→ Z und ϕ̃2 : Xe∆22
→ Z

mit ϕ̃1(tx0) = ϕ(tx0) = ϕ̃2(tx0). Für alle t ∈ T gilt:

ϕ̃1(tx0) = ϕ̃2(tx0) = ϕ̃3(tx0) = ϕ̃4(tx0).

Somit existiert nach Folgerung 4.1.4 ein Morphismus ϕ̃′ : XR1 → Z. Da π1 surjektiv
ist, können wir ϕ̃ : Y → Z mit ϕ̃(x) := ϕ̃′(π−1

1 (x)) setzen. Also haben wir folgendes
Diagramm:

X
ϕ //

π

��

Z

XR1 π1

//

eϕ′

LL

Y

eϕ

??

Es ist zu zeigen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist und ϕ = ϕ̃ ◦ π gilt. Wir wissen, nach
Konstruktion von π, dass π|Tx0

ein Isomorphismus ist. Ebenso ist π1|Tx0
ein Isomo-

prhismus. Wenn wir annehmen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist, dann gilt ϕ̃ ◦ π = ϕ
auf einer offenen Menge U von X. Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir somit, dass
ϕ = ϕ̃ ◦ π gilt. Insbesondere liefert π|Tx0

= id, dass ϕ̃ eindeutig bestimmt ist. Also
reicht es zu zeigen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist.

Wir wissen, dass XR1 und Y lokal 1-volle k-Räume sind und π1 surjektiv ist. Um
zu zeigen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist, reicht es nach Lemma 4.2.19 zu zeigen, dass
ϕ̃ wohldefiniert ist und π1 schwach eigentlich ist.

Wir zeigen zuerst, dass ϕ̃ wohldefiniert ist. Die Situation lässt sich folgendermaßen
darstellen:

τ3σ1

σ2

τ4

σ

δ2

ρ1 δ1

ρ2

R1

(id, g1)

Abbildung 28
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Wir wissen, dass σ
(1)
1 = {ρ1, ρ2}, σ

(1)
2 = {δ1, δ2} und σ(1) = {ρ1, ρ2, δ1, δ2} gilt.

Somit bestehen die Seiten von σ aus den k-Kegel {0}, ρ1, ρ2, δ1, δ2 und σ siehe Ab-
bildung 28. Da π1|Tx0

= id gilt, erhalten wir für alle t ∈ T mit Lemma 3.6.16 und

Folgerung 3.6.27:

π−1
1 (ty0) = {tx0},

π−1
1 (tyρs) = {tx[ρs,1], tx[ρs,3], tx[ρs,4]} für s = 1, 2,

π−1
1 (tyδ1) = {tx[δ1,2], tx[δ1,3]},

π−1
1 (tyδ2) = {tx[δ2,2], tx[δ2,4]},

π−1
1 (tyσ) = Tx[σ1,1] ∪ Tx[σ1,3] ∪ Tx[σ1,4] ∪ Tx[σ2,2] ∪ Tx[τ3,3] ∪ Tx[τ4,4].

Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir, dass ϕ̃′(π−1
1 (tyρs)) und ϕ̃′(π−1

1 (tyδr)) für s = 1, 2
bzw. r = 1, 2 Punkte sind.

Wir betrachten jetzt die Faser π−1
1 (tyσ). Da dim(τ3) = dim(τ4) = 3 gilt, erhalten

wir mit Folgerung 3.6.27, dass T = Tx[τ3,3]
= Tx[τ4,4]

gilt. Nach Konstruktion von τ3
und τ4 bzw. σ3 und σ4 gilt:

◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅,

◦
σ2 ∩

◦
τ3 6= ∅ und

◦
σ2 ∩

◦
τ4 6= ∅.

Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir somit für alle t ∈ T :

ϕ̃(tx[σ2,2]) = ϕ̃(tx[τ3,3]) = ϕ̃(x[τ3,3]),

ϕ̃(tx[σ2,2]) = ϕ̃(tx[τ4,4]) = ϕ̃(x[τ4,4])

und ϕ̃(tx[σ2,2]) = ϕ̃(tx[σ1,1]).

Die obigen Gleichungen liefern, dass ϕ̃′(π−1
1 (tyσ)) ein Punkt ist. Also ist noch zu

zeigen, dass π1 schwach eigentlich ist. Nach Folgerung 4.2.12 und Satz 4.2.16 reicht
es zu zeigen, dass für jede Seite δ4σ gilt:

|Sternσ(δ)| + lin(δ) ⊆
⋃

[ρ,i]∈Ω(R1),
◦
ρ⊆

◦
δ

|SternR1([ρ, i])| + lin(ρ).

1. Fall δ = σ: Folgt aus dim(σ) = dim(τ3) = 3.

2. Fall δ = {0}: Es ist zu zeigen, dass |R1| = σ gilt. Dies ist nach Konstruktion von
R1 klar.

3. Fall δ = δ1: Wegen dim(δ) = 1 gilt δ = δ′, wobei δ′ der Abschluss von δ ist. Es
gilt Sternσ(δ) = {σ, δ}, δ4τ3 und

◦
τ3 ⊆

◦
σ. Aus δ4τ3 erhalten wir [δ, 3]4[τ3, 3] und

id(
◦

δ) ⊆
◦

δ. Es reicht zu zeigen, dass
◦
σ + lin(δ) =

◦
τ3 + lin(δ) gilt. Wir betrachten

den Morphismus P : N → Nδ. Mit Erinnerung 2.5.4 gilt P s(σ) = P (
◦
σ) ∪ P (

◦

δ) und

P s(τ3) = P (
◦
τ 3)∪P (

◦

δ). Es seien σ′ sowie τ ′3 die jeweiligen Abschlüsse von σ bzw. τ3.
Dann gilt mit Erinnerung 2.5.4:

dim(P (σ′)) = dim(σ′)− 1 = 2 = dim(τ ′3)− 1 = dim(P (τ ′3)).

Weiter ist Stern
(2)
σ′ (δ) = Stern

(2)
τ ′3

(δ). Für γ′ ∈ Stern
(2)
σ′ (δ) gilt dim(P (γ′)) = 1. Somit

folgt P (σ′) = P (τ ′3). Mit Konstruktion 2.5.4 erhalten wir
◦
σ + lin(δ) = P (

◦
σ) = P (

◦
τ 3) =

◦
τ3 + lin(δ).

4. Fall δ = δ2: Analog zum 3. Fall.
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5. Fall δ = ρ1: Es gilt Sternσ(δ) = {σ, δ}, δ4σ1, τ3, τ4 und
◦
σ =

◦
σ1 ∪

◦
τ3 ∪

◦
τ4.

Aus δ4σ1, τ3, τ4 erhalten wir [δ, 1]4[σ1, 1], [δ, 3]4[τ4, 3] und [δ, 4]4[τ4, 4]. Aus
◦
σ =

◦
σ1 ∪

◦
τ3 ∪

◦
τ4 folgt, dass gilt:

◦
σ + lin(δ) =

(◦
σ1 ∪

◦
τ3 ∪

◦
τ4

)
+ lin(δ)

=
(◦
σ1 + lin(δ)

)
∪
(◦
τ3 + lin(δ)

)
∪
(◦
τ4 + lin(δ)

)
.

6. Fall δ = ρ2: Analog zum 5. Fall. �

Lemma 4.3.14. Es sei σ1, σ2 1-volles striktes Paar in NQ mit dim(σ1) = dim(σ2) =
2 und dim(σ1∩σ2) = 2. Dann ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein spitzer k-Kegel in NQ und
π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Yσ die universelle Separierung von X(σ1,σ2).

Beweis. Da dim(σ1 ∩ σ2) = 2 gilt, erhalten wir
◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅. Mit Lemma 2.6.10

folgt somit, dass σ ein 1-voller spitzer k-Kegel in NQ ist. Aus dim(σ1 ∩ σ2) = 2
folgt weiter, dass dim(σ) = 2 gilt. Nach Bemerkung 4.3.7 sind σ, σ1 und σ2 Kegel
in NQ. Wir setzen π := π(σ1,σ2), T := TN , X := X(σ1,σ2) und Y := Yσ. Weiter sei
ϕ : X → Z ein Morphismus von k-Räumen, wobei Z separiert ist. Da π surjektiv ist,
können wir ϕ̃ : Y → Z mit ϕ̃(y) := ϕ(π−1(y)) setzen. Wir zeigen jetzt, dass ϕ̃ ein
wohldefinierter Morphismus ist. Es sind zwei Fälle zu betrachten.

1. Fall: Es gilt σ1 ⊆ σ2 oder σ2 ⊆ σ1. Wir können annehmen, dass σ1 ⊆ σ2 gilt.
Aus σ1 ⊆ σ2 folgt σ2 = σ. Für jede Seite τ14σ1 existiert eine Seite τ24σ2 mit
◦
τ1 ⊆

◦
τ2. Somit folgt mit Folgerung 3.6.27 und Lemma 4.3.3, dass ϕ̃ wohldefiniert

ist. Da σ1, σ2 Kegel sind und σ2 = σ gilt, erhalten wir mit Satz 4.2.6, dass π schwach
eigentlich ist. Somit erhalten wir mit Lemma 4.2.19, dass ϕ̃ ein Morphismus ist. Da
π|Tx0

= id gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ϕ̃ eindeutig bestimmt ist.

2. Fall Es gilt σ1 * σ2 und σ2 * σ1. Weiter seien σ
(1)
1 = {ρ1, ρ2} und σ

(1)
2 =

{δ1, δ2}. Da σ1 * σ2 und σ2 * σ1 können wir annehmen, dass ρ1, δ14σ gilt siehe
Abbildung 29.

ρ1ρ2

δ1 δ2

δ1 ρ1

σ
σ2

σ1

Abbildung 29

Somit gilt
◦

δ2 ⊆
◦
σ1 und

◦
ρ2 ⊆

◦
σ2. Wegen π|Tx0

= id erhalten wir für alle t ∈ T mit
Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27:

π−1(ty0) = {tx0},

π−1(tyρ1) = {tx[ρ1,1]},

π−1(tyδ1) = {tx[δ1,2]},

π−1(tyσ) = tTyσx[ρ2,1] ∪ tTyσx[δ2,2] ∪ tTyσx[σ1,1] ∪ tTyσx[σ2,2].

Somit sind ϕ(π−1(tyτ1)) und ϕ(π−1(tyτ1)) jeweils Punkte für alle t ∈ T . Da
◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅ gilt, folgt mit Lemma 4.3.3 ϕ(tx[σ1,1]) = ϕ(tx[σ2,2]) für t ∈ T . Aus lin(σ) =
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lin(σ1) = lin(σ2) folgt Tx[σ1,1]
= Tx[σ2,2]

= Tyσ . Mit Lemma 4.3.3 und
◦

δ2 ⊆
◦
σ1 sowie

◦
ρ2 ⊆

◦
σ2 folgt für alle t ∈ T und alle t′ ∈ Tyσ gilt:

ϕ(t′tx[ρ2,1]) = ϕ(tx[σ2,2]) = ϕ(tx[σ1,1]) = ϕ(tx[δ2,2]).

Somit ist für alle t ∈ T die Menge ϕ(π−1(tyσ)) ein Punkt. Also ist ϕ̃ : Y → Z
wohldefiniert. Da σ1, σ2, σ Kegel sind und σ1 ∪ σ2 = σ gilt, folgt mit Satz 4.2.6,
dass π schwach eigentlich ist. Mit Lemma 4.2.19 folgt, dass ϕ̃ ein Morphismus ist.
Da π|Tx0

= id gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ϕ̃ eindeutig bestimmt
ist. �

Satz 4.3.15. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar in NQ mit dim(σ1) = dim(σ2) =
2. Dann existiert zu X(σ1,σ2) die universelle Separierung π : X(σ1,σ2) → Y .

Beweis. Falls σ1∩σ24σ1, σ2 gilt, dann ist X(σ1,σ2) ein separierter k-Raum. Somit ist
nach Bemerkung 4.1.2 (ii) π := id : X(σ1,σ2) → X(σ1,σ2) die universelle Separierung.

Falls σ1 ∩ σ2 � σ1 oder σ1 ∩ σ2 � σ2 gilt, dann liegt einer der 3 Fälle vor die in
Lemma 4.3.12, Lemma 4.3.13 und Lemma 4.3.14 beschrieben sind. Also existiert zu
X(σ1,σ2) eine universelle Separierung π : X(σ1,σ2) → Y . �

Folgerung 4.3.16. Es sei σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar in NQ mit dim(σ1) ≤ 2
und dim(σ2) ≤ 2. Dann existiert zu X(σ1,σ2) die universelle Separierung π : X(σ1,σ2) →
Y .

Beweis. Folgt aus Lemma 4.3.8, Lemma 4.3.10 und Satz 4.3.15. �

Satz 4.3.17. Es seien σ1, σ2 ein 1-volles striktes Paar in NQ mit
◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅ und

σ := |k-hull(σ1, σ2)|. Nach Lemma 2.6.10 ist σ ein spitzer 1-voller k-Kegel in NQ.

Weiter gelte für jedes γ ∈ σ(2) eine der drei folgenden Bedingungen gelten:

(i) Es gibt eine Seite γ1 ∈ σ
(2)
1 , sodass γ = γ1 gilt.

(ii) Es gibt eine Seite γ2 ∈ σ
(2)
2 , sodass γ = γ2 gilt.

(iii) Es gibt Seiten γ1 ∈ σ
(2)
1 und γ2 ∈ σ

(2)
2 , sodass γ = γ1 ∪ γ2 und

◦
γ1 ∩

◦
γ2 6= ∅

gilt.

Dann ist π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Yσ die universelle Separierung von X(σ1,σ2).

Beweis. Mit Lemma 4.3.8, Lemma 4.3.10, Lemma 4.3.13 und Lemma 4.3.14. können
wir annehmen, dass dim(σ1) = 3 und dim(σ2) ≥ 2 gilt. Daraus folgt dim(σ) =
3. Der k-Kegel σ ist 1-voll. Wir setzen π := π(σ1,σ2), T := TN , X := X(σ1,σ2)

und Y := Yσ. Nach Folgerung 3.6.20 sind X und Y lokal 1-volle k-Räume. Nach
Konstruktion 4.1.11 gilt π(tx) = tπ(x) für alle t ∈ T und alle x ∈ X. Weiter sei
ϕ : X → Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Wir wollen wie im Beweis von
Lemma 4.3.13, k-Kegel konstruieren die

◦
σ ,,ausfüllen”, damit wir Lemma 4.2.19

anwenden können.

Mit Lemma 2.6.10 erhalten wir, dass
◦
σ1 ∪

◦
σ2 ⊆

◦
σ gilt. Es seien σ′, σ′1 und σ′2 die

jeweiligen Abschlüsse von σ, σ1 bzw. σ2. Wir wissen, dass σ′(1) = σ(1), σ
′(1)
1 = σ

(1)
1

und σ
′(1)
2 = σ

(1)
2 gilt. Somit gilt σ(1) ⊆ σ

(1)
1 ∪ σ

(1)
2 . Es sei σ′(2) = {γ′1, . . . , γ

′
s}, sodass

gilt:

ρi := γ′i−1 ∩ γ′i 6= {0} bzw. ρ1 := γ′s ∩ γ′1 6= {0}.
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Es gilt σ(1) = {ρ1, . . . , ρs} und ρi, ρi+14γ
′
i bzw. ρ1, ρs4γ

′
s siehe Abbildung 30.

ρi+1

ρi

ρi−1

ρi+2

γ′
i+1

γ′
i−1

γ′
i

Abbildung 30

Wir wählen ein v0 ∈
◦
σ1 ∩

◦
σ2 fest. Für jedes ρi gilt ρi4σ1 oder ρi4σ2. Falls ρi4σ2

gilt, wählen wir ein wi ∈
◦
σ2 mit v0 ∈

◦
τ i, wobei τi := hull(ρi, wi). Ansonsten wählen

wir ein wi ∈
◦
σ1 mit v0 ∈

◦
τ i, wobei τi := hull(ρi, wi).

ρi

ρi+1

ρi+2

τi+2

τi

τi+1

Abbildung 31

Die τ1, . . . , τs sind Kegel in NQ und es gilt:

a) Es gilt dim(τi) = 2.
b) Falls ρi eine Seite von σ1 ist, gilt τi ⊆ σ1 und

◦
τ i ⊆

◦
σ1.

c) Falls ρi eine Seite von σ2 ist, gilt τi ⊆ σ2 und
◦
τ i ⊆

◦
σ2.

d) Es gilt dim(τi ∩ τi+1) = 1 bzw. dim(τs ∩ τ1) = 1 und v0 ∈
⋂ ◦
τ i 6= ∅.

e) Die Kegel τi, τi+1 bzw. τs, τ1 erfüllen die Bedingung aus Lemma 4.3.13.

Wir setzen δi := |k-hull(τi, τi+1)| bzw. δs := |k-hull(τs, τ1)| für 1 ≤ i ≤ s. Die
Situation lässt sich wie folgt dastellen:

ρi+1

ρi+2

δi+1

δi
δi

δi+1

ρi

Abbildung 32
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Mit b) und c) sind τi, τi+1 bzw. τs, τs 1-volle spitze Paare. Somit sind δ1, . . . , δs

spitze k-Kegel in NQ. Mit b) und c) erhalten wir, dass δi ⊆ σ und
◦

δi ⊆
◦
σ gilt. Nach

Konstruktion der Kegel τi gilt sogar

◦
σ =

s⋃

i=1

◦

δi.

Mit d) erhalten wir, dass v0 ∈
⋂ ◦

δi gilt. Wir setzen für jedes 1 ≤ l ≤ s+ 2

∆ll :=




Fδl , für l = 1, . . . , s
Fσ1 , für l = s+ 1
Fσ2 , für l = s+ 2

Dann ist R1 := (∆lr)l,r∈L ein attraktives 1-volles k-Fächersystem in NQ, wobei
L := {1, . . . , s+ 2}, ∆lr := {0} für 1 ≤ l, r ≤ s mit l 6= r und

∆(s+1)(s+2) := ∆(s+2)(s+1) := {τ ; τ ∈ Σσ1∩σ2 , τ4σ1, σ2} .

Mit Lemma 2.2.10 existiert zu jedem [τ, r] ∈ Ω(R1) genau ein δ4σ mit
◦
τ ⊆

◦

δ und
τ ⊆ δ. Somit haben wir eine kanonische Zuordnung g1 : Ω(R1)→ Ω(Fσ). Insbesonde-
re erfüllt die Zuordnung g1 Bedingung 2.4.27 (ii) (a). Da Fσ ein k-Fächer ist, gilt Be-
dingung 2.4.27 (ii) (b). Wir setzen π1 := ϕ(id,g1) : XR1 → Y . Da Σ(2s+1)(2s+1) = Fσ1

und Σ(2s+2)(2s+2) = Fσ2 gilt, ist der Morphismus π1 surjektiv. Wir haben folgendes
Diagramm:

X
ϕ //

π

��

Z

XR1 π1

// Y

Wir wollen einen Morphismus ϕ̃′ : XR1 → Z konstruieren. Mit b) bzw. c) erhalten
wir für jedes i einen torischen Morphismus (ιi, id) : (Xτi , T, x0) → (X,T, x0). Die
Morphismen ιi liefern mit Folgerung 4.1.4 Morphismen ψi : X(τi,τi+1) → Z bzw.
ψs : X(τs,τ1) → Z mit ψi(tx0) = ϕ(tx0) für alle t ∈ T . Mit e) und Lemma 4.3.13
sind die Morphismen π(τi,τi+1) : X(τi,τi+1) → Xδi bzw. π(τs,τ1) : X(τs,τ1) → Xδs die
universellen Separierungen von X(τi,τi+1) bzw. X(τs ,τ1). Somit existiert zu jedem 1 ≤
i ≤ s ein Morphismus ϕ′

i : Xδi → Z mit ψi = ϕ′
i ◦ π(τi,τi+1) bzw. ψs = ϕ′

s ◦ π(τs,τ1).
Mit Konstruktion 4.1.11 gilt (π(τi,τi+1))|Tx0

= id bzw. (π(τi,τi+1))|Tx0
= id. Somit gilt

ϕ′
i(tx0) = ϕ(tx0) für alle 1 ≤ i ≤ s. Für die offenen Mengen XΣ(s+1)(s+1)

= Xσ1

und XΣ(s+2)(s+2)
= Xσ2 von XR1 existieren ebenfalls Morphismen ϕ′

s+1 : Xσ1 → Z

bzw. ϕ′
s+2 : Xσ2 → Z mit ϕ′

s+1(tx0) = ϕ(tx0) = ϕ′
s+2(tx0). Mit Folgerung 4.1.4

existiert ein Morphismus ϕ̃′ : XR1 → Z. Da π1 surjektiv ist, können wir ϕ̃ : Y → Z
mit ϕ̃(x) := ϕ̃′(π−1

1 (x)) setzen. Also haben wir folgendes Diagramm

X
ϕ //

π

��

Z

XR1 π1

//

eϕ′

LL

Y

eϕ

??
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Es ist zu zeigen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist und ϕ = ϕ̃ ◦ π gilt. Wir wissen, nach
Konstruktion von π, dass π|Tx0

ein Isomorphismus ist. Ebenso ist π1|Tx0
ein Iso-

morphismus. Wenn wir annehmen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist, dann gilt ϕ̃ ◦ π = ϕ
auf einer offenen Menge U von X. Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir somit, dass
ϕ = ϕ̃ ◦ π gilt. Insbesondere liefert π|Tx0

= id, dass ϕ̃ eindeutig bestimmt ist. Also
reicht es zu zeigen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist.

Wir wissen, dass XR1 und Y lokal 1-volle k-Räume sind und π1 surjektiv ist. Um
zu zeigen, dass ϕ̃ ein Morphismus ist, reicht es nach Lemma 4.2.19 zu zeigen, dass
ϕ̃ wohldefiniert ist und π1 schwach eigentlich ist.

Wir zeigen zuerst, dass ϕ̃ wohldefiniert ist. Dazu wollen wir Lemma 3.6.16 verwen-
den. Also müssen wir alle Seiten von σ betrachten. Es gilt

Fσ = σ(0) ∪ σ(1) ∪ σ(2) ∪ σ(3).

Wir betrachten zuerst alle Seiten aus σ(0) und σ(1) = {ρ1, . . . , ρs}: Da π1|Tx0
= id gilt,

erhalten wir für ρ1, . . . , ρs und alle t ∈ T mit Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27:

π−1
1 (ty0) = {tx0},

π−1
1 (tyρi

) = {tx[ρi,1], tx[ρi,i], tx[ρi,i−1]} falls ρi4σ1,

π−1
1 (tyρi

) = {tx[ρi,2], tx[ρi,i], tx[ρi,i−1]} falls ρi4σ2.

Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir für alle t ∈ T , dass die Mengen ϕ̃′(π−1
1 (ty0)) und

ϕ̃′(π−1
1 (tyρ)) Punkte sind für ρ ∈ σ(1).

Zu den Seiten aus σ(2): Es sei γ ∈ σ(2). Für jedes δi ist δi ∩
◦
γ = ∅. Somit haben wir

nach Voraussetzung drei Fälle zu betrachten.

Fall (i): Es gibt ein γ1 ∈ σ
(2)
1 mit γ1 = γ. Mit Folgerung 3.6.27 gilt Tx[γ1,s+1]

= Tyγ .

Für jedes ρ ≺ σ2 mit
◦
ρ ∩

◦
γ 6= ∅ gilt außerdem

◦
ρ ⊆

◦
γ1 und ρ ⊆ γ1. Somit liefert

Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27 für alle t ∈ T :

π−1
1 (tyγ) =

⋃

[ρ,s+2]∈Ω(R1),
◦
ρ∩

◦
γ 6=∅

Tyγ tx[ρ,s+2] ∪ {tx[γ1,s+1]}.

Mit Lemma 4.3.3 gilt für alle [ρ, s+ 2] ∈ Ω(R1) mit
◦
ρ ∩

◦
γ 6= ∅ und alle t′ ∈ Tyγ

ϕ̃′(t′tx[ρ,s+2]) = ϕ̃′(t′tx[γ1,s+1]) = ϕ̃′(tx[γ1,s+1]).

Somit ist ϕ̃(π−1
1 (tyγ)) ein Punkt.

Fall (ii): Es gibt ein γ2 ∈ σ
(2)
2 mit γ2 = γ. Analog zu Fall (i).

Fall (iii): Es existieren γ1 ∈ σ
(2)
1 und γ2 ∈ σ

(2)
2 mit γ = γ1 ∪ γ2 und

◦
γ1 ∩

◦
γ2 6= ∅.

Dann gilt Tx[γ1,s+1]
= Tyγ = Tx[γ2,s+2]

. Es sei γ
(1)
1 = {ρ1, ρ2} und γ

(1)
2 = {ρ3, ρ4}. Wir

können annehmen, dass ρ1, ρ34γ gilt. Somit haben wir folgendes Bild:

γ1

γ2

ρ1 ρ4 ρ2 ρ3 ρ1 ρ3γ

Abbildung 33
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Wie im Beweis von Lemma 4.3.14 in Fall 2 erhalten wir, dass ϕ̃′(π−1
1 (tyγ)) ein Punkt

ist.

Zu den Seiten aus σ(3): Da π2|Tx0
= id gilt, erhalten wir für alle t ∈ T mit Lem-

ma 3.6.16 und dim(σ) = 3:

s⋃

l=1

Tx[δl,l] ⊆ π−1
1 (tyσ) = π−1

1 (yσ).

Da v0 ∈ ∩
◦

δl und ∪
◦

δl =
◦
σ gilt, erhalten wir mit Lemma 4.3.3, dass ϕ̃′(π−1

1 (tyσ)) =

ϕ̃′(π−1
1 (yσ)) ein Punkt ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass π1 ein schwach eigentlicher Morphismus ist. Nach
Lemma 4.2.12 und Satz 4.2.16 reicht es zu zeigen, dass für jede Seite δ4σ gilt:

|Sternσ(δ)| + lin(δ) ⊆
⋃

[ρ,l]∈Ω(R1),
◦
ρ⊆

◦
δ

|SternR1([ρ, l])| + lin(ρ).

1. Fall: δ = σ. Folgt aus dim(σ) = dim(σ1) = 3.

2. Fall: δ = {0}. Es ist zu zeigen, dass σ ⊆ |R1| gilt. Es gilt

σ = {0} ∪


 ⋃

ρ∈σ(1)

◦
ρ


 ∪


 ⋃

γ∈σ(2)

◦
γ


 ∪ ◦

σ.

Für jedes ρ ∈ σ(1) gilt ρ ∈ σ
(1)
1 oder ρ ∈ σ

(1)
2 . Für jedes γ ∈ σ(2) ist eine der drei

folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) Es gibt eine Seite γ1 ∈ σ
(2)
1 , sodass γ = γ1 gilt.

(ii) Es gibt eine Seite γ2 ∈ γ
(2)
2 , sodass γ = γ2 gilt.

(iii) Es gibt Seiten γ1 ∈ σ
(2)
1 und γ2 ∈ σ

(2)
2 , sodass γ = γ1 ∪ γ2 und

◦
γ1 ∩

◦
γ2 6= ∅

gilt. Insbesondere ist
◦
γ1 ∪

◦
γ2 =

◦
γ

Nach Konstruktion der τi gilt
◦
σ =

⋃ ◦

δl. Somit ist σ ⊆ |R1|.

3. Fall: δ ∈ σ(2). Wegen dim(σ) = 3 gilt Sternσ(δ) = {δ, σ}. Nach Voraussetzung

existiert ein γ1 ∈ σ
(2)
1 mit

◦
γ1 ⊆

◦

δ und γ1 ⊆ δ oder ein γ2 ∈ σ
(2)
2 mit

◦
γ2 ⊆

◦

δ und
γ2 ⊆ δ.

Wir betrachten zunächst den Fall, dass es ein γ1 ∈ σ
(2)
1 gibt mit

◦
γ1 ⊆

◦

δ und γ1 ⊆ δ.
Es gilt lin(δ) = lin(γ1). Aus dim(σ1) = 3 folgt Sternσ1(γ1) = {γ1, σ1}. Also gilt
[γ1, s + 1]4[σ1, s + 1]. Damit reicht zu zeigen, dass :

◦
σ + lin(δ) =

◦
σ1 + lin(γ1) gilt.

Weiter betrachten wir den Morphismus P : N → Nδ. Wegen lin(γ1) = lin(δ) reicht
es zu zeigen, dass P s(σ) = P s(σ1) gilt. Es gilt P (δ) = P (γ1). Mit Konstruktion 2.5.8
erhalten wir P s(σ) = P (δ)∪P (

◦
σ) und P s(σ1) = P (δ)∪P (

◦
σ1). Es sei σ′ der Abschluss

von σ und σ′1 der Abschluss von σ1. Es gilt δ′4σ′ und γ′14σ
′
1, wobei δ′ der Abschluss

von δ und γ′1 der Abschluss von γ1 ist. Mit Erinnerung 2.5.4 gilt dim(P (σ′)) =

dim(P (σ′1)) = 1. Weiter gilt
◦
σ1 ∩

◦
σ 6= ∅. Mit Konstruktion 2.5.8 folgt:

◦
σ + lin(δ) = P (

◦
σ) = P (

◦
σ′) = P (

◦
σ′1) = P (

◦
σ1) =

◦
σ1 + lin(γ1).
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Falls es ein γ2 ∈ σ
(2)
2 mit

◦
γ2 ⊆

◦

δ und γ2 ⊆ δ gibt, gilt dim(σ2) = 3, da
◦
σ2 ⊆

◦
σ.

Analog zu obigen Argumentation erhalten wir weiter
◦
σ+lin(δ) =

◦
σ2 +lin(γ2). Somit

gilt für δ ∈ σ(2):

|Sternσ(δ)| + lin(δ) ⊆
⋃

[ρ,l]∈Ω(R1),
◦
ρ⊆

◦
δ

|SternR1([ρ, l])| + lin(ρ).

4. Fall: δ ∈ σ(1). Wir können annehmen, dass δ = ρ2 gilt. Somit folgt ρ24γ
′
1, γ

′
2.

Wir wissen, dass γ′1, γ
′
2 ∈ σ

′(2) gilt. Dies lässt sich folgendermaßen darstellen:

ρ1

ρ3

δ2

δ1 δ1

δ2

ρ2

γ′
2

γ′
1

Abbildung 34

Wegen dim(ρ2) = 1 gilt ρ′2 = ρ2, wobei ρ′2 der Abschluss von ρ2 ist. Somit ist
Sternσ′(ρ2) = {ρ2, σ

′, γ′1, γ
′
2}. Mit Lemma 2.1.41 folgt

Sternσ(ρ2) = {σ, ρ2} ∪
⋃

◦
γ′j∩σ 6=∅, j=1,2

{γ′j}

Somit gilt

|Sternσ(ρ2)| + lin(ρ2) =
◦
σ + lin(ρ2) ∪

⋃

◦
γ′j∩σ 6=∅

◦
γ ′ + lin(ρ2)

Es seien δ′1 und δ′2 die Abschlüsse von δ1 bzw. δ2. Nach Konstruktion von δ1 und
δ2 gilt γ′14δ

′
1 und γ′24δ

′
2 siehe Abbildung 34. Somit gilt {ρ2, δ

′
1, γ

′
1} ⊆ Sternδ′1(ρ2)

und {ρ2, δ
′
2, γ

′
2} ⊆ Sternδ′2(ρ2). Wir betrachten den Morphismus P : N → Nδ. Mit

Einnerung 2.5.4 erhalten wir

dim(P (δ′1)) = dim(P (δ′2)) = dim(P (σ′)) = 2.

Weiter gilt
◦

δ′1,
◦

δ′2 ⊆
◦
σ und

◦

δ′1∩
◦

δ′2 6= ∅. Mit P (σ′)(1) = {P (γ′1), P (γ′2)} und dim(P (σ′)) =

2 erhalten wir P (
◦
σ′) = P (

◦

δ′1) ∪ P (
◦

δ′2) und damit

◦
σ + lin(ρ2) = P (

◦
σ) = P (

◦
σ′) = P (

◦

δ′1) ∪ P (
◦

δ′2)

= P (
◦

δ1 ∪
◦

δ2)

=
(

◦

δ1 ∪
◦

δ2

)
+ lin(ρ2).

Falls γ′1 ∈ Sternσ(ρ2) gilt, liegt einer der folgenden drei Fälle vor:

(i) Es gibt eine Seite θ1 ∈ σ
(2)
1 , sodass γ′1 = θ1 gilt.

(ii) Es gibt eine Seite θ2 ∈ σ
(2)
2 , sodass γ′1 = θ2 gilt.



161

(iii) Es gibt Seiten θ1 ∈ σ
(2)
1 und θ2 ∈ σ

(2)
2 , sodass γ′1 = θ1 ∪ θ2 gilt.

Fall (i): Es sei θ1 ∈ σ
(2)
1 mit γ′1 = θ1 gegeben. Dann gilt

◦
γ′1 + lin(ρ2) =

◦

θ1 + lin(ρ2).

Fall (ii) ist analog zu Fall (i).

Fall (iii): Es seien θ1 ∈ σ
(2)
1 und θ2 ∈ σ

(2)
2 Seiten gegeben, sodass γ′1 = θ1 ∪ θ2

gilt. Dann gilt ρ24θ1 oder ρ24θ2. Wir können annehmen, dass ρ24θ1 gilt. Weiter

ist
◦

θ1 ⊆
◦
γ′1 und dim(P (γ′1)) = 1 = dim(P (θ1). Somit folgt mit

◦

θ1 ⊆
◦
γ′1, dass

◦
γ′1 + lin(ρ2) =

◦

θ1 + lin(ρ2). Den Fall γ′2 ∈ Sternσ(ρ2) können wir analog behandeln.

Somit gilt für ρ ∈ σ(1):

|Sternσ(ρ2)|+ lin(ρ2) ⊇
⋃

[ρ,l]∈Ω(R1),
◦
ρ⊆

◦
δ

|SternR1([ρ, l])| + lin(ρ).

Damit haben wir gezeigt, dass π1 schwach eigentlich ist. Somit ist π : X → Y die
universelle Separierung. �

Beispiele 4.3.18. Die Beispiele aus Abbildung 35 erfüllen die Bedingungen aus
Satz 4.3.17 und besitzen somit eine universelle Separierung π : X → Y .
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σ

σ

π(σ1,σ2)

π(σ1,σ2)

π(σ1,σ2)

a)

σ2

σ1

c) σ2

σ1

b)

σ2

σ1

Abbildung 35
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4.4. Schwache allgemeine Lage.

Es sei (N,S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Fächersystem und ∆ := k-Quot(S)
ein spitzer k-Fächer. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass πS : XS → Y∆ eine univer-
selle Separierung von XS ist, falls alle k-Kegel aus S mit Dimension eins allgemeine
Lage haben. Zunächst untersuchen wir den Fall der schwachen allgemeinen Lage.

Definition 4.4.1. Es seien σ1 und σ2 1-volle k-Kegel in NQ, sodass der Träger
σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel in V ist. Wir sagen, dass σ1 und σ2 schwache

allgemeine Lage haben, falls es für alle ρ ∈ σ
(1)
1 ∪ σ

(1)
2 kein γ ∈ σ(2) gibt mit

◦
ρ ⊆

◦
γ.

Bemerkung 4.4.2. Es seien σ1 und σ2 zwei 1-volle k-Kegel in NQ mit schwacher
allgemeiner Lage. Dann gilt

(i) Der k-Kegel σ := |k-hull(σ1, σ2)| ist 1 voll.

(ii) Gilt dim(σ) = 3, so gilt ρ ∈ σ(1) oder
◦
ρ ⊆

◦
σ für alle ρ ∈ σ

(1)
1 ∪ σ

(1)
2 .

Beispiele 4.4.3. Folgende k-Kegel haben schwache allgemeine Lage

σ1

σ2

σ1

σ2

|k-hull(σ1, σ2)|

|k-hull(σ1, σ2)|

Abbildung 36

Definition 4.4.4. Es seien ρ′1, . . . , ρ
′
l Kegel in NQ mit dim(ρ′i) = 1. Wir sagen, dass

ρ′1, . . . , ρ
′
l allgemeine Lage haben, falls für alle 1 ≤ i, j, k ≤ l mit i 6= j, j 6= k und

i 6= k gilt:

dim(hull(ρi, ρj , ρk)) = 3.

Bemerkung 4.4.5. Es seien ρ′1, . . . , ρ
′
l Kegel in NQ mit allgemeiner Lage. Weiter

seien vi ∈
◦
ρ′i, vj ∈

◦
ρj und vk ∈

◦
ρk mit 1 ≤ i, j, k ≤ l, sodass i 6= j, j 6= k und i 6= k

gilt. Dann haben vi, vj und vk allgemeine Lage in NQ.

Bemerkung 4.4.6. Es seien σ1 und σ2 1-volle k-Kegel in NQ, sodass {ρ1, . . . , ρm} =

σ
(1)
1 ∪ σ

(1)
2 allgemeine Lage in NQ haben und σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel in V

ist. Dann haben σ1 und σ2 schwache allgemeine Lage in NQ.

Beispiel 4.4.7. Es seien σ1 und σ2 zwei 1-volle k-Kegel in NQ mit schwacher allge-

meiner Lage und σ
(1)
1 ∪σ

(1)
2 = {ρ1, . . . , ρm}. Dann haben ρ1, . . . , ρm im Allgemeinen

keine allgemeine Lage siehe Abbildung 37.
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|k-hull(σ1, σ2)|

σ2

σ1

Abbildung 37

Lemma 4.4.8. Es seien σ1 und σ2 zwei 1-volle k-Kegel in NQ mit schwacher all-
gemeiner Lage. Nach Voraussetzung ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel in V . Für
jede Seite τ ∈ σ(1) ∪ σ(2) mit

◦
τ ∩ σ1 6= ∅ gilt τ4σ1.

Beweis. Es sei τ ∈ σ(1) ∪ σ(2) gegeben. Falls dim(τ) = 1 gilt, ist nichts zu zeigen.
Es sei also dim(τ) = 2. Aus

◦
τ ∩ σ1 6= ∅ folgt

◦
τ ∩

◦
τ1 6= ∅ für ein τ14σ1. Zu zeigen

ist, dass τ = τ1 gilt. Da σ1, σ2 schwache allgemeine Lage haben, gilt dim(τ1) ≥ 2.
Mit Folgerung 2.1.32 und τ1 ⊆ σ gilt τ1 ⊆ τ . Somit folgt dim(τ1) = 2. Da σ1, σ2

schwache allgemeine Lage haben, gilt τ
(1)
1 = τ (1) und somit τ = τ1. �

Folgerung 4.4.9. Es seien σ1 und σ2 zwei 1-volle k-Kegel in NQ mit schwacher
allgemeiner Lage. Nach Voraussetzung ist σ := |k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel in V .

Für jede Seite τ ∈ σ(1) ∪ σ(2) gilt: τ4σ1 oder τ4σ2.

Beweis. Folgt aus Lemma 4.4.8 und der Konstruktion der k-Hülle. �

Lemma 4.4.10. Es seien σ′1, σ
′
2 Kegel in V mit dim(V ) = 3, dim(σ′1) = 2, dim(σ′2) =

3 und
◦
σ′1∩σ

′
2 6= ∅. Weiter sei σ′ := hull(σ′1∪σ

′
2). Gilt

◦
σ′1∩

◦
σ′2 = ∅, so ist

◦
σ′1∩

◦
σ′ = ∅.

Beweis. Aus
◦
σ′1 ∩

◦
σ′2 = ∅ und dim(σ′1) = 2 folgt, dass ein u ∈ σ′⊥1 existiert mit

u|σ′2 ≥ 0 oder u|σ′2 ≤ 0. Wir können annehmen, dass u|σ′2 ≥ 0 gilt. Damit gilt

u|σ′ ≥ 0. Also gilt u ∈ σ′∨ und σ′1 ⊆ u
⊥ ∩ σ′. Insbesondere ist

◦
σ′1 ∩

◦
σ′ = ∅. �

Lemma 4.4.11. Es sei σ1, σ2 ein striktes Paar in NQ mit
◦
σ1∩σ2 6= ∅ und σ1 � σ2.

Haben σ1 und σ2 schwache allgemeine Lage, dann gilt
◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅.

Beweis. Wir setzen σ := |k-hull(σ1, σ2)|. Nach Voraussetzung ist der Träger σ :=
|k-hull(σ1, σ2)| ein k-Kegel in V . Es seien σ′1, σ′2 und σ′ die Abschlüsse von σ1, σ2

bzw. σ. Dann haben wir folgende Fälle zu betrachten:

1. Fall dim(σ1) = 1 und dim(σ2) = 1: Dieser Fall tritt nicht auf.

2. Fall dim(σ1) = 2 und dim(σ2) = 2: Dann gilt
◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅ oder

◦
ρ ⊆

◦
σ1 für ein

ρ ∈ σ
(1)
2 . Da σ1, σ2 schwache allgemeine Lage haben, gilt

◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅.

3. Fall dim(σ1) = 3 und dim(σ2) = 3: Dann gilt
◦
σ′1 ∩σ

′
2 6= ∅ und somit

◦
σ′1 ∩

◦
σ′2 6= ∅,

also insbesondere
◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅.

4. Fall dim(σ1) = 1 und dim(σ2) = 2: Dann gilt σ2 = σ und wegen σ1 � σ2 tritt
dieser Fall nicht auf.

5. Fall dim(σ1) = 1 und dim(σ2) = 3: Da σ1 � σ2 gilt, und σ1, σ2 schwache
allgemeine Lage haben, gilt die Behauptung.



165

6. Fall dim(σ1) = 2 und dim(σ2) = 1: Da σ1, σ2 schwache allgemeine Lage haben,
tritt dieser Fall nicht auf.

7. Fall dim(σ1) = 2 und dim(σ2) = 3: Aus dim(σ1) = 2 folgt, dass σ1 ein Kegel
ist. Angenommen es gilt

◦
σ1 ∩

◦
σ2 = ∅. Nach Lemma 4.4.10 gilt dann

◦
σ1 ∩

◦
σ′ = ∅.

Aus dim(σ1) = 2 und σ1 ⊆ σ′ folgt, dass es ein τ ′ ∈ σ(2) gibt mit
◦
σ1 ⊆

◦
τ ′ und

σ1 ⊆ τ
′. Falls σ1 6= τ ′ gilt, erhalten wir sofort einen Widerspruch dazu, dass σ1 und

σ2 schwache allgemeine Lage haben. Falls τ ′ = σ1 gilt, so gilt
◦
τ ′ ∩ σ2 6= ∅. Nach

Lemma 2.1.41 gilt τ ′4σ. Mit Lemma 4.4.8 erhalten wir σ1 = τ ′4σ2, Widerspruch.

8. Fall dim(σ1) = 3 und dim(σ2) = 1: Klar.

9. Fall dim(σ1) = 3 und dim(σ2) = 2: Klar. �

Satz 4.4.12. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Fächersystem. Weiter
sei ein Schleifendurchlauf durch k-Quot und subroutine k-Quot gegeben, sodass
für alle k-Kegel σ1, σ2, für die σ1 durch den k-Kegel σ̃ := |k-hull(σ1, σ2)| ersetzt wird,
Folgendes gilt: σ1 und σ2 haben schwache allgemeine Lage und ∆ := k-Quot(S)
ist ein spitzer k-Fächer. Dann ist der Morphismus π : XS → Y∆ die universelle
Separierung.

Beweis. Es seien σ1, σ2 k-Kegel, sodass σ1 ersetzt wird durch σ̃ := |k-hull(σ1, σ2)|.
Nach Satz 4.1.17 reicht es zu zeigen, dass gilt:

(i) Die k-Kegel σ1, σ2 bilden ein striktes Paar.
(ii) Die Abbildung π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Xeσ ist die universelle Separierung von

X(σ1,σ2).

Da ∆ ein spitzer k-Fächer ist, erhalten wir, dass σ̃ ein spitzer k-Kegel ist. Al-
so bilden σ1, σ2 ein striktes Paar. Also ist noch zu zeigen, dass der Morphismus
π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Xeσ die universelle Separierung von X(σ1,σ2) ist. Nach k-Quot

und subroutine k-Quot gilt
◦
σ2 ∩ σ1 6= ∅ und σ2 � σ1. Lemma 4.4.11 liefert somit

◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅. Mit Folgerung 4.4.9 und

◦
σ1 ∩

◦
σ2 6= ∅ sind die Voraussetzungen von

Satz 4.3.17 erfüllt. Somit ist π(σ1,σ2) : X(σ1,σ2) → Xeσ die universelle Separierung von
X(σ1,σ2). �

Satz 4.4.13. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Fächersystem. Weiter
sei ∆ := k-Quot(S) ein spitzer k-Fächer und ρ1, . . . , ρs seien alle k-Kegel von S
mit dim(ρi) = 1. Falls ρ1, . . . , ρs allgemeine Lage haben, so ist π : XS → Y∆ die
universelle Separierung.

Beweis. Nach Bemerkung 4.4.6 haben alle k-Kegel im Schleifendurchlauf durch k-
Quot und subroutine k-Quot schwache allgemeine Lage. Somit folgt die Behaup-
tung aus Satz 4.4.12. �

Definition 4.4.14. Es sei (N,S) ein 1-volles ein attraktives spitzes 1-volles k-
Fächersystem. Weiter seien ρ1, . . . , ρs alle k-Kegel von S mit dim(ρi) = 1. Wir
sagen, dass S spitzer allgemeine Lage hat, falls ρ1, . . . , ρs allgemeine Lage haben
und der Kegel hull(ρ1, . . . , ρs) spitz ist.

Theorem 4.4.15. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Fächersystem mit
spitzer allgemeiner Lage. Dann ist π : XS → Y∆ die universelle Separierung, wobei
∆ := k-Quot(S) ist.
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Beweis. Aus hull(ρ1, . . . , ρs) spitz, folgt, dass ∆ spitz ist. Somit folgt die Behauptung
aus Satz 4.4.13. �
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4.5. Existenz von kategorischen Quotienten für torische H-Varietäten.

Im letzten Abschnitt wollen wir Kriterien für die Existenz eines kategorischen Quo-
tienten zu einer gegebenen torischen H-Varietät (X ′, T, x0) angeben. Ob ein katego-
rischer Quotient existiert, hängt sehr stark von der Kategorie ab. In [3, Proposition
5.1] wurde bewiesen, dass es für die torische H-Varietät aus Beispiel 3.7.17 einen
kategorischen Quotienten in der Kategorie der Prävarietäten gibt, jedoch keinen
in der Kategorie der Varietäten. Weiter wurde in [9, Theorem 1] gezeigt, dass die
torische H-Varietät aus Beispiel 3.7.17 einen kategorischen Quotienten in der Kate-
gorie der dc-subsets besitzt. Lemma 4.3.12 liefert, dass für diese torische H-Varietät
ein kategorischer Quotient in der Kategorie der separierten k-Räume existiert siehe
Beispiel 4.5.11.

Des Weiteren wird in Beispiel 4.5.8 eine H-Varietät betrachtet, welche einen ka-
tegorischen Quotienten in der Kategorie der separierten k-Räume besitzt. Dieser
ist nicht in eine Varietät einbettbar, das heißt, der kategorische Quotient ist kein
kategorischer Quotient in der Kategorie der dc-subsets. Eine Frage, die wir nicht
beantworten können ist, ob dieses Beispiel einen kategorischen Quotienten in der
Kategorie der dc-subsets besitzt.

A’Campo-Neuen und Hausen haben in [3] gezeigt, dass für jede torische H-Varietät
der Komplexität zwei ein kategorischer Quotient in der Kategorie der Varietäten
existiert. Wir werden zeigen, dass der kategorische Quotient in der Kategorie der
Varietäten mit Komplexität zwei bereits ein kategorischer Quotient in der Kategorie
der separierten k-Räume ist siehe Satz 4.5.17. Satz 4.5.10 gibt ein Kriterium für die
Existenz eines kategorischen Quotienten in der Kategorie der separierten k-Räume
an, welches unabhängig von der Komplexität ist.

H. Sumihiro hat in [17] Kriterien für gute Präquotienten angegeben. In Lemma 4.5.4
wird folgende Aussage bewiesen: Falls der kategorische Quotieten für eine torische
H-Varietät in der Kategorie der Prävarietäten eine universelle Separierung besitzt,
dann existiert der kategorische Quotient in der Kategorie der separierten k-Räume.

Wir werden einige speziellere Kriterien für Komplexität drei angeben. Beispiel 4.5.19
liefert eine torische H-Varietät, welche die Voraussetzung von Theorem 4.5.18 erfüllt,
jedoch keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Varietäten besitzt.

Definition 4.5.1. Es sei (X,T, x0) ein torischer H-Raum. Wir nennen die natürliche
Zahl dim(X)− dim(H) die Komplexität von X bezüglich H.

Erinnerung 4.5.2. Es sei X ein torischer H-Raum. Ein Morphismus von π : X → Y
heißt kategorischer Quotient (bezüglich H), falls Folgendes gilt:

(i) Der Morphismus π ist H-invariant.
(ii) Für jeden H-invarianten Morphismus ϕ : X → Z existiert genau ein Mor-

phismus ϕ̃ : Y → Z, sodass ϕ = ϕ̃ ◦ π gilt.

Bemerkung 4.5.3. Es sei π : X → Y ein kategorischer Quotient. Dann ist Y bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt und π ist surjektiv.

Lemma 4.5.4. Es seien (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät, π̃′ : X ′ → Ỹ ′ der ka-
tegorische Quotient für die H-Varietät X ′ in der Kategorie der Prävarietäten und
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π′ : Ỹ ′ → Y die universelle Separierung. Dann ist π := π′ ◦ πH : X ′ → Y der kate-
gorische Quotient für die torische H-Varietät X ′ in der Kategorie der separierten
k-Räume.

Beweis. Der Morphismus π ist H-invariant. Es bleibt noch zu zeigen, dass π : X ′ →
Y die universelle Eigenschaft erfüllt. Dazu sei einH-invarianter Morphismus ϕ : X ′ →
Z mit einem separierten k-Raum Z gegeben. Wir können annehmen, dass ϕ surjek-
tiv ist. Da X irreduzibel ist, folgt Z irreduzibel. Nach Folgerung 1.5.16 existiert eine
Prävarietät Z ′ mit Z ⊑ Z ′. Also ist ϕ : X ′ → Z ′ ein H-invarianter Morphismus von
Prävarietäten.

Somit existiert genau ein Morphismus ϕ′ : Ỹ ′ → Z ′ mit ϕ = ϕ′◦π̃′. Insbesondere gilt

ϕ′(Ỹ ′) ⊆ Z. Da π′ die universelle Separierung ist, gibt es genau einen Morphismus
ϕ̃ : Y → Z mit ϕ′ = ϕ̃ ◦ π′. Somit liefert das folgende kommutative Diagramm die
Behauptung:

X ′

eπ′

��

π

  @
@@

@@
@@

@

ϕ // Z

Ỹ ′
π′

//

ϕ′

MM

Y

eϕ
??��������

�

Folgende Definition wurde in [4] eingeführt. Vergleiche dazu auch [6, Definition
1.4.1].

Definition 4.5.5. Es seien G eine affine algebraische Gruppe und X eine G-Präva-
rietät. Ein G-invarianter Morphismus π : X → Y von Prävarietäten heißt guter
Präquotient, falls Folgendes gilt:

(i) Der Morphismus π ist affin, das heißt, für jede affine offene Teilmenge V ⊆ Y
ist π−1(V ) affin.

(ii) Es gilt (π∗OX)G = OY .

Der Präquotient π : X → Y heißt Quotient, falls Y eine Varietät ist. Wir nennen
einen Morphismus π : X → Y einen geometrischen Präquotienten, falls π ein guter
Präquotient ist und die Fasern genau die G-Bahnen von X sind.

Lemma 4.5.6. Es seien G eine affine algebraische Gruppe, X eine G-Prävarietät
und π : X → Y ein guter Präquotient. Dann trägt Y die Quotiententopologie bezüglich
π.

Beweis. Die Aussage ist lokaler Natur und somit bekannt. �

Folgerung 4.5.7. Es seien G eine affine algebraische Gruppe, X eine G-Präva-
rietät und π : X → Y ein guter Präquotient. Dann ist π : X → Y ein kategorischer
Quotient bezüglich G in der Kategorie der k-Räume.

Beispiel 4.5.8. Wir betrachten die quasiaaffine torische Varietät

X ′ :=
(
C2 × (C∗)4

)
∪
(

(C∗)2 × C2 × (C∗)2
)
∪
(

(C∗)4 × C2
)
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mit dem Torus T := (C∗)6 und Basispunkt x0 := (1, . . . , 1). Weiter betrachten wir

folgende (C∗)3-Wirkung auf X ′:

(h1, h2, h3) ∗ x :=
(
h−1

1 h−1
2 x1, h

−1
1 h3x2, h

−1
2 x3, h1x4, h2h

−1
3 x5, h3x6

)
.

(X ′, T, x0) ist eine torische H-Varietät. Es gilt ΛQ(T ) = Z6. Der Fächer ΣX be-
sitzt folgende drei maximale zweidimensionale Kegel: σ1 := cone(e′1, e

′
2), σ2 :=

cone(e′3, e
′
4) und σ3 := cone(e′5, e

′
6), wobei e′1, . . . , e

′
6 die Standardbasisvektoren des

Q6 bezeichnen. Weiter ist die Abbildung Q : Z6 → ΛQ(T )/L(C∗)3 = Z3 durch folgen-

de Matrix gegeben:

A :=




1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 1 1


 .

Somit gilt Q(σ1) = τ1 := cone(e1, e2), Q(σ2) = τ2 := cone(e3, e1 + e2) und Q(σ3) =
τ3 := cone(e1 + e3, e1 − e2 + e3), wobei e1, e2 und e3 die Standardbasisvektoren des
Q3 bezeichnen. Damit lässt sich die Situation folgendermaßen darstellen:

τ2

τ3

τ1

Abbildung 38

Wir betrachten die Prävarietät Ỹ ′, welche durch die Familie S := (τ1, τ2, τ3) definiert

wird. Die Prävarietät Ỹ ′ ist minimal verklebt. Nach [2, Proposition 3.2] liefert der

Morphismus Q den guten Quotienten π̃i : Xσ → Ỹτi für i = 1, 2, 3. Somit existiert

ein guter Präquotient π̃ : X ′ → Ỹ ′. Wir zeigen, dass Ỹ ′ eine universelle Separierung
besitzt. Dazu wenden wir den Algorithmus k-Quot auf S an. Es gilt τ1 ∩ τ2 � τ1.
Der Algorithmus setzt τ̃1 := |k-hull(τ1, τ2)| und stoppt. Wir erhalten den k-Fächer
∆ := k−Quot(S) = Feτ1 ∪ Fτ1 und haben fogendes Bild:

τ3
eτ1

Abbildung 39

Lemma 4.3.12 liefert, dass π(τ1,τ2) : X(τ1,τ2) → Y eτ1 die universelle Separierung von

X(τ1,τ2) ist. Somit ist πS : Ỹ → Y∆ die universelle Separierung von Ỹ . Nach Lem-
ma 4.5.4 ist π := πS ◦ π̃ : X ′ → Y∆ der kategorische Quotient von X ′ bezüglich
(C∗)3 in der Kategorie der separierten k-Räume. Nach Bemerkung 2.3.35 existiert
der Abschluss S ′ zu ∆. Dieser ist nicht separiert siehe Abildung 40.
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Abbildung 40

Also existiert nach Satz 3.6.30 keine Varietät Y ′ mit Y∆ ⊑ Y
′. Eine Frage, die wir

nicht beantworten können ist, ob die torische H-Varietät aus (X ′, T, x0) einen kate-
gorischen Quotienten in der Kategorie der dc-subsets besitzt.

Lemma 4.5.9. Es seien (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät und π : X ′ → Y ein

guter Präquotient für die H-Wirkung. Dann existiert ein Untertorus Ĥ ⊆ T mit

H ⊆ T , sodass (Y, T/Ĥ, π(x0)) eine torische Prävarietät ist. Weiter existiert ein to-

rischer Morphismus (π, π̂) : (X ′, T, x0)→ (Y, T/Ĥ, π(x0)). Falls π ein geomatrischer

Präquotient ist, gilt H = Ĥ.

Beweis. Folgt im wesentlich aus [4, Corollary 6.5]. �

Satz 4.5.10. Es sei (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät und π : X ′ → Y ′ ein guter
Präquotient für die H-Wirkung. Dann ist Y ′ eine torische Prävarietät (Y ′, TY ′ , y0).
Weiter erfülle SY ′ in ΛQ(TY ′) die Voraussetzung aus Satz 4.1.17. Dann existiert der
kategorische Quotient für X ′ bezüglich H in der Kategorie der separierten k-Räume.

Beweis. Nach Satz 4.1.17 existiert zu Y ′ die universelle Separierung πSY ′ : Y ′ → Y∆,
wobei ∆ := k−Quot(SY ′). Somit folgt die Behauptung aus Lemma 4.5.4. �

Beispiel 4.5.11. Wir betrachten die Varietät X mit C∗-Wirkung aus Beispiel 3.7.17.
Der Fächer ΣX hat genau zwei maximale Kegel σ1 := cone(e1, e2) und σ2 :=
cone(e3, e4). Wir betrachten das zu C∗ gehörige Untergitter LC∗ , den Morphis-
mus P : Z4 → Z4/LC∗ ∼= Z3 und P (σ1) = cone(e1, e2) =: τ1 sowie P (σ2) =
cone(e1 + e2, e3) =: τ2. Weiter setzen wir S := (τ1, τ2). Nach [3, Proposition 5.1]
ist π1 : X → YS der kategorische Quotient in der Kategorie der Prävarietäten. Wei-
ter erfüllt S die Voraussetung von Lemma 4.3.12. Somit ist τ := |k-hull(τ1, τ2)| mit
dem Morphismus π(τ1,τ2) : YS → Yτ die universelle Separierung. Nach Lemma 4.5.4
ist der Morphismus π := π2 ◦ π1 : X → Yτ damit der kategorische Quotient in der
Kategorie der separierten k-Räume.

Satz 4.5.12. Es seien (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät und π : X ′ → Y ′ ein
guter Präquotient für die H-Wirkung mit dim(Y ′) = 3. Dann ist Y ′ eine tori-
sche Prävarietät (Y ′, TY ′ , y0). Weiter erfülle SY ′ in ΛQ(TY ′) die Voraussetzung aus
Satz 4.4.12. Dann existiert der kategorische Quotient für X ′ bezüglich H in der
Kategorie der separierten k-Räume.

Beweis. Nach Satz 4.4.12 existiert zu Y ′ die universelle Separierung πSY ′ : Y ′ → Y∆,
wobei ∆ := k−Quot(SY ′). Somit folgt die Behauptung aus Lemma 4.5.4. �

Satz 4.5.13. Es seien (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät und π : X ′ → Y ′ ein
guter Präquotient für die H-Wirkung mit dim(Y ′) = 3. Dann ist Y ′ eine torische
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Prävarietät (Y ′, TY ′ , y0). Weiter erfülle SY ′ in ΛQ(TY ′) die Voraussetzung aus Theo-
rem 4.4.15. Dann existiert der kategorische Quotient für X ′ bezüglich H in der Ka-
tegorie der separierten k-Räume.

Beweis. Nach Theorem 4.4.15 existiert zu Y ′ die universelle Separierung πSY ′ : Y ′ →
Y∆, wobei ∆ := k−Quot(SY ′). Somit folgt die Behauptung aus Lemma 4.5.4. �

Lemma 4.5.14. Es seien (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät und π : X ′ → Y ein
kategorischer Quotienten bezüglich H in der Kategorie der separierten k-Räume, wo-
bei Y ein echter k-Raum ist. Weiter sei Y ′ eine Varietät mit Y ⊑ Y ′. Dann exisitiert
kein kategorischer Quotient bezüglich H in der Kategorie der Varietäten.

Beweis. Angenommen, es existiert ein kategorischer Quotient π̃ : X ′ → Ỹ , wobei

Ỹ eine Varietät ist. Die Morphismen π und π̃ sind H-invariant. Somit existieren

Morphismen ϕ̃ : Ỹ → Y ′ und ϕ : Y → Ỹ mit π = ϕ̃ ◦ π̃ und π̃ = ϕ ◦ π. Da π und π̃

surjektiv sind, erhalten wir ϕ̃(Ỹ ) = Y und ϕ(Y ) = Ỹ . Aus der Eindeutigkeit von ϕ

und ϕ̃ folgt Y ∼= Ỹ , Widerspruch. �

Definition 4.5.15. Es seien (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät mit Komplexität
drei und P : Λ(T ) → Λ(T )/LH die Restklassenabbildung. Weiter seien σ1, . . . , σs
alle maximalen Kegel (bezüglich Inklusion) aus ΣX′ . Wir sagen, dass der Untertorus

H allgemeine Lage hat, falls P (σ1)(1) ∪ . . . ∪ P (σs)
(1) allgemeine Lage haben. Wir

sagen, dass der Untertorus H spitze allgemeine Lage hat, falls er allgemeine Lage
hat und der Kegel hull(

⋃
P (σi)

(1)) spitz ist.

Erinnerung 4.5.16. Es sei (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät. Wir sagen H ope-
riert abgeschlossen, falls alle H-Bahnen abgeschlossen in X ′ sind.

Satz 4.5.17. Es sei (X ′, T, x0) eine torische H-Prävarietät mit Komplexität kleiner
gleich zwei. Dann existiert ein kategorischer Quotient in der Kategorie der separier-
ten k-Räume.

Beweis. Wir können annehmen, dass die Komplexität gleich zwei ist. Nach [3, Theo-
rem 4.1] existiert zu (X ′, T, x0) ein Morphismus von Varietäten π : X ′ → Y ′, wel-
cher ein kategorischer Quotient ist. Aus dem Beweis von [3, Theorem 4.1] folgt, dass
π : X ′ → Y ′ schwach eigentlich und surjektiv ist. Somit erhalten wir die Behauptung
aus Lemma 4.2.19. �

Theorem 4.5.18. Es sei (X ′, T, x0) eine torische H-Varietät mit Komplexität drei.
Weiter operiere der Untertorus H abgeschlossen auf X ′ und habe spitze allgemeine
Lage. Dann existiert der kategorische Quotient π : X ′ → Y in der Kategorie der
separierten k-Räume.

Beweis. Nach [17, Corollary 3.3] existiert zu (X,TX , x0) ein geometrischer Präquo-

tient π̂ : X ′ → Ỹ ′. Da X Komplexität drei hat und π̂ ein geometrischer Quotient ist,

gilt dim(Ỹ ′) = 3. Nach Lemma 4.5.9 ist (Ỹ ′, T/H, π̂(x0)) eine torische Prävarietät

und wir haben eine torischen Morphismus (π̂, π̃) : (X,TX , x0) → (Ỹ ′, T/H, π̂(x0)).

Da π̂ surjektiv ist, existiert zu jedem δ′ ∈ S
(1)
eY ′

mit dim(δ′) = 1 ein τ ′ ∈ ΣX′ und

ein ρ′ ∈ P (τ ′)(1) mit ρ′ = δ′. Somit haben alle Kegel aus SeY ′ mit Dimension eins
allgemeine Lage. Damit existiert nach Thorem 4.4.15 eine universelle Separierung
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π′ : Ỹ ′ → Y . Lemma 4.5.4 liefert, dass π := π′◦π̂ : X ′ → Y der kategorische Quotient
in der Kategorie der separierten k-Räume ist. �

Beispiel 4.5.19. Wir betrachten die torische Varietät X ′ := C2×(C∗)2∪(C∗)2×C2

mit dem Torus T := (C∗)4 und Basispunkt x0 := (1, . . . , 1). Weiter betrachten wir
folgende C∗-Wirkung auf X ′:

h ∗ x := (h−1x1, h
−1x2, hx3, hx4).

(X ′, T, x0) ist eine torische H-Varietät. Der offene Unterraum (X ′, T, x0) ist sogar
eine torische quasiaffine C∗-Varietät. Alle C∗-Bahnen von X ′ sind abgeschlossen. Es
gilt ΛQ(T ) = Z4. Der Fächer ΣX besitzt folgende zwei maximale zweidimensionale
Kegel σ1 := cone(e′1, e

′
2) und σ2 := cone(e′3, e

′
4), wobei e′1, . . . , e

′
4 die Standardbasis-

vektoren des Q4 bezeichnen. Weiter ist die Abbildung Q : Z4 → ΛQ(T )/LC∗ = Z3

durch folgende Matrix gegeben:

A :=




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1


 .

Somit gilt Q(σ1) = τ1 := cone(e1, e2) und Q(σ2) = τ2 := cone(e3, e1 + e2 − e3). Wir
haben folgendes Bild:

τ1

τ2

Abbildung 41

Die Kegel aus τ
(1)
1 ∪ τ

(1)
2 haben allgemeine Lage und somit hat C∗ allgemeine Lage.

Weiter ist hull(τ
(1)
1 ∪ τ

(2)
2 ) spitz. Also hat C∗ spitze allgemeine Lage. Somit erfüllt

X ′ mit der C∗-Wirkung die Voraussetungen von Theorem 4.5.18. Damit besitzt die
torische C∗-Varietät einen kategorischen Quotienten in der Kategorie der separierten
k-Räume. Wir setzen τ := hull(τ1, τ2) und Y := Yτ und sind damit in der Situation
von Abbildung 42.

τ

Abbildung 42

Der Morphismus π : Y(τ1,τ2) → Yτ ist die universelle Separierung. Der natürliche

Morphismus π : X ′ → Yτ ist der kategorische Quotient in der Kategorie der sepa-
rierten k-Räume. Des Weiteren ist der k-Raum Yτ ein echter quasiaffiner k-Raum
(siehe Abbildung 42). Somit besitzt nach Lemma 4.5.14 die quasiaffine torische C∗-
Varietät (X ′, T, x0) keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Varietäten.
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normaler Punkt, 7
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Polytop, 44
Präquotient, 168
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Raumkeim, 9
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Seite eines k-Kegels, 45
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striktes Paar, 135

1-voll, 147
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