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Kurzfassung

Kompakte stellare Objekte wie Neutronensterne sind vielversprechende Quellen von Gra-
vitationswellen. Zur Interpretation der moglicherweise in naher Zukunft zu erwartenden
Messdaten ist es wichtig, die Frequenzen der axialen und polaren Schwingungsmoden
theoretisch zu bestimmen.

In der vorliegenden Arbeit beschranken wir uns auf langsam rotierende Neutronen-
sterne. Fiir diesen Fall untersuchen wir die numerische Zeitentwicklung der linearisierten
Einsteinschen Feldgleichungen ohne die bisher meist zugrunde gelegte Cowling-Naherung
bzw. inverse Cowling-Nédherung und berechnen sowohl Lésungen fiir fluide als auch raum-
zeitliche, metrische Storungen. Die gekoppelten hyperbolischen Differenzialgleichungen
erster Ordnung werden im Rahmen des Arnowitt-Deser-Misner-Formalismus und unter
Verwendung der Battiston-Cazzola-Lucaroni-Eichung hergeleitet. Durch die Beriicksich-
tigung der Metrikstorungen ist es moglich, eine explizit berechnete Fehlertoleranz der
Cowling-Naherung anzugeben und eine hohere Genauigkeit der resultierenden Frequen-
zen zu erzielen. Die zeitliche Entwicklung wurde sowohl fiir polytrope Sternmodelle als
auch fiir realistische Zustandsgleichungen berechnet, insbesondere fiir die Zustandsglei-
chung MPA (Machleidt Potential A). Anhand des Spektrums konnten die f-, die p-
und die w-Moden identifiziert und deren Frequenzen bestimmt werden, sowie einge-
schrinkt auch die der r-Mode. Fiir die vollrelativistische Zeitentwicklung sind dies die
ersten Ergebnisse fiir die Zustandsgleichung MPA, die in guter Ubereinstimmung mit
bisher bekannten Ergebnissen der Modenanalyse dieser Zustandsgleichung stehen. Die
Berticksichtigung der Kopplungen zwischen axialen und polaren Moden liefert eine bes-
sere Einsicht in das Schwingungsverhalten von Neutronensternen: die axialen und die
polaren Moden verhalten sich gegeniiber dieser Art der Kopplung sehr unterschiedlich.

Dariiberhinaus konnte in dieser Arbeit fiir realistische Zustandsgleichungen ein empi-
risches Skalierungsverhalten der fluiden sowie der rdumlichen Moden gefunden werden,
das in guter Ubereinstimmung mit dem Skalierungsverhalten der Schwingungsmoden
steht, welche mit Hilfe der Modenanalyse berechnet wurden.
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Einleitung

Die Gravitationswellenforschung erhielt in den letzten Jahre neue Impulse, als inter-
ferometrische Detektoren wie GEO600 und VIRGO geplant und gebaut wurden. Auf-
grund der Nachteile terrestrischer Detektoren befindet sich ein weiteres vielversprechen-
des GroBprojekt in Planung: ein extraterrestrisches Laserinterferometer (LISA). Es ist
zu erwarten, dass der experimentelle Nachweis von theoretisch schon sehr lange postu-
lierten Gravitationswellen einen enormen wissenschaftlichen Fortschritt mit sich bringt.
Einerseits erhélt man damit einen weiteren Baustein zur Bestédtigung der Allgemeinen
Relativitdtstheorie. Andererseits enthalten Gravitationswellen, genauso wie elektroma-
gnetische Wellen, Signaturen ihrer Quellen. Man erhélt einen Fingerabdruck kompakter
stellarer Objekte auf einer ganz anderen physikalischen Ebene. Auf diesem Forschungs-
gebiet der Astroseismologie erhofft man sich, tiber die Spektren der Gravitationswellen
auf die Schwingungszustdnde von Neutronensternen zu schliefen. Die Informationen, die
man dadurch erhélt, lassen wiederum Riickschliisse auf den subatomaren Aufbau dieser
Sterne zu. Hierbei werden auch neue Erkenntnisse in der Elementarteilchenphysik zu
erwarten sein. Dies liegt unter anderem daran, dass in Neutronensternen Bedingungen
herrschen — die Dichte betrigt bis zu 10 g/ cm® — die mit Atomkernen vergleichbar sind
und in dieser Form in keinem terrestrischen Labor erzeugt werden konnen.
Neutronensterne bestehen, wie der Name schon sagt, iiberwiegend aus Neutronen, die
in extremer Dichte dem herrschenden Gravitationsdruck standhalten [1,2]. Die Ster-
ne rotieren um ihre eigene Achse, meist mit sehr unterschiedlicher Periodendauer, von
1,5 ms bis zu wenigen Sekunden. Der Neutronenstern XTE J1739-285 mit der bisher
hochsten Drehfrequenz von 1122 1/s wurde erst kiirzlich entdeckt [3]. Da auf vielen
der bekannten Pulsare auch hohe Magnetfeldstarken vorhanden sind, lassen sich de-
ren Oszillationen auch schon in den beobachteten elektromagnetischen Pulsarsignalen
wiederfinden. Einige charakteristische Merkmale in der elektromagnetischen Strahlung
bestimmter Radiopulsare deuten bereits auf Neutronensternschwingungen hin: bei PSR
2016428 (P, = 0,558 s) und PSR 1133+16 (P.,; = 1,188 s) wurden Mikropulse gefun-
den, deren Perioden von rund 1 ms im Bereich moglicher akustischer p-Moden liegen.
Die Anregung einer solchen Schwingung koénnte etwa durch sogenannte Glitches, d.h.
einer schlagartigen Anderung ihrer Rotationsfrequenz, verursacht werden. Eine andere
Moglichkeit der Anregung von Schwingungen besteht in explosionsartigen Prozessen wie
Rontgen- oder y-Bursts. Die bisher bei Réntgenburstquellen beobachtete Periodizitét
liegt bei etwa 10 bis 70 ms und kénnte auch mit Schwingungsmoden in kausaler Bezie-
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hung stehen. Ferner beobachtet man bei einer Reihe von Radiopulsaren Subpulse mit
Periodendauern zwischen 10 und 50 ms, die mit Torsionsschwingungen der Sterne in
Beziehung gebracht werden konnen.

Ein Neutronenstern entsteht in einer Supernova-Explosion beim Kollaps eines Sterns,
der am Ende seiner thermonuklearen Entwicklung steht. Die hohen kinetischen Energien,
die bei diesem Szenario auftreten, fithren ebenso dazu, dass der Neutronenstern zunéchst
sehr starke radiale und nichtradiale Schwingungen durchfiihrt. Die auf diese Weise an-
geregten nichtradialen Schwingungen sind nach der Relativitétstheorie von Einstein mit
der Abstrahlung von Gravitationswellen verbunden und spielen daher eine grofie Rolle
in der Interpretation der zu beobachtenden Signale [4]. Daher besteht eine der Aufgaben
der theoretischen Astrophysik darin, die Schwingungsmoden von Neutronensternen zu
klassifizieren, zu untersuchen und mit anderen charakteristischen Sterngréfien in Bezie-
hung zu setzen.

Man beschéftigt sich schon lange mit schwingenden stellaren Objekten, wie der Son-
ne, und hat dabei auch beachtliche Ergebnisse erzielt. So hat die Helioseismologie seit
der Entdeckung der solaren Oszillationen im Jahre 1960 wichtige Erkenntnisse iiber die
Rotationsbewegung solarer Materie (P,,; = 27 d), iiber Geometrie und Lage der Konvek-
tionszonen (bei ca. 0,7 Rg) und den solaren Heliumanteil (25 %) geliefert. Der Ubergang
von einer rein Newtonschen Betrachtungsweise wie bei der Sonne zu einer relativistischen
ist im Falle von schwingenden Neuronensternen zwingend und fithrt zu dramatischen An-
derungen. Anschaulich ist der neue Aspekt der Theorie damit zu erkldren, dass nun nicht
allein die Bewegung der Materie zu Schwingungsmoden fiihren kann, sondern auch durch
die eigene Dynamik der raumzeitlichen Metrik. Diese neue Betrachtungsweise fiihrt so-
gar zu neuartigen Moden, den w-Moden, die zuerst von Kokkotas und Schutz im Jahre
1992 vorhergesagt wurden [5].

Die relativistische Betrachtung von schwingenden Neutronensternen hat eine weit zu-
riickreichende Tradition. In einer Reihe von Verdffentlichungen stellten Thorne et al.,
beginnend im Jahre 1967, erstmals eine vollsténdig relativistische Untersuchung nichtra-
dialer Sternschwingungen an [6-12]. Er griff dabei auf eine Technik zuriick, die von Regge
und Wheeler 1957 [13] erstmals auf Schwingungen Schwarzer Locher angewandt wurde:
die Quasinormalmodenanalyse. Dabei werden diejenigen Moden berechnet, die neben ei-
nem realen Frequenzanteil einen imaginédren Frequenzanteil besitzen, die also mit auslau-
fenden Gravitationswellen in enger Beziehung stehen. Auch jiingere Forschungsarbeiten
beschéftigen sich mit dieser Analyse [14-16]. Eine andere Moglichkeit an Erkenntnis-
sen iiber Schwingungen von Neutronensternen zu gelangen, ist die zeitliche Entwicklung
der Einsteingleichungen. Bei den bisherigen Untersuchungen gelingt es jedoch nicht, das
vollstdndige Problem ohne Ndherungen zu 16sen. Man behilft sich oft mit der Cowling-
Néherung, die gewisse Storgrofien vernachléssigt. Leider hat man {iber die Giiltigkeit der
Néherungen bisher nur Abschitzungen. Die vorliegende Arbeit versucht hier eine Liicke
zu schlieffen und liefert genauere Aussagen iiber bestehende Néherungsmethoden.

Die zeitliche Entwicklung der Einsteinschen Feldgleichungen ist ein Unterfangen, das
bisher nicht in vollem Umfang gegliickt ist. Analytische Losungen sind nur wenige be-
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kannt, daher ist die Verwendung von Computern zur Losung dieser Gleichungen un-
umgénglich. In der Vergangenheit zeigte sich jedoch, dass die numerischen Codes zu
Instabilitdten neigen, d.h. dass die Losungen nach kurzer Zeit divergieren, also unphy-
sikalisch sind. Viel Miihe wurde darin investiert, einen stabilen Code zu entwickeln, der
moglichst viele, wenn nicht gar alle physikalischen Anfangsbedingungen regulér beliebig
lange Zeit berechnet. Aus dieser kleinen Einfithrung wird schon deutlich, dass die Ent-
wicklung eines vollrelativistischen numerischen Codes, welcher die Schwingungen von
Neutronensternen berechnen soll, entsprechende Probleme bereiten kann. Entscheidend
fiir den Erfolg ist hierbei die Wahl einer geeigneten Eichung. In der vorliegenden Arbeit
wurde der Arnowitt-Deser-Misner-Formalismus sowie die Battiston-Cazzola-Lucaroni-
Eichung verwendet. Nicht jeder Versuch in der Vergangenheit, die daraus resultierenden
Gleichungen numerisch zu implementieren, war erfolgreich. Die mit dem nun vorliegen-
den Code erzielten und im Folgenden vorgestellten Ergebnisse zeigen jedoch, dass dies
durchaus moglich ist.
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Notationen und Konventionen

10

Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention, griechische Indizes laufen von 0 bis 3,
lateinische von 1 bis 3. Die Zeitkomponente ist die 0-Komponente.

Die Signatur der Metrik ist (—, 4+, +, +), d.h. der Betrag zeitartiger Vierervektoren
ist negativ.

Es wird in geometrischen Einheiten gerechnet, d.h. die Lichtgeschwindigkeit ¢ und
die Gravitationskonstante GG sind gleich 1 gesetzt.

Partielle Ableitungen % werden durch 9, dargestellt.



1 Grundlagen

1.1 Mathematische Grundlagen

1.1.1 Linearisierte Einsteingleichungen

Ausgangpunkt fiir die allgemein-relativistische Beschreibung kompakter stellarer Objek-
te bilden die Einsteinschen Feldgleichungen

1
G =R, — éRgW = 81T, (1.1)

(siehe z.B. [17,18]). Sie setzen die geometrische Kriimmung des Raumes in Abhéngig-
keit zur Verteilung der Materie. In diesen 10 linear unabhéngigen Gleichungen (1.1)
bezeichnen R, und R den Ricci-Tensor bzw. -Skalar, g, und G, den metrischen bzw.
Einstein-Tensor und 7},, den Energie-Impuls-Tensor der Materie.

Diese Gleichungen bilden die Grundlage fiir die Berechnung von Gravitationswel-
len [19]. Betrachtet man die Einsteinschen Feldgleichungen in ihrer mathematischen
Form als System partieller Differenzialgleichungen zweiter Ordnung, so ist das Verhal-
ten der Losungen als Wellen nicht direkt erkennbar. Nur unter den Voraussetzungen einer
asymptotisch flachen Raumzeit im Vakuum erhélt man einfache Gravitationswellen als
Losungen der linearisierten Einsteinschen Feldgleichungen. Ohne diese Annahmen ist die
Berechnung von Gravitationswellen weitaus komplizierter. Fiir unsere Zwecke, also zur
Berechnung der Schwingungsmoden von Neutronensternen, werden wir die Einsteinschen
Gleichungen auch in ihrer linearisierten Form verwenden.

Grundlage linearisierter Feldgleichungen ist eine bereits bekannte Losung, also eine
Metrik g, bzw. Raumzeit, in der sich Materie so bewegt, dass die Gleichungen erfiillt
sind. Sternoszillationen werden im Allgemeinen durch zunéchst beliebige Abweichungen
der Ausgangsmetrik beschrieben, indem Stérterme h,, durch Addition mit der Aus-
gangsmetrik g,, beriicksichtigt werden. Da die gestorte Metrik

G = G + Iy (1.2)

die Feldgleichungen in ihrer urspriinglichen Form nicht mehr erfiillt, muss die rechte
Seite der Feldgleichungen und damit der Energie-Impuls-Tensor neu bestimmt werden.
Ausgehend von beliebigen Stérungen miisste konsequenterweise ein nichtlineares Glei-
chungssystem gelost werden. Aufgrund dieser Schwierigkeit werden nur kleine Stérungen

11
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gegeniiber der Ausgangsmetrik g, berticksichtigt, also nur Terme erster Ordnung in h,,,.
Die gleiche Forderung wird auch an die Stérterme ¢, des Energie-Impuls-Tensors ge-
stellt, so dass aus diesen Forderungen ein lineares System an Differenzialgleichungen in
den Storgrofen folgt.

1.1.2 Der ADM-Formalismus

Zur Losung der Einsteinschen Feldgleichungen in der numerischen Relativitétstheorie
wird oft der ADM'-Formalismus [20] verwendet, den man auch als 3+1-Zerlegung be-
zeichnet. Ziel dieses Fomalismus ist die Zerlegung der Raumzeit in Ebenen dreidimen-
sionaler raumartiger Hyperflachen, auf denen der Zeitparameter jeweils konstant ist. Die
geometrische Anschauung dieser Blatterung der Raumzeit ist in Abbildung 1.1 wieder-
gegeben. Der Wechsel zwischen den Hyperflichen in dieser Blatterung wird durch den
Ablauf der Zeit realisiert. Der Zeitablauf von einer zur néchsten Hyperfliche erfolgt
hierbei durch die Lapse-Funktion «, welche durch das Differenzial der Eigenzeit dr eines
Beobachters und dem der Koordinatenzeit dt iiber

dr = adt (1.3)

berechnet wird. Dies entspricht gerade dem senkrechten Abstand zwischen den Hyper-
flachen ¥; und ¥, 4 in Abbildung 1.1.

Verschiebungen der rdumlichen Koordinate auf einer Hyperfliche innerhalb der Zeit-
entwicklung werden durch den Shift-Vektor 3¢ beschrieben durch

dx} g = da, — B'dt. (1.4)

Mit Hilfe des Linienelements ~;;, der Lapse-Funktion « sowie des Shift-Vektors 4° kann
die Metrik g, konstruiert werden.

Bidt vV Zt+dt

i
i X,

Abb. 1.1: Zweidimensionale Darstellung des Raum-Zeit-Diagramms der Lapse-Funktion o und des
Shift-Vektors 3°. Die Punkte auf den beiden raumartigen Hyperflichen, welche zu den
benachbarten Zeitwerten ¢ und t + dt gehoren, stellen Orte dar.

L Arnowitt-Deser-Misner
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1.1 Mathematische Grundlagen

Bei der 3+1-Zerlegung werden die 10 Feldgleichungen in 6 dynamische und 4 Zwangs-
bedingungen (Constraints) separiert. Der Vorteil der 3+1-Gleichungen gegeniiber den
urspriinglichen Einsteingleichungen liegt darin, dass der Ricci-Tensor sowie -Skalar aus-
schliefSlich in der diagonalen 3-Metrik vorkommt. Somit lassen sich die Gleichungen fiir
die Metrikterme einfacher bestimmen.

1.1.3 Die Wahl der Eichung

Die Einsteinschen Feldgleichungen bilden ein System von zehn partiellen Differenzial-
gleichungen zweiter Ordnung. Durch die Bianchi-Identitéten

(ngu;v + R%MW)\ + Rgv)\;u) =0 (1.5)

Wl =

Rg[/\uw] =

sind jedoch nur sechs dieser Gleichungen voneinander unabhéngig. Dies hat zur Folge,
dass bei vorgegebener Materieverteilung lediglich sechs der zehn Komponenten des metri-
schen Tensors durch die Feldgleichungen bestimmt sind. Die iibrigen vier Komponenten
bilden die Eichfreiheit.

Die aus den Bianchi-Identitdten resultierende Eichfreiheit der Einsteinschen Theorie
spiegelt sich in der Freiheit der Wahl der Blatterung ¥; wider. Die Blatterung wird durch
eine bestimmte Wahl der Lapse-Funktion sowie des Shift-Vektors festgelegt.

Eine oft verwendete Eichung ist die Regge- Wheeler-Eichung [13]. Diese Eichung erweist
sich jedoch im rotierenden Fall fiir die Storungsgleichungen der linearisierten Einstein-
schen Feldgleichungen fiir numerische Zeitentwicklungen als ungeeignet. Im Allgemeinen
liefert der ADM-Formalismus mit dieser Eichung ein System partieller Gleichungen ers-
ter Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung in den rdaumlichen Koordinaten. Fiir die
numerische Entwicklung ist dies jedoch problematisch, so dass entweder ein vollsténdiges
System erster oder zweiter Ordnung erzielt werden sollte. Im nichtrotierenden Fall stellt
die Umformung des Systems kein Problem dar. Im rotierenden Fall jedoch ergeben sich
hinsichtlich dieser Umformungen bei den axialen Stoérgleichungen grofie Schwierigkeiten.

Ein Ausweg aus dem Dilemma bietet die Wahl einer anderen Eichung. Fiir rotieren-
de Sterne ist die BCL?-Eichung [21] vorteilhafter, welche erstmals von Battiston et al.
1971 eingefiihrt wurde. Der Vorteil dieser Eichung liegt darin, dass die Storungsgleichun-
gen keine Ableitungen zweiter Ordnung enthalten, was die numerische Zeitentwicklung
vereinfacht. In der BCL-Eichung stellt man an die Storung der Lapse-Funktion die Be-
dingung o = 0, und die Stérung des Shift-Vektors 3* wird so gewiihlt, dass fiir die
Entwicklungsgleichungen der winkelabhéngigen Storgrofen d;hq, = 0 mit a,b = {©, d}
gilt.

Jiingste Entwicklungen in der Forschung in diesem Bereich haben gezeigt, dass man
von der attraktiv erscheinenden BCL-Eichung nach und nach wieder abriickt. Einer
der Griinde liegt sicherlich darin, dass diese Eichung erhebliche Probleme hinsichtlich

2Battiston-Cazzola-Lucaroni
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1 Grundlagen

numerischer Stabilitdt mit sich bringt. Die vorliegende Arbeit liefert jedoch einen Hinweis
darauf, dass auch mit dieser Eichung hinreichende numerische Stabilitét erzielt werden
kann.

1.1.4 Stérungsrechnung fiir Neutronensterne

In der hier verwendeten Storungstheorie [22-28] gehen wir zunédchst von einem unge-
storten hinreichend kompakten Stern aus, der sich im Gleichgewicht befindet und dessen
ungestorte physikalische Groflen, wie der Druck p oder die Energiedichte e, durch eine
allein vom Radius abhéngige Funktion Fy(r) wiedergegeben werden. Lassen wir nun eine
beliebige aber kleine Storung auf den Stern zu, so erfihrt dieser eine geringe Abweichung
Fi(t,r,©,®) von seiner Gleichgewichtslage und wird nun beschrieben durch

F(t,r,0,®) = Fy(r) + Fi(t,r,0,¢). (1.6)

Um die Linearitat zu gewéhrleisten, setzen wir kleine Storungen voraus.

Generell gibt es zwei verschiedene Ansétze zur Beschreibung kleiner Stérungen: die
Eulersche und die Lagrangesche Storung. Bei der Eulerschen Storung geht man von
rdumlich verankerten Koordinaten aus

SF(t,7) = F(t,7) — Fy(?), (1.7)

wobei F'(t,Z) die zeitabhéngigen GroBlen und Fy(Z) die Grofien im zeitunabhéngigen
Gleichgewichtszustand repréasentieren. Die Koordinaten ¥ bezeichnet man als Eulersche
Koordinaten, sie sind ortsfest. Im Gegensatz dazu gibt es die Lagrangeschen Koordinaten
X , die mit den Fluidelementen wandern und sozusagen die Fluidelemente durchindizie-
ren. Zu einem Zeitpunkt t; stimmen diese mit den Eulerschen Koordinaten iiberein,

d.h.

—

X(to) = 7 (1.8)

und zu einem spéteren Zeitpunkt gilt

X(t) =7 +£(t, 1), (1.9)
wobei { (t,7) die dynamische Verschiebung beinhaltet. Bei der Langrangeschen Stérung
erhélt man die Storgroflen aus der Differenz, die ein mitbewegter Beobachter feststellt,
d.h. die Differenz an zwei unterschiedlichen rdumlichen Punkten

—

AF(t,X) = F(t,X) — Fl(t, ©), (1.10)

wobei F(t,X) die rdumlich mitbewegten physikalischen GréBen und F(ty, ) = Fy(7)
die Gleichgewichtswerte in der Referenzposition ¥ darstellen.

14



1.1 Mathematische Grundlagen

Diese Eigenheit der Lagrangeschen Storgréfien fithrt dazu, dass sie am Sternrand im-
mer Null sind [23]. Im Folgenden werden, solange nichts anderes angefiihrt wird, immer
Eulersche Storungen betrachtet.

In diesem Kapitel legen wir zur besseren Ubersicht nur das grundsitzliche Vorgehen
dar. Die konkreten Gleichungen werden in Kapitel 2 dargestellt. Die Storung der Raum-
zeit wird durch die in Gleichung (1.2) angegebene Metrik

guu = 9w + huua

beschrieben, wobei die Stérung der Metrik A, klein gegeniiber der Hintergrundmetrik
guw sein soll. Den Storungen der Fluidgréen legen wir kleine Stérungen der Geschwin-
digkeit du*, der Dichte dp und des Druckes dp zugrunde. Ausgehend von adiabatischen
Schwingungen [29] kénnen die Eulerschen Druckstérungen dp und die Stérungen der
Energiedichte de durch folgende Relation wiedergegeben werden

I'ip , Iy
op = 0 "l —=—-1]. 1.11
p Pte e+ p¢& <F ) (1.11)

Hierbei ist ['; der adiabatische Index des gestérten Systems,

p_bredp

1.12
D de (1.12)

der adiabatische Index des ungestérten Hintergrunds und &7 die radiale Komponente
des Verschiebungsvektors &* des Fluids. Die Schallgeschwindigkeit betrdgt in diesem
Rahmen

Fl dp
Cy=——. 1.13
* T de (1.13)
Der Verschiebungsvektor ist mit der Storung der Vierergeschwindigkeit iiber
1
ouy = (Guw + uptty) Loy &” + éuuu“u)‘hHA + u”hy (1.14)

verkniipft, wobei L, die Lie-Ableitung entlang u* bezeichnet. Fiir die radiale Kompo-
nente des Verschiebungsvektors erhélt man erst dann eine weitere Gleichung, wenn man
eine entsprechende Metrik eines geeigneten Hintergrundmodells voraussetzt. Mit diesen
Annahmen sowie den gestorten Einsteingleichungen

5Gly = 87T, (1.15)

und der Stérung der Energie-Impulserhaltung, die als Divergenzfreiheit des Energie-
Impuls-Tensors geschrieben werden kann,

5T, =0, (1.16)
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1 Grundlagen

erhélt man fiir die fluiden sowie raumzeitlichen Storgrofien eines sphérisch symmetri-
schen, langsam rotierenden Neutronensterns die vollstdndigen Entwicklungsgleichungen.
Die Metrikstérungen h,,, sind abhéngig von allen vier Koordinaten

hyw = hw(t,7,0, ). (1.17)

Aufgrund der sphérischen Symmetrie ist es vorteilhaft, die Stérungen nach Kugelflichen-
funktionen zu entwickeln, um die explizite Winkelabhéngigkeit zu eliminieren. So erhélt
man ein System partieller Differenzialgleichungen fiir die Stérgroflen, die nur noch von
t und r sowie den Ordnungszahlen [ und m abhé&ngen. Bei diesem Formalismus ergeben
sich wesentliche Unterschiede zwischen dem rotierenden und dem nichtrotierenden Fall,
die im Folgenden zur besseren Ubersicht zusammengefasst werden:

e Im nichtrotierenden Fall

— sind die Gleichungen entkoppelt beziiglich [.

— spalten die Gleichungen in zwei unabhéngige Systeme auf: die polaren Stérun-
gen transformieren sich gemif der Paritiit (—1)!, die axialen gem#fl (—1)!*L.

e Die Rotation

— fiihrt zu einer Kopplung zwischen den polaren und den axialen Gleichungen
der Ordnung [ und dem System axialer bzw. polarer Gleichungen der Ordnung
[ + 1 (siehe Kapitel 5.5).

— erzeugt eine Aufspaltung der m-Entartung der Schwingungsmoden, d.h. fiir
jede nichtrotierende Schwingungsmode der Ordnung [ treten weitere Moden
der Ordnung 2! + 1 auf (siehe Kapitel 3.5 und 5.3).

1.1.5 Berechnung des Spektrums

Es gibt im Wesentlichen zwei verschiedene Vorgehensweisen, um das Spektrum der
Schwingungsfrequenzen zu berechnen. Eine Methode besteht darin, eine Quasinormal-
modenanalyse geméfl dem Ansatz

By (1, ) ~ €7 (1.18)

durchzufiihren [30, 34], wobei nur die Moden interessant sind, die zu einer Abstrah-
lung von Gravitationswellen fiihren, also deren , Frequenz“ o einen positiven imaginéren
Anteil besitzt. Die resultierenden Gleichungen, die keine zeitlichen Ableitungen mehr
enthalten, konnen dann unter Vorgabe geeigneter Randbedingungen als Randwertpro-
blem gelost werden. Diese Methode der Modenanalyse erlaubt es, das gesamte Spektrum
der Schwingungsmoden auf einmal zu berechnen. In der vorliegenden Arbeit wird dieser
Weg jedoch nicht weiter verfolgt, da die resultierenden Gleichungen numerisch nur mit
sehr groffem Aufwand zu l6sen sind.
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1.1 Mathematische Grundlagen

Ein anderer Ansatz zur Untersuchung der Schwingungsfrequenzen, der auch im Fol-
genden zur Anwendung kommt, liegt in einer direkten Zeitentwicklung der Storgleichun-
gen mit geeigneten Anfangsbedingungen [23,35-38]. Die charakteristischen Frequenzen,
die entsprechend den vorgegebenen Anfangsdaten angeregt werden, erhélt man durch
Fouriertransformation der zeitlichen Entwicklung der Storfunktionen. Da dies nicht ei-
ner klassischen Quasinormalmodenanalyse entspricht, kann man streng genommen auch
nicht von Moden sprechen. Trotzdem ist eine eindeutige Zurordnung der Frequenzpeaks
im Spektrum zu den bekannten Moden meist moglich und insofern wird in der gesamten
Arbeit auch von Moden gesprochen. Im Rahmen der Zeitentwicklung ist eine geeignete
Wahl der Anfangsbedingung fiir das resultierende Frequenzspektrum von grofler Bedeu-
tung. Gibt man eine Anfangsstorung kleiner Amplitude vor bzw. wahlt man die Dauer
der Zeitentwicklung zu gering, so erhélt man nur einen geringen Ausschnitt des Schwin-
gungsspektrums.

1.1.6 Die Cowling-Naherung

Bei der Berechnung von Schwingungen sphérischer Sterne fiihrte Cowling 1941 [39] eine
Néherung durch, die die Eulersche Storung des Newtonschen Gravitationspotenzials in
den linearisierten Storungsgleichungen vernachléssigte. Hierbei unterteilte Cowling das
Frequenzspektrum in drei Bereiche: die f-Mode, sowie das Spektrum der niederfrequen-
ten g-Moden und die im hoéheren Frequenzbereich anzutreffenden p-Moden. Die New-
tonsche Cowling-Néherung erweist sich fiir alle g-Moden als geeignet, da in diesem Fall
die Eulersche Massendichtestorung im Vergleich zur Fluidverschiebung vernachléssigbar
ist.

Die relativistische Cowling-Ndherung wurde erstmals von McDermott et al. [40,41]
fiir f-, p- und g-Moden in Neutronensternen beschrieben. In der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie werden analog zur Gravitationsstorung die rdumlichen Metrikstérungen
vernachléssigt sowie einige Eulersche StorgroBen dariiberhinaus [42]. Die Metrikstorun-
gen héngen mit den Fluidstorungen iiber Anfangsbedingungen sowie Kopplungen der
dynamischen Gleichungen zusammen. Bisherige Abschéitzungen hinsichtlich der Genau-
igkeit der Cowling-Naherung [43,44] im Vergleich zur vollrelativistischen Berechnung der
Schwingungsfrequenzen werden in Kapitel 4.1 genauer untersucht.

Wiéhrend bei der gewohnlichen relativistischen Cowling-Néaherung alle raumlichen St6-
rungen vernachléssigt und somit nur die Fluidmoden betrachtet werden, werden bei der
inversen Cowling-Naherung - durch Vernachlassigung der Storungen der Fluidanteile -
nur rdumliche Moden betrachtet. Diese Vereinfachung wurde erstmals in [45] beschrie-
ben. Durch die Entkopplung der rdumlichen von den Fluidmoden kénnen die charakte-
ristischen raumlichen w-Moden einfacher aufgefunden werden [46].
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1.2 Das Hintergrundmodell

1.2.1 Der ungestorte Neutronenstern

Als Hintergrundmodell setzen wir einen Neutronenstern voraus, der im Innern durch eine
ideale Fliissigkeit beschrieben wird, d.h. es liegt ein isotroper Druck vor und es ist keine
Viskositét vorhanden. Dabei wird mit dieser Idealisierung der Einfluss einer moglichen
kristallinen Kruste des Neutronensterns auf die Schwingungsdynamik vernachléssigt und
damit ein ganzer Zweig moglicher nichtradialer Eigenschwingungen des Neutronensterns
mit ungerader Paritét nicht berticksichtigt [22]. Die GroBenordnung der vernachlissigten
Korrekturbeitrige der Kruste kann mit ca. 1075 quantifiziert werden [47]. Im AuBenraum
soll sich keine Materie befinden, dort liegt also eine einfache Schwarzschildmetrik vor. Im
Folgenden geben wir einen kurzen Uberblick dariiber, welche Schritte notwendig sind,
um Modelle dieser Art zu berechnen und wodurch sie unterschieden werden koénnen.
Wichtig in diesem Zusammenhang ist zu betonen, dass sich die verschiedenen konkreten
Sternmodelle durch die Wahl der Zustandsgleichung sowie durch die Wahl geeigneter
Randbedingungen, wie beispielsweise der zentralen Energiedichte, unterscheiden. Fiir alle
Modelle wird {ibereinstimmend angenommen, dass es sich um einen langsam rotierenden,
sphérisch symmetrischen Neutronenstern handelt, dessen raumzeitliche Geometrie durch
die Metrik

—e? 0 0 —wr?sin’g
0 et 0 0
Guv = 0 0 12 0 (119)
—wr?sin®4 0 0 r?sin’®d
bzw. das Linienelement
ds? = —eqe? 4 2 qp? 4 2 (d@2 + sin? @dCI>2) — 2wr?sin? Odtdd (1.20)

beschrieben wird, wobei w = w(r) den sogenannten Frame-Dragging Effekt wiedergibt
(siehe z.B. [50] und dortige Referenzen). Hierbei sind p(r) und v(r) Funktionen, die nur
von der Radialkoordinate abhéngen und durch die Feldgleichungen bestimmt werden.
Die Abhéngigkeit vom Radius r wird im Folgenden immer dann nicht ausgeschrieben,
wenn eine Verwechslung mit den in der Allgemeinen Relativitatstheorie iiblichen Indizes
1 und v ausgeschlossen werden kann. Die ideale Fliissigkeit wird durch einen Energie-
Impuls-Tensor

T;w = (6 + p)uuuu + Y2 my, (121)

beschrieben, wobei p der Druck, e die Energiedichte und w, die kovariante Viererge-
schwindigkeit der Fliissigkeit ist. Im (mitrotierenden) Ruhesystem der Fliissigkeit ist die
zeitliche Koordinate U die einzige von Null verschiedene Komponente, welche mit Hilfe
der Normierungsbedingung

g uru’ = goou'u® = —1 (1.22)
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7u
Ul =e" (1.23)
berechnet wird. Die gesamte Vierergeschwindigkeit im nicht rotierenden System ist somit
Ut =(e7",0,0,Qe7"), (1.24)

wobei 2 die beobachtete Winkelgeschwindigkeit des Sterns fiir einen Beobachter im
Unendlichen bezeichnet. Aus den Einsteingleichungen

GMV == 87TTMV (125)
erhilt man zusammen mit der Bianchi-Identitat
Gt =0 (1.26)

die folgenden drei Strukturgleichungen fiir die vier zu berechnenden Gréflen p, v, € und
p

1 — e
p = 5 + 4rre?te (1.27)
,
et —1 9
V= 5+ drretp (1.28)
pP=—V(p+e). (1.29)

Zusétzlich erhélt man eine vierte Gleichung fiir das Frame-Dragging

4
& — |dnre?(p+e) — — | @ — 16me* (p + €)oo = 0. (1.30)
r

Hier bezeichnet w = 2 — w eine vom Radius r abhéngige Funktion, die als Differenz
zwischen der Winkelgeschwindigkeit des Fluides und des Inertialsystems aufgefasst wer-
den kann. Sie wird spéter noch o6fters bendtigt. Diese vier Gleichungen bezeichnen wir
im Folgenden als Tolman-Oppenheimer-Volkov(TOV)-Gleichungen, auch wenn die ur-
spriinglichen TOV-Gleichungen in einer etwas anderen Schreibweise vorliegen [48,49].
Durch Einfithrung einer Funktion m(r), der sog. Massenverteilungsfunktion, mit

m(r) = /Or(47r7”2edr'), (1.31)

welche mit p nach elementaren Umformungen gemafl der Gleichung

e M = <1 — 2—m> (1.32)
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1 Grundlagen

zusammenhéngt, kann ein Zusammenhang zwischen der Funktion p und einer physikali-
schen Grofle hergestellt werden. Zur Bestimmung der Losung des TOV-Gleichungssystems
ist die Vorgabe zweier Zustandsgleichungen

p=p(s,n) (1.33)
€=¢€(s,n) (1.34)

mit der spezifischen Entropie s und der Baryonendichte n notwendig. Da der Druck
innerhalb eines Neutronensterns im Wesentlichen durch ein Fermigas entarteter Neutro-
nen aufrechterhalten wird, der um viele Groflenordnungen gréfer ist als der thermische
Druck, kann von einer Temperatur 7' = 0 K innerhalb des Neutronensterns ausgegangen
werden, was eine sehr gute Naherung darstellt. Somit kann auch die spezifische Entropie
s zu Null gesetzt und die Baryonendichte n eliminiert werden, so dass die resultierende
Zustandsgleichung als Druck in Abhéngigkeit der Energiedichte

p=ple) (1.35)

angegeben werden kann. Die einfachste und in Modellrechnungen meist verwendete Zu-
standsgleichung ist die polytrope Zustandsgleichung

p = ke, (1.36)

wobei k die Polytropenkonstante und + den Polytropenexponenten bezeichnen. Das Glei-
chungssystem wird mit Hilfe der Zustandsgleichung vom Ursprung bis zum Sternrand
numerisch integriert. Der Druck wie auch die Energiedichte sind im Auflenraum Null.
Zur Integration des Innenraums geniigt die Vorgabe des Zentraldrucks py. Uber die Zu-
standsgleichung kann dann die entsprechende Zentraldichte berechnet werden.

Die Annahme der Temperatur T" = 0 K bedeutet zugleich die Vernachléssigung ther-
mischer Effekte, die die Sternschwingungen beeinflussen konnten und somit das Un-
terbinden des Auftretens von g-Moden. Desweiteren werden durch diese Annahme die
Viskositéat sowie innere Reibungen ausgeschlossen, wodurch jedoch Dampfungen von
Schwingungen verhindert werden. Die Vernachléassigung der Dampfung hat allerdings
keine Auswirkung auf die numerische Zeitentwicklung, weil sie in einem anderen Zeitre-
gime auftritt.

1.2.2 Zustandsgleichungen

Wie bereits erwéhnt, liefert die Zustandsgleichung eine Beschreibung des Materiever-
haltens [50,60-66]. Diese stellt einen Zusammenhang zwischen thermodynamischen Zu-
standsgrofien wie Temperatur 7', Energiedichte e und Druck p dar. Da Materieeigenschaf-
ten unter diesen Extrembedingungen, wie sie im Innern eines Neutronensterns vorliegen,
nicht exakt wiedergegeben werden konnen, sind die Zustandsgleichungen fiir Neutronen-
sterne nicht besonders gut bekannt. Dieser liegen quantenmechanische Berechnungen von
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Mehrteilchensystemen mit entsprechenden Ndherungsverfahren (beispielsweise Hartree-
Néherung) zugrunde.

Im Bereich der Zustandsgleichungen ist die sog. Steifigkeit eine charakteristische Gro-
Be fiir die Neutronensterneigenschaften. Die Steifigkeit entspricht im Allgemeinen dem
Anstieg des Drucks mit der Energiedichte und damit dem Widerstand gegen eine weitere
Kompression. Der dichteabhéingige Druckanstieg steht in Bezug zur Schallgeschwindig-
keit. Mit der Forderung, dass die Schallgeschwindigkeit stets kleiner sein muss als die
Lichtgeschwindigkeit, die von relativistischen Zustandsgleichungen erfiillt wird, kénnen
Randbedingungen fiir die Steifigkeit hergeleitet werden. Weiche Zustandgleichungen, al-
so deren Kernmaterie eine hohe Kompressibilitat aufweist, liefern Modelle mit kleinen
Maximalmassen, kleinen Radien und grofien Rotationsfrequenzen, wohingegen steife Zu-
standsgleichungen, also weniger kompressible Kernmaterie, Modelle mit groflen Maxi-
malmassen, groflen Radien und kleinen Rotationsfrequenzen liefern.

Die einfachste Zustandsgleichung ist die schon erwihnte Polytropengleichung (1.36).
Obwohl polytrope Zustandsgleichungen nicht so realistisch sind wie ausfiihrlich hergleite-
te Zustandsgleichungen, sind sie dennoch hilfreich, um numerische Codes zu verifizieren.
Die meisten Modellrechnungen werden immer auch mit dieser Zustandgleichung erstellt.
Da realistische Zustandsgleichungen in tabellarischer Form vorliegen, benétigt man zur
numerischen Integration der TOV-Gleichungen Zwischenwerte, die man durch Spline-
Interpolationen erhélt.

Die groite Unsicherheit im Bereich der Neutronensterneigenschaften héngt mit den
unbekannten Wechselwirkungen der Neutronensternmaterie bei hohen Dichten zusam-
men. Es gibt zahlreiche Zustandsgleichungen mit unterschiedlichen Ansétzen. Einige
hadronische Zustandsgleichungen seien im Folgenden etwas nédher erldutert, da sie in
der vorliegenden Arbeit fiir Modellrechnungen verwendet wurden. Im weiteren Verlauf
werden wir die in der Literatur verbreitete Abkiirzung EOS (equation of state) fiir Zu-
standsgleichungen verwenden.

e EOS A: Pandharipande [67]
Der Stern wird im Rahmen dieses Modells als reine Neutronenmaterie betrachtet,
deren Dynamik von einem nichtrelativistischen Hamilton-Operator bestimmt wird,
der ein semiphdnomenologisches Wechselwirkungspotenzial beinhaltet.

e EOS C: Bethe-Johnson [6§]
Die Zustandsgleichung C liegt im Bereich mittlerer Steifigkeit. Die Maximalmasse
eines spharischen Neutronensterns liegt, basierend auf der EOS C, bei 1,85 M.
Zentrale Energiedichten liegen im Bereich von 1,71 - 10 g/cm? bis 3,23 - 101°
g/cm3. Dieser Zustandsgleichung liegen Hyperonen wie auch Nukleonen zugrunde.
Es wird eine nichtrelativistische Wechselwirkung angenommen. Zur Beschreibung
der Vielteilchentheorie wird das Variationsprinzip angewandst.
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e EOS F: Arponen [69]
Die Berechnungen der etwas weicheren Zustandsgleichung F basieren auf der Thomas-
Fermi-Theorie.

e EOS WFF: Wiringa-Fiks-Farbrocini [70]
Die Zustandsgleichung WFF ist von mittlerer Steifigkeit. Im Bereich hoher Dich-
ten liefert sie sehr gute Ergebnisse. Zugrunde liegen die Nukleon-Nukleon Wechsel-
wirkung, die durch ein Zwei-Teilchen-Potenzial beschrieben wird und die phéno-
menologische Drei-Nukleonen-Wechselwirkung. Die Maximalmasse eines sphérisch
symmetrischen Sterns liegt bei 1,84 Mg,.

e EOS MPA: Machleidt Potential A - Miither [71]
Die Zustandsgleichung MPA gilt bis zu einer maximalen Neutronensternmasse von
1,56 Sonnenmassen und Rotationsperioden < 0,5 ms. Sie zdhlt zu den weichen
Zustandsgleichungen und gilt als sehr gute Zustandsgleichung zur Beschreibung
realistischer Neutronensternmodelle.

1e+38 r T T T
| eos A —
eos C
I eos F K-
1e+37 F eos MPA 8 ]
I eos WFF
1e+36 | b
N'E |
S 1e+35 i
c L
>
S,
o L
le+34 | b
1le+33 b
1e+32 [ 1
le+14 le+15 le+16 le+17
€ [g/cmg]

Abb. 1.2: Die im Text beschriebenen Zustandsgleichungen im Vergleich: der Druck p als Funktion
der Energiedichte e.

Die Gegenwart eines starken Magnetfeldes fiihrt zur Reduzierung des Phasenraums der
Elektronen in transversaler Richtung, so dass ihre Entartung erst bei hoheren Dichten
einsetzt. Im Falle eines Nichtvorhandenseins eines Magnetfeldes gelten die Relationen
Tr ~ €3 sowie p. ~ €3, withrend das Vorhandensein eines Magnetfeldes auf die Relatio-
nen Tr ~ €2 und p, ~ € fithrt. Im Falle hoher Dichten kann ein vorhandenes Magnetfeld
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Abb. 1.3: Die im Text beschriebene Zustandsgleichung MPA: der Druck p als Funktion der Ener-
giedichte e.

jedoch vernachléssigt werden, da dann die thermodynamischen Eigenschaften relevant
werden.

Die Relation zwischen dem Druck und der Energiedichte der Zustandsgleichung MPA
ist in Abbildung 1.3 dargestellt. Man erkennt darin im Energiedichtebereich bei 4, 3-101!
g/cm? einen Knick im Kurvenverlauf. Dieser Knick ist als sogenannter n-Drip bzw.
Neutronentropfpunkt bekannt. Ab einer Energiedichte von € = 4, 3-10" g/cm?, die einem
Druck von p = 2,8 - 10% dyn/cm? und einer e -Fermienergie von 23 MeV entspricht,
erfolgt die Freisetzung eines n-Gases - charakterisiert durch einen Phaseniibergang erster
Ordnung. Wahrend des Phaseniibergangs liegt eine Koexistenz freier Neutronen und
Kerne vor. Kollektive Anregungen veranlassen die Materie zur Speicherung dieser daraus
resultierenden Energien. Im Bereich hoher Dichten verschwinden die Kerne aufgrund der
abnehmenden Bindungsenergie. Dieser Effekt kann jedoch aufgrund des Pauli-Prinzips
nicht zwischen gleichartigen Nukleonen eintreten. Mit zunehmendem Druck werden die
Atomkerne daher instabil und l6sen sich auf.

1.3 Kilassifizierung von Schwingungsmoden
Die Unterscheidung und Klassifizierung von Schwingungsmoden von Sternen sind fiir die

vorliegende Arbeit von grundlegender Bedeutung. Insofern ist es sinnvoll, im folgenden
Abschnitt einen Uberblick iiber die géngigsten Schwingungsmoden zu geben, ihre Namen,
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den jeweiligen physikalischen Hintergrund und die zu erwartenden Groflenordnungen der
Frequenzen [50,72-76].

Bei Schwingungsmoden von Fluidsternen unterscheidet man im Wesentlichen zwischen
den radialen Schwingungen [51-56] ohne Winkelabhéngigkeit und den winkelabhéngigen
nichtradialen Schwingungen [57-59]. Nur im Fall nichtrotierender und demnach sphéri-
scher Sterne kénnen neben den nichtradialen auch radiale Schwingungen auftreten. Jede
mogliche auftretende Schwingung eines Sterns wird durch eine entsprechende riicktrei-
bende Kraft bestimmt, die ein ausgelenktes Fluidteilchen zuriick in die Gleichgewichts-
lage bringt. Die zwei wesentlichen riicktreibenden Krifte, die sowohl fiir rotierende als
auch fiir nichtrotierende Sterne auftreten, sind der Druck und die Auftriebskraft. Die
Rotation fiithrt zu einer weiteren riicktreibenden Kraft - die Corioliskraft, die eine neue
Klasse von Schwingungsmoden hervorbringt. Diese sind auch als Inertialmoden (inertial
modes) bekannt bzw. in der Geophysik als Rossbywellen.

1.3.1 Fluidmoden

Ausgehend von nichtrotierenden Sternen gibt es die Fluidmoden nur fiir polare Schwin-
gungen. Die Eigenschaften dieser wichtigsten Moden fiir die Gravitationswellenabstrah-
lung werden wir im Folgenden néher ausfithren. Die Fluidmoden lassen sich in drei
wesentliche Modentypen klassifizieren: die Fundamentalmoden (f-Moden), die Druck-
moden (p-Moden) sowie die Gravitationsmoden (g-Moden).

f-Moden

Die f-Moden sind stabile Moden, die nur bei nichtradialen Schwingungen auftreten. Die
Frequenz ist proportional zur mittleren Dichte des Sterns und ist weitgehend unabhéngig
von der Sternstruktur. Im Sterninnern weisen diese Moden keine Knoten auf und nehmen
zur Sternoberfliche hin zu. Der Frequenzbereich der f-Moden liegt zwischen 1,5 und
3 kHz. Die Dampfungszeit liegt unterhalb einer Sekunde.

p-Moden

Dieser Modentyp tritt sowohl bei radialen als auch nichtradialen Schwingungen auf.
Die riicktreibende Kraft der p-Moden ist der Druck. Die Frequenzen hidngen von der
Ausbreitungsgeschwindigkeit der akustischen Wellen im Stern ab. Die Frequenzen der
p-Moden liegen im Bereich von 4 — 7 kHz. Die Dampfungszeiten der ersten p-Moden
liegen im Bereich von einigen Sekunden. Mit zunehmender Ordnung der Moden nehmen
sowohl die Frequenzen als auch die Dampfungszeiten zu.

g-Moden

Die riicktreibende Kraft der g-Moden ist die Auftriebskraft. Entlang von Aquipotenzi-
alflichen gleicht die Auftriebskraft Inhomogenitidten aus. Die g-Moden sind dann stabil,
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wenn die Storung im Vergleich zur Konvektion stabil ist. Der Frequenzbereich liegt un-
terhalb von hundert Hz und die Dampfungszeit liegt im Bereich von Tagen bis Jahren.

r-Moden

Die Rotationsmoden eines nichtrotierenden Sterns sind rein axiale Moden mit verschwin-
dender Frequenz, entsprechen also einer Triviallosung. Fiir rotierende Sterne werden
die toroidalen Moden nichttrivial mit Frequenzen in der Ordnung der Rotationsfre-
quenz [77,78]. Diese nennt man auch r-Moden oder quasi-toroidale Moden. Alle r-Moden
mit [ < 2 sind instabil hinsichtlich der Abstrahlung von Gravitationswellen [30] aufgrund
der Chandrasekhar-Friedman-Schutz(CFS)-Instabilitdt [31-33].

1.3.2 Raumzeitmoden

Die Raumzeitmoden oder auch w-Moden werden in drei verschiedene Klassen unterteilt
mit den englischen Bezeichnungen curvature (w'), trapped (w!?) und interface (w!fl)
[79-81]. Die Spektren jeder einzelnen dieser drei w-Moden sind sowohl fiir polare als
auch fiir axiale Sternschwingungen dhnlich. Charakteristisch fiir alle Raumzeitmoden ist
das Fehlen von Fluidbewegungen.

curvature-Moden

Die w!-Moden sind zuriickzufithren auf die Raumzeitkriimmung und treten bei allen
relativistischen Sternen auf. Hohe Dampfungszeiten (einige Zehntel Millisekunden), die
mit abnehmender Kompaktheit bzw. Dichte des Sterns zunehmen, sind charakteristisch
fiir die w’-Moden. Die Frequenzen der ersten w-Mode liegen fiir typische Neutronensterne
im Bereich von 5-12 kHz und nehmen mit der Ordnung der Moden zu.

trapped-Moden

Die w!/-Moden sind nur bei sehr kompakten Sternen (R < 3M) anzutreffen, also wenn
die Sternoberfliche innerhalb einer Potenzialbarriere des Gravitationsfeldes liegt. Mit
zunehmender Sterndichte erhoht sich auch die Anzahl der w!/-Moden, welche nur in
begrenzter Anzahl auftreten. Die charakteristischen Frequenzen liegen im Bereich eini-
ger hundert Hz bis zu einigen kHz. Aufgrund des Gravitationspotenzials, das die Gra-
vitationswellen {iberwinden miissen, erfolgt die Dampfung sehr langsam, weshalb die
Dampfungszeiten einige Zehntel Sekunden betragen.

interface-Moden

Die w!!f-Moden sind auf eine geringe Anzahl an Moden begrenzt. Sie weisen eine starke
Dampfung auf, die im Bereich einiger Zehntel Millisekunden liegt. Die Frequenzen liegen
zwischen 2 und 15 kHz.
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1 Grundlagen

1.4 Gravitationswellen

1.4.1 MessgroBen und ihre Bedeutung

In der Allgemeinen Relativitatstheorie werden vor allem die Schwarzen Locher als Objek-
te mit dem stéarksten Gravitationsfeld vorhergesagt, obwohl relativistische Sterne, wie
Neutronensterne, in dieser Hinsicht vergleichbar sind mit Schwarzen Léchern [82, 83].
Entsprechend den Schwarzen Lochern reagieren auch Neutronensterne auf Stérungen
und emittieren Gravitationswellen. Die von gestorten relativistischen Sternen emittierte
Gravitationsstrahlung ist jedoch von weitaus héherem physikalischen Informationsge-
halt als die der Schwarzen Locher. So sollten emittierte Gravitationswellen der Sterne
Auskunft iiber innere Sternstrukturen geben, falls sich die Erwartungen erfiillen, dass
sie iiberhaupt gemessen werden konnen. Konkret sollte anhand solcher Messungen bei-
spielsweise dariiber entschieden werden konnen, welche Zustandsgleichungen das Innere
der Neutronensterne gut beschreiben und welche weniger gut geeignet sind [61,84]. Eine
technisch noch ungeloste Aufgabe ist jedoch die Messung von Gravitationswellen relati-
vistischer Sterne. Moderne Messungen werden durch Laserinterferometer realisiert (z. B.
bei den Projekten GEO600, TAMA300, VIRGO, LIGO), welche eine groie Messempfind-
lichkeit aufweisen [85]. Bisher hat jedoch noch keines der Projekte einen nachweislichen
Messerfolg zu verbuchen.

Unter den Annahme schwacher Gravitationswellen kann die Stérke dieser Gravitations-
wellen — also die Verlustrate der Energie durch Gravitationswellen — bei einem Abstand

d durch

3

IS .

o~
~

dE FE
t T
wiedergegeben werden. Bei konstanter Abstrahlung bezeichnet £ die gesamte abgestrahl-
te Energie pro Zeit 7. Bei einer Schwingungsfrequenz v des Sterns folgt mit h ~ 2nvh

aus Gleichung (1.37) eine Gravitationswellenamplitude

EN? /1ms\? /1kH k
ha1,2% 1072 <—) ( ms) ( Z) (50 pc), (1.38)
E T v d

wobei der Energieverlust E der Gravitationswelle durch relativistische Rechnungen mit
8,2 x 1078 Myc? abgeschiitzt wird [82].

Als mogliche Quellen von Gravitationsstrahlung unterscheidet man zwischen Ausbrii-
chen, periodischen Quellen und stochastischen Quellen [86]. Zu den Ausbriichen, auch
als Bursts bezeichnet, zdhlen als stérkste Quellen die kollabierenden bzw. fluktuierenden
Kerne von Supernovae, die Entstehung massiver Schwarzer Locher, deren Kollision unter-
einander bzw. mit anderen kompakten stellaren Objekten wie Neutronensternen. Auch
Ereignisse wie die Zerstorung kompakter Bindrsysteme sind als Ausbruchsquelle von
Gravitationswellen denkbar. Zu den periodischen Quellen zdhlen bindre Sternsysteme
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1.4 Gravitationswellen

sowie die Schwingungen deformierter Sterne, Neutronensterne und Weisser Zwerge [87].
Insofern ist eine theoretische Vorhersage von Schwingungsmoden fiir die Gravitations-
wellenastronomie von grofler Bedeutung. Zuletzt seien noch die stochastischen Quellen
von Gravitationswellen genannt. Hierbei kommen beispielsweise Inhomogenitéiten und
Strukturen aus einem frithen Stadium des Universums in Frage.

27



1 Grundlagen

28



2 Storungsrechnung ohne
Cowling-Nadherung

2.1 Herleitung der Entwicklungsgleichungen

2.1.1 Die Storungsgleichungen

Das Gleichungssystem der Entwicklungsgleichungen kann in der schematischen Form

Alm + €Alm + gplil,m =0
Py +ePy + 5Al:|:1,m =0 (21)

wiedergegeben werden, wobei A die axialen Terme, P die polaren Terme bezeichnen und
¢ die Ordnung angibt. Insgesamt erhélt man 14 Gleichungen, vier axiale und zehn polare,
sowie vier constraint-Gleichungen, die bei jedem Schritt der Zeitentwicklung erfiillt sein
miissen. Dariiberhinaus sind die Storgroflen der rdumlichen sowie die der Fluidanteile
miteinander gekoppelt. Diese Kopplungen lassen sich schematisch schreiben als

F0+So+EF1+ESl =0
SQ+F0+631+€F1 = 0. (2.2)

Hierbei bezeichnet S die rdumlichen Storfunktionen, wahrend F' die Storgrofien der
Fluidkomponenten wiedergibt. Die Indizes 0 bzw. 1 beziehen sich jeweils auf die Kom-
ponenten ohne Rotation bzw. mit Rotation in erster Ordnung.

Die nun folgende Herleitung, welche sich an an [29] orientiert, wurde mit MAPLE
durchgefiihrt. Wenn nichts weiter angegeben wird, gilt dabei die Konvention G = ¢ = 1.
Ausgangspunkt bei der Herleitung der Stérungsgleichungen bildet - wie bereits in Kapitel
1 erwéhnt - der ADM-Formalismus der Einsteinschen Feldgleichungen. Hierbei wird die
Hintergrundmetrik g, in Gleichung (1.19) des langsam rotierenden Neutronensterns mit
Hilfe der ungestorten Lapse-Funktion

A =+/BiB; — goo = ¢’ + O(w?), (2.3)

des ungestorten kovarianten Shift-Vektors

B; = (0,0, —wr?sin® ©) (2.4)
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2 Stoérungsrechnung ohne Cowling-Naherung

und der Dreiermetrik
e 0 0
Yij = 0 T2 0 (25)
0 0 r%sin’@©
ausgedriickt.
Aus der dufleren Kriimmung der rdumlichen Hyperfliche

:ﬂ(

welche durch die Dreiermetrik (2.5) beschrieben wird, resultieren
1 o=V, 2 1.2
K3 = K3 = —gwe ' sin S} (2.7)

als einzige von Null verschiedene Komponenten.
Die Stérungen der Lapse-Funktion A, des Shift-Vektors B;, der Dreiermetrik ;;, der

duBeren Kriimmung K;;, der Vierergeschwindigkeit U;, der Energiedichte e und des

Drucks p werden entsprechend durch «, 3;, hij, kij, u;, e und dp bezeichnet.

Durch Linearisierung der nichtlinearen ADM-Gleichungen

(O = Lg) vij = —20K;; :
(0 — Lp) Kij = —a; + o [Rij + Ky Ky — 2K K — 4w (2T — T viy)], - (2.9)
mit der Lie-Ableitung Lg beziiglich (%, erhilt man die zwolf Entwicklungsgleichungen

fiir h;; und k;;, welche unter Beriicksichtigung der langsamen Rotation, also Betrachtung
aller Terme erster Ordnung in €2 bzw. w, reduziert werden auf

Orhij = 0:8; + 0;8; — 2 (Akij + Kijoo + L B + BioTy,) (2.10)
Oikij = o [Ryj + 4m(p — €)v5] — 0;0;00 + Tf;0000 + OTS,00 A +
A{ORy; + Kijk — 2 (K[ kje + K ki) 4+ 47 [(p — €)hij + 755 (6p — de)  (2.11)
—2(p + €) (uibu; + u;ou)]} + B*Opkij + (0uKij — KOy — Ki0iy) B°
+kik8jBk + kjkain + Kikajﬁk + Kfazﬂka

mit
k=~"k; (2.12)
STl == %ykm (0ihumj + 0jhmi — Onhij — 2T hy,) (2.13)
SRij = 0,0, — 9;0T%, + TL0T ), + Ty Th, — T4 0T — 0T, (2.14)
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2.1 Herleitung der Entwicklungsgleichungen

Weitere vier Entwicklungsgleichungen fiir die Fluidstérungen resultieren aus der Diver-
genzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors (1.16). Um physikalisch giiltige Anfangsbedin-
gungen aufzustellen sowie die Genauigkeit der numerischen Entwicklung zu gewéhrleis-
ten, benotigt man noch die vier constraint-Gleichungen (Zwangsbedinungen)

YI6R;; — W7 Ry; — 2K k;; = 167 [5e + 2¢ " (p + €)(Q — w)dug] (2.15)
—87 [(p + €)du; + u; (5p + d¢)] = % (Dikji, — Ojka — Tk + ngku — 0T K + 5p§,kKil)
—h (aink — 0K — FékKjl + Fé‘kKil) . (2.16)

Aufgrund der sphérischen Symmetrie der ungestorten Metrik (1.19), kénnen alle Stor-
groflen nach Kugelfunktionen Y, = Y,,,(0, ®) entwickelt werden, um die Winkelab-
héngigkeit abzuseparieren. Je nach Wahl der Eichung erhélt man im Falle der Regge-
Wheeler-Eichung einen Satz von zehn Tensorharmonischen, die sich in der BCL-Eichung
auf einen axialen und einen polaren Anteil reduzieren.

Man erhélt somit ein Gleichungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten. Durch die-
sen Separationsansatz werden auch die Feldgleichungen zu partiellen Differenzialglei-
chungen reduziert, die nur noch von ¢ und r abhéngen.

Eine geeignete Wahl der Eichung, wie sie bereits in Kapitel 1.1.3 beschrieben wird,
legt nun die Lapse-Funktion und den Shift-Vektor so fest, dass einige rdumliche Kom-
ponenten von h;; verschwinden. Die gewéhlte BCL-Eichung setzt nun das Verschwinden
der Storung der Lapse-Funktion

a=0 (2.17)

voraus. In der urspriinglichen Formulierung wihlten Battiston et al. [21] nicht den ADM-
Formalismus, um die Eichung festzulegen, sondern verwendeten den Ansatz hy = hgg =
hes = hae = 0. Diese Forderungen fiihren auf die Relation

hy = 2Aa + 2B'3; = 2¢"a — 2whyg. (2.18)

Im rotierenden Fall, wenn hy # 0, verschwindet die Lapse-Funktion somit ebenfalls.
Im nichtrotierenden Fall, wenn 3; = 0, verschwinden sowohl die Lapse-Funktion als
auch hy. Fiir die Forderung h; = 0 im rotierenden Fall, wiirde die Lapse-Funktion
nicht verschwinden und somit zu Termen in den Stoérgleichungen fiihren, die Ableitungen
zweiter Ordnung in r enthielten.

Mit den in Kapitel 1.1.3 beschriebenen Anforderungen erhilt man somit aus der Ent-
wicklung der Metrik fiir den Shift-Vektor eine eindeutige algebraische Bedingung fiir den
polaren Anteil

ﬁg)olar _ Z (eQMSém’ ‘/11m867 Wmaq)) Yim (219)
Im

sowie fiir den axialen Anteil

axia m 8 m 3
3 l:Z<0,—V; qu)@,vg sm@a@) \ (2.20)

Im
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2 Stoérungsrechnung ohne Cowling-Naherung

Die polaren und axialen Anteile der Stérmetrik lauten

WS Vimde  Vimdy

PP =N " Vimde 0 0 Yim, (2.21)
Im V:fm&p 0 0
. 0 _Vzllmsgl—@e VIimsin ©0g
hgriel =3 —Vim e 0 0 Vi (2.22)
Lm \ V)™ sin ©0g 0 0

Fiir die dulere Kriimmung erhélt man folgende polare bzw. axiale Anteile

1 KMy, eKIm0gY,, eKim0sYn,
kffl‘" = 56711 Z eZ“K%’”@@Y}m 1** Kim Xy, (2.23)
Im e M K" 0s Y, K" X, *
mit
x =sin* O [(rKy™ — AKY™) Vi — K" Wiy |
ok = (rK{" — AKI™) Vi + KWy,

1 0 —eKim a;fgl e K™ sin ©9e Yim
k= ger )| et Ry K XE Kinamew,, | .(224)
Lm —K{mZme KImsinOW,,  Kimsin©X,,
wobei A :={(l+ 1) und
le =2 (8@ — cot @) 8¢Ylm, (225)
82
Wi (a@@ — cot O — —22 ) = [2080 + (1 +1)] Vi, (2.26)
sm

ist. Die etwas komplizierten Entwicklungen fiir den Koeffizienten K kénnen umformu-
liert werden zu

Wim — AYim = 2056 Yim (2.27)
—sin® © (W, + AY,,) = 2 (cos O sin Ode + 93 Yim. (2.28)

Die Formulierung der Entwicklungen in X, und W, dient der Anwendung der Ortho-
gonalitdtsrelationen, welche im Anhang A.1 aufgefiihrt sind.

Fiir die Fluidstérungen erhélt man folgende Anteile

Sul" = —e Z u", uy" e, us"06) Yim, (2.29)

a:mal e Z <0 .

, uy™ sin @a@> Yim. (2.30)
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2.1 Herleitung der Entwicklungsgleichungen

Die Energiedichtestérung de, die Storung des Druckes dp und der Verschiebungsvektor
¢" werden durch die Relationen

se=> " p"Yim, (2.31)
l,m
p=(p+e> H" Y, (2.32)
I,;m
&= P 125“"5/ (2.33)
T - im .
wiedergegeben. Aus Gleichung (1.11) erhdlt man folgende Relation fiir die Koeffizienten
im (p + 6>2 im im

=—(H™— 2.34
L (rn —gm) 234

sowie aus Gleichung (1.14)
(0, +Q0p) & = e (" 6u, — Br — Qhya) - (2.35)

Aus den genannten Herleitungen resultieren folgende Entwicklungsgleichungen fiir A
mit der Summation iiber [ und m,

5

(05 + 1mw) I, = [2 (Sim) 4 28 — K™ Y, (2.36)

F2we ™ [(Vim) = WV 00 Yim

+2we ™ [(Y/im)l — u'\/im_ sin ©0g Yy,

r 2

sin ©
m\’ 2 m m 8<I>}/lm m -
[ty - 2up - o] 2o e,
2
O (V3™0e + V™ sin©9g) Vi, = {(me)’ - ;me + e (S — Kém)} 05 Yim (2.38)

2
n |:(V'2lm), _ ;V'le _ QQNKém} sin ©0g Y,

A A
0= (253% - ?me — K™ ;Kgm) Yim (2.39)
+2we 2+ (ng&pYZm + V}m™sin @GeYlm)
X
— m Klm Im Klm Im 2.4
0= (Vi = L") Wi + (V3" — K{") =2 (2.40)
0= (V™= KI'") Xp — (V™ — K§™) sin OWy,. (2.41)
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2 Stoérungsrechnung ohne Cowling-Naherung

Aus den Gleichungen (2.40) und (2.41) erhélt man folgende Bedingungen fiir den Shift-
Vektor

vim = Klm (2.42)

vim = K. (2.43)
Aus Gleichung (2.39) resultiert nach Multiplikation mit Y;* und anschliefender Integra-
tion

1
Sim — §Kflm — we ™ (zm\/gm + Efll/im) . (2.44)

Hierbei stellt £3' einen Kopplungsoperator dar, der die Gleichungen der Ordnung [
mit den Gleichungen der Ordnung [ + 1 und [ — 1 koppelt. Dieser sowie zwei weitere
Kopplungsoperatoren £3' und £3ﬂ, welche spéter noch auftreten werden, lauten

LEAm =3 A / Y5, sin ©9g Yy dQ) (2.45)
U'm/ Sa
— (l . 1)leAl—1m . (l + 2)Q1+1mAl+1m
LEA™ =3 A" [ DYy sin ©Y,,dQ (2.46)
U'm/ Sa

= _(l + 1)leAl_1m + lQl+1mAl+1m

LytAm =" A [z'(ﬁ +1) /S 2 Y €08 ©YjrdQ + /S 2 Y, sin ©0e Yy dQ|(2.47)
U'm/

= (1 =D+ DQun A" +1(1 + 2)Qry1mAT™,

mit

(I =m)(l+m)
Qim = \/(21 D@+ (248)

Der Operator £5' kann durch die beiden Operatoren £3' und £3* mit Hilfe von

1
L3t = -3 [LF'(A—2) + £5'A] (2.49)

ersetzt werden. Unter Verwendung der angegebenen Relationen in Anhang A.1 kénnen
die Kugelflichenfunktionen eliminiert werden und man erhélt das folgende System der
Entwicklungsgleichungen fiir die Metrikstérungen

(0 +1mw) S3 = Ky — Ky + p/ Ky — 2w'e™ (sz?, + Elﬂw) (2.50)
1 2
(8t + me) ‘/EJ, = Ké — GQMKQ + §€2MK4 — ;Kg, (251)
2
O+ mmw) Vy = K — e K3 — Z K. 2.52
6 T
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2.1 Herleitung der Entwicklungsgleichungen

Aus Ubersichtgriinden wurden hierbei die Indizes { und m in der Notation vernachléssigt.
Diese Vereinfachung der Notation wird im weiteren Verlauf beibehalten.

Auf gleiche Weise werden die sechs Entwicklungsgleichungen fiir die duflere Kriimmung
hergeleitet

! ! 2#_
@ijw)Kl:ezuzuKy/ng)S 2AV+2MAV3+2<__;L__6 1
r r
A
i 2> 53} +8me™ (p+€)C* [(C2 —1) H + ¢] (2.53)

/ r2 r 2
—2e” W {zm <K5 - ;K5) + L <K6 - ;KG):|

o1 2
(O + 1mw) Ky = e~ {(1/ + —) Sy — —21/},}
r r

'lm'rQ ’ ’ / A—-1
+W6—2M |:u} <K4 - Kl + % K4 —4 7"2 K5) (254)
- 2 2 we +17A
167w (p + €) (e Ky + 2™ uy)] — LA —2)Kg)
A-2 ’
(O + 1mw) K3 = 62”72”74—21/4 + 672“% [2@771[(6 + (A - 2)£2i1K5] (2.55)
T2 ! ! !
—ﬁe’2”£2ﬂ [w (Ky — Ky + p Kq) — 1670(p + €) (e Ky + 2€2uu1)]

(0 + 1mw) Ky = e 2+ [Sé +2 <y — '+ ) Sy — %‘/3:|
+8mre® (p+€)C; 2 [(C2 — 1) H + ¢] (2.56)

Hr(LE — £ [w Ks + 16me*o(p + e)u3]

/ / ! 1
(0 + 1mw) Ky = e 2+ |:‘/E)) + (v —p)Vs— 562“53]

2 1
—l—% {zm {w (§K4 — KQ) — 16me*w(p + €>U2:| (2.57)

—L5! |:le3 + 16me* @ (p + E)Ug] }
2

(8, 4+ 1mw) K¢ = e* [V, + (v — 1 )Vi] — % {zm |:W/K3 + 16me* w(p + e)u:;}

1
+L31 {w <§K4 — Kg) — 16me*w(p + E)U2:| } . (2.58)

Die Gleichungen weisen eine Symmetrie zwischen den polaren und den axialen Anteilen
auf, was sich in der gleichen Struktur der Gleichungen (2.51), (2.52) sowie (2.54), (2.55)
und (2.57), (2.58) widerspiegelt, mit Ausnahme zusétzlicher Terme, welche in den pola-
ren Gleichungen auftreten aufgrund der Uberzahl polarer gegeniiber axialer Variablen.
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2 Stoérungsrechnung ohne Cowling-Naherung

Das verbleibende System der Entwicklungsgleichungen fiir die Fluidgréfien

/ / ;2 A 1 1 A
(O +mmQ)H = C? |2 luy (20 —p += | up — e —uy| + =K, +-K, — = K5
T 72 2 r 72

e {zm [V}, + (% — ;/) Vs + e (H — %Sg)]
+LE {V; + (% -~ u') 1/4} H (2.59)

!

1
—v [62”2%1 + §K4 + we 2 (imVis + lllﬂvél)}

/ pl Pl _9 / 2
O+ =H + 2 |2 —1)H+e| - v (KL~ 2K
(0 + 1mQ)uy +F1p {(F ) —|—£} zm{e w( 5= 5>

+ [w/ + 2w (z/ - %)} u2} (2.60)
—L}! {6_2”w (Kg - %Kﬁ) + [u/ + 2w <y/ — %)} ug}

(Op +2mQ)us = H + % (vm [2us — e (A — 2) K5 +2L5 us

Zm’f‘2

—e LA = 2)Kq)) — x A (2.61)
2
(O + 1mQ)ug = 2% [ (ug + e 2 Kg) — L3 (up + e 2 K5)] + %EzﬂA (2.62)
(T 1
(O +mQ)E =v (% — 1) [62”_2’%1 + §K4 +we  (1mVs + LT'V) (2.63)

resultiert aus der in Gleichung (1.15) formulierten Bedingung bzw. aus Gleichung (2.35)
sowie aus der Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors (1.16). Hierbei ist

2 A
A=wC? {6_2” [u'l + (21/ —u'+ ;) uy — 62M§u2:| + (2.64)

1 1 A 2 1
e K+ K, — =K; +lolvV =24+ e ®u +-eK,).
2 r r? r 2
Die Schallgeschwindigkeit C wird in Gleichung (1.13) definiert.
2.1.2 Die constraint-Gleichungen

Zur vollstédndigen Losbarkeit benotigt man noch die linearisierte Form der constraint-
Gleichungen, um physikalisch giiltige Anfangsbedingungen zu erstellen sowie die Genau-
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2.2 Numerische Implementierung

igkeit der numerischen Entwicklung zu kontrollieren. Die Hamilton-constraint-Gleichung

1 1
8rre*tp =Sy — AV§ + (1 —2ru’ + 562“A) +A <,LL/ - ;) V3 (2.65)

1 1
+r2e?t {zm [éw'eQ”Kg + 167w(p + E)U2:| + L7 [iw’eQ”Kg + 167w (p + E)U3:| }

resultiert aus dem zeitlichen Anteil der Einsteinschen Feldgleichungen. Die Hamilton-
constraint-Gleichung bezieht sich auf die Energiedichte und wird aufgrund der skalaren
Eigenschaft hinsichtlich der 3d-Hyperfliche auch als skalare constraint-Gleichung be-
zeichnet.

Fiir die drei weiteren Energie-Impuls constraint-Gleichungen erhélt man

A A A
8rre? (p+e)uy = K — — KL — K, + 62“2 Ky — V'K, +3 S(L+ 7 ) K5 + er 'S
r
— [87r(p + €)w + 2 *W'] (tmV5 + Ef Vi) (2.66)
2
167re® (p+ €)uy = —r Ky + 1Ky + (r/ —rp’ — 2)Ko + Ky — K5
T
tem A 22mV3 — (A —2)L3'V] (2.67)
1
Jumr [5 20 S4 — 1670(p + €) { S5 + C; 2 [(C? +1) H — €] }}
, , , A—-2 o TW' I
16mre® (p + €)us = —r K4 + (rv// —rp’ — 2) K3 + TKG +e N [2emVy+ (A —2) L5 V5]
3 1
—%ﬁgl [562%)'5:; — 167w (p+€) {Ss+ C;? [(CZ+1) H —¢] }} , (2.68)

welche aus den raumzeitlichen Anteilen der Einsteinschen Feldgleichungen resultieren.

In der Schreibweise der dufleren Kriimmung der rdumlichen Hyperflichen weisen die
constraint-Gleichungen keine zeitlichen Ableitungen auf. Das bedeutet, dass diese Re-
lationen zu jeder beliebigen Zeit erfiillt sein miissen und somit die Anfangsfunktionen
nicht beliebig gewahlt werden kénnen.

2.2 Numerische Implementierung

Die Implementierung einer numerischen Diskretisierung fiir das vorliegende Gleichungs-
system in Kapitel 2.1.1 ist nicht trivial. Schwierigkeiten bereitet die korrekte Behandlung
der drei Randbedingungen — der Ursprung r = 0, die Sternoberfliche r = R und der
dufere Rand des numerischen Gitters.
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2 Stoérungsrechnung ohne Cowling-Naherung

2.2.1 Numerisches Verfahren

In der Literatur findet man zahlreiche Verfahren und Algorithmen zur Losung partieller
Differenzialgleichungen. Hierbei ist das Lax- Wendroff-Verfahren insbesondere fiir Er-
haltungssétze besonders geeignet [88]. Der Lax-Wendroff-Algorithmus ist ein Verfahren
zweiter Ordnung in Raum und Zeit. Es gliedert sich dabei in zwei Teilschritte. Zunéchst
werden Hilfswerte
n+3 1 n n vAt n n

ujig za(uji1+uj)$m(uﬂ—uj) (2.69)
zum Zeitpunkt ¢, 1 an den Zwischengitterpunkten x 1 berechnet. Im zweiten Teilschritt
werden durch zentrierte Integration die Gitterpunkte

n+l _ n UAt n+i n+i
up = = (ujJr%Q —u];g) (2.70)

ermittelt. In Abbildung 2.1 ist das Gitter und der Informationsfluss des Lax-Wendroff-
Verfahrens dargestellt.

/:\
O (b O t+1
x-12 | x+l/2
R Z a t+1/2
o o ‘® t
x-1 X X+1

Abb. 2.1: Schematische Darstellung des Lax-Wendroff-Verfahrens.

2.2.2 Stabilitatskriterien
Das Sterninnere

Der Ursprung des Koordinatensystems, also die Mitte des Sterns, muss bei der Inte-
gration der Gleichungen als mathematischer Rand betrachtet werden, obwohl sich dort
kein physikalischer Rand befindet. Dies ist eine Eigenart der verwendeten sphérischen
Koordinaten. Die Bedingung, die dabei an das Sterninnere gestellt wird ist, dass alle
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2.2 Numerische Implementierung

Variablen am Ursprung r = 0 reguldr sein miissen. Diese Forderung stellt insofern ein
Problem dar, als haufig Terme o % bzw. %2 auftreten, die im Ursprung divergent
sind. Um dennoch eine Regularitdt der Terme am Ursprung zu gewéhrleisten, miissen
sich die divergenten Terme herausheben. Zur genaueren Untersuchung des Verhaltens
der Groflen am Ursprung, ist es sinnvoll eine Taylorentwicklung der Gleichungen in der
Néhe des Ursprungs durchzufithren und nur die dominanten Terme zu beriicksichtigen.

Die Sternoberflache

Die Sternoberfliche » = R eines schwingenden Sterns wird genauso wie im ungestor-
ten Fall durch das Verschwinden des Gesamtdruckes charakterisiert. Da die Storungen
die Sternoberfliche um einen geringen Betrag von &' aus dem Gleichgewicht auslenken
werden, lautet nun die Bedingung des verschwindenden Druckes an der Sternoberfliche

P(t,2y +&') =0, (2.71)

mit der ungestorten Oberfliiche z%;. Aus der Taylorentwicklung erster Ordnung dieser
Formulierung erhélt man nun

S A 9 A
0=P(t,aly+&) =P (t,a}) + §’axiP (z%) (2.72)

32p (7). 273

Dem letzten Schritt liegt die Annahme zugrunde, dass der Gesamtdruck P als Summe des
ungestorten Drucks und dessen Eulersche Stérung dp geschrieben werden kann. Terme
zweiter Ordnung der Stérungen werden vernachliissigt, wie dies im Produkt von £ und
op der Fall ist. Da der ungestorte Druck nur von der radialen Variable abhéngt und an
der Sternoberfldche verschwindet resultiert hieraus die Bedingung

ap (t,27p) = —€'V (R). (2.74)

=p (:L”R) + op (t, :U’R) + £

Die auBere Raumzeit

Die duflere Raumzeit bildet die einfachste der drei Randbedingungen. Hierbei nehmen
wir auslaufende Wellen an, aufgrund der asymptotischen Losung W(¢, ), welche eine aus-
laufende Welle mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = e”~# darstellt. Die Amplitude
skaliert mit einer Potenz von r, so dass

U(t,r)=r*®(ct —r). (2.75)
Differenziation der Wellenfunktion nach ¢ bzw. r ergibt
0
E\I[(t’ r) = cr*®(ct —r) (2.76)
0

St r) = —r (et = 7) + ar* T (L r) = —r ¥ (et — ) + Yot,r).  (2.77)
T T

39



2 Stoérungsrechnung ohne Cowling-Naherung

Dies fiihrt auf folgende Beziehung

G, 10
5\1/(15 r) = —Ea—\ll(t )+ \I/( ct —r). (2.78)

Hieraus kann am Gitterrandpunkt N die Funktion W(¢,r) zum néchsten Zeitschritt n+1
berechnet werden. Diskretisierung der Gleichung (2.78) an den Zwischengitterpunkten
(N — %, n+ %), unter der Annahme der Nédherungen

n+1 1
\I[NJ:Q% 1 (W + Wy + R+ UR) (2.79)
N ANRE r o, . .
(W) = aay (W = Wy + U7 — 0T (2.80)
N—
ot ) . 2At (\P Yy + Wy q’N) ) (2.81)

wobei der Zeitschritt mit At und der rdumliche Gitterabstand mit Az bezeichnet werden.
Die resultierende Gleichung fiir den noch unbekannten Wert W'it! lautet somit

1 1—A
n+1 n n n+1 n+1 n
Yt 138 <(1—B)\I/N1—B(\I!N+\If )+ T (\IJN+1—\1rN)>,(2.82)

mit
Ax
== 2.83
cAt (2.83)
- a (2.84)
(1-2N)(1+ A) '
In nullter Ordnung (@ = 0) reduziert sich die Gleichung zu
1-A
Ut =UR_ + —— (U, — o). (2.85)

1+A

Die zugrundeliegende Ndherung (2.78) mit der Finite-Differenzen-Methode wird jedoch
zu einer teilweisen Reflexion der auslaufenden Welle auf dem Gitter fithren, was die
numerische Losung beeinflusst. Daher ist es wichtig, geeignete Anfangsdaten zu wéhlen,
um Reflexionen auszuschlielen. Die sicherste Methode ist jedoch, den betreffenden Rand
so weit hinaus zu legen, dass Reflexionen zu lange unterwegs sind, um an den Messpunkt
zuriick zu gelangen, an dem die Signale gemessen werden. Diese Randbedingung ist in
der Literatur auch als Sommerfeld-Randbedingung bekannt [89].
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2.2 Numerische Implementierung

2.2.3 Durchfithrung der Simulationen

Zunichst werden die TOV-Gleichungen (1.27)-(1.30) gelost, damit ein Hintergrundmo-
dell vorliegt. Dazu muss ein System gewohnlicher rdumlicher Differenzialgleichungen
numerisch gelost werden - dies geschieht mit Hilfe des allgemein bekannten Runge-
Kutta-Verfahrens. Anschlielend werden geeignete Anfangsbedingungen erstellt, die den
constraint-Gleichungen (2.65)-(2.68) geniigen miissen. Auch hier muss zunéchst eine der
Metrik- oder FluidgréBlen meist als Gaufische Storung vorgegeben werden und anschlie-
Bend die constraint-Gleichungen unter moglichst einfachen Annahmen gelost werden -
das bedeutet, dass moglichst viele Metrik- und Fluidgrofien zu Null gesetz werden. Hin-
ter diesem Verfahren steckt die inzwischen durch Erfahrung verifizierte Annahme, dass
die genaue Form der Vorgabe einer Storfunktion fiir das Spektrum unerheblich ist. Wenn
die constraint-Gleichungen erfiillt sind, kann die zeitliche Integration mit Hilfe des Lax-
Wendroff-Verfahrens beginnen.

Die Stabilitdat des Codes ist von besonderer Bedeutung. In fast allen Fillen stellt sich
nach endlicher Zeit eine numerische Instabilitdt ein. Die Ursache solcher Instabilitédten
ist nicht eindeutig festzustellen. Moglicherweise sind die Gleichungen anfillig gegeniiber
numerische Fehler, sie sich mit der Zeit aufsummieren. Mathematische Sétze iiber die
Losung des Cauchy-Problems zu den Einsteinschen Gleichungen sind zwar vorhanden
(siehe z.B. [90]), sind jedoch kaum auf das vorliegende Problem anzuwenden.

Fakt jedoch ist, dass bei geringer oder keiner Rotation der Code sehr viel langer
stabil lauft. Eine typische Zeitreihe, die fiir eine Modenanalyse schon sinnvoll verwendet
werden kann ist ca. 3-5 ms lang. Tritt eine Instabilitdt auf, muss immer entschieden
werden, zu welchem Zeitpunkt die Zeitreihe abgebrochen werden muss. Die Auflésung
des Frequenzspektrums Af ergibt sich grundlegend aus der Lénge T),,, der Zeitreihe
iiber den Zusammenhang

1
Tmax .

Eine Auswertung der Daten erfordert eine numerische Fourieranalyse, welche mit Stan-
dardverfahren durchgefiihrt werden kann [88]. Die Auflosung des Frequenzspektrums bei
Zeitsignalen typischer Linge betréagt demnach ca. 200 Hz. Wichtig ist hierbei zu beach-
ten, dass dieser Fehler absolut zu sehen ist, d.h. dass fiir Moden mit héheren Frequenzen
der relative Fehler immer geringer wird. Manche Moden mit sehr geringen Frequenzen
wie wi! und wi! sind unter diesen Voraussetzungen nicht zu identifizieren. Dasselbe gilt
auch fiir die g-Moden, die nicht zu finden sind.

Eine Besonderheit des hier verwendeten numerischen Codes ist die relative Stabilitét
beziiglich der Rotation. Wéahrend andere Codes oft sehr geringe Rotation schon insta-
bil werden ldsst, liefert dieser Code Ergebnisse bis zu einem sog. Rotationsparameter
Q2/Q von 0.8. Hierbei ist © die Winkelgeschwindigkeit des Sterns und Qg die bekannte
Kepler-Frequenz. Zu beachten ist jedoch, dass fiir schnelle Sternrotation auch eine an-
dere Hintergrundmetrik verwendet werden miisste, insofern darf man den Ergebnissen
mit schneller Rotation weniger vertrauen.

Af =

(2.86)
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2 Stoérungsrechnung ohne Cowling-Naherung

Eine weitere Besonderheit ist die relativ gute Vertraglichkeit des Codes mit realisti-
schen Zustandsgleichungen, die je nach Bedarf implementiert werden koénnen.
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3 Schwingungsfrequenzen ohne
Cowling-Nadherung

In diesem Kapitel werden Ergebnisse vorgestellt, die mit unserem auf der Zeitentwicklung
basierenden Code erzielt wurden. Fiir die Berechnungen betrachten wir das relativisti-
sche System ohne Cowling-Naherung. Wir beschréanken uns in diesem Kapitel auf sechs
typische Sternmodelle im Rahmen der polytropen Zustandsgleichung, die unsere Hin-
tergrundmodelle M1 - M6 bilden, welche in Kapitel 3.1 aufgelistet sind. Aus den durch
die vorgegebene Grofie der Zentraldichte resultierenden Sternparameter Masse M und
Radius R fithren wir zur Charakterisierung des Sternmodells einen weiteren Parameter,
die Kompaktheit § = M/R ein. Fiir das Sternmodell M4 haben wir in Kapitel 3.2 ein
typisches Frequenzspektrum einer mit unserem Code erzielten Zeitreihe dargestellt.

Fiir die genannten Sternmodelle berechnen wir im statischen Fall die Frequenzen der
Fluidmoden, welche in Kapitel 3.3 dargestellt sind, sowie die der rdumlichen Moden, die
in Kapitel 3.4 aufgelistet sind. Da bisher noch keine Frequenzen berechnet wurden fiir die
auf der Zeitentwicklung basierenden vollrelativistischen Gleichungen, vergleichen wir zur
Validierung unseres Codes die Resultate mit denen der Modenanalyse von Pfeiffer [91]
fiir die f- und p-Moden bzw. mit denen von Leins [92] fiir die w-Moden, jeweils fiir das
typische Sternmodell M4.

In Kapitel 3.5 untersuchen wir den Einfluss der Rotation des Sterns auf die Schwin-
gungsfrequenzen fiir verschiedene Werte der Ordnungszahl m. Im Hinblick auf weiterfiih-
rende Untersuchungen des Einflusses der Rotation in der Cowling-Néherung in Kapitel
4.1 bzw. fiir realistische Zustandsgleichungen im vollrelativistischen Regime in Kapitel
5.3 beschrédnken wir uns hierbei auf das Sternmodell M4 sowie auf die w-Mode.

3.1 Sternmodelle fiir polytrope Zustandsgleichungen

Die Vielzahl an verdnderbaren Parametern, die in den bisher vorgestellten Gleichungen
vorhanden sind, ergeben eine sehr grofle Anzahl an Modellen und Moglichkeiten. Zur
besseren Ubersicht werden zunéchst die in dieser Arbeit behandelten Modelle eingegrenzt
und nédher spezifiziert. Zu diesem Zweck werden mehrere polytrope Sternmodelle (kurz
mit M1 bis M6 bezeichnet) in Tabelle 3.1 aufgelistet. Diese unterscheiden sich durch die
Wahl der zentralen Energiedichte €. Im Ergebnis unterscheiden sich die Modelle in der
Gesamtmasse M, im Radius R und im Verhéltnis M/R. Wie aus der Tabelle ersichtlich
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3 Schwingungsfrequenzen ohne Cowling-Néaherung

wéchst die sog. Kompaktheit der Sternmodelle von M1 bis M6.

Fiir die hier durchgefiihrten Analysen ist die Annahme wichtig, dass die Kompaktheit
ein wesentlich bestimmender Faktor fiir die Moden ist. Vorlaufig werden fiir alle diese
Modelle die polytrope Zustandsgleichung (1.36) verwendet, obwohl diese sicher nicht die
physikalisch korrekte Gleichung ist - sie dient hauptséchlich als Test des numerischen Co-
des und zu Referenzzwecken. Die Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen werden
ausfiihrlich in Kapitel 5 diskutiert.

Polytrope Sternmodelle (I' = 2, k = 100 km?)
Modell || € [g/cm?®] | M [My] | R [km] | M/R

M1 5,0-104 | 0495 | 11,58 | 0,06
M2 1,0-10% | 0,802 | 10,81 | 0,11
M3 2,0-10% | 1,126 | 9,673 | 0,17
M4 3,0-10% | 1,266 | 8,862 | 0,21
M5 5,0-10% | 1,348 | 7,787 | 0,26
M6 7,0-10% | 1,343 | 7,120 | 0,28

Tab. 3.1: Liste der verwendeten polytropen Sternmodelle und deren physikalische Parameter.
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3.2 Spektrum

3.2 Spektrum

In Abbildung 3.1 ist ein typisches Spektrum dargestellt, wie man es fiir eine volle nu-
merische Simulation erhélt, sowie das zugehorige Zeitsignal. In dieser Art Spektrum,
welches hier fiir einen Beobachter auflerhalb des Sterns dargestellt ist, erscheinen eine
Menge signifikanter Schwingungsfrequenzen, die zunéchst systematisch den bekannten
Moden zugeordnet werden miissen. Dies geschieht durch die Zuordnung bekannter Ei-
genschaften der Moden, d.h. die erwartete Lage, ihre Verdnderung mit zunehmender
Rotation, ihre Breite u.s.w. Das kleinere Diagramm in der Abbildung stellt eine typi-
sche Zeitentwicklung dar. Charakteristisch fiir diese Art Zeitreihe ist die zunéchst hohe
Amplitude mit extrem kurzer Abklingzeit, die von einem sehr langlebigen periodischen
Signal iiberlagert wird. Hier ergibt sich die Zuordnung fiir gewohnlich aus der einfachen
Regel, dass kurze Abklingzeiten im Zeitregime zu breiten Peaks, hier die w-Moden, im
Frequenzregime fiithren und sehr langlebige periodische Signale zu den sehr schmalen
Frequenzpeaks, hier die f- und die p-Moden.

Entscheidend fiir ein gut aufgelostes Frequenzspektrum ist die Dauer des Zeitsignals
(siche Gleichung (2.86)), die jedoch von der Stabilitdt des numerischen Codes abhéngt
(siche dazu Kapitel 2.2.3).
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Abb. 3.1: Frequenzspektrum des oben rechts dargestellten Signals eines nichtrotierenden Sterns fiir
das Hintergrundmodell M4 auf allgemein-relativistischem Hintergrund. Die Amplitude ist
Jjeweils in dimensionslosen Einheiten angegeben.
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3 Schwingungsfrequenzen ohne Cowling-Néaherung

3.3 Fluidmoden

In Tabelle 3.2 sind die Frequenzen aller betrachteten Fluidmoden unserer verwendeten
Modelle M1 - M6 in tabellarischer Form dargestellt. Mit zunehmender Zentraldichte und
somit zunehmender Kompaktheit des Sterns ist eine Zunahme der Frequenzen sowohl
der f- als auch der p-Moden erkennbar, wie man es auch physikalisch erwarten wiirde.
Zur Verifizierung des numerischen Codes vergleichen wir unsere Ergebnisse mit denen
von Pfeiffer [91] aus der Modenanalyse. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3 zusammen-
gefasst. Die Abweichungen zu den in [91] veréffentlichten Frequenzen der p-Moden sind
kleiner als 1 %, was sehr gute Ubereinstimmung bedeutet. Eine etwas grofere prozentua-
le Abweichung von 2,9 % ergibt sich bei der f-Mode, was jedoch innerhalb der absoluten
Fehlertoleranz liegt.

Mode Modell 1 | Modell 2 | Modell 3 | Modell 4 | Modell 5 | Modell 6

f [kHz] 1,42 1,90 2,55 2,79 3,44 3,63
pr [kHz] 3,38 4,57 5,75 6,51 7.40 8,14
s [kHz] 5,16 7,05 8,94 9,99 11,11 11,94
ps [kHz] 6,94 9,33 11,92 13,24 14,81 15,66
pa [kHz] 8,72 11,62 14,69 16,50 18,25 19,41
ps [kHz] || 10,50 13,90 17,46 19,52 21,95 23,32
pe [kHz] | 12,10 16,00 20,22 22,78 25,39 26,65
pr [kHz] | 13,71 18,28 22,99 25,79 28,82 29,08
ps [kHz] || 15,49 20,38 25,76 28,81 32,00 33,31
po [kHz] || 17,09 22,66 28,53 31,83 35,43 36,64
po [kHz] | 18,69 24,76 31,29 34,85 38,87 41,64

[
pi [kHz] | 20,29 27,04 34,06 38,11 42,31 44,97
[kHz] | 22,07 29,14 36,83 41,13 45,48 48,30

Tab. 3.2: Frequenzen der Fundamentalmode f- und der p-Moden fiir unterschiedliche polytrope
Sternmodelle nichtrotierender Sterne.
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3.3 Fluidmoden

Polytropes Sternmodell M4 (T = 2, k = 100 km?)
Mode || Frequenz [kHz] | Frequenz [91] [kHz| | Abweichung
f 2,79 2,87 2,9 %
D1 6,51 6,55 0,6 %
D 9,99 9,99 0,0 %
s 13,24 13,27 0.2 %
D4 16,50 16,47 0,2 %
Ds 19,52 19,61 0,5 %
De 22,78 22,73 0,2 %
D7 25,79 25,82 0,1 %
e 98,81 28,90 0,3 %
Do 31,83 31,97 0,4 %
Dio 34,85 35,03 0,5 %
Di1 38,11 38,08 < 0,5 %
P1a 41,13 4113 0,0 %

Tab. 3.3: Vergleich der mit zugrundeliegendem Code berechneten Frequenzen mit denen von Pfeif-
fer [91] fir die Fluidmoden des polytropen Sternmodells M4 eines nichtrotierenden

Sterns.
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3 Schwingungsfrequenzen ohne Cowling-Néaherung

3.4 Raumliche Moden

In Tabelle 3.4 sind die Frequenzen einiger w-Moden fiir die Sternmodelle M2 - M5
aufgefithrt. Im Gegensatz zu den Fluidmoden ist bei den w-Moden eine Abnahme der
Frequenzen mit zunehmender Kompaktheit des Sterns zu erkennen. Bei unseren Berech-
nungen ergaben die Ergebnisse fiir die Modelle M1 und M6 sowie fiir vereinzelte Werte
des Modells M2 keine eindeutigen Ergebnisse, so dass wir diese nicht in die Tabelle
aufgenommen haben.

Wiéhrend die Frequenz der zweiten w-Mode fiir das polytrope Sternmodell M4 in [92]
bei 22,33 kHz liegt, finden wir mit unserem Code eine weitere Mode, deren Frequenz
zwischen den Frequenzen der w;- und der wy-Mode liegt. Diese Mode bezeichnen wir
mit w;. Fiir das Modell M4 erhalten wir fiir wj eine Frequenz bei 17,54 kHz. Diese Mode
tritt in unserem Fall auch fiir die polytropen Modelle M2 und M3 auf, deren Frequenzen
in Tabelle 3.4 angeben sind.

Mode Modell 2 | Modell 3 | Modell 4 | Modell 5
wy [kHz] 13,87 13,77 13,72 13,57
wj [kHz] 18,09 17,78 17,54

wy [kHz] 27,99 25,12 23,93 21,95
ws [kHz] 35,99 34,27 31,60 28,82
wy [kHz] 46,08 42,15 39,73 35,43
ws [kHz] 58,27 51,52 47 87 42,31
we [kHz] 65,32 59,61 56,00 52,36
wy [kHz] 70,04 67,85 65,58
wg [kHz] 82,17 76,21 71,40
wy [kHz] 90,69 84,35 78,80
wy [kHz] 99,41 92,71 84,35
wyy [kHz] 108,35 100,61 97,05

Tab. 3.4: Frequenzen der w-Moden fiir unterschiedliche Sternmodelle nichtrotierender Sterne. Fiir
das Sternmodell M2 konnten im hoheren Frequenzbereich keine eindeutigen Frequenzen
gefunden werden.
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3.4 Raumliche Moden

Fiir das polytrope Sternmodell 4 vergleichen wir in Tabelle 3.5 unsere Ergebnisse aus
der Zeitentwicklung der rdumlichen w-Moden mit den Ergebnissen der Modenanalyse von
Leins [92]. Bis auf geringe Abweichungen bis zu 2,7 % stimmen die Ergebnisse der htheren
w-Moden sehr gut mit denen der angegebenen Referenz iiberein. Als einzige Ausnahme
sind die Abweichungen der w;- bzw. der ws-Moden zu nennen, die ca. 7 % betragen.
Eine mogliche Erklarung hierfiir wére die relative Breite der w-Mode im Frequenzraum
und die daraus resultierende Unsicherheit bei der Auswertung.

Polytropes Sternmodell M4 (T’ = 2, x = 100 km?)
Mode || Frequenz [kHz] | Frequenz [92] [kHz| | Abweichung
wy 13,72 12,84 6,9 %
Wa 23,93 22,33 72 %
w3 31,60 31,25 L1 %
Wy 39,73 40,03 0,7 %
ws 47,87 48,76 1,9 %
we 56,00 57.50 2.7 %
wr 67.85 66,18 2.5 %
W 76,21 74,91 1,7 %
Wy 84,35 83,95 1,0 %
Wi 92,71 92,23 0,5 %
wyy 100,61 100,91 0,3 %

Tab. 3.5: Vergleich der mit zugrundeliegendem Code berechneten Frequenzen mit denen von [92]
fiir die w-Moden des polytropen Sternmodells M4 eines nichtrotierenden Sterns.
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3 Schwingungsfrequenzen ohne Cowling-Néaherung

3.5 Einfluss der Rotation auf die Moden
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Abb. 3.2: Einfluss der Rotation hier am Beispiel der w-Mode des polytropen Sternmodells M4 fiir
[ = 2 sowie verschiedene Werte von m (vgl. Gleichung (3.1)).

Ein offensichtlicher Effekt bei der Einfiithrung der Rotation oszillierender Sterne ist die
Corioliskraft als riicktreibende Kraft der Inertialmoden. Fiir rein axiale Moden fiihrt die
Rotation zu einer Authebung der Entartung, welche zu den r-Moden fiihrt, die im Kapitel
5.6 ausfiihrlicher diskutiert werden. Ein weiterer Effekt, der durch die Rotation des Sterns
hervorgerufen wird ist die Aufspaltung der Frequenzen. Die Frequenzverschiebung fiir
rotierende Sterne verhélt sich im Allgemeinen geméf

v =1y — kmfd. (3.1)

Hierbei bezeichnet 14y die Frequenz im nichtrotierenden Fall, x gibt eine Funktion spezi-
fischer Sterngrofien wieder und €2 bezeichnet die Rotationsfrequenz des Sterns [46]. Dies
nennt man auch die Aufhebung der Azimutal-Entartung hinsichtlich m.

Zu beachten ist desweiteren, dass durch die Rotation weitere Rotations-Korrekturterme
hinzukommen. Die Rotation fiihrt zu einer Kopplung der Stérgleichungen fiir [ = 1 mit
den Gleichungen fiir [ = +1, also Kopplungen der polaren mit den axialen Stérungen.
Das bedeutet, dass die polaren Quadrupolstérungen (I = 2) mit den axialen Oktupol-
(I = 3) und Dipol- (I = 1) Stérungen koppeln. In den Abbildungen 3.2 und 3.3 ist der
Einfluss der Rotation auf die Spektren dargestellt. Abbildung 3.3 zeigt sehr deutlich,
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3.5 FEinfluss der Rotation auf die Moden

wie die Aufspaltung der Modenfrequenzen zu komplexeren Spektren fithrt. Die Zuord-
nung der Frequenzpeaks zu den Moden erfolgt am einfachsten iiber einen Vergleich mit
dem Spektrum des nichtrotierenden Falles. Eine griindliche Untersuchung aller Spek-
tren fiithrt zu Darstellungen wie in Abbildung 3.2. Dieses Diagramm spiegelt das mit
Gleichung (3.1) beschriebene Verhalten wider.
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Abb. 3.3: Einfluss der Rotation auf die Frequenzen der Fluidmoden im Vergleich zum nichtrotie-
renden Fall fiir das polytrope Sternmodell M4. Die Amplitude ist in dimensionslosen
Einheiten angegeben.
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3 Schwingungsfrequenzen ohne Cowling-Néaherung
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4 Genauigkeit der Ndherungsverfahren

In diesem Kapitel widmen wir uns der Frage nach der Giiltigkeit zweier in der nu-
merischen Relativitdtstheorie oft verwendeter Néherungsverfahren. Eines dieser Nihe-
rungsverfahren ist die Cowling-Nédherung, welche bereits in Kapitel 1.1.6 mathematisch
formuliert wurde. Wéahrend die Cowling-Néherung aufgrund der Vernachlédssigung der
rdumlichen Storanteile fiir die Berechnung fluider Schwingungsfrequenzen relevant ist,
liefert die inverse Cowling-Néherung nur die Schwigungsfrequenzen der raumzeitlichen
Moden, da diese Ndherung die Vernachlassigung aller fluiden Storanteile voraussetzt.

Bisherigen Abschitzungen [44] hinsichtlich der Abweichungen zwischen den resultie-
renden Frequenzen aus der Cowling-Naherung und den Frequenzen aus den vollrelati-
vistischen Gleichungen kénnen wir eigene Berechnungen gegeniiberstellen. Fiir einige
der in Kapitel 3.1 beschriebenen polytropen Sternmodelle fiihren wir Berechnungen der
Fluidmoden im vollrelativistischen Regime sowie in der Cowling-Néherung durch. Die
entsprechenden Ergebnisse sowie deren Abweichungen sind in Kapitel 4.1 aufgelistet.

Der bereits in Kapitel 3.5 angesprochene Effekt der Rotation des Sterns auf die Schwin-
gungsfrequenzen wird in diesem Kapitel am Beispiel der Cowling-Néherung fiir unter-
schiedliche polytrope Sternmodelle dargestellt.

In Kapitel 4.2 betrachten wir die Abweichungen zwischen den mit unserem Code
berechneten Frequenzen fiir die vollrelativistischen Gleichungen und den Frequenzen,
die aus der inversen Cowling-Nédherung resultieren. Auch im Falle der inversen Cowling-
Néherung stellen wir einen Einfluss der Rotation des Sterns auf das Frequenzspektrum
fest.

4.1 Cowling-Naherung

Eine bisher unzureichend beantwortete Frage ist die Zuverlassigkeit der héufig verwen-
deter Cowling-Néherung (siehe Kapitel 1.1.6). In dieser Nédherung werden alle Storungen
der Raumzeit vernachléssigt, so dass die Schwingungen des Sterns nur durch die Fluid-
variablen beschrieben werden. Abschétzungen hinsichtlich der Genauigkeit der Cowling-
Néherung fiir langsam rotierende relativistische Sterne wurden bereits von [44] durchge-
fithrt. Auch fiir schnell bzw. differentiell rotierende Sterne im Newtonschen Regime gibt
es bereits Abschitzungen der Genauigkeit fiir die Cowling-Naherung [93]. Diese Abschét-
zungen zeigen eine Abnahme des Fehlers mit zunehmender Frequenz der Fluidmode. Wir
werden diese Aussage durch eigene Berechnungen nachvollziehen.
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4 Genauigkeit der Néaherungsverfahren

In Abbildung 4.1 ist exemplarisch eine Zeitentwicklung einer Fluidgréfe, hier der En-
thalpie H, fiir einen Beobachter innerhalb des Sterns dargestellt. Hierfiir wurde in der
Cowling-Naherung gerechnet. Entsprechend erhélt man im zugehorigen Frequenzspek-
trum nur die Fluidmoden, also die Frequenzen der f- und der p-Moden. Entsprechend
ausgediinnt, also ohne die breiten w-Moden, sieht auch das Spektrum in Abbildung 4.2
aus.

Wir betrachten hier nun ausnahmsweise einen nichtrotierenden Neutronenstern mit
der Masse 1,27 My und dem Radius 8,86 km, der mit einer Kompaktheit von 3 = 0, 14
zwischen den Modellen M2 und M3 liegt. In Abbildung 4.2 sind die Frequenzspektren ei-
ner Fluidkomponente mit und ohne Hinzunahme der Cowling-Naherung dargestellt. Der
Vergleich der beiden Frequenzspektren zeigt bei Beriicksichtigung der Cowling-Néaherung
eine Verschiebung der Frequenzen zu hoheren Werten. Diese Verschiebung nimmt mit
hoheren Frequenzen ab, wie man der Tabelle 4.1 entnehmen kann. Die Abweichungen,
die mit dem hier verwendeten Code berechnet wurden, liegen bei 11,8 % fiir die f-Mode
und bis zu < 1 % fiir die p-Moden. Diese Abweichungen fiir das Sternmodell M4 werden
in [44] mit 15 % angegeben.

In Tabelle 4.2 sind die Abweichungen der Frequenzen fiir die f- und die p-Moden
der Sternmodelle M2 - M6 dargestellt. Bei der f-Mode siecht man eine Zunahme der
Abweichung von 10 % bis 17,1 %. Fiir die p-Mode ist von M2 - M5 ebenfalls eine
Zunahme der Abweichung von 6,8 % bis 13,5 % zu beobachten, wiahrend die Abweichung
fiir das Modell M6 bei 8,6 % liegt.
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Abb. 4.1: Zeitentwicklung der Enthalpie H fiir das polytrope Sternmodell M4 in der Cowling-
N&dherung. Die Amplitude ist in dimensionslosen Einheiten angegeben.
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4.1 Cowling-Néherung
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Abb. 4.2: Frequenzspektrum einer Fluidkomponente fiir einen nichtrotierenden Stern mit sowie
ohne Beriicksichtigung der Cowling-N3herung. Die Amplitude ist in dimensionslosen
Einheiten angegeben.

In einer Reihe weiterer Berechnungen mit Cowling-Néherung wurde der Fall rotieren-
der Sterne betrachtet. Auch hierfiir erhélt man eine Aufspaltung der Modenfrequenzen
und zwar linear mit zunehmender Rotationsfrequenz (). Dies ist in Abbildung 4.3 {iber-
zeugend dargestellt. In Abbildung 4.4 ist die Zunahme der Modenfrequenz mit ansteigen-
der Kompaktheit des Sterns innerhalb der Cowling-Néherung ersichtlich. Dies bedeutet,
dass diese beiden Effekte vollstandig auf das dynamische Verhalten der Fluidvariablen
zuriickzufiihren sind und die Kopplung an die rdumlichen Storanteile der Metrik damit
nichts zu tun haben, da sie hier nicht beriicksichtigt werden. Fiir kompaktere Sterne
nimmt die Aufspaltung in Abhéngigkeit der Rotation des Sterns zu, wie aus Abbildung
4.4 zusitzlich zu entnehmen ist. Diese Aufspaltung fiihrt fiir m > 0 zu negativen Fre-
quenzen, was moglicherweise zu einer Instabilitdt der Mode in diesem Bereich fiihrt.

Als wichtiges Ergebnis dieses Kapitels kann somit festgehalten werden, dass zur Be-
rechnung der Fluidmoden die Cowling-N&herung nur bedingt geeignet ist, vor allem bei
niedrigen Frequenzen, wie sie die Fundamentalmode und die ersten beiden p-Moden
aufweisen.

95



4 Genauigkeit der Néaherungsverfahren

Polytropes Sternmodell M4 (T’ = 2, x = 100 km?)

Mode || Veowting [kHZ] | Vyourer. [kHz] | Abweichung
F 3,12 2.79 11,8 %
1 7.10 6,51 9.1 %
D2 10,50 9,99 5,1 %
s 13,91 13,24 5.1 %
D4 17,03 16,50 3.2 %
s 20,15 19,52 3.2 %
e 92.99 922,78 0,9 %
r 26,11 95,79 1,2 %
Ds 99,24 28 81 1.5 %
Do 32.07 31,83 0.8 %
Pio 35,20 34,85 1,0 %

Tab. 4.1: Vergleich der Frequenzen fiir die Fluidmoden im Falle der Cowling-N&herung mit denen
im vollrelativistischen Regime fiir das Sternmodell M4 eines nichtrotierenden Sterns.

Modell Uéowling [kHZ] sz)collrel. [kHZ] Abweichung
M2 2,09 1,90 10,0 %
M4 3,12 2,79 11,8 %
M5 3,88 3,44 12,8 %
M6 4,25 3,63 17,1 %

Vngling [kHZ] Vgollrel. [kHZ] Abweichung
M2 4,88 4,57 6.8 %
M4 7,10 6,51 9.1 %
M5 8,40 7,40 13,5 %
M6 8,84 8,14 8,6 %

Tab. 4.2: Abweichung der berechneten Frequenzen fiir die f- und p- Moden in der Cowling-
N&herung und im vollrelativistischen Fall fiir verschiedene polytrope Sternmodelle eines
nichtrotierenden Sterns.
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4.1 Cowling-Néherung
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Abb. 4.3: Frequenzen der [ = 2 f-Mode als Funktion des Rotationsparameters Q/Q fiir das

polytrope Sternmodell M4 in der Cowling-N&herung fiir verschiedene Werte von m.
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Abb. 4.4: Frequenzen der f-Mode fiir [ = 2 und m = +2 unterschiedlich kompakter Sterne als
Funktion des Rotationsparameters 2/Q i in der Cowling-N&herung fiir die Sternmodelle
M2, M4 und M6.
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4 Genauigkeit der Néaherungsverfahren

4.2 Inverse Cowling-Ndherung

Zur Bestimmung der w-Moden wird die inverse Cowling-Ndherung (ICA) dadurch mo-
tiviert, dass aufgrund der stark geddmpften Schwingungen die Fluidanteile von gerin-
ger Bedeutung sind. Desweiteren sind bei Vernachldssigung der Fluidanteile die polaren
Schwingungsmoden vergleichbar mit den axialen Moden, wie in [45] von Andersson et
al. begriindet wurde. Die héufig verwendete inverse Cowling-Ndherung wird mit der
Entkopplung der Raumzeitmoden und der Fluidmoden begriindet und der damit einher-
gehenden Vereinfachung des Gleichungssystems. Unter der Annahme gleichen Ursprungs
der axialen und der polaren w-Moden werden in [81,94] beide Fille als fluidunabhéngige
,Raumzeit“-Moden interpretiert.

Vergleicht man die beiden Abbildungen 4.5 und 3.1, so wird deutlich, dass die Damp-
fung der ICA-Moden geringer ist als die der w-Moden des vollrelativistischen Problems.
Dies kann damit erkldart werden, dass das Fluid im vollrelativistischen Fall wegen der
Kopplung der Storgrofien Gravitationswellen ,,abstrahlt”, die eine Charakteristik der w-
Moden tragen [45].
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Abb. 4.5: Raumzeit-Mode des polytropen Sternmodells M4 eines nichtrotierenden Sterns. Die
Amplitude ist in dimensionslosen Einheiten angegeben.

Wie man den Werten aus Tabelle 4.3 entnehmen kann, gibt es fiir den Fall der in-
versen Cowling-Néherung geringe Abweichungen der Frequenzen von den Frequenzen
im Falle der polaren w-Moden, welche im vollrelativistischen Regime fiir verschiedene
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4.2 Inverse Cowling-Néherung

Polytropes Sternmodell M4 (T = 2, k = 100 km?)

Q/Q | Vi [kHz] | 02, [kHz] | Abweichung
0 14,19 13,72 3,4%
0,2 14,48 14,18 2.1%
0,4 15,04 14,65 2,7%
0,6 15,61 15,11 3.3%
0,8 15,90 15,46 2.8%

Tab. 4.3: Vergleich der Frequenzen fiir die w-Moden in Abhingigkeit des Rotationsparameters
Q/Q g im Falle der inversen Cowling-N&herung mit denen im vollrelativistischen Regime
fiir das polytrope Sternmodell M4.

Rotationen berechnet wurden. Somit erweist sich die inverse Cowling-Naherung als gute
Néaherungsrechnung fiir die polaren w-Moden.

Auch in der inversen Cowling-Néherung fithrt die Rotation zur Aufspaltung der Mo-
denfrequenzen fiir die w-Mode, wie in Abbildung 4.6 deutlich wird. Dies zeigt jedoch,
dass auch die rdumlichen Storanteile eine Aufspaltung aufgrund der Rotation unabhéngig
von den Kopplungen an die Fluidstorungen zeigen. Insofern dhneln sich sowohl raumli-
che als auch fluide Storgrofien beziiglich ihres Verhaltens bei eingeschalteter Rotation,
auch ohne Kopplung an die jeweils anderen Storgrofien.

Die Frequenzen rdumlicher Moden in der inversen Cowling-Naherung sind genau wie
die der Fluidmoden in der Cowling-Naherung zu hoheren Werten verschoben im Vergleich
zu den Frequenzen, die im vollrelativistischen Fall berechnet wurden.
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4 Genauigkeit der Néaherungsverfahren
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Abb. 4.6: Frequenzen der polaren [ = 2 w-Mode fiir das polytrope Modell 4 in Abhingigkeit
vom Rotationsparameter 2/Q fiir verschiedene Werte von m in der inversen Cowling-
N&dherung. Die Amplitude ist in dimensionslosen Einheiten angegeben.
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5 Ergebnisse fiir realistische
Zustandsgleichungen

Der Schwerpunkt unserer Berechnungen liegt auf der Bestimmung der Schwingungsfre-
quenzen von Neutronensternen, die durch realistische Zustandsgleichungen beschrieben
werden. Wahrend wir uns in den Kapiteln 3.1 und 4.1 ausschlieSlich auf polytrope Stern-
modelle beschrianken, werden wir in diesem Kapitel unser Augenmerk auf die fiinf rea-
listischen Zustandsgleichungen A, C, F, MPA und WFF richten, welche in Kapitel 1.2.2
beschrieben werden. Die Auswahl dieser Zustandsgleichungen erfolgte nach dem Ge-
sichtpunkt, den Bereich zwischen weichen und steifen Zustandsgleichungen hinreichend
abzudecken.

Die Zentraldichten sowie die entsprechenden daraus resultierenden Sterngréfien Mas-
se, Radius und Kompaktheit sind fiir die genannten realistischen Zustandsgleichungen in
Kapitel 5.1 aufgelistet. Wir betrachten bei unseren Berechnungen vor allem die Zustands-
gleichung MPA | fiir die bisher nur wenige Ergebnisse vorliegen. Fiir diese Zustandsglei-
chung wihlen wir sechs verschiedene Hintergrundmodelle, die wir mit MPA 1 - MPA 6
bezeichnen. Diese Sternmodelle dienen als Grundlage bei der Berechnung der Frequen-
zen der f-, p- und w-Moden. Wie bereits fiir die polytropen Sternmodelle, liegen auch
im Fall der realistischen Zustandsgleichung MPA bisher nur Frequenzen basierend auf
der Modenanalyse vor. Diese von Pfeiffer [91] erzielten Werte der f-, p- und w-Moden
ziehen wir zum Vergleich mit unseren aus der Zeitentwicklung berechneten Frequenzen
heran.

In Kapitel 5.2 gehen wir auf die Dampfungszeit der Schwingungsmoden bzw. deren
Herleitung aus der Zeitentwicklung ein.

Nachdem wir bereits in den Kapiteln 3.5 und 4.1 den Einfluss der Rotation des Sterns
auf die Moden fiir polytrope Sternmodelle untersucht haben, werden wir diese Analyse
in Kapitel 5.3 auf realistische Zustandsgleichungen ausdehnen. Anhand der Sternmodelle
MPA 1 - MPA 5 stellen wir den rotationsbedingten Einfluss auf die f-, p- und w-Moden
unterschiedlich kompakter Sterne fiir verschiedene Ordnungszahlen m dar.

Aufgrund der Unterscheidung der Storgrofen hinsichtlich ihrer Paritét in axiale und
polare Anteile untersuchen wir in Kapitel 5.4 den Einfluss der Kopplungen zwischen
den axialen und den polaren Moden auf die Frequenzen der w-Mode fiir Sternmodelle
unterschiedlicher Kompaktheit ausgehend von der Zustandsgleichung MPA.

Wiéhrend wir den Einfluss von m auf die Moden bereits bei der Betrachtung der Ro-
tation des Sterns betrachtet haben, untersuchen wir in Kapitel 5.5 den Einfluss hoherer
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

Ordnungszahlen [,,,, auf die Moden unter Beriicksichtigung der Kopplung der Terme
von [ an [ £ 1.

Bisher haben wir uns bei den Berechnungen der Schwingungsfrequenzen auf die f-, p-
und w-Moden beschrankt. In Kapitel 5.6 gehen wir auf die bereits oft mit unterschied-
lichen Verfahren berechneten Frequenzen der r-Moden ein. Hierbei unterscheiden wir
zwischen den axialen und den polaren r-Moden und berechnen fiir die Zustandsgleichung
MPA die entsprechenden Frequenzen fiir Sternmodelle unterschiedlicher Kompaktheit.

Fiir die Vielzahl an Ergebnissen, die wir durch die verschiedenen Parametereinstel-
lungen erhalten haben, kéonnen wir in Kapitel 5.7 entsprechende Skalierungsverhalten
fiir die einzelnen Moden finden. Wir kénnen im statischen Fall Skalierungsverhalten fiir
die Frequenzen der f-, p- sowie w-Moden der von uns verwendeten Zustandsgleichun-
gen A, C, F, MPA und WFF angeben. Dartiberhinaus gehen wir in diesem Kapitel
auf das Skalierungsverhalten der entsprechenden Schwingungsfrequenzen der genannten
Zustandsgleichungen in Abhéngigkeit von der Rotation des Sterns ein.

5.1 Schwingungsfrequenzen im Vergleich

In dem nun folgenden Kapitel werden zentrale Ergebnisse der vorliegenden Arbeit vor-
gestellt. Nun werden verschiedene realistische Zustandsgleichungen in die Simulationen
eingebaut. Die Sternmodelle der verwendeten Zustandsgleichungen miissen zunéchst ein-
gegrenzt werden. Abbildung 5.1 zeigt die Bandbreite an moglichen Sternmodellen, die
mit Hilfe der Zustandsgleichungen A, C, F, MPA und WWF mit dem vorliegenden Code
erzeugt werden konnen. Eine wichtige Grofie zur Klassifizierung von Zustandsgleichun-
gen ist die sogenannte Steifigkeit, die durch die Schallgeschwindigkeit beschrieben werden
kann: eine erhohte Steifigkeit der Zustandsgleichung fiihrt zu einer Zunahme der Schall-
geschwindigkeit sowie zu einer erhohten Kompressibilitat der Materie. Die Zustandsglei-
chungen lassen sich in zwei Kategorien einteilen: die weichen Zustandsgleichungen, die zu
Neutronensternmodellen fithren, mit maximalen Massen von M ~ 1,4 Mg und Radien
im Bereich unterhalb von 10 km sowie den steifen Zustandsgleichungen mit maximalen
Massen M ~ 1,8 My und Radien R ~ 15 km. Anhand dieser Definition lassen sich die in
der vorliegenden Arbeit verwendeten Zustandsgleichungen nach zunehmender Steifigkeit
ordnen: MPA < F < A < C < WFF.

Tabelle 5.1 enthélt nochmals explizit die zu den Sternmodellen der Zustandsgleichun-
gen entsprechenden relevanten Daten. Die meisten Simulationen wurden mit der Zu-
standsgleichung MPA durchgefiihrt, da hierfiir bisher kaum bekannte Ergebnisse vorlie-
gen. Die hierfiir verwendeten Zentraldichten unterscheiden sich aus Stabilitédtsgriinden
von den vorherigen polytropen Sternmodellen M1 - M6. In Tabelle 5.2 werden die im
Folgenden verwendeten Modelle nummeriert und klassifiziert. Hierfiir wurde auf eine
breite Auswahl von Sternmassen M /Mg von 0,7 bis 1,5 geachtet. Die Kompaktheit der
Sternmodelle reicht von 0,1 bis 0,26.
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5.1 Schwingungsfrequenzen im Vergleich

EOS || pe x 10" [-%4;] M/My R km] M/R
A 1,26 1,05 99 0,157
4,11 1,65 8,4 0,291
C 1,00 1,32 12,0 0,163
3,00 1,86 9,9 0,276
F 1,00 0,95 11,0 0,128
3,38 1,42 89 0,236
MPA 1,00 0,70 10,2 0,101
3,10 1,50 8,6 0,258
WFF 0,80 0,89 11,1 0,118
4,00 1,83 92 0,294

Tab. 5.1: Verwendete Zustandsgleichungen (EOS) sowie deren minimale und maximale Zentral-
dichte p. und die entsprechenden charakteristischen SterngréBen Masse M, Radius R,
Kompaktheit M /R in geometrischen Einheiten.
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Abb. 5.1: Die im Text beschriebenen Zustandsgleichung liefern verschiedene Hintergrundmodelle.
M /My, ist die Masse skaliert auf die Sonnenmasse.
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

MPA-Sternmodelle
Modell || € [g/cm?®] | po [dyn/em?] | M [Mg] | R [km] | M/R

MPA 1| 1,0-10'® | 6,68-10% | 0,700 | 10,242 | 0,10
MPA 2 || 1,35-1015 | 1,36-10® | 0,940 | 9,886 | 0,14
MPA 3 || 1,5-10'® | 2,19-10% | 1,223 | 9,787 | 0,18
MPA 4 | 2,1-10'5 | 4,01-10% 1,306 | 9,249 | 0,21
MPA 5 || 2,5-10' | 5,04.10% 1,412 | 8,970 | 0,23
MPA 6 || 3,1-10"® | 9,37-10%® | 1,502 | 8,612 | 0,26

Tab. 5.2: Liste der verwendeten MPA-Sternmodelle und deren physikalische Parameter.

Die Ergebnisse der Frequenzen der Fluidmoden wurden zu Validierungszwecken mit
denen von Pfeiffer [91] in Tabelle 5.5 verglichen. Pfeiffer bestimmte in seiner Arbeit
Schwingungsmoden basierend auf einem von Leins entwickelten Code zur Berechnung
nichtradialer Schwingungen von Neutronensternen in linearer Stérungstheorie mit Hilfe
des Ansatzes einer Modenanalyse. Die Ergebnisse sind durchaus innerhalb der Fehlerto-
leranz, abgesehen von p; und p;. Dieser Fehler konnte mit der schwierigen Ermittlung
der hoheren Moden in der Modenanalyse erklart werden, worauf bereits Pfeiffer in seiner
Arbeit hinweist.

Die Frequenzen fiir einige w-Moden vergleichen wir in Tabelle 5.6 fiir das Sternmo-
dell MPA 4 mit denen der Modenanalyse von [91]. Auch in diesem Fall stimmen die
Frequenzen mit einer Abweichung von bis zu 8% gut iiberein.

In Tabelle 5.3 sind die Ergebnisse der Frequenzen fiir die f- und p-Moden der Stern-
modelle MPA 1 - MPA 6 dargestellt. Mit zunehmender Kompaktheit des Sterns erkennt
man eine Zunahme der Frequenzen.

Die Ergebnisse fiir die Frequenzen der w-Moden fiir die entsprechenden MPA-Stern-
modelle sind in Tabelle 5.4 aufgelistet. Im Gegensatz zu dem ansteigenden Frequenzver-
halten der Fluidmoden erkennt man bei den w-Moden mit ansteigender Kompaktheit
eine Abnahme der Frequenzen. Wie bereits im Fall polytroper Sternmodelle in Kapi-
tel 3.4, so tritt auch fiir die realistische Zustandsgleichung MPA in unserem Code eine
weitere w-Mode auf, die wir mit wj} bezeichnen und deren Frequenz zwischen der der
wi- und der wy-Mode liegt. Diese zuséatzliche Mode ist fiir die Zustandsgleichung MPA
in [91] nicht aufgelistet.
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5.1 Schwingungsfrequenzen im Vergleich

Mode || MPA 1 | MPA 2 | MPA 3 | MPA 4 | MPA 5 | MPA 6
fkHz] | 1,99 | 224 | 244 | 267 | 2776 | 287
p [kHz] | 598 | 649 | 7,28 | 757 | 758 | 7.89
po [kHz] | 747 | 948 | 1052 | 11,35 | 11,71 | 12,20
ps [kHz] | 8,47 | 1247 | 13,75 | 14,69 | 1515 | 15,78
pa [kHz] | 10,96 | 14,69 | 1597 | 17,81 | 18,36 | 19,37
ps [kHz] | 12,95 | 16,98 | 17,96 | 20,93 | 21,81 | 22,72
pe [kHz] | 1345 | 1946 | 20,22 | 21,15 | 25,02 | 26,54
pr [kHz] | 1643 | 20,95 | 22,65 | 24,27 | 2846 | 30,13

Sternmodelle nichtrotierender Sterne.

Mode | MPA 1| MPA 2 | MPA 3 | MPA 4 | MPA 5 | MPA 6
wy [kHz] | 16,10 | 1544 | 14,47 | 13,58 | 12,86 | 1243
ws [kHz] || 20,58 | 1842 | 17,11 | 16,92 | 1595 | 14,95
wy [kHz] || 30,31 | 27,80 | 25,63 | 24,04 | 22,50 | 21,04
ws [kHz] | 40,04 | 36,35 | 33,32 | 31,61 | 29,38 | 27,02
wy [kHz] | 58,76 | 45,81 | 42,72 | 3941 | 36,50 | 33,72
ws [kHz] | 69,23 | 54,78 | 49,55 | 49,20 | 44,76 | 39,93
we [kHz] 65,23 | 65,78 | 63,00 | 58,77 | 53,32
wy [kHz] 66,47

ne.

Tab. 5.3: Frequenzen der Fundamentalmode f und der p-Moden fiir unterschiedliche MPA-

Tab. 5.4: Frequenzen der w-Moden fiir unterschiedliche MPA-Sternmodelle nichtrotierender Ster-
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

Sternmodell MPA 1
Mode || Frequenz [kHz] | Frequenz [91] [kHz| | Abweichung
f 1,99 1,94 2.6 %
1 5,08 5,78 3,5 %
P2 7,47 7,40 0,9 %
s 8,47 8,46 0,1 %
D 10,96 10,76 1.9 %
s 12,95 11,85 9.3 %
e 13,45 13,57 0,9 %
D 16,43 15,46 6,3 %

Tab. 5.5: Vergleich unserer Frequenzen mit denen von Pfeiffer [91] fiir die Fluidmoden des Stern-
modells MPA 1 eines nichtrotierenden Sterns.

Sternmodell MPA 4
Mode || Frequenz [kHz] | Frequenz [91] [kHz| | Abweichung
wy 13,58 12,58 7.9 %
ws 24,04 22,65 6,1 %
ws 31,61 32,04 1.4 %
W, 39,41 41,31 48 %
Ws 49,20 50,51 27 %
we 63,00 59,69 5.5 %

Tab. 5.6: Vergleich unserer Frequenzen mit denen von Pfeiffer [91] fiir die w-Moden des Sternmo-
dells MPA 4 eines nichtrotierenden Sterns.
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5.2 Déampfungszeiten der Moden

5.2 Dampfungszeiten der Moden

Jede Schwingungsmode hat eine charakteristische Démpfungszeit 7. Fiir die hier durch-
gefiihrte Zeitentwicklung lasst sich diese mit Hilfe des Zeitsignals bestimmen. Abbildung
5.2 zeigt das Vorgehen zur Ermittlung der Dampfungszeit. Eine systematische Auswer-
tung vieler Démpfungszeiten wurde nicht durchgefiihrt. Als Grund wére die Unsicherheit
des Verfahrens zu nennen, welches eine hohe Fehlertoleranz aufweist.

Zur Bestimmung der Dampfungskonstanten x« = 1/7 wird ein exponentieller Zer-
fall ~ exp(kt) der Amplitude angenommen. Die Dampfungskonstante erhdlt man, in-
dem man in einem festgelegten Zeitregime, z.B. bis t,,,, = 0,15 ms, den Abfall der
Amplitude mit dem exponentiellen Ansatz annadhert. Aus Abbildung 5.2 resultiert ei-
ne Dampfungskonstante von x ~ 30 ms™' £ 2 ms™!, d.h. eine Dampfungszeit von
7 ~ 0,033 ms £+ 0,003 ms. Das ergibt einen relativen Fehler von fast 10%. Dieser
Unsicherheit liegt die Tatsache zugrunde, dass man es mit einer Uberlagerung vieler
Modenfrequenzen zu tun hat, die jeweils verschiedene Dampfungszeiten aufweisen, so
dass eine eindeutige Zuordnung der Amplituden des Zeitsignals zu reinen Moden nicht

moglich ist.
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Abb. 5.2: Eine logarithmische Auftragung des Zeitsignals der Enthalpie H fiir das realistische
Sternmodell MPA 1 zur Bestimmung der Dampfungszeit bzw. der Dampfungskonstan-
ten. Die Amplitude ist in dimensionslosen Einheiten angegeben.
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

5.3 Einfluss der Rotation fiir realistische
Zustandsgleichungen

In Kapitel 3.5 haben wir bereits dargelegt, in welcher Weise die Rotation prinzipiell
die Frequenzen verschiedener Moden beeinflusst. In dem folgenden Kapitel haben wir
dieselbe Analyse nun auch auf realistische Zustandsgleichungen ausgedehnt.

In Schaubild 5.3 ist der Verlauf der Frequenz in Abhéngigkeit des Rotationsparame-
ters Q/Qp fiir die Fluidmode f dargestellt. Schaubild 5.4 zeigt ebenfalls die Rotati-
onsabhéingigkeit der Frequenz jedoch fiir die erste w-Mode. Beiden Schaubildern liegen
Berechnungen mit dem Modell MPA 5 (siche Tabelle 5.2) zugrunde. Man erhélt eine
Aufspaltung der Frequenzen fiir m = 4+1 und m = +2 bei linearer Zu- bzw. Abnahme
der Frequenzen in Abhéngigkeit des Rotationsparameters 2/Qg. Fiir m = 0, also im
Fall axialsymmetrischer Moden, ist kein Einfluss der Rotation erkennbar.

Die Frequenzverschiebung fiir rotierende Sterne verhélt sich im Allgemeinen geméfl der
schon angegebenen Gleichung (3.1). Abweichende Werte des linearen Verhaltens sowie
fehlende Werte in den Schaubildern 5.3 und 5.4 sind darauf zuriickzufiihren, dass eine
zunehmende Rotationsfrequenz des Sterns zu einer Uberlappung unterschiedlicher Fre-
quenzen im Spektrum fiithrt und damit das Auffinden bestimmter Frequenzen erschwert
wird.
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Abb. 5.3: Frequenzen der [ = 2 f-Mode als Funktion des Rotationsparameters Q/Q g fiir das
realistische Sternmodell MPA 5.
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Abb. 5.4: Frequenzen der [ = 2 w-Mode als Funktion des Rotationsparameters 2/Q x fiir das
Sternmodell 5 der realistischen Zustandsgleichung MPA.

Die Abbildungen 5.5, 5.6 und 5.7 zeigen die Frequenzen fiir unterschiedliche Sternmo-
delle der Zustandsgleichung MPA jeweils fiir die f-, p- und w-Moden. Man erkennt in
den Abbildungen 5.5 und 5.6, dass die Frequenzen der kompakteren Sternmodelle fiir die
Fluidmoden hoher liegen als die der weniger kompakten Sternmodelle. Bei den w-Moden
ist das gegenteilige Verhalten erkennbar, wie man dem Schaubild 5.7 entnehmen kann.
Fiir die p-Mode ist in Schaubild 5.6 ein weiteres Verhalten zu sehen. Fiir m > 0 stre-
ben die Frequenzen des kompakteren Sternmodells MPA 5 mit zunehmender Rotation
schneller gegen Null als die Frequenzen der weniger kompakten Sternmodelle MPA 1

und MPA 2.
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Abb. 5.5: Verhalten der Frequenzen der f-Mode fiir unterschiedliche realistische Sternmodelle fiir
die Ordnungszahlen [ = 2 und m = +2.
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Abb. 5.6: Verhalten der Frequenzen der p-Mode fiir unterschiedliche realistische Sternmodelle der
Ordnungszahlen [ = 2 und m = £2.
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Abb. 5.7: Verhalten der Frequenzen der w-Mode fiir unterschiedliche realistische Sternmodelle mit
den Ordnungszahlen [ =2 und m = +2.
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5.4 Einfluss der Kopplung zwischen axialen und polaren
Moden

Das Verhalten der Storgroflen unter einer Inversion der rdumlichen Koordinaten ist ver-
antwortlich fiir die Bezeichnung azial und polar. Haben sie die Paritit (—1)*! so be-
zeichnet man sie als axial, bei der Paritit (—1)" bezeichnet man sie als polar. Die Kopp-
lung zwischen den Gleichungen besteht nur iiber die Operatoren £*! (siehe Gleichungen
(2.45) - (2.47)). Vernachléssigt man die Kopplungsterme der axialen Gleichungen an die
polaren und umgekehrt, so erhélt man fiir die axialen Anteile ein System von vier Glei-
chungen fiir die Metrikvariable Vj, die beiden Kriimmungsvariablen K3 und Ky sowie fiir
die axiale Komponente u3 der Vierergeschwindigkeit. Fiir nichtrotierende Sterne erhélt
man mit einer entsprechenden axialen Anregung bei Entkopplung die axialen w-Moden,
welche von Chandrasekhar und Ferrari [15] fiir stark relativistische Modelle sowie von
Kokkotas [79] fiir weniger kompakte Modelle untersucht wurden. Die typischen polaren
Fluidmoden, wie die f- und die p-Moden treten bei dieser Rechnung gar nicht auf. Fiir
polytrope Sternmodelle wurden bereits axiale w-Moden in [95] und [96] berechnet (letz-
tere fiir ultrakompakte Sterne). Mit zunehmendem Rotationsparameter /Qx nimmt
hierfiir die Frequenz der Moden ab, entsprechend dem unteren Ast der Modenaufspal-
tung bei Rotation (vgl. Abbildung 5.4 und 5.7).

Die polaren Gleichungen sind die relativistische Verallgemeinerung der tidal pertur-
bations der Newtonschen Theorie, dabei koppeln die Storungen des Gravitationsfeldes
an das Fluid. Im Gegensatz zu den polaren Stérungen sind die axialen Stérungen nicht
mit der Fluidbewegung gekoppelt. Die Abhéngigkeit der Modenfrequenzen von den Zu-
standsgleichungen sollte im axialen Fall auffilliger sein als im polaren Fall. Benhar et
al. [97] zeigten den Einfluss der Zustandsgleichung auf die axialen w-Moden. Die in Ab-
bildung 5.8 dargestellten w-Moden zeigen einen wesentlichen Unterschied zu den in [97]
gezeigten: die Frequenzen der ungekoppelten axialen w-Mode liegen oberhalb der po-
laren w-Mode. Dieses Verhalten konnte eine Besonderheit der MPA-Zustandsgleichung
sein, es konnte jedoch auch auf die Zeitentwicklung zuriickzufiihren sein, dass diese hier
nicht so exakte Ergebnisse hervorbringt.

Als wichtiges Ergebnis der hier berechneten w-Moden zeigt sich jedoch, dass die Kopp-
lung der polaren w-Mode an die axialen Anteile keine Verédnderung bewirkt, umgekehrt
aber die Kopplung der axialen Gleichungen an die polaren fiir die axialen w-Moden.
Diese werden, wie in Abbildung 5.8 zu erkennen ist, durch die Kopplung zu deutlich
hoheren Frequenzen verschoben.
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Abb. 5.8: Verhalten der Frequenzen der w-Mode fiir polare und axiale Anregung. Die polare w-
Mode ist unabhangig von der Kopplung, die axiale w-Mode wird durch die Kopplung an
die polaren Anteile zu héheren Frequenzen hin verschoben.
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

5.5 Einfluss der Ordnungszahl [ auf die
Schwingungsfrequenzen

Unter der Annahme axialsymmetrischer Stérungen gibt es keine m-Aufspaltung, so dass
Rotationseffekte nur auf der Kopplung der Gleichungen mit verschiedenen Werten von [
basieren. Fiir /,,,, = 0 gibt es keine rotationsbedingte Korrektur, das bedeutet dass die
Gleichungen den nichtrotierenden Fall beschreiben. Diesen Sonderfall nennt man auch
radiale Moden. Fiir /,,,, = 1 erhélt man eine Kopplung der polaren [ = 0 Gleichungen
mit den axialen [ = 1 Gleichungen fiir u3. Unter Hinzunahme weiterer Kopplungen mit
hoheren Werten von [ werden die weiteren Frequenzkorrekturen kleiner und konvergieren
sehr schnell. Fiir Werte grofler als 1,,,,, = 3 liegen die Frequenzkorrekturen im Bereich von
0%. Somit werden die quasiradialen Fluidmoden kaum durch die Rotation beeinflusst.

Fiir m # 0 erhélt man die in Kapitel 5.3 erwéhnte lineare Aufspaltung der Frequenzen.
Aufgrund der Kopplungen polarer Anteile mit [ an die axialen Anteile [ 4+ 1 liegt ein
System vor, fiir das [ von |m| bis unendlich lduft, sofern m als konstant vorausgesetzt
wird. Kopplungen an [ < |m| sind nach Definition der Koeffizienten Q;,, gemifl Gleichung
(2.48) ausgeschlossen. Die Gleichungen bilden zwei unabhingige Systeme hinsichtlich
ihrer Paritat. Im nicht-rotierenden Fall unterscheidet man meist zwischen den polaren
und den axialen Anteilen. Diese Unterscheidung kann im rotierenden Fall aufgrund der
Kopplungen axialer und polarer Anteile nicht mehr streng aufrechterhalten werden.

Die Fluidmoden werden im nichtrotierenden Fall kaum durch die Kopplungen an [+ 1
beeinflusst. Tabelle 5.7 zeigt die Entwicklung der Frequenzen fiir die polaren f-, p- und w-
Moden im Modell MPA 3 bei Rotation Null. Hohere Kopplungen wirken sich ab [,,,q, = 2
vernachlassigbar und ab [,,,, = 3 gar nicht mehr aus. Die Kopplung der polaren und
axialen Storgréfien bewirken jedoch eine stidrkere Abhédngigkeit der quasiaxialen r-Mode
von héheren [ [30]. Dies konnte auch durch Modellrechnungen nachvollzogen werden.
Font et al. [98] haben den Einfluss der Rotation auf axialsymmetrische Moden im nichtli-
nearen Fall auf der Grundlage der Cowling-Ndherung untersucht. Da ihren Berechnungen
schnell rotierende Neutronensterne zugrundeliegen, sind deren Ergebnisse mit unseren
nicht vergleichbar. Es zeigt sich eine Abnahme der Frequenzen, wahrend in unserem Fall
ein Zunahme der Frequenzen mit zunehmenden Kopplungen zu beobachten ist. Eine
mogliche Erklarung ist, dass bei grofleren Rotationsfrequenzen die quadratischen Kor-
rekturterme 2 immer wichtiger werden.

5.6 -Moden

Inertialmoden werden die Moden genannt, deren riicktreibende Kraft {iberwiegend die
Corioliskraft ist, so dass m-Moden (mit [ = 2 und m = 2) eine Unterklasse der Iner-
tialmoden sind, deren Dynamik vom axialen Geschwindigkeitsfeld bestimmt wird. In-
ertialmoden weisen eine starke Abhéngigkeit von der barotropischen Eigenschaft einer
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5.6 r-Moden

lmaz || Vf[Hz] vy, [Hz] 1,,[Hz]

2 2564 6837 14546
3 2565 6840 14705
4 2565 6840 14705

Tab. 5.7: Der Einfluss der Kopplung an hohere [ wird fiir die polaren f-, p- und w-Moden fiir
hohere 1,4, immer geringer. Dargestellt sind die Ergebnisse fiir das Modell MPA 3 fiir
Rotation Null.

Zustandsgleichung des zu beschreibenden Neutronensterns auf. Im relativistischen Fall
existieren keine reinen axialen Moden fiir barotropische Sterne [99]. Im Falle reiner 7-
Moden miissen die polaren Anteile verschwinden. Idealisierte Rechnungen zeigen, dass
die klassische Frequenz der r-Mode im Newtonschen Grenzfall sich im relativistischen
Fall in ein kontinuierliches Frequenzband verbreitert, dessen Grenzen durch das Frame-
Dragging im Sterninnern sowie am Sternrand bestimmt werden [100]. Erst unter Hinzu-
nahme weiterer Kopplungen an die Storanteile der Metrik wird ersichtlich, dass neben
dem Frequenzband auch weitere diskrete Moden vorkommen kénnen. Ob diese stabil
sind, also auch auftreten, hingt davon ab, ob sie vom Frequenzband iiberlagert wer-
den oder nicht. Eine weitere Komplikation kommt hinzu, wenn man die Kopplungen an
hoéhere [ hinzunimmt. Es zeigt sich ein sehr komplexes Verhalten des kontinuierlichen
Frequenzbandes, das nun in mehrere sich teilweise iiberlappende Bander aufspalten. Nu-
merische Berechnungen haben gezeigt, dass einzelne Modenfrequenzen, unter anderem
die der r-Mode, auch innerhalb der kontinuierlichen Béander stabil sind, andere jedoch
nicht [30]. Fazit dieser Untersuchungen war, dass die komplexen Zusammenhénge der
gekoppelten Gleichungen keinerlei einfache Riickschliisse darauf zulassen, welche Moden
stabil sind und welche nicht.

Eine ausfiihrliche Betrachtung der r-Moden-Instabilitiat wurde fiir dieselben Gleichun-
gen in Cowling-Néherung von Ruoff et al. schon 2003 durchgefiihrt und umfangreiche
Ergebnisse prasentiert. Denen konnen wir mit Hilfe des vorliegenden numerischen Codes
nur insofern etwas hinzufiigen, als dass wir einen Bereich fiir stabile r-Moden fiir die
MPA-Zustandsgleichungen angeben kénnen.

Im axialsymmetrischen Fall treten die ersten diskreten Inertialmoden bei einer Kopp-
lung von [,,q, = 3 auf. Zur Unterscheidung der Moden von dem kontinuierlichen Fre-
quenzband werden in der Zeitentwicklung mehrere Beobachter an unterschiedliche Orte
innerhalb des Sterns platziert. Die entsprechenden fouriertransformierten Frequenzspek-
tren werden iibereinander gelegt, so dass nur die Frequenzpeaks, welche miteinander
iibereinstimmen den Moden zuzuordnen sind, wihrend die Peaks, die voneinander ab-
weichen, dem kontinuierlichen Spektrum entsprechen. Eine Besonderheit der r-Mode ist,
dass sie von der Winkelgeschwindigkeit des Sterns linear abhéngen sollte, das heifit,
dass man eine fiir einen Rotationsparameter ausgerechnete Frequenz leicht in andere
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

Rotationen umrechnen kann.

Zum Test der r-Mode verwenden wir zunéchst eine polytrope Zustandsgleichung. Es
zeigt sich tatsédchlich, dass eine stabile Mode bei Rotation auftritt, die vom gewéhlten
Sternmodell, also von M /R, abhéngt. Die Modenfrequenz, die bei Rotation festgestellt
werden kann, liegt jedoch zuéchst im Bereich von einigen hundert Hertz, also etwas
oberhalb der Auflosungsgrenze im Frequenzraum der von uns erzielten Spektren. Bei
hoheren Rotationen zeigt sich eine lineare Zunahme der Modenfrequenzen mit der Win-
kelgeschwindigkeit des Sterns. Bei einem Rotationsparameter von Q/Q ~ 0,52 liegen
die Frequenzen normiert auf die Kepler-Frequenz im Bereich 0,7 bis 0,9, je nach M/R,
was vergleichbar mit dem Ergebnis von [30] ist. Eine Untersuchung der r-Moden fiir die
Zustandsgleichung MPA umgerechnet auf 2/Qx ~ 0,52 und normiert auf die Kepler-
Frequenz ergibt Modenfrequenzen von 0,7 bis 0,9 ansteigend mit zunehmendem M/R.
Daraus kann man schliefen, dass die MPA-Zustandsgleichung keine wesentliche Verin-
derung der Frequenzen der r-Mode mit sich bringt.

Eine andere nennenswerte Tatsache ergibt sich aus der Auswertung der Spektren. In
Abbildung 5.9 sind die Inertialmoden aufgetragen, die bei Rotation in den jeweiligen
Anteilen auftreten. Die Simulationen wurden mit gekoppelten axialen und polaren An-
teilen durchgefiihrt. Daher sieht man sowohl bei den axialen Storgroien als auch bei den
polaren die Inertialmoden - meist auch an derselben Stelle. Bei kompakteren Sternen er-
scheint fiir die axialen Gleichungen ein zweiter Ast bei kleineren Frequenzen. Die polare
Grofle liefert ab dieser Aufspaltung nicht mehr eindeutig dieselben Ergebnisse wie die
axiale, so dass man annehmen kann, dass eine Uberlagerung beider Moden im Spektrum
zu beobachten ist.

Da mit Hilfe des vorliegenden numerischen Codes nicht ausreichend lange Zeitrei-
hen erstellt werden konnen aufgrund numerischer Instabilitéten, kann hinsichtlich der
r-Mode keine gesicherte Aussage gemacht werden. Man stofit bei der Auswertung der
Spektren an Grenzen. Als sicheres Ergebnis kann deshalb nur geltend gemacht werden,
dass eine stabile -Mode im erwarteten Frequenzbereich auftritt, die linear mit der Win-
kelgeschwindigkeit des Sterns zunimmt und deren Frequenz vom Modellparameter M /R
abhéngig ist. Die Bereiche, in denen diese Frequenzen auftreten sind in Abbildung 5.9
angegeben.
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Abb. 5.9:
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Frequenzen der 7-Mode in Abhangigkeit von der Kompaktheit M /R fiir die Zustands-
gleichung MPA. Der mit polar bezeichnete Ast wurde aus einem Spektrum einer polaren

GroBe abgelesen, die mit axial bezeichneten Aste aus einem Spektrum einer axialen
GroBe.

77



5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

5.7 Skalierungsverhalten

5.7.1 Skalierungsverhalten von Modenfrequenzen im statischen Fall

In diesem Kapitel verwenden wir unsere numerischen Ergebnisse, um empirische Skalie-
rungsrelationen zwischen der Frequenz als Observable und den Sternparametern Masse
und Radius zu finden, entsprechend den Ansétzen in [61,84,101].

Die Wahl der Skalierungsparameter kann folgendermafien begriindet werden. Die cha-
rakteristische Zeitskala eines dynamischen Prozesses ist bekannterweise mit der mittleren
Dichte p verkniipft [19]. Diese Tatsache ist auch fiir die Fluidschwingung eines Sterns
von Bedeutung, so dass man fiir die Frequenz der f-Mode von der Relation vy ~ ﬁ% aus-
gehen kann. Unsere numerischen Ergebnisse bestéitigen diesen Ansatz, wie Abbildung
5.10 fiir die Fundamentalmode zeigt.
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Abb. 5.10: Skalierungsverhalten der f-Moden fiir diverse realistische Zustandsgleichungen im sta-

tischen Fall.

Folgende Formel beschreibt das Skalierungsverhalten der f-Moden fiir die in Schaubild
5.10 dargestellten Zustandsgleichungen:

M 1/2
vs(kHz) =~ 0,403 + 1, 843 ( Ri}f) . (5.1)
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5.7 Skalierungsverhalten

Dieses Resultat ist durchaus zu vergleichen mit den Ergebnissen der Modenanalyse
aus [61,84]:

M\ V2
vr(kHz) ~ 0,78 + 1,637 < 3 ) . (5.2)
Iy

Hierbei bezeichnet M, 4 = M/(1,4M,) die Masse skaliert auf 1,4 Sonnenmassen und Ry,
den Radius skaliert auf 10 km. Die Masse M wird hier stets in km angegeben bzw. um-
gerechnet mit einem passenden Faktor aus Konstanten. Mit dem Skalierungsverhalten
aus Gleichung 5.1 folgt somit eine typische Frequenz der f-Moden von etwa 2,2 kHz, da
der Faktor M, 4/ R3, typischerweise von der Grofenordnung 1 ist.

Da die p-Moden sensibler auf Anderungen der Materieverteilung innerhalb des Sterns
reagieren, erweisen sich die empirischen Relationen zur Beschreibung der Frequenzen
der p-Moden als nicht so zuverlissig wie die der f-Moden. Fiir die p-Moden zeigt sich
zunéchst ein ungeniigendes Skalierungsverhalten beziiglich der Quadratwurzel der mitt-
leren Dichte, wie Abbildung 5.11 belegt. Trégt man jedoch My, iiber M/R auf, wie in
Abbildung 5.12 dargestellt, so erhélt man eine Gerade, d.h. es ergibt sich eine Funktion
der Art

M
v,(kHz) ~ [1, 734 6,22 1’4] . (5.3)

M 4 Ry

Dies kann wieder mit einem entsprechenden Ergebnis aus [61,84]:

M
v, (kHz) ~ [1, 75+ 5,59 R“‘} (5.4)

1,4 10

verglichen werden und liefert demgeméf eine sehr gute Ubereinstimmung und Bestéti-
gung unserer FErgebnisse. Wir erhalten somit aus Gleichung 5.3 eine typische Frequenz
der p-Mode von 7,3 kHz.

79



5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

8.5 : . | | | |
e0sA
eos C |
eos F e
8 | eos MPA & | |
eos WFF P
75 / D |
G
N
T 7 |
o : .
] P
B e S ¥
6.5 ; * |
6o |
*
> I I ; 1 1 1

003 0035 004 0045 005 0055 006  0.065
MR [1/km]

Abb. 5.11: Skalierungsverhalten der p-Moden fiir diverse realistische Zustandsgleichungen im sta-

tischen Fall.
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Abb. 5.12: Skalierungsverhalten der p-Moden fiir diverse realistische Zustandsgleichungen im sta-
tischen Fall.
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5.7 Skalierungsverhalten

Fiir das Skalierungsverhalten der w-Mode erhélt man ein besonders iiberzeugendes
Diagramm, welches in Abbildung 5.13 dargestellt ist. Diese Darstellung ergibt sich je-
doch nicht fiir die Frequenz selbst sondern fiir das Produkt Ry, aufgetragen iiber M/R.
Da die w-Moden keine charakteristischen Fluidbewegungen hervorrufen [5], unterschei-
det sich deren Skalierungsverhalten von dem der Fluidmoden. Als Motivation fiir das
Auffinden des Skalierungsverhaltens der w-Moden gehen wir von den analytischen Ergeb-
nissen [73,80] fiir Modellberechnungen der w-Mode aus, die ein inverses proportionales
Verhalten der Frequenz zum Sternradius aufweisen. Alle betrachteten Zustandsgleichun-
gen liegen in unserem Fall auf der Geraden

M1,4}

1
v (kHz) ~ - {21,31 ~8,78> (5.5)

10 10

In einer anderen Betrachtung hinsichtlich der Eigenwertberechnung [61] wird die Relation

M1,4]
Ry

1
v (kHz) ~ = [20, 92— 9,14 (5.6)

10
angegeben. Die beiden Ergebnisse stimmen sehr gut miteinander iiberein, wenn man die
unterschiedliche Herangehensweise beriicksichtigt. Aus Gleichung 5.5 erhalten wir somit
eine typische Frequenz der w-Mode von 12,5 kHz.

L e0osA —+— |

170 = eos C

eosF - x-

160 % eos MPA & 1

B, eos WFF

=)
150 |+ -
— 140 | N i .
o~
e 130 - N i
> 120 R g
110 |+ > .
100 g
0 r g
80 1 1 1 1
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
M/R

Abb. 5.13: Skalierungsverhalten der w-Moden fiir diverse realistische Zustandsgleichungen im sta-
tischen Fall.
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

Auch die Masse selbst normiert auf die Sonnenmasse M eignet sich als Parameter
fiir ein geordnetes Diagramm aller Moden aller Zustandgleichungen [84]. Abbildung 5.14
stellt genau ein solches Diagramm unserer Resultate dar. Anhand dieser Darstellung kann
man sehr gut die Bereiche ablesen, in denen die verschiedenen Modenfrequenzen liegen
konnen. Die f-Moden liegen bei 1,5 kHz - 3 kHz, die p-Moden bei 4,5 kHz - 8 kHz, die w-
Moden bei 9 kHz - 16 kHz. Hierbei féllt aulerdem auf, dass die MPA-Zustandsgleichung
sehr hohe Frequenzen fiir alle Moden und fiir die w-Moden insbesondere liefert.

I \ A
16 " . W_MOden eegic ]
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o QE\ i
10 .
- _ i
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> 8 I \ y |
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" 0.8 ' 12 14 16 18
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Abb. 5.14: Auftragung der Frequenz der f-, p- und w-Moden iiber der Masse.
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5.7 Skalierungsverhalten

5.7.2 Skalierungsverhalten von Modenfrequenzen fiir Rotation

Im Folgenden werden Skalierungen von Modenfrequenzen fiir den Fall eingeschalteter
Rotation untersucht. Diese fiihrt, wie in den Kapiteln 3.5 und 5.3 gezeigt, zu Aufspal-
tungen der Modenfrequenzen, die zudem von der Drehfrequenz der Rotation abhéngig
sind. Diese lineare Abhéngigkeit kann entsprechend der Modenfrequenz im statischen
Fall auch einer Skalierbarkeit unterliegen. In diesem Kapitel soll nun die Steigung ei-
ner solchen Aufspaltung untersucht werden. Hat man einmal das Skalierungsverhalten
einer solchen Steigung ausfindig gemacht, steht mit einem Diagramm eine viel gréfere
Menge an Informationen zur Verfiigung. Den folgenden Diagrammen liegt die Notation
zugrunde, die in dem Ansatz

;S
2,2 QK

verwendet wird. Hierbei bedeutet der Index 2,2, die Auswahl der Zweiges 1=2, m=2 der
Aufspaltung durch die Rotation. Die Steigung des Zweiges wird hier mit AQQ bezeichnet.

V{z(kHz) ~ul+ A (5.7)
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Abb. 5.15: Steigung der Frequenzen der f-Mode der entsprechenden Sternmodelle mit [ = 2 und
m = 2 fiir verschiedene Zustandsgleichungen in Abhingigkeit von M/R.

Die Ergebnisse fiir die f-, p- und w-Moden sind in den Diagrammen 5.15 - 5.19 dar-
gestellt. Zundchst wird jeweils der Skalierungsfaktor M /R getestet und danach der Ska-
lierungsfaktor /M /R3. Es ist ausgeschlossen, dass fiir beide Skalierungsfaktoren ein
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

gutes Skalierungsverhalten resultiert. Sowohl fiir die f- als auch fiir die p-Mode ergeben
die Diagramme 5.15 und 5.17 eine Darstellung, die durch eine Gerade besser angenéhert
werden als die Auftragung in den Diagrammen 5.16 und 5.18. Die Auswertung der Daten
der MPA-Zustandsgleichung in Diagramm 5.16 ergab ein genéhertes Skalierungsverhal-
ten fiir AQQ entsprechend der Geraden

M
AL, (kHz) ~ 0,6 + 14, 5 (5.8)

Eine Auswertung des Diagramms 5.18 auch fiir die MPA-Zustandsgleichung ergab eine
angendherte Gerade

M
AL (kHz) ~ 1,14 15,72 (5.9)

Beide Auswertungen sind fiir die anderen Zustandsgleichung nicht exakt aber bieten
einen Anhaltspunkt, in welchem Bereich eine solche Kurve liegen sollte.
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Abb. 5.16: Steigung der Frequenzen der f-Mode der entsprechenden Sternmodelle mit [ = 2 und
m = 2 fiir verschiedene Zustandsgleichungen in Abhingigkeit von /M /R3.
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Abb. 5.17: Steigung der Frequenzen der p-Mode der entsprechenden Sternmodelle mit [ = 2 und
m = 2 fiir verschiedene Zustandsgleichungen in Abhangigkeit von M/R.
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Abb. 5.18: Steigung der Frequenzen der p-Mode der entsprechenden Sternmodelle mit [ = 2 und
m = 2 fiir verschiedene Zustandsgleichungen in Abhingigkeit von /M /R3.
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5 Ergebnisse fiir realistische Zustandsgleichungen

In Abbildung 5.19 ist die Abhéngigkeit der Frequenz der w-Mode von M/ R dargestellt.
Diese Auftragung wurde nur fiir die Zustandsgleichung MPA durchgefiihrt. Hierbei ergab
sich eine an die Funktion angenéherte Gerade der Gleichung

M
A, (KHz) ~ 2,2 49,9 (5.10)

48 T T T T T T T l

46 b

4.4 1

4.2 b

4 |+ u

38 4

Steigung A" ; [kHz]

36 + R

34 | 1

32 F :

3 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.12 014 016 0.18 0.2 022 024 026 0.28

M/R

Abb. 5.19: Steigung der Frequenzen der w-Mode der entsprechenden Sternmodelle mit [ = 2 und
m = 2 fiir die Zustandsgleichung MPA in Abhangigkeit von M/R.

Eine weitere umfangreiche Darstellung ist die Auftragung der resultierenden Frequenz
der jeweiligen Mode als Funktion sowohl der Rotation ©2/Q als auch der Kompaktheit
M/R. Der Vorteil dieser 3-d-Diagramme ist, dass hierbei keine weitere Annahme {iber
die Skalierbarkeit getroffen werden muss. Erhélt man jedoch ungeféhr eine Ebene als
Resultat dieser Auftragung, so ist die Aufspaltung der Frequenz in eine lineare Funktion
der Art

M
R

5 Q

+mi, (5.11)
erlaubt, ansonsten miissen andere Skalierungsfaktoren herangezogen werden. Die 3-d-
Plots der Ergebnisse fiir die Zustandsgleichung MPA sind in den Abbildungen 5.20 -

5.22 dargestellt.
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Abb. 5.20: Resultierende Frequenzen der f-Mode fiir die Zustandsgleichung MPA in Abhangigkeit
von Q/Q fiir unterschiedliche Kompaktheit M /R des Sterns.
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Abb. 5.21: Resultierende Frequenzen der p-Mode fiir die Zustandsgleichung MPA in Abhangigkeit
von /Qg fiir unterschiedliche Kompaktheit M /R des Sterns.
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Abb. 5.22: Resultierende Frequenzen der w-Mode fiir die Zustandsgleichung MPA in Abhangigkeit
von Q/Q fiir unterschiedliche Kompaktheit M /R des Sterns.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden langsam rotierende Neutronensterne im Rahmen der Allgemei-
nen Relativitédtstheorie untersucht, dabei dienten die linearisierten Einsteinschen Feld-
gleichungen als Grundlage. Die im Arnowitt-Deser-Misner-Formalismus unter Verwen-
dung der von Battiston, Cazzola und Lucaroni eingefiihrten BCL-Eichung resultierenden
Gleichungen haben die Eigenschaft, an benachbarte Multipole [ zu koppeln, wobei [ die
geometrische Ordnungszahl der sphérischen Harmonischen bezeichnet. Mit Hilfe eines
numerischen Codes wurde die zeitliche Entwicklung aller fluiden sowie raumzeitlichen
Storgroflen berechnet, und durch anschlieBende Fouriertransformation wurden die Fre-
quenzen der Schwingungsmoden des Neutronensterns bestimmt. Inshesondere konnten
die f-, die p- und die w-Moden identifiziert und berechnet werden, sowie eingeschrénkt
die r-Mode. Die Abhéngigkeit der Modenfrequenzen von der Rotationsperiode wurde
in den untersuchten Féllen als linear bestétigt, wobei eine Aufspaltung in mehrere Fre-
quenzzweige zu beobachten war. Der Einfluss der Kompaktheit M/ R sowie der Zustands-
gleichung wurde zudem untersucht. Die Ergebnisse wurden in empirischen Skalierungs-
diagrammen zusammengefasst. Im Rahmen dieser Berechnungen wurde auflerdem der
Einfluss der Kopplung an hohere [ sowie der Einfluss der axial-polaren Kopplung unter-
sucht. Es zeigte sich, dass bei den Frequenzen der Moden, mit Ausnahme der r-Mode,
die Kopplung an hohere Multipole [ ab [ = 3 vernachléssigbar klein ist.

Als wichtiges Ergebnis konnte die weit verbreitete Cowling-Naherung sowie die inverse
Cowling-Naherung mit den Losungen der vollstdndigen Gleichungen verglichen werden.
Die grofiten Abweichungen der Frequenzen auf der Grundlage der Cowling-Néherung
resultieren hierbei fiir die niedrigeren Moden sowie fiir kompaktere Objekte, wihrend die
inverse Cowling-Naherung Ergebnisse liefert, die in guter Ubereinstimmung mit denen
des vollrelativistischen Falles sind, jedoch mit dem Nachteil starkerer Dampfungen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen eine gute Ubereinstimmung mit bereits bekann-
ten Modenfrequenzen, die mit der Methode der Quasinormalmodenanalyse berechnet
wurden. Sie liefert dariiber hinaus eine Reihe neuer Frequenzen fiir die Miithersche-
Zustandsgleichung MPA.

Bisher unvollsténdig blieb die Untersuchung der r-Mode, fiir die der vorliegende Code
nur eingeschriankt geeignet ist. Insofern miisste man sich fiir genauere Ergebnisse ent-
weder auf weitere Naherungen einlassen oder den Code numerisch weiterentwickeln, um
damit sehr viel ldngere Zeitreihen zu erzeugen. Es liegen zwar schon sehr ausfiihrliche
Ergebnisse beziiglich der polytropen Zustandsgleichung vor, es wére aber sicherlich wiin-
schenswert, diese Ergebnisse auf realistische Zustandsgleichungen zu verallgemeinern.
Im Rahmen dieser Arbeit mussten trotz der Berechnungen im vollrelativistischen Regime
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einige Ndherungen durchgefiihrt werden. Schnelle Rotationen konnten zwar innerhalb
der numerischen Stabilitit des Codes erzielt werden, allerdings erfolgte die Herleitung
der Gleichungen auf der Basis langsam rotierender Sterne. Ein sicherlich interessanter
Aspekt wire die Betrachtung schnell rotierender Sterne durch die Herleitung und Losung
der entsprechenden Gleichungen fiir den vollrelativistischen Fall.

Ein weiterer Gesichtspunkt, der hier nicht zur Sprache kam, ist die differentielle Rota-
tion [93,102-104], die sich bei einer genaueren Betrachtung des Fluidverhaltens ergibt.
Hierbei spielen radial verédnderliche axiale Geschwindigkeitsfelder eine grofie Rolle, was
zu verdnderten Gleichungen und somit sicher auch zu verdnderten Modenfrequenzen
fiihrt.

Vollig unberiicksichtigt blieben in dieser Arbeit Magnetfelder. Unter Berticksichtigung
der Magnetohydrodynamik wiirde man der wahren Natur der Neutronensterne noch
einen Schritt niher sein [105,106].

All die genannten Aspekte kénnten Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen sein, die
auch weitere Zustandsgleichungen als die hier verwendeten einbeziehen.
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A Theoretische Hilfsmittel

A.1 Die Orthogonalitatsrelationen

Orthogonalitétsrelationen, die fiir die Entwicklungsgleichungen angewandt werden zur

Separation der Kugelflachenfunktionen.
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= A (r(z’ +1) / Y} 08 OV d) + / Y/ cos @Yl/m/dQ)
U'm/!
= (l + 1)(l - 1)leAl71m + l<l + 2>Ql+1mAl+lm7

mit

[ (I=m)(l+m)
Qi = \/(zz — D20 +1)
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