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Kurzfassung 
 

 

Die steigende Komplexität und Funktionalität der Elektronik in vielen Bereichen des 

täglichen Lebens sowie immer kürzere Entwicklungszyklen erfordern eine frühzeitige 

Optimierung im Bereich der elektromagnetischen Verträglichkeit (EMV), um Störun-

gen zu vermeiden beziehungsweise zu verringern. 

Die vorliegende Arbeit beinhaltet die EMV-Simulation im Automobil insbesondere die 

Wellenausbreitung auf Leitungen und die damit verbundene Einstrahlung, Abstrah-

lung beziehungsweise das Überkoppeln auf andere Leitungen, auch Übersprechen 

genannt. 

Das Kernstück der Dissertation behandelt die elektromagnetische Schirmung insbe-

sondere real geschirmter Leitungen koaxialer Struktur und ihre Einbindung in die 

Theorie der Mehrleitersysteme. Mit Hilfe der Größen Transferimpedanz und Transfer-

admittanz lassen sich geschirmte Leitungen in Mehrleitersystemen beschreiben. 

Typische Leiteranordnungen wie eine Generatorleitung mit benachbarter geschirmter 

Leitung werden simuliert und mit Messungen validiert. 

Die bei hohen Frequenzen stärker werdende Abstrahlung kann mit Hilfe eines Strah-

lungswiderstandes, der für eine Dämpfung der leitungsgebundenen Größen wie 

Strom und Spannung verantwortlich ist, beschrieben werden. 

Für eine spezielle Leiteranordnung wird ein frequenzabhängiger Strahlungswider-

stand hergeleitet. 
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1 Einleitung 
 

Zur Beschreibung elektromagnetischer Vorgänge im makroskopischen Bereich wer-

den die Maxwellschen Gleichungen der klassischen Elektrodynamik verwendet: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,
, , , , , ,

,
, 0, , 0.

D r t
D r t r t H r t J r t

t
B r t

B r t E r t
t

ρ
∂

∇⋅ = ∇× = +
∂

∂
∇⋅ = ∇× + =

∂

G GG GG G GG G G G

G GG G GG GG G
 

(1.1) 

 

Analytische Lösungen dieser Gleichungen existieren für bestimmte Problemstellun-

gen. Doch bei komplexen Geometrien müssen numerische Lösungsverfahren wie die 

Momentenmethode (MoM) oder die Finite Elemente Methode (FEM) verwendet wer-

den. Diese Lösungsverfahren approximieren die Lösung der exakten, die das System 

beschreibenden Gleichungen und werden im allgemeinen bei der Berechnung von 

Feldverteilungen eingesetzt. Ein komplexes Gesamtsystem wie beispielsweise ein 

Auto setzt sich aus verschiedenen Topologien zusammen (Abb. 1.1). 

 

 

 

 

Abb. 1.1: Dreidimensionale Darstellung einer Fahrzeugkarosse mit CAD-Daten. 
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Ein wichtiges Teilsystem ist der Leitungssatz (Abb. 1.2), der sich aufgrund seiner 

Geometrie und der interessierenden Messgrößen von anderen Teilsystemen unter-

scheidet. 

 

 

 

Hierfür approximiert man die zu lösenden exakten Maxwellschen Gleichungen, das 

heißt sie werden in vereinfachte Gleichungen überführt. Diese werden dann exakt 

oder auch näherungsweise gelöst. Solche Gleichungen sind die sogenannten Tele-

graphengleichungen, die zur Beschreibung von Ausbreitungsvorgängen in Leitungen 

und Mehrleitersystemen herangezogen werden. 

Ein Gebiet, was sich intensiv mit solchen Phänomenen auseinandersetzt, ist die E-
lektromagnetische Verträglichkeit (EMV), speziell die EMV-Simulation. 

Aus Sicht der Physik ist dieses Thema interessant, weil es die typischen Begriffe der 

elektromagnetischen Feldtheorie und die Begriffe der Elektrotechnik wie Impedanz 

und Admittanz, die ihrerseits aus der Feldtheorie ableitbar sind, miteinander vereint 

und damit die Gültigkeit der elektromagnetischen Feldtheorie auch für komplexe 

makroskopische Systeme bestätigt. Dabei liefern Vergleichsmessungen Aussagen 

Abb. 1.2: Dieses Bild stellt einen Teil einer Fahrzeugkarosse dar. Man sieht die Leitungsver-

legung (rot markiert), das sogenannte 3D Packaging. 
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über die Güte des gewählten Simulationsmodells. Komplexe Systeme solcher Art 

sind beispielsweise Autos, Flugzeuge oder Computer, bei denen sich die Einzelkom-

ponenten separiert meist anders verhalten als im Verbund, wobei die gegenseitige 

Wechselwirkung eine wesentliche Rolle spielt. 

Bei der DaimlerChrysler AG in Sindelfingen ist die EMV-Simulation ein Teil des Ent-

wicklungsprozesses, um eine Verbesserung der EMV im Kraftfahrzeug zu erreichen. 

Steigende Komplexität der Elektrik und Elektronik im Gesamtfahrzeug, kürzer wer-

dende Entwicklungszyklen sowie die Einhaltung von Grenzwerten für Störabstrah-

lung sind Gründe für die wachsende Bedeutung der EMV-Simulation. Die Simulation 

umfaßt die Berechnung elektromagnetischer Felder (Abb. 1.3, Abb. 1.4) und lei-

tungsgebundener Größen. Um komplexe Störfestigkeits- und Störaussendungsun-

tersuchungen simulieren zu können, ist die Kopplung beider Verfahren nötig. 

 

 

 

 60 MHz 

 100 MHz 

350 MHz

Abb. 1.3: Diese Abbildung zeigt drei Simulationen der Feldverteilung des elektrischen Feldes inner-

halb einer Ebene, die eine Fahrzeugkarosse in Längsrichtung in der Mitte schneidet. Dabei handelt 

es sich um Simulationen bei drei verschiedenen Frequenzen: 60, 100 und 350 MHz. 
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Abb. 1.4: Im oberen Bild wird mittels einer Antenne ein elektromagnetisches Feld auf eine 

Fahrzeugkarosse eingestrahlt. In der unteren Graphik ist der Betrag des elektrischen Feldes an 

verschiedenen Innenraumpunkten über der Frequenz aufgetragen. 
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Zur Beschreibung von Mehrleitersystemen dient die Leitungstheorie, bei der sowohl 

die klassische als auch die erweiterte Variante aus den Maxwellschen Gleichungen 

ableitbar ist. Die Beschreibung eines Systems dieser Art beschränkt sich auf die Be-

stimmung der relevanten Leitungsparameter. Diese Reduzierung erlaubt es, komple-

xe Systeme numerisch leichter zu erfassen. 

Eine besonders anspruchsvolle Aufgabe bei der Leitungssimulation ist die Einbezie-

hung real geschirmter Leitungen, weil sie aufgrund ihrer geometrischen Eigenschaf-

ten, wie die Geflechtsstruktur, schwieriger zu beschreiben sind. Modelle für real ge-

schirmte Leitungen in die Simulation von Mehrleitersystemen einzubeziehen, diese 

theoretischen Modelle anhand selbst geschriebener Programme zu testen, mit Mes-

sungen zu vergleichen und als Grundlage für die Implementierung in ein konventio-

nelles Leitungssimulationsprogramm heranzuziehen, war ein wesentlicher Teil dieser 

Arbeit. 

Um Systemsimulationen für elektromagnetische Phänomene durchzuführen, ist es 

nötig, wie oben erwähnt, einerseits die theoretischen Modelle an die Teilsysteme an-

zupassen und andererseits vor allem im Bereich eines dreidimensionalen Feldlösers 

die richtige Lösungstechnik zu verwenden. Verwendet man die sogenannte Bounda-

ry Elemente Methode (BEM), so reicht es aus die Randflächen zu diskretisieren. Da-

gegen muß bei der Finite Elemente Methode (FEM) sowie bei der Finite Differenzen 

Methode das gesamte Volumen diskretisiert werden. Daher sind diese Verfahren vor-

teilhaft, wenn man zum Beispiel an der Feldeindringung in Objekte interessiert ist. 

Benötigt man aber die Feldverteilung weit von der sie erzeugenden Quelle entfernt, 

wie beispielsweise bei Antennen, so ist die BEM vorteilhafter. Welches Verfahren 

eingesetzt wird, hängt von der jeweiligen Problemstellung ab. Desweiteren ist es 

wichtig, eine Kopplung beider Verfahren zu realisieren. Dies geschieht mit den Ste-

tigkeitsbedingungen an die Tangentialkomponenten der elektromagnetischen Felder. 

Im Sonderforschungsbereich (SFB) 382, Teilprojekt C10 mit dem Thema: Diskrete 

Differentialformen und Berechnung elektromagnetischer Felder, hat die Nachwuchs-

gruppe unter Leitung von Prof. Ralf Hiptmair die Symmetrische FEM-BEM-Kopplung 

für Wirbelstrommodelle untersucht. 

 



 

2 Die Maxwellschen Gleichungen 
 

2.1 Die Maxwellschen Gleichungen und die Materialgleichungen für ein homo-
genes Medium 

 

Die in der Einleitung schon genannten Maxwellschen Gleichungen: 

Ampèresches Durchflutungsgesetz: ,DH J
t

∂∇× = +
∂

GG G G
 (2.1) 

Faradaysches Induktionsgesetz: ,BE
t

∂∇× =−
∂

GG G
 (2.2) 

Coulombsches Gesetz: ,D ρ∇⋅ =
G G

 (2.3) 

das Nichtvorhandensein freier magnetischer Ladungen: 0,B∇⋅ =
G G

 (2.4) 

die die theoretische Grundlage für die klassischen elektromagnetischen Phänomene 

bilden, werden noch um die zugehörigen Materialgleichungen für ein homogenes 

Medium erweitert: 

Dielektrische Verschiebung: ,D Eε=
G G

 (2.5) 

Magnetische Induktion: ,B Hµ=
G G

 (2.6) 

Leitungsstrom: .J Eσ=
G G

 (2.7) 

In den Beziehungen (2.1) bis (2.7) wurde der Übersichtlichkeit halber auf die Argu-

mente ( ),r t
G  der Felder verzichtet. Die Größen ε  (Dielektrizitätskonstante), σ  (elekt-

rische Leitfähigkeit) und µ  (magnetische Permeabilität) sind hier im ganzen betrach-

teten Raum konstant. Das ist im allgemeinen nicht der Fall. Die Verknüpfungen kön-

nen komplizierter sein. Die Gleichung für den Leitungsstrom J Eσ=
G G

 entspricht dem 

Ohmschen Gesetz und gilt für Felder in homogenen leitfähigen Medien. Bei den o-

ben genannten Feldgrößen E
G

 und B
G

 handelt es sich um makroskopische Größen, 

das heißt, sie stellen Mittelwerte der zugehörigen mikroskopischen Feldgrößen dar. 

Diese Mittelung der Felder und Quellen bezieht sich auf ein Volumen, das im Ver-



2 Die Maxwellschen Gleichungen 

 
 

14 

gleich zu dem eines einzelnen Atoms oder Moleküls groß ist. Die zugehörigen abge-

leiteten Größen D
G

 und H
G

 enthalten die dielektrischen beziehungsweise magneti-

schen Eigenschaften des jeweiligen Materials und sind mit E
G

 und B
G

 über die Polari-

sation P
G

 und die Magnetisierung M
G

 verknüpft: 

0

0

,
1 .

D E P

H B M

ε

µ

= +

= −

G G G

G G G  
(2.8) 

0ε  und 0µ  sind die Dielektrizitätskonstante beziehungsweise die magnetische Per-

meabilität für das Vakuum. Für die Betrachtung isotroper Dielektrika gilt die Bezie-

hung: 

0eP Eχ ε=
G G

, (2.9) 

wobei eχ  die dielektrische Suszeptibilität ist. Analog zur Beziehung (2.9) kann unter 

der Voraussetzung eines bezüglich der Magnetisierung isotropen, linearen Mediums 

folgender Zusammenhang zwischen der Magnetisierung M
G

 und dem makroskopi-

schen Magnetfeld H
G

 hergestellt werden: 

mM Hχ=
G G

. (2.10) 

Die Größe mχ  heißt magnetische Suszeptibilität. Setzt man die Beziehungen (2.9) 

und (2.10) in die Gleichungen (2.8) ein, so erhält man: 

( )
( )

0 0

0 0

1 ,

1 .
e r

m r

D E E E

B H H H

χ ε ε ε ε

χ µ µ µ µ

= + = =

= + = =

G G G G

G G G G  
(2.11) 

1r eε χ= +  ist die relative Dielektrizitätskonstante und 1r mµ χ= +  die relative Perme-

abilität. Somit erhält man mit (2.11) die Beziehungen, die in (2.5) und (2.6) definiert 

sind. Für anisotrope lineare Medien ist mχ  beziehungsweise µ  ein Tensor. Dies gilt 

analog auch für eχ  und ε . Im weiteren Verlauf der Arbeit werden nur isotrope lineare 

Medien betrachtet. Außerhalb der Elektrostatik und der Magnetostatik können ε  und 

µ  komplexe, frequenzabhängige Größen sein. 
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Zwei weitere wichtige Gleichungen sind die Kontinuitätsgleichung, die für die La-

dungserhaltung steht: 

0J
t
ρ∂ +∇⋅ =

∂

G G
 (2.12) 

sowie die Gleichung für die Lorentz-Kraft, die die auf eine Punktladung q  im elekt-

romagnetischen Feld ausgeübte Kraft beschreibt: 

( )F q E v B= + ×
G G GG . (2.13) 

vG  ist dabei die Geschwindigkeit, mit der sich die Punktladung q  im Magnetfeld be-

wegt. Die Kontinuitätsgleichung (2.12) ist implizit in den Maxwellschen Gleichungen 

(2.1) und (2.3) enthalten, denn: 

( )
0

H J D J
t t

ρ

=

∂ ∂∇⋅ ∇× =∇⋅ + ∇⋅ =∇⋅ +
∂ ∂

G G G G GG G G G

�����	����

. (2.14) 

Der mittlere Teil von (2.14): 

0DJ
t

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜∇⋅ + =⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∂⎝ ⎠

GG G
. 

(2.15) 

veranlaßte James Clerk Maxwell zur Einführung des Verschiebungsstromes D
t

∂
∂

G
, 

den er als zusätzlichen Stromterm dem Leitungsstrom J
G

 in Gleichung (2.1) beifügte. 

Dieser Term hat eine enorme Bedeutung für die Beschreibung elektromagnetischer 

Wellenphänomene und erklärt die elektromagnetische Strahlung. 

 
2.2 Die Wellengleichungen 
 

Um den Satz von Gleichungen (2.1) bis (2.4), der die verschiedenen elektromagneti-

schen Feldgrößen miteinander verbindet, zu lösen, ist es vorteilhaft, Gleichungen zu 

finden, die nur eine dieser Feldgrößen enthalten. Dazu wird für die Gleichung (2.2) 

die Rotation gebildet und mit Hilfe der Materialgleichungen (2.5) bis (2.7) sowie der 

Gleichung (2.1) erhält man: 
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( ) ( ) ( )
2

2 .

DE B H J
t t t t

E EE E
t t t t

µ µ

µ σ ε µσ µε

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜∇× ∇× =− ∇× =− ∇× =− + ⎟⎜ ⎟⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎟⎜=− + =− −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂

GG G G GG G G G

G GG G
 

(2.16) 

Die rechte Seite der Gleichung (2.16) wurde aus der Kombination der Maxwellschen 

Gleichungen mit den Materialgleichungen erhalten. Die linke Seite kann ihrerseits in 

folgende Form gebracht werden: 

( ) ( ) .E E E∇× ∇× =∇ ∇⋅ −∆
G G G GG G G

 (2.17) 

Damit ergibt sich eine resultierende Gleichung für das elektrische Feld: 

( )
2

2 .E EE E
t t

µσ µε∂ ∂∆ −∇ ∇⋅ = +
∂ ∂

G GG GG G
 (2.18) 

Bildet man die Rotation von Gleichung (2.1) und führt die analogen Schritte wie zuvor 

durch, so bekommt man: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2

2

0

1

1 1

H J D E E
t t

B B B
t t

B B B

σ ε

σ ε
µ

µ µ
=

∂ ∂∇× ∇× =∇× + ∇× = ∇× + ∇×
∂ ∂

∂ ∂=− − = ∇× ∇×
∂ ∂

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ∇ ∇⋅ −∆ =− ∆⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠

G G G G G GG G G G G

G G G G G

G G G G G

���	��


 

(2.19) 

beziehungsweise: 

2

2 .B BB
t t

µσ µε∂ ∂∆ = +
∂ ∂

G GG
 (2.20) 

Dabei wurde in (2.19) zusätzlich noch die Gleichung 0B∇⋅ =
G G

 verwendet. Die Glei-

chung (2.18) und die Gleichung (2.20) sind die Wellengleichungen für E
G

 und B
G

 für 

homogene Medien in ihrer allgemeinsten Form. 

Für spezielle Fälle vereinfachen sich diese Gleichungen. So gelten in einem ladungs-

freien, nichtleitenden Dielektrikum wie beispielsweise dem Vakuum die Bedingungen: 

0, 0, 0,Jρ σ= = =
G

 (2.21) 
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das heißt, es gibt weder eine räumliche Ladungsverteilung oder Stromdichte noch 

eine Leitfähigkeit. Damit vereinfachen sich die Wellengleichungen zu: 

2

2

2

2

,

.

EE
t
BB
t

µε

µε

∂∆ =
∂
∂∆ =
∂

GG

GG
 

(2.22) 

Zu ihren einfachsten Lösungen zählen die ebenen Wellen (Anhang 8.2). 

 

2.3 Die Wellengleichungen für homogene leitfähige Medien ohne Raumladungen 
 

Eine wichtige Rolle für diese Arbeit spielen die Ausbreitungsvorgänge elektromagne-

tischer Wellen in einem Leiter. Die Wellengleichungen, die das beschreiben, sollen 

daher etwas genauer betrachtet werden, da sie auch Ausgangspunkt für Rechnun-

gen im weiteren Verlauf der Arbeit sein werden. Insbesondere sollen hier homogene, 

isotrope, ladungsfreie, elektrische Leiter betrachtet werden. Die besonderen 

Bedingungen dafür sind: 

0, , 0,J Eρ σ σ= = ≠
G G

 (2.23) 

also keine Raumladungen, die Gleichung für den Leitungsstrom und eine endliche 

Leitfähigkeit, die nicht Null ist. Das Nichtvorhandensein einer räumlichen Ladungs-

verteilung ändert die Gleichung (2.3) unter Verwendung der Gleichung (2.5) zu 

0E∇⋅ =
G G

. Das dies nicht ganz selbstverständlich ist, wird zum Beispiel in [6] gezeigt. 

Dabei wird vorausgesetzt, daß die im allgemeinen vom Ort und der Zeit abhängige 

Ladungsverteilung zum Zeitpunkt 0t =  Null ist: 

( ), 0 0.r tρ = =G  (2.24) 

Der Leiter ist also zu diesem Zeitpunkt ungeladen. Die Frage, wie sich dieser Zu-

stand im Verlauf der Zeit verhält, können die Maxwellschen Gleichungen beantwor-

ten. Die Maxwellsche Gleichung (2.1) hat unter Verwendung der Materialgleichungen 

folgende Form: 
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EB E
t

µσ µε ∂∇× = +
∂

GG G G
. (2.25) 

Bildet man von (2.25) die Divergenz, so führt das auf: 

( ) ( ) ( ) 0B E E
t

µσ µε ∂∇⋅ ∇× = ∇⋅ + ∇⋅ =
∂

G G G GG G G
. (2.26) 

Geht man nun von der inhomogenen Variante von (2.3) aus, also 

E ρ
ε

∇⋅ =
G G

, (2.27) 

so wird aus (2.26): 

1
t
ρ ρ

τ
∂ =−
∂

 (2.28) 

mit ετ
σ

= . 

Nach Integration von (2.28) erhält man als Lösung: 

( ) ( ), , 0
t

r t r t e τρ ρ
−

= =G G . (2.29) 

Falls der Leiter zum Zeitpunkt 0t =  ungeladen war ( ), 0 0r tρ = =G , dann bleibt er 

auch ungeladen ( ), 0r tρ =G . Oder falls zu diesem Zeitpunkt eine kleine räumliche La-

dungsverteilung vorhanden war, so wird diese innerhalb kurzer Zeit abgebaut, was 

der Exponentialfunktion mit negativem Vorzeichen zu entnehmen ist. Somit kann bei 

der Wellenausbreitung in Leitern von vernachlässigbaren Raumladungen ausgegan-

gen werden. 

Mit den Bedingungen (2.23) vereinfacht sich die Wellengleichung (2.18) und mit der 

Gleichung (2.20) erhält man den Satz Wellengleichungen, der die Ausbreitung in Lei-

tern beschreibt: 

( )

( )

2

2

2

2

, 0,

, 0.

E r t
t t

B r t
t t

µε µσ

µε µσ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜⎢ ⎥⎟∆− − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜⎢ ⎥⎟∆− − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

GG G

GG G
 

(2.30) 
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Beide Gleichungen haben die gleiche Struktur. Sie werden in [6] als Telegraphen-

gleichungen bezeichnet. Doch sollten sie nicht mit den Telegraphengleichungen für 

Ströme und Spannungen, die in der Leitungstheorie gelten, verwechselt werden. 

Diese werden später ausführlich behandelt. Als Lösungsansatz für (2.30) dient eine 

zeitlich harmonische Welle: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,i t i tE r t E r e B r t B r eω ω− −= =
G G G GG G G G . (2.31) 

Damit kann die Zeitabhängigkeit aus den Gleichungen (2.30) eliminiert werden, so 

daß man 

( ) ( )
( ) ( )

2
0

2
0

0,

0.

i E r

i B r

µεω ωµσ

µεω ωµσ

∆+ + =

∆+ + =

GG G

GG G  
(2.32) 

erhält. Diese Gleichungen mit den entsprechenden Randbedingungen dienen bei-

spielsweise der Berechnung der Feldeindringung in einen Leiter, was für Schirmun-

gen, wie die bei einem Koaxialkabel, von Bedeutung ist. 

Es sollte noch erwähnt werden, daß bei guten Leitern der Leitungsstrom (2.7) den 

Verschiebungsstrom in (2.15) deutlich überwiegt. Das hat zur Folge, daß für das e-

lektrische Feld der Term mit der zweiten zeitlichen Ableitung in (2.30) und damit auch 

der zweite Term in der ersten Gleichung von (2.32) vernachlässigt werden kann: 

( ) ( )0 0.i E rωµσ∆+ =
GG G  (2.33) 

Nutzt man jetzt wieder die Beziehung für den Leitungsstrom (2.7), so schreibt sich 

(2.33) wie folgt: 

( ) ( )0 0.i J rωµσ∆+ =
GG G  (2.34) 

Diese Gleichung ist die Diffusionsgleichung für die Stromdichte im Frequenzbereich. 

In [23] findet man beispielsweise anstelle des Pluszeichens ein Minuszeichen. Der 

Grund dafür ist die unterschiedliche Wahl des Argumentes der Exponentialfunktion 

im Ansatz (2.31). In der Physikliteratur verwendet man im Zeitabhängigkeitsfaktor 

das negative Vorzeichen und für die imaginäre Einheit den Buchstaben i , wohinge-

gen die Fachbücher der Elektrotechnik das positive Vorzeichen und den Buchstaben 
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j  bevorzugen. Dieser Unterschied wird uns auch bei der Definition der Impedanz 

und Admittanz in den entsprechenden Kapiteln begegnen. 

Die Diffusionsgleichung (2.34) steht in engem Zusammenhang mit dem sogenannten 

Skineffekt und der damit verbundenen Skin- bzw Eindringtiefe: 

2 ,δ
µσω

=  (2.35) 

die besagt, daß bei steigenden Frequenzen die Feldeindringung immer kleiner und 

somit nach außen in Richtung Leiteroberfläche gedrängt wird. Das gilt auch für den 

zugehörigen Strom. 

 

2.4 Elektromagnetische Potentiale 
 

Eine Methode die Maxwellschen Gleichungen zu lösen, die schon aus der Elektrosta-

tik und Magnetostatik bekannt ist, ist die der Verwendung eines skalaren Potentials 

ϕ  und eines Vektorpotentials A
G

. Die Gleichung (2.4) erlaubt die Einführung eines 

Vektorpotentials, weil: 

( ) 0B A∇⋅ =∇⋅ ∇× =
G G G GG

 (2.36) 

und damit 

( )B A= ∇×
G GG

. (2.37) 

Die Gleichung (2.2) geht dann über in: 

0AE
t

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜∇× + =⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∂⎜⎝ ⎠

GG G
. 

(2.38) 

Die Rotation eines Vektorfeldes verschwindet, wenn dieses Vektorfeld gleich dem 

Gradienten eines skalaren Potentials ist: 

A AE E
t t

ϕ ϕ∂ ∂+ =−∇ ⇒ =−∇ −
∂ ∂

G GG GG G
. (2.39) 
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Damit definieren die Potentiale ϕ  und A
G

 die Felder B
G

 und E
G

. Setzt man nun die 

entsprechenden Ausdrücke (2.37) und (2.39) in die inhomogenen Maxwellschen 

Gleichungen (2.1) und (2.3) ein, so ergibt sich: 

( )
2

2 .

A
t

AA A J
t t

ρϕ
ε

ϕµε µε µ

∂∆ + ∇⋅ =−
∂

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜∆ − −∇ ∇⋅ + =−⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂

G G

GG G G G G  

(2.40) 

Dieses Gleichungssystem muß noch entkoppelt werden. Das Vektorpotential A
G

 kann 

frei gewählt werden, darf aber B
G

 nicht verändern. Das Hinzufügen eines Gradienten 

einer skalaren Funktion erfüllt die Bedingung: 

A A′= +∇Λ
G G G

. (2.41) 

Durch (2.41) wird das elektrische Feld verändert. Um dies zu vermeiden, wird auch 

das elektrische Potential ϕ  transformiert: 

t
ϕ ϕ ∂Λ′= −

∂
. (2.42) 

Die Gleichungen (2.41) und (2.42) heißen Eichtransformationen. Die Felder bleiben 

unter diesen Transformationen invariant. Wenn die Potentiale ϕ  und A
G

 den in 

Klammern stehenden Ausdruck der zweiten Gleichung von (2.40) zum verschwinden 

bringen, so genügen sie der Lorenz-Bedingung: 

0A
t
ϕµε ∂∇⋅ + =
∂

G G
. (2.43) 

Diese Bedingung an die Potentiale entkoppelt die Gleichungen (2.40) und führt sie 

über in zwei inhomogene Wellengleichungen: 

2

2

2

2 .

t
AA J

t

ϕ ρϕ µε
ε

µε µ

∂∆ − =−
∂
∂∆ − =−
∂

GG G
 

(2.44) 

Diese Gleichungen sind vom gleichen Typ: 
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( ) ( ) ( )
2

2 2

1, , 4 ,r t r t f r t
c t

π∂∆Ψ − Ψ =−
∂

G G G  (2.45) 

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit 1c
µε

= . Um die Gleichung (2.45) zu lösen, 

dient das Konzept der Greenschen Funktion. Dazu wird die Zeitabhängigkeit durch 

eine Fouriertransformation bezüglich der Frequenz eliminiert. Es wird die Greensche 

Funktion für den freien Raum gesucht, das heißt, es sollen keine weiteren Randbe-

dingungen vorhanden sein. Mit Hilfe der Fourier-Integrale: 

( ) ( )

( ) ( )

1, , ,
2

1, ,
2

i t

i t

r t r e d

f r t f r e d

ω

ω

ω ω
π

ω ω
π

∞
−

−∞
∞

−

−∞

Ψ = Ψ

=

∫

∫

G G

G G
 

(2.46) 

und den inversen Transformationen: 

( ) ( )

( ) ( )

, , ,

, ,

i t

i t

r r t e dt

f r f r t e dt

ω

ω

ω

ω

∞

−∞
∞

−∞

Ψ = Ψ

=

∫

∫

G G

G G
 

(2.47) 

erhält man nach Einsetzen in Gleichung (2.45) die inhomogene Helmholtzsche Wel-

lengleichung: 

( ) ( ) ( )2 , 4 ,k r f rω π ω∆+ Ψ =−G G  (2.48) 

mit der Wellenzahl k
c
ω= . 

Analog zur Poissonschen Gleichung genügt die Greensche Funktion im Frequenzbe-

reich: 

( ) ( ) ( )2 , 4k G r r r rπδ′ ′∆+ =− −G G G G . (2.49) 

Im freien Raum muß die Greensche Funktion kugelsymmetrisch sein und ist damit 

nur von R r r ′= −G G  abhängig. Deshalb reicht es aus, nur den radialen Anteil des Lap-

laceschen Operators in Kugelkoordinaten zu betrachten: 
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( ) ( )
2

2
2

1 4d RG k G R
R dR

πδ+ =− . (2.50) 

Der Diracschen Delta-Funktion ist zu entnehmen, daß außer an der Stelle 0R=  die 

homogene Gleichung: 

( ) ( )
2

2
2 0d RG k RG

dR
+ =  (2.51) 

gilt, die die bekannten Lösungen eines harmonischen Oszillators: 

( ) 1 2
ikR ikRRG R C e C e−= +  (2.52) 

enthält. Im Grenzfall 0R →  vereinfacht sich die Gleichung (2.50) wegen 1kR�  auf 

die aus der Elektrostatik bekannte Poisson-Gleichung. Dann gilt: 

( )
0

1lim
kR

G R
R→

=  (2.53) 

und die allgemeine Lösung lautet entsprechend (2.52) und (2.53): 

( ) ( ) ( )1 2G R C G R C G R+ −= +  (2.54) 

mit 

( ) ( )
ikReG R

R

±
± = . (2.55) 

Transformiert man die Greenschen Funktionen wieder in den Zeitbereich, so erhält 

man die sogenannte retardierte und avancierte Greensche Funktion, wobei nur die 

retardierte Lösung physikalisch relevant ist. Mit Hilfe der Greenschen Funkionen 

können die gesuchten Potentiale bestimmt werden. Da im weiteren Verlauf der Arbeit 

vorrangig der Frequenzbereich betrachtet wird, werden nur die Lösungen im Fre-

quenzbereich angegeben: 

( ) ( )

( ) ( )

3

3

1 ,
4

.
4

ik r r

ik r r

er r d r
r r

eA r J r d r
r r

ϕ ρ
πε

µ
π

′−

′−

′ ′=
′−

′ ′=
′−

∫

∫

G G

G G

G G
G G

G GG G
G G

 

(2.56) 
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2.5 Der Zusammenhang zwischen den elektromagnetischen Feldern und den 
Begriffen Impedanz und Admittanz 

 

Wegen der besonderen Bedeutung, die der sogenannte Poyntingsche Vektor in Be-

zug auf Abstrahlungseffekte hat, soll seine Definition kurz erläutert werden. Aus-

gangspunkt ist die von den Feldern in einem endlichen Volumen V  pro Zeit geleiste-

te Arbeit: 

( ) .
V

W J E dV= ⋅∫
G G

 (2.57) 

Verwendet man bei der Umformung dieses Integrals das Ampèresche Durchflu-

tungsgesetz (2.1), dann erhält man: 

( ) .
V

DW E H E dV
t

⎡ ⎤∂⎢ ⎥= ⋅ ∇× − ⋅⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

GGG G G
 

(2.58) 

Die Vektoridentität: 

( ) ( ) ( )E H H E E H∇⋅ × = ⋅ ∇× − ⋅ ∇×
G G GG G G G G G

 (2.59) 

sowie das Faradaysche Induktionsgesetz (2.2) führen (2.58) über in: 

( ) .
V

D BW E H E H dV
t t

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥=− ∇⋅ × + ⋅ + ⋅⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

G GG G G G G
 

(2.60) 

Es wird vorausgesetzt, daß sich das makroskopische Medium hinsichtlich seiner 

elektrischen und magnetischen Eigenschaften linear verhält, was bedeutet, daß 

( )1
2

DE E D
t t

∂ ∂⋅ = ⋅
∂ ∂

GG G G
 und ( )1

2
BH H B
t t

∂ ∂⋅ = ⋅
∂ ∂

GG G G
. Desweiteren soll die Summe dieser 

Terme der Gesamtenergiedichte ( )1
2

u E D B H= ⋅ + ⋅
G G G G

 entsprechen. Dies in (2.60) ein-

gesetzt sowie der Vergleich mit (2.57) ergeben: 

( ) 0.
V

u E H J E dV
t

⎡ ⎤∂⎢ ⎥+∇⋅ × + ⋅ =
⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫

G G G G G
 (2.61) 

Soll (2.61) allgemein, also unabhängig vom gewählten Volumen gelten, so muß der 

Integrand Null sein: 
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0,u S J E
t

∂ +∇⋅ + ⋅ =
∂

G G G G
 (2.62) 

wobei 

( )S E H= ×
G G G

 (2.63) 

der Poyntingsche Vektor ist und die Energiestromdichte darstellt. Analog kann diese 

Betrachtung auch für Felder mit harmonischer Zeitabhängigkeit erfolgen. Dies kann 

dazu verwendet werden, um den Zusammenhang zwischen elektromagnetischen 

Feldern und Impedanz beziehungsweise Admittanz darzulegen. Die folgende Defini-

tion der genannten Größen über die Felder findet man zum Beispiel in [4]. Falls man 

für alle Felder und Quellen eine Zeitabhängigkeit i te ω−  entsprechend den Ansätzen 

(2.31) annimmt, erhalten die Maxwellschen Gleichungen (2.1) bis (2.4) die Form: 

0, 0,

, .

B E i B

D H i D J

ω

ρ ω

∇⋅ = ∇× − =

∇⋅ = ∇× + =

G G GG G G

G GG G G G  
(2.64) 

Physikalisch hat nur der Realteil eine Bedeutung. Im Falle des elektrischen Feldes 

bedeutet das: 

( ) ( ){ } ( ) ( )*1, Re
2

i t i t i tE r t E r e E r e E r eω ω ω− −⎡ ⎤= = +⎢ ⎥⎣ ⎦
G G G GG G G G . (2.65) 

Für das Produkt im Integranden von (2.57) folgt damit: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

* *

* 2

1, ,
4
1 Re .
2

i t i t i t i t

i t

J r t E r t J r e J r e E r e E r e

J r E r J r E r e

ω ω ω ω

ω

− −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ = + ⋅ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ⋅ + ⋅

G G G G G GG G G G G G

G G G GG G G G
 

(2.66) 

Bildet man das zeitliche Mittel von (2.66) über eine Periodendauer T , so erhält man: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }*

0

1 1, , Re .
2

T

J r t E r t dt J r E r
T

⋅ = ⋅∫
G G G GG G G G  (2.67) 

Diese Beziehung in Verbindung mit Gleichung (2.57) erlaubt die Definition des fol-

genden Volumenintegrals: 
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( )*1 ,
2 V

W J E dV= ⋅∫
G G

 (2.68) 

dessen Realteil, wie aus (2.67) ersichtlich, dem zeitlichen Mittel der von den elektro-

magnetischen Feldern im Volumen V  geleisteten Arbeit entspricht. Analog zur Vor-

gehensweise ab Gleichung (2.58) kann das Integral (2.68) unter Verwendung der 

Maxwellschen Gleichungen für zeitlich harmonische Felder (2.64) folgendermaßen 

umgeformt werden: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *

* * *

1
2

1 1 12
2 4 4

2 ,

V

V

e m
V

W E H i D dV

E H i E D B H dV

S i w w dV

ω

ω

ω

⎡ ⎤= ⋅ ∇× −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥= −∇⋅ × − ⋅ − ⋅⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤= −∇⋅ − −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

∫

GG G G

G G G G G G G

G G

 

(2.69) 

wobei  

( )*1
2

S E H= ×
G G G

 (2.70) 

der komplexe Poyntingsche Vektor und 

( ) ( )* *1 1,
4 4e mw E D w B H= ⋅ = ⋅
G G G G

 (2.71) 

die elektrische sowie magnetische Energiedichte für zeitlich harmonische Felder 

sind. Setzt man Gleichung (2.68) mit Gleichung (2.69) gleich und verwendet für das 

Volumenintegral über der Divergenz von S
G

 den Gaußschen Satz, so führt das auf: 

( ) ( ) ( )*1 2 0.
2 e m

V V S

J E dV i w w dV S n daω⋅ + − + ⋅ =∫ ∫ ∫
GG G Gv  (2.72) 

Der Realteil dieser Gleichung beschreibt die Energieerhaltung für zeitlich gemittelte 

Felder und der Imaginärteil steht für die Blindleistung mit dem sich ändernden Fluß. 

Diese Vorbereitungen dienen zur Definition der Eingangsimpedanz eines beliebigen 

linearen, passiven elektromagnetischen Zweipols. In [4] wird die Eingangsimpedanz 

eines Koaxialkabels betrachtet (Abb. 2.1). 
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Es wird ein System im Volumen V  mit der Begrenzungsfläche S , die die Quer-

schnittsfläche iS  eines Koaxialkabels an einem seiner Enden als Teilfläche enthält, 

betrachtet. Mit der zwischen Innenleiter und Innenseite des Koaxialkabels bestehen-

den komplexen Eingangsspannung iV  und dem harmonisch schwingenden, komple-

xen Eingangsstrom iI  erhält man die komplexe Eingangsleistung iP . Diese ist gege-

ben als: 

( ) ( ) ( )*1 ,
2

i i

i i i
S S S S

P I V S n da S n da S n da
−

= =− ⋅ =− ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫
G G GG G Gv v v  (2.73) 

wobei die Flächennormale nG  nach außen gerichtet ist. Der erste Term auf der rech-

ten Seite kann mit Hilfe von (2.72) eliminiert werden und mit dem Zusammenhang 

zwischen Eingangsspannung und Eingangsstrom i iV ZI=  folgt: 

( ) ( ) ( )*
2

1 2 4 .
i

m e
V S S Vi

Z J E dV S n da i w w dV
I

ω
−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ − −⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫

GG G Gv  
(2.74) 

Mit der Zerlegung der Impedanz Z  in einen Real- und einen Imaginärteil: 

V

Z

nG

S

iS

iV

iI

Abb. 2.1: Die Abbildung skizziert ein Koaxialkabel mit der Querschnittsfläche iS . Dabei han-

delt es sich um einen linearen, passiven elektromagnetischen Zweipol. Dieser ist von einer 

einhüllenden Fläche S  umgeben, deren Flächennormale nG  nach außen gerichtet ist. V ist 

das von der Fläche S  begrenzte Volumen. iV  ist die Eingangsspannung und iI  der Ein-

gangsstrom. Der Zusammenhang i iV ZI=  definiert die Eingangsimpedanz Z . 



2 Die Maxwellschen Gleichungen 

 
 

28 

Z R iX= −  (2.75) 

folgt für den Wirkwiderstand R  bei Annahme, daß der durch die Fläche nach außen 

fließende Leistungsstrom reell ist: 

( ) ( ) ( )*
2

1 Re 2 4 Im
i

m e
V S S Vi

R J E dV S n da w w dV
I

ω
−

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ + −⎨ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫

GG G G
v  

(2.76) 

und für den Blindwiderstand X : 

( ) ( )*
2

1 4 Re Im .m e
V Vi

X w w dV J E dV
I

ω
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪= − − ⋅⎨ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫
G G

 
(2.77) 

Der Term 

( )2
1 2

i

rad
S Si

R S n da
I −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∫

G G
v  

(2.78) 

aus Gleichung (2.76) beschreibt den sogenannten Strahlungswiderstand, der die Ei-

genschaft eines Leiters beschreibt, bei steigender Frequenz mehr Leistung abzu-

strahlen und sich dies bei dem betreffenden Leiter als Dämpfung interpretieren läßt. 

Falls in einem niederfrequenten System nur ohmsche Verluste auftreten, so können 

die Beziehungen (2.76) und (2.77) wie folgt vereinfacht werden: 

( )

( )

2
*

2 2

2

1 1 ,

4 .

V Vi i

m e
Vi

R J E dV E dV
I I

X w w dV
I

σ

ω

= ⋅ =

= −

∫ ∫

∫

G G G

 

(2.79) 

Im Falle der verbliebenden Integrale geht man davon aus, daß diese unter den ge-

nannten Bedingungen nur Realteile aufweisen. Der zweite Ausdruck von (2.79) bein-

haltet den niederfrequenten induktiven Blindwiderstand X Lω= , der uns später in 

der Theorie der Mehrleitersysteme wieder begegnen wird. Um für einen einfachen 

Rundleiter (kein Koaxialleiter) den ohmschen Widerstand bei sehr niedrigen Fre-

quenzen zu berechnen, geht man von dem Strom aus, der durch einen zylindrischen 

Leiter fließt und sich gleichmäßig über den ganzen Querschnitt A  des Leiters verteilt: 
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2
2

2
0 0

a

n
II J dA J rdrd a J J
a

π

ϕ π
π

= = = ⇒ =∫ ∫ ∫ . (2.80) 

Im ersten Integral bedeutet nJ  die Normalkomponente der Stromdichte. Diese steht 

senkrecht auf der Querschnittsfläche des Leiters. In diesem einfachen Fall gibt es 

auch nur diese Komponente. Die Gleichung für den Leitungsstrom (2.7) ergibt für 

diesen einfachen Fall 2

IE
aπ σ

= , womit sich der Gleichstromwiderstand eines langen 

zylindrischen Leiters pro Längeneinheit entsprechend (2.79) berechnen läßt: 

1 2
2

2 2 4 2
0 0 0

1 1 1 .
a

V

R E dV rdrd dz
a aI

π

σ ϕ
π σ π σ

= = =∫ ∫ ∫ ∫
G

 (2.81) 

Bei einem leitenden Vollmantel der Dicke d b a= − , wobei b  der Außenradius und a  

der Innenradius des Leiters ist, ergibt sich ein Gleichstromwiderstand der Form: 

( ) ( )
1 2

2 2 22 2 2
0 0

1 1 .
b

a

R rdrd dz
b ab a

π

ϕ
π σπ σ

= =
−−

∫ ∫ ∫  (2.82) 

Letzterer Ausdruck wird uns im Zusammenhang mit der Schirmwirkung wieder be-

gegnen, wo er dann ebenfalls nur als Grenzwert für sehr niedrige Frequenzen dann 

als Kopplungswiderstand agiert. Bei höheren Frequenzen kommt eine Frequenzab-

hängigkeit hinzu, die im Fall des Vollmantelschirms dazu führt, daß der Strom nicht 

mehr gleichmäßig über die Querschnittsfläche verteilt ist, sondern aufgrund des Skin-

Effektes in Richtung der Leiteroberfläche gedrängt wird. Die Verkleinerung der Ein-

dringtiefe bewirkt dann das Verschwinden des Kopplungswiderstandes bei hohen 

Frequenzen. 

Um die obigen Ausführungen zu vervollständigen, wird noch der Zusammenhang 

zwischen der Admittanz und den elektromagnetischen Feldern analog zu (2.74) auf-

geführt. Dazu wird von der Gleichung (2.72) das Konjugiertkomplexe gebildet: 

( ) ( ) ( )** *1 2 0.
2 e m

V V S

J E dV i w w dV S n daω⋅ − − + ⋅ =∫ ∫ ∫
GG G Gv  (2.83) 

Das Gleiche gilt für Gleichung (2.73): 
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( ) ( ) ( )* * * * *1 .
2

i i

i i i
S S S S

P I V S n da S n da S n da
−

= =− ⋅ =− ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫
G G GG G Gv v v  (2.84) 

Kombiniert man wieder beide Gleichungen miteinander und verwendet die Bezie-

hung i iI YV= , so erhält man für die Admittanz (Scheinleitwert): 

( ) ( ) ( )** *
2

1 2 4
i

m e
V S S Vi

Y J E dV S n da i w w dV
V

ω
−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ + −⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫

GG G Gv  
(2.85) 

und in Real-/Imaginärteil zerlegt: 

Y G iB= −  (2.86) 

mit dem Wirkleitwert G  und dem Blindleitwert B . Weist man (2.86) den entspre-

chenden Ausdruck aus (2.85) zu, so ergeben sich: 

( ) ( ) ( )** *
2

1 Re 2 4 Im
i

m e
V S S Vi

G J E dV S n da w w dV
V

ω
−

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅ + ⋅ − −⎨ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫

GG G Gv  
(2.87) 

und 

( ) ( )* *
2

1 4 Re Im .m e
V Vi

B w w dV J E dV
V

ω
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪=− − + ⋅⎨ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫
G G

 
(2.88) 

Bildet man wieder den Grenzwert für kleine Frequenzen, vereinfachen sich (2.87) 

und (2.88) zu: 

( )

2

2

2

1 ,

4 .

Vi

m e
Vi

G E dV
V

B w w dV
V

σ

ω

=

=− −

∫

∫

G

 

(2.89) 

Entsprechend (2.88) wird vom ersten Integral nur der Realteil benötigt. Die Bedin-

gung kleiner Frequenzen schließt das Vorhandensein eines Imaginärteils aus. Daher 

wirkt sich die Bildung des Komplexkonjugierten auf diesen Term nicht aus. 

Der Zusammenhang zwischen der Eingangsimpedanz und den elektromagnetischen 

Feldern sowie der daraus resultierende Strahlungswiderstand wird bei der Analyse 

von Antennen verwendet. Dort ist man an der von der Antenne abgestrahlten Ge-

samtleistung beziehungsweise an deren Verteilung interessiert. In der Leitungstheo-
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rie benötigt man die Impedanz pro Einheitslänge für die Verwendung als Leitungsbe-

lag. Nach Integration der Leitungsgleichungen erhält man dann das Ergebnis für die 

gesamte Leitung. In einem noch folgenden Kapitel wird eine Näherung für den Strah-

lungswiderstand einer einfachen Leitung über einer ideal leitenden Ebene hergelei-

tet. Als Grundlage für die Berechnung diente eine erweiterte Leitungstheorie ent-

sprechend [38]-[42], mit der man auf elegante Weise die Leitungsbeläge pro Län-

geneinheit bestimmen kann. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

3 Die klassische Leitungstheorie für 
Mehrleitersysteme 

 

3.1 Herleitung der zeitabhängigen Telegraphengleichungen mit Hilfe der Max-
wellschen Gleichungen 

 

Um die zeitabhängigen Telegraphengleichungen für gleichförmige Leitungen mit 

möglicher Anregung von einfallenden Feldern aus den Maxwellschen Gleichungen 

herzuleiten, bietet sich die Integralform der Maxwellschen Gleichungen an. Das be-

trachtete Modell (Abb. 3.1) geht von ( )1n+  gleichförmigen Leitungen aus, bei denen 

die einzelnen n  Leitungen parallel zur x -Achse verlaufen. Der ( )1n+ -te Leiter soll 

der Referenzleiter sein, der ebenfalls parallel zur x -Achse verläuft und auf den sich 

die anderen n  Leiter bezüglich ihrer Spannungen beziehen. 

Für die Herleitung der ersten Telegraphengleichung geht man von dem Faraday-

schen Induktionsgesetz in Integralform aus. Dazu wird die Gleichung (2.2) über die 

Fläche iS  zwischen dem Referenzleiter und dem i -ten Leiter integriert: 

( ) .
i i iS S S

d dE da B da H da
dt dt

µ∇× ⋅ =− ⋅ =− ⋅∫∫ ∫∫ ∫∫
G G G GG G G  (3.1) 

Der Index i  bezeichnet hier den i -ten Leiter. Mit Hilfe des Stokesschen Integralsat-

zes kann das Flächenintegral über der Rotation von E
G

 auf der linken Seite von Glei-

chung (3.1) in ein Kurvenintegral mit dem Integrationsweg iC , der die Fläche iS  

umrandet, überführt werden. Dabei ist der Integrationsweg des Kurvenintegrals so zu 

wählen, daß der Umlaufsinn mit der Flächennormalen der in dem Oberflächeninteg-

ral gewählten Seite von iS  eine Rechtsschraube bildet. Die in Abb. 3.1 gewählte 

Konstellation läßt deshalb das negative Vorzeichen auf der rechten Seite von (3.1) 

verschwinden: 

.
i iC S

dE dl H da
dt
µ⋅ = ⋅∫ ∫∫

GG G Gv  (3.2) 
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Wie man der Abb. 3.1 entnehmen kann, wurde das elektrische Feld in ein transver-

sales elektrisches Feld tE
G

, welches sich parallel zur y-z-Ebene befindet und in eine 

longitudinale elektrische Feldkomponente xE  in Richtung der x-Achse zerlegt. Hat 

die sich ausbreitende elektromagnetische Welle nur Feldkomponenten in der zur 

Ausbreitungsrichtung senkrechten Ebene, so spricht man von einer transversalen 

Welle. Die Bezeichnungen transversal und longitudinal beziehen sich demnach auf 

tH
G

iS

Referenzleiter

y

z

tE
G

tE
GxE

xE

( )
1

,
n

k
k

I x t
=
∑

i

j

n

a b

a′ b′( ),iI x t

( ),jI x t

( ),nI x t

x∆

( )einE
G

( )einH
G

k
G

−

+

+

+

Abb. 3.1: Diese Abbildung skizziert ein Mehrleitersystem bestehend aus n  Leitern und 

einem Referenzleiter. Die Integrationsfläche zwischen i -tem Leiter und dem Referenzleiter 

ist grau dargestellt. Desweiteren ist der Integrationsweg und sein Umlaufsinn zu sehen. 

Oben rechts ist eine einfallende Welle dargestellt, welche aus einem elektrischen und einem 

magnetischen Feld sowie aus dem in Ausbreitungsrichtung verlaufenden Wellenvektor k
G

besteht. 

x x x+∆ x

iC
n
G
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die Ausbreitungsrichtung der elektromagnetischen Welle. Im Zusammenhang mit 

ebenen Wellen wie beispielsweise das einfallende elektromagnetische Feld in Abb. 

3.1, was zu den transversalen Wellen gehört, denn ( )einE
G

, ( )einH
G

 und k
G

 bilden ein or-

thogonales Rechtssystem, gibt es noch den Begriff der Polarisation. Wenn der elekt-

rische und damit auch der magnetische Feldstärkevektor relativ zur Ausbreitungsrich-

tung in einer festen Richtung schwingen, so nennt man die Welle linear polarisiert. 

Dabei spricht man von vertikal polarisiert, wenn der elektrische Feldstärkevektor pa-

rallel zur vertikalen Koordinatenachse liegt und von horizontal polarisiert, wenn er 

parallel zur horizontalen Koordinatenachse eines kartesischen Koordinatensystems 

liegt. 

Damit kann die Gleichung (3.2) auch wie folgt geschrieben werden: 

( ) .
i

a b b a

t l t l
a a b b S

dE dl E dl E dl E dl H n da
dt
µ

′ ′

′ ′

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫
G G G GG G G G G G  

(3.3) 

Alle in der Gleichung (3.3) vorkommenden Felder können jeweils in eine Streufeld-

komponente , ,s s s
t lE E B
G G G

 und in eine einfallende Komponente ( ) ( ) ( ), ,ein ein ein
t lE E B
G G G

 aufge-

teilt werden: 

( )

( )

( ) .

ein s
t t t

ein s
l l l

ein s

E E E

E E E

H H H

= +

= +

= +

G G G

G G G

G G G
 

(3.4) 

Dabei beschreibt die einfallende Feldkomponente das einfallende Feld, welches in 

Abwesenheit der anderen Leitungen von einer in einem gewissen Abstand befindli-

chen Quelle erzeugt wurde. Bei den Streufeldern handelt es sich um Felder, die 

durch die auf den Leitungen induzierten Ströme und Spannungen generiert werden. 

Entsprechend dem betrachteten Modellansatz werden einige vereinfachende An-

nahmen gemacht. Der Strom auf den Leitungen besitzt nur eine Komponente in x-

Richtung. Das bedeutet, daß die gestreuten magnetischen Felder in der zur Ausbrei-

tungsrichtung senkrechten Ebene (y-z-Ebene) liegen. Diese Tatsache steht im Ein-

klang mit der Annahme, daß sich in der klassischen Leitungstheorie die elektromag-

netischen Wellen nur in Form von transversalen elektromagnetischen Wellen (TEM-

Wellen) ausbreiten, was bedeutet, daß sowohl die elektrische als auch die magneti-
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sche Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung Null ist. Im Falle des magnetischen 

Feldes gilt dies entsprechend oberer Annahme und bedeutet für den Strom des i -ten 

Leiters: 

( )
ˆ

ˆ, .
i

s
i t

c

I x t H dl= ⋅∫
GG

v  (3.5) 

Der Integrationsweg îc  umrandet dabei die Oberfläche des i-ten Leiters in der zur 

Ausbreitungsrichtung transversalen Ebene. Die Annahme der TEM-Wellenausbrei-

tung fordert, daß auch für das elektrische Feld nur eine transversale Komponente 

existiert, was in Verbindung mit dem Nichtvorhandensein der longitudinalen magneti-

schen Feldkomponente entsprechend dem Faradayschen Induktionsgesetz folgende 

Definition der Spannungen zwischen dem i -ten Leiter und dem Referenzleiter an der 

Position x  und x x+∆   gestattet: 

( )

( )

,

, .

a
s s

i t
a

b
s s

i t
b

V x t E dl

V x x t E dl

′

′

=− ⋅

+∆ =− ⋅

∫

∫

GG

GG
 

(3.6) 

Diese Spannungen haben zusätzlich den Index s  erhalten, weil sie nur das gestreute 

transversale elektrische Feld berücksichtigen. Dabei wurde berücksichtigt, daß die n  

Leiter in Bezug auf den Referenzleiter positiv geladen sind. Keine longitudinale Feld-

komponente des elektrischen Feldes bedeutet aber, daß die entsprechenden Integ-

rale entlang der Leiteroberfläche in Gleichung (3.3) verschwinden müssen. Dies for-

dert die TEM-Wellenausbreitung, was so nur für perfekte Leiter gilt. Sind die Leiter 

nicht ideal leitend, dann verbleibt eine nichtverschwindende elektrische Feldkompo-

nente aufgrund des Spannungsabfalles entlang der Leiteroberfläche. Da dies gegen 

die reine TEM-Wellenausbreitung verstößt, bezeichnet man solche Näherungen als 

quasi-TEM-Wellen. Die dadurch berücksichtigten Verluste werden in Form eines Wi-

derstandes pro Längeneinheit in die Rechnung aufgenommen: 
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( )

( )0
1

, ,

, ,

b b

l x i i
a a
a a n

l x k
kb b

E dl E dx r xI x t

E dl E dx r x I x t

′ ′

′ ′

=

⋅ = ⋅ = ∆

⋅ = ⋅ = ∆

∫ ∫

∑∫ ∫

GG

GG
 

(3.7) 

wobei entlang des i-ten Leiters ˆl x xE E e=
G

 und ˆxdl dxe=
G

 und entlang des Referenzlei-

ters ˆl x xE E e=−
G

 und ˆxdl dxe=−
G

 gilt. Der Widerstand ir  des i-ten Leiters ist im allge-

meinen frequenzabhängig. Meistens reicht es aus, den Widerstand als konstant an-

zunehmen. Dabei handelt es sich dann um den Gleichstromwiderstand der Leitung, 

der die ohmschen Verluste für den Fall niedriger Frequenzen berücksichtigt, wie wir 

am Ende des 2. Kapitels gesehen haben. Bei hohen Frequenzen wird der Strom auf-

grund des Skineffektes in Richtung Leiteroberfläche verdrängt. Dieser Effekt führt zu 

einem Anstieg des Widerstandes proportional zur f , wenn f  die Frequenz ist, 

was in [23] ausführlich behandelt wird. Der dominantere Effekt bei hohen Frequen-

zen ist jedoch der sogenannte Strahlungswiderstand. Eine Näherung für den Strah-

lungswiderstand, der entsprechend (3.7) in der klassischen Leitungstheorie verwen-

det werden kann, wird in einem späteren Kapitel behandelt. 

Setzt man nun die bisherigen Ergebnisse (3.6) und (3.7) in die Gleichung (3.3) bei 

Berücksichtigung von (3.4) ein und dividiert die gesamte Gleichung durch x∆ , so 

erhält man nach der Grenzwertbildung 0x∆ → : 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

0 0
1

0 0 0

1, , , lim

1 1 1lim lim lim .

i

i

n
s s

i i i k x
k S

a b
ein ein ein

t tx x x
S a b

dV x t r I x t r I x t H n da
x x dt

d H n da E dl E dl
x dt x x

µ

µ

∆ →
=

′ ′

∆ → ∆ → ∆ →

∂ + + − ⋅
∂ ∆

= ⋅ − ⋅ + ⋅
∆ ∆ ∆

∑ ∫∫

∫∫ ∫ ∫

G G

G GG G GG
 

(3.8) 

Um die Gleichung (3.8) weiter umzuformen, wird der gesamte magnetische Fluß be-

trachtet, der die Fläche iS  durchströmt. Der gesamte magnetische Fluß iψ  zwischen 

dem i -ten Leiter und dem Referenzleiter setzt sich aus den magnetischen Flüssen 

zusammen, die die einzelnen Ströme auf jedem Leiter verursachen: 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

1 1 2 2

1

1, lim

, , , ,

, .

i

s
i x

S

i i ii i in n

n

ik k
k

x t H n da
x

l I x t l I x t l I x t l I x t

l I x t

ψ µ
∆ →

=

=− ⋅
∆

= + + + + +

=

∫∫

∑

G G

" "  

(3.9) 

Damit wird Gleichung (3.8) zu: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

0
1 1

0 0 0

, , , ,

1 1 1lim lim lim .
i

n n
s

i i i k ik k
k k

b a
ein ein ein

t tx x x
S b a

V x t r I x t r I x t l I x t
x t

d H n da E dl E dl
x dt x x

µ

= =
′ ′

∆ → ∆ → ∆ →

∂ ∂+ + +
∂ ∂

= ⋅ + ⋅ − ⋅
∆ ∆ ∆

∑ ∑

∫∫ ∫ ∫
G GG G GG

 

(3.10) 

Die rechte Seite von (3.10) muß noch genauer betrachtet werden. Wie wir weiter o-

ben festgestellt haben, existiert nur eine zur Ausbreitungsrichtung transversale mag-

netische Feldkomponente, die auf die induzierten Ströme der Leitung zurückzuführen 

ist. Daher interessiert bei der Berechnung des Flächenintegrals in (3.10) auch nur die 

transversale Feldkomponente des einfallenden magnetischen Feldes, was man auch 

an der in y-Richtung weisenden Flächennormalen nG  in Abb. 3.1 sehen kann. Mit 

ˆyn e=G , da dxdz=  und ( ) ( ) ( )ˆ , ,ein ein
y yH e H x z t=

G
 folgt für den Term mit dem Flächeninteg-

ral: 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

0 0

0

1 1lim lim , ,

1lim , ,

, , .

i

a x x
ein ein

yx x
S a x

a x x
ein

yx
a x

a a
ein ein

y
a a

d H n da H x z t dxdz
dt x t x

dz H x z t dx
t x

H x z t dz H n dl
t t

µ µ

µ

µ µ

′ +∆

∆ → ∆ →

′ +∆

∆ →

′ ′

∂⋅ =
∆ ∂ ∆

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟∂ ⎜ ∆⎜⎝ ⎠

∂ ∂= = ⋅
∂ ∂

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

G G

G G

 

(3.11)

Für die beiden Wegintegrale über das einfallende elektrische Feld ergibt sich mit 

ˆzdl dze=
G

 und der Erkenntnis, daß die Integrationsintervalle ,a a⎡ ⎤′⎣ ⎦  und ,b b⎡ ⎤′⎣ ⎦  gleich 

sind: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

1 1lim lim

, , , ,
lim

, , .

b a
ein ein

t tx x
b a

ein eina
z z

x
a

a a
ein ein

z t
a a

E dl E dl
x x

E x x z t E x z t
dz

x

E x z t dz E dl
x x

′ ′

∆ → ∆ →

′

∆ →

′ ′

⋅ − ⋅
∆ ∆
⎛ ⎞+∆ − ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ∆ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∂ ∂= = ⋅
∂ ∂

∫ ∫

∫

∫ ∫

G GG G

GG

 

(3.12) 

Benutzt man die Ergebnisse von (3.11) und (3.12), so wird aus (3.10): 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

0
1 1

, , , ,

.

n n
s

i i i k ik k
k k

a a
ein ein

t
a a

V x t r I x t r I x t l I x t
x t

E dl H n dl
x t

µ

= =
′ ′

∂ ∂+ + +
∂ ∂

∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂

∑ ∑

∫ ∫
GG G G

 

(3.13)

In Matrixform schreibt sich diese Gleichung: 

( ) ( )

( )

( )

( )

[ ]

( )

( )

( )

( ) ( )( )

1

0 0 0

1

1

,

, ,

,

,

,

,

.

s
i i i

n

i ii in i

n

a a
ein ein

t
a a

I x t

V x t r r r r I x t
x

I x t

I x t

l l l I x t
t

I x t

E dl H n dl
x t

µ
′ ′

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜ ⎟+ + ⎟⎜⎣ ⎦ ⎟⎜∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎟
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎟

∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂∫ ∫

#
" "

#

#
" "

#

GG G G

 

(3.14) 

Da diese Gleichung nur für den i -ten Leiter gilt, wird die gleiche Prozedur auch für 

die anderen Leiter durchgeführt. Danach erhält man die folgende Matrixgleichung: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( )( ), , , .
a a

ein eins
t

a a

V x t R I x t L I x t E dl H n dl
x t x t

µ
′ ′

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟+ + = ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟

∫ ∫

#
GG G G G G G

#

 

(3.15) 
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Die in (3.15) auftretenden Matrizen [ ]R  und [ ]L  sind wie folgt definiert: 

[ ]

( )
( )

( )

[ ]

0 1 0 0 11 12 1

0 0 2 0 21 22 2

0 0 0 1 2

, .

n

n

n n n nn

r r r r l l l
r r r r l l l

R L

r r r r l l l

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

" "
" "

# # % # # # % #
" "

 

(3.16) 

0r  ist der Widerstandsbelag des Referenzleiters, ir  der des i -ten Leiters, die ijl  mit 

i j≠  sind die sogenannten Gegeninduktivitäten und die iil  heißen Selbstinduktivitä-

ten. 

Um die Quellen auf der rechten Seite von (3.15) in eine einfachere Form zu bringen, 

schreibt man die Gleichung (3.3) nur für die einfallenden Felder: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .
i

a b b b
ein ein ein ein ein

t t l l
a b a a S

dE dl E dl E dl E dl H n da
dt
µ

′ ′ ′

′

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫
G G G GG G G G G G  

(3.17) 

Drückt man die Integrale wieder in den Koordinaten des in Abb. 3.1 gewählten Koor-

dinatensystems aus, dann ergibt sich: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

-, , , , , ,

, , , , ,

a b b
ein ein ein i ter Leiter

z z x
a b a

b a b
ein Ref ein

x y
a a a

E x z t dz E x x z t dz E x z t dx

E x z t dx H x z t dxdz
t

µ

′ ′ ′

′

′

− +∆ +

∂− =
∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

(3.18) 

wobei in (3.17) für das erste Integral ( ) ( ) ( )ˆ , ,ein ein
t z zE e E x z t=
G

 und für das zweite Integral 

( ) ( ) ( )ˆ , ,ein ein
t z zE e E x x z t= +∆
G

 mit dem zugehörigen Längenelement ˆzdl e dz=
G

 und für die 

longitudinale Komponente in Höhe des i -ten Leiters ( ) ( ) ( )( )ˆ , ,ein ein i ter Leiter
l x xE e E x z t−=
G

 und 

beim Referenzleiter ( ) ( ) ( )( )ˆ , ,ein ein Ref
l x xE e E x z t=
G

 mit dem Längenelement ˆxdl e dx=
G

 sowie 

ˆyn e=G , da dxdz= , ( ) ( ) ( )ˆ , ,ein ein
y yH e H x z t=

G
 verwendet wurde. Verwendet man wieder 

, ,a a b b⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′=⎣ ⎦ ⎣ ⎦  und [ ] [ ], , ,a b a b x x x⎡ ⎤′ ′= = +∆⎣ ⎦ , dividiert durch x∆  und bildet den Grenz-

wert 0x∆ → , so geht (3.18) über in: 



3 Die klassische Leitungstheorie für Mehrleitersysteme 

 

 

40 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

-

0 0

0

0

1 1lim , , lim , ,

, , , ,
lim

1lim , , .

x x x x
ein i ter Leiter ein Ref

x xx x
x x

ein eina
z z

x
a

a x x
ein

yx
a x

E x z t dx E x z t dx
x x

E x x z t E x z t
dz

x

dz H x z t dx
t x

µ

+∆ +∆

∆ → ∆ →

′

∆ →

′ +∆

∆ →

−
∆ ∆

⎛ ⎞+∆ − ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ∆ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜+ ⎟⎜ ⎟⎟∂ ⎜ ∆⎜⎝ ⎠

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

(3.19) 

Nach Ausführung der Grenzwerte ergibt sich folgender Zusammenhang: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

-, , , ,

, , , ,

.

ein i ter Leiter ein Ref
x x

a a
ein ein

z y
a a

a a
ein ein

t
a a

E x z t E x z t

E x z t dz H x z t dz
x t

E dl H n dl
x t

µ

µ

′ ′

′ ′

−

∂ ∂= +
∂ ∂

∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫
GG G G

 

(3.20) 

Eingesetzt in Gleichung (3.15) liefert: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )-, , , , , , , .ein i ter Leiter ein Refs
x xV x t R I x t L I x t E x z t E x z t

x t

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎜ ⎟⎜+ + = − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜

#
G G G

#

 
(3.21) 

Das ist die erste Telegraphengleichung für Mehrleitersysteme im Zeitbereich. Diese 

Gleichung enthält die sich aus den gestreuten Feldern ergebende Spannung sV
G

. In 

der englischen Literatur wird sie als „scattered voltage“ bezeichnet. In dieser Form 

entspricht die Gleichung (3.21) dem sogenannten „Scattered Voltage Formulation“ 

oder der „Agrawal method“. 

Interessiert man sich für die Gesamtspannung („total voltage“) entsprechend dem 

sogenannten „Total Voltage Formulation“ beziehungsweise „Taylor approach“, so 

benötigt man den Zusammenhang zwischen der Gesamtspannung und der Streu-

spannung: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , .

a
ein eins s

t
a

a
eins

z
a

V x t V x t V x t V x t E dl

V x t E x z t dz

′

′

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + = − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟

∫

∫

#
GG G G G G

#

#
G

#

 

(3.22) 

Wie man an Gleichung (3.22) sieht, gibt es zwischen ( ),V x t
G

 und ( ),sV x t
G

 keinen Un-

terschied, wenn die einfallenden Felder Null sind. In diesem Fall kann eine Anregung 

nur über lokale Strom- und Spannungsquellen erfolgen. Die Kopplung zwischen den 

einzelnen Leitungen berücksichtigt die Induktivitätsmatrix [ ]L . Setzt man (3.22) in 

(3.15) ein, dann bekommt die erste Telegraphengleichung die Form: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )( ), , , ,
a

ein

a

V x t R I x t L I x t H n dl
x t t

µ
′

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟+ + = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟

∫

#
G G G G G

#

 

(3.23) 

wobei sie jetzt die Gesamtspannung enthält. Ob man die Formulierung (3.21) oder 

(3.23) betrachtet, in beiden Fällen kann man die Terme auf der rechten Seite der 

Gleichungen als kontinuierlich verteilte Spannungsquellen betrachten: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

-
,

,

, , , , , , ,

, , .

ein i ter Leiter ein Refs s
Q Q i x x

a
ein

Q Q i
a

V x t V x t E x z t E x z t

V x t V x t H n dl
t

µ
′

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟= = − ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ∂ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟

∫

##G

# #

#
#G G G

#
#

 

(3.24) 

Um die zweite Telegraphengleichung herzuleiten, geht man von der Kontinuitätsglei-

chung (2.12) in Integralform aus: 
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( )
ˆ

ˆ
i

i
V VS

J dV J da dV Q
t t

ρ∂ ∂∇⋅ = ⋅ =− =−
∂ ∂∫ ∫∫ ∫

GG G G
w . (3.25) 

Das Oberflächenintegral bezieht sich hier auf eine geschlossene Oberfläche ˆ
iS , die 

den i -ten Leiter umschließt (Abb. 3.2). Die Gesamtoberfläche kann in die zwei seitli-

chen Randflächen ˆ
RS  und in die zylindrische Oberfläche ˆ

oS  zerlegt werden. Integriert 

man die Stromdichte zuerst über die seitlichen Flächen: 

( ) ( )
ˆ

ˆ , , ,
R

i i

S

J da I x x t I x t⋅ = +∆ −∫∫
GG

 (3.26) 

dann erhält man die Differenz des Stromes an den beiden Enden der betrachteten 

Oberfläche. Über die seitliche Oberfläche kann ebenfalls ein Strom fließen, der sich 

einerseits aus dem Leitungsstrom und andererseits aus dem Verschiebungsstrom 

zusammensetzt: 

, .t
Leit t Versch

EJ E J
t

σ ε ∂= =
∂

GG G G
 (3.27) 
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Integriert man zuerst den Leitungsstrom über die seitliche Oberfläche ˆ
oS : 

ˆ ˆ

ˆ ˆ,
o o

Leit t

S S

J da E daσ⋅ = ⋅∫∫ ∫∫
G GG G

 (3.28) 

dann kann man einen transversalen Leitungsstrom, der zwischen dem i -ten Leiter 

und den anderen Leitern fließt, definieren, indem man wieder durch x∆  dividiert und 

anschließend den Grenzwert 0x∆ →  bildet: 

Referenzleiter

y

z

( ),s
iV x t

i

j

n

( ),iI x x t+∆

x∆

( )einE
G

( )einH
G

k
G

−

+

+

+

n
G

tE
G

ˆ
iS

ˆ
oS

ˆ
RS( ),iI x t

Abb. 3.2: Diese Abbildung skizziert die geschlossene Oberfläche ˆ
iS , die den i -ten Leiter 

umschließt. Sie kann in die zwei Randflächen ˆ
RS  und in die zylindrische Oberfläche ˆ

oS

zerlegt werden. 

x x x+∆ x
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( )

( )

( )

( )

1

10
1ˆ

,

1 ˆ, lim .,

,

o

s

n
s

ti t i ik in ix
kS

s
n

V x t

I x t E da g g g V x t
x

V x t

σ
∆ →

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥= ⋅ = − − ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜∆ ⎟⎜⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎟⎜

∑∫∫
#GG

" "
#

 

(3.29) 

Führt man diese Schritte auch für die anderen Leiter durch, ergibt sich eine Bezie-

hung zwischen dem Vektor ( ),tI x t
G

, der alle transversalen Leitungströme enthält und 

dem Spannungsvektor ( ),sV x t
G

: 

[ ] s
tI G V=
G G

. (3.30) 

Die Matrix [ ]G  heißt Leitwertmatrix und lautet: 

[ ]

1 12 1
1

21 2 2
1

1 2
1

.

n

k n
k

n

k n
k

n

n n nk
k

g g g

g g g
G

g g g

=

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

∑

"

"

# # % #

"

 

(3.31) 

Die einzelnen Komponenten der Matrix beziehen sich auf eine Längeneinheit. Die 

Gesamtladung iQ  des i -ten Leiters beziehungsweise ihre zeitliche Ableitung, wie sie 

in (3.25) benötigt wird, kann als Integral über der Oberfläche ˆ
oS  definiert werden: 

ˆ ˆ

ˆ ˆ, .
o o

i t i t

S S

Q E da Q E da
t t

ε ε∂ ∂= ⋅ = ⋅
∂ ∂∫∫ ∫∫

G GG G
 (3.32) 

Wie man sieht, wird an dieser Stelle der Verschiebungsstrom t
Versch

EJ
t

ε ∂=
∂

GG
 berück-

sichtigt. Die Ladung pro Längeneinheit kann man wie folgt darstellen: 
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( )

( )

( )

1

10 0
1ˆ

,

1 ˆlim lim .,

,

o

s

n
si

t i ik in ix x
kS

s
n

V x t

Q E da c c c V x t
x x

V x t

ε
∆ → ∆ →

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥= ⋅ = − − ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜∆ ∆ ⎟⎜⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎟⎜

∑∫∫
#GG

" "
#

 

(3.33) 

Führt man diese Betrachtung wieder für die anderen Leiter durch, ergibt sich eine 

Beziehung zwischen dem Vektor Q
G

, der alle Gesamtladungen der einzelnen Leiter 

enthält und dem Spannungsvektor ( ),sV x t
G

: 

[ ] sQ C V=
G G

. (3.34) 

Die Matrix [ ]C  ist die Kapazitätsmatrix pro Längeneinheit. Sie lautet explizit: 

[ ]

1 12 1
1

21 2 2
1

1 2
1

n

k n
k

n

k n
k

n

n n nk
k

c c c

c c c
C

c c c

=

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

∑

"

"

# # % #

"

 

(3.35) 

und repräsentiert den Verschiebungsstrom, der zwischen den Leitern in der transver-

salen Ebene fließt. 

Setzt man die Teilergebnisse (3.26), (3.29) sowie (3.33) in (3.25) ein, teilt die Glei-

chung wieder durch x∆  und bildet den Grenzwert 0x∆ → , so führt das auf: 

( ) ( )
0 0 0

ˆ ˆ

, , 1 1ˆ ˆlim lim lim .
o o

i i
t tx x x

S S

I x x t I x t
E da E da

x x t x
σ ε

∆ → ∆ → ∆ →

+∆ − ∂+ ⋅ =− ⋅
∆ ∆ ∂ ∆∫∫ ∫∫

G GG G
 (3.36) 

Wiederholt man (3.36) für alle Leiter, dann erhält man die zweite Telegraphenglei-

chung in Matrixform: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , , 0.s sI x t G V x t C V x t
x t
∂ ∂+ + =
∂ ∂

GG G G
 (3.37) 

Verwendet man wieder die Beziehung (3.22): 
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( ) ( ) ( ), , ,
a

eins
t

a

V x t V x t E dl
′

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟

∫

#
GG G G

#

 

(3.38) 

dann läßt sich (3.37) über die Gesamtspannung in folgender Form ausdrücken: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , , ,
a a

ein ein
t t

a a

I x t G V x t C V x t G E dl C E dl
x t t

′ ′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ + =− ⋅ − ⋅⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟ ⎟

∫ ∫

# #
G GG G G G G

# #

 

(3.39) 

wobei sich die rechte Seite der Gleichung (3.39) wieder als kontinuierlich verteilte 

Stromquellen definieren läßt: 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )
,, , .

a a
ein ein

Q Q i t t
a a

I x t I x t G E dl C E dl
t

′ ′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ∂⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟= =− ⋅ − ⋅⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜⎜ ⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟ ⎟

∫ ∫

# #
# G GG G G

#
# #

 

(3.40) 

Mit der ersten Telegraphengleichung (3.23) und dem Vektor für die Spannungsquel-

len (3.24) ergibt sich folgender Satz von Differentialgleichungen bei Betrachtung der 

Gesamtspannung: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

, , , , ,

, , , , .

Q

Q

V x t R I x t L I x t V x t
x t

I x t G V x t C V x t I x t
x t

∂ ∂+ + =
∂ ∂
∂ ∂+ + =
∂ ∂

G G G G

G G G G  

(3.41) 

Die Formulierung für die sogenannte Streuspannung ergibt dann entsprechend 

(3.23), (3.24) und (3.37) das folgende Gleichungssystem: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( )

, , , , ,

, , , 0.

s s
Q

s s

V x t R I x t L I x t V x t
x t

I x t G V x t C V x t
x t

∂ ∂+ + =
∂ ∂
∂ ∂+ + =
∂ ∂

G G G G

GG G G  

(3.42) 

Für den weiteren Verlauf der Arbeit sollen die Gleichungen (3.41), die jeweils die Ge-

samtspannung der einzelnen Leiter enthalten im Frequenzbereich verwendet wer-
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den. Bevor (3.41) im Frequenzbereich formuliert wird, soll kurz auf die Herleitung ü-

ber die Kirchhoffschen Sätze verwiesen werden. 

 

3.2 Herleitung der zeitabhängigen Telegraphengleichungen mit Hilfe eines Er-
satzschaltbildes 

 

Dazu geht man von einem Ersatzschaltbild (Abb. 3.3) aus. 

 

 

 

 

Die Kirchhoffsche Maschenregel lautet: 

0.
ji EMK

i j

U U+ =∑ ∑  (3.43) 

( ),iV x t

−

+

+

+

( ),iI x t

+

+

+

−

+−

+−

+−

( ),jV x t

( ),jI x t

( ),nI x t ( ),nI x x t+∆

( ),jI x x t+∆

( ),iI x x t+∆

( ),iV x x t+∆

( ),jV x x t+∆

0r x∆

ir x∆

jr x∆

nr x∆ nnl x∆

jjl x∆

iil x∆
ijl x∆

iig x∆
iic x∆

ijg x∆
ijc x∆ jjg x∆

jjc x∆

( )
1

,
n

k
k

I x t
=
∑ ( )

1

,
n

k
k

I x x t
=

+∆∑

,Q iI x∆

,Q jI x∆,Q iV x∆

,Q jV x∆

,Q nV x∆

Abb. 3.3: Das Ersatzschaltbild eines Mehrleitersystems mit Einbeziehung eines einfallenden Fel-

des über kontinuierliche Strom- und Spannungsquellen ,Q iI  und ,Q iV . Die Schaltung erstreckt sich 

über eine Längeneinheit von x∆ . 

x∆



3 Die klassische Leitungstheorie für Mehrleitersysteme 

 

 

48 

iU  bezeichnet die einzelnen Spannungsabfälle in einer geschlossenen Schleife. 

jEMKU sind die jeweiligen elektromotorischen Kräfte (EMK). Sie stehen für eine unbe-

lastete Spannungsquelle, der kein elektrischer Strom entnommen wird. In der Praxis 

ist die Spannung an den Polen einer Spannungsquelle noch um den Spannungsab-

fall in der Quelle aufgrund des Innenwiderstands vermindert. Der Strom im Innern 

einer Quelle ist dem Strom in der äußeren Schleife entgegengerichtet, damit sich an 

den Polen keine Ladungen anhäufen. Die Stromrichtung im äußeren Stromkreis 

weist vom Pluspol zum Minuspol (technische Stromrichtung). Die in Abb. 3.3 betrach-

tete i -te Schleife wird jeweils vom i -ten Leiter und dem Referenzleiter aufgespannt. 

Wendet man die Kirchhoffsche Maschenregel (3.43) darauf an, so ergibt sich: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

0 ,
1

,
, ,

, , 0.

n
j

i i i ij
j

n

i j Q i
j

I x t
V x t r xI x t l x

t

V x x t r x I x t V x

=

=

∂
− + ∆ + ∆

∂

+ +∆ + ∆ − ∆ =

∑

∑
 

(3.44) 

Sortiert man die Terme und teilt anschließend die Gleichung (3.44) wieder durch x∆  

und bildet den Grenzwert 0x∆ → , erhält man die erste Telegraphengleichung für 

den i -ten Leiter entsprechend (3.41) mit den in (3.16) definierten Matrizen [ ]R  und 

[ ]L : 

( ) ( ) ( ) ( )
0 ,

1 1

,,
, , .

n n
ji

i i j ij Q i
j j

I x tV x t
r I x t r I x t l V

x t= =

∂∂
+ + + =

∂ ∂∑ ∑  (3.45) 

Die Kirchhoffsche Knotenregel: 

0i
i

I =∑  (3.46) 

besagt, daß die Summe der ankommenden Ströme gleich der Summe der abfließen-

den Ströme in einem Verzweigungspunkt sein muß. Dies resultiert aus der Ladungs-

erhaltung. In (3.46) werden die ankommenden Ströme positiv und die abfließenden 

Ströme negativ angenommen. Auf Abb. 3.3 angewandt, führt dies zu: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,

1,

1,

, , , ,

, ,

, , 0.

i Q i i ii i ii i

n

ij i j
j j i

n

ij i j
j j i

I x t I x I x x t g xV x x t c x V x x t
t

g x V x x t V x x t

c x V x x t V x x t
t

= ≠

= ≠

∂+ ∆ − +∆ − ∆ +∆ − ∆ +∆
∂

⎡ ⎤− ∆ +∆ − +∆⎣ ⎦

∂ ⎡ ⎤− ∆ +∆ − +∆ =⎣ ⎦∂

∑

∑

 

(3.47) 

Division durch x∆  und Bildung des Grenzwertes 0x∆ →  sowie Sortieren der Terme 

ergibt die zweite Telegraphengleichung für den i -ten Leiter entsprechend (3.41) mit 

den in (3.31) und (3.35) definierten Matrizen [ ]G  und [ ]C : 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1,

,
1 1,

, , ,

, , .

n n

i ij i ij j
j j j i

n n

ij i ij j Q i
j j j i

I x t g V x x t g V x x t
x

c V x x t c V x x t I
t t

= = ≠

= = ≠

∂ + +∆ − +∆
∂

∂ ∂+ +∆ − +∆ =
∂ ∂

∑ ∑

∑ ∑
 

(3.48) 

 

3.3 Überführen der zeitabhängigen Telegraphengleichungen in den Frequenzbe-
reich 

 

In Vektor-Matrix-Schreibweise lauten also die zeitabhängigen Telegraphengleichun-

gen für Mehrleitersysteme nach (3.41): 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

, , , , ,

, , , , .

Q

Q

V x t R I x t L I x t V x t
x t

I x t G V x t C V x t I x t
x t

∂ ∂+ + =
∂ ∂
∂ ∂+ + =
∂ ∂

G G G G

G G G G  

(3.49) 

Nimmt man auch hier eine harmonische Zeitabhängigkeit der Form i te ω  für die Span-

nungen, Ströme und Quellen an, so gehen die Gleichungen (3.49) über in: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ, , ,

Q

Q

d V x Z I x V x
dx
d I x Y V x I x
dx

ω ω ω ω

ω ω ω ω

⎡ ⎤+ =⎣ ⎦

⎡ ⎤+ =⎣ ⎦

G G G

G G G  

(3.50) 

oder in einer noch kompakteren Form, genannt Strom-Spannungs-Darstellung: 
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( )

( )

[ ] ( )
( ) [ ]

( )

( )

( )

( )

ˆˆ ˆ0 ,, ,
.

0 ˆˆ ˆ ,, ,

Q

Q

Z V xV x V xd
dx Y I xI x I x

ω ωω ω
ω ωω ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜+ = ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎡ ⎤ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

GG G

GG G  
(3.51) 

Dabei wurde hier, wie in der Elektrotechnik üblich, das positive Vorzeichen im Expo-

nenten der Exponentialfunktion gewählt. Dort wo die zeitliche Ableitung erforderlich 

war, ergibt sich der Faktor iω . Dann können in beiden Gleichungen zwei Terme zu-

sammengefaßt werden und man erhält die aus Kapitel 2, bis auf das Vorzeichen des 

Imaginärteils, bekannte Definition von Impedanz ( )Z ω⎡ ⎤⎣ ⎦  und Admittanz ( )Y ω⎡ ⎤⎣ ⎦ : 

( ) [ ] [ ]
( ) [ ] [ ]

,

.

Z R i L

Y G i C

ω ω

ω ω

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
⎡ ⎤= +⎣ ⎦

 
(3.52) 

In dieser Form (3.52) sind [ ]R , [ ]L , [ ]G  und [ ]C  weder vom Ort noch von der Fre-

quenz abhängig. Die in Kapitel 2 gefundene Definition für Impedanz und Admittanz 

ist allgemeiner. Die Gleichungen (3.50) erlauben sowohl für ( )Z ω⎡ ⎤⎣ ⎦  als auch für 

( )Y ω⎡ ⎤⎣ ⎦  eine kompliziertere Frequenzabhängigkeit als in (3.52) angegeben. Ortsab-

hängige Leitungsparameter können in (3.50) aber nicht berücksichtigt werden. 

Die Darstellung (3.51) erweist sich beispielsweise bei der Zerlegung von Leitungen in 

verschiedene Segmente als nützlich, wie wir später sehen werden. Die Strom- und 

Spannungsquellen aus (3.50) beziehungsweise (3.51) haben im Frequenzbereich 

folgende Darstellung: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] ( )

,

,

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ, , .

a
ein

Q Q i
a

a
ein

Q Q i t
a

V x V x i H n dl

I x I x Y E dl

ω ω ωµ

ω ω

′

′

⎛ ⎞⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎛ ⎞ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜= = ⋅⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟
⎛ ⎞⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜= =− ⋅⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟

∫

∫

#
#G G G

#
#

#
#G G G

#
#

 

(3.53) 
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3.4 Lösen der im Frequenzbereich formulierten Telegraphengleichungen 
 

Man kann nun beim Lösen der Gleichungen sowohl von der Darstellung (3.50) als 

auch von der Darstellung (3.51) ausgehen. In beiden Fällen müssen die Gleichungen 

entkoppelt werden. Vorerst soll von (3.50) als zu lösendes Gleichungssystem im Fre-

quenzbereich ausgegangen werden: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ, , , .

Q

Q

d V x Z I x V x
dx
d I x Y V x I x
dx

ω ω ω ω

ω ω ω ω

⎡ ⎤+ =⎣ ⎦

⎡ ⎤+ =⎣ ⎦

G G G

G G G  

(3.54)  

Dies ist ein gekoppeltes System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. Das 

zugehörige Lösungsverfahren ist zum Beispiel in [23], [35] oder [64] aufgezeigt. In 

[64] wird die Linearität dahingehend genutzt, daß man bei der Entkopplung der Glei-

chungen erst die Stromquellen und dann die Spannungsquellen Null setzt. Das ver-

einfacht die Rechnung und die Linearität der Gleichungen erlaubt eine anschließen-

de Superposition der Teillösungen. Dementsprechend wird auch hier verfahren. 

3.4.1 Nullsetzen der Stromquellen 

Für die Bestimmung der ersten Teillösung wird angenommen, daß keine Stromquel-

len vorhanden sind: 

( )ˆ , 0.QI x ω =
G

 (3.55)  

Damit wird aus (3.54): 

( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( )

ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ .

Q
d V x Z I x V x
dx
d I x Y V x
dx

=− +

=−

G G G

G G  

(3.56)  

In (3.56) wurde im Hinblick auf die weitere Rechnung der Übersichtlichkeit halber auf 

die Angabe von ω  verzichtet. Leitet man die zweite Gleichung von (3.56) nach x  ab: 

( ) [ ] ( )
2

2
ˆ ˆ ,d dI x Y V x

dx dx
=−

G G
 (3.57)  
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wobei [ ]Y  bezüglich x  als konstant angenommen wurde, dann kann man ( )ˆd V x
dx

G
 

eliminieren, indem man die erste Gleichung von (3.56) in (3.57) einsetzt. Dies ergibt 

für den Stromvektor eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

( ) [ ][ ] ( ) ( )
2

2
ˆ ˆd I x Y Z I x f x

dx
− =

G G G
 (3.58)  

mit 

( ) [ ] ( )ˆ .Qf x Y V x=−
GG

 (3.59)  

Um die einzelnen Ströme ( )îI x  in (3.58) zu entkoppeln, wird eine Variablentransfor-

mation: 

( ) [ ] ( )ˆ ˆ
I mI x T I x=

G G
 (3.60)  

durchgeführt. Die Matrix [ ]IT  soll das Matrixprodukt [ ][ ]Y Z  in (3.58) diagonalisieren. 

Die Variablentransformation (3.60) führt die Ströme ( )Î x
G

 in die Modalströme ( )ˆ
mI x
G

 

über. Dazu wird (3.60) in die Gleichung (3.58) eingesetzt und in ihre Modalform über-

führt: 

( ) [ ] ( ) ( )
2

2
2

ˆ ˆ
m m m

d I x I x f x
dx

γ− =
G G G

 (3.61)  

mit 

( ) [ ] ( )1
m If x T f x−=
G G

 (3.62)  

und 

[ ] [ ] [ ][ ][ ]2 1 .I IT Y Z Tγ −=  (3.63)  

Die Matrix [ ]2γ  ist eine Diagonalmatrix. Somit ist die Gleichung (3.61) entkoppelt und 

die i -te Gleichung lautet dann: 
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( ) ( ) ( )
2

2
, , ,2

ˆ ˆ .m i i m i m i
d I x I x f x
dx

γ− =  (3.64)  

Die Lösung dieses Typs Differentialgleichung ist bekannt und setzt sich zusammen 

aus der Teillösung für die homogene Variante von (3.64), das heißt wenn ( ), 0m if x =  

ist: 

( ) ( ), 1, 2,
ˆ i ih x x
m i i iI x k e k eγ γ−= +  (3.65)  

und einer partikulären Teillösung, die die Inhomogenität von (3.64) berücksichtigt: 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,
0 0

ˆ .
2 2

i i
i i

x xx x
inh x x

m i m i m i
i i

e eI x e f x dx e f x dx
γ γ

γ γ

γ γ

−
′ ′− ′ ′ ′ ′= −∫ ∫  (3.66)  

In Matrix-Vektor-Schreibweise lauten beide Teillösungen: 

( ) ( ) [ ] [ ]
1 2

ˆ ,h x x
mI x e k e kγ γ−= +
G G G

 (3.67)  

und 

( ) ( ) [ ] [ ] [ ] ( ) [ ] [ ] [ ] ( )

[ ] ( ) [ ] ( )

1 1

0 0

1 1ˆ
2 2

.

x x
inh x x x x

m m m

x x

I x e e f x dx e e f x dx

e q x e p x

γ γ γ γ

γ γ

γ γ− −′ ′− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟′ ′ ′ ′⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= +

∫ ∫
G G G

�������������	������������
 �������������	������������

G G

 

(3.68)  

Damit ergibt sich eine rücktransformierte Gesamtlösung: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )
[ ] [ ] ( )( ) [ ] [ ] ( )( )1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ

.

h inh
I m I m I m

x x
I I

I x T I x T I x T I x

T e k q x T e k p xγ γ−

= = +

= + + +

G G G G

G GG G  
(3.69)  

Aus der zweiten Gleichung von (3.56) folgt für die Spannung: 

( ) [ ] ( )

[ ] [ ][ ] [ ] ( )( ) [ ] [ ][ ] [ ] ( )( )

1

1 1
1 2

ˆ ˆ

.x x
I I

dV x Y I x
dx

Y T e k q x Y T e k p xγ γγ γ

−

− − −

=−

=− + + +

G G

G GG G
 

(3.70)  

Bevor die konstanten Vektoren 1k
G

 und 2k
G

 über die Randbedingungen ermittelt wer-

den, soll kurz daran errinnert werden, daß hier von nicht vorhandenen Stromquellen 
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( )Q̂I x
G

 ausgegangen wurde. Deshalb sind die Lösungen für den Stromvektor (3.69) 

und den Spannungsvektor (3.70) nur Teillösungen: 

( ) ( )

( ) ( )

ˆ ˆ: ,

ˆ ˆ: .

I

I

I x I x

V x V x

=

=

G G

G G  
(3.71)  

Um die konstanten Vektoren zu bestimmen, werden folgende Randbedingungen be-

nötigt: 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 , .I I I IV Z I V L Z I L=− =
G G G G

 (3.72)  

Die Matrizen [ ]1Z  und [ ]2Z  sind die Impedanznetzwerke am Anfang und am Ende der 

Leitung, wenn man den Ort 0x=  als den Anfang und den Ort x L=  als das Ende 

des Mehrleitersystems definiert. Das negative Vorzeichen in der ersten Gleichung 

von (3.72) liegt in der Tatsache begründet, daß der Strom an dieser Stelle entgegen 

der gewählten Stromrichtung fließt. Desweiteren sollte erwähnt werden, daß hier nur 

die kontinuierlichen Quellen auf der rechten Seite von (3.54) berücksichtigt werden. 

Lokale Quellen am Anfang oder am Ende der Leitungen können entweder mit in die 

Randbedingungen (3.72) aufgenommen werden oder, da die Formulierung der Aus-

gangsgleichungen über kontinuierlich verteilte Quellen sehr allgemein ist, über die 

Diracsche Deltafunktion in die Lösung eingehen. Diese Vorgehensweise soll hier 

verwendet werden. Die Randbedingungen (3.72) sind in diesem Fall auch für lokale 

Strom- und Spannungsquellen ausreichend. 

Wendet man die Randbedingungen (3.72) auf die Ergebnisse (3.69) und (3.70) an, 

so folgt: 

( ) [ ] ( ) [ ][ ] [ ][ ]

( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]
1 1 1 1 2

1 1
1 2

ˆ ˆ0 0 ,

ˆ 0 .

I I I I

I I I

V Z I Z T k Z T k

V Y T k Y T kγ γ− −

=− =− −

=− +

G G G G

G G G  
(3.73)  

Die verschiedenen Ausdrücke für den Spannungsvektor am Anfang der Leitung er-

geben einen Zusammenhang zwischen den noch unbekannten Größen 1k
G

 und 2k
G

: 
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[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ]
11 1

2 1 1 1 1.I I I Ik Y T Z T Y T Z T k S kγ γ
−− −= + − =

G G G
 (3.74)  

Für die Randbedingung am Ort x L=  folgt entsprechend: 

( ) [ ] ( ) [ ][ ] [ ] ( )( ) [ ][ ] [ ] ( )( )
( ) [ ] [ ][ ] [ ] ( )( ) [ ] [ ][ ] [ ] ( )( )

2 2 1 2 2

1 1
1 2

ˆ ˆ ,

ˆ .

L L
I I I I

L L
I I I

V L Z I L Z T e k q L Z T e k p L

V L Y T e k q L Y T e k p L

γ γ

γ γγ γ

−

− − −

= = + + +

=− + + +

G G G GG G

G G GG G
 

(3.75)  

Setzt man Gleichung (3.74) in (3.75) ein und löst die sich ergebende Gleichung nach 

1k
G

 auf, so erhält man: 

[ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ]

[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( )

11 1
1 2 2

1 1
2 2 .

L L
I I I I

L L
I I I I

k Z T Y T e Z T Y T e S

Y T Z T e p L Y T Z T e q L

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

−− − −

− −−

⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤× − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

G

G G  
(3.76)  

Mit der Beziehung (3.74) läßt sich auch 2k
G

 bestimmen. Nachdem die Konstanten er-

mittelt wurden, schreiben sich die Teillösungen für den Strom- und Spannungsvektor: 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]{
[ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ]

[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( )}

11 1
2 2

1 1
2 2

ˆ x x
I I

L L
I I I I

L L
I I I I

x x

I x T e S e

Z T Y T e Z T Y T e S

Y T Z T e p L Y T Z T e q L

e p x e q x

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

−

−− − −

− −−

−

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤× + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤× − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
+ +

G

G G

G G

 

(3.77)  

sowie 

( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ]{
[ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ]

[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( )}

1

11 1
2 2

1 1
2 2

ˆ

.

x x
I I

L L
I I I I

L L
I I I I

x x

V x Y T e S e

Z T Y T e Z T Y T e S

Y T Z T e p L Y T Z T e q L

e p x e q x

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ

γ γ

γ γ

− −

−− − −

− −−

−

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤× + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤× − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
+ −

G

G G

G G

 

(3.78)  
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3.4.2 Nullsetzen der Spannungsquellen 

Um die zweite Teillösung für den Stromvektor und den Spannungsvektor zu bestim-

men, wird jetzt angenommen, daß es keine Spannungsquellen gibt: 

( )ˆ 0.QV x =
G

 (3.79)  

Die Ausgangsgleichungen (3.54) vereinfachen sich in diesem Fall zu: 

( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( ) ( )

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ .Q

d V x Z I x
dx
d I x Y V x I x
dx

=−

=− +

G G

G G G  

(3.80)  

Man behandelt das Gleichungssystem (3.80) analog zu dem im vorherigen Abschnitt. 

Differenzieren der ersten Gleichung nach x  und eliminieren der ersten Ableitung des 

Stromvektors führt wieder zu einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, 

aber diesmal für den Spannungsvektor: 

( ) [ ][ ] ( ) ( )
2

2
ˆ ˆd V x Z Y V x f x

dx
− =

G G G
�  (3.81)  

mit 

( ) [ ] ( )ˆ .Qf x Z I x=−
GG

�  (3.82)  

Die Gleichungen (3.81) und (3.82) sind den Gleichungen (3.58) und (3.59) sehr ähn-

lich. Sie unterscheiden sich einerseits in den Funktionen, die die Quellen enthalten 

und andererseits in dem Matrixprodukt [ ][ ]Z Y , bei dem die Matrizen [ ]Y  und [ ]Z  ver-

tauscht sind. 

Es erfolgt auch hier die Einführung einer Variablentransformation: 

( ) [ ] ( )ˆ ˆ .V mV x T V x=
G G

 (3.83)  

Die Variablentransformation (3.83) führt die Spannungen ( )V̂ x
G

 in die Modalspannun-

gen ( )m̂V x
G

 über. Die Modalform von (3.81) lautet damit: 
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( ) [ ] ( ) ( )
2

2
2

ˆ ˆ
m m m

d V x V x f x
dx

γ− =
G G G

��  (3.84)  

mit 

( ) [ ] ( )1
m Vf x T f x−=
G G
� �  (3.85)  

und 

[ ] [ ] [ ][ ][ ]2 1 .V VT Z Y Tγ −=�  (3.86)  

Die in (3.83) gewählte Transformationsmatrix [ ]VT  für die Spannungen diagonalisiert 

die Produktmatrix [ ][ ]Z Y . Da im allgemeinen das Matrixprodukt von der Reihenfolge 

der zu multiplizierenden Matrizen abhängt, sind auch die Transformationsmatrizen 

[ ]VT  und [ ]IT  verschieden. Die i -te Komponente iγ�  der Diagonalmatrix [ ]γ� , deren 

Quadrat in (3.83) dargestellt ist, hat die Bedeutung einer Ausbreitungskonstanten für 

den i -ten Mode. Da aber die physikalischen Eigenschaften der Wellenausbreitung 

auf den Leitern für die Ströme und die Spannungen in einem System gleich sein 

müssen, besteht zwischen der Diagonalmatrix aus (3.86) und der aus (3.63) kein Un-

terschied: 

[ ] [ ]2 2 .γ γ=�  (3.87)  

Die Gleichung für die Modalspannungen (3.84) geht damit über in: 

( ) [ ] ( ) ( )
2

2
2

ˆ ˆ .m m m
d V x V x f x
dx

γ− =
G G G

�  (3.88)  

Wieder setzt sich die Lösung der Differentialgleichung aus einer homogenen und ei-

ner inhomogenen Teillösung zusammen: 

( ) ( ) [ ] [ ]
1 2

ˆ ,h x x
mV x e k e kγ γ−= +
G G G

� �  (3.89)  

und 
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( ) ( ) [ ] [ ] [ ] ( ) [ ] [ ] [ ] ( )

[ ] ( ) [ ] ( )

1 1

0 0

1 1ˆ
2 2

.

x x
inh x x x x

m m m

x x

V x e e f x dx e e f x dx

e q x e p x

γ γ γ γ

γ γ

γ γ− −′ ′− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟′ ′ ′ ′⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= +

∫ ∫
G G G

� �

�������������	������������
 �������������	������������

G G
� �

 

(3.90)  

Damit lassen sich die Lösungen für die physikalisch relevanten Spannungen und 

Ströme bei vorhandenen Stromquellen darstellen. Da hier die Spannungsquellen Null 

gesetzt wurden, handelt es sich jetzt in beiden Fällen um die zweite Teillösung von 

(3.54): 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )

[ ] [ ] ( )( ) [ ] [ ] ( )( )1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ: h inh
II V m V m V m

x x
V V

V x V x T V x T V x T V x

T e k q x T e k p xγ γ−

= = = +

= + + +

G G G G G

G GG G� �� �
 

(3.91)  

und die erste Gleichung aus (3.80) liefert: 

( ) ( ) [ ] ( )

[ ] [ ][ ] [ ] ( )( ) [ ] [ ][ ] [ ] ( )( )
1

1 1
1 2

ˆ ˆ ˆ:

.

II

x x
V V

dI x I x Z V x
dx

Z T e k q x Z T e k p xγ γγ γ

−

− − −

= =−

=− + + +

G G G

G GG G� �� �
 

(3.92)  

Die Randbedingungen für diesen Fall lauten: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( )

1
1 1

1
2 2

ˆ ˆ ˆ0 0 0 ,

ˆ ˆ ˆ .

II II II

II II II

I Z V Y V

I L Z V L Y V L

−

−

=− =−

= =

G G G

G G G  
(3.93)  

Das Ausnutzen der Randbedingungen ergibt: 

[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( )11 1
2 1 1 1 1V V V Vk Z T Y T Z T Y T k S kγ γ

−− − ⎡ ⎤= + − = ⎢ ⎥⎣ ⎦
G G G
� � ��  (3.94)  

und 

[ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ]

[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( )

11 1
1 2 2

1 1
2 2 .

L L
V V V V

L L
V V V V

k Y T Z T e Y T Z T e S

Z T Y T e p L Z T Y T e q L

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

−− − −

− −−

⎡ ⎤⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤× − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

G
� �

G G
� �

 
(3.95)  

Mit Kenntnis der Konstanten 1k
G
�  und 2k

G
�  lassen sich (3.91) und (3.92) wie folgt schrei-

ben: 
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( ) [ ] [ ] [ ]{
[ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ]

[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( )}

11 1
2 2

1 1
2 2

ˆ x x
II V

L L
V V V V

L L
V V V V

x x

V x T e S e

Y T Z T e Y T Z T e S

Z T Y T e p L Z T Y T e q L

e p x e q x

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

−

−− − −

− −−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤× + + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤× − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
+ +

G
�

�

G G
� �

G G
� �

 

(3.96)  

und 

( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ]{
[ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ]

[ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( ) [ ] [ ][ ] [ ][ ]( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( )}

1

11 1
2 2

1 1
2 2

ˆ

.

x x
II V

L L
V V V V

L L
V V V V

x x

I x Z T e S e

Y T Z T e Y T Z T e S

Z T Y T e p L Z T Y T e q L

e p x e q x

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ

γ γ

γ γ

− −

−− − −

− −−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤× + + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤× − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
+ −

G
�

�

G G
� �

G G
� �

 

(3.97)  

3.4.3 Die Gesamtlösung für lokale Strom- und Spannungsquellen 

Die Gesamtlösung, die die Gleichung (3.54) erfüllt, lautet für den Spannungsvektor 

entsprechend (3.78) und (3.96): 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ
Ges I IIV x V x V x= +
G G G

 (3.98)  

und für den Stromvektor entsprechend (3.77) und (3.97): 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ .Ges I III x I x I x= +
G G G

 (3.99)  

Mit den gefundenen Lösungen (3.98) und (3.99) können die Spannungen und Strö-

me in einem Netzwerk an einer beliebigen Stelle entlang der Leitung bestimmt wer-

den, was im Rahmen dieser Arbeit auch benötigt wird. Auch wenn in diesem Kapitel 

von kontinuierlich verteilten Strom- und Spannungsquellen ausgegangen wurde, de-

ren Ursache einfallende elektromagnetische Felder waren, sind, wie schon erwähnt, 

die Telegraphengleichungen (3.54) hinsichtlich ihrer Quellen sehr allgemein formu-

liert. Neben den erwähnten Quellen können auch lokale Strom- und Spannungsquel-

len berücksichtigt werden. Da diese nur punktuell wirken, bietet sich in diesem Zu-



3 Die klassische Leitungstheorie für Mehrleitersysteme 

 

 

60 

sammenhang die Verwendung der Diracschen Deltafunktion an. In diesem Fall kön-

nen die Strom- und Spannungsquellen wie folgt angegeben werden: 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ .

Q Q Q

Q Q Q

I x x x I

V x x x V

δ

δ

= −

= −

G G

G G  
(3.100)  

Die Beziehungen (3.100) sagen aus, daß sich jede Strom- und jede Spannungsquel-

le am gleichen Ort Qx x=  befindet. Für die Anwendungen in dieser Arbeit ist diese 

Annahme ausreichend, da sich die hier benötigten Spannungsquellen nur am Anfang 

der Leitungen (bei 0x= ) befinden. Trotzdem erlauben die Darstellungen (3.100) es, 

lokale Strom- und Spannungsquellen an einem beliebigen Ort entlang der Leitungen 

zu plazieren. 

Um herauszufinden, in welcher Weise die lokalen Strom- und Spannungsquellen in 

die Gesamtlösungen (3.98) und (3.99) eingehen, reicht es aus, die folgenden Größen 

zu betrachten: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , .

p L q L p L q L

p x q x p x q x

G GG G � �
G GG G � �

 
(3.101)  

Stellvertretend für die Größen mit dem Argument L  soll ( )p LG  ausgeführt werden: 

( ) [ ] [ ] ( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( )
0

1 1 1

0 0

1 1 ˆ .
2 2

L L
x x

m I Q Qp L e f x dx e T Y x x V dxγ γγ γ δ− − −′ ′′ ′ ′ ′=− = −∫ ∫
GGG  (3.102)  

Da sich die Integration über die gesamte Länge der Leitung erstreckt, und die Quel-

len in diesem Intervall enthalten sind, ergibt sich als Lösung des Integrals genau der 

Integrand an der Stelle Qx x= : 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
0

1 11 ˆ .
2

Qx
I Qp L e T Y Vγγ − −=

GG  (3.103)  

Analog ergeben sich ( )q LG , ( )p L
G
�  und ( )q L

G
� . Die entsprechenden Größen mit dem 

Argument x  in (3.101) müssen etwas genauer betrachtet werden. Denn im allgemei-

nen stellt sich die Frage, ob der Aufpunkt x  vor oder hinter dem Ort Qx , an dem sich 

die Quelle befindet, liegt. Ist Qx x> , so schließt die Integration den Ort der Quelle mit 
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ein. Ist aber Qx x< , dann liegt die lokale Quelle außerhalb der Integration. Führt man 

die Integration nach diesen Kriterien durch, ergibt sich beispielsweise für ( )p xG : 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
0

1 11 ˆ ,
2

0 .

Qx
I Q Q

Q

e T Y V für x x
p x

für x x

γγ − −⎧⎪⎪ >⎪⎪=⎨⎪⎪ <⎪⎪⎩

G
G  

(3.104)  

( )q xG , ( )p x
G
�  und ( )q x

G
�  verhalten sich entsprechend. Nachdem alle Größen in (3.101) 

für den Fall lokaler Strom- und Spannungsquellen bekannt sind, kann (3.98) und 

(3.99) für die Berechnung von Systemen mit lokalen Quellen verwendet werden. Die 

freie Wahl des Aufpunktes x  erlaubt die Berechnung an verschiedenen Stellen der 

Leitung. Dies wird zum Beispiel bei der Simulation des Schirmstromes an verschie-

denen Stellen einer Leitung benötigt. In den meisten Fällen gilt das größte Interesse 

den Strom- und Spannungswerten an den Enden einer Leitung, das heißt bei 0x=  

oder bei x L= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 0 , 0 0 0Ges I II Ges I IIV V V I I I= + = +
G G G G G G

 (3.105)  

sowie 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .Ges I II Ges I IIV L V L V L I L I L I L= + = +
G G G G G G

 (3.106)  

Dabei ist zu beachten, daß entsprechend (3.104) für 0x=  der Fall Qx x<  und für 

x L=  der Fall Qx x>  berücksichtigt wird. Man kann (3.105) und (3.106) in einer spe-

ziellen, sehr kompakten Matrixform darstellen, die unter dem Namen BLT(Baum-Liu-

Tesche) Gleichung bekannt ist. Eine ausführliche Beschreibung dieser Darstellung 

findet man zum Beispiel in [35]. Da die Lösungen (3.98) und (3.99) sehr allgemein 

sind und die Fälle (3.105) und (3.106) als Spezialfälle enthalten, wurden sie für die 

Programmierung in ein Simulationsprogramm verwendet. 
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3.5 Die Strom-Spannungs-Darstellung und die Kettenmatrix 
 

Die im vorherigen Abschnitt angegebenen Lösungen (3.98) und (3.99) können ein 

Mehrleitersystem lösen, sind aber auf die Gleichförmigkeit der Leitungen beschränkt. 

Dies bedeutet, daß sich zwar die Leitungsparameter der einzelnen Leitungen unter-

scheiden können, aber die Leitungsparameter der i -ten Leitung entlang ihrer gesam-

ten Länge gleich bleiben. Sie sind also ortsunabhängig. Dies deutet auf die Art der 

Berechnung der meisten Leitungsparameter hin. Man benutzt dazu häufig die E-

lektro- und Magnetostatik in zwei Dimensionen. Für einige Anordnungen existieren 

analytische Lösungen und für andere Anordnungen, wie beispielsweise dielektrische 

Ummantelungen bei Rundleitern, werden numerische Lösungsverfahren verwendet. 

Die wichtigste Aufgabe bei der Beschreibung eines Mehrleitersystems besteht in der 

Beschaffung der entsprechenden Leitungsparameter. Sie enthalten im wesentlichen 

die Systeminformationen. Eine ausführliche Beschreibung von Berechnungstechni-

ken und eine zahlreiche Auflistung von vorhandenen Formeln für Leitungsparameter 

findet man zum Beispiel in [23] und [35]. 

Um sogenannte ungleichförmige Leitungen zu nähern, bietet die klassische Leitungs-

theorie eine Möglichkeit, die im folgenden kurz erläutert wird. Sie sollte nur für gerin-

ge ortsabhängige Veränderungen benutzt werden. In dieser Arbeit wird diese Nähe-

rung für sich ändernde Leitungsabschnitte wie zum Beispiel Stecker an den Enden 

einer Koaxialleitung verwendet. Für eine allgemeinere Beschreibung ungleichförmi-

ger Leitungen muß man eine erweiterte Leitungstheorie, wie sie in [38]-[42] ausführ-

lich hergeleitet und beschrieben wird, verwenden. In einem späteren Kapitel wird 

diese zur Berechnung eines Strahlungswiderstandes genutzt. 

Im folgenden wird eine Methode gezeigt, wie man in der klassischen Leitungstheorie 

ungleichförmige Leitungen näherungsweise beschreiben kann. Dazu geht man von 

der Spannung-Strom-Darstellung der Telegraphengleichungen (3.51) aus: 

( )

( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]

( )

( )

( )

( )

ˆˆ ˆ0
.

0 ˆˆ ˆ
Q

Q

V xV x V xZd
Ydx I xI x I x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎟⎡ ⎤ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎜=− + ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎣ ⎦⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

GG G

GG G  
(3.107) 
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Mit den Variablentransformationen (3.60) und (3.83) wird auch die Gleichung (3.51) 

in ihre Modalform überführt: 

( )

( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]

( )

( )

( )
( )

ˆ ˆ0
,

0ˆ ˆ
mm m

mm m

g xV x V xzd
ydx g xI x I x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎡ ⎤⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎟⎜⎜ ⎜=− +⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G G
GG G
�

 
(3.108) 

mit 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 1ˆ ˆ, .m V Q m I Qg x T V x g x T I x− −= =
G GGG �  (3.109) 

Die Gleichung (3.108) definiert die Diagonalmatrizen [ ]z  und [ ]y  wie folgt: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ]1 1, .V I I Vz T Z T y T Y T− −= =  (3.110) 

Setzt man wieder erst die eine und dann die andere Quelle Null, dann erhält man 

zum Beispiel mit ( )ˆ 0QI x =
G

 n  Gleichungspaare der Form: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,1 1 ,1 ,1 ,1 1 ,1

, , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ,

.

ˆ ˆ ˆ ˆ,

m m m m m

m n n m n m n m n n m n

d dV x z I x g x I x y V x
dx dx

d dV x z I x g x I x y V x
dx dx

⎫⎪⎪=− + =− ⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪=− + =− ⎪⎪⎪⎭

#  

(3.111) 

Bildet man jeweils für die Gleichung auf der rechten Seite die erste Ableitung nach x  

und eliminiert damit die Spannungen ( ),m̂ iV x  aus (3.111) in gleicher Weise wie in 

(3.58), dann ergeben sich dieselben n  Gleichungen zweiter Ordnung wie in (3.64): 

( ) ( ) ( )
2

2
, , ,2

ˆ ˆ ,m i i m i m i
d I x I x f x
dx

γ− =  
(3.112) 

wobei die Beziehungen (3.109), (3.110), (3.59), (3.62) und (3.63) verwendet worden. 

Für ( )ˆ 0QV x =
G

 ergibt sich wieder (3.88) und in beiden Fällen kennen wir die Lösung. 

Man kann nun, um der Spannung-Strom-Darstellung gerecht zu werden, eine Bezie-

hung zwischen der Spannung und dem Strom am Ort 0x x=  und diesen Größen an 

einem beliebigen Ort x  herstellen, indem man wieder von den Ausdrücken (3.69) 
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und (3.70) ausgeht. Diesmal werden die Konstanten 1k
G

 und 2k
G

nicht über die Rand-

bedingungen eliminiert. Da die entstehenden Gleichungen für x  und 0x  beide diese 

Konstanten enthalten, können sie durch Kombination der Gleichungen eliminiert 

werden. Die sich dabei ergebende Gleichung lautet: 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )0

1111 0 12 0 0

21 0 22 0
0 21

ˆˆ ˆ
.

ˆ ˆ ˆ

x
I QI II I

I I xI I I Q

x x V xx x x xV x V x
dx

x x x xI x I x x x V x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎟⎡ ⎤ ′ ′⎜⎡ ⎤ ⎡ ⎤ Φ −⎟ ⎟⎜ ⎜Φ − Φ − ⎟⎢ ⎥⎜⎟ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎟ ⎟ ′⎜ ⎜ ⎟= +⎟ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎜⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎟⎜ ⎜Φ − Φ −⎟ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎡ ⎤⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜ ′ ′⎟ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Φ −⎣ ⎦ ⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

GG G

G G G  

(3.113) 

Die Matrix ( )I x⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  heißt Kettenmatrix und ist wie folgt definiert: 

( )
( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

I I
I

I I

x x
x

x x

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎡ ⎤Φ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
. 

(3.114) 

Die Variable x  in (3.114) steht für 0xx −  oder x x′−  in (3.113) und die ( )Iij x⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  mit 

2,1, =ji  sind im allgemeinen Untermatrizen, für die folgende Beziehungen gelten: 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ]
( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ]( )[ ]
( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ]

1 1
11

1 1
12

1 1
21

1
22

1 ,
2

1 ,
2
1 ,
2

1 .
2

x x
I I I

x x
I I I

x x
I I I

x x
I I I

x Y T e e T Y

x Y T e e T

x T e e T Y

x T e e T

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ

γ

− −−

− −−

− −−

−−

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

 

(3.115) 

Für den zweiten Teil der Lösung ergibt sich bei gleicher Vorgehensweise: 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )0

1211 0 12 0 0

21 0 22 0
0 22

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x
II QII IIII II

II II xII II II Q

x x I xx x x xV x V x
dx

x x x xI x I x x x I x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎟⎡ ⎤ ′ ′⎜⎡ ⎤ ⎡ ⎤ Φ −⎟ ⎟⎜ ⎜Φ − Φ − ⎟⎢ ⎥⎜⎟ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎟ ⎟ ′⎜ ⎜ ⎟= +⎟ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎜⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎟⎜ ⎜Φ − Φ −⎟ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎡ ⎤⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜ ′ ′⎟ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Φ −⎣ ⎦ ⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

GG G

G G G  

(3.116) 

mit 

( )
( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

II II
II

II II

x x
x

x x

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎡ ⎤Φ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

(3.117) 
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und 

( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ]
( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ]( )[ ]
( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ]

1
11

1 1
12

1 1
21

1 1
22

1 ,
2

1 ,
2
1 ,
2

1 .
2

x x
II V V

x x
II V V

x x
II V V

x x
II V V

x T e e T

x T e e T Z

x Z T e e T

x Z T e e T Z

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ

γ

−−

− −−

− −−

− −−

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

 

(3.118) 

Die Gesamtlösung errechnet sich wieder aus der Summe der beiden Teillösungen 

(3.113) und (3.116). Um lokale Strom- und Spannungsquellen zu verwenden, kann 

man wieder wie ab (3.100) verfahren. 

Man kann die Lösung der Spannung-Strom-Darstellung nun dazu benutzen, eine Be-

ziehung zwischen den Strömen und Spannungen am Anfang der Leitung bei 0 0x =  

und denen am Ende der Leitung bei x L=  herzustellen. Setzt man weiterhin voraus, 

daß sich die lokalen Strom- und Spannungsquellen bei 0Qx =  befinden, dann folgt: 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

11 12

21 22

11 12

21 22

11

ˆ ˆ 0

ˆ ˆ 0

ˆ 0

ˆ 0

I IGes I

I I
Ges I

II II II

II II
II

I

L LV L V
L LI L I

L L V
L L I

L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎟ ⎟⎜ ⎜Φ Φ⎟ ⎟⎜ ⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜=⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎜Φ Φ⎟ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎟⎜Φ Φ ⎟⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎟⎜+ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜Φ Φ ⎟⎢ ⎥ ⎟⎜⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠

⎡ ⎤Φ⎣+

G G

G G

G

G

( )
( ) ( )

0

0

12

21 22

ˆ
.

ˆ
II Q

I II Q

L V

L L I

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎟⎜Φ ⎟⎜⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜Φ Φ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎟⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠

G

G

 

(3.119) 

Es liegt nahe, die Unterscheidung der Matrizen nach Teil I  und Teil II , was auf der 

getrennten Behandlung der Strom-/Spannungsquellen zurückzuführen war, aufzuhe-

ben. Die Beziehungen (3.115) und (3.118) sind zwar scheinbar verschieden, doch 

lassen sie sich mit Hilfe des Zusammenhangs zwischen den Transformationsmatri-

zen 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 ,t
I V IT T T T−= =  (3.120) 
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zusammenfassen: 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
0

0

11 12

21 22

ˆ ˆˆ 0
,

ˆ ˆˆ 0

Ges QGes

Ges QGes

L L V VV L
L L I II L

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎟⎟ ⎜⎜ Φ Φ + ⎟⎟ ⎜⎜ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜⎜ = ⎟⎟ ⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜⎜ Φ Φ ⎟⎟ ⎢ ⎥ ⎜⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎟ ⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G GG

G GG  
(3.121) 

wobei ( )L⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  wie folgt lautet: 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ]
( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ]( )[ ]
( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ]

1 1
11

1 1
12

1 1
21

1
22

1 ,
2

1 ,
2
1 ,
2

1 .
2

L L

L L

L L

L L

L Y T e e T Y

L Y T e e T

L T e e T Y

L T e e T

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ

γ

− −−

− −−

− −−

−−

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

 

(3.122) 

Die erste Beziehung in (3.120) setzt voraus, dass die Matrizen [ ]Z  und [ ]Y  symmet-

risch sind: 

[ ] [ ] [ ] [ ],t tZ Z Y Y= = . (3.123) 

Die in (3.123) aufgeführte Symmetrie der Impedanz- und Admittanzmatrix ist in den 

meisten Fällen gewährleistet. 

Um eine ungleichförmige Leitung zu nähern, kann die Gleichung (3.121) verwendet 

werden. Man teilt eine Leitung der Länge L  in N  Leitungssegmente der Länge kL  

mit 
1

N

k
k

L L
=

=∑  und nutzt (3.121) für jedes Leitungssegment. Falls die segmentierte 

Leitung nur an ihrem Anfang Quellen besitzt, so muß für die weiteren Leitungsseg-

mente (3.121) ohne lokale Quellen verwendet werden. Die so entstandenen Glei-

chungen kombiniert man, indem man die Ströme und Spannungen am Ende des 

vorherigen Leitungselementes dem nachfolgenden als Startwerte zuweist und so 

fortfährt. Dann gilt für eine in N  Segmente zerlegte Leitung, die nur bei 0x=  lokale 

Strom- und Spannungsquellen aufweist: 
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( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )
0 0

0 0

1
1

1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ 0 0
.

ˆ ˆ ˆ ˆˆ 0 0

N
Ges Q Ges QGes N k

N k
k

Ges Q Ges QGes

V V V VV L
L L

I I I II L

− +
− +

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ + +⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎡ ⎤ ⎟ ⎟⎟ ⎡ ⎤⎜ ⎜⎜ = Φ = Φ⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎟ ⎟⎟ ⎣ ⎦ ⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎜ ⎜⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎟+ +⎟ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏

G G G GG

G G G GG  
(3.124)

Die Kettenmatrix ( )L⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  ist im Fall einer in verschiedene Leitungsabschnitte unterteil-

ten Leitung das Produkt aus den einzelnen, jedes Leitungselement beschreibenden 

Kettenmatrix: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1

1

.
N

N k N N
N k N N

k

L L L L L− + −
− + −

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤Φ = Φ = Φ × Φ × × Φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∏ "  (3.125)

Die spezielle Reihenfolge der in (3.125) beschriebenen Matrizenmultiplikation ergibt 

sich aus der Bedingung, daß die Strom- und Spannungswerte am Ende des einen 

Leitungsabschnitts gleich den Anfangswerten des Nächsten sind. Die Spannung-

Strom-Darstellung ermöglicht also die Simulation einer inhomogenen Leitung. 

Ob nun ( )L⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  eine homogene Leitung oder eine inhomogene Leitung gemäß (3.125) 

beschreibt, man benötigt sie zur Berechnung des jeweiligen Systems. Die Gleichun-

gen (3.121) beziehungsweise (3.124) sind bisher ohne die Randbedingungen ausge-

kommen. Um in der Spannung-Strom-Darstellung die Lösungen an verschiedenen 

Stellen der Leitung entkoppelt darzustellen, ist es vorteilhaft, die Gleichung (3.121) in 

folgender Form zu schreiben: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

11 12

21 22

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 .

Ges Ges Q Ges Q

Ges Ges Q Ges Q

V L L V V L I I

I L L V V L I I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎟ ⎟⎜ ⎜= Φ + + Φ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎟ ⎟⎜ ⎜= Φ + + Φ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G G G G

G G G G G  

(3.126) 

Mit Hilfe der bekannten Randbedingungen (3.72) beziehungsweise (3.93), die auch 

für die Gesamtlösung gelten: 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 , ,Ges Ges Ges GesV Z I V L Z I L=− =
G G G G

 (3.127)  

findet man nach Kombination von (3.127) mit (3.126): 
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( ) [ ][ ] [ ] [ ][ ][ ] [ ][ ]

[ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]{ }
( ) [ ] [ ][ ] ( ) [ ] [ ]

0 0

0 0

1
11 1 12 2 21 1 2 22

11 2 21 12 2 22

22 21 1 21 22

ˆ 0

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ0 .

Ges

Q Q

Ges Ges Q Q

I Z Z Z Z

Z V Z I

I L Z I V I

−⎡ ⎤= − Φ + Φ + Φ − Φ ×⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− Φ + Φ + − Φ + Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= Φ − Φ + Φ + Φ⎣ ⎦

G

G G

G G G G
 

(3.128) 

Die entsprechenden Spannungen ( )ˆ 0GesV
G

 und ( )ĜesV L
G

 entnimmt man (3.127). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

4 Geschirmte Leitungen 
 

4.1 Definition der Transferimpedanz und der Transferadmittanz 
 

Die geschirmten Leitungen, die in dieser Arbeit betrachtet werden, sind geschirmte 

Kabel mit koaxialer Struktur (Abb. 4.1). Die Schirmung kann sowohl ein Vollmantel  

als auch ein Geflecht sein (Abb. 4.2). Um die geschirmten Leitungen in einem Modell 

zu beschreiben, bietet es sich an, das System in zwei Teilsysteme zu unterteilen. 

 

 

 

 

 

 

 

 

x0 LLeitende Grundplatte

( )
1

iZ ( )
2
iZ

( )
1

exZ ( )
2
exZ

h
+

−

( ) ( ),S SI x Q x

( )SV xAußenleiter (Kabelschirm)

Innenleiter k
G

Äußeres Feld (verursacht durch eine einfallende ebene Welle und/oder benachbarte Leitungen) 

a) b)

Abb. 4.1: Schematische Darstellung einer geschirmten Leitung der Länge L  mit koaxialer 

Struktur (vgl. [35]). Das obige System teilt sich in einen äußeren und einen inneren Strom-

kreis. Der äußere Stromkreis besteht aus der Schirmaußenseite und der Grundplatte, wobei 

der innere Stromkreis aus dem Innenleiter und der Schirminnenseite besteht. Die koaxiale 

Leitung befindet sich in der Höhe h  über einer leitenden Grundplatte. 

Abb. 4.2: Zwei verschiedene Typen geschirmter Leitungen mit koaxialer Struktur: a) Vollman-

telschirm, b) einfacher Geflechtsschirm (hier: RG58) 
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Betrachtet man in Abb. 4.1 nur das äußere Teilsystem, welches aus der äußeren 

Oberfläche des Schirmes und dem Referenzleiter (leitende Grundplatte) besteht, so 

kann beispielsweise aufgrund eines einfallenden elektromagnetischen Feldes in 

Form einer ebenen Welle ein Schirmstrom auf dem Kabelschirm und eine Schirm-

spannung zwischen Schirmaußenseite und leitender Grundplatte induziert werden. 

Anstelle einer ebenen Welle können auch benachbarte Leitungen für die Anregung 

verantwortlich sein. Die Schirmung nach innen ist nicht perfekt, was sich in einem 

Störstrom und einer Störspannung im inneren Teilsystem (Schirminnenseite und In-

nenleiter) ausdrückt, die ihre Ursache in der Eindringung der äußeren Felder haben. 

Die Betrachtung entsprechend Abb. 4.1 von außen nach innen soll zu Beginn dieses 

Kapitels für die Erläuterung der auftretenden Phänomene dienen. Die umgekehrte 

Betrachtung, also von innen nach außen ist ein gleichwertiger Effekt. 

Man kann sagen, daß die Kopplung zwischen dem äußeren elektromagnetischen 

Feld und dem Innenleiter auf drei wesentlichen Erscheinungen beruht: 

 Diffusion der elektrischen und magnetischen Felder durch das Schirmmaterial, 

 Eindringen der Felder bei Geflechtsschirmen durch kleine Öffnungen im 

Schirm den sogenannten Aperturen, 

 aufgrund der Überlappung der einzelnen Geflechtslagen des Schirmes ergibt 

sich ein zusätzliches, sehr kompliziertes Induktionsphenomen. 

Die beiden letzten Phenomene treten nur bei Geflechtsschirmen auf. Das erste Phe-

nomen tritt sowohl bei Geflechtsschirmen als auch bei einem Vollmantelschirm auf. 

Das Verhalten der induzierten Ströme und Spannungen für die innere Leitung eines 

geschirmten Kabels kann mit Hilfe einer Transferimpedanz tZ  für die induktive Kopp-

lung und einer Transferadmittanz tY  für die kapazitive Kopplung beschrieben werden. 

Die in Abb. 4.1 auftretenden Größen ( )SI x , ( )SV x , ( )SQ x  bezeichnen den Schirm-

strom, die Schirmspannung und die zur Schirmspannung äquivalente Ladungsvertei-

lung entlang der Leitung. Dabei können sowohl der Schirmstrom ( )SI x  als auch die 

Schirmspannung ( )SV x  in denen im 3. Kapitel hergeleiteten Leitungsgleichungen 

verwendet werden. Auf die zusätzliche Unterscheidung zwischen den Größen im 
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Zeitbereich und denen im Frequenzbereich wie zum Beispiel SI  und ŜI , die im Kapi-

tel über Leitungstheorie vorgenommen wurde, soll in diesem Kapitel verzichtet wer-

den. Die hier angegebenen Größen beziehen sich nur auf den Frequenzbereich. ( )
1

exZ  

und ( )
1

iZ  sind die Impedanz für das äußere und innere System am Anfang der Leitung 

bei 0x= , wohingegen die ( )
2
exZ  und ( )

2
iZ  die äquivalenten Größen am Ende der Lei-

tung bei x L=  sind. Der Vektor k
G

 stellt den Wellenvektor des einfallenden Feldes 

dar. 

Um das Prinzip eines geschirmten Kabels in einem Modell zu beschreiben, was in 

der Leitungstheorie verwendet werden kann, teilt man, wie erwähnt, das gesamte 

System (geschirmtes Kabel) in zwei Teilsysteme. Bei dieser Betrachtung wird ange-

nommen, das der äußere Stromkreis unabhängig vom Verhalten des inneren Strom-

kreises agiert und umgekehrt. Desweiteren wird angenommen, daß die Kopplung 

zwischen innerem und äußerem Stromkreis nur über entlang der Leitung verteilte 

Strom- und Spannungsquellen, die ihren Ursprung im äußeren Stromkreis (bei Be-

trachtung von außen nach innen) beziehungsweise im inneren Stromkreis (bei Be-

trachtung von innen nach außen) haben. 
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Für die Anordnung in Abb. 4.3 ergeben sich die folgenden Telegraphengleichungen 

für den äußeren Stromkreis: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,S S S Qex

S S S Qex

d V x Z I x V x
dx
d I x Y V x I x
dx

+ =

+ =
 

(4.1) 

sowie für den inneren Stromkreis: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

.

i i i Qi

i i i Qi

d V x Z I x V x
dx
d I x YV x I x
dx

+ =

+ =
 

(4.2) 

Dabei sind die Spannungsquelle ( )QexV x  und die Stromquelle ( )QexI x  für das äußere 

System bezüglich der Kopplung zwischen innerem und äußerem System wie folgt 

definiert: 

Grundplatte

iZ

iY

iI

iVQi t SI YV=−

Qi t SV Z I=

Qex t iV Z I= �

Qex t iI YV=−�
SV

SI

SI

iI
Schirm Schirm

iI

SI

+−

+−

+

+

−

−

Innenleiter 

Schirminnenseite 

Schirmaußenseite

Leitende Grundplatte 

}
}

Innerer Stromkreis

Äußerer Stromkreis
SZ

SY

x∆

Abb. 4.3: Diese Abbildung zeigt das Ersatzschaltbild eines Koaxialkabels pro 

Längeneinheit x∆ , wobei das Gesamtsystem in zwei Stromkreise, dem Inneren 

und dem Äußeren, unterteilt ist (vgl. [35]). 
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( ) ( )
( ) ( )

,

.
Qex t i

Qex t i

V x Z I x

I x YV x

=

=−

�

�  
(4.3) 

Da man, wie erwähnt, die Kopplung zwischen den Teilsystemen mit Hilfe von konti-

nuierlich verteilten Quellen beschreiben kann, ist in der Beziehung (4.3) die rechte 

Seite der Gleichungen nur eine mögliche Quellform. Es gibt noch andere Quellfor-

men. Somit können die äußeren Quellen über einfallende Felder beziehungsweise 

als lokale Quellen, wie im Kapitel 3 beschrieben, definiert werden. Dann können die-

se Quellen in (4.3) hinzugefügt werden: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

.
Qex t i Qex

Qex t i Qex

V x Z I x V x

I x YV x I x

= +

=− +

� �

� �  
(4.4) 

Dabei können ( )QexV x�  und ( )QexI x�  entweder lokale Spannungs- und Stromquellen 

oder kontinuierlich verteilte Quellen aufgrund einer einfallenden ebenen Welle sein. 

Die Spannungs- und Stromquellen für das innere System ( )QiV x  und ( )QiI x , die in 

(4.2) auf der rechten Seite der Gleichungen angegeben sind, sind hinsichtlich der 

Einkopplung wie folgt definiert: 

( ) ( )
( ) ( )

,

.
Qi t S

Qi t S

V x Z I x

I x YV x

=

=−
 

(4.5) 

Wie man anhand (4.3), (4.4) und (4.5) sieht, sind die Telegraphengleichungen (4.1) 

für das äußere System und (4.2) für das innere System über die Quellen miteinander 

verknüpft. 

Betrachtet man beispielsweise nur die Kopplung von außen nach innen und nimmt 

an, daß das äußere System selbst nur von Quellen außerhalb der Koaxialleitung 

(z.B. ebene Welle oder lokale Strom- und Spannungsquellen) angeregt wird, so kann 

man die Telegraphengleichung für das äußere Teilsystem unabhängig vom inneren 

Teilsystem lösen. Dieses Vorgehen findet man beispielsweise in [35]. Kennt man die 

Größen für das äußere Teilsystem, so kann man auch die Größen für das innere 

Teilsystem berechnen. Der Vollständigkeit halber kann natürlich auch das innere 

System entsprechend Gleichung (4.4) über lokale Spannungs- und Stromquellen 

( )QiV x�  und ( )QiI x�  verfügen: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

.
Qi t S Qi

Qi t S Qi

V x Z I x V x

I x YV x I x

= +

=− +

�

�  
(4.6) 

Möchte man aber das gekoppelte System (4.1) und (4.2), welches nur aufgrund loka-

ler Quellen (außen oder innen) oder einfallender Felder (nur von außen) angeregt 

wird, im allgemeinen lösen, dann lassen sich (4.1) und (4.2) mit Hilfe von (4.4) und 

(4.6) in der aus Kapitel 3 gewohnten Matrixform wie folgt darstellen: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

S S QexS t

i i Qit i

V x I x V xZ Zd
V x I x V xdx Z Z

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤− ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟ ⎜+ =⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

��
�  

(4.7) 

und 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

.S S QexS t

i i Qit i

I x V x I xY Yd
I x V x I xdx Y Y

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟ ⎜+ =⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

��
�  

(4.8) 

Wie man anhand von (4.7) und (4.8) erkennen kann, erhalten die Transfergrößen tZ�  

und tZ  für die induktive Kopplung sowie tY�  und tY  ihren Platz in der jeweiligen Matrix. 

Sie sind Nichtdiagonalelemente der Matrizen, da sie die Kopplung zwischen zwei 

verschiedenen Leitern beziehungsweise Teilsystemen darstellen. Damit kann man 

einerseits die im Kapitel 3 hergeleitete Leitungstheorie auch in Bezug auf geschirmte 

Leitungen verwenden und andererseits den Schirm als gleichwertigen Leiter gegen-

über den anderen Leitern betrachten. Seine Schirmeigenschaften, sowohl geomet-

risch als auch elektromagnetisch, verbirgt der Leiter namens „Schirm“ in seinen 

Transfergrößen. 

Die Transfergrößen können formal aus den Gleichungen (4.1) und (4.2) unter Ver-

wendung von (4.3) und (4.5) definiert werden, das heißt für die Transferimpedanz tZ�  

und die Tranferadmittanz tY�  bei Kopplung von innen nach aussen gilt: 

0 0

1 1, ,
S S

S S
t t

I Vi i

dV dIZ Y
I dx V dx= =

= =−� �  (4.9) 

wobei sich die Transferimpedanz durch das Nichtvorhandensein eines Schirmstro-

mes und die Transferimpedanz durch das Nichtvorhandensein einer Schirmspan-

nung bestimmen läßt. Ein analoges Vorgehen im Falle der Kopplung von außen nach 
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innen liefert die folgenden Definitionen für die Transferimpedanz tZ  und die Transfe-

radmittanz tY : 

0 0

1 1, .
i i

i i
t t

I VS S

dV dIZ Y
I dx V dx= =

= =−  (4.10) 

Um geschirmte Leitungen mit Hilfe der Theorie der Mehrleitersysteme behandeln zu 

können, benötigt man also die Transfergrößen, die in (4.9) und (4.10) definiert wor-

den. Für einige Fälle werden beispielsweise in [46] analytische Ausdrücke angege-

ben. Im Falle von Geflechtsschirmen werden in [62] und [35] Lösungen angeboten, 

die teilweise theoretisch und teilweise empirisch gewonnen wurden. Eine weitere 

Möglichkeit, diese Größen zu erhalten, besteht darin, sie zu messen und dann für 

mögliche Simulationen bereit zu halten. 

Um abzuschätzen, welche Bedeutung die Transferimpedanz und welche die Transfe-

radmittanz hat, kann man sagen, daß die induktive Kopplung in Form der Transfer-

impedanz in den meisten Fällen die dominantere Kopplungsform darstellt. Im Falle 

eines Vollmantelschirmes ist die elektrostatische Schirmung viel größer als die Mag-

netostatische. Daher dominiert die Transferimpedanz in diesem Fall bei niedrigen 

Frequenzen, da sie bei hohen Frequenzen aufgrund des Skineffektes sehr schnell 

gegen Null geht. Die Transferadmittanz kann für den Vollmantel vernachlässigt wer-

den. Im Falle eines Geflechtsschirmes ist das anders. Die Öffnungen im Schirm er-

möglichen eine bessere Feldeindringung sowohl für das magnetische Feld als auch 

für das elektrische Feld. Bei niedrigen Frequenzen findet man ein ähnliches Verhal-

ten wie im Falle eines Vollmantels, das heißt die Transferimpedanz dominiert. Doch 

bei steigender Frequenz ist die Feldeindringung für das elektrische Feld und das 

magnetische Feld aufgrund der Aperturen gleichermaßen gegeben. Eine Vernach-

lässigung der Transferadmittanz ist dann nicht mehr richtig, was bedeutet, daß beide 

Transfergrößen zur Beschreibung der physikalischen Phenomene mit in die Simula-

tion einbezogen werden müssen. 

Im folgenden soll die Transferimpedanz etwas näher betrachtet werden. Um bei-

spielsweise die Innenspannung iV  in Gleichung (4.10) zu bestimmen, die aufgrund 

des Schirmstromes SI  entlang der Leitung induziert wird, damit man die zugehörige 
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Transferimpedanz tZ  erhält, geht man wie in [46] beschrieben, vom Faradayschen 

Induktionsgesetz (2.2) in Integralform im Frequenzbereich aus: 

( ) ,i n S
A L A L

V i H n da E ds i H da E dsωµ ωµ= ⋅ + ⋅ = +∫∫ ∫ ∫∫ ∫
G GG G  (4.11) 

wobei nH  die Normalkomponente der magnetischen Feldstärke H
G

 und SE  die Kom-

ponente des elektrischen Feldes E
G

, die in Richtung des differentiellen Linienelemen-

tes ds  liegt, ist. Um Gleichung (4.11) im Zusammenhang mit der Schirmung einer 

Leitung zu interpretieren, wird aus [46] folgende Aussage übernommen: „Der erste 

Term dieser Gleichung beschreibt den Durchgriff des vom Störstrom SI  erzeugten 

magnetischen Feldes durch den Außenleiter. Die Normalkomponente nH  der magne-

tischen Feldstärke ist auf einer Fläche A  innerhalb des vom Kabelmantel umschlos-

senen Innenraums zu nehmen und zu integrieren, die wie folgt definiert ist: Man den-

ke sich die Fläche A  von einem von der Kabelachse ausgehenden Radiusvektor er-

zeugt, dessen Endpunkt an der inneren Außenleiteroberfläche an einem Stromfaden 

entlang gleitet. … Der zweite Term von Gleichung (4.11) ist ein Linienintegral der 

elektrischen Feldstärke über eine Linie L  an der inneren Oberfläche des Außenlei-

ters, die die Fläche A  begrenzt. … Dieser zweite Anteil an der Gesamtspannung iV  

ist vor allem von der Leitfähigkeit σ  des Außenleiters abhängig und ist bei hinrei-

chend niedrigen Frequenzen gleich dem Produkt aus Gleichstromwiderstand und 

Störstrom SI .“1 

Es sei noch erwähnt, daß in [46] die Transferimpedanz als sogennanter „Kopplungs-

widerstand“ bezeichnet wird. Seine Definition dort: 

i
t

S

VZ
I L

=  (4.12) 

unterscheidet sich in Bezug auf (4.10) dahingehend, daß angenommen wird, daß die 

Länge L  der koaxialen Leitung viel kleiner ist als ein Viertel der Leitungswellenlänge: 

                                                           
1 [46]  Kaden, Heinrich: Wirbelströme und Schirmung in der Nachrichtentechnik, Springer-Verlag, 

Zweite Auflage, 1959, S. 292 
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.
4

L λ�  (4.13) 

Die folgende Abbildung, die sich an der Messung der Transferimpedanz orientiert, 

erläutert die Definition in (4.12). 

 

 

 

 

Im Gegensatz zu (4.12) ist (4.10) allgemeiner und ist nicht auf die Bedingung (4.13) 

beschränkt. Die Rechenvorschrift für die induzierte Innenspannung iV  in Gleichung 

(4.11) gilt in beiden Fällen. 

In [46] werden einige analytische Beispiele verschiedener Kabelschirme berechnet. 

Ein Beispiel, welches im weiteren Verlauf dieser Arbeit vorgestellt wird, ist der Voll-

mantelschirm beziehungsweise das homogene Rohr. Dieses Problem läßt sich ana-

lytisch lösen und kann das Phenomen der Abschirmung erklären. Desweiteren findet 

man die Lösung des Vollmantelschirms teilweise bei der Behandlung des Geflechts-

schirms in Form eines Diffusionsterms wieder. 

 

 

 

 

L

iV

SI SI

Abb. 4.4: Die Abbildung skizziert eine koaxiale Leitung der Länge L , über deren Außenleiter 

ein Störstrom (Schirmstrom) fließt. Am Ende ist das koaxiale System kurzgeschlossen. An 

den offenen Eingangsklemmen entsteht die Spannung iV . 
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4.2 Die Transferimpedanz des Vollmantelschirmes 
 

Der Vollmantelschirm ist ein metallisches, homogenes Rohr (konstanter Querschnitt 

und konstante Wanddicke), dessen Wanddicke d  durch den Innenradius a  und den 

Außenradius b  festgelegt ist. Eine Kopplung aufgrund einer äußeren Störung kann 

nur über die Diffusion nach innen gelangen. 

 

 

 

 

 

Abb. 4.5 zeigt den Querschnitt eines metallischen Rohres. Man nimmt an, daß der 

Querschnitt des Hohlzylinders an jedem Punkt entlang der Zylinderachse gleich ist. 

Um die Transferimpedanz für diesen Fall zu bestimmen, geht man von der im zwei-

ten Kapitel hergeleiteten Wellengleichung (2.30) für das elektrische Feld aus: 

( )
2

2 , 0.E r t
t t

µε µσ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜⎢ ⎥⎟∆− − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

GG G  
(4.14) 

Genau wie dort führt man die Gleichung (4.14) in den Frequenzbereich über, indem 

man wieder einen Ansatz für eine zeitlich harmonische Welle wählt: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , .j t j tE r t E r e B r t B r eω ω= =
G G G GG G G G  (4.15) 

Der Ansatz (4.15) unterscheidet sich von dem im zweiten Kapitel (2.31) durch den 

Zeitabhängigkeitsfaktor, der diesmal so gewählt wurde, wie es in der Elektrotechnik 

üblich ist, das heißt im Exponenten wurde ein positives Vorzeichen und für die ima-

d

Hϕ

xE

SIb
a

(Stromrichtung in die Zeichenebene!)

Abb. 4.5: Querschnitt eines homogenen Rohres der Dicke d . Der Innenradius ist a  und der 

Außenradius ist b . Hϕ  ist die ϕ -Komponente der magnetischen Feldstärke und xE  die Tan-

gentialkomponente des elektrischen Feldes. SI  ist der Schirmstrom. 
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ginäre Einheit das j  gewählt. Der Grund hierfür liegt in der Vergleichbarkeit des Er-

gebnisses mit der Literatur. Damit ergibt sich aus (4.14): 

( ) ( )2
0 0j E rµεω ωµσ∆+ − =

GG G  (4.16) 

beziehungsweise 

( ) ( )2
0 0k E r∆+ =

GG G  (4.17) 

mit 

2 .k jµεω ωµσ= −  (4.18) 

Der Index 0  in (4.15), (4.16) und (4.17) bedeutet wieder, daß die Zeitabhängigkeit 

nicht mehr explizit enthalten ist. 

Die Differentialgleichung für 0B
G

 ist vom gleichen Typ. Man kann auch ebenso gut von 

der magnetischen Induktion beziehungsweise von der magnetischen Feldstärke 

0 0B Hµ=
G G

 ausgehen. Im folgenden soll aber die Differentialgleichung für das elektri-

sche Feld 0E
G

 gelöst werden. Auf den Index 0  soll im weiteren Verlauf der Rechnung 

verzichtet werden. 

Wegen der Zylindersymmetrie wird die das System beschreibende Differentialglei-

chung (4.17) in Zylinderkoordinaten formuliert. Der Strom SI , der parallel zur x -

Achse fließt, erzeugt ein elektrisches Feld, das nur eine Komponente in Ausbrei-

tungsrichtung des Stromes besitzt. Diese elektrische Feldkomponente xE  ist rotati-

onssymmetrisch, was bedeutet, daß sie unabhängig von ϕ  ist. Da man immer den 

gleichen Querschnitt annimmt, reicht es aus, das System als ebenes Problem zu be-

trachten (Abb. 4.5) und somit ist xE  auch unabhängig von x . Es bleibt nur die Ab-

hängigkeit in radialer Richtung, was schließlich auf die folgende Gleichung führt: 

2
2

2

1 0.x x
x

d E dE k E
dr r dr
+ + =  (4.19) 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung lautet: 
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( ) ( ) ( )1 0 2 0 ,xE r c J kr c Y kr= +  (4.20) 

wobei ( )0J kr  und ( )0Y kr  Besselfunktionen erster und zweiter Art nullter Ordnung 

sind. Die Konstanten 1c  und 2c  sind noch über die Randbedingungen zu bestimmen. 

Das Faradaysche Induktionsgesetz lautet mit dem Ansatz (4.15): 

( ) ( )1 .H r E r
jωµ

= ∇×
−

GG GG G  (4.21) 

Aufgrund der vorliegenden Symmetrie sowie den obigen Annahmen gilt für die 

verbleibende Komponente der magnetischen Feldstärke, der ϕ - Komponente, die 

folgende Beziehung: 

( ) ( )1 .xdE r
H r

j drϕ ωµ
=  (4.22) 

Damit ergibt sich für die magnetische Feldstärke: 

( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 ,jkH r c J kr c Y krϕ ωµ
= +  (4.23) 

wobei ( )1J kr  und ( )1Y kr  Besselfunktionen erster und zweiter Art erster Ordnung sind. 

Um die Konstanten 1c  und 2c  zu bestimmen, werden die folgenden Randbedingun-

gen für die ϕ - Komponente der magnetische Feldstärke verwendet: 

( ) ( )0 , .
2

SIH a H b
bϕ ϕ π

= =  (4.24) 

Nach Berechnung der Konstanten 1c  und 2c  über (4.24) ist (4.20) vollständig be-

stimmt. Um nun die elektrische Feldstärke an der Innenseite des Schirmes zu 

bestimmen, die sich aufgrund des Störstromes SI  ergibt, muß r a=  in (4.20) gesetzt 

werden. Dann ergibt sich: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 0

1 1 1 1

.
2

S
x

J ka Y ka Y ka J kaj IE r a
k b J ka Y kb Y ka J kb
ωµ
π

⎛ ⎞−− ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ −⎝ ⎠
 

(4.25) 

Damit berechnet sich die zugehörige Spannung iV , die sich zwischen Schirminnen-

seite und Innenleiter des Koaxialkabels ergibt gemäß (4.11) zu: 
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( ) ( )
0

0 .
L

i n S x x
A L

V i H da E ds E r a dx E r a Lωµ= + = + = = =∫∫ ∫ ∫  (4.26) 

Das Doppelintegral verschwindet, da es entsprechend der Randbedingung (4.24) an 

der Innenseite des Mantels keine magnetische Feldstärke gibt. Es genügt also das 

Linienintegral über der elektrischen Feldstärke zu bestimmen. Da sich der Quer-

schnitt des Kabels entlang der Leitung nicht ändert, kann (4.12) dazu verwendet 

werden, die Transferimpedanz zu bestimmen: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 0

1 1 1 1

.
2

x xi
t

S S S

E r a L E r aVZ
I L I L I

J ka Y ka Y ka J kaj
k b J ka Y kb Y ka J kb
ωµ
π

= =
= = =

⎛ ⎞−− ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜ −⎝ ⎠

 

(4.27) 

Erweitert man in (4.27) den Bruch 
2

j
k b
ωµ
π

−  mit k  aus (4.18) und vernachlässigt den 

Term 2µεω  in k  gegenüber jωµσ , weil man von Medien mit hoher Leitfähigkeit aus-

geht, dann führt dies zu: 

( ) ( )
( )

( )
( )2 2

.
2 2 22

j k j k j k k
k b j b bj b
ωµ ωµ ωµ
π ωµ πσ πσµεω ωµσ π

− − −
= = =

−−
 (4.28) 

Dann schreibt sich (4.27): 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 0

1 1 1 1

.
2t

J ka Y ka Y ka J kakZ
b J ka Y kb Y ka J kbπσ

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜ −⎝ ⎠
 

(4.29) 

Der Ausdruck (4.29) für die Transferimpedanz eines Vollmantelkabels wurde zuerst 

von Schelkunoff hergeleitet (vgl. [35]). 

Analog zu der Vereinfachung, daß man annimmt, die betrachteten Medien weisen 

eine hohe Leitfähigkeit auf (σ ωε� ), trifft in den meisten Fällen auch zu, daß die 

Wanddicke d  des Koaxialkabels verglichen mit seinem Innenradius a  sehr klein ist 

( a d� ). Dann kann die Gleichung (4.19) deutlich vereinfacht werden (vgl. [64]): 

2 2
2

2 2 0,x x
x x

d E d Ej E k E
dr dr

ωµσ ′− = − =  (4.30) 

wobei 
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k jωµσ′=  (4.31) 

ist. 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (4.30) lautet: 

( ) 1 2 .k r k r
xE r c e c e′ ′−′ ′= +  (4.32) 

Die Vorgehensweise ab (4.21) gilt auch hier, um die Konstanten 1c′  und 2c′  zu 

bestimmen. Mit den schon bekannten Randbedingungen (4.24) ergibt sich eine 

Transferimpedanz der Form: 

( )
1 .

2 sinht
kZ

b kdπσ
=  (4.33) 

Sowohl für (4.29) als auch für (4.33) wurde die induktive Kopplung von außen nach 

innen betrachtet. 

Anhand dieses einfachen Beispiels soll auch die reziproke Betrachtung, also von in-

nen nach außen, durchgeführt werden. Der Einfachheit halber wird von (4.30) anstel-

le von (4.19) ausgegangen. Es sind aber beide Ansätze möglich. Die Berechnung 

der Transferimpedanz von innen nach außen unterscheidet sich nur bezüglich der 

veränderten Randbedingungen: 

( ) ( ), 0,
2

iIH a H b
aϕ ϕπ

= =  (4.34) 

ansonsten wiederholt sich die Rechnung wie ab (4.30) beschrieben. 

Die Randbedingungen (4.34) besagen, daß den Innenleiterstrom iI , der an der 

Schirminnenseite des Koaxialkabels bei r a=  zurückfließt, eine magnetische Feld-

stärke umgibt, die dort ihren Maximalwert besitzt. An der äußeren Oberfläche des 

Schirmes bei r b=  ist der Wert dagegen Null. 

Dies führt auf eine Transferimpedanz, die die induktive Kopplung von innen nach au-

ßen beschreibt: 

( )
( )

1 .
2 sinh

x
t

i

E r b kZ
I a kdπσ
=

= =
−

�  (4.35) 
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Man beachte, daß der Innenleiterstrom iI  auf der Schirminnenseite des Koaxialka-

bels in entgegengesetzter Richtung in Bezug zum Schirmstrom SI  fließt. 

Die Transferimpedanzen tZ  und tZ�  in (4.33) und (4.35) unterscheiden sich geringfü-

gig im Nenner des jeweiligen Vorfaktors, wo in einem Fall der Innenradius a  und im 

anderen Fall der Außenradius b  aufgeführt ist. Dies bedeutet, daß die induktive 

Kopplung von innen nach außen etwas größer ist, als die Kopplung von außen nach 

innen. Da aber in den meisten praktischen Fällen und auch in der Annahme, die für 

die Gleichung (4.30) gemacht wurde ( a d� ), von dünnwandigen Außenleitern aus-

gegangen wird, ist dieser Effekt sehr gering. Die folgende Abbildung zeigt den Ver-

lauf der Beträge der beiden Transferimpedanzen. 

 

 

 

 

 

Die Abb. 4.6 zeigt den typischen Verlauf des Betrages der Transferimpedanz eines 

Vollmantelschirmes. Im Bereich sehr kleiner Frequenzen ist der Wert am größten. Er 

Abb. 4.6: Verlauf des Betrages der Transferimpedanzen eines Vollmantelschirmes (berech-

net) von außen nach innen (untere schwarze Kurve) und von innen nach außen (obere rote 

Kurve) aufgetragen über der Frequenz. Die Frequenzachse ist logarithmisch dargestellt. Der 

Betrag der Transferimpedanzen ist in dBµV angegeben. 
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entspricht dem Gleichstromwiderstand des Außenleiters (Schirm). Mit zunehmender 

Frequenz sinkt der Wert, da der Skineffekt den Schirmstrom auf die jeweilige 

Schirmoberfläche (innere oder äußere, je nach Richtung der Kopplung) zwingt. Mit 

der Verdrängung des Schirmstromes ist auch eine Feldverdrängung verbunden. Das 

bedeutet, daß der Spannungsabfall an der jeweiligen Schirmoberfläche sehr klein 

wird. Der Schirm in Form eines Rohres beziehungsweise eines Vollmantels hat damit 

die besten Schirmungseigenschaften. Für den Gebrauch in der Praxis weist er aber 

einen entscheidenden Nachteil auf. Es fehlt ihm an Biegsamkeit. Eine Möglichkeit, 

einen biegsamen Schirm zu realisieren, ist der Geflechtsschirm. Dieser wird im 

nächsten Abschnitt behandelt. 

Für das Beispiel in Abb. 4.6 wurde ein Schirminnenradius von 1.475 mm, ein 

Schirmaußenradius von 1.8 mm und damit eine Wanddicke von 0.325 mm ange-

nommen. Die Differenz der beiden Kurven liegt bei 1.73 dBµV (Abb. 4.7). Diese Dif-

ferenz im Rahmen der Meßgenauigkeit zu messen, ist sehr schwierig. 

 

 

 

 

Abb. 4.7: Diese Simulation entspricht der in Abb. 4.6, aber stark vergrößert. Man sieht, daß 

die Differenz der beiden Kurven für dieses Beispiel unter 2 dBµV liegt. 
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Es sei noch erwähnt, daß in [35] für den allgemeinen Ausdruck der Transferimpe-

danz eines Vollmantelkabels (4.29) die folgende Näherung für dünnwandige Kabel 

( d b a= −  klein im Vergleich zum Innenradius a  und die Radien ,a b  klein im Ver-

gleich zur Wellenlänge) angegeben wird: 

( )

( )
0

1
,

sinh 1
t

dj
Z R

dj

δ

δ

+
= ⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 
(4.36) 

wobei 

( )0 2 2

1R
b aπσ

=
−

 (4.37) 

der Gleichstromwiderstand (2.82) pro Längeneinheit des Schirmes  und δ  die Skin-

eindringtiefe aus (2.35) ist. 

 

4.3 Die Transferimpedanz eines Geflechtsschirmes 
 

Die Bemantelung solcher geflochtener Kabelschirme besteht aus vielen Bändern so-

genannten Trägern (Carriers) und diese wiederum aus mehreren parallel angeordne-

ten Filamenten. Diese Carriers sind ineinander verflochten. Innerhalb dieses Ge-

flechts gibt es noch kleine Löcher, sogenannte Aperturen. 

Parameter, die die Eigenschaften des Geflechts beschreiben, sind: 

 b  der Außenradius des Kabelmantels, 

 a  der Innenradius des Kabelmantels, 

 0a  der Radius des Innenleiters, 

 l  die Anzahl der Carriers in der Bemantelung, 

 N  die Anzahl der Filamente in jedem Carrier, 

 d ′  der Durchmesser eines Filaments, 

 σ  die elektrische Leitfähigkeit der Bemantelung und 
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 ψ  der Geflechtswinkel des Schirmgeflechts. 

Die Abb. 4.8 veranschaulicht die besonderen Parameter eines Geflechtsschirms. 

 

 

 

 

 

Die Kopplungen, die bei koaxialen Kabeln mit Geflechtsschirmen auftreten, sind im 

wesentlichen drei Arten, die sich im Modell wiederfinden müssen. 

Die Diffusionskopplung: Sie beschreibt die Feldeindringung, die dem des Voll-

mantelkabels entspricht und zwar an den Stellen des 

Geflechts, an denen eine Überdeckung stattfindet. 

Die Aperturkopplung: Sie beschreibt die Feldeindringung durch die Öffnun-

gen im Kabelgeflecht (Abb. 4.9). 

2 ψ⋅
d ′

N d ′⋅  

Abb. 4.8: Die Abbildung zeigt ein Koaxialkabel vom Typ RG58. Die Parameter d ′  (Durch-

messer eines Filaments), 2 ψ⋅  (der doppelte Geflechtswinkel) und N d ′⋅  (die Breite eines 

Carriers) sind angegeben. Die Öffnungen im Geflecht, die sogenannten Aperturen, sind deut-

lich sichtbar. 

Apertur
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Die Geflechtskopplung: Bei der Geflechtskopplung handelt es sich um eine 

komplizierte Verkopplung, die zwischen den einzelnen 

Geflechtslagen stattfindet. 

 

 

 

 

 

Vance hat den Ausdruck für die Näherung der Transferimpedanz (4.36) erweitert, um 

ihn etwas abgewandelt als Diffusionsterm für die Transferimpedanz geflochtener Ka-

belschirme zu verwenden: 

( )
( )

( )
2

14 .
cos sinh 1

d

dj
Z

dd Nl j

δ
π σ ψ

δ

′
+

= ⎡ ⎤′′ ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(4.38) 

Um die Transferinduktivität geflochtener Kabelschirme zu berücksichtigen, hat Vance 

dem Diffusionsterm (4.38) einen weiteren Term hinzugefügt. Der Ausdruck für die 

Transferimpedanz lautet somit: 

t d aZ Z j Lω= +  (4.39) 

Dabei ist aL  die Aperturinduktivität und hat im Fall 45ψ< D  die Darstellung: 

Innenleiter 
Schirm

(Stromrichtung in die Zeichenebene!)
SI

iI

( )SH I
G

( )iH I
G

Abb. 4.9: Eindringen des magnetischen Feldes durch eine Apertur in das Innere eines Koaxi-

alkabels. 
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( ) ( )
2

3/ 20
2

1
6 ( ) 1 ( )a

eL
l E e e K e

πµ κ= −
− −

 (4.40) 

und im Fall 45ψ> D : 

( ) ( )
2 2

3/ 20
2

/ 11 .
6 ( ) 1 ( )a

e eL
l E e e K e

πµ κ −= −
− −

 
(4.41) 

Das Modell der Transferimpedanz (4.39) liefert sehr gute Ergebnisse im Bereich 

niedriger Frequenzen ( 1d
δ
′
� ) und gilt mit einem Faktor 3 oder auch kleiner im Be-

reich hoher Frequenzen ( t dL Zω � ). Diese Gültigkeiten beziehen sich auf Angaben 

im verwendeten Buch [35]. 

Die Terme ( )E e  und ( )K e  sind die eliptischen Integrale erster und zweiter Art: 

( ) ( )
/ 2

1/ 22 2

0

1 sinE e e d
π

ξ ξ= −∫  (4.42) 

und 

( ) ( )
/ 2

1/ 22 2

0

1 sin .K e e d
π

ξ ξ
−

= −∫  (4.43) 

wobei e  die Exzentrizität wie folgt gegeben ist: 

2

1 .eq

eq

l
e

L

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
 

(4.44) 

eqL ist der Wert der großen und eql  ist der Wert der kleinen Achse einer Ellipse, mit 

der man die Apertur approximiert. 
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Das Modell der Transferimpedanz in Gleichung (4.39) wurde weiterhin verbessert z.B 

von Tyni, Demoulin und Kley. Da sich das Modell von Kley in [35] als beste Alternati-

ve, die Transferimpedanz zu approximieren erwiesen hat, soll im weiteren Verlauf nur 

auf dieses Modell eingegangen werden. 

Das von Kley vorgeschlagene Modell stützt sich auf die Arbeit von Tyni und Halme. 

Kley’s Modell ist empirischer Natur und es lautet: 

( )1 .t d t sZ Z j L j Lω ω= + + +  (4.45) 

In Gleichung (4.45) erkennt man als ersten Term wieder den Diffusionsterm aus 

Gleichung (4.38). tL  ist die Eindringinduktivität und ist unterteilt in zwei Terme: 

.t L GL M M= +  (4.46) 

Der Term LM  enthält die Aperturinduktivität aL  mit einem Korrekturfaktor und der 

Term GM  wird als Gegeninduktivität zwischen den Geflechtslagen (braid carriers) 

verstanden. Sie gehen in folgender Weise in den Ausdruck für die Transferimpedanz 

ein: 

0.875 H
L aM L e τ−=  (4.47) 

und 

0 1
0

0.11 cos 2 .
4G

dM k
bF

µ ψ
π

′
≈−  (4.48) 

eqL

eql

eqL

eql
ψ  

Abb. 4.10: Bei der Berücksichtigung der Aperturen geht man von der rhombenförmigen (rau-

tenförmigen) Öffnung zur Ellipse über. 
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ψcos0 FF =  ist der minimale Füllfaktor und 1k  schreibt sich wie folgt: 

1

1 0
2 .

4 3 10
k Fπ π −⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 
(4.49) 

Der Faktor F  ist der eigentliche Füllfaktor 

4 cos
Nd lF
bπ ψ

′
=  (4.50) 

und 

22 FF −=κ  (4.51) 

ist die sogenannte optische Bedeckung (optical coverage). 

Der in Gleichung (4.45) vorkommende Term: 

( )1 sj Lω+  (4.52) 

beinhaltet zwei Effekte (vgl. [35]). Einerseits wird angenommen, daß das durch die 

Öffnungen eintretende magnetische Feld Wirbelströme in den Wänden der ellipti-

schen Löcher verursacht, denen der Term SLω  gerecht werden soll. Andererseits 

werden weitere Wirbelströme zwischen den äußeren und inneren Geflechtslagen 

aufgrund des magnetischen Feldes, das dort existiert, induziert. Dieser Effekt schlägt 

sich in dem Term Sj Lω  nieder. 

Der gesamte Ausdruck für die Transferimpedanz von Kley lautet somit: 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2

22 2

10

14
cos sinh 1

2.34cos11 7 cos 1
2 2 cos

cos0.110.875 .
4 cos

E

H

t

t

dj
Z

dd Nl j

k
j F F e

b

kdj L e j
b F

τ

τ

δ
π σ ψ

δ
ψωµ π ψ

σ π π ψ

ψµω ω
π ψ

−

−

′
+

= ⎡ ⎤′′ ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

′
+ ⋅ +

 

(4.53) 

Die in Gleichung (4.53) enthaltenen und noch nicht erwähnten Größen, sind: 
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1

2 0
2 3 ,

4 3 8
k Fπ −⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 
(4.54) 

 

1/32

12
2E
dF
b

κτ
⎛ ⎞′⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 
(4.55) 

und 

1/32

9.6 .
2H
dF
b

κτ
⎛ ⎞′⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 
(4.56) 

In [35] werden zwei Beispiele gezeigt, bei denen der Betrag und die Phase von  

Kley’s Transferimpedanz-Modell (4.53) mit entsprechenden Messungen verglichen 

wurde. Die Rechnung zu diesen Beispielen konnte mit Matlab nachvollzogen werden. 

Eines der Beispiele zeigt die folgende Abb. 4.11. 

 

 

 

 

 

 

Abb. 4.11: Die obere Graphik zeigt den Betrag der Transferimpedanz von Kley’s Modell auf-

getragen über der Frequenz. Die Abzisse ist logarithmisch und die Ordinate ist in dBΩ/m ein-

geteilt. Die Parameter für dieses Beispiel entnimmt man der Abbildung. Die untere Graphik 

zeigt die Phase der Transferimpedanz aufgetragen über der Frequenz. Die Abzisse ist loga-

rithmisch skaliert und auf der Ordinate ist die Phase in Grad aufgetragen. 
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Die Abb. 4.11 zeigt ein Beispiel einer Transferimpedanz für ein ganz bestimmtes 

durch seine Parameter beschriebenes Koaxialkabel mit Geflechtsschirm. Die Kurve 

des Transferimpedanzbetrages über der Frequenz weist an einer Frequenzstelle, 

hier bei ca. 2 MHz, einen „Knick“ auf. Im allgemeinen kann dieser „Knick“ auch stär-

ker ausgeprägt sein Abb. 4.12. Vor und nach dieser Stelle ist der Verlauf der Kurve 

nahezu linear. Diese Eigenschaft der Transferimpedanz für viele in der Praxis vor-

kommende Schirmgeflechte wird bei der Approximation der Gleichung (4.53) an spä-

terer Stelle des Kapitels von Bedeutung sein. In [34] wird gezeigt, daß bei Messun-

gen zur Transferimpedanz von Geflechtsschirmen das lineare Verhalten bei hohen 

Frequenzen bis 3,5 GHz erhalten bleibt und keine nichtlinearen Effekte auftreten, wie 

angenommen. 

 

 

 

 

Um den Verlauf der Kurve in Abb. 4.12 zu interpretieren, ist es wichtig, sich an den 

Verlauf der Transferimpedanz des Vollmantels in Abb. 4.6 zu erinnern. Da die Eigen-

schaft eines Vollmantels beim Geflechtsschirm im Bereich der Überdeckung in Form 

Abb. 4.12: Diese Abbildung zeigt den Betrag einer Transferimpedanz mit ausgeprägtem Mi-

nimum bei ca. 1,5 MHz. Auf der y-Achse ist wieder der Betrag der Transferimpedanz in 

dBΩ/m und auf der x-Achse die Frequenz in Hz logarithmisch aufgetragen. 
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des Diffusionsterms wiederzufinden ist, dominiert dieser im Bereich niedriger Fre-

quenzen. Dort entspricht der Betrag der Transferimpedanz im wesentlichen dem 

Gleichstromwiderstand des Schirmes. Mit zunehmender Frequenz sinkt der Betrag 

der Transferimpedanz aufgrund des Skineffektes mehr und mehr, was das Minimum 

erklärt. Ab einer gewissen Grenzfrequenz steigt der Betrag wieder an, da mit zuneh-

mender Frequenz (kleiner werdender Wellenlänge) die Feldeindringung im Bereich 

der Öffnungen (Aperturen) immer stärker wird. Wie stark das Minimum ausgeprägt ist 

und bei welcher Frequenz es zu finden ist, hängt von dem geometrischen Aufbau 

des jeweiligen Schirmgeflechts ab. 

4.4 Die Transferadmittanz eines Geflechtsschirmes 
 

Wie erwähnt, muß die Transferadmittanz, die die kapazitive Kopplung beschreibt, bei 

Geflechtsschirmen mit berücksichtigt werden, da die Feldeindringung des elektri-

schen Feldes durch die Aperturen mit zunehmender Frequenz steigt, ähnlich wie bei 

der induktiven Kopplung (Abb. 4.13). 

 

 

 

Die Transferadmittanz wurde zu Beginn des Kapitels in (4.9) und (4.10) definiert. Zur 

Veranschaulichung dient analog zur Abb. 4.4 die folgende Skizze. 

E Feldlinien−
G

0V =

Leitende Grundplatte

SV

S iV V+
Innenleiter 

Schirm 

Abb. 4.13: Eindringen des elektrischen Feldes in das Innere eines Koaxialkabels aufgrund 

einer Apertur. 
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In Anlehnung an das Transferimpedanzmodell von Kley wird im folgenden das 

Kley’sche Modell einer Transferadmittanz (vgl. [35]) angegeben: 

( )( )int

int

3
0 0

0

cos
0.875 1 ,

6
ext E

ext

r r
t S t

r r

Y j C C F e j C
l

τε ε π ψ
ω ω

εε ε
−= − =

+
 (4.57) 

wobei 0C  die innere und 0SC  die äußere Kapazität pro Längeneinheit des Koaxialka-

bels ist. Die relative Dielektrizitätskonstante für den inneren Bereich der Koaxleitung 

ist 
intrε  und die für den äußeren Bereich wird mit 

extrε  bezeichnet. Die übrigen Größen 

sind schon von der Definition der Transferimpedanz weiter oben bekannt. 

Das Typische am Ausdruck (4.57) für die Transferadmittanz ist das Produkt der bei-

den Kapazitäten von innerem und äußerem System. Die verschiedenen Ausdrücke 

für die Transferadmittanz, die man in der Literatur (vgl. [35], [46]) findet, unterschei-

den sich nur in dem zusätzlichen Faktor. Für die Größe tC , die neben dem Faktor 

jω  in (4.57) steht, findet man in der Literatur (vgl. [46]) auch die Bezeichnung Kopp-

lungskapazität. 

Bei den noch folgenden Simulationen wurde für die Transferimpedanz Gleichung 

(4.53) und für die Transferadmittanz (4.57) verwendet. 

 

A

iI

SV

1L=

Abb. 4.14: Definition der Transferadmittanz: i
t

S

IY
V L
=  für L λ� bei der Betrachtung von 

außen nach innen in Bezug auf die Messung. 
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4.5 Ein Näherungsmodell für die Transferimpedanz 
 

Der frequenzabhängige Ausdruck der Transferimpedanz (4.53) konnte problemlos in 

die selbstgeschriebenen Matlabroutinen implementiert werden. Um das Modell in das 

konventionelle Leitungssimulationsprogramm Cablemod (Simlab GmbH) zu imple-

mentieren, das nicht direkt von Impedanz- und Admittanzmatrizen, sondern von In-

duktivitäts- und Kapazitätsmatrizen ausgeht, war es nötig, die Kopplungsgrößen tZ  

und tY  in der bekannten Form für die Impedanz 

Z R j Lω= +  (4.58) 

und für die Admittanz 

Y G j Cω= +  (4.59) 

darzustellen. 

Die Transferadmittanz hat schon diese Form, wie man anhand von (4.57) sehen 

kann, wobei der Leitwert G  Null ist. 

Um die Transferimpedanz in die entsprechende Form (4.58) zu bringen, wurde in 

dieser Arbeit von (4.53) ausgegangen. Dabei wurde der mittlere Term von (4.53), der 

ω  enthält, vernachlässigt. Desweiteren wurde berücksichtigt, daß bei niedrigen 

Frequenzen (große Wellenlänge) die Diffusionskopplung dominiert. Da aber der Dif-

fusionsterm dZ  aus (4.38) mit größer werdenden Frequenzen gegen Null strebt 

lim 0,df
Z

→∞
=  (4.60) 

reicht es aus, den frequenzunabhängigen Faktor 
( )2

4
cosd Nlπ σ ψ′

, der den Gleich-

stromwiderstand des Schirmes beschreibt, zu behalten, da dieser der Grenzwert 

( )20

4lim
cos

df
Z

d Nlπ σ ψ→
=

′
 (4.61) 

ist. 
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Dieser Wert ist wichtig, da er bei niedrigen Frequenzen dafür sorgt, daß der Betrag 

der Transferimpedanz nicht zu tief sinkt. Damit kann (4.53) in die folgende Form ge-

bracht werden: 

t t tZ R j Lω= +  (4.62) 

beziehungsweise 

( )

( ) ( )

2

10
0 1

0

4
cos

cos0.11 0.110.875 cos 2 0.875 .
4 4 cos

H H

t

a

Z
d Nl

kd dj L e k e
bF b F

τ τ

π σ ψ

ψµω µ ψ
π π ψ

− −

=
′

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′⎟⎜⎢ ⎥⎟+ − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(4.63) 

Dabei sind tR  und tL  dann wie folgt definiert: 

( )2
4

cos
tR

d Nlπ σ ψ
=

′
 (4.64) 

und 

( ) ( )10
0 1

0

cos0.11 0.110.875 cos 2 0.875 .
4 4 cos

H H
t a

kd dL L e k e
bF b F

τ τ ψµµ ψ
π π ψ

− −
⎛ ⎞′ ′⎟⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 (4.65) 

tR  und tL  hängen also nicht mehr von der Frequenz ab: 

0.t tR L
ω ω

∂ ∂= =
∂ ∂

 (4.66) 

Dies gilt natürlich nicht für den allgemeinen Fall. Desweiteren ist zu erwähnen, daß 

das Näherungsmodell (4.63) ein mögliches Minimum, wie es bei einigen Geflechts-

schirmen (Abb. 4.12) vorkommt, nicht berücksichtigen kann, da ja tR  konstant in Be-

zug auf die Frequenz ist. Leitungen, deren Betrag der Transferimpedanz einen Fre-

quenzverlauf gemäß Abb. 4.11 hat, werden angemessen approximiert. Entscheidend 

ist auch der betrachtete Frequenzbereich, der für die Praxis von Bedeutung ist. 

Bei der folgenden Abbildung wird eine Graphische Benutzeroberfläche gezeigt, die 

es ermöglicht unter Eingabe verschiedener Parameter, die Innenspannung am Ende 

einer Koaxialleitung über der Frequenz zu berechnen, die sich aufgrund einer be-

nachbarten Generatorleitung ergibt. Dabei wurde sie zweimal bestimmt. Zum einen 
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bei Verwendung des Transferimpedanzmodells (4.53) und zum anderen mittels des 

vereinfachteren Modells (4.63). Die maximale Differenz der beiden Innenleiterspan-

nungen wurde in der Graphik markiert und der numerische Wert in dBµV (hier: ca. 

1.86) herausgeschrieben. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Abb. 4.15: Graphische Benutzeroberfläche mit Eingabeflächen für verschiedene Parameter, 

die eine spezielle Leiteranordnung beschreiben. Dabei handelt es sich um ein System beste-

hend aus einer Generator- und einer Koaxialleitung, die sich in einen Außen- und einen Innen-

leiter aufteilt. Alle Leiter befinden sich über einer ideal leitenden Grundplatte. Das Diagramm 

auf der rechten Seite der Abbildung stellt jeweils die Spannungsbeträge bei x L=  der ent-

sprechenden Leiter über der Frequenz in dBµV dar. Es wurde sowohl das tZ - Modell aus 

(4.53) als auch das aus (4.63) berücksichtigt. 
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4.6 Geschirmte Leitungen in Mehrleitersystemen 
 

Wie anhand von (4.7) und (4.8) gesehen, lassen sich geschirmte Leitungen über ihre 

Größen für die induktive Kopplung (Transferimpedanz) und für die kapazitive Kopp-

lung (Transferadmittanz) in die Telegraphengleichungen in Matrixform an den jewei-

ligen Positionen, an denen Innenleiter und Schirm miteinander korrelieren, einfügen. 

Auf diese Weise läßt sich das Konzept der geschirmten Leitungen auf beliebige 

Mehrleitersysteme erweitern. Man kann sowohl das äußere System als auch das in-

nere System um weitere Leiter erweitern. Im jeweiligen Teilsystem betrachtet man 

einzelne Mehrleitersysteme mit ihren jeweiligen Referenzleitungen. Über die Schirme 

mit ihren Transfergrößen kommunizieren die Teilsysteme miteinander. So lassen sich 

auch Systeme mit mehreren Schirmen, auch Schirm im Schirm-Systeme, prinzipiell 

konstruieren. Die Schwierigkeit liegt in der Kenntnis der jeweiligen Transfergrößen. In 

den meisten praktischen Fällen reicht es aus die Kopplung über den Schirm auf die 

übrigen Leitungen zu betrachten. Eine direkte Kopplung von einem anderen äußeren 

Leiter auf die Innenleiter kann vernachlässigt werden. Das vereinfacht die Matrizen, 

da diese Matrixkomponenten den Wert Null besitzen (vgl. (4.67) und (4.68) jeweils 

die Positionen (1,3) und (3,1)). 

Eine Erweiterung im oberen Sinne stellt das Dreileitermodell über einer ideal leiten-

den Grundfläche dar, das aus einem Generatorleiter, einem Schirm und einem In-

nenleiter besteht (Abb. 4.16). Ein weiterer Grund für diese Wahl, sind die Validie-

rungsmessungen, die zu dieser Beispielanordnung gemacht worden und im nächsten 

Kapitel gezeigt werden. 
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Das in Abb. 4.16 skizzierte Mehrleitersystem steht für einen in der Praxis häufig vor-

kommenden Fall, bei dem eine benachbarte Generatorleitung auf die übrigen Leiter 

überspricht. Man kann dann, um die Überkopplung zu reduzieren statt einer unge-

schirmten Leitung eine geschirmte Leitung verwenden. Welche Störspannungen und 

Störströme bei entsprechender Schirmanbindung dann noch zu erwarten sind, ist 

Aufgabe der Simulation. Es sei noch erwähnt, daß bei obiger Anordnung als Anre-

gung nur eine lokale Spannungsquelle an der Generatorleitung agiert. Die übrigen 

Spannungsquellen sowie alle Stromquellen sollen im oberen Fall Null sein. Damit 

ergeben sich die folgenden Telegraphengleichungen für das Dreileitermodell: 

iVQi t SI YV=−

Qi t SV Z I=

Qex t iV Z I= �

Qex t iI YV=−�
SV

SI

iI
Schirm Schirm

iI

SI

+−

+−

+

+

−

−

Innenleiter 

Schirminnenseite 

Schirmaußenseite 

Leitende Grundplatte 

SSZ

SSY

x∆

GGZ − +
0GQV�

GI

+

GI GV

Grundplatte S GI I+

Generatorleiter

GSZGSY

iiZ

GGY

iiZ
iI

Abb. 4.16: Diese Abbildung zeigt das Ersatzschaltbild eines Mehrleitersystems 

pro Längeneinheit x∆  bestehend aus einem Generatorleiter, einem Schirm und 

einem Innenleiter, wobei sich das äußere System (Generatorleiter+Schirm) über 

einer ideal leitenden Grundplatte befindet. 
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( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )
( )

( )
0

, 0 , ,
, , 0
, 0 , 0

GGGG GS

GS SS

G Q

S S

i ii i

t

t

Z Z
Z ZZ

V x I x V x
d V x I x
dx

V x Z I xZ

ω ω ω
ω ω
ω ω

ωω ω
ω

ω ω

ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟+ = ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜⎝ ⎠⎢

−

⎥⎣ ⎦−

�
�  

(4.67) 

und 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )
( )

, 0 , 0
, , 0 .
, 0 , 0

G G

S S

i i

GG GS GS

tGS SS GS

i it

I x V x
d I x V

Y Y Y
Y Y Y x

dx
I x Y V xY

Y
ω ω ω

ω ω
ω ω
ω ω
ω

ω
ωω ω

ω
⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ =⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

+ −
− + �  

(4.68) 

Die in (4.67) und in (4.68) blau markierten Matrixkomponenten sowohl in der Impe-

danz- als auch in der Admittanzmatrix an den Positionen (1,1), (1,2), (2,1) und (2,2) 

beschreiben das äußere Teilsystem. Die rot markierten Matrixkomponenten an den 

Positionen (2,3) und (3,2) verweisen auf die Transfergrößen. 

Wie bereits erwähnt, bedeuten die Nulleinträge in den Matrizen an den Positionen 

(1,3) und (3,1), daß auf eine direkte Überkopplung zwischen Generatorleiter und In-

nenleiter verzichtet wird, das heißt ein Übersprechen erfolgt nur über den Schirm, der 

sozusagen alle Informationen des äußeren Systems aufnimmt und nach innen in ge-

dämpfter Form weitergibt (bei Betrachtung von außen nach innen) und umgekehrt 

(bei Betrachtung von innen nach außen). Es ist verständlich, wenn man bedenkt, daß 

der Abstand zwischen Generatorleiter und Innenleiter deutlich größer ist, als zwi-

schen Schirm und Innenleiter. Desweiteren liegt in der Natur eines Schirmes seine 

Schirmwirkung, die ja den größten Teil der Störung aufnehmen sollte. Der auf dem 

Schirm induzierte Störstrom, ist damit für die induktive Kopplung in den abgeschirm-

ten Bereich verantwortlich. 

Für die Simulation des Systems wird angenommen, daß die Kopplung von innen 

nach außen gleich der von außen nach innen ist, was bedeutet: 

, .t t t tZ Z Y Y= =� �  (4.69) 
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4.7 Übergang zum gemeinsamen Referenzleiter 
 

Bisher wurde davon ausgegangen, daß man das Gesamtsystem in zwei Teilsysteme 

separiert. Bei n  geschirmten Leitungen innerhalb eines Mehrleitersystems hätte man 

1n+  Bezugsleiter im Gesamtsystem. Bei der Aufstellung der Telegraphengleichun-

gen in gewohnter Weise macht dies keine Probleme. Bei Verwendung in einem Lei-

tungssimulationsprogramm könnte dies aber für Verwirrung sorgen. Aus diesem 

Grund liegt es nahe zu einer der oberen Darstellung äquivalenten Darstellung über-

zugehen, bei der sich sämtliche Leiter im Gesamtsystem auf einen Referenzleiter, in 

diesem Fall der ideal leitenden Grundplatte, beziehen. 

Den Übergang von einer Darstellung zur anderen verdeutlicht die folgende Abbil-

dung. 

 

 

 

 

Die folgenden Transformationen führen die Telegraphengleichungen (4.67) und 

(4.68) in ein System mit nur noch einem Referenzleiter über: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

,

G G G G

S S i S S

i i i i S

i x I x v x V x

i x I x I x v x V x

i x I x v x V x V x

= =

= − =

= = +

 
(4.70) 

und in Matrixform schreibt sich (4.70) wie folgt: 

Leitende Grundplatte 

+

Leitende Grundplatte 

++ - + + 

- -
G SI I+ G S ii i i+ +

GI

SI

iI Gi ii Si

iI
+

Abb. 4.17: Übergang des Mehrleitersystems zu einem gemeinsamen Referenzlei-

ter. Bei der linken Darstellung ergeben sich zwei Referenzleiter (Innenseite des 

Schirmes und Grundplatte), wohingegen bei der rechten Darstellung nur noch ein 

Referenzleiter (Grundplatte) für das gesamte System vorhanden ist. 
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( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 0 0 1 0 0
0 1 1 , 0 1 0 .
0 0 1 0 1 1

G G G G

S S S S

i i i i

i x I x v x V x
i x I x v x V x
i x I x v x V x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟ ⎟= − =⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
(4.71) 

Für die Substitution in (4.67) und (4.68) benötigt man die jeweilige inverse Transfor-

mation zu (4.71): 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 0 0 1 0 0
0 1 1 , 0 1 0 .
0 0 1 0 1 1

G G G G

S S S S

i i i i

I x i x V x v x
I x i x V x v x
I x i x V x v x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟ ⎟= =⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
(4.72) 

Damit transformieren sich die Telegraphengleichungen (4.67) und (4.68) zu: 

( )
( ) ( )

0

0
0

G
GG GS GSG G Q

S GS SS SS t S

i i
GS SS t SS ii t t

Z Z Zv i V
d v Z Z Z Z i
dx

v iZ Z Z Z Z Z Z

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟+ − = ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠− + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

�
�

�

 

(4.73) 

und 

( )
( ) ( )

( )

0 0
0 .
00

GG GS GSG G

S GS SS GS ii t t t ii S

i it ii ii

Y Y Yi v
d i Y Y Y Y Y Y Y Y v
dx

i vY Y Y

⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ − + + − − − =⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

� �  

(4.74) 

Zur besseren Übersichtlichkeit ist auf die Argumente x  und ω  in (4.73) und (4.74) 

verzichtet worden. 

 

4.8 Die Darstellung der R-, L- und C-Matrizen zur Implementierung geschirmter 
Leitungen in ein konventionelles Leitungssimulationsprogramm 

 

Die obigen Ergebnisse für die Impedanz- und Admittanzmatrizen sollen auf die Wi-

derstands-, Induktivitäts- sowie Kapazitätsmatrizen übertragen werden. Mit der Nähe-

rung für die Transferimpedanz (4.62) und mit der Transferadmittanz (4.57) können 

auch die Eigenschaften von geschirmten Leitungen auf diese Art eingehen. 



4 Geschirmte Leitungen 

 

 

103 

4.8.1 Die Matrizen für zwei Teilsysteme mit verschiedenen Referenzleitern 

Für die Widerstandsmatrix gilt: 

[ ]
0 0

0 .
0

GG

SS t

t ii

R
R R R

R R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

�  
(4.75) 

Die „Tilde“ bei tR~  kennzeichnet wieder die Kopplung von innen nach außen. Da sich 

die Transferimpedanzen und –admittanzen von außen nach innen und von innen 

nach außen kaum unterscheiden, folgt aus (4.75): 

[ ]
0 0

0 .
0

GG

SS t

t ii

R
R R R

R R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(4.76) 

 

Die Matrixelemente werden in der folgenden Tabelle kurz benannt: 

GGR  ist der Wirkwiderstand der Generatorleitung. 

SSR  ist der Wirkwiderstand des Schirmes. 

iiR  ist der Wirkwiderstand des Innenleiters. 

tR  ist der Realteil der Transferimpedanz, der hier als konstant angenommen 

wird und dem Gleichstromwiderstand des Schimes entspricht und damit 

SSR  entspricht. 

 

Für die Induktivitätsmatrix [ ]L  gilt: 

[ ]
0

.
0

GG GS

GS SS t

t ii

L L
L L L L

L L

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

�  
(4.77) 

Da auch hier wieder die Reziprozität der Transferimpedanzen gilt, folgt: 
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[ ]
0

.
0

GG GS

GS SS t

t ii

L L
L L L L

L L

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(4.78) 

 

Die Matrixelemente bedeuten: 

GGL  ist die Eigeninduktivität der Generatorleitung. 

GSL  ist die Gegeninduktivität zwischen Generatorleitung und Schirm. 

SSL  ist die Eigeninduktivität des Schirmes. 

iiL  ist die Eigeninduktivität des Innenleiters. 

tL  Ist die in (4.65) definierte Transferinduktivität. 

 

Die Kapazitätsmatrix besitzt die folgende Gestalt: 

[ ]
0

.
0

GG GS GS

GS SS GS t

t ii

C C C
C C C C C

C C

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

�  
(4.79) 

Setzt man wieder tt CC =
~ , so folgt: 

[ ]
0

.
0

GG GS GS

GS SS GS t

t ii

C C C
C C C C C

C C

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(4.80) 

 

Für die Matrixelemente gilt: 

GGC  ist die Eigenkapazität der Generatorleitung. 

GSC  ist die Gegenkapazität zwischen Generatorleitung und Schirm (Schirm-

außenseite). 

 SSC  ist die Eigenkapazität des Schirmes. 
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 iiC  ist die Eigenkapazität des Innenleiters (also zwischen Innenleiter und 

Schirminnenseite. 

 tC  ist die in (4.57) definierte Transfer- bzw. Koppelkapazität. 

 

4.8.2 Die Matrizen für ein System mit einem gemeinsamen Referenzleiter 

Die Transformationen (4.72) auf einen gemeinsamen Referenzleiter ergeben für die 

Widerstandsmatrix: 

[ ]
0 0

0
0 2

GG

SS SS t

SS t SS ii t

R
r R R R

R R R R R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(4.81) 

und für die Induktivitätsmatrix [ ]l  gilt jetzt: 

[ ] .
2

GG GS GS

GS SS SS t

GS SS t SS ii t

L L L
l L L L L

L L L L L L

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(4.82) 

Die Kapazitätsmatrix hat nach der Transformation auf einen gemeinsamen Referenz-

leiter die Gestalt: 

[ ]
0

2 .
0

GG GS GS

GS SS GS ii t t ii

t ii ii

C C C
c C C C C C C C

C C C

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(4.83) 

Die Verallgemeinerung auf Mehrleitersysteme höherer Ordnung oder mit mehreren 

Koaxialleitungen erfolgt analog. 

 

 

 

 

 



 

5 Eine Formel für den Strahlungs-
widerstand zur Verwendung in der 
klassischen Leitungstheorie 

 

5.1 Motivation 
 

In diesem Kapitel soll ein Ausdruck für den Strahlungswiderstand hergeleitet werden, 

der für eine spezielle Anordnung als frequenzabhängiger Leitungsbelag in der klassi-

schen Leitungstheorie verwendet werden kann. Dabei wird kurz auf die Ergebnisse 

der klassischen Leitungstheorie ([23], [35]), die im Kapitel 3 ausführlich diskutiert 

worden, eingegangen. Anschließend wird mit Hilfe der Ergebnisse einer Full-Wave 

Leitungstheorie ([38]-[42]) mit Hinblick auf die klassische Theorie ein frequenzab-

hängiger, aber nicht ortsabhängiger Widerstand berechnet. Um diese Approximation 

zu rechtfertigen, wird anhand eines einfachen Beispiels dieses Modell mit einer 

MoM-Berechnung und einer Messung verglichen. 

5.2 Die Telegraphengleichungen und ihre Lösungen für die klassische Leitungs-
theorie 

 

In diesem Abschnitt kommt es vorrangig auf das zu lösende Gleichungssystem und 

die zugehörige Lösung an. Die Telegraphengleichungen für ein Mehrleitersystem 

lauten in der klassischen Leitungstheorie in der Strom-Spannungs-Darstellung ent-

sprechend der Gleichung (3.51):  

( )

( )

[ ] ( )
( ) [ ]

( )

( )

( )

( )

ˆˆ ˆ0 - ,, ,
- 0 ˆˆ ˆ ,, ,

Q

Q

Z V xV x V xd
dx Y I xI x I x

ω ωω ω
ω ωω ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜= + ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎡ ⎤ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

GG G

GG G . 
(5.1) 

Dabei handelte es sich um ein gekoppeltes System gewöhnlicher Differentialglei-

chungen erster Ordnung, wobei der Vektor ( )ˆ ,V x ω
G

 die Spannungen und ( )ˆ ,I x ω
G

 die 

Ströme der n  Leitungen enthält. ( )Z ω⎡ ⎤⎣ ⎦  ist die Impedanzmatrix und ( )Y ω⎡ ⎤⎣ ⎦  die Admit-
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tanzmatrix. Jedem Leiter kann sowohl eine Spannungsquelle als auch eine Strom-

quelle zugeordnet sein. Dies wird formal über den Vektor für die Spannungsquellen 

( )ˆ ,QV x ω
G

 und über den Vektor für die Stromquellen ( )ˆ ,QI x ω
G

 dargestellt. 

Die allgemeine Lösung der Gleichung (5.1) lautete: 

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )0

0
0

0

ˆˆ ˆ ,, ,
, ,

ˆˆ ˆ ,, ,

x
Q

x Q

V xV x V x
x x x x dx

I xI x I x

ωω ω
ω ω

ωω ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎟ ′⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎡ ⎤⎟ ⎟⎡ ⎤ ′ ′⎜⎜ ⎜= Φ − + Φ − ⎟⎟ ⎟ ⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎜⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ′⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

GG G

GG G . 
(5.2) 

Die Matrix ( ),x ω⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  war wie folgt definiert: 

( )
( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

, ,
,

, ,

x x
x

x x

ω ω
ω

ω ω

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎡ ⎤Φ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
. 

(5.3) 

Die Variable x  in (5.3) stand für 0xx −  oder x x′−  in (5.2) und die ( ),ij x ω⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  mit 

2,1, =ji  waren im allgemeinen Untermatrizen, für die folgende Beziehungen galten: 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ]
( ) [ ] [ ][ ] [ ] [ ]( )[ ]
( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ] [ ]( )[ ]

1 1
11

1 1
12

1 1
21

1
22

1, ,
2

1, ,
2
1, ,
2

1, .
2

x x

x x

x x

x x

x Y T e e T Y

x Y T e e T

x T e e T Y

x T e e T

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

ω

ω γ

ω γ

ω

− −−

− −−

− −−

−−

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ =− −⎣ ⎦

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦

 

(5.4) 

Somit ist die Lösung (5.2) der Gleichung (5.1) eindeutig definiert. Für die weiteren 

Betrachtungen reicht es aus, in Gleichung (5.1) eine Spannung und einen Strom zu 

verwenden. Dies entspricht einem Leiter mit zugehörigem Referenzleiter. Der Refe-

renzleiter soll eine ideal leitende Grundfläche sein. Damit wird aus (5.1): 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

ˆˆ ˆ ,, ,0 -
ˆˆ ˆ- 0 ,, ,
Q

Q

V xV x V xZd
Ydx I xI x I x

ωω ωω
ω ωω ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎜= + ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

(5.5) 

und aus (5.2): 
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( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

0

0
0

0

ˆˆ ˆ ,, ,
, , ˆˆ ˆ ,, ,

x
Q

Qx

V xV x V x
x x x x dx

I xI x I x

ωω ω
ω ω

ωω ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎜⎜ ⎜ ′ ′= Φ − + Φ − ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎟⎟ ⎟ ⎣ ⎦ ⎜⎜ ⎜ ′ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ . 

(5.6) 

Die Matrix [ ]Φ  entspricht der in (5.3) definierten Matrix, wobei die ijΦ  mit 2,1, =ji  

keine Untermatrizen, sondern skalare Matrixkomponenten sind. 

 

5.3 Die Telegraphengleichungen mit ortsabhängigen Leitungsbelägen 
 

Um ungleichförmige Leitungen besser beschreiben zu können, wurde die klassische 

Leitungstheorie dahin erweitert, ortsabhängige Leitungsbeläge zu berücksichtigen. 

Eine ausführliche Herleitung dieser Theorie, auch für Mehrleitersysteme, findet man 

in [38]-[42]. Da dort auf elegante Weise eine Methode angegeben wird, wie man die 

orts- und frequenzabhängigen Leitungsbeläge aus den elementaren Maxwell-

Gleichungen bestimmen kann, soll diese Theorie dazu dienen, für die klassische Lei-

tungstheorie, die zwar keine ortsabhängigen, aber frequenzabhängige Leitungsbelä-

ge berücksichtigen kann, eine frequenzabhängige Impedanz zu bestimmen, welche 

die Abstrahlung der Leitung beschreiben kann. 

Entsprechend [39] und in Analogie zu (5.5) kann eine allgemeine Telegraphenglei-

chung formuliert werden: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

11 12

21 22

,

ˆˆ ˆ, , ,, ,
ˆ ˆ ˆ, ,, , ,

Q

Q

P x

x x V xP x P xd i
P x P xdx I x I x I x

ω

ϕ ω ϕ ω ωω ω
ω

ω ωω ω ω
⎡ ⎤⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜=− + ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦����������	���������

. 

(5.7) 

Dabei ist ( ),i P xω ω⎡ ⎤⎣ ⎦  im Gegensatz zu der entsprechenden Matrix in (5.5) auch orts-

abhängig. Anstelle der Spannung ist jetzt das skalare elektrische Potential des Lei-

ters gerückt. Da der Bezug zur klassischen Theorie bewahrt werden soll, kann aus 

[39] folgende Aussage übernommen werden: „Für die klassische Leitungstheorie 

stellt dieser Austausch keinen Unterschied dar, da die Spannung immer als Potenti-
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aldifferenz zwischen dem Bezugsleiter und dem betrachteten Leiter berechnet wer-

den kann.“2 

Die allgemeine Lösung von (5.7) lautet entsprechend [70] und [39]: 

( )
( )

[ ]( ) ( )
( )

[ ]( ) ( )
( )0

0

0

0

ˆˆ ˆ, , ,
ˆ ˆ ˆ, , ,

x
Qx x

x x
Qx

x x V x
i P i P dx

I x I x I x

ϕ ω ϕ ω ω
ω ω

ω ω ω′

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎟ ⎟ ⎜ ′⎜ ⎜= Ω − + Ω − ⎟⎟ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ′ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ . 

(5.8) 

(5.7) enthält (5.5) und (5.8) enthält damit auch (5.6) als Spezialfall. Die Grösse 

[ ]( )
0

x
x i Pω⎡ ⎤Ω −⎢ ⎥⎣ ⎦  wird als Matrizant bezeichnet, dessen Eigenschaften ausführlich in [70] 

beschrieben werden. Der Matrizant kann als Matrizenreihe dargestellt werden: 

[ ]( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0

0 0 0

2

1

1 .

x x
x
x

x x x

x x

x x x

i P i P d i P i P d d

i P d i P P d d

τ

τ

ω ω τ τ ω τ ω σ σ τ

ω τ τ ω τ σ σ τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ω − = + − + − − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

"

"

 

(5.9) 

Um die Komponenten der Matrix ( ),P x ω⎡ ⎤⎣ ⎦  in Gleichung (5.7) zu bestimmen, wird in 

[39] von den elementaren Maxwell’schen Gleichungen ausgegangen. Dazu wird eine 

Beziehung zwischen den Grössen ( )Î x′  und 
( )ˆdI x

dx

′
′

 sowie ( )Î x  und 
( )ˆdI x

dx
 benötigt. 

Die Variablen x′  und x  stehen dabei für zwei verschiedene Positionen entlang der 

Leitung. Die folgende Abbildung (Abb. 5.1) zeigt dies für eine gleichförmige Leitung, 

weil diese Betrachtung für den weiteren Verlauf der Arbeit relevant ist. Das in [38]-

[41] hergeleitete Verfahren dient aber vor allem der Beschreibung ungleichförmiger 

Leitungen, wobei die gleichförmigen Leitungen nur einen Spezialfall darstellen. 

 

                                                           
2 [39]  Haase, Heiko/Nitsch, Jürgen: Feldeinkopplung in dreidimensionale Leitungsstrukturen mittels 

einer Full-Wave Leitungstheorie, Institut für Grundlagen der Elektrotechnik und EMV, Otto-von-
Guericke Universität Magdeburg, Kleinheubacher Berichte, 2001 
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Um diese Beziehung zu formulieren, werden in [39] die Gleichungen (5.7) und (5.8) 

unter Vernachlässigung der Quellen verwendet. Für die Gleichung (5.8) bedeutet 

dies: 

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

0

0

0

0

0

0

ˆ ˆ, ,
,ˆ ˆ, ,

ˆˆ ,,
.ˆˆ ,,

x
x

x
x

x x
i P

I x I x

xx
i P

I xI x

ϕ ω ϕ ω
ω

ω ω

ϕ ωϕ ω
ω

ωω
′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎡ ⎤⎟ ⎟⎜ ⎜= Ω −⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎣ ⎦⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎡ ⎤ ⎟⎜ ⎜= Ω −⎟ ⎟⎜ ⎢ ⎥ ⎜⎟ ⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎜′ ⎟⎜⎟⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

(5.10) 

Das Eliminieren des Vektors an der Stelle 0x  und das Ausnutzen von 

( ) ( )0

0

1 xx
x xi P i Pω ω

− ⎡ ⎤⎡ ⎤Ω − = Ω −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  führt auf folgende Beziehung: 

( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )
( )

0

0

ˆˆ ,,
ˆˆ ,,

ˆ ,
.ˆ ,

xx
x x

x
x

xx
i P i P

I xI x

x
i P

I x

ϕ ωϕ ω
ω ω

ωω

ϕ ω
ω

ω

′

′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎟⎜ ⎜= Ω − Ω −⎟ ⎟⎜ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜⎟ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎜′ ⎟⎜⎟⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜⎡ ⎤ ⎟⎜= Ω − ⎟⎢ ⎥ ⎜⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

(5.11) 

Die Gleichung (5.7) an der Stelle x  lautet ohne Quellen: 

x′ x

z

r ′G r
G

Abb. 5.1: Diese Abbildung skizziert eine gleichförmige Leitung. Die Variablen x und x′  markie-

ren zwei verschiedene Positionen entlang der Leitung. 
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( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

11 12

21 22

ˆ ˆ, ,, ,
ˆ ˆ, ,, ,

x xP x P xd i
P x P xdx I x I x

ϕ ω ϕ ωω ω
ω

ω ωω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜=−⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. 

(5.12) 

und ausmultipliziert ergibt sich: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12

21 22

ˆˆ ˆ, , , , ,

ˆ ˆˆ, , , , , .

d x i P x x i P x I x
dx
d I x i P x x i P x I x
dx

ϕ ω ω ω ϕ ω ω ω ω

ω ω ω ϕ ω ω ω ω

=− −

=− −
 

(5.13) 

Die zweite Gleichung aus (5.13) nach ( )ˆ ,xϕ ω  umgestellt, führt auf: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )22

21 21

,1 ˆ ˆˆ , , ,
, ,

P xdx I x I x
i P x dx P x

ω
ϕ ω ω ω

ω ω ω
= −

−
. (5.14) 

Für (5.14) kann man auch schreiben: 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

22

21 21

ˆ ,,1ˆ , ˆ, , ,

I xP x
x

i P x P x I x

ωω
ϕ ω

ω ω ω ω

⎛ ⎞⎡ ⎤ ′ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜= − ⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎜− ⎟⎟⎜⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. 

(5.15) 

Will man in Analogie zu der Gleichung (5.11) auf der linken Seite der Gleichung 

(5.15) ebenfalls einen Vektor, der als zweite Komponente den Strom ( )ˆ ,I x ω  auf-

weist, so folgt: 

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

22

21 21

,1 ˆˆ , ,
, ,ˆ ˆ, ,

0 1

P xx I x
i P x P x

I x I x

ωϕ ω ω
ω ω ω

ω ω

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥ ′− ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎜⎜ = − ⎟⎟ ⎜⎜ ⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(5.16) 

oder: 

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

22

21 21

,1 1 ˆˆ , ,0
, ,ˆ ˆ, ,0 10 1

P xx I x
P x P x i

I x I x

ωϕ ω ω
ω ω ω

ω ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥ ′− ⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎜⎜ ⎢ ⎥= − ⎟⎟ ⎜⎜ ⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
(5.17) 

Die gleiche Prozedur, die ab Gleichung (5.12) begann, erfolgt analog mit der Variab-

len x′  statt x , so dass sich entsprechend (5.17) folgender Ausdruck ergibt: 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

22

21 21

,1 1 ˆˆ , ,0
, ,ˆ ˆ, ,0 10 1

P x
x I x

P x P x i
I x I x

ωϕ ω ω
ω ω ω

ω ω

⎡ ⎤′ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥′ ′ ′− ⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜⎜ ′ ′ ⎢ ⎥= ⎟−⎟ ⎜⎜ ⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎢ ⎥′ ′ ⎟⎟⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
(5.18) 

Wenn man beide Gleichungen sowohl (5.17) als auch (5.18) in Gleichung (5.11) ein-

setzt, erhält man: 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

11
22

21 21

22

21 21

,11ˆ , 0
, ,ˆ , 0 1 0 1

,1 1 ˆ ,0
, , ˆ ,0 10 1

x
x

P x
I x

P x P xi
I x

P x
I x

i P P x P x i
I x

ω
ω

ω ωω
ω

ω
ω

ω ω ω ω
ω

−−

′

⎡ ⎤′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎢ ⎥′ ′ −⎢ ⎥⎟⎜ ⎢ ⎥⎟⎜ ′ ′⎢ ⎥=⎟ −⎜ ⎢ ⎥⎟⎜ ⎢ ⎥′ ⎟⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ′− ⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎜⎢ ⎥× Ω − − ⎟⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎟⎣ ⎦ ⎜⎢ ⎥ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(5.19) 

oder nach Ausnutzen der jeweiligen Inversen: 

( )
( )

[ ]

( ) ( )

[ ]

( ) ( ) ( )

[ ] [ ] 11

21 22

1 1
21 22

ˆ , 0 , ,
ˆ 0 1 0 1,

ˆ0, ,
0 10 1

W Q

x
x

WQ

I x i P x P x
I x

I xiP x P x
i P

ω ω ω ω
ω

ωω ω
ω

−−

− −
′

⎛ ⎞′ ′ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ′ ′−⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎢ ⎥=⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ′ ⎟⎟⎜ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎣ ⎦

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥× Ω −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

����	���
 �����������	����������


�����	����
�����������	����������


( )
( )

[ ] ( ) ( ) ( ) [ ]
( )
( )

[ ] ( ) [ ] ( )
( )

1 1

ˆ

1

,
ˆ ,

ˆ ,
ˆ ,

ˆ ,
, .ˆ ,

x
x

T

I x

I x
W Q i P Q x W

I x

I x
W T x x W

I x

ω

ω

ω
ξ ω

ω

ω

ω

− −′

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ⎟⎜ ⎟⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜= ⋅ ⋅ Ω − ⋅ ⋅ ⋅ ⎟⎜⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ⎟⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜′= ⋅ ⋅ ⋅ ⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

��������������	�������������


 

(5.20) 

Mit dieser Beziehung (5.20) kann später, wie in [38]-[41] gezeigt, die Bestimmung der 

Komponenten von ( ),P x ω⎡ ⎤⎣ ⎦  mittels der Maxwell’schen Gleichungen erfolgen. Dabei 

wird in obiger Literatur von dem elektrischen Feld ausgegangen, welches sich aus 

der Summe eines an Leitungsstrukturen gestreuten Feldes und einem einfallenden 

Feld zusammensetzt: 

( ) ( )s iE E E= +
G G G

. (5.21) 

Mit Hilfe der retardierten Potentiale (Lorenzeichung) geht (5.21) über in: 
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( )ˆ iE i A Eϕ ω=−∇ − +
G GG G

. (5.22) 

Für das elektrische Potential ϕ̂  und das magnetische Vektorpotential A
G

 gilt: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 31ˆ , , ,r G r r r d r A r G r r J r d rϕ ρ µ
ε

′ ′ ′ ′ ′ ′= =∫ ∫
G GG G G G G G G G . (5.23) 

( ),G r r ′G G  ist die Greensche Funktion: 

( ),
4

ik r reG r r
r rπ

′− −

′ =
′−

G G
G G

G G . 
(5.24) 

Unter den Annahmen, daß nur ein Leiter existiert und daß man die Dünndrahtappro-

ximation (Drahtdurchmesser λ� ) anwenden kann, lassen sich die Ausdrücke (5.23) 

vereinfachen und beschreiben die Verhältnisse auf der Leiteroberfläche des Leiters: 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

0

0

1ˆ , ,

ˆ, .

L

L

x

x

x

x

dsx G r x r x q x dx
dx

dr dx dsA x G r x r x I x dx
dx ds dx

ϕ
ε

µ

′ ′ ′=
′

⎧ ⎫′⎪ ⎪⎪ ⎪′ ′ ′= ⎨ ⎬⎪ ⎪′ ′⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

∫

G G

GG G G
 

(5.25) 

In (5.25) wird anstelle der Volumenintegration in (5.23) über die Bogenlänge s  ent-

lang des Leiters integriert. Die Grösse q  ist die Ladung pro Längeneinheit und tritt 

anstelle der Ladungsdichte ρ .  Bei der Stromdichte J
G

 im Ausdruck für das Vektorpo-

tential in (5.23) ist zu beachten, daß es sich um einen Vektor handelt, der Betrag und 

Richtung einer Grösse beschreibt. Für den Betrag findet man in (5.25) den Strom Î  

und die Richtung beschreibt der Tangentialvektor dr dr dx
ds dx ds

′
=

′

G G
. Trotzdem ist Î  eine 

komplexe Grösse. Diese Beschreibung errinnert an die Gleichungen für den Strom-

faden in der Strömungslehre. 

Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstärke eines ideal leitenden Leiters 

ist Null: 

0drE
ds

⋅ =
GG

. (5.26) 

Die Gleichung (5.22) lautet nach der Dünndrahtapproxitmation: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ iE x x i A x E xϕ ω=−∇ − +
G GG G

. (5.27) 

Setzt man hier das Vektorpotential aus (5.25) ein und berücksichtigt die Randbedin-

gung (5.26), so ergibt sich die Gleichung: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

ˆ ˆ ˆ,
Lx

L
Q

x

d x
i I x k x x dx V x

dx
ϕ

ω ′ ′ ′=− +∫  
(5.28) 

mit 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,L dr xdr x
k x x G r x r x

dx dx
µ

′
′ ′= ⋅

′

GG
G G  

(5.29) 

und 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ i i
Q x

dr x
V x E x E x

dx
= ⋅ =

GG
. (5.30) 

Die verteilten Quellen in der Form (5.30) entsprechen dem Agrawalschen Formalis-

mus. Dies macht aber keinen Unterschied bei der Darstellung der Parametermatrix 

( ),P x ω⎡ ⎤⎣ ⎦ . Um die Gleichung für das skalare Potential ( )ˆ xϕ  in (5.25) umzuformen, 

geht man von der Kontinuitätsgleichung: 

J iωρ∇⋅ =−
G G

. (5.31) 

aus. Verwendet man wieder für die Stromdichte die Dünndrahtapproximation analog 

zu (5.25), so wird (5.31) zu: 

( )ˆ1 dI x dxq
i dx dsω

=− . 
(5.32) 

Damit wird aus dem elektrischen Potential: 

( ) ( ) ( )
0

ˆ1ˆ ,
Lx

C

x

dI x
x k x x dx

i dx
ϕ

ω
′

′ ′=−
′∫  

(5.33) 

mit 

( ) ( ) ( )( )1, ,Ck x x G r x r x
ε

′ ′= G G . (5.34) 
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Für einen Leiter, der sich über einer ideal leitenden Ebene befindet, wird aus (5.29) 

und (5.34) mit Hilfe der Spiegelungstheorie: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )( )

, ,

,

L dr xdr x
k x x G r x r x

dx dx

dr xdr x
R G r x R r x

dx dx

µ
⎡ ′⎢′ ′= ⋅⎢ ′⎢⎣

⎤′ ⎥′− ⋅ ⋅ ⋅ ⎥′ ⎥⎦

GG
G G

GG
G G

 

(5.35) 

und 

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ] ( )( )1, , ,Ck x x G r x r x G r x R r x
ε
⎡ ⎤′ ′ ′= − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

G G G G . (5.36) 

Liegt die ideal leitende Ebene beispielsweise in der x-y Ebene eines kartesischen 

Koordinatensystems, dann ist [ ]R : 

[ ]
1 0 0
0 1 0
0 0 1

R
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
(5.37) 

Die Gleichungen (5.28) und (5.33) können entsprechend [38]-[41] in einer Matrixglei-

chung zusammengefaßt werden: 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
0

1

,

ˆ ˆˆ 0 ,0 0
,ˆˆ , 00 1 0 1 0

Lx L
Q

C
x

K x x

I xx k x xi i V xdx
x k x x I x

ϕ ω ω
ϕ

−

⎡ ⎤′⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ′ ′′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎟⎟ ′= +⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎟⎟ ⎜′⎟ ⎟⎜ ⎜′ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫

����������	���������

 

(5.38) 

wobei die Matrix 

[ ] 0
0 1
i

W
ω⎡ ⎤−⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (5.39) 

schon aus (5.20) bekannt ist. 

Um die Gleichung (5.38) in die Form (5.7) zu bringen, was bedeutet sowohl den 

Strom als auch die Ableitung des Stromes an der Stelle x′  aus dem Integral zu iso-

lieren, werden mit Hilfe der Beziehung (5.20) die genannten Grössen an die Stelle x  

transformiert: 
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( )
( ) [ ] ( ) [ ]

( )
( )

( )1*
ˆ ˆˆ
ˆˆ 0

Q
I xx V xW P x W

x I x

ϕ
ϕ

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ′′ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎟= ⋅ ⋅ +⎜⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎣ ⎦ ⎟ ⎟⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
(5.40) 

Dabei ist ( )*P x⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ : 

( ) ( ) ( )
0

* , , .
Lx

x

P x K x x T x x dx⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ′ ′ ′= ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  
(5.41) 

Nach Umstellung dieser Gleichung ergibt sich die gesuchte Form: 

( )
( )

( )
( )
( )

( )ˆˆ ˆ
ˆ ˆ 0

Q
x x V xi P x

I x I x

ϕ ϕ
ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎡ ⎤ ⎟⎜ ⎜=− +⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎣ ⎦ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎜′ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

(5.42) 

wobei sich folgende Darstellung von ( )P x⎡ ⎤⎣ ⎦  ergibt: 

( )

* * *
*11 11 22

12* *
21 21

*
22

* *
21 21

1

P P PP
P P

P x
P

P P

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

(5.43) 

Entsprechend den Gleichungen (5.41) und (5.20) berechnet sich ( )*P x⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦  aus: 

( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( )
0

1* ,
Lx

x
x

x

P x K x x Q x i P Q x dxω
−′⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′= ⋅ ⋅ Ω − ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

(5.44) 

Zur Lösung dieser Integralgleichung bietet [39] eine Iterationsmethode an. Dann geht 

(5.44) über in: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

11* ˆ,
Lx

n n n nx
x

x

P x K x x Q x i P Q x dxω
−+ ′⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′= ⋅ ⋅ Ω − ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . 

(5.45) 

Als Startwert wird (5.44) an der Stelle 0ω=  berechnet. Dabei nutzt man die Tatsa-

che, dass das Potential und der Strom unter dieser Bedingung an jeder Stelle des 

Leiters gleich sind. Das liefert wegen (5.8): 

[ ]( )
0 0

1 0
0 1

x
x i P

ω
ω

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥Ω − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
. (5.46) 
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Die Greensche Funktion (5.24) wird im Grenzfall sehr kleiner Frequenzen: 

( )
0

1lim ,
4

G r r
r rω π→

′ =
′−

G G
G G . (5.47) 

Die in (5.38) definierte Matrix [ ]K  geht dann über in: 

( ) ( )0 0
, : ,K x x K x x

ω=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . (5.48) 

Um (5.44) noch weiter zu vereinfachen, wird ( )Q x⎡ ⎤′⎢ ⎥⎣ ⎦  in eine Reihe an der Stelle x  bis 

zur ersten Ordnung entwickelt: 

( ) ( ) ( ) ( )
x x

dQ x Q x Q x x x
dx ′=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′= + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦′
… (5.49) 

Damit ergibt sich für den Startwert von (5.45): 

( ) ( ) ( )
0

0*
0 ,

Lx

x

P x K x x dx⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫ . 
(5.50) 

Nach ausführlicher Beschreibung der in [38]-[41] dargelegten Theorie, ist es möglich, 

für die klassische Leitungstheorie einen Strahlungswiderstand für eine bestimmte 

geometrische Anordnung zu bestimmen. 

 

5.4 Der Strahlungswiderstand für eine gleichförmige endliche Leitung über einer 
ideal leitenden Grundplatte 

 

Mit Hilfe der oben beschriebenen Theorie soll nun für eine endliche gleichförmige 

Leitung, die sich über einer ideal leitenden Ebene befindet, eine ortsunabhängige, 

aber frequenzabhängige Impedanz, die den Strahlungswiderstand enthält, bestimmt 

werden. 

In [38] werden die Parameter einer unendlich langen gleichförmigen Leitung be-

stimmt. Dabei ergeben sich für die Induktivität beziehungsweise für die Kapazität ge-

nau die Werte, die aus der klassischen Theorie bekannt sind. Es wird dabei gezeigt, 

dass eine unendlich lange gleichförmige Leitung keinen Strahlungswiderstand be-
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sitzt. Geht man nun im nächsten Schritt davon aus, dass die Leitung endlich ist, was 

der Realität entspricht, so kann die von der Leitung abgestrahlte Leistung einer fre-

quenzabhängigen Grösse, dem sogenannten Strahlungswiderstand, zugeordnet 

werden. Um diese Grösse entsprechend der oben beschriebenen Methode berech-

nen zu können, benötigt man die Startwerte für die Iteration (5.50), die die Kenntnis 

der Greenschen Funktion für diese Anordnung (Abb. 5.2) voraussetzen. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2R
Gx′

r ′G

Br ′
G

r
G

0

a

2h

L

x

z

1R
G

Abb. 5.2: Diese Abbildung skizziert in der oberen Halbebene einen Leiter der Länge L und 

dem Radius a . In der unteren Halbebene befindet sich sein Spiegelbild, um mittels der Spiegel-

ladungsmethode die Randbedingung der ideal leitenden Ebene bei 0z =  zu simulieren. Der 

Vektor r ′G  gibt den Ort der Ladungsverteilung entlang der Leitung an, Br ′
G  gibt den Ort der ge-

spiegelten Ladungsverteilung an, wohingegen r
G  den Punkt angibt, an dem das gesuchte Poten-

tial oder der gesuchte Strom ist. 1R
G

 und 2R
G

 stellen jeweils den Abstand zwischen Ladungs-

verteilung und Aufpunkt dar. Die Mittellinien beider Leiter haben jeweils zur x-Achse den Ab-

stand h . 
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Die Greensche Funktion für diese Anordnung lautet: 

( )
( )

( )

( )

( )
1 2, ,

1 2

1,
4 , ,

ik R x x ik R x x

ges
e eG x x
R x x R x xπ

′ ′− −⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟′ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′ ′ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠

G G

G G . 
(5.51) 

Für den jeweiligen Abstand zwischen Ladungsverteilung und Aufpunkt gelten die Be-

ziehungen: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22
1 2, , , 2R x x x x a R x x x x h′ ′ ′ ′= − + = − +
G G

. (5.52) 

Entsprechend (5.38) folgt für ( ),K x x⎡ ⎤′⎢ ⎥⎣ ⎦ : 

( ) ( )
( )

( )
( )

0 ,0 ,
, 1, 0 , 0

L ges

C
ges

G x xk x x
K x x

k x x G x x

µ

ε

⎡ ⎤′⎡ ⎤′ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤′ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥′ ′⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
(5.53)

Für die Startwerte benötigt man ( )0 ,K x x⎡ ⎤′⎢ ⎥⎣ ⎦  und mit (5.47) folgt: 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2

0

1 2

1 10
4 , ,

,
1 1 1 0

4 , ,

R x x R x x
K x x

R x x R x x

µ
π

πε

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎢ ⎥−⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ′ ′ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎡ ⎤′ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟−⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ′ ′ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

G G

G G

. 

(5.54)

Damit kann (5.50) berechnet werden: 

( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

0*
12

0*
21

2

1 2
2

0*

2

1 2
2

1 10
4 , ,

1 1 1 0
4 , ,

L

L

P x

L

L

P x

dx
R x x R x x

P x

dx
R x x R x x

µ
π

πε

−

−

⎡ ⎛ ⎞⎢ ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎟ ′−⎜ ⎟⎢ ⎜ ⎟⎜ ′ ′ ⎟⎢ ⎟⎜⎜⎝ ⎠⎢
⎢
⎢⎡ ⎤= ⎢⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎛ ⎞⎟⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ′−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′ ′ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠

⎣

∫

∫

G G

����������������	���������������


G G

����������������	����������������
�

.

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎦

 

(5.55)

Bis auf die Vorfaktoren unterscheiden sich ( ) ( )0*
12P x  und ( ) ( )0*

21P x  nicht. Das zu lösende 

Integral ist dasselbe: 
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( )
( ) ( )

2

0

1 2
2

1 1,
, ,

L

L

Int x L dx
R x x R x x

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ′= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′ ′ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
∫ G G . 

(5.56)

Die analytische Auswertung des Integrals ergibt: 

( )

2 2
2 2

0 2 2
2 2

4
2 2 2 2

, ln

4
2 2 2 2

L L L Lx x a x x h

Int x L
L L L Lx x a x x h

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟− − − + + − + +⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠= ⎛ ⎞⎛⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟+ − + + − − − +⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠⎝

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎞⎟⎢ ⎥⎟⎟⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎟⎜⎜ ⎟⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

(5.57)

Bewegt man die Leitungsenden immer weiter auseinander und bildet zur Kontrolle 

den Grenzwert: 

( )0
2lim , 2 ln

L

hInt x L
a→∞

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
, (5.58) 

so erhält man das aus der klassischen Leitungstheorie bekannte Ergebnis für die 

Induktivität einer Leitung über einer Grundplatte, das auch, wie in [38] gezeigt, für 

eine unendliche lange Leiung beim nächsten Iterationsschritt erhalten bleibt. 

Da aber hier die Leitung endlich bleiben soll, muss im Verlauf der weiteren Rechnung 

von (5.57) ausgegangen werden. Damit wird (5.55) zu: 

( ) ( )
( )

( )
0

0*

0

0 ,1
14 , 0

Int x L
P x

Int x L

µ

π
ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
(5.59) 

und mit (5.43) erhält man: 

( ) ( )
( )

( )

0
0

0

0 ,
4

4 0
,

Int x L
P x

Int x L

µ
π

πε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

(5.60) 

Damit berechnet sich die erste Iteration entsprechend (5.45) zu: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 11 0 0 0*

2

,

L

x
x

L

P x K x x Q x i P Q x dxω
−′

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′= ⋅ ⋅ Ω − ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . 
(5.61) 

Um das Integral in (5.61) besser auswerten zu können, liegt es nahe, die Ortsabhän-

gigkeit in (5.60) zu eliminieren. Da die nullte Iteration von sehr kleinen Frequenzen 

ausgeht, ändern sich bei einer gleichförmigen Leitung der Länge L  die Leitungspa-

rameter entlang der Leitung kaum. Um die Ortsunabhängigkeit zu erhalten, kann 

man entweder (5.58) verwenden oder (5.57) an der Stelle 0x= . Im zweiten Fall geht 

man davon aus, dass jeder Wert entlang der Leitung dem Wert an der Stelle 0x=  

entspricht. Ein Vergleich der Induktivitäten entlang der Leitung für die nullte Iteration 

zeigt folgende Abbildung (Abb. 5.3): 
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Man kann den Graphiken entnehmen, dass sich die Induktivitäten auch bei sehr klei-

nen Frequenzen bezüglich der Leitungslänge unterscheiden. Dabei ist es entschei-

dend, wie sich die Leitungslänge und die Höhe über der Grundplatte zueinander ver-

halten. Ist die Leitungslänge wesentlich größer als die Höhe, so unterscheiden sich 

Abb. 5.3: Die vier Graphiken zeigen jeweils die drei verschiedenen Modelle für die Induktivitäten 

im Falle sehr kleiner Frequenzen in Abhängigkeit vom Ort für vier unterschiedliche Leitungslän-

gen. Dabei beginnt die obere linke Graphik mit der Länge 0.05L m= . Die obere rechte Graphik 

zeigt die Induktivitäten für 1L m= , die untere linke Graphik für 4L m= und die untere rechte 

Graphik für 10L m= . Die Graphiken enthalten jeweils drei Kurven. Die obere blaue Kurve stellt 

die orts- und längenunabhängige klassische Lösung entsprechend (5.58) dar. Die mittlere grüne 

Kurve ist die Induktivität, die sich aus (5.57) an der Stelle 0x= ergibt und die untere rote Kurve 

stellt die orts- und längenabhängige Induktivität entsprechend (5.57) dar. Die Höhe der Leitung 

über der Grundplatte beträgt 0.05m und der Radius der Leitung ist 0.75mm . 
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die Werte der Kurven bis auf die Werte an den Enden der Leitung kaum, wie man 

anhand der unteren Graphiken sehen kann. Bei der ersten Graphik ist der Unter-

schied am auffälligsten. Allerdings ist die Leitungslänge dort genauso groß wie die 

Höhe über der Grundplatte. Für diesen Fall ist klassische Leitungstheorie sowieso 

keine gute Näherung mehr. In den anderen Fällen bieten beide ortsunabhängigen 

Lösungen ( )0 0,Int x L=  sowie ( )0lim ,
L

Int x L
→∞

 eine gute Näherung. Die Besonderheiten 

an den Enden der Leitung werden in der klassischen Leitungstheorie über die Ab-

schlüsse und die sich daraus ergebenen Reflexionen berücksichtigt. Diese Effekte 

dominieren in den meisten Fällen, für die die klassische Leitungstheorie verwendet 

werden kann. 

Nimmt man als Näherung ( )0 0,Int x L=  und vernachlässigt damit die Ortsabhängig-

keit, so wird (5.60) bezüglich des Ortes konstant: 

( )
( )

( )

( )

( )

00
0 12

0
21

0

0 0,
04

.4 00
0,

Int L
P

P konst
P

Int L

µ
π

πε

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(5.62) 

Die Grösse ( )0Q⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦  und ihre Inverse aus (5.61) werden dann mit ( )0

22 0P =  zu: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 00 021

21

1 00 ,
0 1

0 1

P PQ Qω ω
−

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
(5.63) 

Die Grösse ( )( )0
x i Pξ ω⎡ ⎤⎡ ⎤Ω −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 ist bei konstantem ( )0P⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦ , wie der Vergleich zwischen (5.5) 

und (5.7) sowie zwischen (5.6) und (5.8) zeigt, gleich der Kettenparametermatrix 

( ),x x ω⎡ ⎤′Φ −⎢ ⎥⎣ ⎦ , deren Koeffizienten in (3.115) definiert sind. 

Mit der Beziehung ikγ =  ( k =Wellenzahl) folgt: 
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( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

0 11 12

21 22

0
21

0
21

, ,
, ,

cos sin
,

sin cos

x
x

x x x x
i P

x x x x

kk x x k x x
i P

i P k x x k x x
k

ω ω
ω

ω ω

ω

ω

′
⎡ ⎤′ ′Φ − Φ −⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥Ω − =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ′ ′⎣ ⎦ Φ − Φ −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′− −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(5.64) 

wobei ( ) ( )0 0
21Y i Pω=  verwendet wurde, was ebenfalls der Vergleich zwischen (5.5) und 

(5.7) ergibt. Es ist zu bemerken, dass es nicht ausreicht einfach den Term x x′−  in 

(5.5) einzusetzen. Man muss die Bedeutung der Variablen aus (5.10) beachten und 

erhält den gewünschten Ausdruck durch Umstellen des Termes ( ) ( )x x x x′ ′− =− − . 

Damit wird das Produkt im Integranten von (5.61) zu: 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

10 0 0
cos sin

sin cos

x
x

kk x x k x x
iQ i P Q

i k x x k x x
k

ωω
ω

−′

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ Ω − ⋅ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′− −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

(5.65) 

Um (5.61) ausführen zu können, benötigt man das in (5.53) definierte ( ),K x x⎡ ⎤′⎢ ⎥⎣ ⎦ . Da-

mit ergibt sich für die erste Iteration ( ) ( )1*P x⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

: 

( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

1*
1 12*

11

1 1* *
21 22

1 2

1*

2 1
1

P x
P x

P x P x

i Int x Int x
k

P x
kInt x Int x

i

ωµ µ

ε ωε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

����	���
�����	����


����	���
 ������	�����


. 

(5.66) 

Aufgrund der Vorfaktoren unterscheiden sich die vier Matrixkomponenten. 

Es treten aber nur zwei verschiedene Integrale auf: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

2

2

2

2

, sin ,

, cos .

L

ges
L

L

ges
L

Int x G x x k x x dx

Int x G x x k x x dx

−

−

⎡ ⎤′ ′ ′= −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′ ′= −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

 

(5.67) 

Explizit lauten die Integrale von (5.67): 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 22

2 2 22

22

1 2 2 22

2

22

2 2 2 22

2

1 sin ,
4 2

1 cos .
4 2

L
ik x x a ik x x h

L

L
ik x x a ik x x h

L

e eInt x k x x dx
x x a x x h

e eInt x k x x dx
x x a x x h

π

π

′ ′− − + − − +

−

′ ′− − + − − +

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎜ ′ ′= − −⎟⎜ ⎢ ⎥⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎜ ′ ′ ⎟− + − + ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎜ ′ ′= − −⎟⎜ ⎢ ⎥⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎜ ′ ′ ⎟− + − + ⎟⎜⎝ ⎠

∫

∫

 

(5.68) 

Eine erste Substitution u x x′= −  führt (5.68) über in: 

( )
( )

( )
[ ]

( )
( )

( )
[ ]

222 2

222 2

22

1 2 2 22

2

22

2 2 2 22

2

1 sin ,
4 2

1 cos .
4 2

Lx
ik u hik u a

Lx

Lx
ik u hik u a

Lx

e eInt x ku du
u a u h

e eInt x ku du
u a u h

π

π

+
− +− +

−

+
− +− +

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜=− − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠

∫

∫

 

(5.69) 

Benutzt man die Eulerschen Beziehungen für den Sinus und Cosinus 

( ) ( )1sin
2

iku ikuku e e
i

−= −  und ( ) ( )1cos
2

iku ikuku e e−= + , so können die Exponentialfunkti-

onen zusammengeführt werden und man erhält: 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

2 22 22 2 2 2

222 2 2 2

2 22

1 2 2 2 2 2 22 2

2

2

2 2 2 2 2

1 ,
8 2 2

1
8

Lx ik u h u ik u h uik u a u ik u a u

Lx

ik u h uik u a u ik u a u

e e e eInt x du
i u a u a u h u h

e e eInt x
u a u a

π

π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟+ ⎜ ⎜− + − − + +⎟ ⎟− + − − + + ⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

⎛ ⎞⎟⎜− + −− + − − + + ⎜⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟=− − − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎜ ⎟+ + ⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠

= + −
+ +

∫

( )

( )

( )

22 22

2 22 2

2

.
2 2

Lx ik u h u

Lx

e du
u h u h

⎛ ⎞⎟+ ⎜− + +⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜⎝ ⎠

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠
∫

 

(5.70) 
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Es treten vier verschiedene Teilintegrale auf, die sich im Vorzeichen oder in den Pa-

rametern a  beziehungsweise h  unterscheiden. Der Integraltyp ist jedoch gleich. Für 

die Berechnung der Teilintegrale bieten sich folgende Substitutionen an: 

( )
( )

( )( )
( )( )

2 2
1

2 2
2

22
3

22
4

,

,

2 ,

2 .

v ik u a u

v ik u a u

v ik u h u

v ik u h u

= + −

= + +

= + −

= + +

 

(5.71) 

Damit schreiben sich die Integrale ( )1Int x  und ( )2Int x  wie folgt: 

( )
1 2 3 4

31 2 4

1 2 3 4

2 2 2 2

1 1 2 3 4
1 2 3 4

2 2 2 2

1
8

L L L Lv x v x v x v x
vv v v

L L L Lv x v x v x v x

e e e eInt x dv dv dv dv
i v v v vπ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜+ + + +⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜− − − −⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛

=− − − + +∫ ∫ ∫ ∫

( )
1 2 3

31 2 4

1 2 3 4

2 2 2

2 1 2 3 4
1 2 3 4

2 2 2 2

,

1
8

L L Lv x v x v x
vv v v

L L L Lv x v x v x v x

e e e eInt x dv dv dv dv
v v v vπ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ −− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜− − − −⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

= − + + −∫ ∫ ∫
4 2

.

Lv x
⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠

⎟⎟

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫

 

(5.72)

Die Teilintegrale in (5.72) haben alle die gleiche Form. Die Lösung dafür lautet: 

( ) ( )1 1

B

A

e d E B E A
α

α
α

−

=− +∫ . (5.73)

Die Funktion ( )1E z  wird Exponentialintegral genannt und wie folgt definiert: 

( )1 :
z

eE z d
α

α
α

∞ −

= ∫ . (5.74)

Damit schreiben sich die Integrale in (5.72): 

( )1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 3 1 3

1
8 2 2 2 2

2 2

L L L LInt x E v x E v x E v x E v x
i

L LE v x E v x

π
⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪⎪ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜=− + − − + + − −⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎨ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎩

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜− + + −⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ 1 4 1 42 2
L LE v x E v x

⎫⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎪⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜− + + −⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎬⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎭

 

(5.75)

und 
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( )2 1 1 1 1 1 2 1 2

1 3 1 3

1
8 2 2 2 2

2 2

L L L LInt x E v x E v x E v x E v x

L LE v x E v x

π
⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪⎪ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜= + − − − + + −⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎨ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎩

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜− + + −⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ 1 4 1 4 .
2 2
L LE v x E v x

⎫⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎪⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜+ + − −⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎬⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎭

 

(5.76)

Wie sich (5.75) und (5.76) als Funktionen des Ortes x  entlang der Leitung verhalten, 

zeigen für eine bestimmte Parameterwahl die folgenden Abbildungen: 

 

 

 

Abb. 5.4: Im oberen Diagramm ist der Realteil der beiden Integrale ( )1Int x  (5.75) und ( )2Int x

(5.76) entlang der Leitung aufgetragen. Dabei beschreibt die obere (blaue) Kurve den Realteil 

des Integrals ( )2Int x  und die untere (rote) Kurve stellt den Realteil des Integrals ( )1Int x dar. Die 

untere Graphik zeigt den Imaginärteil der Integrale ( )1Int x  und ( )2Int x entlang der Leitung. Da-

bei beschreibt die obere (rote) Kurve den Imaginärteil des Integrals ( )1Int x  und die untere 

(blaue) Kurve stellt den Imaginärteil des Integrals ( )2Int x dar. Die Einheit der x-Achse ist jeweils 

Meter. Das simulierte System besteht aus einer Leitung über einer ideal leitenden Ebene ent-

sprechend Abb. 5.2 mit L = 2m, a = 0.75mm und h = 5cm. Die Frequenz beträgt 1GHz. 
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Den Graphiken (Abb. 5.4 und Abb. 5.5) ist zu entnehmen, dass die Randeffekte um 

so größer sind, je kürzer die Leitung ist. Auch hier soll davon ausgegangen werden, 

dass die Randeffekte aufgrund der Leitungsabschlüsse dominieren und über die Be-

rücksichtigung der Randbedingungen nach Integration der klassischen Leitungsglei-

chungen ins Spiel kommen. Bei der Berechnung der Integrale wurde von einer Lei-

tung ausgegangen, die bei 
2
Lx=−  beginnt und bei 

2
Lx=  endet. In der Leitungsthe-

orie ist aber der so beschriebene Leitungsabschnitt nur ein Teil des Stromkreises, 

was sich darin niederschlägt, dass ein Strom am Ende der Leitung abfließt und ein 

Strom am Anfang der Leitung in endgegengesetzter Richtung hineinfließt. Es kann 

zwar offene Enden geben, doch ist dieser Fall nur ein möglicher Spezialfall. Das Ab-

strahlverhalten einer Leitung unterscheidet sich von dem gewollten Abstrahlverhalten 

Abb. 5.5: Diese Graphik entspricht der oberen Abb. 5.4. Der einzige Unterschied liegt in der 

größeren Länge der Leitung L = 4m. 
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einer symmetrisch gespeisten Stabantenne, bei der die Stromverteilung von offenen 

Leitungsenden ausgeht. 

Sowohl der Real- als auch der Imaginärteil des Integrals ( )1Int x  liegen nahe Null. 

Nur die Werte an den Enden der Leitung weichen davon ab. Die Kurven sind anti-

symmetrisch (ungerade). Der Graph vom Realteil und der Graph vom Imaginärteil 

von ( )1Int x  sind also symmetrisch bezüglich des Ursprungs. Eine Mittelung über die 

Länge der Leitung ergibt den Wert Null. Allerdings ergibt eine Mittelung für den Ima-

ginärteil von ( )2Int x  keinen brauchbaren Wert, da die Werte an den Enden der Lei-

tung den Mittelwert zu stark beeinflussen. Der Wert an der Stelle 0x=  liegt aber in 

der richtigen Grössenordnung. Die weitere Aufgabe besteht nun darin, die Wahl des 

Punktes 0x=  und den jeweils zugehörigen Wert richtig zu begründen. 

Wie man (5.5) entnehmen kann, haben in der klassischen Leitungstheorie die Diago-

nalelemente der Matrix den Wert Null. Sowohl Y  als auch Z  sind Nichtdiagonalele-

mente dieser Matrix. Desweiteren handelt es sich hier um eine gleichförmige Leitung, 

die ja unabhängig von Abstrahlungseffekten mit Hilfe der klassischen Theorie ausrei-

chend beschrieben ist. Deshalb sollten auch in diesem speziellen Fall die Diagonal-

elemente von ( ),i P xω ω⎡ ⎤⎣ ⎦  in (5.7) verschwinden. Das bedeutet, daß das Integral 

( )1Int x  gleich Null wird. Die beiden oberen Abbildungen zeigen zwar viele Stellen, an 

denen die Werte von Real- und Imaginärteil des Integrals ( )1Int x  annähernd Null 

sind, doch gibt es Konstellationen, bei denen nur an der Stelle 0x=  die Bedingung 

erfüllt ist. Solche Situation tritt beispielsweise auf, wenn die Leitungslänge so groß 

wie der Abstand der Leitung über der Masseebene ist (Abb. 5.6). 



5 Eine Formel für den Strahlungswiderstand 

 

 

130 

 

 

 

Wie man sieht, weichen in Abb. 5.6 die Werte des Integrals ( )1Int x  sowohl für den 

Imaginärteil als auch für den Realteil bis auf den Schnittpunkt mit der x-Achse von 

Null ab. 

Da in der klassischen Leitungstheorie entsprechend (5.1) und (5.5) die Diagonalele-

mente der Matrix verschwinden, was im Falle einer gleichförmigen Leitung auch rich-

tig ist, so legt das die Vermutung nahe den Punkt auf der Leitung zu suchen, an dem 

der Wert des Integral unabhängig von der Frequenz und den Parametern a  und h  

verschwindet. 

 

 

 

Abb. 5.6: Diese Graphik beschreibt ebenfalls das System von Abb. 5.4 und Abb. 5.5. Hier 

begrägt die Länge der Leitung L = 5cm. 
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Der Zusammenhang zwischen den Parametermatrizen lautet entsprechend (5.43): 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
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( )( )

1 1
11 12

1 1
21 22

1 1 1* * *
111 11 22*
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21 21

1
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21 21
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P x P x

P x P x

P x P x P x
P x

P x P x

P x
P x
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⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
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. 

(5.77) 

Da ( ) ( )1
12P x  und ( ) ( )1

21P x  ungleich Null sein müssen, folgt aus der Forderung, daß 

( ) ( )1
11P x  und ( ) ( )1

22P x  gleich Null sind, die Bedingung: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1* *
11 22 0P x P x= =  (5.78) 

beziehungsweise 

( )1 0Int x = . (5.79) 

Da sowohl der Real- als auch der Imaginärteil von ( )1Int x  antisymmetrische Funktio-

nen von x  sind, in deren Definitionsbereich der Wert 0x=  liegt, besitzen sie dort 

eine Nullstelle und mit Hilfe der Substitutionen (5.71) folgt: 

( )1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 3 1 3

10
8 2 2 2 2

2 2

L L L LInt x E v E v E v E v
i

L LE v E v

π
⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪⎪ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜= =− − − + − −⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎨ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎩
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜− + −⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 1 4 1 42 2

0.

L LE v E v
⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪⎪⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜− + −⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎬⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎭

=

 

(5.80) 

Dieser Ort gilt dann auch für die beiden nicht verschwindenen Koeffizienten ( )12P x  

und ( )21P x  und damit für das Integral ( )2Int x . An diesem Punkt verschwinden ( )11P x  

und ( )22P x  unabhängig von der Frequenz und den Parametern a  und h . 

Damit reduziert sich (5.77) zu: 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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0 0
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(5.81) 

Für ( )2 0Int x=  folgt: 

( )
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(5.82) 

Gleichung (5.81) besagt, daß ( ) ( ) ( ) ( )11 *
12 120 0P x P x= = =  und wegen ( ) ( ) ( )1*

12 2P x Int xµ=  

sowie (5.5) und (5.7) gilt dann für die Impedanz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( )1 1 1
12 12 120, Re ImZ i P x i P i Pω ω ω ω ω ω= = = + . (5.83) 

Für den frequenzabhängigen Strahlungswiderstand radR  ergibt sich: 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }1
12 2Im Im 0, .radR P Int xω ω ω ωµ ω=− =− =  (5.84) 

Entfernt man die Leitungsenden wieder weit von einander, so daß die Leitungslänge 

sehr groß wird, so ergibt sich für den Grenzwert von (5.83) die bekannte Beziehung: 

( ) ( ){ }1
12

2lim 0, ln
2L

hi P x i
a

µω ω ω
π→∞

⎛ ⎞⎟⎜= = ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
. (5.85) 

Der frequenzabhängige Widerstand (5.84) kann als Abschätzung für den Strah-

lungswiderstand in der klassischen Leitungstheorie für Leitungen über einer perfekt 

leitenden Grundebene verwendet werden. Sein Verhalten im Frequenzbereich zeigt 

Abb. 5.7: 
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Abb. 5.7: Die Kurve beschreibt den Strahlungswiderstand in Abhängigkeit von der Frequenz. 

Auf der x-Achse ist die Frequenz in MHz linear aufgetragen. Entlang der y-Achse ist der fre-

quenzabhängige Widerstand (5.84) linear in Ohm dargestellt. Das simulierte System besteht 

aus einer Leitung über einer ideal leitenden Ebene. Die Leitung ist 2m lang, hat einen Radius 

von 0.75mm und befindet sich 5cm über der Ebene. Der Frequenzbereich beginnt bei 10MHz 

und endet bei 1GHz. 
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Wie bei der nullten Iteration soll auch hier davon ausgegangen werden, daß der Wi-

derstandswert von (5.84) an der Stelle 0x=  stellvertretend für alle Orte entlang der 

Leitung steht. Man kann auch sagen, daß die Leitung aus einer Summe hintereinan-

der angeordneter infinitesimaler Dipole (Stromeinfließen an der einen Seite des infini-

tesimalen Leitungselements und Stromabfließen an der anderen Seite des Leitungs-

elements verursacht eine momentane unterschiedliche Ladungsverteilung) besteht. 

Dabei soll der infinitesimale Dipol an der Stelle 0x=  stellvertretend für alle anderen 

Orte entlang der Leitung als sogenannter infinitesimaler Einheitsdipol verwendet 

werden. Bei der Integration der klassischen Telegraphengleichungen wird dann an 

jedem Ort der Leitung seine Eigenschaft verwendet. 

In [38] und [39] wird darauf hingewiesen, dass sich im Falle ungleichförmiger Leitun-

gen die erste Iteration als eine sehr gute Näherung erwiesen hat, was dort mit Mes-

sungen und der Momentenmethode getestet wurde. Desweiteren kann man sagen, 

da sich die Iteration auf die Ortsabhängigkeit der Leitungsparameter bezieht, und bei 

einer gleichförmigen Leitung diese entlang der Leitung kaum variieren, sollte die ers-

te Iteration eine ausreichende Näherung im Frequenzbereich liefern. Somit ist es 

möglich mit Hilfe der erweiterten Leitungstheorie einen Strahlungswiderstand zu 

bestimmen, der in der klassischen Leitungstheorie verwendet werden kann. 

Um die Näherung für den Strahlungswiderstand (5.84) für diese spezielle Anordnung 

zu testen, werden für ein Beispiel die Lösung der Momentenmethode, die Lösung der 

Leitungstheorie mit und ohne (5.84) sowie eine Messung miteinander verglichen. Die 

nachfolgende Abbildung stellt diesen Vergleich dar. Bei der Simulation mußte noch 

ein dielektrischer Mantel der Leitung berücksichtigt werden, was sich auf die kapazi-

tive Kopplung auswirkte. 

 

 



5 Eine Formel für den Strahlungswiderstand 

 

 

135 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Abb. 5.8: Die Abbildung zeigt vier Graphiken. Es handelt sich bei jeder Kurve um die Spannung 

am Ende einer 2.06m langen Leitung, wobei diese durch eine Spannungsquelle am anderen 

Ende angeregt wurde. Beginnend oben links werden die Lösungen der Leitungstheorie (LT) 

ohne radR  (schwarze Kurve), der LT mit radR (rote Kurve), der Momentenmethode (MoM) (grüne 

Kurve) und der Messung (blaue Kurve) miteinander verglichen. Die Graphik oben rechts ver-

gleicht die LT-Lösung mit radR  (rot) mit der LT-Lösung ohne radR (schwarz). Die Graphik unten 

links vergleicht die LT-Lösung mit radR  mit der MoM-Lösung (grün). Den Vergleich zwischen 

Messung (blau) und LT-Lösung mit radR  (rot) zeigt die Graphik unten rechts. Auf der x-Achse ist 

die Frequenz in MHz linear und auf der y-Achse ist die Spannung in dBµV aufgetragen. Das 

simulierte System besteht wieder aus einer Leitung über einer ideal leitenden Ebene mit a = 

0.75mm und h = 5cm. Der Frequenzbereich beginnt bei 10MHz und endet bei 1GHz. 
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Die beiden unteren Graphiken (Abb. 5.8) zeigen eine gute Übereinstimmung. Die 

Dämpfung aufgrund des Strahlungswiderstandes ist deutlich zu erkennen. Der Ver-

gleich der Lösungen der Leitungstheorie mit und ohne Strahlungswiderstand (Gra-

phik oben rechts) verdeutlicht den Unterschied bei fehlender Berücksichtigung des 

Strahlungseffektes ab ca. 400 MHz. Betrachtet man die unteren Graphiken im Detail, 

so findet man beim Vergleich der Leitungstheorielösung mit Strahlungswiderstand 

und der Momentenmethodelösung, daß die lokalen Maxima sehr gut übereinstimmen 

und die lokalen Minima ab ca. 400 MHz in Richtung größer werdender Frequenzen 

auseinander gehen. Der Grund für diese Abweichungen liegt an der Tatsache, daß 

die unterschiedlichen Lösungsansätze (Leitungstheorie und MoM) auch verschiede-

ne Modellierungskonsequenzen aufweisen. In der Leitungstheorie enden die Leitun-

gen in der entsprechenden Höhe über der leitenden Fläche, wohingegen bei der 

Momentenmethode eine Verbindung zwischen diesen Punkten und der leitenden 

Fläche gefordert wird (Abb. 5.9). Das verlängert aber die Leitung um zwei Höhen. 

Will man die gleiche Leitungslänge wie in der Leitungstheorie haben, so ist das zur 

leitenden Ebene parallele Leitungsstück kürzer als das Entsprechende im Leitungs-

theoriemodell. Die so erhaltene gleiche Gesamtlänge berücksichtigt aber nicht die 

rechtwinkligen Leitungsstücken an den Enden. Doch bei Frequenzen über 400 MHz 

wirken sich die zusätzlichen rechtwinkligen Leitungsstücken mehr und mehr aus. Um 

eine gute Übereinstimmung in den Resonanzen zu erhalten, war es nötig, die mit der 

Momentenmethode modellierte Leitung um 2cm zu verlängern. Allgemein kann man 

sagen, die Abweichungen sind um so größer, je größer der Abstand über der leiten-

den Ebene im Verhältnis zum parallel verlaufenden Leitungsstück ist oder die Wel-

lenlänge in die Größenordnung der zusätzlichen Leitungsstücke kommt. 
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Abb. 5.9: Die Abbildung zeigt einen Leitungsabschnitt mit rechtwinkliger Verbindung zur ideal 

leitenden Ebene. Die Modellierung erfolgte mit WinFEKO. 



 

6 Messung und Simulation 
 

6.1 Messanordnung 
 

Um die theoretischen Ergebnisse der Leitungstheorie im Hinblick auf geschirmte Lei-

tungen bewerten zu können, muß die Simulation mit entsprechenden Messungen 

verglichen werden. Die Güte der Simulation läßt sich nur über den Vergleich mit der 

Realität bestimmen. Da man im allgemeinen mit Abweichungen zwischen Messung 

und Simulation zu rechnen hat, ist eine objektive Bewertung nur gewährleistet, wenn 

beachtet wird, daß sowohl auf Seiten der Simulation als auch auf Seiten der Mes-

sung Schwachstellen und Fehlerquellen vorhanden sind. 

Die Messungen, die im Rahmen dieser Arbeit betrachtet werden, sind Messungen 

des ausgekoppelten Schirmstromes eines Koaxialkabels RG58 und Messungen der 

Innenspannungen an beiden Enden eines Koaxialkabels bei benachbarter Genera-

torleitung. Letztere Messungen wurden sowohl mit einem RG58-Kabel als auch mit 

einem RG174-Kabel durchgeführt. Diese Koaxialkabel wurden ausgewählt, da sie in 

der Automobilindustrie weit verbreitet sind. 

Um die Messanordnung prinzipiell zu testen, wurde mit einer Dämpfungsmessung 

begonnen, bei der das Koaxialkabel (RG58) an einem seiner Enden gespeist wird, 

um dann am anderen Ende die Innenspannung zu messen. Da beide Enden der Lei-

tung mit 50 Ohm abgeschlossen wurden und der Wellenwiderstand ebenfalls bei ca. 

50 Ohm liegt, sind Resonanzen aufgrund von Reflexionen nicht vorhanden. Deshalb 

sollte die gemessene Innenspannung nur die Dämpfung der Leitung enthalten. 

Die Messungen fanden in der EMV Absorber-Kabine (Abb. 6.1) der EMCTech im 

MTC (Mercedes Technology Center) in Sindelfingen statt. 

Die zu messenden Leitungen haben eine Länge von ca. 2 m und werden 5 cm über 

einer Masseplatte geführt. An beiden Enden der Leitung befinden sich HF-

Steckverbindungen Typ N, die elektrisch mit Metallbügeln verbunden sind, die ihrer-

seits mit der Massefläche auf dem Messtisch kurzgeschlossen sind. Metallisch lei-

tendes Klebeband verbessert den Kontakt zwischen Metallbügel und Masseplatte. 
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Dadurch ist gewährleistet, daß der induzierte Schirmstrom beidseitig über einen 

Kurzschluß auf die Massefläche fließen kann. 

 

 

 

 

 

 

Das Meßgerät, mit dem die Messungen durchgeführt worden, war der Netzwerkana-

lysator ZVM von Rohde & Schwarz (Abb. 6.2). Diese Geräte enthalten sowohl einen 

Signalgenerator als auch einen Meßempfänger. 

 

 

Abb. 6.1: Die Abbildung zeigt den Messtisch mit Kupferplatte, auf dem sich das zu messende 

RG58-Kabel befindet. Um den Abstand zwischen Leitung und Kupferplatte konstant zu halten, 

wurden Styroporplatten verwendet. Die Aussparungen entlang der Leitung dienen dem An-

bringen der Stromzange. An den Wänden der Messkabine befinden sich sogenannte Absor-

ber, um Reflexionen an den Wänden zu vermeiden. 
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Die Einspeiseleistung betrug bei allen Messungen 10dBm über einem Frequenzband 

von 10 MHz bis 1 GHz. 

Damit die Messungen dem idealisierten theoretischen Modell möglichst nahe kom-

men, wurden folgende Maßnahmen getroffen: 

 Verwendung neuer Kabel, um mechanische Beanspruchungen wie Knicke 

und Biegungen nahezu auszuschließen. 

 Sorgfältige Montage der HF-Stecker der Firma Huber & Suhner, um den Wel-

lenwiderstand der Koaxialleitung von 50 Ohm fortzusetzen, damit keine zu-

sätzlichen Reflexionen auftreten (Abb. 6.5). 

 

Abb. 6.2: Das Bild zeigt den verwendeten Netzwerk-Analysator: ZVM (10 MHz bis 20 GHz) von 

Rohde & Schwarz; Serien-Nr. 894129/007. 
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 Um das zu messende Kabel auf konstanter Höhe zu halten, wurde es zwi-

schen zwei Metallbügel gespannt, mit Styroporplatten gestützt und mit Klebe-

band fixiert. Die Metallbügel wurden ihrerseits mit Schraubzwingen fixiert. Die 

Lage des Kabels wurde während des Meßdurchlaufs nicht verändert. Deswei-

teren wurden die Metallbügel mit Kupferklebeband auf der Massefläche be-

klebt (Abb. 6.5), um den elektrischen Kontakt zu verbessern. 

 Kalibrieren des Meßsystems, um Systemfehler zu ermitteln. Diese können 

dann aus der Messung herausgerechnet werden. 

 Bei der Ermittlung der Strommeßwerte wurde die Korrekturkurve der Strom-

zange berücksichtigt. 

 

6.1.1 Messaufbau für die Dämpfungsmessung beim RG58 

Für das Koaxialkabel RG58 wurde die Dämpfung ermittelt (Abb. 6.3), indem der 21S - 

Parameter (Anhang 8.1): 

2
21

1

US
U

=  (6.1) 

gemessen wurde. Dabei ist 2U  die gemessene Spannung an dem Ende der Koaxial-

leitung, welches nicht gespeist wird. 1U  ist die Innenspannung an der Seite des Ka-

bels, die gespeist wird und 0U  ist die Speisespannung des Generators. Der Zusam-

menhang zwischen 1U  und 0U  lautet: 

0
1 .

2
UU =  (6.2) 

Damit schreibt sich (6.1) wie folgt: 

2
21

0

2 .US
U

=  (6.3) 

Da die Daten in dB aufgenommen worden, folgt weiterhin: 
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[ ] 2 2
21 10 10

1 0

220log 20log .U US dB
U U

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟= = ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (6.4) 

Aus (4.1) läßt sich die Innenspannung am Ende der Koaxialleitung wie folgt bestim-

men: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( )
[ ] ( ) ( )

2 21 1 21 0 10

21 10 0 10

20 log 2

20log 120 20log 2 .

U dB V S dB U dB V S dB U dB V

S dB U

µ µ µ= + = + −

= + + −
 

(6.5) 

 

 

 

 

 

 

6.1.2 Messaufbau für die Schirmstrommessung beim RG58 

Bei der Schirmstrommessung wurde an einer Seite des Koaxialkabels eine Span-

nungsquelle angelegt. Die andere Seite wurde mit 50 Ohm abgeschlossen. Da der 

Geflechtsschirm kein idealer Schirm ist, wird aufgrund der Speisung des inneren Sys-

tems im äußeren System ein Strom induziert. Dieser Schirmstrom fließt über die Me-

tallbügel auf die Masseplatte und von dort über den zweiten Bügel auf den Kabel-

mantel zurück. Mit Hilfe einer Stromzange (Abb. 6.6) soll der Schirmstrom an vier 

verschiedenen Orten entlang der RG58-Leitung gemessen werden. 

Leitende Grundplatte

5cm

Netzwerk-Analysator

Ausgang Eingang 

SI

SI

RG58 Metallbügel

Messkabel 

2U 1U
N-Stecker

Abb. 6.3: Dieser Messaufbau dient der Dämpfungsmessung des Koaxialkabels. Über den 

Ausgang des Netzwerkanalysators wird eine Spannung 0U in das Koaxialkabel eingespeist. 

Damit ergibt sich an dieser Seite der Leitung eine Innenspannung 1U . Der Eingang des Netz-

werkanalysators mißt die Innenspannung 2U  am anderen Ende der Koaxialleitung. 
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Für den Ausgang des Netzwerkanalysators hat sich nichts zum vorherigen Fall (Abb. 

6.3) geändert. Am Messgeräteeingang befindet sich jetzt die Stromzange. Gemessen 

wurde wieder der 21S - Parameter. Um daraus die Stromwerte zu erhalten, müssen 

die Korrekturdaten der Stromzange, die in Form einer Korrekturkurve im Frequenzbe-

reich vorliegen, mit einbezogen werden: 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] ( )

21 1

21 0 10

/

/ 20 log 2 .
SI dB A S dB U dB V

S dB U dB V

µ µ

µ

= Ω +

= Ω + −
 

(6.6) 

Im ersten Term auf der rechten Seite der Gleichung (6.6) sind die Korrekturdaten der 

Stromzange berücksichtigt worden, so daß sich auf der linken Seite der Gleichung 

der Schirmstrom in dBµA ergibt. 

 

 

 

 

 

Leitende Grundplatte

5cm

Netzwerk-Analysator

50Ω

Ausgang Eingang 

Ort 1Ort 2Ort 3Ort 4 

SI

SI

Stromzange RG58 Metallbügel 

N-Stecker

Messkabel 

1U

Abb. 6.4: Messanordnung für die Schirmstrommessung bei einem RG58-Kabel an vier ver-

schiedenen Orten entlang der Leitung (4cm, 69cm, 134cm, 199cm). Zur Messung des Stro-

mes auf dem Außenleiter (Schirm) dient eine Stromzange. Der Innenleiter wird gespeist. 
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Für die Strommessung wurde eine Stromzange Type 9119-1N (Abb. 6.6) verwendet, 

die eine Ausgangsspannung als Meßwert liefert und damit den zugehörigen 21S - Pa-

rameter festlegt, aus dem dann mittels (6.6) der Schirmstrom berechnet werden 

kann. Bei der Messung mußte darauf geachtet werden, daß die Stromzange ihre Po-

sition bei einem Meßdurchgang nicht verändert, was aufgrund der Steifigkeit des 

Meßkabels schwierig war. 

Abb. 6.5: Der Metallbügel bildet mit dem N-Stecker eine Einheit, damit der Schirmstrom zur 

Masseplatte abgeführt werden kann. Das zu messende Kabel ist mit Klebeband auf dem Sty-

ropor fixiert. Die Orte 1 bis 4 sind von rechts nach links numeriert und mit gelbem Klebeband 

markiert. Die Metallbügel wurden zusätzlich mit leitendem Klebeband auf der Kupferplatte 

fixiert, um den Kontakt zu verbessern. 
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6.1.3 Messaufbau zur Messung der Innenspannung an beiden Enden einer Koaxiallei-
tung bei benachbarter Generatorleitung 

Dieses Leitungssystem besteht aus einer ungeschirmten Leitung, die parallel im Ab-

stand von 3,8 cm neben dem RG58-Kabel verläuft (Abb. 6.8). Die ungeschirmte Lei-

tung wird an einer Seite gespeist und simuliert damit eine Generatorleitung, die auf 

die benachbarte Koaxialleitung überspricht. Die ungeschirmte Kupferleitung hat ei-

nen Leitungsdurchmesser von 1,5 mm. Der Durchmesser mit Dielektrikum beträgt 

3mm. 

Wie man Abb. 6.7 entnehmen kann, ist die nicht gespeiste Seite der Generatorlei-

tung mit 50 Ohm abgeschlossen. Da der Wellenwiderstand dieser Leitung nicht 50 

Ohm beträgt, sind Reflexionen zu erwarten. Gemessen wurde die Innenspannung an 

beiden Enden der Koaxialleitung RG58. Die Abb. 6.7 zeigt den Fall, der die Innen-

Abb. 6.6: Das Bild zeigt den Einsatz der verwendeten Stromzange: Type 9119-1N, Hersteller 

Solar Electronics Company; Serien-Nr. 012507. 
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spannung am Ende der Koaxialleitung mißt, wenn man den Anfang der Leitung mit 

dem Ort der Einspeisung gleich setzt. Die gemessenen Innenspannungen erhält man 

entsprechend den Beziehungen (4.1) und (6.5). 1U  ist hier die Spannung zwischen 

Generatorleitung und Masseplatte an der Stelle der Einspeisung und 2U  ist die In-

nenspannung an den Enden der Koaxialleitung. 

 

 

 

 

 

Leitende Grundplatte

5cm

Netzwerk-Analysator

Ausgang Eingang 

SI

G SI I+

Messkabel 

GI

50Ω

50Ω RG58, RG174

Generatorleitung

2U

1U

Abb. 6.7: Messanordnung zur Messung der Innenspannung eines Koaxialkabels bei benach-

barter Generatorleitung. 
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Es sei noch erwähnt, daß mit Kabelschirm weiterhin die Schirmung im Sinne einer 

elektromagnetischen Abschirmung gemeint ist. Das bedeutet, es handelt sich um 

einen metallischen Schirm, was nicht mit der dielektrischen Ummantelung, die als 

Isolator dient, zu verwechseln ist. In Abb. 6.8 sieht man, daß sowohl die hintere Ge-

neratorleitung (ungeschirmte Leitung) als auch die vordere Koaxialleitung dielektri-

sche Ummantelungen haben. 

 

 

 

Abb. 6.8: Das Foto zeigt das zu messende Leitungssystem bestehend aus einer Koaxiallei-

tung mit benachbarter Generatorleitung. Dabei ist die vordere schwarze Leitung ein RG58-

Kabel und die hintere blaue Leitung ein ungeschirmter Rundleiter. 
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6.2 Vergleich von Messung und Simulation 

6.2.1 Die Dämpfungskurve beim RG58 

Die Messung und die Simulation der Innenspannung am Leitungsende bei gleichzei-

tiger Einspeisung am Anfang für das RG58-Kabel entsprechend dem Messaufbau 

Abb. 6.3 stellt die folgende Graphik Abb. 6.9 dar. 

 

 

 

 

 

 

Da dieses Kabel einen Wellenwiderstand von 50 Ohm hat und beide Enden mit dem 

Wellenwiderstand abgeschlossen sind, enthalten die Kurven als Systeminformation 

vor allem die Dämpfung des Kabels. Um den Kurvenverlauf auch in der Simulation 

zu erhalten, war es erforderlich eine frequenzabhängige innere Impedanz ins Modell 

mit aufzunehmen, die sich aus der endlichen Leitfähigkeit der Leitung und damit ei-

ner tangentialen elektrischen Feldkomponente ergibt. Bei einer Skalierung von 62 

Abb. 6.9: Das Diagramm zeigt den Betrag der Innenspannung des Koaxialkabels am Ende 

der Leitung bei Einspeisung am Anfang. Auf der y-Achse ist die Innenspannung in dBµV und 

entlang der x-Achse die Frequenz linear in MHz aufgetragen. Die Messkurve ist schwarz und 

die Simulation ist rot dargestellt. 
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dBµV bis 65 dBµV entlang der y-Achse ist eine gute Übereinstimmung zu vermerken. 

Das innere System wird ausreichend genau beschrieben und kann für die weiteren 

Simulationen verwendet werden. 

6.2.2 Der Schirmstrom an vier Positionen entlang der Koaxialleitung RG58 

Ein weiteres Experiment, um das Simulationsmodell mit der zugehörigen Messung zu 

vergleichen, ist die Simulation des Schirmstromes eines RG58 an vier Orten entlang 

der Leitung. Der Messaufbau wurde in Abb. 4.1 skizziert. Dabei wird wie bei der 

Dämpfungsmessung das Koaxialkabel einseitig gespeist, beidseitig mit 50 Ohm ab-

geschlossen, aber diesmal der Strom mittels einer Stromzange gemessen, der sich 

auf dem Kabelschirm einstellt. Der Schirm selbst ist auf beiden Seiten über die Me-

tallbügel zur leitenden Grundplatte kurzgeschlossen. Die folgenden vier Abbildungen 

zeigen jeweils den Vergleich von Messung und Simulation an den vier gewählten 

Positionen entlang der Leitung. 

 

 

 

 

Abb. 6.10: Das Diagramm zeigt auf der y-Achse den Betrag des Schirmstroms in dBµA am 

Ort 1. Auf der x-Achse ist die Frequenz in MHz aufgetragen. Die Messkurve ist schwarz und 

die Simulation ist rot dargestellt.  
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Der Abb. 6.10 ist zu entnehmen, daß die Messung und die Simulation bis ca. 300 

MHz gut übereinstimmen. In Richtung höherer Frequenzen (von 300 MHz bis 1 GHz) 

ist die Übereinstimmung nur tendentiell vorhanden. Will man die Gründe erörtern, so 

muß man beachten, daß bei der Messung das Meßgerät Stromzange genau an der 

Stelle, an der man den Strom messen will als Störgröße Einfluß auf das Ergebnis 

nimmt. Diese Störung steigt erwartungsgemäß mit zunehmender Frequenz. Aus 

praktischen Gesichtsgründen läßt sich dieser Umstand, daß die Stromzange an der 

Messposition vorhanden ist, natürlich nicht vermeiden. Daß die These nicht abwägig 

ist, sollen die Ergebnisse für die Störspannung bei benachbarter Generatorleitung 

weiter hinten zeigen. Dort bleibt das zu messende System innerhalb des Netzwerk-

analysators geschlossen, wobei bei der Strommessung die Stromzange als zusätzli-

ches Objekt mit in das System aufgenommen wird. 

Das Simulationsmodell enthält die Stromzange nicht und bildet damit den realen Fall 

nicht korrekt ab. Im Frequenzbereich bis 300 MHz ist eine Einbeziehung der Strom-

zange noch nicht erforderlich. 

Die Vergleiche von Messung und Simulation des Schirmstromes für die übrigen drei 

Orte werden im folgenden gezeigt. 

Für die Orte 2 und 3 beginnen die Abweichungen schon bei ca. 200 MHz, wobei man 

beachten muß, daß sich in diesen Fällen die Stromzange weit von den Enden der 

Leitung entfernt, daß heißt nahe der Leitungsmitte befindet und damit der störende 

Einfluß der Stromzange stärker ins Gewicht fällt. 

Am Ort 4, der sich wie der Ort 1 in der Nähe eines Kabelendes befindet, zeigt sich 

wieder eine bessere Übereinstimmung. Dieser Fall ist mit dem am Ort 1 vergleichbar. 
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Abb. 6.11: Der Betrag des Schirmstroms in dBµA am Ort 2 aufgetragen über der Frequenz in 

MHz. Die Messkurve ist schwarz und die Simulation ist rot dargestellt.  

Abb. 6.12: Der Betrag des Schirmstroms in dBµA am Ort 3 aufgetragen über der Frequenz in 

MHz. Die Messkurve ist schwarz und die Simulation ist rot dargestellt.  
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6.2.3 Die Innenspannung an beiden Enden einer Koaxialleitung mit benachbarter Ge-
neratorleitung für ein RG58-Kabel und für ein RG174-Kabel 

In diesem Abschnitt wird der Fall eines Koaxialkabels, in dessen Nähe sich eine Ge-

neratorleitung befindet und überspricht simuliert. Diese Anordnung Abb. 6.7 bezie-

hungsweise Abb. 6.8 ist stellvertretend für eine Vielzahl von technischen Anwendun-

gen. Gefragt wird nach der Störspannung, die sich aufgrund eines nicht idealen 

Schirmes innerhalb des Koaxialkabels an beiden Enden ergibt. Bei diesem System, 

bei dem die Kopplung von außen nach innen stattfindet, werden nur der Netzwerk-

analysator und die Meßkabel als Meßsystem verwendet und kein zusätzliches Gerät 

wie beispielsweise die Stromzange. Diese Meßanordnung erinnert an die Dämp-

fungsmessung Abb. 6.3 mit dem Unterschied, daß jetzt das System komplexer ist. 

Die sogenannten Ports des Netzwerkanalysators sind wieder über eine Kalibrierung 

der Meßkabel an deren Enden transformiert worden. Damit ist es möglich über die 

Verbindungsstecker die Drei-Leiter-Anordnung ausschließlich Meßkabel zu vermes-

sen. Der Ort der Einspeisung an der Generatorleitung bleibt bei allen Messungen 

unverändert. Der Ort der Messung am jeweiligen Koaxialkabel wechselt zwischen 

Abb. 6.13: Der Betrag des Schirmstroms in dBµA am Ort 4 aufgetragen über der Frequenz in 

MHz. Die Messkurve ist schwarz und die Simulation ist rot dargestellt.  
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beiden Enden. Die ersten beiden Diagramme zeigen den Vergleich von Messung 

und Simulation für das RG58. 

 

 

 

 

 

 

Die Übereinstimmung der beiden Kurven in Abb. 6.14 ist besser als bei der Strom-

messung. Die Amplituden stimmen gut überein. Im Bereich 400 MHz und 700 MHz 

sind größere Unterschiede zu sehen. Die Resonanzen werden gut beschrieben. Der 

Vergleich für die Innenspannung am Ende der Leitung Abb. 6.15 ist eine noch besse-

re Übereinstimmung zu finden. 

Abb. 6.14: Das Diagramm zeigt den Betrag der Innenspannung eines RG58-Kabels am An-

fang der Leitung bei Einspeisung am Anfang einer Generatorleitung. Auf der y-Achse ist die 

Innenspannung in dBµV und entlang der x-Achse die Frequenz linear in MHz aufgetragen. Die 

Messkurve ist schwarz und die Simulation ist rot dargestellt. 
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Der gleiche Meßaufbau für ein RG174-Kabel lieferte die folgenden Ergebnisse. Da-

bei ist zu beachten, daß aufgrund der kleineren Abmessungen andere Stecker benö-

tigt wurden. Um vom Koaxialkabel dann zum N-Stecker am Metallbügel zu gelangen, 

wurden noch zusätzliche Adapter benötigt (Abb. 6.16). Das hat dazu geführt, daß an 

den Enden der Leitung diese aufgrund der Stecker inhomogen wurde. Das innere 50-

Ohm-System war weniger betroffen, als der Schirm, der zum äußeren System ge-

hört. Dies in der Simulation nachzubilden war schwierig und führte letztlich zu dem 

tendentiell schlechteren Ergebnis als im Fall des RG58. 

 

Abb. 6.15: Das Diagramm zeigt den Betrag der Innenspannung eines RG58-Kabels am Ende 

der Leitung bei Einspeisung am Anfang einer Generatorleitung. 

Abb. 6.16: Dieses Bild verdeutlicht die 

Inhomogenität des Leiters Schirm auf-

grund der Stecker und Adapter. 
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Abb. 6.17: Das Diagramm zeigt den Betrag der Innenspannung eines RG174-Kabels am An-

fang der Leitung. 

Abb. 6.18: Das Diagramm zeigt den Betrag der Innenspannung eines RG174-Kabels am Ende 

der Leitung. 
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Für die gute Übereinstimmung im Frequenzbereich von 10MHz bis 1GHz zwischen 

Messung und Simulation waren neben der Modellierung des Systems entsprechend 

der Kapitel 3, 4 und 5 drei weitere Punkte von wesentlicher Bedeutung: 

1. Die Zerlegung der Leitung in die wichtigsten Abschnitte, das heißt in den Bereich 

der Stecker und den Bereich der Hauptleitung, um das inhomogene Leitungssys-

tem mit Hilfe der Theorie der gleichförmigen Leitungen zu approximieren. 

2. Damit konnten im inneren System die Stecker dahingehend berücksichtigt werden, 

daß die Einkopplung an diesen Stellen gegen Null geht. 

3. Die Einbeziehung der dielektrischen Ummantelung der Leitungen war ab ca. 210 

MHz unbedingt erforderlich. 

 

6.3 Simulation der Abhängigkeit einer Störspannung von den gewählten 
Abschlußwiderständen eines Schirmes 

 

Ein Anwendungsbeispiel für die Einbeziehung einer geschirmten Leitung in eine Lei-

tungssimulation, ist die Variation der Abschlußwiderstände eines Schirmes bezüglich 

seines Referenzleiters, der in diesem Fall eine Fahrzeugkarosse (Abb. 6.19) ist. Das 

verwendete Simulationsprogramm ist Cablemod von der Firma Simlab GmbH. 

 

 
Abb. 6.19: Das Bild zeigt eine transparente Fahrzeugkarosse, in deren Innenraum eine spe-

zielle Kabelverlegung zu sehen ist. 
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Dieses Beipiel betrachtet einen Kabelbaum, der entsprechend Abb. 6.19 im Fahr-

zeug verlegt ist. Eine der Leitungen ist das Antennenkabel, welches sich vom Tuner 

im vorderen Bereich des Fahrzeugs über die Rahmenbodenanlage (RBA) bis zum 

Heck zur Antenne erstreckt. Im Bereich der RBA verläuft das Batteriekabel parallel 

zum Antennenkabel und verursacht entlang dieser Strecke ein Übersprechen. 

Die Fragestellung lautet dann, wie groß sind die Störspannungen, die sich an den 

Enden des Antennenkabels in Abhängigkeit von der Schirmanbindung einstellen. 

 

Antennenkabel (RG58) im Mitteltunnel, Anregung über RBA
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Abb. 6.20: Die Graphik stellt die verschiedenen Spannungsverläufe eines Antennenkabels in 

in Abhängigkeit von der Anbindung des Schirmes dar. Die Spannung ist in dBµV auf der y-

Achse abzulesen, wobei entlang der x-Achse die Frequenz in MHz aufgetragen ist. Der Fre-

quenzbereich erstreckt sich von 100 kHz bis 100 MHz. 
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Die beiden oberen Kurven in (Abb. 6.20) sind die Spannungsverläufe der anregen-

den Leitung an beiden Kabelenden. Sie dienen als Referenzkurven. In der Mitte der 

Graphik sind zum einen die Kurven für eine Antennenleitung angegeben, die unge-

schirmt ist und zum anderen zwei Variationsmöglichkeiten bezüglich der Schirman-

bindung für eine geschirmte Antennenleitung: 

1. Der Schirm ist einseitig kurzgeschlossen und auf der anderen Seite offen, das 

heißt hochohmig (z.B. mit 1 Mega Ohm) abgeschlossen. 

2. Der Schirm ist einseitig kurzgeschlossen und auf der anderen Seite mit 100 

Ohm abgeschlossen. 

Man sieht, daß diese Spannungskurven nahe der Kurven für die ungeschirmte Lei-

tung liegen, was bedeutet, daß diese einseitige Schirmanbindung die Schirmwirkung 

stark verschlechtert. 

Im unteren Bereich der Abb. 6.20 sind Spannungskurven zu sehen, die weit unter-

halb der zuvor betrachteten Verläufe liegen. Dabei ist die Schirmwirkung am besten, 

wenn beide Seiten des Schirmes geerdet sind, das heißt, wenn ihre Abschlußwi-

derstände minimal sind (z.B. ≤  1 Milli Ohm). 

Etwas schlechter, aber immer noch besser als bei den hochohmigen Abschlüssen, 

ist der Spannungsverlauf, wenn der Schirm einseitig kurzgeschlossen und am ande-

ren Ende mit 1 Ohm zur Karosse angebunden ist. 

Abschließend sei noch erwähnt, daß der Innenleiter des Koaxialkabels immer mit 50 

Ohm gegen die Fahrzeugkarosse abgeschlossen war. Für diesen Fall hat sich ge-

zeigt, daß sich die Schirmanbindungsvariante „beidseitig kurzgeschlossen“ als die 

Beste ergeben hat. 

Ist der Innenleiter differentiell gegen den Schirm mit 50 Ohm abgeschlossen, so er-

gibt die Schirmanbindungsvariation ein anderes Ergebnis. Dann ist natürlich die Va-

riante „beidseitig kurzgeschlossen“ mit der oberen identisch, aber nicht mehr die bes-

te Lösung. „Beidseitig offen“ oder „einseitig offen und einseitig kurzgeschlossen“ sind 

dann die besseren Varianten. 

Man kann zusammenfassend sagen, daß die Anbindung des Schirmes einen erheb-

lichen Einfluß auf die Schirmwirkung hat. 



 

7 Zusammenfassung 
 

Ausgangspunkt für die Beschreibung elektromagnetischer Phänomene sind die 

Maxwellschen Gleichungen. Um Simulationen in komplexen Systemen durchführen 

zu können, ist es erforderlich, das Gesamtsystem in Teilsysteme zu zerlegen, die 

sich dann mit verschiedenen numerischen Lösungsverfahren behandeln lassen. Eine 

anschließende Zusammenführung der Teilergebnisse über passende Schnittstellen 

ermöglicht eine Analyse des Gesamtsystems. 

Ein Anwendungsgebiet für die Simulation elektromagnetischer Phänomene ist die 

EMV. Die immer größer werdende Komplexität elektrischer und elektronischer Sys-

teme in vielen Bereichen des täglichen Lebens kann aufgrund elektromagnetischer 

Wechselwirkungen Störungen verursachen. Diese Störungen sind nur durch gezielte 

Optimierungsmaßnahmen zu vermeiden. Die Simulation kann dabei ein nützliches 

Hilfsmittel sein. 

Eine immer noch weit verbreitete Form Signale zu übertragen, ist die mittels elektri-

scher Leitungen. Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Leitern war ein we-

sentlicher Bestandteil dieser Arbeit. Dabei wurde vor allem auf die Simulation ge-

schirmter Leitungen eingegangen. 

Als Ergebnis kann festgehalten werden, daß geschirmte Leitungen in die Theorie der 

Mehrleitersysteme eingebunden werden können. Dazu müssen die Transferimpe-

danz und die Transferadmittanz in die Impedanz- beziehungsweise in die Admit-

tanzmatrix der Telegraphen Gleichungen eingebunden werden. Damit konnte die 

Implementierung in ein konventionelles Leitungssimulationsprogramm wie Cablemod 

realisiert werden. Die für die Simulation benötigten Größen Transferimpedanz und 

Transferadmittanz erhält man entweder aus mathematischen Modellen oder Mes-

sungen. 

Um der Messung möglichst nahe zu kommen, ist es wichtig die wesentlichen Effekte, 

die in dem betrachteten Frequenzbereich auftreten können, mit in das Simulations-

modell aufzunehmen. Ein wichtiger Effekt, der die Eigenschaft von Leitern be-

schreibt, bei hohen Frequenzen Energie in Form von elektromagnetischen Wellen 

abzustrahlen, ist der Strahlungseffekt. Dieser verursacht auf der Leitung eine zusätz-
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liche Dämpfung des Signals und kann als Strahlungswiderstand berücksichtigt wer-

den. Für eine Leitung über idealem Grund konnte eine Formel hergeleitet werden. 

Die dazu verwendete erweiterte Leitungstheorie bietet die Möglichkeit in Frequenz-

bereiche über 1GHz vorzudringen und eignet sich besonders für die Modellierung 

stark ungleichförmiger Leitungen, wo die Approximation der klassischen Leitungs-

theorie an ihre Grenzen stößt. 

Um die Simulation geschirmter Leitungen über diese Arbeit hinaus weiter zu verifizie-

ren, werden Messungen an Leitungen in einer Fahrzeugkarosse durchgeführt (Abb. 

7.1). 

 

 

 

 

Im Anschluß an diese Untersuchungen sind Messungen an kompletten Fahrzeugen, 

das heißt an aktuellen Baureihen geplant, die mit der zugehörigen Simulation zu ver-

gleichen sind. Die Hauptanwendungen beziehen sich dabei auf Antennen- und Mik-

rofonkabel. Die Fragestellungen, die in diesem Zusammenhang auftreten, lauten: 

Abb. 7.1: Dieses Bild zeigt eine Fahrzeugkarosse, die sich in einer EMV-Messkabine befin-

det. Die für den Vergleich mit der Simulation benötigten Leitungen können im Innenraum der 

Karosse verlegt werden. 



7 Zusammenfassung 

 

 

161 

 Welche geschirmten Leitungen sind hinsichtlich ihrer Dämpfungseigenschaf-

ten und Kosten notwendig? 

 Welche Leitungsabschlüsse sind für eine optimale Ausnutzung der Schirmung 

erforderlich? 

 Welche Leitungsverlegewege sind aus EMV-Sicht zu wählen? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

8 Anhang 
 

8.1 Streumatrix und S-Parameter 
 

Ausgehend von einem Zweitor (Abb. 8.1) soll die Streumatrixdarstellung entspre-

chend [56] erläutert werden. 

 

 

 

 

Die Wellenwiderstände der Anschlußleitungen an den Toren des Zweitors lauten 1LZ  

und 2LZ . Die Klemmenspannungen 1U , 2U  sowie die Klemmenströme 1I , 2I  an den 

Toren des Zweitors werden als vor- und rücklaufende Wellen auf den Anschlußlei-

tungen dargestellt. 

Betrachtet man beispielsweise die Anschlußleitung 1, so gilt: 

1 1 1 11 1
1 1 1 1

1 1

, .px x x xr
p r

L L

U UU U e U e I e e
Z Z

γ γ γ γ− + − += + = −  (8.1) 

I
pI

rI

U
( )pU x

( )rU x

x

LZ

1x 2x

1I 2I

1U 2U1LZ 2LZ

vorlaufende Spannungswelle

rücklaufende Spannungswelle 

Zweitor

Tor 1 Tor 2 

Anschlußleitung 1 Anschlußleitung 2 

Abb. 8.1: Im oberen Teil der Abbildung ist die vor- und rücklaufende Spannungswelle an ei-

nem Tor skizziert. Die untere Skizze zeigt ein Zweitor mit Anschlußleitungen. 
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Zur Vereinfachung wird der Nullpunkt der x -Koordinate der entsprechenden 

Anschlußleitung in die Ebene des zugehörigen Tores gelegt. Damit wird aus (8.1): 

1 1
1 1 1 1

1 1

, .p r
p r

L L

U UU U U I
Z Z

= + = −  (8.2) 

Für die zweite Anschlußleitung folgt analog: 

2 2
2 2 2 2

2 2

, .p r
p r

L L

U UU U U I
Z Z

= + = −  (8.3) 

Die vor- und rücklaufenden Wellen werden mit der Wurzel aus dem jeweiligen Wel-

lenwiderstand der Anschlußleitungen normiert, um nicht zwischen Spannungs- und 

Stromgrößen unterscheiden zu müssen. Die sich daraus ergebenden Größen ia  und 

ib  werden als normierte zu- und ablaufende Wellen des i -ten Tores bezeichnet: 

, .pi ri
i i

Li Li

U Ua b
Z Z

= =  (8.4) 

Zwischen diesen Größen gibt es einen Zusammenhang, der sich in folgender Form 

darstellen läßt: 

[ ] .b S a=
G G  (8.5) 

Im Falle des Zweitors lauten die einzelnen Gleichungen: 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

,
.

b S a S a
b S a S a
= +
= +

 (8.6) 

Die in (8.5) aufgeführte Matrix [ ]S  ist die sogenannte Streumatrix. Sie gibt den Zu-

sammenhang zwischen den von einem Mehrtor (hier Zweitor) ablaufenden („gestreu-

ten“) Wellen ib  und den an den Toren zulaufenden Wellen ia  an: 

[ ] 11 12

21 22

.
S S

S
S S
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (8.7) 

Dabei ist zu beachten, daß das Mehrtor an den Toren i  mit den Wellenwiderständen 

LiZ  der Anschlußleitungen beschaltet ist. 
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Durch die Kombination der Gleichungen aus (8.2) mit denen aus (8.4) erhält man: 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1
1

,
1 .

L

L

U Z a b

I a b
Z

= +

= −
 

(8.8) 

Für das i -te Tor folgt analog: 

( )

( )

,
1 .

i Li i i

i i i
Li

U Z a b

I a b
Z

= +

= −
 

(8.9) 

Die inverse Transformation, die auch normierte Heaviside-Transformation genannt 

wird, lautet: 

1 ,
2

1 .
2

i
i Li i

Li

i
i Li i

Li

Ua Z I
Z

Ub Z I
Z

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

(8.10) 

Mit Hilfe von (8.9) läßt sich der bei Hochfrequenzschaltungen oft vorkommende Fall 

des Abschlusses eines Tores i  des Mehrtors mit dem zugehörigen Wellenwiderstand 

LiZ  bestimmen. Ausgehend von der Beziehung i Li iU Z I=−  folgt dann: 

( ) ( )1 ,

2 0
0.

Li i i i i Li
Li

Li i

i

Z a b a b Z
Z

Z a
a

+ =− −

=
=

 

(8.11) 

Die zulaufende Welle a  an einem Tor, das mit dem Wellenwiderstand abgeschlos-

sen ist, beträgt Null, wenn dort kein Generator angeschlossen ist. Diese Erkenntnis 

kann zur Bestimmung der Hauptdiagonalelemente iiS  der Streumatrix (8.7) verwen-

det werden. Mittels (8.5) und (8.11) folgt: 

i ii ib S a=  (8.12) 

beziehungweise 
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i
ii

i

bS
a

=  (8.13) 

bei Abschluß aller anderen Tore k  mit LkZ . Unter dieser Voraussetzung folgt dann 

mit (8.4): 

ri
ii

pi

US
U
=  (8.14) 

oder mit (8.10): 

.

i i
Li i Li

Li i iE Li
ii iE

i i iE Li
Li i Li

iLi

U UZ I Z
Z I Z ZS rU U Z ZZ I Z

IZ

− −
−= = = =
++ +

 

(8.15) 

iEr  ist der Reflexionsfaktor am Eingang des Tores i  bezogen auf den Wellenwider-

stand LiZ  bei Abschluß aller anderen Tore k  mit dem Wellenwiderstand LkZ . iEZ  ist 

der Abschlußwiderstand am Eingang des i -ten Tores. 

Da die zulaufende Welle a  an einem Tor, das mit dem Wellenwiderstand abge-

schlossen ist, nach Gleichung (8.11) bei Nichtvorhandensein eines Generators Null 

war, bleibt zu klären, was bei Anwesenheit eines Generators anders ist. Diese Fra-

gestellung führt auf die Interpretation der Nichthauptdiagonalelemente kiS  der 

Streumatrix. 

An einem Tor i  eines Mehrtors, das durch einen Generator gespeist ist (Abb. 8.2), 

ergibt sich folgender Zusammenhang: 

0 .i i Li iU I Z U− =  (8.16) 

Mit den Gleichungen (8.9) folgt weiter: 

( ) ( )0

0

1 ,

2 .

i i i Li Li i i
Li

i i Li

U a b Z Z a b
Z

U a Z

− − = +

=
 

(8.17) 
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Die Spannung für das k -te Tor lautet entsprechend (8.8):  

( ).k Lk k kU Z a b= +  (8.18) 

Da die anderen Tore des Mehrtors wieder mit dem Wellenwiderstand abgeschlossen 

sind, folgt wegen 

0,ka k i= ≠  (8.19) 

entsprechend (8.11) für die Spannung am k -ten Tor: 

.k k LkU b Z=  (8.20) 

Die Gleichung (8.5) führt mit Hilfe von (8.17) und (8.20) unter Beachtung von (8.19) 

auf: 

0

2 .k k Li
ki

i i Lk

b U ZS
a U Z

= =  (8.21) 

Der Streukoeffizient kiS  wird als Betriebsübertragungsfaktor oder Transmissionskoef-

fizient zwischen dem vom Generator gespeisten Tor i  und dem mit LkZ  abgeschlos-

senen Tor k  bei Abschluß aller Tore des Mehrtors mit dem Wellenwiderstand be-

zeichnet. 

Im Falle des Zweitors lautet (8.21): 

2 2 1
21

1 01 2

2 .L

L

b U ZS
a U Z

= =  (8.22) 

0iU

LiZ

iU

iI

Abb. 8.2: Die Skizze stellt ein Tor eines Mehrtors dar, an dem ein Generator angeschlossen 

ist. 
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Sind die Wellenwiderstände an beiden Toren gleich, das heißt 1 2L LZ Z= , so folgt ab-

schließend: 

2 2
21

1 01

2 .b US
a U

= =  (8.23) 

 

8.2 Die Darstellung einer ebenen Welle 
 

 

 

 

 

 

 

Für die Herleitung der Telegraphengleichungen war die Verwendung kartesischer 

Koordinaten vorteilhaft. Eine einfallende ebene Welle läßt sich aber sehr gut über 

ihre Einfallswinkel, die gleichzeitig die Winkel eines Koordinatensystems in Polarko-

ordinaten sind, darstellen. Deshalb soll an dieser Stelle eine Kombination beider 

Darstellungen dazu dienen, eine Ebene Welle, die als Anregung für ein Leitungssys-

tem verwendet werden kann, zu beschreiben. 

ϕ

ϑ

x

y

z
( )einE
G

( )eink
G

α

( )eink
G

( )einE
G

êϑ−

êϕ

(a) (b) 

Abb. 8.3: a) Die Abbildung skizziert das einfallende elektrische Feld ( )einE
G

 und den zugehöri-

gen Wellenvektor ( )eink
G

 im kartesischen Koordinatensystem. Die Einfallsrichtung kann mit Hilfe 

der Einfallswinkel ϑ  und ϕ  eindeutig bestimmt werden. b) Diese Skizze stellt das einfallende 

elektrische Feld bezüglich der Einheitsvektoren eines Kugelkoordinatensystems êϑ  und êϕ

dar. Der Winkel α  ist der Polarisationswinkel der einfallenden Welle. 
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Der Ortsvektor r
G  läßt sich wie folgt in Polarkoordinaten entsprechend einem Koordi-

natensystem wie Abb. 8.3 gezeigt, darstellen: 

sin sin
sin cos .

cos

x r
r y r

z r

ϑ ϕ
ϑ ϕ

ϑ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G  
(8.24) 

Der Wellenvektor ( )inek
G

 des einfallenden Feldes lautet: 

( )
sin sin
sin cos .

cos

x
ein

y

z

k k
k k k k

k k

ϑ ϕ
ϑ ϕ

ϑ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= = = −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G
 

(8.25) 

Der Betrag des Wellenvektors, das heißt die Wellenzahl k  wird wie folgt beschrie-

ben: 

0 0

1, .r rk c
c
ωω µε µ ε

µ ε
= = =  (8.26) 

Bezüglich des Kugelkoordinatensystems hat das einfallende elektrische Feld ( )einE
G

 

nur Komponenten in ϑ - und ϕ -Richtung: 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ,ein ein einE E e E eϑ ϑ ϕ ϕ=− ⋅ + ⋅
G

 (8.27) 

das heißt ( ) 0.ein
rE =  Die ϑ - und ϕ -Komponenten ( )einEϑ  und ( )einEϕ  des elektrischen 

Feldvektors ergeben sich entsprechend Abb. 8.3 (b) zu: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0sin , cos .ein ein ein einE E E Eϑ ϕα α= =  (8.28) 

( )
0
einE  ist die komplexe Amplitude von ( )einE

G
 im Kugelkoordinatensystem. Mit (8.28) 

schreibt sich (8.27): 

( ) ( ) ( )
0 0ˆ ˆsin cos .ein ein einE E e E eϑ ϕα α=− ⋅ + ⋅

G
 (8.29) 

Die Darstellung von ( )einE
G

 in kartesischen Koordinaten lautet: 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ .ein ein ein ein
x x y y z zE E e E e E e= ⋅ + ⋅ + ⋅

G
 (8.30) 
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Eine Darstellung der Einheitsvektoren êϑ  und êϕ  bezüglich dem obigen kartesischen 

Koordinatensystems erlaubt eine Beschreibung von ( )einE
G

 entsprechend (8.30). Mit 

Hinblick auf (8.24) findet man für die Einheitsvektoren êϑ  und êϕ  folgende Ausdrü-

cke: 

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos cos sin ,
ˆ ˆ ˆcos sin .

x y z

x y

e e e e

e e e
ϑ

ϕ

ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ
ϕ ϕ

= ⋅ + ⋅ − ⋅
= ⋅ − ⋅

 (8.31) 

Dies in (8.29) eingesetzt, ergibt: 

( ) ( ) ( )0 ˆ ˆ ˆein ein
x x y y z zE E g e g e g e= ⋅ + ⋅ + ⋅

G
 (8.32) 

mit 

cos cos sin cos sin ,
cos sin sin cos cos ,

sin sin .

x

y

z

g
g

g

α ϕ α ϑ ϕ
α ϕ α ϑ ϕ

α ϑ

= −
=− −
=

 
(8.33) 

Für die komplexe Größe ( )
0
einE  gilt: 

( )
0 0 ,yx zik yein ik x ik zE E e e e−− −=  (8.34) 

wobei 0E  die komplexe Amplitude der sinusförmigen Welle ist. Damit schreibt sich 

(8.32): 

( ) ( )0 ˆ ˆ ˆ .yx zik yein ik x ik z
x x y y z zE E g e g e g e e e e−− −= ⋅ + ⋅ + ⋅

G
 (8.35) 

Der zugehörige magnetische Feldstärkevektor ergibt sich aus der Bedingung: 

( )
( )

( )1 ein
ein einkH E

Z k
= ×

G
G G

 (8.36) 

mit 120 r

r

Z µ µπ
ε ε

= =  dem Wellenwiderstand des Medium, durch das sich die ebe-

ne Welle bewegt. Bewegt sich die ebene Welle durch Vakuum, so ist 

0
0

0

120 377Z Z µ π
ε

= = = Ω= Ω . 
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Aus (8.36) ergibt sich ein magnetischer Feldstärkevektor der einfallenden ebenen 

Welle in folgender Form: 

( ) ( )0 ˆ ˆ ˆ .yx zik yein ik x ik z
x x y y z z

EH h e h e h e e e e
Z

−− −=− ⋅ + ⋅ + ⋅
G

 (8.37) 

Die Koeffizienten xh , yh  sowie zh  lauten: 

sin cos cos cos sin ,
sin sin cos cos cos ,

cos sin .

x

y

z

h
h

h

α ϕ α ϑ ϕ
α ϕ α ϑ ϕ
α ϑ

= +
=− +
=−

 
(8.38) 

 

Ist beispielsweise eine ideal leitende Grundplatte anwesend, so wird die einfallende 

Welle an ihr reflektiert. 

 

 

 

 

Der reflektierte elektrische Feldvektor (Abb. 8.4) stellt sich wie folgt dar: 

( ) ( )0 ˆ ˆ ˆ .yx zik yr ik x ik z
x x y y z zE E g e g e g e e e e−− += − ⋅ − ⋅ + ⋅

G
 (8.39) 

Der reflektierte Wellenvektor lautet: 

ϕ

ϑ

x

y

z
( )einE
G

( )eink
G

x−

( )rk
G

( )rE
G

Abb. 8.4: In diesem Koordinatensystem sind sowohl der einfallende als auch der reflektierte

elektrische Feldvektor ( )einE
G

 und ( )rE
G

 sowie die zugehörigen Wellenvektoren ( )eink
G

 und ( )rk
G

abgebildet. 



8 Anhang 

 

 

171 

( )
sin sin
sin cos .

cos

x
r

y

z

k k
k k k

k k

ϑ ϕ
ϑ ϕ
ϑ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= = −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G
 

(8.40) 

Den zugehörigen magnetischen Feldstärkevektor erhält man wieder aus der Bedin-

gung: 

( )
( )

( )1 .
r

r rkH E
Z k

= ×
G

G G
 (8.41) 

Die Rechnung ergibt: 

( ) ( )0 ˆ ˆ ˆ .yx zik yr ik x ik z
x x y y z z

EH h e h e h e e e e
Z

−− +=− ⋅ + ⋅ − ⋅
G

 (8.42) 

Bei Vorhandensein einer leitenden Ebene überlagern sich einfallendes und reflektier-

tes Feld. Dies läßt sich in Form einer Superponierung beider Anteile zum Gesamtfeld 

realisieren. Für das elektrische Feld ergibt sich: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ .ges ein r ges ges ges
x x y y z zE E E E e E e E e= + = ⋅ + ⋅ + ⋅

G G G
 (8.43) 

Die einzelnen Komponenten lauten: 

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]

0

0

0

2 sin ,

2 sin ,

2 cos .

yx

yx

yx

ik yges ik x
x x z

ik yges ik x
y y z

ik yges ik x
z z z

E iE g k z e e

E iE g k z e e

E E g k z e e

−−

−−

−−

=−

=−

=

 

(8.44) 

Analog erhält man die gesamte magnetische Feldstärke wie folgt: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ,ges ein r ges ges ges
x x y y z zH H H H e H e H e= + = ⋅ + ⋅ + ⋅

G G G
 (8.45) 

wobei sich hier folgende Komponenten ergeben: 

( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

0

0

0

2 cos ,

2 cos ,

2 sin .

yx

yx

yx

ik yges ik x
x x z

ik yges ik x
y y z

ik yges ik x
z z z

EH h k z e e
Z
EH h k z e e
Z

iEH h k z e e
Z

−−

−−

−−

=−

=−

=

 

(8.46) 
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8.3 Formelzeichenanhang 
 

A
G

 Vektorpotential 

B
G

 magnetische Induktion 

8 12,99792458 10c m s−= ⋅  Vakuumlichtgeschwindigkeit 

[ ]C  Kapazitätsmatrix 

eχ  dielektrische Suszeptibilität 

mχ  magnetische Suszeptibilität 

D
G

 dielektrische Verschiebung 

( )r rδ ′−G G  Diracsche Deltafunktion 

( )1E z  Exponentialintegral 

( )E e  eliptisches Integral erster Art 

E
G

 elektrisches Feld 

0 rε ε ε=  Dielektrizitätskonstante 

12 1 1
0 8,8542 10 CV mε − − −= ⋅  Dielektrizitätskonstante des Vakuums 

rε  relative Dielektrizitätskonstante 

f  Frequenz 

ϕ  skalares Potential 

( )L⎡ ⎤Φ⎣ ⎦  Kettenmatrix 

( ),G r r ′G G  Greensche Funktion 

[ ]G  Leitwertmatrix 

H
G

 magnetische Feldstärke 
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( )Gi x  ortsabhängiger Generatorleiterstrom im 

Frequenzbereich bezogen auf einen ge-

meinsamen Referenzleiter 

( )ii x  ortsabhängiger Innenleiterstrom im Fre-

quenzbereich bezogen auf einen ge-

meinsamen Referenzleiter 

( )Si x  ortsabhängiger Schirmstrom im Fre-

quenzbereich bezogen auf einen ge-

meinsamen Referenzleiter 

( )GI x  ortsabhängiger Generatorleiterstrom im 

Frequenzbereich 

( )iI x  ortsabhängiger Innenleiterstrom im Fre-

quenzbereich 

( )SI x  ortsabhängiger Schirmstrom im Fre-

quenzbereich 

( )0J kr  Besselfunktion 1. Art nullter Ordnung 

( )1J kr  Besselfunktion 1. Art 1. Ordnung 

J
G

 Stromdichte 

k
G

 Wellenvektor 

k
c
ω=  Wellenzahl 

( )K e  eliptisches Integral zweiter Art 

[ ]L  Induktivitätsmatrix 

c
f

λ=  Wellenlänge 

M
G

 Magnetisierung 
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0 rµ µ µ=  magnetische Permeabilität 

7 1 1
0 4 10 VsA mµ π − − −= ⋅  magnetische Permeabilität des Vakuums 

rµ  relative Permeabilität 

nG  Flächennormale 

2 fω π=  Kreisfrequenz 

[ ]( )
0

x
x i PωΩ −  Matrizant 

P
G

 elektrische Polarisation 

rG  Ortsvektor am Aufpunkt 

r ′G  Ortsvektor am Ort der Ladungs- bzw. 

Stromverteilung 

radR  Strahlungswiderstand 

[ ]R  Widerstandsmatrix 

ρ  Raumladungsdichte 

σ  elektrische Leitfähigkeit 

( )Gv x  ortsabhängige Generatorleiterspannung 

im Frequenzbereich bezogen auf einen 

gemeinsamen Referenzleiter 

( )iv x  ortsabhängige Innenleiterspannung im 

Frequenzbereich bezogen auf einen ge-

meinsamen Referenzleiter 

( )Sv x  ortsabhängige Schirmspannung im Fre-

quenzbereich bezogen auf einen ge-

meinsamen Referenzleiter 

( )GV x  ortsabhängige Generatorleiterspannung 

im Frequenzbereich 



8 Anhang 

 

 

175 

( )iV x  ortsabhängige Innenleiterspannung im 

Frequenzbereich 

( )SV x  ortsabhängige Schirmspannung im Fre-

quenzbereich 

( )0Y kr  Besselfunktion 2. Art nullter Ordnung 

( )1Y kr  Besselfunktion 2. Art 1. Ordnung 

iY  Admittanz des Innenleiters 

SY  Admittanz des Schirmleiters 

tY  Transferadmittanz von außen nach innen

tY�  Transferadmittanz von innen nach außen

( )Y ω⎡ ⎤⎣ ⎦  Admittanzmatrix 

( )Z ω⎡ ⎤⎣ ⎦  Impedanzmatrix 

[ ]1Z , [ ]2Z  Impedanznetzwerke an den Enden eines 

Mehrleitersystems 

dZ  Diffusionsterm für die Transferimpedanz 

geflochtener Kabelschirme 

iZ  Impedanz des Innenleiters 

SZ  Impedanz des Schirmleiters 

tZ  Transferimpedanz von außen nach innen

tZ�  Transferimpedanz von innen nach außen 
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