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Kapitel 1

Einleitung: Die unk on v en tionellen

Eigensc haften v on MgB 2

Seit der En tdec kung der supraleitenden Eigensc haften v on Magnesiumdib orid durc h Na-

gamatsu et al. [1 ] im Jahr 2001 ist diese rein optisc h unsc hein bare V erbindung eines der

in den wissensc haftlic hen Publik ationen der letzten Jahre w ohl am eifrigsten diskutierten

supraleitenden Materialien. Auc h nac h fünf Jahren in tensiv er F orsc h ung hat das In teresse

der Wissensc haft an diesem neuen Supraleiter k aum nac hgelassen. Bedenkt man, dass die

kritisc he T emp eratur dieses Materials mit et w a 40 K w eit un terhalb der maximalen Sprung-

temp eratur in den seit 1986 b ek ann ten Kupraten liegt � hier wird der Rek ord b ei einer kriti-

sc hen T emp eratur v on 138 K v on einem Thallium-dotierten Quec ksilb er-Kuprat gehalten �

so sc hein t das, zumindest auf den ersten Blic k, b efremdlic h zu sein. Es wird jedo c h v erständ-

lic h, w enn man b edenkt, dass Magnesiumdib orid zu den k on v en tionellen Supraleitern mit

einer v on Phononen v ermittelten P aarungsw ec hselwirkung gehört und hier die bisher hö c hs-

te Sprungtemp eratur b ei et w a 23 K für b estimm te Niob-V erbindungen lag, w ohingegen die

supraleitenden Keramik en wie die Kuprate eine unk on v en tionelle P aarungssymmetrie mit

bisher no c h w eitgehend un v erstandener mikrosk opisc her Herkunft b esitzen. Ein w eiteres,

v or allem für die Theorie üb eraus in teressan tes Phänomen ist die Präsenz mehrerer supra-

leitender F ermi�äc hen mit zw ei deutlic h zu un tersc heidenden Energielüc k en, deren Beträge

et w a um den F aktor drei v ersc hieden sind. Dab ei treten diese zw ei Gaps aufgrund der zw ei-

bzw. dreidimensionalen Struktur der zugehörigen F ermi�äc hen b ei v ersc hiedenen Exp eri-

men ten un tersc hiedlic h in Ersc hein ung und k önnen zum T eil einzeln, ab er auc h gemeinsam

b eobac h tet w erden. Zudem sind die supraleitenden Eigensc haften v on MgB 2 nic h t n ur für

Theoretik er und Exp erimen tatoren v on groÿem In teresse. So w ohl die preisgünstige Herstel-

lung als auc h die einfac he Handhabung lässt dieses neue supraleitende Material als eine

für die An w endung w ertv olle Alternativ e zu den �klassisc hen� Ho c h temp eratur-Supraleitern

so wie zu den bisher in der Praxis häu�g eingesetzten Niob-V erbindungen ersc heinen.

Im einleitenden Kapitel sollen zuerst die grundlegenden, für die Supraleitung relev an ten

Materialeigensc haften v on MgB 2 diskutiert so wie die Herkunft des ausgeprägten Zw eiband-

Charakters der Supraleitung erklärt w erden. Danac h soll die Bedeutung der Zustandsdic h te

als Grundlage für die Berec hn ung der v ersc hiedenen thermo dynamisc hen Gröÿen erläutert

w erden. Natürlic h k ann der aktuelle Stand der F orsc h ung hier n ur sehr grob skizziert w erden,

w ob ei der Sc h w erpunkt auf den für diese Arb eit relev an ten Ergebnissen liegen wird. Eine

detailliertere Aufstellung und Zusammenfassung der bisherigen F orsc h ungsergebnisse �ndet

sic h in dem Üb erblic ksartik el zu den theoretisc hen Asp ekten der Supraleitung in Magnesi-

umdib orid v on T. Dahm [2] o der in dem Üb erblic ksartik el v on Buzea und Y amashita [3 ], der
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1. Einleitung: Die unk on v en tionellen Eigensc haften v on MgB 2

so w ohl normalleitende als auc h supraleitende Materialeigensc haften v on Magnesiumdib orid

� jedo c h auf dem Kenn tnisstand v on 2001 � zusammenstellt.

1.1 Kristallstruktur und F ermi�äc hengeometrie

Im V ergleic h zu den Kuprat-Keramik en wie BSCCO o der YBCO b esitzt Magnesiumdib o-

rid eine au�allend einfac he Kristallstruktur (siehe Abbildung 1.1). Während die Bor-A tome

Eb enen aus hexagonalen Ringen bilden, sind die dazwisc henliegenden Magnesium-A tome in

einem Dreiec ksgitter angeordnet. (Man b eac h te hierb ei, dass die in der Abbildung rot ein-

gezeic hneten Magnesium-A tome ein Drittel eines hexagonalen Rings b esc hreib en und nic h t

et w a ein Rec h tec k). Aus Bandstrukturrec hn ungen geh t n un herv or, dass allein die p-Orbitale

der Bor-A tome Ladungsträger für die Supraleitung b ereitstellen, da n ur die Energiebänder

dieser Orbitale die F ermienergie sc hneiden [4]. Für das Zustandek ommen der Supraleitung

v on Bedeutung sind dab ei so w ohl die � -Bindungszustände, die die pz -Orbitale des Bors ein-

gehen und die parallel zur c-A c hse (das ist die Hauptsymmetrieac hse des Kristalls und im

F all v on MgB 2 steh t sie senkrec h t auf den w ab enförmigen Bor-Eb enen) ausgeric h tet sind,

als auc h die � -Bindungszustände der px - und py -Orbitale des Bors, die für die Ausbildung

der Ringe innerhalb der a- b-Eb ene des Kristalls v eran t w ortlic h sind. Auc h die für die V er-

mittlung der supraleitenden W ec hselwirkung v eran t w ortlic hen Gittersc h wingungen �nden

allein im Un tergitter der sehr leic h ten Bor-A tome statt, wie ein deutlic her Anstieg der kri-

tisc hen T emp eraturen um nahezu 1 K b eim Ersetzen des Bor-11 durc h das Bor-10 Isotop

zeigt. Die Sc h wingungen der Bor-A tome innerhalb der a- b-Eb ene, die zu einer Stauc h ung

bzw. Strec kung der � -Bindungen führen, b ezeic hnet man dab ei als die E 2g -Phononenmo de.

Ihre Energie liegt im Bereic h v on 70 me V und sie ist � nac h Mein ung v ersc hiedener Autoren

[5 , 6, 7, 8 ] � maÿgeblic h für die V ermittlung der supraleitenden W ec hselwirkung v eran t-

w ortlic h. Es wird somit klar, dass die Supraleitung an sic h im Un tergitter der Bor-Ringe

statt�ndet, w ährend das sc h w erere Magnesium n ur eine strukturbildende F unktion b esitzt.

Neb en der Kristallstruktur ist die Geometrie der F ermi�äc hen für die Berec hn ung der su-

praleitenden Eigensc haften v on groÿer Bedeutung. Sc hon kurz nac h der En tdec kung der

supraleitenden Eigensc haften v on Magnesiumdib orid wurde durc h Bandstrukturrec hn ungen

v on K ortus et al. [4 ] ein erstes Bild der F ermi�äc henstruktur geliefert (skizziert in Abbil-

dung 1.2). Neb en einem tubusförmigen Netzw erk v on elektronenartigen (rot) und lo c harti-

gen (blau) F ermi�äc hen, die sic h aus den pz -Orbitalen des Bors ergeb en und als � -Bänder

b ezeic hnet w erden, spielen für die Supraleitung auc h die lo c hartigen zylinderförmigen so

genann ten � -Bänder aus den px - und py -Orbitalen des Bors eine en tsc heidende Rolle (blau

und grün). Dab ei ist zu b eac h ten, dass die Zylinder eine leic h te Wölbung b esitzen.

Ein wic h tiges Indiz für das V erständnis der mikrosk opisc hen Ursac hen der supraleitenden

P aarungsw ec hselwirkung liefert n un die Migdal-Eliash b erg-Theorie � eine V erallgemeinerung

der BCS-Theorie un ter Ein b ezieh ung der sp eziellen Eigensc haften der für die P aarung rele-

v an ten Phononen. Die Rec hn ungen für Magnesiumdib orid v on H. J. Choi et al. [8] ergab en

eine stark e K opplung der zw eidimensionalen E 2g -Phononenmo de, die sic h wie ob en erw ähn t

als eine �A tm ungsmo de� der Bor-A tome in der a- b-Eb ene b esc hreib en lässt, an die nahezu

zw eidimensionalen Elektronen des � -Bandes. Diese stark e K opplung führt zu einem hohen

W ert für die P aarungsw ec hselwirkung zwisc hen zw ei Ladungsträgern des � -Bandes, ein W ert

der deutlic h gröÿer ist als für zw ei Ladungsträger des � -Bandes o der für Ladungsträger aus

un tersc hiedlic hen Bändern. Das V erhältnis der un tersc hiedlic hen P aarungsw ec hselwirkungen

innerhalb und zwisc hen den Bändern wird einen wic h tigen Ein�uss auf die spätere Berec h-

n ung der Gapgleic h ung hab en, in der die W ec hselwirkungsmatrix als tragende K omp onen te

eingeh t.
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1.2. Stabilisierung der Zw eiband-Eigensc haften

Abbildung 1.1: Die Kristallstruktur v on Magnesiumdib orid. Die Bor-A tome (gelb) bilden

w ab enförmige A tomlagen, die v on den Magnesiumatomen (rot) getrenn t w erden.

1.2 Stabilisierung der Zw eiband-Eigensc haften

Die ersten Exp erimen te zur Bestimm ung des supraleitenden Gaps in Magnesiumdib orid führ-

ten zu widersprüc hlic hen Ergebnissen. V ersc hiedene exp erimen telle T ec hnik en lieferten Gap-

W erte zwisc hen 2 me V und 8 me V und trotz V erb esserung der Prob enqualität v ersc h w anden

diese anfänglic hen Widersprüc he nic h t. Erst die grundlegenden Berec hn ungen v on Liu et al.

[7 ] und Choi et al. [8] zeigten einen Ausw eg. Un ter V ernac hlässigung v on Streuung an V er-

unreinigungen fanden die Autoren Gap-W erte v on 7 me V auf den � -Bändern und W erte um

2 me V auf den � -Bändern. Diese Berec hn ungen zeigten zudem die en tsc heidende Rolle, die

einerseits die Anisotropie und andererseits die anharmonisc he Sc h wingung der Phononen für

die exakte, quan titativ e Bestimm ung v on Tc spielen. Nun stellt sic h jedo c h die F rage, w elc he

Auswirkung die Streuung an V erunreinigungen o der Kristallfehlern b ei der Berec hn ung der

supraleitenden Energielüc k en hat, denn gew öhnlic h führt sc hon eine kleine Rate v on Inter-

b and -Streuung, d.h. Streuung zwisc hen den Bändern, zu einer Angleic h ung der Gap w erte und

damit zu einer Reduktion v on Tc (siehe [9 , 10 ]). Im V ergleic h dazu b esitzt eine endlic he In-

tr ab and -Streuung in einem s-W ellen-Supraleiter n ur einen geringen Ein�uss auf die kritisc he

T emp eratur, ein Phänomen das als Andersons Theorem b ek ann t ist [11 ]. Da in Magnesium-

dib orid jedo c h o�ensic h tlic h zw ei un tersc hiedlic he Gap-W erte gemessen w erden, m uss eine

Erklärung für das F ehlen v on In terband-Streuung gesuc h t w erden. I. I. Mazin et al. [12 ]

argumen tierten, dass die un tersc hiedlic he P arität der W ellenfunktionen auf den � - bzw. den

� -Bändern die In terband-Streuung im V ergleic h zur In traband-Streuung um et w a zw ei Grö-

ÿenordn ungen un terdrüc kt. Dieser Umstand führt b ei einer geringen V erunreinigung zu einer

Angleic h ung der Gaps innerhalb der Bänder mit gleic her P arität ab er zu einer Stabilisierung

der c harakteristisc hen Zw ei-Gap-Eigensc haften zwisc hen den Bändern mit un tersc hiedlic her

P arität. Im V ergleic h zu dem sc hon früher b ek ann ten Zw eiband-Supraleiter SrTiO 3 ist die

7



1. Einleitung: Die unk on v en tionellen Eigensc haften v on MgB 2

Abbildung 1.2: Skizze der F ermi�äc henstruktur v on Magnesiumdib orid nac h den Bandstruk-

turrec hn ungen in [4]. Man un tersc heidet die dreidimensionalen � -Bänder (rot und blau) so wie

die zylinderförmigen � -Bänder (blau und grün).

Zw ei-Gap-Struktur in MgB 2 w eitaus deutlic her ausgeprägt [13 ]. Damit �ndet die sc hon in

der V ergangenheit stattgefundene theoretisc he Diskussion v on Zw eiband-Supraleitern [14 , 9]

endlic h einen auc h für die An w endung relev an ten Kandidaten.

1.3 Exp erimen telle Bestätigungen

Neb en der supraleitenden Energielüc k e ist die Quasiteilc hen-Zustandsdic h te eine w eitere

wic h tige theoretisc he wie exp erimen telle Gröÿe in einem Supraleiter. Sie k ann für niedrige

T emp eraturen direkt als di�eren tielle Leitfähigk eit aus T unnelmessungen (STM bzw. STS)

o der aus anderen sp ektrosk opisc hen Messungen b estimm t w erden, w ob ei hier v ersc hiedene

V erfahren wie Punkt-K on takt-Sp ektrosk opie o der Photo emissions-Sp ektrosk opie in F rage

k ommen [15 , 16 ]. Dab ei ist jedo c h zu b erüc ksic h tigen, dass die Zustandsdic h te und damit

auc h das P aarp oten tial b ei den v ersc hiedenen Exp erimen ten un tersc hiedlic h gemessen wird

und die Ergebnisse v oneinander ab w eic hen k önnen. Zum einen ist die Zustandsdic h te eine

wink elabhängige Gröÿe und k ann in einem stark anisotrop en Material wie Magnesiumdi-

b orid für Quasiteilc hen mit einem Impuls in c-A c hsen-Ric h tung andere W erte annehmen

als für Quasiteilc hen, die sic h innerhalb der Eb ene b ew egen. Zudem k önnen so genann te

Pro ximit y-E�ekte die Zustandsdic h te an der Ob er�äc he v erändern, so dass die b ei T unnel-

messungen b estimm ten Zustandsdic h ten nic h t die Situation im Inneren des Kristalls wie-

dergeb en. Jedo c h lassen neb en der direkten Messung auc h v ersc hiedene thermo dynamisc he

Gröÿen Rüc ksc hlüsse auf die Quasiteilc hen-Zustandsdic h te eines Supraleiters zu. Einer der

ersten Hin w eise auf eine Anomalie der Supraleitung in Magnesiumdib orid w ar die Messung

der sp ezi�sc hen Wärme des elektronisc hen Systems als F unktion der T emp eratur, die sic h

durc h einen sc hnellen Anstieg und einen plötzlic hen Knic k im Bereic h kleiner T emp eraturen

so wie durc h eine Reduktion des Sprungs b ei Tc v on der sp ezi�sc hen Wärme in einem klas-
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1.3. Exp erimen telle Bestätigungen

sisc hen s-W ellen-Supraleiter un tersc heidet [17 ]. Diese Anomalie k ann durc h Annahme einer

Zw eiband-Zustandsdic h te sehr leic h t erklärt w erden und ist eine der wic h tigsten exp erimen-

tellen Hin w eise für die Existenz v on zw ei un tersc hiedlic hen Energielüc k en in Magnesiumdi-

b orid (siehe Abbildung 1.3 a).

Einen w eiteren wic h tigen Hin w eis auf das Zw ei-Gap-V erhalten v on Magnesiumdib orid liefer-

te die T emp eraturabhängigk eit des Anisotropiev erhältnisses der ob eren kritisc hen Magnetfel-

der B ab
c2 zu B c

c2 . Da MgB 2 zu den T yp-I I-Supraleitern gehört, zeigt es n ur einen un v ollständi-

gen Meissner-E�ekt. Das heiÿt b eim Anlegen eines Magnetfelds dringt ab einem b estimm ten

un teren kritisc hen F eld Bc1 magnetisc her Fluss in F orm v on V ortices in das Material ein bis

b ei einem ob eren kritisc hen F eld Bc2 die Supraleitung v ollständig zusammen bric h t. Dieses

ob ere kritisc he F eld ist b ei Magnesiumdib orid abhängig v on der Magnetfeldorien tierung b e-

züglic h der Kristallac hsen. Dab ei ist für niedrige T emp eraturen das ob ere kritisc he F eld B ab
c2

um einen F aktor 5 gröÿer als B c
c2 , w ährend dieses V erhältnis für T emp eraturen nahe der

kritisc hen T emp eratur n ur no c h et w a 2 b eträgt [18 ]. Diese stark e Anisotropie k ann in einem

Zw eiband-Mo dell sinn v oll erklärt w erden, wie T. Dahm und N. Sc hop ohl zeigen k onn ten

(siehe Abbildung 1.3 b) und [19 ]).
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1. Einleitung: Die unk on v en tionellen Eigensc haften v on MgB 2
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Abbildung 1.3: a ) Die sp ezi�sc he Wärme v on MgB 2 als F unktion der T emp eratur. Die Mess-

punkte (rot) v on [17 ] und die b erec hnete Kurv e (sc h w arz durc hgezogen) für einen Zw eiband-

Supraleiter stimmen für kleine T emp eraturen herv orragend üb erein. Blau gestric helt gezeic h-

net ist zum V ergleic h die Rec hn ung für einen Ein band-Supraleiter. b ) Die Anisotropie des

ob eren kritisc hen F elds als F unktion der T emp eratur, b erec hnet v on Dahm und Sc hop ohl in

[19 ] mit einer In terbandk opplungsstärk e v on � = 0 ; 064 so wie einer c-A c hsen-Disp ersion des

� -Bandes v on � c = 0 ; 23, wie sie durc h Bandstrukturrec hn ungen nahe gelegt w erden, (blau)

und mit einem optimiert angepassten Datensatz mit � = 0 ; 121 und � c = 0 ; 182 (sc h w arz).

Die roten Kreise zeigen die Messdaten v on Ly ard et al. in [18 ].
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Kapitel 2

Theoretisc he Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die theoretisc hen Mo delle v orgestellt w erden, die b ei der Berec hn ung

der Ergebnisse dieser Dissertation v erw endet wurden. Nahezu alle Gleic h ungen wurden im

Rahmen der quasiklassisc hen Theorie abgeleitet, die die angemessenen Hilfsmittel b ei der Be-

stimm ung v on räumlic h v eränderlic hen thermo dynamisc hen Gröÿen b ereitstellt. Aufgrund

der V ernac hlässigbark eit v on In terband-Streuung k önnen die sc hon v orhandenen Bestim-

m ungsgleic h ungen für den quasiklassisc hen Propagator problemlos auf das V orhandensein

mehrerer Bänder v erallgemeinert w erden, wie im folgenden gezeigt w erden soll. Nur b ei

der Berec hn ung des F reien-Energie-F unktionals � und damit auc h in dessen Stationaritäts-

b edingung, der Gapgleic h ung �, tritt eine K opplung der einzelnen Bänder auf. Ausgehend

v on den allgemeinen Gleic h ungen der quasiklassisc hen Theorie, die eine Betrac h tung v on

Störstellenstreuung b eliebiger K onzen tration erlaub en, soll sic h diese Arb eit mit den zw ei

Sp ezialfällen b esc häftigen, die eine v ereinfac h te Rec hn ung zulassen: Den �saub eren Grenz-

fall� mit v ersc h windender Störstellenk onzen tration und den �sc hm utzigen Grenzfall�, b ei dem

der Di�usionsterm die Bestimm ungsgleic h ungen des Propagators dominiert. Neb en den auf

mehrere Bänder v erallgemeinerten Eilen b erger-Gleic h ungen, die im ersten Absc hnitt ange-

geb en w erden, soll im zw eiten Absc hnitt die Näherung nac h P esc h zur Berec hn ung räum-

lic h gemittelter thermo dynamisc her Gröÿen im V ortexzustand skizziert w erden, w ährend im

dritten Absc hnitt die Riccati-P arametrisierung, die die Grundlage für eine stabile n umeri-

sc he Lösung der Eilen b erger-Gleic h ungen im saub eren Grenzfall darstellt, v orgestellt wird.

Der vierte Absc hnitt b efasst sic h mit der Herleitung der Usadel-Gleic h ung im sc hm utzigen

Grenzfall.

2.1 Die Eilen b erger-Gleic h ungen

Grundlegend für die Betrac h tung v on allen räumlic h inhomogenen Problemen in der Supra-

leitung für b eliebige T emp eraturen, die sic h w eder mit der Ginzburg-Landau-Theorie, die

n ur nahe der kritisc hen T emp eratur gültig ist, no c h mit der BCS-Theorie, die n ur räumlic h

homogene Supraleiter b esc hreib en k ann, erklären lassen, ist die Arb eit v on Gork o v, in der

Gleic h ungen für die normale und anomale Greensc he F unktion aufgestellt w erden [20 ]. Je-

do c h b einhaltet der allgemeine Matsubara-Propagator Informationen, die für die Berec hn ung

grundlegender thermo dynamisc her Gröÿen üb er�üssig sind, insb esondere en thält er die Ab-

hängigk eit v on dem v ollen F ermi-Impuls ~~k . Nun k onn ten Eilen b erger und gleic hzeitig Larkin

und Ov c hinnik o v zeigen, dass eine w esen tlic h einfac here Besc hreibung des Problems im so

genann ten quasiklassisc hen Grenzfall für kF � � 1 möglic h ist, w enn die kinetisc he Energie

der Quasiteilc hen gleic h zu Beginn der Rec hn ung ausin tegriert und die elektronisc he Zu-

11



2. Theoretisc he Grundlagen

standsdic h te in der Umgebung der F ermik an te als k onstan t angenommen wird [21 , 22 ]. Für

die Elemen te des so erhaltenen quasiklassisc hen Propagators sc hreibt Eilen b erger einen Satz

v on zw ei linearen Di�eren tialgleic h ungen auf, die durc h eine Normierungsb edingung ergänzt

w erden. Aus dem Druc kfunktional erhält er desw eiteren zw ei Selbstk onsistenzb edingungen

für das P aarp oten tial und für das V ektorp oten tial des Magnetfelds, die die Besc hreibung des

Systems v erv ollständigen. Dab ei sei angemerkt, dass in der v orliegenden Arb eit die allein für

die Dimension relev an ten Naturk onstan ten � das durc h 2� geteilte Planc ksc he Wirkungs-

quan tum ~ und die Boltzmann-K onstan te kB � gleic h eins gesetzt wurden:

~ = kB = 1

Diese F estlegung v ereinfac h t den V ergleic h mit den Ausdrüc k en in den Originalarb eiten v on

Eilen b erger und Usadel, die b eide dieser K on v en tion gefolgt sind. So w ohl ~ als auc h kB

k önnen durc h eine einfac he Dimensionsanalyse in den Ausdrüc k en ergänzt w erden.

2.1.1 Die Eilen b erger-Gleic h ungen für einen Multiband-Supraleiter

Nun k önnen die Bestimm ungsgleic h ungen für den quasiklassisc hen Propagator un ter V er-

nac hlässigung v on In terband-Streuung ohne w eiteres auc h auf mehrere Bänder üb ertragen

w erden. Im Hin blic k auf die An w endung auf Magnesiumdib orid, für das eine k on v en tionelle

P aarungssymmetrie ( s-W elle) angenommen wird, soll im folgenden die Symmetriefunktion

des P aarp oten tials � (~kF ) = 1 als k onstan t v orausgesetzt w erden. Hier erhält man mit dem

quasiklassisc hen Propagator im Band �

ĝ( � ) (!; ~kF ; ~r) =

 
g( � ) (!; ~kF ; ~r) f ( � ) (!; ~kF ; ~r)
�f ( � ) (!; ~kF ; ~r) � g( � ) (!; ~kF ; ~r)

!

für die normale Greensc he F unktion g( � )
und die anomalen Greensc hen F unktionen f ( � )

und

�f ( � )
ohne In terband-Streuung die folgenden Gleic h ungen:

�
2! + ~v( � )

F (~kF )
�

~r � i
2e
c

~A(~r)
��

f ( � ) (!; ~kF ; ~r)

= 2� ( � ) (~r)g( � ) (!; ~kF ; ~r) +
Z

F S ( � )
d2qF � ( � ) (~qF )W ( � ) (~kF ; ~qF )

�
h
g( � ) (!; ~kF ; ~r)f ( � ) (!; ~q F ; ~r) � f ( � ) (!; ~kF ; ~r)g( � ) (!; ~q F ; ~r)

i

und

�
2! � ~v( � )

F (~kF )
�

~r + i
2e
c

~A(~r)
��

�f ( � ) (!; ~kF ; ~r)

= 2� � ( � ) (~r)g( � ) (!; ~kF ; ~r) +
Z

F S ( � )
d2qF � ( � ) (~qF )W ( � ) (~kF ; ~qF )

�
h
g( � ) (!; ~kF ; ~r) �f ( � ) (!; ~q F ; ~r) � �f ( � ) (!; ~kF ; ~r)g( � ) (!; ~q F ; ~r)

i

w ob ei � (~kF ) = 1
(2 � )3 N 0 j~vF (~kF ) j

die normierte Zustandsdic h te des normalleitenden Zustands

mit Impuls

~kF b ezeic hnet und es gilt

R
F S d2kF � (~kF ) = 1 . W eiterhin gibt W(~kF ; ~qF ) die

W ahrsc heinlic hk eit für einen Streuprozess v om Zustand ~qF in den Zustand

~kF an. Durc h

diese Gleic h ungen ist der Propagator ĝ( � )
bis auf eine Normierungsk onstan te festgelegt.

Diese erhält man für ! > 0 aus der Bedingung

g( � ) (!; ~kF ; ~r) =
q

1 � f ( � ) (!; ~kF ; ~r) �f ( � ) (!; ~kF ; ~r)
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2.1. Die Eilen b erger-Gleic h ungen

w ob ei hier in der W ahl des p ositiv en V orzeic hens v on g( � ) (!; ~kF ; ~r) für p ositiv e F requenzen !
der Originalarb eit v on Eilen b erger gefolgt wird. Zur Herleitung der Multiband-Gapgleic h ung

m uss n un zuerst die k orrekte F orm ulierung des Druc kfunktionals für mehrere Bänder gefun-

den w erden. Dies ist im Anhang A.2 un ter V ernac hlässigung v on In terband-Streuung v orge-

führt. Man erhält n un aus der Stationaritätsb edingung des Druc kfunktionals durc h V ariation

nac h � � ( � )
und

~A(~r) die folgenden Selbstk onsistenzb edingungen für das P aarp oten tial:

� ( � ) (~r) =
X

� 0

� �� 0

�
1

� +
� ln

T
Tc

�
� ( � 0) (~r) (2.1)

+
X

� 0

� �� 02�T
X

0<� n < 1

" Z

F S � 0

d2kF � ( � 0) (~kF )f ( � 0)
�

� n ;~kF ; ~r
�

�
1
� n

� ( � 0) (~r)

#

und den quasiklassisc hen Strom

~j (~r) = � 2ie
X

�

N ( � )
0 2�T

X

0<� n < 1

Z

F S �

d2kF � ( � ) (~kF )~v( � )
F (~kF )g( � )

�
� n ;~kF ; ~r

�
(2.2)

In b eiden Gleic h ungen wird üb er alle p ositiv en fermionisc hen Matsubarafrequenzen sum-

miert, die sic h sc hreib en lassen als � n = (2 n + 1) �T . Dab ei geh t die K opplung der b ei-

den Bänder üb er die K opplungsmatrix � �� 0
n ur in die selbstk onsisten te Berec hn ung des

P aarp oten tials ein. Für Magnesiumdib orid ist dab ei die In terband-K opplung in den Au-

ÿerdiagonalelemen ten v on � �� 0
um et w a einen F aktor 4 kleiner als die gröÿere der b eiden

In traband-K opplungsterme, die in der Diagonalen v on � �� 0
stehen. Die T atsac he, dass die

Di�eren tialgleic h ungen im F alle v ersc h windender In terband-Streuung für jedes einzelne Band

unabhängig v oneinander gelöst w erden k önnen, v ereinfac h t das Problem b edeutend.

2.1.2 Die Eilen b erger-Gleic h ungen im saub eren Grenzfall

Ein wic h tiger Grenzfall, der im folgenden als saub erer Grenzfall (�clean limit�) b ezeic hnet

w erden soll, b esc hreibt einen Supraleiter mit sehr geringer Störstellenstreuung. In diesem

F all ist die Streu w ahrsc heinlic hk eit W(~kF ; ~qF ) � 1 und k ann somit gegen üb er den anderen

T ermen in den Eilen b erger-Gleic h ungen v ernac hlässigt w erden. Damit v ereinfac hen sic h die

Gleic h ungen erheblic h und man erhält

�
2! + ~v( � )

F (~kF )
�

~r � i
2e
c

~A(~r)
��

f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = 2� ( � ) (~r)g( � ) (!; ~kF ; ~r) (2.3)

und �
2! � ~v( � )

F (~kF )
�

~r + i
2e
c

~A(~r)
��

�f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = 2� � ( � ) (~r)g( � ) (!; ~kF ; ~r) (2.4)

zusammen mit der Normierungsb edingung

g( � ) (!; ~kF ; ~r) =
q

1 � f ( � ) (!; ~kF ; ~r) �f ( � ) (!; ~kF ; ~r) (2.5)

Da in den zw ei Selbstk onsistenzb edingungen (2.1) und (2.2) die Streu w ahrsc heinlic hk eit

nic h t auftritt, k önnen diese Gleic h ungen für den saub eren Grenzfall un v erändert üb ernom-

men w erden. Dieses Gleic h ungssystem bildet den Ausgangspunkt so w ohl für die analytisc he

Näherung, die im näc hsten Absc hnitt eingeführt w erden soll, als auc h für die im üb ernäc hsten

Absc hnitt skizzierte Riccati-P arametrisierung, die die Grundlage für eine e�zien te n umeri-

sc he Berec hn ung v on g und f liefert. Für den F all eines Supraleiters mit unk on v en tioneller

P aarungssymmetrie, wie er in Kapitel 5 b ehandelt wird, darf nic h t v ergessen w erden, dass

so w ohl das P aarp oten tial als auc h die W ec hselwirkungsk onstan te V eine

~kF -Abhängigk eit

b esitzen, w as b esonders in der F orm ulierung der Gapgleic h ung b erüc ksic h tigt w erden m uss.
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2. Theoretisc he Grundlagen

2.2 Die Näherung nac h P esc h für mehrere Energiebänder

Wie in der Einleitung erw ähn t, b esitzen T yp-I I-Supraleiter im V ergleic h zu Supraleitern

erster Art eine magnetisc he Misc hphase, in der der magnetisc he Fluss nic h t mehr v ollstän-

dig abgesc hirm t wird, sondern in F orm v on Flusssc hläuc hen, so genann ten V ortices, in den

Supraleiter eindringen k ann. Während nahe des un teren kritisc hen F elds Bc1 die einzelnen

V ortices als nahezu isolierte Ob jekte b etrac h tet w erden k önnen, deren magnetisc her Fluss in

der Gröÿe eines Flussquan ts auf einer Fläc he v on der Gröÿenordn ung einer Eindringtiefe zum

Quadrat � 2
L lok alisiert ist und der v om Rest des Supraleiters durc h supraleitende Ringströme

abgesc hirm t ist, m uss nahe des ob eren kritisc hen F elds Bc2 eine genauere Betrac h tung des

V ortexzustands erfolgen. Hier ordnen sic h die Flusssc hläuc he in einer räumlic h homogenen

supraleitenden Prob e ohne nennensw erte Kristalldefekte in einem regelmäÿigen Gitter an,

w ob ei b ei einer rotationssymmetrisc hen F ermi�äc he mit der Symmetrieac hse parallel zur

Magnetfeldric h tung ein hexagonales Gitter energetisc h b ev orzugt wird. In der Umgebung

des ob eren kritisc hen F elds üb erlapp en die V ortices sehr stark und der Betrag des P aarp o-

ten tials erreic h t auc h zwisc hen den einzelnen V ortices nic h t mehr den Bulk-W ert, w ährend

das magnetisc he F eld n un nahezu räumlic h k onstan t in den Supraleiter eindringt. Abrik oso v

b erec hnete 1957 die makrosk opisc he W ellenfunktion für einen Supraleiter im V ortexzustand

in der Umgebung des ob eren kritisc hen F elds Bc2 . Er fand den folgenden Grundzustand

als Lösung der linearisierten Ginzburg-Landau-Gleic h ung, der gesc hrieb en w erden k ann als

(siehe [23 , 24 , 25 ])

 � (x; y) =
1
N

X

n

exp

"
�

�
ixy � y2

�

! 1 Im ! 2
+ i�n +

i� (2n + 1)
! 1

(x + iy ) + i�
! 2

! 1
n(n + 1)

#

(2.6)

w ob ei für einen Supraleiter mit k on v en tioneller P aarungssymmetrie gilt

� ( � ) (~r) = � ( � )  � (x; y)

und x , y die K o ordinaten in der Eb ene senkrec h t zum magnetisc hen F eld b esc hreib en, w äh-

rend die k omplexen Gröÿen ! 1 und ! 2 das V ortexgitter � , das durc h die Nullstellen des

P aarp oten tials gek ennzeic hnet ist, aufspannen. Der Normierungsfaktor N m uss dab ei so ge-

w ählt w erden, dass die Mittelung v on j � j2 üb er eine Einheitszelle des V ortexgitters eins

ergibt. Diese F orm ulierung der P aarw ellenfunktion ist streng genommen n ur direkt un terhalb

v on Bc2 gültig. Geh t man zu niedrigeren Magnetfeldern üb er, m üssen neb en dem Grundzu-

stand der P aarw ellenfunktion no c h höher angeregte Zustände mitb erüc ksic h tigt w erden. In

einer einfac hen Näherung k önnen jedo c h sehr gute Ergebnisse durc h eine reine Sk alierung der

Elemen tarzelle des V ortexgitters bis zu Magnetfeldern v on der Gröÿenordn ung v on 50% Bc2

erzielt w erden, wie wir in [24 ] zeigen k onn ten. Für den F all eines Multiband-Supraleiters soll

im folgenden v on einer iden tisc hen räumlic hen V ariation des P aarp oten tials für alle Ener-

giebänder ausgegangen w erden und für die Berec hn ung der gemittelten Greensc hen F unktion

der Herleitung in [25 ] und [26 ] gefolgt w erden. Setzt man den Grundzustand der P aarw ellen-

funktion n un in die Eilen b erger-Gleic h ungen aus Absc hnitt 2.1.2 ein und nähert die normale

Greensc he F unktion auf der rec h ten Seite durc h ihren räumlic hen Mittelw ert, so k ann man

un ter V ernac hlässigung der Mittelungsv arianz einen analytisc hen Ausdruc k für die räum-

lic h gemittelte Greensc he F unktion �nden, der nic h t n ur eine problemlose Berec hn ung der

Zustandsdic h te erlaubt, sondern auc h die Bestimm ung w eiterer grundlegender thermo dyna-

misc her Gröÿen für hohe magnetisc he F elder ermöglic h t (siehe [27, 28 ]). De�niert man den

Ableitungsop erator L̂ in der Eilen b erger-Gleic h ung (2.3) als

L̂ ( � ) = 2 ! + ~v( � )
F (~kF )

�
~r � i

2e
c

~A(~r)
�
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2.2. Die Näherung nac h P esc h für mehrere Energiebänder

so k ann man die Gleic h ung sc hreib en als

L̂ ( � ) f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = 2� ( � )  � (~r)g( � ) (!; ~kF ; ~r)

In der Umgebung des ob eren kritisc hen Magnetfelds Bc2 k ann n un die normale Greensc he

F unktion g( � ) (!; ~kF ; ~r) durc h ihren räumlic hen Mittelw ert üb er eine Elemen tarzelle C� des

Gitters g( � ) (!; ~kF ) =
D

g( � ) (!; ~kF ; ~r)
E

C �

ersetzt und somit die anomale Greensc he F unktion

f ( � ) (!; ~kF ; ~r) durc h In v ertierung des Op erators L̂ ( � )
b erec hnet w erden:

f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = 2� ( � ) g( � ) (!; ~kF )
Z 1 sgn( ! )

0
ds e� sL̂ ( � )

 � (~r)

Wählt man n un das V ektorp oten tial in der Eic h ung

~A = � 1
2~r � ~B , so k ann un ter Einführung

v on Auf- und Absteigeop eratoren by
und b, die den Anregungszustand der P aarw ellenfunk-

tion erhöhen bzw. erniedrigen (siehe dazu [25 ]),

by =

r
c

eB

�
� @z +

eB
2c

�z
�

; b =

r
c

eB

�
@�z +

eB
2c

z
�

und mit den k omplexen K o ordinaten z = x + iy in der Eb ene senkrec h t zum Magnetfeld der

Ableitungsop erator L̂ ( � )
gesc hrieb en w erden als:

L̂ ( � ) = 2 ! + �� ( � )
k b� � ( � )

k by; � ( � )
k =

�
v( � )

F; 1 + iv ( � )
F; 2

� r
eB
c

Zur Bestimm ung des gemittelten Propagators g( � ) (!; ~kF ) m uss n un zunäc hst das Pro dukt

f ( � ) (!; ~kF ; ~r)f � ( � ) (!; � ~kF ; ~r) b erec hnet w erden und man erhält (siehe [24 ])

f ( � ) (!; ~kF ; ~r)f � ( � ) (!; � ~kF ; ~r) =
h
g( � ) (!; ~kF )

i 2
P ( � )

� (!; ~kF ; ~r)

un ter Einführung der c harakteristisc hen F unktion P ( � )
� (!; ~kF ; ~r) , die gegeb en ist als

P ( � )
� (!; ~kF ; ~r) = 4

�
�
�� ( � )

�
�
�
2

Z 1 sgn( ! )

0
ds+

Z 1 sgn( ! )

0
ds� e� 2! (s+ + s� )

�
h
T(s� � ( � )

� k ) � (~r)
i y

T(s+ � ( � )
k ) � (~r)

w ob ei T(q) = eqby � q� b
eine T ranslation des V ortexgitters um q 2 C b esc hreibt. Zusammen

mit der Normierungsb edingung k ann so eine Selbstk onsistenzgleic h ung zur Bestimm ung v on

g( � ) (!; ~kF ) in der F orm

g( � ) (!; ~kF ) =

* r

1 �
h
g( � ) (!; ~kF )

i 2
P ( � )

� (!; ~kF ; ~r)

+

C �

hergeleitet w erden. V ernac hlässigt man in einer w eiteren Näherung die V arianz der räumli-

c hen Mittelung, d.h.

� h
g( � ) (!; ~kF ; ~r)

i 2
�

C �

!
D

g( � ) (!; ~kF ; ~r)
E2

C �

so k ann man die Selbstk onsistenzb edingung sc hlieÿlic h sc hreib en als

h
g( � ) (!; ~kF )

i 2
= 1 �

h
g( � ) (!; ~kF )

i 2 D
P ( � )

� (!; ~kF ; ~r)
E

C �
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und erhält somit einen Ausdruc k für die räumlic h gemittelte Greensc he F unktion g( � ) (!; ~kF )

g( � ) (!; ~kF ) =
1

q
1 + P ( � )

� (!; j� k j)
(2.7)

Dab ei k ann der räumlic he Mittelw ert der c harakteristisc hen F unktion P ( � )
� b erec hnet w erden

als (siehe [24 ])

P ( � )
� (!; j� k j) =

D
P ( � )

� (!; ~kF ; ~r)
E

C �

=
4

�
�� ( � )

�
�2

�
�
� � ( � )

k

�
�
�
2

h
1 �

p
�z ( � ) w

�
iz ( � )

�i
(2.8)

w ob ei z( � ) =
p

2!�
�
� � ( � )

k

�
�
�

die normierte F requenz ! und w(iz ) die w -F unktion b ezeic hnet, die auc h

als Da wsons In tegral b ek ann t ist und folgendermaÿen mit der k omplemen tären F ehlerfunk-

tion zusammenhängt:

w(iz ) =
1
i�

Z 1

�1

e� t 2

t � iz
dt = ez2

erfc (z)

Damit k ann n un im Rahmen einer analytisc hen Näherung die gemittelte Zustandsdic h te für

einen T yp-I I-Supraleiter in hohen magnetisc hen F eldern b erec hnet w erden. Die Herleitung

gilt streng genommen n ur für supraleitende Materialien mit einer b ezüglic h der Ric h tung

des angelegten Magnetfelds rotationssymmetrisc hen F ermi�äc he. Für den F all einer nic h t

rotationssymmetrisc hen F ermi�äc he reagiert das V ortexgitter durc h Stauc h ung o der Stre-

c kung auf die un tersc hiedlic hen K omp onen ten der F ermigesc h windigk eit, wie in Absc hnitt

3.2.2 näher b esc hrieb en w erden wird (siehe [19]). Neb en der gemittelten Quasiteilc hen-

Zustandsdic h te, die sic h nac h analytisc her F ortsetzung als Realteil der normalen Greensc hen

F unktion g( � ) (!; ~kF ) ergibt, k ann auc h die F reie Energie des supraleitenden Zustands (bzw.

die Di�erenz der F reien Energie des supraleitenden und des normalleitenden Zustands) b e-

rec hnet w erden, so wie die Gapgleic h ung, die den Betrag des P aarp oten tials für v ersc hiedene

Magnetfelder und T emp eraturen festlegt. Für die F reie Energie erhält man den Ausdruc k

(siehe Anhang v on [29 ])


 S � 
 N = �
X

�

*

�T
X

j � n j <! c

�
� � ( � )

�
�2

� n

p
�z ( � ) w

�
iz ( � )

�

Re

2

6
6
6
4

P ( � )
� (� n ; j� k j)

q
1 + P ( � )

� (� n ; j� k j)
�

1 +
q

1 + P ( � )
� (� n ; j� k j)

� 2

3

7
7
7
5

+

F S �

(2.9)

w ob ei man das P aarp oten tial � ( � )
als Lösung der Multiband-Gapgleic h ung erhält

� ( � ) =
X

� 0

� �� 0

2

4 �T
P

j � n j <! c

1
� n

� D
g( � 0) (� n ;~kF )

p
�z ( � 0) w

�
iz ( � 0)

�E

F S � 0

� 1
�

+ 1
� +

� ln T
Tc

3

5 � ( � 0)

(2.10)

Dab ei gilt in den letzten b eiden Gleic h ungen ! = � n und damit z( � ) =
p

2� n�
�
� �

( � )
k

�
�
�

. So w ohl

in der Gleic h ung für die F reie Energie als auc h in der Gapgleic h ung wurde die Summati-

on üb er die Matsubarafrequenzen durc h Subtraktion einer geeigneten Asymptotik in ei-

ne sc hnell k on v ergen te Summe umgew andelt, so dass in b eiden Gleic h ungen der �w eak-

coupling�-Grenzüb ergang ! c ! 1 v orgenommen w erden k ann.

16



2.3. Die Riccati-Gleic h ungen

2.3 Die Riccati-Gleic h ungen

Da die analytisc he Näherung nac h P esc h n ur im V ortexzustand für groÿe Magnetfelder

k orrekte Ergebnisse liefert, m üssen für die Betrac h tung kleiner Magnetfelder � insb esondere

in der Umgebung des un teren kritisc hen Magnetfelds Bc1 , in der die V ortices als nahezu

isolierte Ob jekte b etrac h tet w erden k önnen � die Eilen b erger-Gleic h ungen n umerisc h gelöst

w erden. Dafür bietet sic h die P arametrisierung des quasiklassisc hen Propagators en tlang

c harakteristisc her Linien parallel zur F ermigesc h windigk eit un ter Einführung der Riccati-

Amplituden a und b als äuÿerst einfac he und stabile Lösungsmöglic hk eit an [30 , 31 ]. Mit der

De�nition der T ra jektorien als

~r(x) = ~r0 + x v̂F (~kF )

k önnen die Eilen b erger-Gleic h ungen im saub eren Grenzfall umgeform t w erden zu zw ei en t-

k opp elten Riccati-Di�eren tialgleic h ungen für a und b

vF @x a(x) + [2~� n + � � (x)a(x)] a(x) � �( x) = 0 (2.11)

vF @x b(x) � [2~� n + �( x)b(x)] b(x) + � � (x) = 0 (2.12)

w ob ei der quasiklassisc he Propagator der Eilen b erger-Gleic h ungen in der folgenden F orm

mit den Amplituden a(x) und b(x)

ĝ(!; ~kF ; ~r(x)) =
1

1 + a(x)b(x)

�
1 � a(x)b(x) 2a(x)

2b(x) � 1 + a(x)b(x)

�

zusammenhängt. Dab ei sind die mo di�zierten Matsubarafrequenzen ~� n de�niert als

i ~� n = i� n +
e
c
~vF � ~A(~r(x)) (2.13)

Nun k önnen die Di�eren tialgleic h ungen für a(x) und b(x) en tlang der ob en de�nierten T ra-

jektorien ausgehend v on den folgenden Anfangsw erten im Inneren des Supraleiters

a(�1 ) =
�( �1 )

� n +
q

� 2
n + j�( �1 )j2

(2.14)

b(+ 1 ) =
� � (+ 1 )

� n +
q

� 2
n + j�(+ 1 )j2

(2.15)

bis zum gesuc h ten W ert x = 0 in tegriert w erden. Mit Hilfe dieser P arametrisierung k önnen

nic h t n ur räumlic h gemittelte und wink elgemittelte Propagatoren b erec hnet w erden, wie

dies innerhalb der analytisc hen Näherung nac h P esc h möglic h ist, sondern es k önnen auc h

lok ale o der wink elaufgelöste Informationen für die v ersc hiedenen ph ysik alisc hen Gröÿen im

Supraleiter gesammelt w erden. Zudem ist es möglic h, für b estimm te in teressan te Grenzfälle

analytisc he Lösungen für die Amplituden a und b zu �nden. Neb en den Riccati-Gleic h ungen

für a und b sollen n un auc h no c h die zw ei Selbstk onsistenzgleic h ungen für �( ~r) und

~j (~r)
angegeb en w erden, die aus den Stationaritätsb edingungen für das Druc kfunktional folgen:

�( ~r) ln
T
Tc

= 2 �T
X

0<� n < 1

� Z

F S
d2kF � (~kF )

2a(x)
1 + a(x)b(x)

�
�( ~r)

� n

�

und

~j (~r) = � 2ieN 02�T
X

0<� n < 1

Z

F S
d2kF � (~kF )~vF (~kF )

1 � a(x)b(x)
1 + a(x)b(x)
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2. Theoretisc he Grundlagen

Die lok ale Zustandsdic h te b erec hnet sic h durc h analytisc he F ortsetzung der Matsubarafre-

quenzen i� n ! E + i� als

Ns(~r; E ) = N0

Z

F S
d2kF � (~kF ) Re

�
1 � a(x)b(x)
1 + a(x)b(x)

�

i� n ! E + i�

Ob w ohl die Riccati-Gleic h ungen hier n ur für ein einzelnes Energieband eines k on v en tionellen

Supraleiters angegeb en wurden, ist es unsc h w er zu erk ennen, dass für den F all v on mehre-

ren un tersc hiedlic hen Energiebändern ohne In terband-Streuung die Riccati-Gleic h ungen für

jedes Band separat gelöst w erden k önnen. Eine K opplung erfolgt wiederum erst üb er die

Selbstk onsistenzb edingung für das P aarp oten tial in der in Absc hnitt 2.1.1 angegeb en W eise.

Für einen Supraleiter mit unk on v en tioneller P aarungssymmetrie m uss b ei der Berec hn ung

der Riccati-Gleic h ungen die Symmetriefunktion des P aarp oten tials natürlic h k orrekt mitb e-

rüc ksic h tigt w erden.

2.4 Der sc hm utzige Grenzfall: Die Usadel-Gleic h ungen

Neb en dem saub eren Grenzfall der quasiklassisc hen Theorie, der als Mo dell für die Besc hrei-

bung v on Supraleitern mit einer groÿen mittleren freien W eglänge herangezogen w erden

m uss, k ann auc h ein anderer Grenzfall n umerisc h einfac h gehandhabt w erden: Der so ge-

nann te sc hm utzige Grenzfall. Er b esc hreibt Supraleiter mit stark er Störstellenstreuung, d.h.

einer sehr kurzen mittleren freien W eglänge. Im folgenden soll die Herleitung der Usadel-

Gleic h ungen für Multiband-Supraleiter ohne In terband-Streuung kurz skizziert w erden, w o-

b ei die V orgehensw eise analog zur Originalarb eit in [32 ] und parallel zu [33 ] erfolgt. Für eine

Ableitung der Multiband-Usadel-Gleic h ungen mit In terband-Streuung sei auf die Arb eit v on

Gurevic h [34 ] v erwiesen. Für eine hohe Streurate k ann man annehmen, dass die F unktionen

f ( � ) (!; ~kF ; ~r) und g( � ) (!; ~kF ; ~r) aufgrund der häu�gen Streuprozesse b ezüglic h

~kF nahezu

isotrop w erden. Un ter V ernac hlässigung v on In terband-Streuung k önnen sie gemäÿ

f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = f ( �; 0) (!; ~r ) + ~f ( �; 1) (!; ~r ) � v̂( � )
F (~kF )

und

g( � ) (!; ~kF ; ~r) = g( �; 0) (!; ~r ) + ~g( �; 1) (!; ~r ) � v̂( � )
F (~kF )

bis zur ersten Ordn ung in der jew eiligen F ermigesc h windigk eit v̂( � )
F en t wic k elt w erden (siehe

[32 ]). Dab ei en tsprec hen f ( �; 0) (!; ~r ) und g( �; 0) (!; ~r ) gerade den normalen und anomalen

K omp onen ten des Usadel-Propagators für das Energieband mit Index � w ährend v̂( � )
F (~kF )

die Ric h tung der F ermigesc h windigk eit am Punkt

~kF der F ermi�äc he b ezeic hnet. Dab ei ist

zu b erüc ksic h tigen, dass v̂( � )
F n ur auf sphärisc hen F ermi�äc hen parallel zu

~k( � )
F ausgeric h tet

ist, b ei jeder anderen F orm der F ermi�äc he ist dies n ur für ausgezeic hnete Punkte gültig.

Die K omp onen te

�f ( � ) (!; ~kF ; ~r) ergibt sic h als

�f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = f � ( � ) (!; � ~kF ; ~r)

(siehe [21 ]) und k ann mit v̂( � )
F (� ~kF ) = � v̂( � )

F (~kF ) gesc hrieb en w erden als

�f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = f � ( �; 0) (!; ~r ) � ~f � ( �; 1) (!; ~r ) � v̂( � )
F (~kF )
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2.4. Der sc hm utzige Grenzfall: Die Usadel-Gleic h ungen

Eingesetzt in die Normierungsb edingung der quasiklassisc hen Gleic h ungen folgt n un w eiter

g( � ) (!; ~kF ; ~r)

=

r

1 �
�

f ( �; 0) (!; ~r ) + ~f ( �; 1) (!; ~r ) � v̂( � )
F

� �
f � ( �; 0) (!; ~r ) � ~f � ( �; 1) (!; ~r ) � v̂( � )

F

�

�
q

1 � f ( �; 0) (!; ~r )f � ( �; 0) (!; ~r ) �
f � ( �; 0) (!; ~r ) ~f ( �; 1) (!; ~r ) � f ( �; 0) (!; ~r ) ~f � ( �; 1) (!; ~r )

2
p

1 � f ( �; 0) (!; ~r )f � ( �; 0) (!; ~r )
� v̂( � )

F

und damit k önnen die T erme n ullter und erster Ordn ung v on g( � ) (!; ~kF ; ~r) iden ti�ziert

w erden als

g( �; 0) (!; ~r ) =
q

1 � f ( �; 0) (!; ~r )f � ( �; 0) (!; ~r )

und

~g( �; 1) (!; ~r ) =
f ( �; 0) (!; ~r ) ~f � ( �; 1) (!; ~r ) � f � ( �; 0) (!; ~r ) ~f ( �; 1) (!; ~r )

2g( �; 0) (!; ~r )

Nun k önnen die Ausdrüc k e in die Eilen b erger-Gleic h ungen eingesetzt und diese dann üb er

die gesam te F ermi�äc he in tegriert w erden. Aufgrund der An tisymmetrie v on v̂( � )
F b ezüglic h

eines V orzeic hen w ec hsels v on

~kF mitteln sic h alle T erme, in denen v̂( � )
F linear auftauc h t, b ei

dieser In tegration w eg. Nur T erme n ullter Ordn ung o der zw eiter Ordn ung in v̂( � )
F bleib en

erhalten. Damit ergibt sic h

2!f ( �; 0) +
X

l;m

D̂ ( � )
lm v( � )

F

�
@m � i

2e
c

Am

�
f ( �; 1)

l = 2� ( � ) g( �; 0)
(2.16)

w ob ei der Di�usionstensor D̂ ( � )
lm als

D̂ ( � )
lm =

1
�

v( � )
F

� 2

Z

F S �

d2kF � ( � ) (~kF )v( � )
F;l (~kF )v( � )

F;m (~kF )

b erec hnet wird und im F alle einer sphärisc hen F ermi�äc he die F orm

1
3 � lm annimm t. (Zu-

gunsten einer üb ersic h tlic heren Darstellung soll im folgenden auf die Argumen te ~r und ! der

F unktionen f ( � )
und g( � )

v erzic h tet w erden). Die Streuterme kürzen sic h nac h In tegration

üb er ~qF und

~kF für v ersc h windende In terband-Streuung v ollständig. Eine zw eite Bezieh ung

erhält man, w enn man die Eilen b erger-Gleic h ungen mit v̂( � )
F m ultipliziert und dann erst üb er

die F ermi�äc he in tegriert. Hier erhält man aus den zw ei Eilen b erger-Gleic h ungen die folgen-

den Ausdrüc k e

2!
X

l

D̂ ( � )
lm f ( �; 1)

l + v( � )
F

X

l

D̂ ( � )
lm

�
@l � i

2e
c

A l

�
f ( �; 0)

= 2� ( � )
X

l

D̂ ( � )
lm g( �; 1)

l +
X

l

� ( � )
lm

n
g( �; 1)

l f ( �; 0) � f ( �; 1)
l g( �; 0)

o

und

� 2!
X

l

D̂ ( � )
lm f � ( �; 1)

l � v( � )
F

X

l

D̂ ( � )
lm

�
@l + i

2e
c

A l

�
f � ( �; 0)

= 2� � ( � )
X

l

D̂ ( � )
lm g( �; 1)

l +
X

l

� ( � )
lm

n
g( �; 1)

l f � ( �; 0) + f � ( �; 1)
l g( �; 0)

o
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w ob ei � ( � )
lm gegeb en ist als

� ( � )
lm =

1
�

v( � )
F

� 2

Z

F S �

d2qF

Z

F S �

d2kF � ( � ) (~qF )� ( � ) (~kF )W(~kF ; ~qF )v( � )
F;l (~kF )v( � )

F;m (~kF )

und im F alle einer einfac hen isotrop en Streuung W(~kF ; ~qF ) = W gesc hrieb en w erden k ann

als

� ( � )
lm =

1

� ( � )
tr

D̂ ( � )
lm ;

1

� ( � )
tr

=
Z

F S �

d2qF � ( � ) (~qF )W

Nun k önnen im Grenzfall stark er Störstellenstreuung, d.h. für � tr � 1
2�T c

die folgenden

Annahmen gerec h tfertigt w erden

g( �; 0) � 2� ( � )
tr !; f ( �; 0) � 2� ( � )

tr � ( � )

und somit v ereinfac hen sic h die obigen Gleic h ungen und man erhält

� ( � )
tr v( � )

F

X

l

D̂ ( � )
lm

�
@l � i

2e
c

A l

�
f ( �; 0) =

X

l

D̂ ( � )
lm

n
g( �; 1)

l f ( �; 0) � f ( �; 1)
l g( �; 0)

o
(2.17)

� � ( � )
tr v( � )

F

X

l

D̂ ( � )
lm

�
@l + i

2e
c

A l

�
f � ( �; 0) =

X

l

D̂ ( � )
lm

n
g( �; 1)

l f � ( �; 0) + f � ( �; 1)
l g( �; 0)

o
(2.18)

Multiplik ation der ersten Gleic h ung mit f � ( �; 0)
und der zw eiten Gleic h ung mit f ( �; 0)

und

A ddition der resultierenden Ausdrüc k e führt auf

� ( � )
tr v( � )

F

X

l

D̂ ( � )
lm

�
f � ( �; 0)

�
@l � i

2e
c

A l

�
f ( �; 0) � f ( �; 0)

�
@l + i

2e
c

A l

�
f � ( �; 0)

�

=
X

l

D̂ ( � )
lm

n
2g( �; 1)

l f ( �; 0) f � ( �; 0) � f ( �; 1)
l f � ( �; 0) g( �; 0) + f � ( �; 1)

l g( �; 0) f ( �; 0)
o

und zusammen mit der De�nition v on ~g( �; 1)
ergibt sic h

� ( � )
tr v( � )

F

X

l

D̂ ( � )
lm

�
f � ( �; 0)

�
@l � i

2e
c

A l

�
f ( �; 0) � f ( �; 0)

�
@l + i

2e
c

A l
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f � ( �; 0)

�

=
X

l

D̂ ( � )
lm

�
2g( �; 1)

l f ( �; 0) f � ( �; 0) + 2
�

g( �; 0)
� 2

g( �; 1)
l

�

Mit Hilfe der Normierungsb edingung k önnen no c h die zw ei T erme auf der rec h ten Seite der

Gleic h ung zusammengefasst w erden und man erhält

� ( � )
tr v( � )

F

X

l

D̂ ( � )
lm

�
f � ( �; 0)

�
@l � i

2e
c

A l

�
f ( �; 0) � f ( �; 0)

�
@l + i

2e
c

A l

�
f � ( �; 0)

�
=

X

l

D̂ ( � )
lm 2g( �; 1)

l
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Un ter V erw endung dieses Ergebnisses k ann sc hlieÿlic h der T erm

P
l D̂ ( � )

lm g( �; 1)
l aus Gleic h ung

(2.17) en tfern t und die resultierende Bezieh ung nac h f ( �; 1)
l aufgelöst w erden:

X

l

D̂ ( � )
lm f ( �; 1)

l

=
X

l

D̂ ( � )
lm

� ( � )
tr v( � )

F

2g( �; 0)

( �
� f ( �; 0)

�
�2 �

@l � i 2e
c A l

�
f ( �; 0) �

�
f ( �; 0)

� 2 �
@l + i 2e

c A l
�

f � ( �; 0)

� 2
�
@l � i 2e

c A l
�

f ( �; 0)

)

=
X

l

D̂ ( � )
lm

� ( � )
tr v( � )

F

2g( �; 0)
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�

�
�f ( �; 0)

�
�2

@l f ( �; 0) �
�
f ( �; 0)

� 2
@l f � ( �; 0)

� 2
�
g( �; 0)

� 2 �
@l � i 2e

c A l
�

f ( �; 0)

)

=
X

l

D̂ ( � )
lm

� ( � )
tr v( � )

F

2

�
�

f ( �; 0)

g( �; 0)
@l

�
�
�f ( �; 0)

�
�
�
2

� 2g( �; 0)
�

@l � i
2e
c

A l

�
f ( �; 0)

�

=
X

l

D̂ ( � )
lm � ( � )

tr v( � )
F

�
f ( �; 0) @l g( �; 0) � g( �; 0)

�
@l � i

2e
c

A l

�
f ( �; 0)

�

w ob ei in der dritten Zeile zum letzten Summanden die Normierungsb edingung

�
g( �; 0)

� 2
+

�
�f ( �; 0)

�
�2

= 1 hinzu m ultipliziert wurde. Die vierte Zeile eingesetzt in Gleic h ung (2.16) ergibt

eine Di�usionsgleic h ung für f ( �; 0)
, w ob ei g( �; 0)

selbstk onsisten t aus der Normierungsb edin-

gung b erec hnet w erden m uss. Dieser Ausdruc k en tspric h t gerade dem Ergebnis v on Usadel,

v erallgemeinert für eine b eliebige F ermi�äc he. In der letzten Zeile wurde der Ausdruc k no c h

einmal mit Hilfe der Normierungsb edingung w eiter v ereinfac h t und man erhält eingesetzt in

Gleic h ung (2.16) und un ter V erw endung der Symmetrie des Di�usionstensors D̂ ( � )
lm = D̂ ( � )

ml
die folgende Di�eren tialgleic h ung zur Bestimm ung v on f ( �; 0)

und g( �; 0)
:

2!f ( �; 0) +
X

l;m

D ( � )
lm

�
f ( �; 0) @l @m g( �; 0)

� g( �; 0)
�
@l � i 2e

c A l
� �

@m � i 2e
c Am

�
f ( �; 0)

�
= 2� ( � ) g( �; 0)

w ob ei der T ransp ortk o e�zien t � ( � )
tr , das Quadrat der F ermigesc h windigk eit

�
v( � )

F

� 2
und der

Di�usionstensor D̂ ( � )
lm zu einem e�ektiv en Di�usionstensor D ( � )

lm = � ( � )
tr

�
v( � )

F

� 2
D̂ ( � )

lm zusam-

mengefasst wurden. Diese Gleic h ung soll im folgenden zusammen mit der Normierungsb e-

dingung als Grundlage für die n umerisc hen Berec hn ung v on g( �; 0)
und f ( �; 0)

im sc hm utzigen

Grenzfall, d.h. im Limes hoher Störstellenstreuung, dienen. Auc h k ann aus dieser Gleic h ung

� zusammen mit der Gapgleic h ung � das ob ere kritisc he Magnetfeld im V ortexzustand b e-

rec hnet w erden.
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Kapitel 3

Der V ortexzustand im Grenzfall

hoher Magnetfelder

Betrac h tet man einen Supraleiter knapp un terhalb des ob eren kritisc hen Magnetfelds, so b e-

sc hreibt die V ortexgitter-Lösung v on Abrik oso v aus Gleic h ung (2.6) in guter Näherung die

P aarw ellenfunktion der supraleitenden Ladungsträger (siehe Abbildung 3.1). Dab ei ist so-

w ohl eine Anordn ung in einem hexagonalen als auc h in einem quadratisc hen Gitter denkbar,

die sic h energetisc h in erster Ordn ung Störungstheorie nic h t un tersc heiden. Erst b ei Berüc k-

sic h tigung höherer Ordn ungen k ann b ei einer isotrop en F ermi�äc he eine leic h te energetisc he

Bev orzugung des hexagonalen V ortexgitter-Zustands gegen üb er dem quadratisc hen b erec h-

net w erden. Dieser Ansatz für die räumlic he V ariation der P aarw ellenfunktion ist jedo c h

n ur eine Lösung der linearisierten Ginzburg-Landau-Gleic h ungen b ei Bc2 und daher streng

genommen n ur in der Umgebung der kritisc hen T emp eratur und für hohe Magnetfelder gül-

tig. Jedo c h k ann durc h eine Sk alierung des V ortexgitters der Gültigk eitsb ereic h auc h auf

niedrigere Magnetfelder erw eitert w erden, w ob ei der Sk alierungsfaktor aus der Flussquan ti-

sierungsb edingung b erec hnet w erden k ann. Erst für kleine Magnetfelder in der Umgebung

des un teren kritisc hen F elds Bc1 gewinn t neb en der reinen Sk alierung des V ortexgitters auc h

die räumlic he T renn ung der einzelnen V ortices an Bedeutung, hier ist die Betrac h tung des

Einzelv ortex eine b essere Alternativ e. Während die Quasiteilc hen-Zustandsdic h te im Inne-

ren einer räumlic h homogenen supraleitenden Prob e mit k on v en tioneller P aarungssymme-

trie unabhängig v on der jew eiligen F orm der F ermi�äc he ist, k ann sic h durc h eine Brec h ung

der T ranslationsin v arianz, b eispielsw eise in einem V ortexgitter, die F orm der F ermi�äc he

sehr w ohl in der Zustandsdic h te widerspiegeln. Im folgenden Absc hnitt sollen v ersc hiedene

für die Praxis relev an te F ermi�äc hengeometrien diskutiert w erden, insb esondere soll dar-

auf eingegangen w erden, wie die F ermigesc h windigk eit für die un tersc hiedlic hen Geometrien

parametrisiert w erden k ann. Im zw eiten Absc hnitt w erden un ter Einführung einer c harak-

teristisc hen F unktion die Zustandsdic h ten für die v ersc hiedenen F ermi�äc hengeometrien in-

nerhalb der in Absc hnitt 2.2 eingeführten Näherung un tersuc h t und v erglic hen. Im dritten

Absc hnitt w erden die Un tersuc h ungen auf zw ei Bänder erw eitert und für den sp eziellen F all

v on Magnesiumdib orid mit seinen zw ei unabhängigen F ermi�äc henstrukturen angew endet.

Sc hlieÿlic h soll im letzten Absc hnitt die Berec hn ung des ob eren kritisc hen Magnetfelds erfol-

gen und hier die Resultate im saub eren und sc hm utzigen Grenzfall v erglic hen w erden. Ein

T eil der in diesem Kapitel v orgestellten Ergebnisse sind in [29 ] v erö�en tlic h t w orden.
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Abbildung 3.1: Zw ei möglic he Ansätze zur Besc hreibung des Abrik oso v-V ortexgitters für

hohe Magnetfelder: Links der Betrag der P aarw ellenfunktion für ein quadratisc hes V ortex-

gitter, rec h ts für eine hexagonale Anordn ung der V ortices.

3.1 Die Mo dellierung der F ermi�äc hen

Eine der c harakteristisc hen Eigensc haften eines Supraleiters, bzw. eines Leiters im Allge-

meinen, ist die Struktur seiner F ermi�äc he. In vielen theoretisc hen Arb eiten wird diese

als kugelförmig angenommen, eine Appro ximation, die jedo c h n ur für w enige Metalle ei-

ne zutre�ende Besc hreibung darstellt. In den meisten Fällen b esitzt die F ermi�äc he eine

k ompliziertere Struktur, die b eispielsw eise mit Hilfe v on de Haas-v an Alphen-Exp erimen ten

o der wink elaufgelöster Photo emissions-Sp ektrosk opie (ARPES) ausgemessen w erden k ann.

Im folgenden sollen neb en kugelförmigen und elliptisc hen F ermi�äc hen, wie sie in Mo dellen

mit einer anisotrop en e�ektiv en Masse v erw endet w erden, so wie den für die Praxis üb eraus

wic h tigen zylindrisc hen F ermi�äc hen, wie sie b eispielsw eise in den Kupraten mit ihrer aus-

geprägt zw eidimensionalen Supraleitung in den Kupfero xideb enen v orliegen, auc h eine für

die � -Bänder v on Magnesiumdib orid mo dellierte halbtorusförmige F ermi�äc he b etrac h tet

w erden. Zusätzlic h sollen F ermi�äc hen mit einem deutlic hen �nesting� in zw ei und drei Di-

mensionen diskutiert w erden, wie man sie b eispielsw eise in NbSe 2 , Sr 2 RuO 4 o der in BSCCO

�ndet [35 , 36 , 37 ]. Dab ei v ersteh t man un ter �nesting� das V orhandensein gröÿerer paralleler

Bereic he der F ermi�äc he. Zur Illustration sind die v ersc hiedenen F ermi�äc hengeometrien in

Abbildung 3.2 zusammengestellt.

Zur Berec hn ung der gemittelten Quasiteilc hen-Zustandsdic h ten ist die in Absc hnitt 2.2 ein-

geführte F unktion

� k = ( vF; 1 + ivF; 2)

r
eB
c

v on en tsc heidender Bedeutung. Sie en thält einerseits die Information üb er die Stärk e des an-

gelegten magnetisc hen F elds und andererseits geh t in sie die Struktur der F ermi�äc he üb er

die zw ei K omp onen ten vF; 1 und vF; 2 der F ermigesc h windigk eit senkrec h t zur Ric h tung des

angelegten magnetisc hen F elds ein. Dab ei k ann v erw endet w erden, dass die F ermigesc h win-

digk eit immer in Ric h tung der Fläc hennormalen der jew eiligen F ermi�äc he zeigt. So w ohl

b ei der kugelförmigen als auc h b ei der zylindrisc hen und der halbtorusförmigen F ermi�äc he

k ann v on einem k onstan ten Betrag der F ermigesc h windigk eit ausgegangen w erden, w ohin-

gegen b ei Mo dellen mit einer anisotrop en e�ektiv en Masse der Quasiteilc hen der Betrag der
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3.1. Die Mo dellierung der F ermi�äc hen

a) b) c)

d) e) f )

Abbildung 3.2: Die un tersc hiedlic hen in diesem Absc hnitt diskutierten F ermi�äc hengeome-

trien: a) Eine kugelförmige F ermi�äc he, b) eine elliptisc he F ermi�äc he, c) eine zylindrisc he

F ermi�äc he mit sc h w ac her c-A c hsen-Disp ersion, d) eine halbtorusförmige F ermi�äc he, e) ei-

ne in c-A c hsen-Ric h tung isotrop e F ermi�äc he mit ausgeprägtem �nesting� in der a- b-Eb ene

und f ) eine F ermi�äc he, die in allen drei Dimensionen ein deutlic hes �nesting� aufw eist.

F ermigesc h windigk eit auf der F ermi�äc he v ariiert. Eb enso führen einfac he Hopping-Mo delle,

die F ermi�äc hen mit mehr o der w eniger ausgeprägtem �nesting� ergeb en, auf F ermigesc h win-

digk eiten, die im Betrag stark v ariieren k önnen. Für eine einfac he kugelförmige F ermi�äc he

lässt sic h eine P arametrisierung des F ermiv ektors leic h t angeb en:

~kF = kF cos# cos'~e x + kF cos# sin '~e y + kF sin#~ez

Für einen Kristall mit un tersc hiedlic hen e�ektiv en Massen mc in c-A c hsen-Ric h tung und

mab innerhalb der a- b-Eb ene erhält man eine v eränderte Disp ersionsrelation

� k =
1

2mab

�
k2

a + k2
b

�
+

1
2mc

k2
c � � F

die in einer elliptisc h v erform ten F ermi�äc he resultiert, w ob ei der F ermiv ektor angegeb en

w erden k ann als

~kF = kF cos# cos'~e x + kF cos# sin '~e y + kF

r
mc

mab
sin#~ez

Für eine F ermi�äc he in F orm eines leic h t deformierten Zylinders, die eine gute Besc hrei-

bung für gesc hic h tete Systeme liefert, erhält man mit dem Disp ersionsparameter � c � 1 die

folgende P arametrisierung des F ermiv ektors:

~kF =
�

kab +
� c

c
cos(ckc)

�
cos'~e x +

�
kab +

� c

c
cos(ckc)

�
sin '~e y + kc ~ez
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Für die � -Bänder v on Magnesiumdib orid k ann das röhrenförmige Netzw erk der F ermi�äc he

durc h einen en tlang einer hexagonalen Grundzelle aufgesc hnittenen T orus appro ximiert w er-

den, der im folgenden als �Halbtorus� b etrac h tet w erden soll (siehe dazu [19 ]). Bezeic hnet

man n un den longitudinalen Radius des T orus mit kL und den meridialen Radius mit kM ,

so k ann der F ermiv ektor gesc hrieb en w erden als

~kF = ( kL + kM cos#) cos'~e x + ( kL + kM cos#) sin '~e y + kM sin#~ez

= kM (� + cos#) cos'~e x + kM (� + cos#) sin '~e y + kM sin#~ez

w ob ei � = kL
kM

> 1 das V erhältnis der b eiden Radien b ezeic hnet. Sc hlieÿlic h sollen no c h

F ermi�äc hen b etrac h tet w erden, wie man sie aus einem einfac hen zw ei- bzw. dreidimensio-

nalen �tigh t binding�-Mo dell mit �nearest-neigh b or hopping� erhält und die ein mehr o der

w eniger stark es �nesting� der F ermi�äc hen aufw eisen. Darun ter v ersteh t man eine parallele

Ausric h tung v ersc hiedener T eile der F ermi�äc he, die k ollektiv e Phänomene wie b eispiels-

w eise Ladungsdic h tew ellen ermöglic h t, da hier ein und derselb e W ellenzahlv ektor ~q groÿe

Bereic he der F ermi�äc hen v erbindet. Zw eidimensionale Mo delle dieser Art liefern eine gute

Besc hreibung der elektronisc hen Struktur gesc hic h teter Materialien wie b eispielsw eise der

Kuprate o der Ruthenate. Man erhält für ein isotrop es zw eidimensionales Mo dell un ter V er-

nac hlässigung der gemisc h ten cos(kx a) cos(ky a) -T erme eine Disp ersionsrelation der Art

� k = 2 t (coskx a + cosky a) � � F

w ob ei der Hopping-P arameter mit t b ezeic hnet wird. Auc h w enn hier eine einfac he P arame-

trisierung des F ermiv ektors nic h t möglic h ist, k ann eine implizite Gleic h ung zur Besc hreibung

der F ermi�äc he angegeb en w erden, w ob ei ein einzelner P arameter A = � F
4t < 1 zur Besc hrei-

bung der F ermi�äc he gen ügt:

coskx a + cosky a = 2 A

Für A = 0 erhält man mit coskx a = � cosky a, d.h. b eispielsw eise kx = � � ky , ein maximales

�nesting� der F ermi�äc he, die sic h in zw ei gegen üb erliegende, zueinander parallele T eilstüc k e

aufspaltet. Für 1� A � 1 k önnen die b eiden F unktionen coskx a und cosky a in der Umgebung

ihrer Maximalw erte en t wic k elt w erden und man erhält mit 1 � 1
2 (kx a)2 + 1 � 1

2 (ky a)2 = 2 A
und daraus (kx a)2 +( ky a)2 = 4(1 � A) wieder eine zylindrisc he F ermi�äc he (siehe Abbildung

3.3). Für ein dreidimensionales �tigh t binding�-Mo dell sc hreibt sic h die Disp ersionsrelation

als

� k = 2 t (coskx a + cosky a + coskza) � � F

und man erhält eine en tsprec hend dreidimensionale F ermi�äc he aus der impliziten Gleic h ung

coskx a + cosky a + coskz a = 3 A

w ob ei hier gilt A = � F
6t < 1. Für A = 1

3 nimm t die F ermi�äc he mit maximalem �nesting� die

F orm eines Oktaeders an, für 1 � A � 1 wird sie isotrop (siehe Abbildung 3.3).

Um die F unktion � k zu b estimmen, m uss im folgenden zuerst der V ektor der F ermigesc h win-

digk eit b erec hnet w erden. Für eine isotrop e F ermi�äc he ist er parallel zum F ermiv ektor

~kF

und k ann gesc hrieb en w erden als

~vF = vF k̂F = vF (cos# cos'~e x + cos# sin '~e y + sin #~ez )

Für ein Mo dell mit einer anisotrop en e�ektiv en Masse und einer elliptisc hen F ermi�äc he

k ann die F ermigesc h windigk eit direkt aus der Disp ersionsrelation b erec hnet w erden

~vF = ~r k � k =
�

kx

mab
~ex +

ky

mab
~ey +

kz

mc
~ez

�
= vF;ab (cos# cos'~e x + cos# sin '~e y )+ vF;c sin#~ez

26



3.1. Die Mo dellierung der F ermi�äc hen

a)

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3
a kx

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

a ky

b)

Abbildung 3.3: a) Skizze zum �nesting� der F ermi�äc hen in zw ei Dimensionen für A = 0 :95
(rot), A = 0 ; 8, A = 0 ; 6, A = 0 ; 4, A = 0 ; 2 und A = 0 (sc h w arz). Der rot gezeic hnete

F ermi�äc hensc hnitt für A = 0 ; 95 ist nahezu kreisförmig, der sc h w arz gezeic hnete F ermi-

�äc hensc hnitt für A = 0 b esitzt eine Rautenform mit maximalem �nesting�. b) Skizzierte

F ermi�äc hen mit einem dreidimensionalen �nesting� für A = 1
3 (links ob en), A = 1

2 (rec h ts

ob en), A = 2
3 (links un ten) und A = 14

15 (rec h ts un ten).

w ob ei gelten soll vF;ab = kF
m ab

und vF;c = kFp
m ab m c

. Für die F ermi�äc he in F orm eines de-

formierten Zylinders mit k onstan tem Betrag der F ermigesc h windigk eit k ann ~vF gesc hrieb en

w erden als ~vF = vF n̂ , w ob ei der Normalen v ektor n̂ , der senkrec h t auf der F ermi�äc he steh t,

b erec hnet w erden k ann als V ektorpro dukt der T angen tialv ektoren

~t ' und

~tkc an die K o or-

dinatenlinen v on ' und kc :

n̂ =
~t ' � ~tkc�
�~t ' � ~tkc

�
� =

@'
~kF � @kc

~kF�
�
�@'

~kF � @kc
~kF

�
�
�

=
1�

�
�@'

~kF � @kc
~kF

�
�
�

� �
�

�
kab + � c

c cos(ckc)
�

sin '~e x +
�
kab + � c

c cos(ckc)
�

cos'~e y
�

� (� � c sin(ckc) cos'~e x � � c sin(ckc) sin '~e y + ~ez )

�

=
1

�
�1 + � 2

c sin2(ckc)
�
� (cos'~e x + sin '~e y + � c sin(ckc) ~ez )

� (cos'~e x + sin '~e y + � c sin(ckc) ~ez )

Dab ei wurde im letzten Sc hritt eine sc h w ac he c-A c hsen Disp ersion � 2
c � 1 v orausgesetzt.

Nun k ann die F ermigesc h windigk eit angegeb en w erden als

~vF = vF (cos'~e x + sin '~e y + � c sin(ckc) ~ez )

Für die halbtorusförmige F ermi�äc he, wie sie für die � -Bänder v on Magnesiumdib orid rele-

v an t ist, b erec hnet sic h die F ermigesc h windigk eit analog. Hier ergibt sic h für den Normalen-
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

v ektor

n̂ =
1

�
�~t ' � ~t#

�
�

�
(� (� + cos#) sin '~e x + ( � + cos#) cos'~e y )
� (� sin# cos'~e x � sin# sin '~e y + cos#~ez )

�

= cos ' cos#~ex + sin ' cos#~ey + sin #~ez

und damit k ann die F ermigesc h windigk eit b erec hnet w erden als

~vF = vF (cos' cos#~ex + sin ' cos#~ey + sin #~ez )

Sc hlieÿlic h sollen no c h die F ermi�äc hen mit stark em �nesting� b etrac h tet w erden. Hier erhält

man wiederum direkt aus der Disp ersionsrelation den folgenden Ausdruc k für ein zw eidimen-

sionales

~vF = ~r k � k = � 2ta (sin (kx a) ~ex + sin ( ky a) ~ey )

bzw. für ein dreidimensionales �nesting�

~vF = ~r k � k = � 2ta (sin (kx a) ~ex + sin ( ky a) ~ey + sin ( kza) ~ez )

Dab ei ist zu b eac h ten, dass in diesem F all durc h die Annahme einer realen Bandstruktur

der Betrag der F ermigesc h windigk eit auf der F ermi�äc he nic h t k onstan t ist. Bei maximalem

�nesting� mit A = 0 (in 2 Dimensionen) v ariiert der Betrag der F ermigesc h windigk eit b ei-

spielsw eise v on Null an den �Ec k en� der F ermi�äc he bis zu einem Maximalw ert v on 2
p

2ta
zwisc hen den Ec k en.

Ist die F ermigesc h windigk eit b ek ann t, so k ann die F unktion j� k j als Pro jektion der F ermige-

sc h windigk eit in die k omplexe Eb ene senkrec h t zum angelegten magnetisc hen F eld b erec hnet

w erden. Dab ei sind insb esondere zw ei Sonderfälle v on In teresse: Einerseits der F all, b ei dem

das Magnetfeld parallel zur Hauptsymmetrieac hse ( c-A c hse) des Kristalls angelegt wird,

und andererseits der F all, b ei dem das Magnetfeld senkrec h t zu dieser A c hse angelegt wird

( a- b-Eb ene). Da im folgenden üb er die F ermi�äc he gemittelte thermo dynamisc he Gröÿen b e-

rec hnet w erden sollen, m üssen n un die F ermi�äc henmittelungen, die mit h� � � iF S abgekürzt

w erden, für die un tersc hiedlic hen F ermi�äc hengeometrien näher b etrac h tet w erden. Dab ei

m üssen b eim Üb ergang v on der In tegration üb er die reziprok en Gitterv ektoren

d2 k
(2 � )3 auf die

P arameter ' und # bzw. kc die zugehörigen Ob er�äc henelemen te k orrekt mitb erüc ksic h tigt

w erden, und man erhält b eispielsw eise b ei der T ransformation auf eine In tegration üb er #
und ' das Mittelungsin tegral

h� � � iF S =
1

N0

Z

F S

d2k
(2� )3

1
j~vF j

� � � =
1
N

Z
d'

Z
d#

1
j~vF j

�
�~t ' � ~t#

�
� : : :

mit der Normierungsk onstan ten N =
R

d'
R

d# 1
j~vF j

�
�~t ' � ~t#

�
�

. Die Ob er�äc henelemen te und

die Normierungsk onstan ten m üssen für jede F ermi�äc hengeometrie gesondert b erec hnet w er-

den. Für die v öllig isotrop e und eb enso für die elliptisc he F ermi�äc he erhält man den F er-

mi�äc henmittelw ert als

h� � � iF S =
1

4�

Z 2�

0
d'

Z �= 2

� �= 2
d# cos# : : :

Für die elliptisc he F ermi�äc he kürzen sic h dab ei gerade die b eiden T erme, die in

�
�~t ' � ~t#

�
�

und in j~vF j die Anisotropie b einhalten. Für die F ermi�äc he in F orm eines leic h t deformierten

Zylinders k ann der F ermi�äc henmittelw ert für � 2
c � 1 b erec hnet w erden als

h� � � iF S =
c

4� 2

Z 2�

0
d'

Z �=c

� �=c
dkc : : :
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3.2. Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für v ersc hiedene F ermi�äc hengeometrien

Für die F ermi�äc he in F orm eines Halbtorus k ann die F ermi�äc henmittelung mit Hilfe des

folgenden In tegrals b erec hnet w erden

h� � � iF S =
1

2�

Z 2�

0
d'

Z 3�= 2

�= 2
d#

� + cos#
�� � 2

: : :

Man erk enn t sofort, dass die In tegration üb er eine kugelförmige F ermi�äc he in diesem Aus-

druc k für � = 0 sc hon en thalten ist. Sc hlieÿlic h soll no c h die F ermi�äc henmittelung für eine

F ermi�äc he mit �nesting� angegeb en w erden. Da es hier sc h wierig ist, eine einfac he P arame-

trisierung der F ermiv ektoren anzugeb en, k ann die In tegration üb er die F ermi�äc he wie folgt

gesc hrieb en w erden

h� � � iF S =
1
N

Z
d3k

(2� )3

1
j~vF j

� (� k ) : : :

w ob ei das In tegral üb er eine Elemen tarzelle des reziprok en Gitters ausgeführt w erden soll

und eine geeignete Normierungsk onstan te N b erec hnet w erden m uss, die auc h die k orrek-

te Normierung der Diracsc hen Deltafunktion b einhaltet. Im folgenden Absc hnitt soll n un

gezeigt w erden, wie für die ob en angespro c henen F ermi�äc hengeometrien die üb er die F er-

mi�äc he gemittelte Zustandsdic h te im Rahmen der P esc h-Näherung b erec hnet w erden k ann.

3.2 Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für v ersc hie-

dene F ermi�äc hengeometrien

Wie sc hon erw ähn t b enötigt man zur Berec hn ung der räumlic h gemittelten Zustandsdic h te

im Rahmen der P esc h-Metho de allein den Betrag der F unktion � k , d.h. den Betrag der in

die Eb ene senkrec h t zur Magnetfeldric h tung pro jizierten F ermigesc h windigk eit. Dafür sol-

len in den folgenden Absc hnitten die zw ei wic h tigsten Fälle b esc hrieb en w erden: Im ersten

F all ist die Magnetfeldric h tung parallel zur Hauptsymmetrieac hse des Kristalls ( c-A c hsen-

Ric h tung), im zw eiten F all liegt das Magnetfeld senkrec h t zur Hauptsymmetrieac hse des

Kristalls an ( a- b-Eb enen-Ric h tung). Während für ein Magnetfeld in c-A c hsen-Ric h tung und

einer b ezüglic h der Magnetfeldric h tung rotationssymmetrisc hen F ermi�äc he die Zustands-

dic h te durc h eine einfac he In tegration üb er die F ermi�äc he b erec hnet w erden k ann, wie in

Absc hnitt 3.2.1 b esc hrieb en, m uss im zw eiten F all b erüc ksic h tigt w erden, dass das V ortex-

gitter aufgrund der un tersc hiedlic hen K omp onen ten der F ermigesc h windigk eit innerhalb der

Eb ene senkrec h t zum Magnetfeld deformiert sein k ann. Dies soll in Absc hnitt 3.2.2 durc h

einen einfac hen V ariationsansatz mit einem einzelnen V ariationsparameter � b erüc ksic h tigt

w erden, der in einer Resk alierung der F ermigesc h windigk eitsk omp onen ten resultiert, w ob ei �
durc h Minimierung der F reien Energie b estimm t w erden k ann (siehe auc h [19 ]). F ermi�äc hen

mit ausgeprägtem �nesting� sollen in Absc hnitt 3.2.3 gesondert b etrac h tet w erden.

3.2.1 Magnetfeld in c-A c hsen-Ric h tung

Die räumlic h gemittelte und normierte Quasiteilc hen-Zustandsdic h te für hohe Magnetfelder

b erec hnet sic h als Realteil der räumlic h gemittelten normalen Greensc hen F unktion g(!; ~kF ) ,

die innerhalb der P esc h-Näherung gemäÿ den Gleic h ungen (2.7) und (2.8) gegeb en ist. Damit

erhält man nac h analytisc her F ortsetzung ! ! � iE + 0 +
den folgenden Ausdruc k für die

Zustandsdic h te

N (E) = N0

D
Re

h
g(� iE; ~kF )

iE

F S
= N0

*

Re

"
1

p
1 + P� (� iE; j� k j)

#+

F S

29



3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Dab ei geh t die Geometrie der F ermi�äc he n ur üb er j� k j in die F unktion P� (� iE; j� k j) ein.

Für den einfac hsten F all einer zylindrisc hen F ermi�äc he mit einem Magnetfeld, das parallel

zur Symmetrieac hse des Zylinders angelegt wurde, b esitzt j� k j mit

j� k j =

r
eB
c

�
v2

F; 1 + v2
F; 2

�
= vF

r
eB
c

�
cos2 ' + sin 2 '

�
= vF

r
eB
c

üb erhaupt k eine Wink elabhängigk eit und damit gilt

NZyl (E ) = N0

*

Re

2

6
6
4

1
r

1 + P� (� iE; v F

q
eB
c )

3

7
7
5

+

F S

= N0 Re

2

6
6
4

1
r

1 + P� (� iE; v F

q
eB
c )

3

7
7
5

Ist die F ermi�äc he anders strukturiert und soll n un das Quasiteilc hensp ektrum für v ersc hie-

dene Magnetfelder b erec hnet w erden, so ist es aufw ändig, die F ermi�äc henmittelung für jede

Energie und jedes Magnetfeld neu durc hzuführen. Um diesen Aufw and zu v ermeiden, ist es

sinn v oll, eine c harakteristisc he F unktion einzuführen, die alle Informationen üb er die jew ei-

lige F ermi�äc he en thält und n ur einmal b erec hnet w erden m uss. Sc hreibt man die F unktion

j� k j als

j� k j =

r
eB
c

�
v2

F; 1 + v2
F; 2

�
= �

s �
vF; 1

vF

� 2

+
�

vF; 2

vF

� 2

w ob ei der P arameter � = vF

q
eB
c die Abhängigk eit v om Magnetfeld en thält, so k ann die

Mittelung üb er die F ermi�äc he un ter Einführung einer Gewic h tsfunktion gF (s) gesc hrieb en

w erden als

N (E) =
Z

F S

d2kF

(2� )3

1
j~vF j

Re

"
1

p
1 + P� (� iE; j� k j)

#

=
Z 1

0
ds

Z

F S

d2kF

(2� )3

1
j~vF j

Re

"
1

p
1 + P� (� iE; �s )

#

�
�

s �
j� k j
�

�

= N0

Z 1

0
ds Re

"
1

p
1 + P� (� iE; �s )

#

gF (s)

w ob ei gF (s) gegeb en ist als

gF (s) =
1

N0

Z

F S

d2kF

(2� )3

1
j~vF j

�
�

s �
j� k j
�

�

Ist die Gewic h tsfunktion gF (s) für eine b estimm te F ermi�äc he und eine gegeb ene Magnet-

feldric h tung einmal b erec hnet, so k ann die Zustandsdic h te für jedes Magnetfeld und jede

Energie durc h ein einfac hes eindimensionales In tegral üb er s gefunden w erden. Insb esondere

für eine Anordn ung mit Magnetfeld in a- b-Eb enen Ric h tung, b ei dem k eine Rotationssym-

metrie der F ermi�äc hen b ezüglic h der Magnetfeldric h tung mehr v orliegt und der F ermi-

�äc henmittelw ert durc h ein zw eidimensionales In tegral b erec hnet w erden m uss, stellt dies

eine b edeutende V ereinfac h ung dar. Zudem k önnen anhand der F unktion gF (s) , die für ein

gegeb enes s die wink elabhängigen Zustände an der F ermik an te mit einer sp eziellen Pro jek-

tion j� k j auf die Eb ene senkrec h t zum angelegten F eld misst, grundlegende Charakteristik a

der Zustandsdic h te festgestellt w erden, ohne dass diese üb erhaupt b erec hnen w erden m uss.

30



3.2. Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für v ersc hiedene F ermi�äc hengeometrien

Für den einfac hen F all einer zylindrisc hen F ermi�äc he ergibt sic h die Gewic h tsfunktion als

einfac he Deltafunktion, so dass P� (� iE; �s ) b ei s = 1 ausgew ertet wird:

gF (s) =
c

4� 2

Z 2�

0
d'

Z �=c

� �=c
dkc�

�
s �

j� k j
�

�
= � (s � 1)

Für eine isotrop e F ermi�äc he bzw. für eine elliptisc he F ermi�äc he mit Magnetfeld parallel

zur Hauptsymmetrieac hse ist der Betrag der F unktion � k gegeb en als j� k j = � j cos#j und

die Gewic h tsfunktion b erec hnet sic h un ter V erw endung der Standardv erfahren zur V erein-

fac h ung v on Distributionen demen tsprec hend als

gF (s) =
1

4�

Z 2�

0
d'

Z �= 2

� �= 2
d# cos#� (s � j cos#j)

=
Z �= 2

0
d# cos#� (s � j cos#j)

=
Z �= 2

0
d# cos#

� (# � arccos(s))
j sin (arccos(s)) j

=
s

p
1 � s2

Da der K osin us v on # zwisc hen 0 und

�
2 auf p ositiv e W erte kleiner eins b esc hränkt ist, liefert

das Mittelungsin tegral auc h n ur für W erte v on s im In terv all [0; 1] ein v on Null v ersc hiedenes

Ergebnis und damit gilt für kugelförmige, bzw. elliptisc he F ermi�äc hen

gF (s) =
� sp

1� s2 für 0 � s � 1
0 sonst

(3.1)

Die Gewic h tsfunktion v ersc h windet hier also für s = 0 mit endlic her Steigung g0
F (0) = 1 und

b esitzt b ei s = 1 eine Singularität. Für die F ermi�äc he in F orm eines Halbtorus erhält man

mit j� k j = � j cos#j durc h In tegration

gF (s) =
1

2�

Z 2�

0
d'

Z 3�= 2

�= 2
d#

� + cos#
�� � 2

� (s � j cos#j)

= 2
Z �

�= 2
d#

� + cos#
�� � 2

� (s + cos#)

= 2
Z �

�= 2
d#

� + cos#
�� � 2

� (# � arccos(� s))
j sin (arccos(� s)) j

=
� � s

�� � 2
2

p
1 � s2

und wiederum liefert das Mittelungsin tegral n ur für W erte v on s kleiner als eins einen Bei-

trag. Damit k ann die Gewic h tsfunktionen für eine halbtorusförmige F ermi�äc he gesc hrieb en

w erden als:

gF (s) =
� � � s

�� � 2
2p

1� s2 für 0 � s � 1
0 sonst

(3.2)

Man erk enn t, dass im V ergleic h zu der Gewic h tsfunktion für die isotrop e F ermi�äc he (die

für � = 0 aus dem obigen Ausdruc k folgt) für eine halbtorusförmige F ermi�äc he ( � > 0) die

Gewic h tsfunktion auc h für s = 0 einen endlic hen W ert b esitzt (siehe Abbildung 3.4). Dies

hat einen b edeutenden Ein�uss auf die F orm der gemittelten Quasiteilc hen-Zustandsdic h te,

wie im folgenden gezeigt w erden soll.
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder
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Abbildung 3.4: Die Gewic h tsfunktion gF (s) für eine zylindrisc he F ermi�äc he (blau) � w ob ei

die Diracsc he Deltafunktion natürlic h n ur skizzenhaft visualisiert w erden k ann �, für eine

elliptisc he bzw. isotrop e F ermi�äc he (sc h w arz) und für eine halbtorusförmige F ermi�äc he mit

einem V erhältnis der zw ei c harakteristisc hen Radien v on � = 4 (rot). In allen drei Fällen

soll das Magnetfeld parallel zur c-A c hse des Kristalls anliegen.

Bezeic hnet man n un die gemittelte Quasiteilc hen-Zustandsdic h te für eine zylindrisc he F er-

mi�äc he mit NZyl (E; � ) so b erec hnet sic h die Zustandsdic h te für eine isotrop e bzw. eine

halbtorusförmige F ermi�äc he N (E; � ) für ein gegeb enes Magnetfeld (b esc hrieb en durc h

� = vF

q
eB
c ) als Mittelung üb er NZyl (E; �s ) für v ersc hiedene Magnetfeldstärk en, v on

�s = 0 , d.h. der BCS-Zustandsdic h te im Bulk, bis �s = � , der Zustandsdic h te b ei en t-

sprec hend angelegtem Magnetfeld in einem Supraleiter mit zylindrisc her F ermi�äc he:

N (E; � ) =
Z 1

0
ds NZyl (E; �s ) gF (s)

Zur Berec hn ung der Zustandsdic h ten m uss natürlic h auc h die Amplitude des P aarp oten ti-

als j�( B; T )j als F unktion des Magnetfelds und der T emp eratur b ek ann t sein. Diese k ann

aus der Gapgleic h ung (2.10) b estimm t w erden. Dab ei k ann die Magnetfeldabhängigk eit des

P aarp oten tials b ei isotrop en und zylindrisc hen F ermi�äc hen für kleine T emp eraturen in gu-

ter Näherung wie folgt angenommen w erden

�( B ) = �(0)
p

1 � B=Bc2

w as ein V ergleic h mit der n umerisc h aus der Gapgleic h ung b estimm ten Magnetfeldabhän-

gigk eit b elegt (siehe Abbildung 3.5). Für eine halbtorusförmige F ermi�äc he ist es sinn v oll,

die Magnetfeldabhängigk eit der P aarp oten tialamplitude n umerisc h zu b estimmen, da hier

gröÿere Ab w eic h ungen v on der wurzelförmigen Näherung gefunden w erden. Zudem m uss für

die un tersc hiedlic hen F ermi�äc hengeometrien no c h das ob ere kritisc he Magnetfeld b erec h-

net w erden. Um dieses zu erhalten, k ann die Gapgleic h ung (2.10) nahe des ob eren kritisc hen

Magnetfelds in �( B; T ) linearisiert w erden und es ergibt sic h mit g(!; ~kF ) � 1+ O
�
� 2

�
der

Ausdruc k

0 = �T
X

j � n j <! c

1
� n

�
 p
�zw (iz )

�
F S

� 1
�

� ln
T
Tc
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3.2. Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für v ersc hiedene F ermi�äc hengeometrien
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Abbildung 3.5: Die Magnetfeldabhängigk eit der P aarp oten tialamplitude, b erec hnet im Rah-

men der P esc h-Näherung für T = 0 ; 1Tc . Während die n umerisc h b erec hneten W erte v on

�( B ) für eine zylindrisc he F ermi�äc he ( a ) und für eine isotrop e F ermi�äc he ( b ) sehr gut

mit einer einfac hen wurzelförmigen Näherung (durc hgezogene Linie) üb ereinstimmen, k ann

diese Näherung für eine halbtorusförmige F ermi�äc he nic h t mehr gerec h tfertigt w erden ( c ).

der sic h mit z(�s ) =
p

2� n
�s und un ter V erw endung v on gF (s) b erec hnen lässt als:

0 = �T
X

j � n j <! c

1
� n

� Z 1

0

� p
�z (�s )w (iz (�s )) gF (s)

�
ds � 1

�
� ln

T
Tc

Wie aus Abbildung 3.6 herv orgeh t, führt die endlic he Gewic h tung der Zustandsdic h te b ei

�s = 0 , d.h. der BCS-Zustandsdic h te, b ei einer halbtorusförmige F ermi�äc he zu einer sc har-

fen Gapk an te b ei E = � �( B; T ) . Dies un tersc heidet die Zustandsdic h te b ei einer halbto-

rusförmigen F ermi�äc he w esen tlic h v on den anderen b etrac h teten Geometrien. Zudem führt

die nahezu gleic hgewic h tige Mittelung üb er Zustandsdic h ten, die b ei anderen Geometrien

zu niedrigeren Magnetfeldern k orresp ondieren, zu einer stark en Reduktion der P eaks an der

Gapk an te und zu einem nahezu k astenförmigen V erhalten der Zustandsdic h te. Bei der iso-

trop en F ermi�äc he ist die Gapk an te no c h als Knic k sic h tbar, w ährend b ei einer zylindrisc hen

F ermi�äc he die P eaks der Zustandsdic h te sc hon für kleine Magnetfelder ab et w a 0; 3Bc2 stark

auseinanderlaufen und k eine Gapk an te mehr erk enn bar ist. Dies sollte insb esondere b ei dem

V ersuc h, die Gröÿe des P aarp oten tials aus dem Abstand der P eaks in der Zustandsdic h te zu

b estimmen, b erüc ksic h tigt w erden.

Sehr ansc haulic h k ann man sic h den Ein�uss der F ermi�äc hengeometrie auf das V erhalten

der Gewic h tsfunktion gF (s) für kleine W erte v on s anhand der Bereic he auf der F ermi�ä-

c he v orstellen, b ei denen die Pro jektion der F ermigesc h windigk eit auf die Eb ene senkrec h t

zum Magnetfeld klein wird, bzw. v ersc h windet. Für eine zylindrisc he F ermi�äc he mit Ma-

gnetfeld parallel zur c-A c hsen-Ric h tung existiert k ein Bereic h, b ei dem die Pro jektion der

F ermigesc h windigk eit v ersc h windet, daher ist gF (s) für kleine W erte v on s Null. Für eine

elliptisc he, bzw. isotrop e F ermi�äc he existieren n ur zw ei Punkte, die P ole, b ei denen die

Pro jektion der F ermigesc h windigk eit auf die Eb ene senkrec h t zum angelegten Magnetfeld

v ersc h windet, hier erhält man für kleine W erte v on s einen linearen Anstieg v on gF (s) . Bei

einer halbtorusförmigen F ermi�äc he hingegen existieren zw ei ganze Linien, en tlang derer die

Pro jektion v ersc h windet (für # = �= 2 und # = 3 �= 2), hier nimm t gF (s) für niedrige W erte

v on s einen nahezu k onstan ten endlic hen W ert an.
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Abbildung 3.6: Die Zustandsdic h te für v ersc hiedene F ermi�äc hengeometrien: a ) für eine zy-

lindrisc he, b ) für eine elliptisc he, bzw. isotrop e und c ) für eine halbtorusförmige F ermi�äc he

mit Magnetfeld in c-A c hsen-Ric h tung. In allen drei Figuren sind Kurv en für Magnetfeldw erte

B = 0 ; 1B c
c2 , B = 0 ; 3B c

c2 und B = 0 ; 5B c
c2 gezeigt.
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3.2. Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für v ersc hiedene F ermi�äc hengeometrien

3.2.2 Magnetfeld in a- b-Eb enen-Ric h tung

Liegt das Magnetfeld nic h t parallel zur Hauptsymmetrieac hse des Kristalls an, so m uss die

Anisotropie der F ermigesc h windigk eitsk omp onen ten in der Eb ene senkrec h t zum Magnetfeld

b ei der K onstruktion eines Grundzustands für das P aarp oten tial b erüc ksic h tigt w erden. Eine

Möglic hk eit b esteh t darin, das Abrik oso v-V ortexgitter aus Gleic h ung (2.6) durc h einen einfa-

c hen V ariationsansatz zu resk alieren (siehe [19 ]). Die Idee soll im folgenden kurz skizziert w er-

den. Ist das Abrik oso v-V ortexgitter als Grundzustand des Op erators b =
p c

eB

�
@�z + eB

2c z
�

mit z = x + iy und �z = x � iy gegeb en, d.h.

b�  � (x; y) = 0

so soll n un der Grundzustand für einen mo di�zierten Op erator 
 gefunden w erden, der sic h

allgemein un ter Einführung der reellen P arameter u und v sc hreib en lässt als


 = ub� vby

Da der Op erator 
 in einem transformierten (gedreh ten) K o ordinatensystem die gleic he

F orm annehmen soll wie der Op erator b, so folgt aus der De�nition v on b die Bedingung

u2 � v2 = 1 . Damit k ann die T ransformation durc h einen einzigen P arameter � b esc hrieb en

w erden, w ob ei gelten soll

u = cosh �; v = sinh �

Nun k ann der Grundzustand des P aarp oten tials gesc hrieb en w erden als (siehe dafür [19 ] und

Abbildung 3.7):

 �
� (x; y) =  �

�
e� � x; e� y

�
; 
 �  �

� (x; y) = 0

Auÿerdem m uss man b erüc ksic h tigen, dass der Üb ergang in ein neues gedreh tes K o ordina-

tensystem auc h mit einer Mo di�k ation der F unktion j� k j v erbunden ist. Der Op erator L̂ aus

Absc hnitt 2.2 wird ersetzt durc h

L̂ = 2 ! + �� 0
k 
 � � 0

k 
 y; � 0
k =

�
e� vF; 1 + ie� � vF; 2

�
r

eB
c

d.h. die Resk alierung des V ortexgitters wird durc h eine Resk alierung der F ermigesc h windig-

k eitsk omp onen ten k omp ensiert. Dab ei m uss der V ariationsparameter � für jedes Magnetfeld

und jede T emp eratur durc h Minimierung der F reien Energie gefunden w erden. In b estimm-

ten Fällen k ann diese aufw ändige Minimierungsprozedur jedo c h glüc klic herw eise v ermieden

und der W ert v on � analytisc h b estimm t w erden.

Um die K omp onen ten vF; 1 und vF; 2 in der Eb ene senkrec h t zum Magnetfeld zu �nden,

k ann im allgemeinen F all einer b eliebigen Magnetfeldric h tung eine Rotation des �Kristall-

K o ordinatensystems�, b ezüglic h dessen A c hsen a, b und c die F ermi�äc hen ausgeric h tet sind,

durc hgeführt w erden. Bei einer Rotation um die a-A c hse des Kristalls mit dem Wink el �
erhält man b eispielsw eise

~v0
F = vF;a ~e1 + (cos � v F;b � sin � v F;c ) ~e2 + (sin � v F;b + cos � v F;c ) ~e3

w ob ei der V ektor ~e3 in Ric h tung des Magnetfelds zeigt. Besc hränkt man sic h auf den F all

einer sp eziellen Rotation, b ei der das Magnetfeld in der a- b-Eb ene des Kristalls zu liegen

k omm t, so k önnen mit � = �= 2 die F ermigesc h windigk eitsk omp onen ten in der Eb ene senk-

rec h t zum Magnetfeld gefunden w erden als

vF; 1 = vF;a ; vF; 2 = � vF;c
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Abbildung 3.7: Der V ariationsansatz zur Besc hreibung eines v erzerrten V ortexgitters für ho-

he Magnetfelder: Links das un v erzerrte V ortexgitter für eine isotrop e F ermigesc h windigk eit

und rec h ts das v erzerrte V ortexgitters mit einem V ariationsparameter � = 0 ; 375.

Un ter Berüc ksic h tigung einer möglic hen V erzerrung des V ortexgitters erhält man dann für

eine zylindrisc he F ermi�äc he mit sc h w ac her c-A c hsen-Disp ersion die für die Berec hn ung der

Zustandsdic h te relev an te F unktion j� k j als

j� k j =

r
eB
c

�
e2� v2

F; 1 + e� 2� v2
F; 2

�
= �

q
e2� cos2 ' + e� 2� � 2

c sin2 ckc

Für eine halbtorusförmige und eb enso für eine isotrop e F ermi�äc he sc hreibt sic h der Betrag

der Pro jektion der F ermigesc h windigk eit als

j� k j =

r
eB
c

�
e2� v2

F; 1 + e� 2� v2
F; 2

�
= �

q
e2� cos2 ' cos2 # + e� 2� sin2 #

Für eine elliptisc he F ermi�äc he m uss b erüc ksic h tigt w erden, dass vF;ab 6= vF;c , und damit

erhält man für j� k j den Ausdruc k

j� k j =

r
eB
c

�
e2� v2

F; 1 + e� 2� v2
F; 2

�
=

r
eB
c

q
e2� v2

F;ab cos2 ' cos2 # + e� 2� v2
F;c sin2 #

=

r
eB
c

p
vF;ab vF;c

q
e2�� cos2 ' cos2 # + e� 2�� sin2 #

= �
q

e2�� cos2 ' cos2 # + e� 2�� sin2 #

w ob ei in der un teren Zeile �� = � + 1
2 ln vF;ab

vF;c
eingeführt und � =

p
vF;ab vF;c

q
eB
c de�-

niert wurde. In diesem F all nimm t j� k j für die elliptisc he F ermi�äc he mit Magnetfeld in

a- b-Eb enen-Ric h tung die gleic he F orm an wie j� k j für die isotrop e bzw. halbtorusförmige

F ermi�äc he. Ist j� k j n un b ek ann t, so k ann die c harakteristisc he F unktion gF (s) für die v er-

sc hiedenen F ermi�äc hengeometrien b erec hnet w erden. Da der P arameter � jedo c h nic h t v on

v ornherein b ek ann t ist, sondern erst durc h Minimierung der F reien Energie b estimm t w erden

m uss, wird die Berec hn ung et w as k omplizierter als im v orangegangenen Absc hnitt.

Ohne v orherige Kenn tnis der V ortexgitterv erzerrung � k önnen ab er sc hon grundlegende

Aussagen üb er gF (s) durc h eine Analyse v on j� k j getro�en w erden. Wie aus der Berec hn ung
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Abbildung 3.8: Die F unktion j� k j für eine zylindrisc he F ermi�äc he mit einer c-A c hsen-

Disp ersion v on � c = 0 ; 163 und einem V erzerrungsparameter des V ortexgitters v on � = 1
2 ln � c

(links) und für eine halbtorusförmige F ermi�äc he mit � = 4 und � = 0 ; 375 (rec h ts). Deut-

lic h zu erk ennen sind die un tersc hiedlic hen Extremalpunkte: Maxima, Minima, Sattelpunkte

und ausgedehn te Sattelpunkte.

v on Zustandsdic h ten b ek ann t ist, führen b eispielsw eise Sattelpunkte v on j� k j zu V an Ho v e-

Singularitäten in gF (s) w ohingegen Extrema v on j� k j zu Stufen in gF (s) k orresp ondieren.

Betrac h tet man zuerst j� k j für eine zylindrisc he F ermi�äc he mit c-A c hsen-Disp ersion, so �n-

det man Extrema der K o ordinatenlinien b ei ' = 0 ; �
2 ; �; 3�

2 ; 2� , bzw. ckc = � �; � �
2 ; 0; �

2 ; � .

Nun k ann durc h Berec hn ung der zw eiten Ableitung der T yp der Extrema an den v ersc hie-

denen Punkten b erec hnet w erden. Man �ndet für j� k j(' = �= 2; ckc = 0) = 0 ein Minim um,

für j� k j(' = 0 ; ckc = �= 2) = �
p

e2� + e� 2� � 2
c ein Maxim um und zw ei Sattelpunkte b ei

j� k j(' = 0 ; ckc = 0) = �e �
und j� k j(' = �= 2; ckc = �= 2) = �e � � � c (vgl. Abbildung 3.8

links). Nun k ann durc h Di�erenzieren v on Gleic h ung (2.9) nac h dem V erzerrungsparameter

� gezeigt w erden, dass für eine zylindrisc he F ermi�äc he mit sc h w ac her c-A c hsen-Disp ersion

ein Minim um der F reien Energie für alle T emp eraturen und Magnetfelder für � = 1
2 ln � c

v orliegt. In diesem F all fallen die b eiden Sattelpunkte v on j� k j zusammen und man erhält

b ei j� k j = �
p

� c eine logarithmisc he Div ergenz der Gewic h tsfunktion gF (s) w ährend sic h

aus dem Maxim um v on j� k j b ei �
p

2� c auf ein stufenförmiges V ersc h winden der F unktion

gF (s) sc hlieÿen lässt. Eine ähnlic he Analyse k ann auc h für eine halbtorusförmige, so wie eine

isotrop e und eine elliptisc he F ermi�äc he durc hgeführt w erden. Hier �ndet man Extrema der

K o ordinatenlinien v on j� k j an den Punkten ' = 0 ; �
2 ; �; 3�

2 ; 2� , bzw. # = �
2 ; �; 3�

2 . Nac h

Berec hn ung der zw eiten Ableitungen lässt sic h ein Minim um b ei j� k j(' = �= 2; # = � ) = 0
so wie ein Maxim um b ei j� k j(' = 0 ; # = � ) = �e �

iden ti�zieren (siehe Abbildung 3.8 rec h ts).

Letzteres führt zu einem stufenförmigen V ersc h winden der Gewic h tsfunktion gF (s) b ei e�
,

w ährend ein ausgedehn ter Sattelpunkt b ei j� k j(# = �= 2; ' ) = �e � �
eine wurzelförmige Sin-

gularität zur F olge hat. Für die isotrop e bzw. die elliptisc he F ermi�äc he �ndet man aus

Symmetriegründen ein Minim um der F reien Energie b ei � = 0 bzw. �� = 0 w as b ei ei-

ner elliptisc hen F ermi�äc he einer V erzerrung v on � = � 1
2 ln vF;ab

vF;c
en tspric h t. In diesem F all

v ersc h windet die Gewic h tsfunktion gF (s) b ei s = 1 mit einer wurzelförmigen Singularität.

Für die halbtorusförmige F ermi�äc he �ndet man k ein so einfac hes Argumen t zur analyti-

sc hen Bestimm ung v on � , vielmehr ergibt eine n umerisc he Analyse, dass die V erzerrung des

V ortexgitters hier eine deutlic he Abhängigk eit v on der Stärk e des angelegten Magnetfelds

aufw eist (siehe Abbildung 3.9 b). Für ein Magnetfeld, das in a- b-Eb enen-Ric h tung ange-
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Abbildung 3.9: Die Abhängigk eit der V ortexgitter-V erzerrung v om Magnetfeld, b esc hrieb en

durc h den P arameter � : a ) für eine zylindrisc he F ermi�äc he mit einer c-A c hsen-Disp ersion

v on � c = 0 ; 163 und b ) für eine halbtorusförmige F ermi�äc he mit � = 4 . In den Insets

ist die v on der Stärk e des Magnetfelds unabhängige V ortexgitterv erzerrung, bzw. die V or-

texgitterv erzerrung für B ! 0 und B ! Bc2 skizziert. Während der k onstan te W ert v on

� = 1
2 ln � c � � 0; 907 für die zylindrisc he F ermi�äc he analytisc h b erec hnet w erden k ann,

m uss � für die halbtorusförmige F ermi�äc he durc h Minimierung der F reien Energie für jedes

Magnetfeld n umerisc h b estimm t w erden.
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Abbildung 3.10: Die Gewic h tsfunktion gF (s) für eine zylindrisc he F ermi�äc he mit � = 1
2 ln � c

und � c = 0 ; 163 (blau), für eine elliptisc he bzw. isotrop e F ermi�äc he (sc h w arz) und für eine

halbtorusförmige F ermi�äc he mit einem V erhältnis der zw ei c harakteristisc hen Radien v on

� = 4 (rot). Für den T orus wurde ein V erzerrungsparameter v on � = 0 ; 375 gew ählt, wie

er aus einer Maximierung des ob eren kritisc hen Magnetfelds Bc2 , bzw. einer Minimierung

der F reien Energie in der Umgebung v on Bc2 folgt. In allen drei Fällen soll das Magnetfeld

parallel zur a- b-Eb ene des Kristalls anliegen.

legt wurde, m üssen die F unktionen gF (s) , wie sc hon erw ähn t, n umerisc h b erec hnet w erden.

Eine Ausnahme bildet die elliptisc he F ermi�äc he. Hier k ann durc h Anpassung der V erzer-

rung � das Ergebnis der isotrop en F ermi�äc he repro duziert w erden, die natürlic h k einerlei

ausgezeic hnete A c hse b esitzt und � wie im v orangegangenen Absc hnitt b esc hrieb en � analy-

tisc h b erec hnet w erden k ann. Die Ergebnisse für die Gewic h tsfunktionen sind in Abbildung

3.10 zusammengestellt. Es fällt auf, dass alle Gewic h tsfunktionen ähnlic he Charakteristi-

k a b esitzen: Ein linearer Anstieg v on gF (s) b ei s = 0 so wie eine Singularität b ei höheren,

w enngleic h un tersc hiedlic hen W erten v on s. Diese Ähnlic hk eit für kleine W erte v on s k ann

man sic h leic h t erklären, denn für alle drei F ermi�äc hen existieren genau zw ei Punkte, an

denen die Pro jektion der F ermigesc h windigk eit auf die Eb ene senkrec h t zum Magnetfeld

v ersc h windet. Dab ei resultiert der lineare Anstieg v on gF (s) für kleine s in dem c harakteris-

tisc hen Knic k der Zustandsdic h te an der Gapk an te, der sc hon b ei der isotrop en F ermi�äc he

im v orangegangenen Absc hnitt diskutiert wurde. Es wird damit jedo c h deutlic h, dass die

klare Un tersc heidung zwisc hen einer zylindrisc hen, isotrop en o der halbtorusförmigen F er-

mi�äc hengeometrie anhand der Quasiteilc hen-Sp ektren im V ortexzustand, wie sie für ein

in c-A c hsen-Ric h tung angelegtes Magnetfeld möglic h w ar, für ein Magnetfeld, das parallel

zur a- b-Eb enen-Ric h tung des Kristalls anliegt, nic h t möglic h ist (vgl. Abbildung 3.11). Bei

der Betrac h tung des ob eren kritisc hen Magnetfelds B ab
c2 für eine zylindrisc he F ermi�äc he ist

dab ei zu b erüc ksic h tigen, dass dieses für eine v ersc h windende c-A c hsen-Disp ersion div ergiert

(siehe [19 ]).
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Abbildung 3.11: Die Zustandsdic h te für v ersc hiedene F ermi�äc hen mit Magnetfeld in a- b-

Eb enen-Ric h tung: a ) für eine zylindrisc he und b ) und für eine halbtorusförmige F ermi�äc he.

Für die zylindrisc he F ermi�äc he wurde eine sc h w ac he c-A c hsen-Disp ersion v on � c = 0 ; 163
angenommen, die eine Div ergenz des ob eren kritisc hen Magnetfelds Bc2 v erhindert, und die

Anisotropie des V ortexgitters mit � = 1
2 ln � c angepasst. Für die halbtorusförmige F ermi-

�äc he wurde der V erzerrungsparameter � durc h Minimierung der F reien Energie für jeden

Magnetfeldw ert passend b estimm t (siehe Abbildung 3.9 b). In allen drei Figuren sind Kurv en

für Magnetfelder v on B = 0 ; 1B ab
c2 , B = 0 ; 3B ab

c2 und B = 0 ; 5B ab
c2 gezeigt.
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3.2. Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für v ersc hiedene F ermi�äc hengeometrien

3.2.3 F ermi�äc hen mit ausgeprägtem �nesting�

Um die räumlic h gemittelten Zustandsdic h ten für eine einfac hes �tigh t binding�-Mo dell zu

b erec hnen, m uss zuerst die passende c harakteristisc he F unktion gF (s) gefunden w erden.

Diese k ann für eine Disp ersionsrelation der folgenden Art � k = 2 t (coskx a + cosky a) � � F

durc h eine kurze Rec hn ung b estimm t w erden. Betrac h tet man die F ermi�äc henmittelung

aus Absc hnitt 3.1:

h� � � iF S =
1
N

Z
d3k

(2� )3

1
j~vF j

� (� k ) : : :

und v erw endet die De�nition der Gewic h tsfunktion gF (s) , so erhält man

gF (s) =
1
N

Z

BZ

d3k
(2� )3

1
j~vF j

� (� k )�
�

s �
j� k j
�

�

=
4
N

Z 0

� �=a
dkx

Z 0

� �=a
dky

1
(2� )2a

1

�vF

q
sin2 kx a + sin 2 ky a

� � (coskx a + cosky a � 2A) �
�

s �
q

sin2 kx a + sin 2 ky a
�

w ob ei mit �vF = 2 ta eine mittlere F ermigesc h windigk eit eingeführt und � = �vF

q
eB
c gew ählt

wurde. Dab ei k ann die In tegration üb er die gesam te Brillouinzone durc h eine In tegration

üb er kx und ky v on � �
a bis 0 ersetzt w erden, da alle F unktionen symmetrisc h b ezüglic h

des In tegrationszen trums sind. Nun soll w eiterhin die In tegration durc h Einführung v on

x = coskx a und y = cosky a v ereinfac h t w erden. Die Di�eren tiale sc hreib en sic h damit als

dkx = � dx
a

p
1� x 2 so wie dky = � dy

a
p

1� y 2
und man erhält

gF (s) =
4
N

Z 1

� 1

dx
p

1 � x2

Z 1

� 1

dy
p

1 � y2

� (x + y � 2A)
(2� )2a3

�
�

s �
p

2 � x2 � y2
�

�vF s

=
1
N

4
(2� )2a3 �vF s

Z 1

� 1

dx
p

1 � x2

� (1 + x � 2A)
q

1 � (2A � x)2
�

�
s �

q
2 � x2 � (2A � x)2

�

=
1
N

4
(2� )2a3 �vF s

Z 1

� 1

dx
p

1 � x2

� (1 + x � 2A)
q

1 � (2A � x)2

s
2 jA � xj

f � (x � x1) + � (x � x2)g

mit x1 = A +
q

1 � s2

2 � A2
und x2 = A �

q
1 � s2

2 � A2
. Nun k ann auc h das In tegral üb er

x ausgeführt w erden, w ob ei man v erw enden k ann, dass gilt

1 � x2
1 = 1 � (2A � x2)2 ; 1 � x2

2 = 1 � (2A � x1)2

und

jA � x1 j = jA � x2j =

r

1 �
s2

2
� A2

so dass sic h die zw ei Diracsc hen Deltafunktionen wieder zusammenfassen lassen und man für

die Gewic h tsfunktion gF (s) nac h einigen w eiteren algebraisc hen Umform ungen den folgenden

Ausdruc k erhält:

gF (s) =
1
N

4
(2� )2a3 �vF

�
�

1 � A2 � s2

2

�
�

� �
s2

2 + 2 A2
� 2

� 4A2

�

q �
s2

2 + 2 A2
� 2

� 4A2
q

1 � A2 � s2

2
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

mit einer jew eils zu b estimmenden Normierungsk onstan ten N . Die Gewic h tsfunktion für ein

zw eidimensionales �tigh t binding�-Mo dell mit �nearest-neigh b or hopping� b esitzt somit zw ei

Singularitäten b ei s =
p

4A(1 � A) und s =
p

2 � 2A2
, die durc h die Nullstellen des Nenners

b estimm t sind und die gleic hzeitig den v on Null v ersc hiedenen W erteb ereic h v on gF (s) b e-

grenzen. Für A ! 1 nähert sic h die F orm der F ermi�äc he einem Zylinder und folglic h rüc k en

die zw ei Singularitäten zusammen (siehe Abbildung 3.12). Die Zustandsdic h te b erec hnet sic h

wie im v orangegangenen Absc hnitt als In tegral üb er die Zustandsdic h te einer zylindrisc hen

F ermi�äc he für v ersc hiedene e�ektiv e Magnetfelder, jew eils gewic h tet mit gF (s) . Während

sic h die Zustandsdic h ten im V ortexzustand für ein sc h w ac hes �nesting� der F ermi�äc hen

und eine nahezu zylindrisc he F ermi�äc he k aum v on der Zustandsdic h te einer zylindrisc hen

F ermi�äc he un tersc heiden, b eobac h tet man für ein sehr stark es �nesting� der F ermi�äc he

(Abbildung 3.12 a) ein breiteres Aufspalten der zw ei P eaks in der c harakteristisc hen F unk-

tion gF (s) und daraus resultierend auc h für höhere Magnetfelder eine sc härfere Gapk an te

und ein sc h w äc heres �Auseinanderlaufen� der P eaks in der Quasiteilc hen-Zustandsdic h te.

Für ein Magnetfeld parallel zur a- b-Eb enen-Ric h tung des Kristalls m uss zur Begrenzung des

ob eren kritisc hen F elds wiederum eine kleine c-A c hsen-Disp ersion eingeführt w erden. Da in

diesem F all jedo c h die �nesting�-Eigensc haften der F ermi�äc he n ur eine un tergeordnete Rol-

le spielen, ist ein ähnlic hes Ergebnis zu erw arten wie für die zylindrisc he F ermi�äc he mit

en tsprec hender c-A c hsen-Disp ersion, und es soll hier auf die aufw ändige Herleitung einer

Gewic h tsfunktion für diesen F all v erzic h tet w erden.

Sc hlieÿlic h soll no c h die Zustandsdic h te für ein dreidimensionales �tigh t binding�-Mo dell mit

einer Energiedisp ersion der F orm � k = 2 t (coskx a + cosky a + coskza) � � F b erec hnet w er-

den. Dab ei soll ein F all b etrac h tet w erden, b ei dem das Magnetfeld parallel zur kz -A c hse

der F ermi�äc he anliegt. Die Gewic h tsfunktion b erec hnet sic h dann analog zum zw eidimen-

sionalen �tigh t binding�-Mo dell als

gF (s) =
1
N

Z

BZ

d3k
(2� )3

1
j~vF j

� (� k )�
�

s �
j� k j
�

�

=
8
N

Z 0

� �=a
dkx

Z 0

� �=a
dky

Z :�=a

0
dkz

1
(2� )2a

1

�vF

q
sin2 kx a + sin 2 ky a + sin 2 kz a

� � (coskx a + cosky a + coskza � 3A) �
�

s �
q

sin2 kx a + sin 2 ky a
�

Wiederum k ann die In tegration un ter Einführung v on x = coskx a, y = cosky a und z =
coskza v ereinfac h t w erden und man erhält

gF (s) =
1
N

8
(2� )3a3

Z 1

� 1

dx
p

1 � x2

Z 1

� 1

dy
p

1 � y2

Z 1

� 1

dz
p

1 � z2

1

�vF

p
3 � x2 � y2 � z2

� � (x + y + z � 3A) �
�

s �
p

2 � x2 � y2
�

=
1
N

8
(2� )3a3 �vF

Z 1

� 1

dx
p

1 � x2

Z 1

� 1

dy
p

1 � y2

� (1 � 3A + x + y)
q

1 � (3A � x � y)2

�
�

s �
p

2 � x2 � y2
�

q
3 � x2 � y2 � (3A � x � y)2

=
1
N

8
(2� )3a3 �vF

Z 1

� 1

dx
p

1 � x2

Z 1

� 1

dy
p

1 � y2

� (1 � 3A + x + y)
q

1 � (3A � x � y)2

�
�
2 � x2 � s2

�

q
s2 + 1 � (3A � x � y)2

�
s

jyj
[� (y � y0) + � (y + y0)]

mit y0 =
p

2 � x2 � s2
. Führt man n un no c h die In tegration üb er y aus, so sc hreibt sic h die
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Abbildung 3.12: Die Gewic h tsfunktion und die Quasiteilc hen-Zustandsdic h te für ein zw ei-

dimensionales �tigh t binding�-Mo dell mit un tersc hiedlic h stark em �nesting� der F ermi�äc he.

V on ob en nac h un ten wurde der P arameter A = � F
4t zu A = 0 ; 05 ( a ), A = 0 ; 5 ( b ) und

A = 0 ; 9 ( c ) gew ählt, der Inset zeigt jew eils die zugehörige F orm des F ermi�äc hensc hnitts.

Rec h ts sind jew eils die zugehörigen Quasiteilc hen-Zustandsdic h ten für Magnetfelder v on

B = 0 ; 1Bc2 , B = 0 ; 3Bc2 und B = 0 ; 5Bc2 gezeigt.
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Gewic h tsfunktion sc hlieÿlic h in in tegraler F orm als

gF (s) =
1
N

8s
(2� )3a3 �vF

Z 1

� 1
dx

�
�
x2 + s2 � 1

�
�

�
2 � x2 � s2

�

p
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p
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p
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2

6
6
4

� (1� 3A + x +
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q

1� (3A � x �
p

2� x 2 � s2 )2
q

s2 +1 � (3A � x �
p
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mit einer jew eils zu b estimmenden Normierungsk onstan ten N . Die Ergebnisse für dieses

Mo dell sind in Abbildung 3.13 zusammengestellt. Deutlic h zu erk ennen ist, dass für einen

�nesting�-P arameter v on A � 1
3 die Div ergenz der Gewic h tsfunktion b ei s = 0 zu einer Zu-

standsdic h te führt, die nahezu der Bulk-Zustandsdic h te en tspric h t, da b ei einer Mittelung die

Gewic h tung der Zustandsdic h te mit B = 0 (en tsprec hend s = 0 ) üb erwiegt. Diese Div ergenz

lässt sic h aus dem V ersc h winden der F ermigesc h windigk eit am �Ä quator� der F ermi�äc he

erklären, w as natürlic h auc h ein V ersc h winden der Pro jektion der F ermigesc h windigk eit j� k j
in der Eb ene senkrec h t zum Magnetfeld zur F olge hat. Dies ist ein E�ekt, der zu einer Di-

v ergenz des ob eren kritisc hen F elds führt � v ergleic h bar mit einer zylindrisc hen F ermi�äc he

ohne c-A c hsen Disp ersion und einem in a- b-Eb enen-Ric h tung angelegten Magnetfeld. Für

W erte v on A > 1
3 führt dagegen der lineare Anstieg v on gF (s) für kleine s zu Zustandsdic h-

ten, die sic h mehr und mehr der Zustandsdic h te einer isotrop en F ermi�äc he annähern, die

im Grenzfall A ! 1 in dem Mo dell en thalten ist (siehe Abbildung 3.13 c). Dass in diesem

F all Div ergenz und Abbruc h der Gewic h tsfunktion nic h t b ei s = 1 erfolgt, wie dies b ei der

isotrop en F ermi�äc he der F all w ar, liegt an der et w as anders erfolgten De�nition der F er-

migesc h windigk eit �vF und damit einem anders normierten P arameter � = �vF

q
eB
c . Da die

Magnetfeldstärk e ab er jew eils auf das ob ere kritisc he F eld Bc2 b ezogen ist, k ann die Nor-

mierung v on � b ei der Berec hn ung der gemittelten Quasiteilc hen-Zustandsdic h te b eliebig

gew ählt w erden � insofern die W ahl mit derjenigen k onsisten t ist, die b ei der Berec hn ung

der Gapgleic h ung getro�en wurde.

3.3 Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für den V or-

texzustand v on MgB 2

Um die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für den V ortexzustand v on Magnesiumdib orid zu

b erec hnen, m uss zuerst die Zw eiband-Gapgleic h ung im V ortexzustand gelöst w erden. Liegt

das Magnetfeld nic h t parallel zur Hauptsymmetrieac hse des Kristalls an, so m uss desw ei-

teren die k orrekte F orm des V ortexgitters durc h Minimierung der F reien Energie gefunden

w erden. Eb enso wie im Ein band-F all k ann jedo c h auc h hier für kleine T emp eraturen die

Magnetfeldabhängigk eit des P aarp oten tials annähernd durc h ein wurzelförmiges V erhalten

b esc hrieb en w erden. Erst b ei höheren T emp eraturen �ndet man deutlic he Ab w eic h ungen.

Hier steh t insb esondere das V erhalten des kleinen Gaps im � -Band sehr stark un ter dem

Ein�uss der In terband-P aarungsw ec hselwirkung, die in die Auÿerdiagonalein träge der K opp-

lungsmatrix � �� 0
eingeh t. Daher ist es sinn v oll, mit � = � �� � � �

� + � � �
ein Maÿ für die K opplungs-

stärk e einzuführen, wie es die Autoren v on [19 ] nahe legen. Dab ei en tspric h t � = 0 einem

V ersc h winden der In terbandk opplung, w ährend � = 0 ; 5 eine maximale In terbandk opplung

b esc hreibt. Ganz ohne In terbandk opplung ( � = 0 ) würde das kleinere Gap b ei einer en tspre-

c hend niedrigeren Üb ergangstemp eratur T ( � )
c = 2� ( � )

0 =3; 53 v ersc h winden als das gröÿere

Gap. Daraus resultiert, dass b ei einer n ur sehr sc h w ac hen In terbandk opplung das kleinere

Gap zwisc hen der kritisc hen T emp eratur des Gesam tsystems und der zu seinem W ert k orre-

sp ondierenden kritisc hen T emp eratur mehr o der w eniger stark un terdrüc kt ist und es damit
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Abbildung 3.13: Die Gewic h tsfunktion und die Quasiteilc hen-Zustandsdic h te für ein dreidi-

mensionales �tigh t binding�-Mo dell mit un tersc hiedlic h stark em �nesting� der F ermi�äc hen.

Der �nesting�-P arameter A = � F
6t wurde v on A = 1

3 ( a ) üb er A = 1
2 ( b ) bis A = 14

15
( c ) v ariiert, der Inset zeigt jew eils die zugehörige F orm der F ermi�äc he. Rec h ts sind die

Quasiteilc hen-Zustandsdic h ten für die links angegeb en F ermi�äc hen für Magnetfelder v on

B = 0 ; 1Bc2 , B = 0 ; 3Bc2 und B = 0 ; 5Bc2 b erec hnet.
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
B•Bc2

c

0

0.5

1

1.5

2

D
•T

c
b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
B•Bc2

c

0

0.5

1

1.5

2

D
•T

c

Abbildung 3.14: Die Magnetfeldabhängigk eit der P aarp oten tialamplituden im � -Band (blau)

und im � -Band (rot) v on Magnesiumdib orid, b erec hnet mit un tersc hiedlic hen In terband-

k opplungsstärk en: Für ( a ) wurde eine sc h w ac he In terbandk opplungsstärk e v on � = 0 ; 064
angenommen (siehe [7]), für ( b ) eine stärk ere In terbandk opplungsstärk e v on � = 0 ; 121 (sie-

he [19 ]). Ein deutlic her Un tersc hied ist b ei dem V erhältnis der zw ei P aarp oten tialamplituden

b ei B = 0 erk enn bar, im ersten F all ist c0(� = 0 ; 064) = � ( � )

� ( � ) = 3 ; 05 gegeb en, im zw eiten

F all ergibt sic h c0(� = 0 ; 121) = 2; 37. In b eiden Fällen ist eine wurzelförmige Näherung der

Magnetfeldabhängigk eit des P aarp oten tials (gestric helt) angegeb en.

stark e Ab w eic h ungen v on der �klassisc hen� T emp eraturabhängigk eit aufw eist. Für niedrige

T emp eraturen sind diese Ab w eic h ungen jedo c h n ur gering und hier liefert eine wurzelförmige

Näherung der Magnetfeldabhängigk eit hinreic hend gute Ergebnisse (siehe Abbildung 3.14).

Die Matrix � �� 0
ist aus Bandstrukturrec hn ungen b ek ann t und wurde v on Liu et al. in [7 ] zu

� �� = 0 ; 959, � �� = 0 ; 222, � �� = 0 ; 163 und � �� = 0 ; 278 b erec hnet. Daraus ergeb en sic h die

Eigen w erte der Matrix zu � + = 1 ; 008 und � � = 0 ; 228 so wie eine In terbandk opplungsstärk e

v on � = 0 ; 064. Für die Berec hn ung der P aarp oten tialamplituden so wie der Zustandsdic h ten

in dieser Arb eit wurde neb en der v on Liu et al. v orgesc hlagenen K opplungsmatrix jedo c h

no c h eine w eitere K opplungsmatrix b erüc ksic h tigt, die un ter Beib ehaltung der Eigen w erte

v on � �� 0
und durc h eine höhere In terbandk opplungsstärk e v on � = 0 ; 121 gew onnen wurde.

Diese � �� 0
-Matrix erhalten Dahm und Sc hop ohl in [19 ] durc h eine Anpassung ihrer Theorie

an die gemessene Anisotropie des ob eren kritisc hen F elds durc h Ly ard et al. [18 ] (v ergleic he

Abbildung 1.3). Die K opplungsmatrix sc hreibt sic h in diesem F all als

� �� 0 =
�

0; 914 0; 297
0; 218 0; 322

�

In den Abbildungen 3.15 a) bis f ) sind die Ergebnisse, die mit den b eiden Mo dellannahmen

b erec hnet wurden, gegen üb ergestellt. Dab ei m uss b ei der Berec hn ung der Zustandsdic h te

und der Gapamplitude im V ortexzustand für den Zw eiband-F all b erüc ksic h tigt w erden, dass

die F ermigesc h windigk eiten in den un tersc hiedlic hen Bändern v ersc hieden sein k önnen. Für

den v orliegenden F all v on Magnesiumdib orid wurde die F ermigesc h windigk eit im � -Band als

v( � )
F = 4 ; 4 � 105 m

s und im � -Band als v( � )
F = 8 ; 2 � 105 m

s angesetzt (siehe [7 ]). Für ein Ma-

gnetfeld in c-A c hsen-Ric h tung des Kristalls gen ügt das un v erzerrte Abrik oso v-V ortexgitter

zur Besc hreibung des Grundzustands des P aarp oten tials, und die Zustandsdic h te b erec hnet

sic h als

N (E; B ) = N ( � )
0 Re

hD
g( � ) (� iE; ~kF )

E

�

i
+ N ( � )

0 Re

hD
g( � ) (� iE; ~kF )

E

�

i
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3.3. Die räumlic h gemittelte Zustandsdic h te für den V ortexzustand v on MgB 2

w ob ei g( � ) (� iE; ~kF ) und g( � ) (� iE; ~kF ) gemäÿ Gleic h ung (2.7) analytisc h b erec hnet w er-

den k önnen. Dab ei k ann die F ermi�äc henmittelung im � -Band un ter V erw endung der Ge-

wic h tsfunktion (3.2) erfolgen, w ob ei die Magnetfeldabhängigk eit üb er � ( � ) = v( � )
F

q
eB
c und

� ( � ) = v( � )
F

q
eB
c mit v( � )

F 6= v( � )
F in die Berec hn ung eingeh t. In Abbildung 3.15 a) und b) ist

das Quasiteilc hensp ektrum für Magnesiumdib orid, normiert auf N0 = N ( � )
0 + N ( � )

0 , gezeigt.

Dab ei b erec hnet sic h das Gewic h t der Zustandsdic h te des � -Bandes als w� = N ( � )
0

N ( � )
0 + N ( � )

0

=
1

� +1 = 0 ; 577 und das der Zustandsdic h te des � -Bandes als w� = 1 � w� = 0 ; 423. Sofort

zu erk ennen ist das deutlic h rasc here V ersc h winden des P eaks an der Gapk an te im � -Band

im V ergleic h zum P eak an der Gapk an te im � -Band, ein E�ekt, der auf die un tersc hiedlic he

top ologisc he Struktur der zw ei F ermi�äc hen zurüc kzuführen ist. Ein V ergleic h der Zustands-

dic h te b ei E = 0 als F unktion des Magnetfelds mit gemessenen W erten durc h Bouquet et

al. zeigt, dass die Annahme einer stärk eren In terbandk opplung � = 0 ; 121 zu einer b esseren

Üb ereinstimm ung führt als die Berec hn ungen mit einer niedrigeren In terbandk opplungs-

stärk e v on � = 0 ; 064, wie sie aus den Bandstrukturrec hn ungen v orausgesagt wurde. Ist

die T emp eratur- und Magnetfeldabhängigk eit der P aarp oten tialamplituden so wie der Qua-

siteilc henzustandsdic h ten b ek ann t, so k ann zudem die sp ezi�sc he Wärme des elektronisc hen

Systems im Rahmen der analytisc hen Näherung b erec hnet w erden als

Cs � Cn = � T
X

�

Z ! c

0

(
� E 2

2T 3
1

cosh2 ( !
2T ) N ( � ) (E )

+
�

E
T tanh E

2T � 2 ln
�
2 cosh E

2T

��
@T N ( � ) (E )

)

dE

w ob ei @T N ( � ) (E ) gegeb en ist als

@T N ( � ) (E ) =

*

�
P ( � )

� (� iE; j� k j)
q

1 + P ( � )
� (� iE; j� k j)

3

@T � ( � )

� ( � )

+

�

Die T atsac he, dass allein die P aarp oten tialamplitude eine T emp eraturabhängigk eit aufw eist,

so wie die V erw endung der Stationaritätsb edingung des Druc kfunktionals führt zu einem

V ersc h winden aller gek opp elter T erme und zu einer einfac hen additiv en Üb erlagerung der

An teile der sp ezi�sc hen Wärme für T eilc hen aus dem � -Band und T eilc hen aus dem � -Band.

Die Ergebnisse dieser Rec hn ungen sind in Abbildung 3.15 e) und f ) für die zw ei v ersc hiedenen

In terbandk opplungsstärk en � = 0 ; 064 und � = 0 ; 121 einander gegen üb ergestellt.

Gleic hermaÿen k önnen die P aarp oten tialamplituden und die Quasiteilc henzustandsdic h ten

auc h für ein Magnetfeld in der a- b-Eb ene des Kristalls b erec hnet w erden. Hierb ei ist zu

b eac h ten, dass das V ortexgitter aufgrund der Anisotropie der F ermigesc h windigk eitsk om-

p onen te in der Eb ene senkrec h t zum Magnetfeld seine F orm ändert. Dab ei m uss der V er-

zerrungsparameter � als F unktion des Magnetfelds aus der Minimierung der F reien Energie

� wie im v orangegangenen Absc hnitt b esc hrieb en � b erec hnet w erden. Der W ert für � b ei

B = Bc2 wurde sc hon v on Dahm und Sc hop ohl in [19 ] durc h Maximierung v on Bc2 zu

� = 1
2 ln � c abgesc hätzt, da hier eine Dominanz des � -Bandes v erm utet wurde. Diese V erm u-

tung b estätigt sic h, jedo c h w äc hst für sehr niedrige Magnetfelder der Ein�uss des � -Bandes

zusehends und der V erzerrungsparameter � ändert � im Rahmen der analytisc hen Näherung

nac h P esc h b erec hnet � für B ! 0 sogar sein V orzeic hen (siehe Abbildung 3.16 a) und v er-

gleic he mit Abbildung 3.9). Die Magnetfeldabhängigk eiten der P aarp oten tialamplituden im

� - und im � -Band w eisen eine stark e Ab w eic h ung v on dem einfac hen wurzelförmigen V erhal-

ten auf. Man �ndet für kleine Magnetfelder eine rasc he Un terdrüc kung der Gapamplituden

v on den Maximalw erten b ei B = 0 , die auf ein w eit niedrigeres Bc2 � k orresp ondierend zur

halbtorusförmigen F ermi�äc he � hindeutet (Abbildung 3.16 b). Für gröÿere Magnetfelder
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Abbildung 3.15: V ersc hiedene Ergebnisse der analytisc hen Näherung für un tersc hiedlic he

K opplungsstärk en: links für � = 0 ; 064 und rec h ts für � = 0 ; 121. In ( a ) und ( b ) ist das

gemittelte Quasiteilc hensp ektrum für B = 0 so wie im V ortexzustand v on Magnesiumdib orid

für drei v ersc hiedene Magnetfelder B = 0 ; 1B c
c2 , B = 0 ; 3B c

c2 und B = 0 ; 5B c
c2 gezeigt.

In ( c ) und ( d ) ist die gemittelte Quasiteilc hen-Zustandsdic h te b ei E = 0 als F unktion

des Magnetfelds aufgetragen, w ob ei die Ergebnisse der Rec hn ungen mit den Messungen

v on Bouquet et al. [38 ] v erglic hen w erden und hierfür das ob ere kritisc he Magnetfeld zu

B c
c2 = 4 ; 2T angenommen wurde (siehe auc h [39 ]). In ( e ) und ( f ) ist sc hlieÿlic h die sp ezi�sc he

Wärme des elektronisc hen Systems für B = 0 gezeigt, so wie im V ortexzustand für B =
0; 1B c

c2 , B = 0 ; 3B c
c2 und B = 0 ; 5B c

c2 .
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3.4. Das ob ere kritisc he Magnetfeld im saub eren und im sc hm utzigen Grenzfall

erk enn t man jedo c h, dass das � -Band mit seinem sehr hohen Bc2 das V erhalten der P aarp o-

ten tialamplituden dominiert. Der V ergleic h der Zustandsdic h te b ei E = 0 als F unktion des

Magnetfelds (Abbildung 3.17 b) zeigt im V ergleic h zu den gemessen W erten einen deutlic h

steileren Anstieg, der durc h das rasc he V ersc h winden der Gapstruktur im � -Band-Sp ektrum

zu erklären ist (vgl. Abbildung 3.17 a). Dies k ann durc h die unzulänglic he Besc hreibung

der gemittelten Zustandsdic h te für kleine Magnetfelder im Rahmen der hier v erw endete

Näherung erklärt w erden, da diese p er K onstruktion natürlic h n ur für hohe Magnetfelder

Gültigk eit b esitzt. Für niedrige Magnetfelder spielt neb en der Resk alierung des V ortexgitters

auc h das Sc hrumpfen des V ortexcores relativ zum V ortexabstand eine b edeutende Rolle, w as

zu einer höheren Gewic h tung der Bulk-Zustandsdic h te im Auÿenraum des V ortex führt und

damit das rasc he V ersc h winden der Gapstruktur im Quasiteilc hensp ektrum b egrenzt.

3.4 Das ob ere kritisc he Magnetfeld im saub eren und im

sc hm utzigen Grenzfall

Eine der im Exp erimen t am einfac hsten zugänglic hen c harakteristisc hen Gröÿen eines Supra-

leiters im Magnetfeld ist das ob ere kritisc he Magnetfeld, b ei dem ein Üb ergang des elektro-

nisc hen Systems v on der supraleitenden in die normalleitende Phase statt�ndet. Sc hon ein

Jahr nac h der En tdec kung der supraleitenden Eigensc haften v on Magnesiumdib orid wurden

an den ersten einkristallinen Prob en dieses Materials Messungen des ob eren kritisc hen Ma-

gnetfelds v orgenommen, die eine stark temp eraturabhängige Anisotropie v on Bc2 b ezüglic h

der Ric h tung des angelegten magnetisc hen F elds aufwiesen [18 , 40 ]. Diese T emp eraturabhän-

gigk eit der Anisotropie k ann im Rahmen eines Zw eiband-Mo dells un ter Berüc ksic h tigung der

en tsprec henden F ermi�äc hengeometrien sc hlüssig erklärt w erden, wie Dahm und Sc hop ohl

für den saub eren Grenzfall in [19 ] und Golub o v und K oshelev für den sc hm utzigen Grenzfall

in [41] zeigen k onn ten. Da die Gröÿe des ob eren kritisc hen F elds als F unktion der T emp e-

ratur eine Sc hlüsselfunktion b eim V erständnis des V ortexzustands v on MgB 2 spielt, soll im

folgenden die Herleitung der Ausdrüc k e für den saub eren wie den sc hm utzigen Grenzfall

kurz skizziert w erden, wie sie in [19 ] bzw. ausführlic her im Anhang v on [2] (für den saub eren

Grenzfall) und in [33 ] (für den sc hm utzigen Grenzfall) b erec hnet wurden. Beide k önnen aus

der linearisierten Selbstk onsistenzgleic h ung für das P aarp oten tials b erec hnet w erden. Für

den saub eren Grenzfall k ann die Gapgleic h ung (2.10) in der Umgebung des Phasen üb er-

gangs b ei Bc2 un ter V ernac hlässigung quadratisc her T erme in � ( � )
, d.h mit g( � ) (!; ~kF ) � 1,

folgendermaÿen gesc hrieb en w erden:

� ( � ) =
X

� 0

� �� 0

�
1

� +
� ln

T
Tc

� l � 0(Bc2; T )
�

� ( � 0)
(3.3)

w ob ei l � unabhängig v on � ( � )
n ur no c h eine F unktion des ob eren kritisc hen F elds und der

T emp eratur ist:

l � (Bc2; T ) = 2 �T
X

0<� n < 1

1
� n

�
1 �

Dp
�z ( � ) w

�
iz ( � )

�E

F S �

�

Un ter V erw endung der folgenden Iden titäten, die für � n > 0 gelten

1
� n

=
Z 1

0
e� s� n ds;

p
�

� n
zw (iz ) =

Z 1

0
e� 1

8 j � k j 2 s2 � � n sds; mit z =

p
2� n

j� k j
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Abbildung 3.16: a ) Der V erzerrungsparameter � des V ortexgitters als F unktion des Magnet-

felds für Magnesiumdib orid. Die Insets zeigen das v erzerrte V ortexgitter für B ! 0 und

B ! Bc2 . b ) Die P aarp oten tialamplituden im � -Band (blau) und im � -Band (rot) als F unk-

tion v on B für den V ortexzustand v on MgB 2 für ein Magnetfeld in Ric h tung der a- b-Eb ene

des Kristalls.
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Abbildung 3.17: a ) Das Quasiteilc hensp ektrum im V ortexzustand v on Magnesiumdib orid

für B = 0 so wie für B = 0 ; 1B ab
c2 , B = 0 ; 3B ab

c2 und B = 0 ; 5B ab
c2 für ein Magnetfeld parallel

zur a- b-Eb ene des Kristalls. b ) Die für E = 0 als F unktion des Magnetfelds b erec hnete

Zustandsdic h te im V ergleic h zu den Messungen v on Bouquet et al. [38 ]. Dab ei wurde das

ob ere kritisc he Magnetfeld zu B ab
c2 = 22 T angenommen. Die Rec hn ungen wurden für eine

c-A c hsen-Disp ersion v on � c = 0 ; 163 und eine In terbandk opplungsstärk e v on � = 0 ; 121
durc hgeführt.
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

k ann die Summation üb er � n in ein sc hnell k on v ergen tes In tegral umgew andelt w erden und

man erhält mit u = �T s

l � (Bc2; T ) =
Z 1

0
2�T

X

0<� n < 1

 

e� s� n �
�

e� 1
8

�
�
� �

( � )
k

�
�
�

2
s2 � � n s

�

F S �

!

ds

=
Z 1

0

�
1 � e� 1

8
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�
� � ( � )
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�
�
�
2

s2
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F S �

2�T
X
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e� s� n ds

=
Z 1
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�
1 � e� 1

8� 2 T 2

�
�
� � ( � )

k

�
�
�

2
u2

�

F S �

2e� u

1 � e� 2u du

und damit den Ausdruc k v on Dahm und Sc hop ohl in [19 ]:

l � (Bc2; T ) =
Z 1

0

du
sinhu

�
1 � e� u 2

8� 2 T 2

�
�
� � ( � )

k

�
�
�
2
�

F S �

Für ein Magnetfeld parallel zur a- b-Eb enen Ric h tung des Kristalls m uss b ei der F estlegung

v on

�
�
� � ( � )

k

�
�
� auc h der V erzerrungsparameter � b erüc ksic h tigt w erden, der, wie in den v oran-

gegangenen Absc hnitten erklärt wurde, die zw ei K omp onen ten der F ermigesc h windigk eit in�
�
� � ( � )

k

�
�
� sk aliert. Dab ei k ann � hier aus einer Maximierungsb edingung des ob eren kritisc hen

F elds b estimm t w erden, und es m uss nic h t die Di�erenz der F reien Energie b erec hnet w erden

� die hier ob endrein zusammen mit � v ersc h windet. Das ob ere kritisc he Magnetfeld �ndet

man n un aus der Bedingung, dass der gröÿte Eigen w ert v on Gleic h ung (3.3) gleic h eins wird.

Dies führt auf die folgende Bestimm ungsgleic h ung v on Bc2 :

(1 � � )l � + �l � + ln
T
Tc

= �
� + � �

� + � � �

�
ln

T
Tc

+ l �

� �
ln

T
Tc

+ l �

�
(3.4)

In Abbildung 3.18 sind die Ergebnisse der Berec hn ung des ob eren kritisc hen Magnetfelds

in c-A c hsen-Ric h tung und in a- b-Eb enen-Ric h tung für zw ei un tersc hiedlic he In terbandk opp-

lungsstärk en � gegen üb ergestellt (vgl. [19 ]).

Gleic hermaÿen k ann auc h ein Ausdruc k für das ob ere kritisc he F eld im sc hm utzigen Grenzfall

b erec hnet w erden (siehe [33 ]). Hier m uss v on der linearisierten Usadel-Gleic h ung ausgegan-

gen w erden, die sic h mit g( �; 0) � sign (� n ) und für � n > 0 folgendermaÿen sc hreib en lässt

2

4� n �
1
2

X

l;m

D ( � )
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�
@l � i

2e
c

A l

� �
@m � i

2e
c

Am

�
3

5 f ( �; 0) = � ( � )

Aufgelöst nac h f ( �; 0)
k ann dieser Ausdruc k in die Gapgleic h ung eingesetzt w erden, und man

erhält

� ( � ) (~r) =
X

� 0

� �� 0

" �
1

� +
� ln

T
Tc

�
� ( � 0) (~r) + 2 �T

X

0<� n < 1

f ( � 0;0) (~r) �
� ( � 0) (~r)

� n

#

Mit dem Abrik oso v-V ortexgitter als Ansatz für die räumlic he V ariation des P aarp oten tials

� ( � ) (~r) = � ( � )  �
� (~r) und nac h Multiplik ation mit  �

� un ter V erw endung des Sk alarpro dukts

h� � � ; � � � i C �
nimm t die Gapgleic h ung die folgende F orm an
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� �� 0

" �
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Abbildung 3.18: Das ob ere kritisc he Magnetfeld als F unktion der T emp eratur, b erec hnet im

saub eren Grenzfall für zw ei v ersc hiedene P arametersätze mit � = 0 ; 064 ( a ) und � = 0 ; 121
( b ). Gezeigt ist das ob ere kritisc he Magnetfeld in a- b-Eb enen-Ric h tung (blau) und in c-

A c hsen-Ric h tung (rot). Der Inset zeigt jew eils das Anisotropiev erhältnis �( T ) = B ab
c 2 (T )

B c
c 2 (T ) .
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3. Der V ortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

w ob ei v erw endet wurde, dass nac h De�nition gilt h �
� ;  �

� i C �
=

D
 � y

� (~r) �
� (~r)

E

C �

= 1 . Un ter

Einführung v on

l � (Bc2; T ) = 2 �T
X

0<� n < 1

1
� n

�
1 �

� n

� ( � )

D
 �

� ; f ( �; 0)
E

C �

�

k ann die Gleic h ung auf die gleic he F orm gebrac h t w erden wie die Gapgleic h ung im saub eren

Grenzfall (3.3). Jedo c h m uss no c h der obige Ausdruc k l � (Bc2; T ) un ter V erw endung der

linearisierten Usadel-Gleic h ung b erec hnet w erden. Dafür soll der Op erator

L̂ ( � ) = � n �
1
2

X

l;m

D ( � )
lm

�
@l � i

2e
c

A l

� �
@m � i

2e
c

Am

�

un ter V erw endung der sc hon in Absc hnitt 2.2 eingeführten Auf- und Absteigeop eratoren b
und by

bzw. der in Absc hnitt 3.2.2 de�nierten mo di�zierten Op eratoren 
 und 
 y
gesc hrieb en

w erden. Zuerst k ann die eic hin v arian te Ableitung @l � i 2e
c A l durc h die Op eratoren b und by

ausgedrüc kt w erden. Hier erhält man

@1 � i
2e
c

A1 =

r
eB
c

�
b� by�

; @2 � i
2e
c

A2 = � i

r
eB
c

�
b+ by�

; @3 � i
2e
c

A3 = 0

w as un ter V erw endung v on b = u
 + v
 y
und by = u
 y + v
 so wie u+ v = e�

und u � v = e� �

gesc hrieb en w erden k ann als
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2e
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r
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2e
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Damit lässt sic h der Op erator L̂ ( � )
in die folgende F orm bringen
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b erec hnet w erden. Nac h Ordn ungen v on 
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 y
sortiert und zusammengefasst ergibt sic h

daraus für L̂ ( � )
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w ob ei � 2
� und � 2

� gegeb en sind als

� 2
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11 e� 2� + D ( � )
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22 e2� � D ( � )
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Nun k ann die anomale Greensc he F unktion f ( �; 0)
durc h In v ertierung des Op erators L̂ ( � )

b erec hnet w erden als

f ( �; 0) (~r) =
Z 1

0
ds e� sL̂ ( � )

� ( � ) (~r)

und daraus ergibt sic h der für die Berec hn ung v on Bc2 im sc hm utzigen Limes relev an te

räumlic he Mittelw ert als

1
� ( � )

D
 �

� ; f ( �; 0)
E

C �

=
Z 1

0
ds

D
 �

� ; e� sL̂ ( � )
 �

�

E

C �

=
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(3.5)
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mit

a+ = �
eB
c

� 2
� ; a0 = � 2

eB
c

� 2
� ; a� = �

eB
c

�� 2
�

und un ter Einführung der Op eratoren K + , K 0 und K � als

K + =
1
2

�

 y� 2

; K 0 =
1
4

�
2
 y
 + 1

�
; K � =

1
2


 2

Um die Wirkung des Op erators exp [s (a+ K + + a0K 0 + a� K � )] auf den Grundzustand des

Abrik oso vgitters b erec hnen zu k önnen, ist es sinn v oll, die Summe im Argumen t des Exp o-

nen tialop erators in ein Pro dukt aus einzelnen Exp onen tialop eratoren zu zerlegen und diese

einzeln anzu w enden. Dafür k ann v erw endet w erden, dass die so de�nierten Op eratoren K + ,

K 0 und K � die K omm utatoreigensc haften der Lie-Grupp e SU(1; 1) erfüllen (siehe [33 ]), d.h.

[K � ; K + ] = 2 K 0; [K 0; K + ] = K + ; [K 0; K � ] = � K �

w as un ter V erw endung der K omm utatoreigensc haft

�

; 
 y

�
= 1 leic h t nac hgerec hnet w erden

k ann. Un ter Einführung v on drei no c h un b ek ann ten F unktion b+ (s) , b0(s) und b� (s) k ann

der Exp onen tialop erator formal zerlegt w erden in

es(a+ K + + a0 K 0 + a � K � ) = eb+ (s)K + eb0 (s)K 0 eb� (s)K �
(3.6)

Die Ableitung der obigen Gleic h ung nac h s und die Multiplik ation des in v ersen Exp onen tial-

op erators v on rec h ts führt un ter V erw endung v on Standardtec hnik en der Op eratoralgebra

auf die folgenden drei gek opp elten Di�eren tialgleic h ungen für b+ (s) , b0(s) und b� (s) (siehe

[33 ]):

a� � e� b0 (s) b0
� (s) = 0

a0 � b0
0(s) + 2 b+ (s)e� b0 (s) b0

� (s) = 0

a+ � b0
+ (s) + b+ (s)b0

0(s) � [b+ (s)]2 e� b0 (s) b0
� (s) = 0

mit den aus der Op eratoriden tität (3.6) folgenden Randb edingungen

lim
s! 0

a+ (s) = lim
s! 0

a0(s) = lim
s! 0

a� (s) = 0

Un ter V erw endung der ersten zw ei Gleic h ungen k önnen in der dritten Gleic h ung b� (s) und

b0(s) eliminiert w erden und man erhält eine Di�eren tialgleic h ung v om Riccati-T yp für b+ (s)
als

b0
+ (s) � a0b+ (s) � a� [b+ (s)]2 = a+

Diese Di�eren tialgleic h ung b esitzt für die ob en angegeb enen Randb edingungen die Lösung

b+ (s) =
a+

W
1

coth(W s) � a0
2W

mit dem P arameter W =
p

a2
0=4 � a+ a� . Nun k önnen auc h die Lösungen für b0(s) und

b� (s) un ter V erw endung v on b+ (s) durc h einfac he In tegration gew onnen w erden und man

erhält

b0(s) = 2 W s � 2 ln
� �

1 �
a0

2W

� e2W s � 1
2

+ 1
�

und w eiter

b� (s) =
a�

W
1

coth(W s) � a0
2W
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Damit k ann n un der räumlic he Mittelw ert in Gleic h ung (3.5) un ter V erw endung v on 
 �
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b erec hnet w erden als
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Nun k ann mit a0 und W so wie un ter V erw endung der Iden tität

1
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=
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0 e� s� n ds die Lösung

für l � (Bc2; T ) im sc hm utzigen Grenzfall angegeb en w erden als
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und nac h Ausführung der Summation üb er � n und mit u = �T s erhält man:
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Eingesetzt in Gleic h ung (3.4) k ann so das ob ere kritisc he F eld im sc hm utzigen Grenzfall

b erec hnet w erden. Für Magnesiumdib orid k önnen die normierten Di�usionsk onstan ten D̂ ( � )
lm

un ter Berüc ksic h tigung der k orrekten F ermi�äc hengeometrie b estimm t w erden zu:
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Abbildung 3.19: Das ob ere kritisc he Magnetfeld als F unktion der T emp eratur im sc hm utzi-

gen Grenzfall. Die durc hgezogenen Linien zeigen Rec hn ungen für das ob ere kritisc he F eld in

der a- b-Eb ene B ab
c2 (blau) und für das ob ere kritisc he F eld parallel zur c-A c hse des Kristalls

B c
c2 (rot). Die Streuzeiten � ( �;lm )

tr wurden derart angepasst, dass eine möglic hst gute Üb er-

einstimm ung mit den exp erimen tellen Daten v on Ly ard et al. [18 ] (blaue und rote Punkte)

erreic h t wurde. Die T emp eratur ist in Kelvin, die Magnetfeldstärk e in T esla angegeb en. Der

Inset zeigt das Anisotropiev erhältnis � = B ab
c2 =Bc

c2 als F unktion der T emp eratur, wie es aus

den Rec hn ungen herv orgeh t.

Alle nic h tdiagonalen Elemen te der b eiden Di�usionstensoren sind Null, wie man sic h leic h t

üb erzeugen k ann. Da n ur Fälle b etrac h tet w erden sollen, b ei denen das Magnetfeld parallel

zu einer der drei Hauptac hsen des Kristalls angelegt wird, gen ügt es somit, diese vier un-

tersc hiedlic hen Di�usionsk onstan ten zu b erec hnen. In Abbildung 3.19 sind die Ergebnisse

für Bc2(T ) im sc hm utzigen Grenzfall gezeigt, w ob ei hier die exp erimen tellen Ergebnisse eine

Anisotropie der Streuzeiten � ( �;l )
tr nahe legen. Aus dem Fit der exp erimen tellen Daten v on

Ly ard et al. [18 ] wurden die Streuzeiten � ( �;l )
tr und damit die Streuraten � ( � )

lm = D̂ ( � )
lm

� ( �;lm )
tr

und

die Di�usionsk onstan ten D ( � )
lm = � ( �;lm )

tr

�
v( � )

F

� 2
D̂ ( � )

lm folgendermaÿen b estimm t:

l = x = y , � = � l = z , � = � l = x = y , � = � l = z , � = �

� ( �;ll )
tr [s] 7; 27� 10� 15 5; 32� 10� 15 2; 53� 10� 14 5; 28� 10� 14

� ( � )
ll [me V] 45; 3 3; 27 5; 98 6; 62

D ( � )
ll [m

2
/s] 7; 0 � 10� 4 2; 7 � 10� 5 3; 9 � 10� 3 1; 8 � 10� 2

w ob ei die In terbandk opplungsstärk e mit � = 0 ; 064 und die c-A c hsen-Disp ersion der zylin-

drisc hen F ermi�äc he mit � c = 0 ; 23 in Analogie zu den Ergebnissen der Bandstrukturrec h-

n ungen gew ählt wurden. Ein V ergleic h mit Di�usionsk onstan ten, die v on Heon-Jung Kim et

al. in [42 ] aus Messungen des ob eren kritisc hen F elds in Aluminium-dotiertem Magnesium-

dib orid Mg 1� x Al x B 2 extrahiert wurden, zeigt nic h t n ur eine qualitativ e, sondern im F alle

der Di�usionsk onstan ten innerhalb der a- b-Eb ene auc h quan titativ e Üb ereinstimm ung. Die

gröÿere Ab w eic h ung b ei der Berec hn ung der b eiden anderen Di�usionsk onstan ten k ann auf

die Dotierung mit Aluminium zurüc kgeführt w erden, die sic h üb erwiegend in einer Änderung

der c-A c hsen-T ransp ortgröÿen niedersc hlägt.
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Kapitel 4

Der einzelne V ortex als Mo dell

niedriger Magnetfelder

W enngleic h die räumlic he V ariation des P aarp oten tials eines T yp-I I-Supraleiters im V ortex-

zustand üb er einen w eiten Magnetfeldb ereic h durc h ein sk aliertes Abrik oso vgitter sehr gut

b esc hrieb en w erden k ann, so ist do c h für sehr niedrige Magnetfelder nahe des un teren kri-

tisc hen F elds der isolierte Einzelv ortex eine b essere Appro ximation. Wird der Abstand der

einzelnen Flusssc hläuc he so groÿ, dass das P aarp oten tial zwisc hen den V ortices seinen Bulk-

W ert annimm t und Strom und Magnetfeld hinreic hend klein w erden, so k ann der V ortex in

guter Näherung als isoliert b etrac h tet und der Ein�uss der Flusssc hläuc he un tereinander v er-

nac hlässigt w erden. Die c harakteristisc hen Eigensc haften eines isolierten V ortex sind so w ohl

für den saub eren als auc h für den sc hm utzigen Grenzfall so wie für b eliebige Störstellenk on-

zen trationen hinlänglic h un tersuc h t w orden (siehe b eispielsw eise [43 , 44 , 45 ]). Neb en der

V ariation des P aarp oten tials ist insb esondere das Auftreten v on gebundenen Quasiteilc hen-

Zuständen am Ort der Flusslinie v on b esonderem In teresse (siehe [46 , 47 ]). Dab ei �ndet man

für einen Supraleiter mit k on v en tioneller bzw. unk on v en tioneller P aarungssymmetrie eine

deutlic h un tersc hiedlic he räumlic he V ariation und Ausdehn ung der im V ortexcore gebun-

denen Zustände so wie v oneinander ab w eic hende Ausprägungen des supraleitenden Stroms

um das V ortexzen trum, der auf der Länge der Londonsc hen Eindringtiefe in den Supraleiter

hinein abfällt [31 , 48 ]. Auc h für einen Zw eiband-Supraleiter k ann man im Zusammenspiel

der zw ei un tersc hiedlic hen P aarp oten tialamplituden eine Reihe neuer und bisher nic h t un-

tersuc h ter Phänomene erw arten, die im folgenden diskutiert w erden sollen. Dab ei soll im

ersten Absc hnitt ein auf zw ei Bänder v erallgemeinerter Ginzburg-Landau-Ausdruc k disku-

tiert w erden, der einen einfac hen V ariationsansatz zur Besc hreibung der P aarp oten tialam-

plituden in der Umgebung des V ortexcores für T emp eraturen nahe Tc erlaubt. Im zw eiten

Absc hnitt sollen dann die Ergebnisse einer selbstk onsisten ten Rec hn ung für b eliebige T em-

p eraturen v orgestellt w erden, w ob ei insb esondere das P aarp oten tial und die Zustandsdic h te

in der Umgebung des V ortexcores b etrac h tet w erden. Im dritten Absc hnitt soll dann auf

das Sc hrumpfen des V ortexcores für niedrige T emp eraturen eingegangen w erden, eine An-

omalie, die im saub eren Grenzfall als Kramer-P esc h-E�ekt b ek ann t ist. Im letzten Absc hnitt

soll sc hlieÿlic h ein �gemisc h tes� Mo dell mit einem saub eren, �ballistisc hen� � -Band und ei-

nem sc hm utzigen, �di�usiv en� � -Band b etrac h tet w erden, wie es erstmals v on Esc hrig zur

Besc hreibung v on Magnesiumdib orid v orgesc hlagen wurde [49 ].

59



4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder

4.1 Die V erallgemeinerung der Ginzburg-Landau-Theorie

Nahe der kritisc hen T emp eratur k önnen aus dem F reien-Energie-F unktional der quasiklas-

sisc hen Theorie die Ginzburg-Landau-Gleic h ungen als Grenzfall abgeleitet w erden. Dab ei

ist jedo c h zu b erüc ksic h tigen, dass die quasiklassisc hen Gleic h ungen in Ordn ungen v onq
1 � T

Tc
en t wic k elt w erden, so dass alle Gröÿen, die prop ortional zur in v ersen reduzier-

ten T emp eratur v ariieren, in gleic hen Ordn ungen zusammengefasst w erden m üssen. Neb en

der P aarp oten tialamplitude �( T ) ist hierb ei insb esondere der Op erator der eic hin v arian ten

Ableitung D ( � )
� zu b erüc ksic h tigen, der eine V ariation auf der Längensk ala � 0 / 1q

1� T
T c

b esc hreibt und somit v on der gleic hen Ordn ung ist wie die P aarp oten tialamplitude �( T )
(siehe [50 , 51 ]). Im folgenden soll skizziert w erden, wie man aus der quasiklassisc hen Theo-

rie ein v erallgemeinertes Ginzburg-Landau-F unktional ableiten k ann, w ob ei der Herleitung

v on Sc hop ohl in [51 ] gefolgt wird. Bei der folgenden Rec hn ung soll v erw endet w erden, dass

�f ( � ) (!; ~kF ; ~r) = f � ( � ) (� !; ~kF ; ~r) gilt (siehe [21 ]), w ob ei die F unktion mit negativ er F requenz

f � ( � ) (� !; ~kF ; ~r) abgekürzt w erden soll als f � ( � ) (� ) . Un ter Einführung der Op eratoren der

eic hin v arian ten Ableitung

D ( � )
� = i~v( � )

F
~r +

2e
c

~v( � )
F

~A(~r); und D ( � )
+ = � i~v( � )

F
~r +

2e
c

~v( � )
F

~A(~r)

k önnen die Eilen b erger-Gleic h ungen (2.3,2.4,2.5) mit ! = � n gesc hrieb en w erden als

�
2i� n + D ( � )

�

�
f ( � ) = 2 i � ( � )g( � )

�
2i� n + D ( � )

+

�
f � ( � ) (� ) = 2 i � � ( � )g( � )

In der Umgebung der kritisc hen T emp eratur k önnen n un die F unktionen g( � )
, f ( � )

und

f � ( � ) (� ) in Ordn ungen v on D �
� � �

en t wic k elt w erden (siehe [51 ]), w ob ei j = � + � die

Ordn ung der En t wic klung angeb en soll. Für die anomalen Greensc hen F unktionen k ann die

En t wic klung gesc hrieb en w erden als

f ( � ) = f ( � )
1 + f ( � )

2 + f ( � )
3 + : : :

f � ( � ) (� ) = f � ( � )
1 (� ) + f � ( � )

2 (� ) + f � ( � )
3 (� ) + : : :

w ährend für die normale Greensc he F unktion aus Symmetriegründen die erste Ordn ung

v ersc h windet und man erhält:

g( � ) = sgn (� n ) + g( � )
2 + g( � )

3 + : : :

Setzt man die en t wic k elten F unktionen in die Eilen b erger-Gleic h ungen ein und sortiert die

passenden Ordn ungen, so ergeb en sic h die folgenden Rekursionsb ezieh ungen für die f ( � )
j ,

f � ( � )
j (� ) und g( � )

j :

2i� n f ( � )
j + D ( � )

� f ( � )
j � 1 = 2 i � ( � )g( � )

j � 1 (4.1)

2i� n f � ( � )
j (� ) + D ( � )

+ f � ( � )
j � 1 (� ) = 2 i � � ( � )g( � )

j � 1 (4.2)

Dab ei gilt für die n ullte Ordn ung

f ( � )
0 = f � ( � )

0 (� ) = 0 ; g( � )
0 = sgn (� n )
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4.1. Die V erallgemeinerung der Ginzburg-Landau-Theorie

Eingesetzt in die Normierungsb edingung erhält man:

�
sgn (� n ) + g( � )

2 + g( � )
3 + : : :

� �
sgn (� n ) + g( � )

2 + g( � )
3 + : : :

�

+
�

f ( � )
1 + f ( � )

2 + f ( � )
3 + : : :

� �
f � ( � )

1 (� ) + f � ( � )
2 (� ) + f � ( � )

3 (� ) + : : :
�

= 1

bzw. sortiert nac h passenden Ordn ungen

g( � )
2 = �

1
2

sgn (� n )f ( � )
1 f � ( � )

1 (� )

g( � )
3 = �

1
2

sgn (� n )
�

f ( � )
1 f � ( � )

2 (� ) + f ( � )
2 f � ( � )

1 (� )
�

w ob ei die n ullte Ordn ung mit [sgn (� n )]2 = 1 iden tisc h erfüllt ist. Für j = 1 k önnen die

Ergebnisse für f ( � )
1 und f � ( � )

1 (� ) direkt angegeb en w erden, wie man sie durc h Einsetzen in

die Gleic h ungen (4.1) und (4.2) erhält:

2i� n f ( � )
1 = 2 i � ( � ) g( � )

0 ) f ( � )
1 = sgn (� n )

� ( � )

� n
=

� ( � )

j� n j

2i� n f � ( � )
1 (� ) = 2 i � � ( � ) g( � )

0 ) f � ( � )
1 (� ) = sgn (� n )

� � ( � )

� n
=

� � ( � )

j� n j

Gleic hes gilt für j = 2 und damit für f ( � )
2 und f � ( � )

2 (� ) :

2i� n f ( � )
2 + D ( � )

� f ( � )
1 = 2 i � ( � ) g( � )

1 ) f ( � )
2 =

1
� n

�
� ( � ) g( � )

1 +
i
2

D ( � )
� f ( � )

1

�

2i� n f � ( � )
2 (� ) + D ( � )

+ f � ( � )
1 (� ) = 2 i � � ( � ) g( � )

1 ) f � ( � )
2 (� ) =

1
� n

�
� � ( � ) g( � )

1 +
i
2

D ( � )
+ f � ( � )

1 (� )
�

Mit dem V ersc h winden v on g( � )
1 und dem Ergebnis aus der v orangegangenen Üb erlegung für

f ( � )
1 und f � ( � )

1 (� ) eingesetzt, ergibt sic h

f ( � )
2 = i sgn (� n )D ( � )

�
� ( � )

2� 2
n

; f � ( � )
2 (� ) = i sgn (� n )D ( � )

+
� � ( � )

2� 2
n

Für g( � )
2 erhält man dagegen die explizite F orm

g( � )
2 = �

1
2

sgn (� n )f ( � )
1 f � ( � )

1 (� ) = � sgn (� n )

�
� � ( � )

�
�2

2� 2
n

Die Ausdrüc k e dritter Ordn ung f ( � )
3 und f � ( � )

3 (� ) b erec hnen sic h hingegen als:

f ( � )
3 = �

1

4 j� n j3

�
2� ( � )

�
�
� � ( � )

�
�
�
2

+
�

D ( � )
�

� 2
� ( � )

�

f � ( � )
3 (� ) = �

1

4 j� n j3

�
2� � ( � )

�
�
� � ( � )

�
�
�
2

+
�

D ( � )
+

� 2
� � ( � )

�

und g( � )
3 sc hreibt sic h

g( � )
3 = �

i

4 j� n j3

�
� ( � ) D ( � )

+ � � ( � ) + � � ( � ) D ( � )
� � ( � )

�
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder

Desw eiteren gilt für f ( � )
j , f � ( � )

j (� ) mit j � 4 die Rekursionsb ezieh ung:

f ( � )
j =

1
2i� n

�
2i � ( � )g( � )

j � 1 � D ( � )
� f ( � )

j � 1

�
; f � ( � )

j (� ) =
1

2i� n

�
2i � � ( � ) g( � )

j � 1 � D ( � )
+ f � ( � )

j � 1 (� )
�

mit

g( � )
j = �

1
2

sgn (� n )

2

4
X

2� l � j � 2

�
g( � )

j � l g
( � )
l + f ( � )

j � l f
� ( � )
l (� )

�
+ f ( � )

j � 1f � ( � )
1 (� ) + f ( � )

1 f � ( � )
j � 1 (� )

3

5

und daraus folgt

f ( � )
4 = �

i sgn (� n )

8 j� n j4

� �
D ( � )

�

� 3
� ( � ) + 2 D ( � )

�

�
� ( � )

�
�
� � ( � )

�
�
�
2
�

2
�

� ( � )
� 2 �

D ( � )
+ � � ( � )

�
+ 2

�
�
�� ( � )

�
�
�
2 �

D ( � )
� � ( � )

� �

und f � ( � )
4 (� ) en tsprec hend. Zuletzt soll no c h der T erm 4. Ordn ung g( � )

4 angegeb en w erden:

g( � )
4 =

sgn (� n )
8� 4

n

�
3

�
�
�� ( � )

�
�
�
4

+
�

D ( � )
� � ( � )

� �
D ( � )

+ � � ( � )
�

+� ( � )
� �

D ( � )
+

� 2
� � ( � )

�
+ � � ( � )

� �
D ( � )

�

� 2
� ( � )

��

Um n un ein v erallgemeinertes Ginzburg-Landau-F unktional abzuleiten, m üssen die so en t wi-

c k elten T erme in einen geeigneten Ausdruc k für das Druc kfunktional eingesetzt w erden. Um

die Summation üb er die Matsubarafrequenzen � n gesc hic kt durc hführen zu k önnen, bietet es

sic h an, anstelle das im Anhang auf mehrere Bänder v erallgemeinerte Druc kfunktional v on

Eilen b erger zu v erw enden, auf ein F unktional der F reien Energie zurüc kzugreifen, wie es v on

Sc hop ohl und T ew ordt in [51 ] durc h K opplungsk onstan ten-In tegration abgeleitet wurde. In

seiner V erallgemeinerung auf mehrere Bänder lässt es sic h sc hreib en als (w ob ei hier darauf

hingewiesen sei, dass aufgrund der ab w eic henden W ahl des V orzeic hens in der K opplungs-

k onstan ten und damit auc h in g( � )
und f ( � )

das V orzeic hen in dem Ausdruc k für die F reie

Energie hier gerade umgek ehrt ersc hein t als in dem Ausdruc k, der in [51 ] angegeb en wird):

FS =
X

�

Z
d3r N ( � )

0

Z

F S �

d
 k

4�

8
<

:
�T

Z 1=T

0

d�
�

X

j � n j <! c

� n ei� n 0+
h
g( � ) � g( � ) (� )

i
9
=

;

+
X

�;� 0

Z
d3r

Z

F S �

d
 k

4�

Z

F S � 0

d
 k 0

4�

h
� ( � ) � �

V � 1�
�� 0 � ( � 0)

i

Nun ist es sinn v oll, n ur die Di�erenz der F reien Energie des supraleitenden Zustands b ezüg-

lic h des normalleitenden Zustands zu b etrac h ten und durc h Subtraktion der en tsprec henden

T erme � wie in Anhang A.2 b esc hrieb en � die Summation üb er alle p ositiv en Matsubara-
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4.1. Die V erallgemeinerung der Ginzburg-Landau-Theorie

frequenzen auszudehnen. Dann erhält man

FS � F N =
X

�

Z
d3r N ( � )

0

Z

F S �

d
 k

4�

(

2�T
Z 1=T

0

d�
�

X

� n > 0

� n ei� n 0+

�

"

g( � ) � g( � ) (� ) � 2sgn (� n ) + sgn (� n )

�
� � ( � )

�
�2

� 2
n

#)

+
X

�;� 0

Z
d3r

Z

F S �

d
 k

4�

Z

F S � 0

d
 k 0

4�

"

� ( � ) �

 
�
V � 1�

�� 0 �
� �� 0� (~k � ~k0)N ( � )

0

� +

!

� ( � 0)

#

+ ln
T
Tc

X

�

Z
d3r

Z

F S �

d
 k

4�
N ( � )

0

�
�
� � ( � )

�
�
�
2

Nun sollen die T erme b etrac h tet w erden, die man b ei der En t wic klung v on g( � )
in Ordn ungen

v on

q
1 � T

Tc
erhalten hat. Hier gilt für die geradzahligen Ordn ungen g( � )

0 , g( � )
2 und g( � )

4 die

Symmetrierelation

g( � )
j = � g( � )

j (� )

und damit bleib en diese Ordn ungen in dem Ausdruc k für das Druc kfunktional erhalten,

w ährend für j = 3 jedo c h g( � )
j = g( � )

j (� ) und sic h somit diese T erme kürzen. Eingesetzt

in die F reie Energiedi�erenz v ersc h winden auÿerdem die T erme n ullter Ordn ung, da hier

die F reie Energie des supraleitenden mit der des normalleitenden Zustands zusammenfällt.

Desw eiteren gilt

g( � )
2 � g( � )

2 (� ) + sgn (� n )

�
� � ( � )

�
�2

� 2
n

= 0

und daher spielen � abgesehen v on den K opplungstermen und dem T erm prop ortional zu

ln T
Tc

� erst die T erme vierter Ordn ung eine Rolle. Nun gilt ab er gerade g( � )
4 � g( � )

4 (� ) /
sgn ( � n )

4� 4
n

und da der T erm ei� n 0+
eine K on v ergenz der Summe erzwingt, k ann die Reihenfolge

v on d� -In tegration und � n -Summation v ertausc h t w erden. Man erhält

Z 1=T

0

d�
�

1

j� n j3
=

Z 1=T

0
d�

� 2

j(2n + 1) � j3
=

� 3

3 j(2n + 1) � j3

�
�
�
�
�

� =1 =T

� =0

=
1

3 j� n j3

Desw eiteren k ann die Summation üb er die Matsubarafrequenzen ausgeführt w erden, und es

ergibt sic h

2�T
X

0<� n < 1

1
3� 3

n
= 2 �T

X

0<� n < 1

1
3(2n + 1) 3� 3T 3 =

2
3� 2T 2

X

0<� n < 1

1
(2n + 1) 3 =

2
3� 2T 2

7� (3)
8

Damit k ann n un die F reie Energiedi�erenz � bis zur vierten Ordn ung en t wic k elt � gesc hrieb en

w erden als

FS � F N =
X

�

Z
d3r N ( � )

0

Z

F S �

d
 k

4�
1

3� 2T 2

7� (3)
16

�
3

�
�
�� ( � )

�
�
�
4

+
�

D ( � )
� � ( � )

� �
D ( � )

+ � � ( � )
�

+� ( � )
� �

D ( � )
+

� 2
� � ( � )

�
+ � � ( � )

� �
D ( � )

�

� 2
� ( � )

��

+
X

�;� 0

Z
d3r

Z

F S �

d
 k

4�

Z

F S � 0

d
 k 0

4�

"

� ( � ) �

 
�
V � 1�

�� 0 �
� �� 0� (~k � ~k0)N ( � )

0

� +

!

� ( � 0)

#

+ ln
T
Tc

X

�

Z
d3r

Z

F S �

d
 k

4�
N ( � )

0

�
�
� � ( � )

�
�
�
2
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder

Für einen s-W ellen-Supraleiter k ann die Wink elmittelung üb er die F ermi�äc he in den zw ei

letzten Summanden sc hnell ausgeführt w erden, allein die Op eratoren D ( � )
� und D ( � )

+ im ers-

ten Summanden b enötigen eine sorgfältige Betrac h tung. Hier erhält man un ter Einführung

der K omp onen ten der eic hin v arian ten Ableitung

~D j
� = i@j +

2e
c

A j (~r); ~D j
+ = � i@j +

2e
c

A j (~r)

b eispielsw eise den folgenden F ermi�äc hen-Mittelw ert

D�
D� � ( � )

� �
D+ � ( � ) �

�E

�
=

X

j;k

D
v( � )

F;j v( � )
F;k

E

�

h
~D j

� � ( � )
i h

~Dk
+ � ( � ) �

i

Die Wink elin tegration k ann dab ei auf das Pro dukt der F ermigesc h windigk eitsk omp onen ten

üb ertragen w erden, da allein diese eine Impulsabhängigk eit b esitzen. Nun gilt ab er für die

b etrac h teten F ermi�äc hen

D
v( � )

F;j v( � )
F;k

E

�
=

� �
v( � )

F;j

� 2
�

�
� jk

solange das K o ordinatensystem en tlang der Hauptsymmetrieac hsen des Kristalls ausgeric h-

tet ist. Damit k önnen n un die folgenden Mittelw erte b erec hnet w erden

D�
D� � ( � )

� �
D+ � ( � ) �

�E

�
=

X

j

� �
v( � )

F;j

� 2
�

�

�
�
� ~D j

� � ( � )
�
�
�
2

D
� ( � )

�
D2

+ � ( � ) �
�E

�
= � ( � )

X

j

� �
v( � )

F;j

� 2
�

�

�
~D j

+

� 2
� ( � ) �

D
� ( � ) �

�
D2

� � ( � )
�E

�
= � ( � ) �

X

j

� �
v( � )

F;j

� 2
�

�

�
~D j

�

� 2
� ( � )

Sortiert man n un die Ordn ungen analog zum klassisc hen Ginzburg-Landau-F unktional, so

erhält man:

FS � F N =
Z

d3r � �

�
�
� � ( � )

�
�
�
2

+ � �
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�
� � ( � )
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� 
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+
1
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�
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�
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�
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�
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1
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� ~D j
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+
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�
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+

� 2
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1
3

K ( � )
j � ( � )

�
~D j

+

� 2
� � ( � )

+
1
3

K ( � )
j � � ( � )

�
~D j

�

� 2
� ( � ) +

1
3

K ( � )
j � � ( � )

�
~D j

�

� 2
� ( � )

mit den K onstan ten

� � = �
V��

jV j
+

N ( � )
0

� +
+ N ( � )

0 ln
T
Tc

; � � = �
V��

jV j
+

N ( � )
0

� +
+ N ( � )

0 ln
T
Tc

; 
 = �
V��

jV j

w ob ei jV j = V�� V�� � V�� V�� die Determinan te der K opplungsmatrix V�� 0
b ezeic hnet, so wie

� � =
7� (3)
8� 2T 2

c
N ( � )

0 ; K ( � )
j =

7� (3)
16� 2T 2

c
N ( � )

0

� �
v( � )

F;j

� 2
�

�

Un ter der Annahme eines In tegrationsv olumens, für das so w ohl ~n � ~A(~r) als auc h ~n � ~r �( ~r)
auf dem Rand v ersc h windet � w as z.B. b ei der Betrac h tung eines isolierten V ortex zutri�t
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4.2. Selbstk onsisten te Berec hn ung des P aarp oten tials und die lok ale Zustandsdic h te

solange die Fläc he der Prob e senkrec h t zum Magnetfeld viel gröÿer ist als � 2
L � k önnen die

drei Gradien ten terme durc h partielle In tegration no c h zusammengefasst w erden. Berüc ksic h-

tigt man auÿerdem no c h ein externes Magnetfeld, so sc hreibt sic h sc hlieÿlic h die Di�erenz

der F reien Energie des supraleitenden Zustands im Magnetfeld zur F reien Energie des nor-

malleitenden Zustands ohne Magnetfeld als

FS � F (0)
N =

Z
d3r � �

�
�
� � ( � )

�
�
�
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� � ( � )

�
�
�
2

� 

�
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+
1
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+
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+ K ( � )
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�
�
� ~D j

� � ( � )
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�
�
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+ K ( � )
j
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�
� ~D j

� � ( � )
�
�
�
2

(4.3)

+
1

8�

�
�
� rot

~A(~r)
�
�
�
2

Dieser Ausdruc k k ann im w esen tlic hen als Summe der �klassisc hen� Beiträge der zw ei Bänder

b etrac h tet w erden, ergänzt durc h einen Josephson-T erm, der für 
 6= 0 eine K opplung der

zw ei Bänder b ewirkt. Dieser Ausdruc k stimm t mit den Ergebnissen v on Zhitomirsky und Dao

üb erein, wie sie in [52 ] v erö�en tlic h t wurden. Die ob en skizzierte Herleitung des Multiband-

Ginzburg-Landau-F unktionals aus den quasiklassisc hen Gleic h ungen hat gegen üb er der Her-

leitung durc h eine V erallgemeinerung des �klassisc hen� Ginzburg-Landau-F unktionals auf

mehrere Bänder den V orteil, dass ohne gröÿeren Aufw and auc h T erme höherer Ordn ung

k orrekt mitb erüc ksic h tigt w erden k önnen und so der Gültigk eitsb ereic h des F unktionals

m ühelos erw eitert w erden k ann. Das so erhaltene Ginzburg-Landau-F unktional k ann n un

b eispielsw eise dazu v erw endet w erden, mit einem einfac hen V ariationsansatz die Coregröÿe

eines V ortex in einem Multiband-Supraleiter nahe der kritisc hen T emp eratur abzusc hätzen,

wie es in Absc hnitt 4.3 kurz skizziert w erden soll. Andererseits k önnen durc h V ariation des

F unktionals nac h � ( � ) �
bzw. nac h

~A(~r) Di�eren tialgleic h ungen zur Bestimm ung v on � ( � )

und

~j (~r) abgeleitet w erden.

4.2 Selbstk onsisten te Berec hn ung des P aarp oten tials und

die lok ale Zustandsdic h te

Zur selbstk onsisten ten Berec hn ung des P aarp oten tials in der Umgebung einer V ortexlinie

m uss die Gapgleic h ung n umerisc h iterativ gelöst w erden. Insb esondere m uss die anoma-

le Greensc he F unktion f ( � ) (~r; ~k; i� n ) als F unktion des Ortes, des Impulses und der Mat-

subarafrequenzen b erec hnet w erden. Besonders geeignet für eine n umerisc h stabile Imple-

men tierung der Eilen b erger-Gleic h ungen im saub eren Grenzfall hat sic h dab ei die Riccati-

P arametrisierung des quasiklassisc hen Propagators erwiesen, wie sie in Absc hnitt 2.3 skiz-

ziert wurde. Gleic hermaÿen k ann auc h die Zustandsdic h te durc h eine analytisc he F ortsetzung

des quasiklassisc hen Propagators auf die reelle A c hse durc h den Üb ergang v on den imagi-

nären Matsubarafrequenzen auf die reelle Energie i� n ! E + i� b erec hnet w erden. Auc h

hier sind die Riccati-Gleic h ungen durc h ihre n umerisc he Stabilität v on groÿem Nutzen. Im

sc hm utzigen Grenzfall m uss hingegen der Usadel-Propagator mit der wink elgemittelten nor-

malen Greensc hen F unktion g( �; 0) (~r; i� n ) und der wink elgemittelten anomalen Greensc hen

F unktion f ( �; 0) (~r; i� n ) b erec hnet w erden. Hierfür bietet sic h ein n umerisc hes Relaxations-

v erfahren an, wie es in Anhang C skizziert wird. Im folgenden Un terabsc hnitt soll n un kurz

das V erfahren zur selbstk onsisten ten Bestimm ung des P aarp oten tials für eine gegeb ene T em-

p eratur zuerst am Beispiel eines Ein band-Supraleiters im saub eren Grenzfall un ter Berüc k-

sic h tigung der Magnetfeld- und Strom v erteilung skizziert w erden, um dann auf die iterativ e

Lösung der Multiband-Gapgleic h ung üb erzugehen. Im zw eiten Un terabsc hnitt soll dann die

lok ale Zustandsdic h te eines Ein band-Supraleiters mit der eines Zw eiband-Supraleiters am
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder

Beispiel v on Magnesiumdib orid v erglic hen w erden. Dab ei b esc hränk en sic h die Betrac h tun-

gen auf ein Magnetfeld, das parallel zur Hauptsymmetrieac hse des Kristalls angelegt wird,

da für ein Magnetfeld in a- b-Eb enen Ric h tung des Kristalls k eine Rotationssymmetrie des

P aarp oten tials in der Umgebung des V ortexcores mehr gegeb en ist. In diesem F all m uss die

n umerisc he Berec hn ungen nic h t mehr n ur eindimensional en tlang einer radialen Linie, son-

dern auf einem zw eidimensionalen Gitter durc hgeführt w erden, w as b edeutend aufw ändiger

ist.

4.2.1 Die Berec hn ung des P aarp oten tials

Um die v ersc hiedenen ph ysik alisc hen Gröÿen in der Umgebung einer V ortexlinie k orrekt zu

b erec hnen, m üssen die Selbstk onsistenzb edingungen, die aus der Stationaritätsforderung des

F unktionals der F reien Energie herv orgehen, gleic hzeitig erfüllt sein, d.h. so w ohl das P aarp o-

ten tial als auc h der quasiklassisc he Strom m üssen gemeinsam iterativ b erec hnet w erden. Für

eine n umerisc h stabile Lösung mit Hilfe der Riccati-P arametrisierung gen ügt es, mit einer

endlic hen, w enngleic h groÿen Cut-O�-F requenz ! c und einer endlic hen, w enngleic h kleinen

W ec hselwirkungsk onstan ten V zu rec hnen und den �w eak-coupling-limes� somit no c h nic h t

v ollständig auszuführen. Damit sc hreib en sic h die Selbstk onsistenzb edingungen für einen

Ein band-Supraleiter als

�( ~r) = N0V � 2�T
X

0<� n <! c

�
2a(x)

1 + a(x)b(x)

�

F S

und

~j (~r) = � 2ieN 02�T
X

0<� n <! c

�
~vF (~kF )

1 � a(x)b(x)
1 + a(x)b(x)

�

F S

w ob ei die W ec hselwirkungsk onstan te üb er

1
N 0 V = ln 2! c e


�T c
mit der Cut-O�-F requenz und

der kritisc hen T emp eratur zusammenhängt und a(x) und b(x) aus den Riccati-Gleic h ungen

(2.11) und (2.12) als F unktionen v on Ort, Impuls und Matsubarafrequenz b erec hnet w er-

den m üssen. Da in die quasiklassisc hen Gleic h ungen neb en dem P aarp oten tial jedo c h nic h t

die Strom v erteilung sondern das V ektorp oten tial eingeh t, m uss b ei jedem Iterationssc hritt

no c h das V ektorp oten tial un ter Berüc ksic h tigung der k orrekten Randb edingungen aus der

Strom v erteilung b erec hnet w erden. Aus den Maxw ell-Gleic h ungen erhält man in der Eic h ung

div

~A = 0 die Bezieh ung

~j (~r) =
c

4�
rot rot

~A(~r) = �
c

4�
� ~A(~r)

Die Randb edingungen für

~A(~r) ergeb en sic h für den isolierten V ortex aus den folgenden

Üb erlegungen: Einerseits m uss der in der Umgebung des V ortex eingesc hlossene Fluss gerade

ein Flussquan t � 0 b etragen, andererseits m uss die eic hin v arian te Di�erenz des Phasengradi-

en ten des P aarp oten tials und des V ektorp oten tials

~r � � 2e
c

~A auf der Länge � L abgesc hirm t

sein und damit im Unendlic hen v ersc h winden:

Z

R2

~B (~r)d ~A = � 0; lim
j~r j!1

�
~r � (~r) �

2e
c

~A(~r)
�

= 0 (4.4)

Da im folgenden n ur Supraleiter mit einer isotrop en P aarw ec hselwirkung b etrac h tet w erden

sollen, m üssen alle messbaren ph ysik alisc hen Gröÿen wie Strom und Magnetfeld so wie der

Betrag des P aarp oten tials Rotationssymmetrie b ezüglic h des V ortexzen trums aufw eisen und

dürfen n ur eine radiale Abhängigk eit b esitzen. In diesem F all ist es sinn v oll, Zylinderk o ordi-

naten zur Berec hn ung dieser Gröÿen einzuführen. Damit k ann man Strom und Magnetfeld
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sc hreib en als

~j (~r) =
c

4�
rot

~B (~r) = �
c

4�
@r Bz (r )ê' ; ~B (~r) =

1
r

@r [rA ' (r )] êz

und der in einer Kreis�äc he mit Radius r um den V ortex eingesc hlossene Fluss b erec hnet

sic h zu

�( r ) = 2 �
Z r

0
dr0r 0Bz (r 0) = 2 �rA ' (r )

Durc h die einfac he Abhängigk eit zwisc hen �( r ) und A ' (r ) in dieser Geometrie und die sofort

einsic h tigen Randb edingungen für den magnetisc hen Fluss eignet sic h diese Gröÿe insb eson-

dere als Bindeglied zwisc hen Strom und V ektorp oten tial w ährend des Iterationsprozesses.

Eingesetzt in j ' (r ) = � c
4� @r Bz (r ) erhält man die folgende Di�eren tialgleic h ung für �( r )

w ob ei der quasiklassisc h b erec hnete Strom aus der v orangegangenen Iteration als Quellterm

auf der rec h ten Seite der Gleic h ung eingeh t

1
2�r 2 @r �( r ) �

1
2�r

@2
r �( r ) =

4�
c

j ' (r )

Ergänzt wird diese Di�eren tialgleic h ung durc h die Randb edingungen

lim
r ! 0

�( r ) = 0 und lim
r !1

�( r ) = � 0

Mit diesen V orgab en ist �( r ) eindeutig b estimm t und die zw ei Randb edingungen aus Glei-

c h ung (4.4) sind automatisc h erfüllt. Um die K on v ergenz zu b esc hleunigen, k ann w eiter-

hin v erw endet w erden, dass das Magnetfeld Bz (r ) für groÿe Radien r ! 1 v ersc h windet.

Da dies jedo c h im Allgemeinen nic h t in jeder Iteration gew ährleistet w erden k ann, soll die

Strom v erteilung durc h das Einführen eines Strec kungsfaktors k( i )
in jeder Iteration i als

~j (r ) = j
�
k( i ) r

�
so mo di�ziert w erden, dass das Magnetfeld in groÿer En tfern ung v om V or-

texzen trum auf Null abfällt (siehe [53 ]). Natürlic h m uss für eine w ac hsende K on v ergenz der

Lösung der Strec kungsfaktor gegen eins tendieren: lim i !1 k( i ) = 1 . Um n un eine n umerisc he

Rec hn ung durc hführen zu k önnen, m uss für alle Gröÿen eine geeignete dimensionslose F orm

un ter Einführung grundlegender c harakteristisc her P arameter gefunden w erden. Der nor-

mierte quasiklassisc he Strom k ann mit der reduzierten T emp eratur T̂ = T
Tc

folgendermaÿen

gesc hrieb en w erden

~̂j =
~j

eN0vF Tc
= 4 � T̂

X

0<� n <! c

�
v̂F

i
1 � a(x)b(x)
1 + a(x)b(x)

�

F S

Für Magnetfeld, V ektorp oten tial und magnetisc hen Fluss liegt damit die folgende dimensi-

onslose F orm ulierung nahe:

~̂B =
~B

4�
c eN0vF Tc� 0

; ~̂A =
~A

4�
c eN0vF Tc� 2

0
; �̂ =

�
4�
c eN0vF Tc� 3

0

Dab ei hängt das normierte V ektorp oten tial üb er

~̂j = � �̂ ~̂A

mit dem dimensionslosen Strom zusammen, w ob ei der normierte Laplaceop erator �̂ die

zw eiten Ableitungen nac h den dimensionslosen Ortsk o ordinaten x̂ i = x i
� 0

en thält. Betrac h tet

man n un die mo di�zierten Matsubarafrequenzen aus Gleic h ung (2.13), so erk enn t man, dass

das V ektorp oten tial hier n ur eine K orrektur in der Ordn ung

1
� 2 darstellt

i ~̂� n = i �̂ n +
1
� 2 v̂F � ~̂A
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder

w ob ei der Ginzburg-Landau-P arameter � = � L
� 0

das V erhältnis zwisc hen der Londonsc hen

Eindringtiefe � L und der K ohärenzlänge � 0 b ezeic hnet:

� 2 =
c2

4�N 0v2
F e2� 2

0
=

� 2
L

� 2
0

Dab ei wurde die Londonsc he Eindringtiefe als � L = c=
p

4�N 0v2
F e2

eingeführt. Für die so

de�nierten dimensionslosen Gröÿen k ann n un die Di�eren tialgleic h ung zur Bestimm ung des

magnetisc hen Flusses und damit des V ektorp oten tials gesc hrieb en w erden als

1
r̂ 2 @̂r �̂(^r ) �

1
r̂

@2
r̂ �̂(^r ) = 2 � ĵ ' (r̂ )

w ob ei sic h die Randb edingungen mit � 0 = vF
� 0

ergeb en als

�̂(^r = 0) = 0 ; lim
r̂ !1

�̂(^r ) = �� 2 � 0

Tc

In Abbildung 4.1 sind die Ergebnisse dieses Iterationsprozesses für v ersc hiedene T emp era-

turen dargestellt. Der Ginzburg-Landau-P arameter wurde zu � = 10 gew ählt, w as zu einer

deutlic hen T renn ung der zw ei c harakteristisc hen Längensk alen � 0 und � L führt. Als Start-

k on�guration wurde jew eils ein P aarp oten tial der F orm �̂(^ r ) = � 0
Tc

tanh
�

� o
� v

r̂
�

ei'
und ein

V ektorp oten tial als Â(r̂ ) = � 1
2 � � 0

Tc
K

�
r̂
�

�
v orgegeb en, wie es sic h mit dem v ollständigen el-

liptisc hen In tegral erster Art K (x) in den ob en eingeführten normierten Gröÿen als Lösung

der London-Gleic h ungen ergibt. Durc h den groÿen W ert v on � = 10 , der in den Ho c h-

T emp eratur-Supraleitern sogar no c h eine Gröÿenordn ung höher liegen k ann, ist der Ein�uss

des V ektorp oten tials auf die Berec hn ung der Gapamplitude, der allein durc h die K orrek-

tur der Matsubarafrequenzen in die Riccati-Gleic h ungen eingeh t, n ur gering. Deutlic h zu

erk ennen sind in Abbildung 4.1 die zw ei un tersc hiedlic hen Längensk alen b eim V ergleic h v on

P aarp oten tial und Magnetfeld: Während das P aarp oten tial in et w a auf der Längensk ala

der K ohärenzlänge � 0 v ariiert, wird das Magnetfeld auf der w eitaus gröÿeren Längensk ala

� L abgesc hirm t. Dab ei w äc hst � L mit w ac hsender T emp eratur und div ergiert für T ! Tc .

Die Abnahme des Maximalw ertes v on B (r ) b ei r = 0 für w ac hsende T emp eratur impliziert

zusammen mit �( r ! 1 ) = � 0 , dass sic h der Abfall v on B (r ) auf einer w ac hsenden Län-

gensk ala abspielen m uss, die Kurv ensc har v on B (r ) für v ersc hiedene T emp eraturen sc hneidet

sic h infolgedessen auÿerhalb des in der Abbildung dargestellten Bereic hs. Der V erlauf des

quasiklassisc hen Stroms hingegen w eist b eide Längensk alen auf: Er erreic h t sein Maxim um

auf der Sk ala der K ohärenzlänge � 0 w ährend er für groÿe Abstände v om V ortexzen trum in

der Gröÿenordn ung v on � L abfällt. Eb enso wie b eim Magnetfeld �sc hmiert� auc h der P eak

der Strom v erteilung mit w ac hsender T emp eratur zusehends aus. Die lok ale Zustandsdic h-

te N (E) ist sc hlieÿlic h eine Gröÿe, die für hohe W erte v on � allein v on dem V erlauf des

P aarp oten tials abhängt und damit n ur im Bereic h v on � 0 deutlic h v ariiert.

Für einen Multiband-Supraleiter k önnen die Selbstk onsistenzgleic h ungen zur Berec hn ung

v on P aarp oten tial und Strom grundsätzlic h nac h dem gleic hen Sc hema b erec hnet w erden

wie im Ein band-Supraleiter. In teressiert man sic h jedo c h n ur für den V erlauf des P aarp oten-

tials, bzw. der Zustandsdic h te für ein Material mit � � 1, so k ann auf die selbstk onsisten te

Berec hn ung des Stroms v erzic h tet w erden, da dieser üb er das V ektorp oten tial n ur kleine K or-

rekturen der Ordn ung

1
� 2 b eisteuert. In diesem F all m uss allein die Multiband-Gapgleic h ung

iterativ gelöst w erden. Diese sc hreibt sic h für eine endlic he Cut-O�-F requenz im saub eren

Grenzfall als

� ( � ) (~r) =
X

� 0

� �� 02�T
X

0<� n <! c

D
f ( � 0)

�
� n ;~kF ; ~r

�E

F S � 0

(4.5)
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Abbildung 4.1: Die c harakteristisc hen Gröÿen zur Besc hreibung eines isolierten V ortex b ei

r = 0 , b erec hnet für einen k on v en tionellen Ein band-Supraleiter mit zylindrisc her F ermi�äc he

und Magnetfeld in c-A c hsen-Ric h tung im saub eren Grenzfall: Das P aarp oten tial �( r )=Tc ( a ),

das Magnetfeld B̂ (r ) ( b ), der quasiklassisc he Strom ĵ (r ) ( c ) und die lok ale Quasiteilc henzu-

standsdic h te b ei Energie Null N (0)=N0 ( d ). Dab ei wurden v ersc hiedene T emp eraturen v on

T = 0 ; 1Tc bis T = 0 ; 8Tc in Sc hritten v on 0; 1Tc gew ählt (abnehmende Helligk eit). Da alle

hier b etrac h teten Gröÿen rotationssymmetrisc h b ezüglic h des V ortexzen trums sind, gen ügt

es, ihre radiale Abhängigk eit zu zeigen.

w ob ei die K opplungsmatrix � �� 0
passend zur Cut-O�-F requenz ! c so gew ählt w erden m uss,

dass für den gröÿeren Eigen w ert � + gilt

1
� +

= ln
2! ce


�T c

Eb enso k ann auc h die Gapgleic h ung im sc hm utzigen Grenzfall b erec hnet w erden. Hier m uss

der F ermi�äc henmittelw ert der anomalen Greensc hen F unktion

D
f ( � )

�
� n ;~kF ; ~r

�E

F S �

durc h

die impulsgemittelte Greensc he F unktion des Usadel-Propagators f ( �; 0) (� n ; ~r) ersetzt w er-

den, w ob ei in Anhang C die hier v erw endete Relaxationsmetho de kurz skizziert, so wie die

k onkrete n umerisc he Implemen tierung für einen isolierten V ortex angegeb en wird. Dab ei ist

zu b erüc ksic h tigen, dass die c harakteristisc he Längensk ala im sc hm utzigen Grenzfall nic h t

mehr durc h die K ohärenzlänge vF =� 0 wie im saub eren Grenzfall gegeb en ist, sondern durc h

eine v on der Di�usionsk onstan ten v orgegeb enen Gröÿe

� =

r
D

2�T c
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Abbildung 4.2: Die P aarp oten tialamplituden im � -Band (blau) und im � -Band (rot) eines

isolierten V ortex in MgB 2 als F unktion des Abstandes v om V ortexzen trum im saub eren

Grenzfall ( a ) und im sc hm utzigen Grenzfall ( b ) für T = 0 ; 1Tc bis T = 0 ; 9Tc . Man erk enn t,

dass die V ortexcoregröÿe im � - wie im � -Band so w ohl im saub eren als auc h im sc hm utzigen

Grenzfall für sink ende T emp eraturen sc hrumpft, w ob ei die V erkleinerung der V ortexcore-

gröÿe im sc hm utzigen Grenzfall ab et w a 0; 5Tc eine deutlic he Sättigung erreic h t.

Für die in diesem Kapitel durc hgeführten Rec hn ungen wurde die K opplungsmatrix aus den

folgenden c harakteristisc hen P arametern b estimm t (siehe Anhang B): c0 = 3 , c1 = 4 , � = 0 ; 7
und ! c = 20�T c .

4.2.2 Die Berec hn ung der Zustandsdic h te

Ist das P aarp oten tial in der Umgebung eines V ortex selbstk onsisten t b estimm t w orden, so

k ann eine w eitere ph ysik alisc h b edeutende Gröÿe b erec hnet w erden: Die lok ale Quasiteilc hen-

Zustandsdic h te. Die Zustandsdic h te ist die im Exp erimen t am einfac hsten zugänglic he lok ale

Gröÿe, die b eispielsw eise aus dem di�eren tiellen T unnelwiderstand b erec hnet wird, der mit

einer hohen Genauigk eit und einer guten räumlic hen Au�ösung gemessen w erden k ann. Mit

der Metho de der �scanning tunneling sp ectroscop y� (STS) ist eine direkte Abbildung der

V ortices möglic h, w ob ei die erhöh te Zustandsdic h te für E = 0 im V ortexcore den Abbil-

dungsk on trast liefert (siehe [54 , 55 ]). Neb en der direkten zw eidimensionalen Abbildung der

V ortices bzw. des V ortexgitters durc h die Messung und Abbildung v on N (E = 0) erhält

man w eiteren Aufsc hluss üb er den Charakter der Supraleitung, insb esondere der Störstel-

lenk onzen tration, w enn man das gesam te Sp ektrum N (E) an v ersc hiedenen Abständen v om

V ortexzen trum b etrac h tet. Einer der grundlegenden Un tersc hiede zwisc hen einem Supralei-

ter mit sehr sc h w ac her V erunreinigung (siehe Abbildung 4.3 a), hier b erec hnet im saub eren

Grenzfall mit einem kleinen e�ektiv en Streuparameter � , und einem Supraleiter mit sehr

hoher Störstellenk onzen tration (siehe Abbildung 4.3 b), b erec hnet im sc hm utzigen Grenzfall

aus dem analytisc h fortgesetzten Usadel-Propagator, ist die An w esenheit bzw. Ab w esen-

heit v on gebundenen Zuständen b ei E = 0 im V ortexcore. Während im saub eren Grenzfall

aufgrund der Streuung der Quasiteilc hen am Phasensprung im V ortexzen trum gebundene

Zustände mit einem Maxim um b ei Energie Null auftreten, w ob ei die Höhe des Maxim ums

emp�ndlic h v on der Gröÿe des e�ektiv en Streuparameters � so wie der räumlic hen V ariation

der P aarp oten tialamplitude �( r ) abhängt, ist das Quasiteilc hensp ektrum im V ortexzen trum

für den sc hm utzigen Grenzfall �ac h, v ergleic h bar mit dem Sp ektrum im normalleitenden Zu-

stand. Dass dieses sehr un tersc hiedlic he V erhalten direkt auf die Zerstörung der K ohärenz

durc h die stark e Störstellenstreuung zurüc kzuführen ist, k ann im Grenzfall r ! 0 einfac h v er-

ansc haulic h t w erden. W enn man im saub eren Grenzfall v ereinfac hend v on einer k onstan ten
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4.2. Selbstk onsisten te Berec hn ung des P aarp oten tials und die lok ale Zustandsdic h te

P aarp oten tialamplitude ausgeh t (d.h. b ei Betrac h tung eines so genann ten Phasen v ortex),

so b ehalten die Riccati-P arameter a(x) und b(x) des Eilen b erger-Propagators für eine b e-

liebige T ra jektorie durc h den Mittelpunkt der Flusslinie bis zum V ortexzen trum selbst ihre

Anfangsw erte b ei (siehe Gleic h ungen (2.14) und (2.15)), da die Phase der P aarp oten tial-

amplitude sic h en tlang einer solc hen T ra jektorie nic h t ändert. Damit b erec hnet sic h das

Pro dukt a(0)b(0) im V ortexzen trum als

a(0)b(0) = a(�1 )b(+ 1 ) =
�( �1 )

� +
q

� 2 + j�( �1 )j2
� y(1 )

� +
q

� 2 + j�( 1 )j2

= �
j� j2

2�
�

� +
q

� 2 + j� j2
�

+ j� j2

w ob ei das negativ e V orzeic hen durc h die auf der einlaufenden T ra jektorie b ezüglic h der

auslaufenden T ra jektorie um � gedreh te Phase zustande k omm t. Da dieses Pro dukt für jede

T ra jektorie durc h das V ortexzen trum den gleic hen W ert ergibt, k ann die Zustandsdic h te für

E = 0 b erec hnet w erden als

N (E = 0) = N0 Re

�
1 � ab
1 + ab

�
= N0 Re

2

4

q
� 2 + j� j2

�

3

5

Es ist unsc h w er zu erk ennen, dass die Zustandsdic h te für E = 0 im V ortexzen trum für

� ! 0 div ergiert. Für einen realen V ortex, b ei dem die P aarp oten tialamplitude im V ortex-

zen trum v ersc h windet, sc h w äc h t sic h der �zero-energy-p eak� in der Zustandsdic h te et w as ab,

w eil a(x) und b(x) dann im V ortexzen trum nic h t mehr ihre Bulk-W erte b esitzen. Da diese

Änderung v on a(x) und b(x) ab er n ur langsam � auf der Längensk ala der K ohärenzlänge � 0

� v onstatten geh t, und das Pro dukt v on a(0) und b(0) sein negativ es V orzeic hen b eib ehält,

bleibt der P eak jedo c h w eiterhin b estehen. Ganz anders sieh t es dagegen im sc hm utzigen

Grenzfall aus. Hier k ann aufgrund der stark en Störstellenstreuung k eine langreic h w eitige

K ohärenz der Quasiteilc hen aufrec h terhalten w erden, wie sie für die En tsteh ung v on gebun-

denen Zuständen not w endig ist. Betrac h tet man dafür die Usadel-Gleic h ung in der analogen

P arametrisierung (C.1), so erhält man nac h Multiplik ation mit r 2
:

2!ar 2 � D

(

r@r (r@r a) � r 2 2a (@r a)2

1 + a2 �
a

�
1 � a2

�

1 + a2

)

= r 2 �
1 � a2� ~�( r )

Im V ortexzen trum für r ! 0 ergibt sic h daraus für a:

a
�
1 � a2�

= 0

mit den zw ei Lösungen a = 0 und a = 1 . Eine En t wic klung in erster Ordn ung in r zeigt,

dass im Grenzfall r ! 0 der P arameter a den W ert a(r = 0) = 0 annimm t. In diesem F all

erhält man das Sp ektrum

N (E) = N0 Re

�
1 � a2

1 + a2

�
= N0

d.h. für alle Energien ergibt sic h die k onstan te Zustandsdic h te des normalleitenden Zustands.

Dieser sehr c harakteristisc he Un tersc hied zwisc hen dem saub eren und dem sc hm utzigen

Grenzfall ist in Abbildung 4.3 für einen Ein band-Supraleiter mit k on v en tioneller P aarungs-

symmetrie und zylindrisc her F ermi�äc he visualisiert. Hier sind die Sp ektren für v ersc hiede-

ne Abstände v om V ortexzen trum v oreinander aufgereih t, w ob ei die hin terste Kurv e jew eils
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Abbildung 4.3: Die Zustandsdic h te N (E)=N0 in der Umgebung eines V ortex in einem s-

W ellen-Supraleiter mit zylindrisc her F ermi�äc he. Die für T = 0 ; 5Tc selbstk onsisten t b e-

stimm ten P aarp oten tialamplituden wurden der Berec hn ung der Sp ektren zugrunde gelegt.

Im saub eren Grenzfall ( a ) sind die Sp ektren v on r = 0 bis r = 5 � 0 im Abstand v on 0; 2� 0

gezeigt, das hin terste Sp ektrum zeigt deutlic h die gebundenen Zustände im V ortexzen trum,

w ährend man im V ordergrund sc hon fast die F orm des Bulk-Sp ektrums für Quasiteilc hen mit

endlic her Leb enszeit ( � = 0 ; 1Tc ) erk enn t. Im sc hm utzigen Grenzfall ( b ) hingegen �ndet man

einen normalleitenden V ortexcore mit �ac hem Sp ektrum v or, hier sind die Zustandsdic h ten

v on r = 0 bis r = 10� 0 in Abständen v on 0; 5� 0 gezeigt.

das Sp ektrum im V ortexzen trum darstellt. Bezeic hnend für die Zustandsdic h te im saub eren

Grenzfall ist die Aufspaltung des �zero-energy-p eaks� b ei w ac hsendem Abstand v om V or-

texzen trum, der durc h den Ein�uss der Kreisströme um das V ortexzen trum erklärt w erden

k ann. Da die Ergebnisse v on Eskildsen et al. in [54 ] aufgrund der Messung des c-A c hsen-

T unnelstroms n un hauptsäc hlic h die Zustandsdic h te des � -Bandes v on Magnesiumdib orid

widerspiegeln � die Elektronen der � -Bänder b ew egen sic h v orwiegend zw eidimensional,

senkrec h t zur c-A c hse des Kristalls � k önnen sie theoretisc h durc h ein e�ektiv es Ein band-

Mo dell b esc hrieb en w erden. Ein V ergleic h der Messergebnisse mit Abbildung 4.3 b) zeigt,

dass aufgrund des F ehlens jeglic her gebundener Zustände im V ortexzen trum die Störstellen-

streuung innerhalb des � -Bandes als ausreic hend stark angenommen w erden k ann, um durc h

eine Rec hn ung im sc hm utzigen Grenzfall sehr gut b esc hrieb en zu w erden.

Für Magnesiumdib orid ist n un neb en dem Sp ektrum für ein e�ektiv es Ein band-Mo dell na-

türlic h auc h die Berec hn ung der lok alen Zustandsdic h te in einem Zw eiband-Mo dell un ter

Berüc ksic h tigung der k orrekten P aarp oten tialamplituden in den zw ei Bändern v on In teresse.

Dab ei k önnen die b eiden An teile der Zustandsdic h te für die zw ei Bänder v öllig getrenn t v on-

einander b erec hnet w erden, da die zwisc hen den Bändern v ermittelnde In terband-Streuung

v ernac hlässigt w erden k ann und die In terband-P aarung n ur b ei der anfänglic hen Berec hn ung

der P aarp oten tialamplituden eine Rolle spielt. Bei der Summation der zw ei An teile der Zu-

standsdic h te gilt es hingegen zu b erüc ksic h tigen, dass eine Gewic h tung gemäÿ den An teilen

der normalleitenden Zustandsdic h ten im � - und im � -Band erfolgen m uss. In Abbildung 4.4

ist die radiale Abhängigk eit der Zustandsdic h te b ei Energie Null N (E = 0) im saub eren
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Abbildung 4.4: Die Zustandsdic h te N (0)=N0 in Magnesiumdib orid als F unktion des Ab-

standes v om V ortexzen trum für v ersc hiedene T emp eraturen, b erec hnet für den saub eren

Grenzfall mit einem e�ektiv en Streuparameter � = 0 ; 2Tc ( a ) und für den sc hm utzigen

Grenzfall ( b ). In b eiden Fällen b eobac h tet man eine V erbreiterung des P eaks für w ac hsende

T emp eraturen, w as auf die V ergröÿerung des V ortexcores zurüc kgeh t.

und im sc hm utzigen Grenzfall für v ersc hiedene T emp eraturen einander gegen üb ergestellt.

Während im saub eren Grenzfall die deutlic he Reduktion des P eaks im V ortexzen trum und

die w ac hsende Ausdehn ung der V ortexcoreregion b ei steigender T emp eratur eine Un tersc hei-

dung der v ersc hiedenen T emp eraturen leic h t möglic h mac h t, ist im sc hm utzigen Grenzfall

n ur ein sc h w ac her E�ekt b ei T emp eraturen nahe Tc zu erk ennen. Dies hängt direkt mit der

für niedrige T emp eraturen b eobac h tbaren K onstanz der V ortexcoregröÿe � v im sc hm utzigen

Grenzfall zusammen, die im näc hsten Absc hnitt ausführlic her diskutiert w erden soll.

V ergleic h t man nic h t n ur die Zustandsdic h te b ei E = 0 , sondern die gesam te sp ektrale V er-

teilung der Zustände in der Umgebung der F ermik an te für v ersc hiedene Abstände v om V or-

texzen trum, so �ndet man im saub eren Grenzfall für mittlere Abstände v om V ortexzen trum

eine k ompliziertere Struktur, die sic h aus der Üb erlagerung der durc h den Quasiteilc hen-

Strom aufgespaltenen gebundenen Zustände im � - und im � -Band ergibt (siehe Abbildung

4.5). Dab ei m uss b erüc ksic h tigt w erden, dass die halbtorusförmige Struktur der F ermi�ä-

c he im � -Band zu sehr �ac hen Gapk an ten mit n ur sc h w ac h ausgeprägten P eaks führt, wie

sie sc hon in Absc hnitt 3.2.1 diskutiert wurden. Im sc hm utzigen Grenzfall ergibt sic h für

w ac hsenden Abstand v om V ortexzen trum ein stetiger Üb ergang v on einem normalleitenden

Sp ektrum b ei r = 0 zu einem klassisc hen Zw eiband-Bulk-Sp ektrum für groÿe En tfern ungen

v om V ortexzen trum.
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Abbildung 4.5: Das Sp ektrum für v ersc hiedene Abstände v om V ortexzen trum b erec hnet für

einen Zw eiband-Supraleiter am Beispiel v on Magnesiumdib orid. Gezeigt sind die Sp ektren

für den saub eren Grenzfall v on r = 0 bis r = 5 � 0 in Sc hritten v on 0; 2� 0 ( a ) und für

den sc hm utzigen Grenzfall v on r = 0 bis r = 10� 0 in Sc hritten v on 0; 5� 0 ( b ), w ob ei das

V erhältnis der Di�usionsk onstan ten wie in den anderen Rec hn ungen zu D ( � )
xx =D ( � )

xx = 0 ; 2
gew ählt wurde.

4.3 Der Kramer-P esc h-E�ekt im saub eren Grenzfall

Betrac h tet man die in v erse Steigung im V ortexzen trum als ein Maÿ für die Ausdehn ung

des V ortexcores, so erk enn t man, dass diese Gröÿe im saub eren Grenzfall für kleine T em-

p eraturen linear mit der T emp eratur v ersc h windet (siehe Abbildung 4.6 a). Dieser E�ekt

wird in der Literatur nac h den Autoren v on [43 ] als Kramer-P esc h-E�ekt b ezeic hnet (sie-

he dazu auc h [56 , 57 , 58 ]). Die im folgenden als � v b ezeic hnete Länge un tersc heidet sic h

mit ihrer linearen T emp eraturabhängigk eit v on den übrigen c harakteristisc hen Längen im

Supraleiter, insb esondere der K ohärenzlänge � 0 und der Londonsc hen Eindringtiefe � L , die

alle für kleine T emp eraturen eine Sättigung aufw eisen. Eine detaillierte Studie zum Ein-

�uss einer reduzierten Leb enszeit der Quasiteilc hen auf diesen E�ekt, wie sie b eispielsw eise

un ter der Wirkung v on Störstellen auftreten k ann, �ndet sic h in [59]. Die Autoren k önnen

zeigen, dass die Einführung v on Störstellenstreuung zu einem v orzeitigen Abbruc h des li-

nearen Bereic hs b ei kleinen T emp eraturen und zu einem Üb ergang in eine Sättigung führt.

Mit sink ender freier W eglänge w äc hst der Sättigungsw ert, bis die Kurv e im Grenzfall eines

sc hm utzigen Supraleiters eine F orm annimm t, wie sie in Abbildung 4.6 b) gezeigt ist. Da der

Kramer-P esc h-E�ekt im sc hm utzigen Grenzfall nic h t zu b eobac h ten ist, liegt es nahe, ihn

mit den gebundenen Zuständen im V ortexcore in V erbindung zu bringen, wie im folgenden

kurz skizziert w erden soll (siehe dazu [60 ]). Für eine T ra jektorie durc h das V ortexzen trum

�ndet man den gebundenen Zustand b ei der Quasiteilc henenergie EB = 0 . Betrac h tet man

T ra jektorien durc h die V ortexcoreregion mit endlic hem Impact-P arameter y , w orun ter man

den senkrec h ten Abstand der T ra jektorie v om V ortexzen trum v ersteh t, so �ndet man den

gebundenen Zustand b ei einer Energie, die in et w a prop ortional zum Impact-P arameter ist:

EB / � 0y=�0 . Für kleine T emp eraturen v on der Gröÿenordn ung dieser Energie T / EB b e-
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4.3. Der Kramer-P esc h-E�ekt im saub eren Grenzfall

ginn t der gebundene Zustand eine en tsc heidende Rolle b ei der Berec hn ung der Gapgleic h ung

im Abstand des zugehörigen Impact-P arameters r / � 1 = T � 0=� 0 zu spielen und führt zu

einem stark en Anstieg des P aarp oten tials. Damit sk aliert die räumlic he V ariation des P aar-

p oten tials für kleine T emp eraturen auf einer neuen Längensk ala � 1 , die prop ortional zur

T emp eratur ist und mit dieser v ersc h windet. Für die V ortexcoregröÿe � v soll im folgenden

eine De�nition v erw endet w erden, wie sie v on Ha y ashi in [59] v orgesc hlagen wurde:

� � 1
v =

@�( r; T )
@r

�
�
�
�
r =0

1
� 0(T )

Für endlic he T emp eraturen k ann diese Gröÿe n un aus der Gapgleic h ung b erec hnet w er-

den, wie sie für den Multiband-F all in Gleic h ung (4.5) angegeb en ist. Für einen Ein band-

Supraleiter erhält man die en tsprec hende Gleic h ung, indem man die K opplungsmatrix � �� 0

durc h die W ec hselwirkungsk onstan te N0V ersetzt und die Summation üb er die zw ei Bänder

streic h t. Zur Berec hn ung der Steigung im Grenzfall v ersc h windender T emp eratur T ! 0
k ann die Summation üb er die Matsubarafrequenzen durc h eine In tegration üb er eine k on ti-

n uierlic he V ariable � ersetzt w erden, da der Abstand zwisc hen den einzelnen Matsubarafre-

quenzen v ersc h windet:

2�T
X

0<� n <! c

� � � !
Z !c

0
d� : : :

Dab ei b egrenzt die Anzahl der radialen Gitterpunkte, auf denen das P aarp oten tial n ume-

risc h b erec hnet wird, die maximale Steigung, die im V ortexzen trum erreic h t w erden k ann.

Daher ist es natürlic h auc h für T ! 0 unmöglic h, die zu erw artende Div ergenz der Stei-

gung n umerisc h zu b elegen. Abhilfe k ann bis zu einem gewissen Grad eine In terp olation der

b erec hneten P aarp oten tialamplitude sc ha�en, die eine Ausw ertung der Steigung b ei einem

Abstand v om V ortexzen trum erlaubt, der kleiner ist als der minimale Gitterabstand des

radialen Punktegitters. T rotz der n umerisc hen Begrenzungen ist in Abbildung 4.6 a) der li-

neare Abfall der V ortexcoregröÿe sehr gut zu erk ennen, der sic h bis zu einer v ersc h windenden

T emp eratur T = 0 nahezu k onstan t fortsetzt.

Die gleic he Rec hn ung k ann auc h für den Zw eiband-Supraleiter am Beispiel v on Magnesium-

dib orid durc hgeführt w erden (vgl. Abbildung 4.7). Auc h hier b eobac h tet man im saub eren

Grenzfall einen ausgeprägten Kramer-P esc h-E�ekt, der sic h in b eiden Bändern b emerkbar

mac h t. Da die Berec hn ung der V ortexcoregröÿe für niedrige T emp eraturen n umerisc h sehr

aufw ändig wird, ist es hier einfac her, mit Hilfe einer analytisc hen Appro ximation, wie sie

in [61 , 62 ] v orgestellt wird, den Bereic h kleiner T emp eraturen bis hin zu T ! 0 näher zu

un tersuc hen. Man erk enn t dab ei in b eiden Bändern eine Abknic k en des linearen V erlaufs der

Coregröÿe hin zu dem W ert b ei T = 0 , w as v on den n umerisc hen Rec hn ungen b estätigt wird.

V on In teresse ist w eiterhin das V erhältnis der zw ei V ortexcoregröÿen im � - und im � -Band,

das für T emp eraturen nahe der kritisc hen T emp eratur gegen eins geh t, d.h. die P aarp oten-

tialamplituden gleic hen sic h für groÿe T emp eraturen sehr stark an. Für T ! 0 zeigt sic h

hingegen ein stark er Anstieg dieses V erhältnisses, das auf zw ei grundsätzlic h un tersc hiedlic he

Steigungen v on � ( � )
v (T ) und � ( � )

v (T ) für T ! 0 hindeutet. Auc h im Zw eiband-Mo dell zeigt

sic h im sc hm utzigen Grenzfall natürlic h k ein Kramer-P esc h-E�ekt, hier hängt das V erhältnis

der zw ei P aarp oten tialamplituden sehr stark v on dem V erhältnis der zw ei K ohärenzlängen

im � - und im � -Band ab, das üb er das V erhältnis der zw ei Di�usionsk onstan ten D ( � ) =D ( � )

festgelegt ist.

In der Nähe der kritisc hen T emp eratur k ann ein V ergleic h der so ermittelten Coregröÿe

mit den Ergebnissen aus einem V ariationsmo dell un ter V erw endung der v erallgemeinerten

Ginzburg-Landau-Theorie aus Absc hnitt 4.1 gezogen w erden. Hierfür soll un ter V ernac hläs-

sigung des V ektorp oten tials

~A = 0 die räumlic he V ariation des P aarp oten tials im Band � in
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder
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Abbildung 4.6: Der Kramer-P esc h-E�ekt in einem s-W ellen-Supraleiter mit einer zylindri-

sc hen F ermi�äc he und v ersc h windender Störstellenk onzen tration ( a ). Deutlic h zu erk ennen

ist die lineare Abnahme der V ortexcoregröÿe, de�niert als die in v erse Steigung der P aar-

p oten tialamplitude im V ortexzen trum, für kleine T emp eraturen. Zum V ergleic h sind die

en tsprec henden Ergebnisse in einem sc hm utzigen Supraleiter gezeigt, in dem die V ortexco-

regröÿe für kleine T emp eraturen in eine Sättigung üb ergeh t ( b ). Die un tersc hiedlic he Grö-

ÿenordn ung v on � v =�0 in ( a ) und in ( b ) resultiert aus der v öllig un tersc hiedlic hen De�nition

v on � 0 im saub eren und im sc hm utzigen Grenzfall.

der folgenden F orm angesetzt w erden:

� ( � ) (~r) = � ( � )
0 tanh

j~rj

� ( � )
v

ei arg ~r

Dab ei sollen die V ariationsparameter � ( � )
v und � ( � )

v so b estimm t w erden, dass sic h ein Mi-

nim um des Ginzburg-Landau-F unktionals in Gleic h ung (4.3) ergibt. Dafür k ann un ter V er-

w endung der Rotationssymmetrie und mit f S � f (0)
N = F S �F (0)

N
L 3 gesc hrieb en w erden:

f S � f (0)
N =

2
L 2

Z L

0
dr r

(

� �

�
�
� �

( � )
0

�
�
�
2

tanh2 r

� ( � )
v

+ � �

�
�
� �

( � )
0

�
�
�
2

tanh2 r

� ( � )
v

� 

�

� ( � ) �
0 � ( � )

0 + � ( � ) �
0 � ( � )

0

�
tanh

r

� ( � )
v

tanh
r

� ( � )
v

+
1
2

� �

�
�
� � ( � )

0

�
�
�
4

tanh4 r

� ( � )
v

+
1
2

� �

�
�
� � ( � )

0

�
�
�
4

tanh4 r

� ( � )
v

+ K ( � )
x;y

�
�
� � ( � )

0

�
�
�
2

0

@ 1

� ( � )2
v

1

cosh4 r
� ( � )

v

+
1
r 2 tanh2 r

� ( � )
v

1

A

+ K ( � )
x;y

�
�
� �

( � )
0

�
�
�
2

0

@ 1

� ( � )2
v

1

cosh4 r
� ( � )

v

+
1
r 2 tanh2 r

� ( � )
v

1

A

9
=

;

Nun �ndet man ein Extrem um der F reien Energie un ter V ariation der P arameter � ( � )
v und

� ( � )
v indem man die folgenden gek opp elten Gleic h ungen löst

@
�

f S � f (0)
N

�

@�( � )
v

= 0 ;
@

�
f S � f (0)

N

�

@�( � )
v

= 0
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4.3. Der Kramer-P esc h-E�ekt im saub eren Grenzfall
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Abbildung 4.7: a ) Der Kramer-P esc h-E�ekt für einen Multiband-Supraleiter im saub eren

Grenzfall. Man �ndet für kleine T emp eraturen so w ohl für das � -Band (blau) als auc h das

� -Band (rot) eine nahezu lineare Abnahme der V ortexcoregröÿe mit sink ender T emp eratur.

Die n umerisc h aufw ändige Analyse für sehr kleine T emp eraturen T < 0:1Tc zeigt hingegen

no c h zusätzlic h ein deutlic hes Abknic k en der Kurv en in Ric h tung Ursprung für T ! 0, w as

auc h durc h eine analytisc he Appro ximation b estätigt wird (siehe [61 , 62 ]). b ) Zum V ergleic h

sind die en tsprec henden Ergebnisse im sc hm utzigen Grenzfall für D ( � )
xx =D ( � )

xx = 0 ; 2 gezeigt.

Eb enso wie im F alle eines Ein band-Supraleiters �ndet man hier in b eiden Bändern eine

Sättigung der V ortexcoregröÿe b ei sink ender T emp eratur.
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder

Sc hlieÿlic h m uss man n ur no c h im Ginzburg-Landau-F unktional üb erprüfen, ob es sic h auc h

um das gesuc h te Minim um handelt. Die Ergebnisse dieser Rec hn ungen sind in Abbildung 4.8

a) zusammengestellt. Deutlic h zu erk ennen ist die Div ergenz für T ! Tc und man �ndet auc h

qualitativ eine gute Üb ereinstimm ung mit der selbstk onsisten t b erec hneten V ortexcoregröÿe.

V ergleic h t man jedo c h explizit die W erte für T = 0 ; 8Tc und T = 0 ; 9Tc , so �ndet man eine

Ab w eic h ung v on et w a 20% (b ei T = 0 ; 8Tc) und et w a 10% (b ei T = 0 ; 9Tc ), die einerseits

auf die W ahl des V ariationsmo dells und andererseits auf die sehr eingesc hränkte Gültigk eit

der Ginzburg-Landau-En t wic klung in Ordn ungen v on

p
1 � T=Tc auf die näc hste Umgebung

der kritisc hen T emp eratur zurüc kzuführen ist.

Die einfac he n umerisc he Handhabung des Ginzburg-Landau-F unktionals erlaubt es auc h,

ein w eiteres, ph ysik alisc h denkbares Mo dell zu üb erprüfen, das v on einer energetisc hen Be-

v orzugung eines sp on tan aufgespaltenen V ortexcores mit einer geringen räumlic hen T ren-

n ung �y der V ortexzen tren im � - und im � -Band ausgeh t. Eine ähnlic he Situation, in der

die Rotationssymmetrie b ezüglic h der V ortexac hse gebro c hen ist, wurde als Lösung der

Ginzburg-Landau-Gleic h ungen in der B -Phase v on sup er�uidem

3
He gefunden [63 ]. Zur

Berec hn ung der Ginzburg-Landau F reien Energie soll der ob en eingeführte V ariationsansatz

mit y� = y � �y=2 folgendermaÿen mo di�ziert w erden

� ( � ) (x; y) = � ( � )
0 tanh

q
x2 + y2

�

� ( � )
v

x + iy �

jx + iy � j

� ( � ) (x; y) = � ( � )
0 tanh

q
x2 + y2

+

� ( � )
v

x + iy+

jx + iy+ j

Dab ei ist n un eine einfac he Darstellung in Zylinderk o ordinaten nic h t mehr möglic h und es

m uss ein zw eidimensionales In tegral zur Berec hn ung der F reien Energiedic h te ausgeführt

w erden:

f S � f (0)
N =

1
L 2

Z L= 2

� L= 2
dx

Z L= 2

� L= 2
dy : : :

Während alle Summanden, die diagonal im Bandindex sind, durc h die V errüc kung der V or-

texzen tren nic h t b etro�en sind, d.h. unabhängig v on �y immer den gleic hen Beitrag zur

F reien Energie liefern, b edarf es für den gemisc h ten T erm einer näheren Betrac h tung. Hier

en tsteh t aus der V ersc hiebung der Phasen der P aarp oten tiale ein v eränderter Beitrag zur

F reien Energiedic h te:

� ( � ) � � ( � ) /
(x � iy � ) (x + iy+ )
jx + iy � j j x + iy+ j

=
x2 + y2 + ix�y � �y

4

2

jx + iy � j j x + iy+ j

w ob ei v erw endet wurde, dass y+ � y� = �y und y+ y� = y2 � �y 2

4 gilt. Damit b erec hnet sic h

der gemisc h te T erm in der Ginzburg-Landau-En t wic klung der F reien Energiedic h te prop or-

tional zu:

� ( � ) � � ( � ) + � ( � ) � � ( � ) = 2 Re

h
� ( � ) � � ( � )

i
/

2x2 + 2 y2 � �y
2

2

q �
x2 + y2

�

� �
x2 + y2

+

�

V ariiert man den mo di�zierten Ausdruc k der F reien Energiedic h te n un um � ( � )
v , � ( � )

v und

�y so erk enn t man jedo c h, dass ein globales Minim um der F reien Energie n ur b ei einem

Zusammenfallen der zw ei V ortexzen tren zu �nden ist, w as zumindest in der Umgebung der

kritisc hen T emp eratur das Szenario zw eier räumlic h getrenn ter V ortexzen tren un w ahrsc hein-

lic h mac h t (siehe Abbildung 4.8 b).
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4.3. Der Kramer-P esc h-E�ekt im saub eren Grenzfall
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Abbildung 4.8: Die V ariationsparameter � ( � )
v und � ( � )

v b estimm t durc h Minimierung des

v erallgemeinerten Ginzburg-Landau-F unktionals in der Umgebung v on Tc ( a ). Im V ergleic h

zur selbstk onsisten ten Berec hn ung des P aarp oten tials ermöglic h t es der V ariationsansatz, die

Div ergenz nahe Tc ohne gröÿeren n umerisc hen Aufw and zu b estimmen. Der Inset zeigt den

Bereic h zwisc hen T = 0 ; 8Tc und T = 0 ; 9Tc v ergröÿert, hier k ann man den V erlauf v on � ( � )
v

(blau) und � ( � )
v (rot) deutlic her un tersc heiden. Auÿerdem gezeigt ist die F reie Energiedic h te

in b eliebigen Einheiten, b erec hnet für T = 0 ; 8Tc un ter Annahme einer kleinen V errüc kung

�y zwisc hen den V ortexzen tren im � - und im � -Band ( b ). Es ist deutlic h zu erk ennen, dass

ein Minim um der F reien Energiedic h te b ei einem Zusammenfallen der V ortexzen tren in den

zw ei Bändern ( �y = 0 ) erreic h t wird.
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder

4.4 Induzierter Kramer-P esc h-E�ekt in einem sc hm utzi-

gen � -Band

Wie sc hon in Absc hnitt 4.2 erw ähn t w eisen die exp erimen tellen Ergebnisse auf eine ho-

he Störstellenk onzen tration im � -Band v on Magnesiumdib orid hin. W eitgehend un b ek ann t

ist jedo c h, wie stark die V erunreinigung des � -Bandes in den bisher un tersuc h ten Prob en

ist. Mazin et al. hab en in [12 ] darauf hingewiesen, dass aufgrund v on häu�g auftretenden

F ehlstellen im Magnesium-Un tergitter, die hauptsäc hlic h die dreidimensional propagieren-

den Elektronen aus den pz -Orbitalen b etre�en, die Streurate im � -Band mit groÿer W ahr-

sc heinlic hk eit höher sein wird als die Streurate im � -Band. Dies legt es nahe, neb en der

Betrac h tung des sc hm utzigen Grenzfalles für b eide Bänder ein Mo dell zu en t w erfen, b ei dem

v on einem saub eren � -Band und einem stark v erunreinigten � -Band ausgegangen wird (siehe

[49 , 64 ]). V on In teresse ist n un auÿerdem, ob und w enn ja wie sic h in einem solc hen Mo dell

die K opplung der P aarp oten tialamplituden in den zw ei Bändern auf die räumlic he V ariati-

on derselb en für kleine T emp eraturen auswirkt. Die n umerisc hen Rec hn ungen, die für drei

un tersc hiedlic he V erhältnisse der K ohärenzlängen im saub eren und im sc hm utzigen Band

� � = � � =� � durc hgeführt wurden, zeigen, dass der Kramer-P esc h-E�ekt gleic hermaÿen in

b eiden Bändern auftritt (siehe Abbildung 4.9). Man k ann damit v on einem im sc hm utzigen

� -Band induzierten Kramer-P esc h-E�ekt sprec hen. Während die V ortexcoregröÿe im saub e-

ren � -Band in allen drei b etrac h teten Fällen einen w eitgehend linearen Abfall für T < 0; 6Tc

aufw eist, zeigt sic h für die V ortexcoregröÿe des � -Bandes ein deutlic h anderes Bild. Hier �n-

det man einen V erlauf v on � ( � )
v (T ) , der sic h erst für kleine T emp eraturen als näherungsw eise

linear b esc hreib en lässt. In wiew eit sic h die P aarp oten tialamplituden v on � - und � -Band un-

abhängig v oneinander en t wic k eln, k ann an der T emp eraturabhängigk eit des V erhältnisses

� ( � )
v =� ( � )

v abgelesen w erden, das für � � = 5 für w ac hsende T emp eraturen rasc h abfällt (vgl.

Abbildung 4.9 a), w ährend es für � � = 0 ; 2 nahezu linear v erläuft (vgl. Abbildung 4.9 c).

Betrac h tet man das Quasiteilc hensp ektrum im V ortexzen trum, so �ndet man eine gewic h-

tete Üb erlagerung aus der normalleitenden Zustandsdic h te des sc hm utzigen � -Bandes und

dem gebundenen Andreev-Zustand im saub eren � -Band (Abbildung 4.10). Diese Üb erla-

gerung ähnelt in der näheren Umgebung des V ortexzen trums einem um den Beitrag des

�ac hen Sp ektrums im � -Band angehob enen Ein band-Sp ektrum im saub eren Grenzfall. Erst

in gröÿerer En tfern ung v om V ortexzen trum tritt ein deutlic hes Zw eiband-Sp ektrum mit zw ei

ausgeprägten Gapk an ten in Ersc hein ung, das in das gew öhnlic he Zw eiband-Bulk-Sp ektrum

üb ergeh t. Bedenkt man n un, dass das V orhandensein eines gebundenen Zustands in der

Umgebung des V ortexzen trums als �Ursac he� für den Kramer-P esc h-E�ekt gesehen w erden

k ann, so ist auc h v erständlic h, w arum in einem gemisc h ten Mo dell, in dem ein gebundener

Zustand b ei einer Energie prop ortional zum Abstand v om V ortexzen trum auftritt, immer

ein ausgeprägter Kramer-P esc h-E�ekt b eobac h tbar sein wird. Die v orliegenden Ergebnisse

lassen somit die Ho�n ung zu, einen solc hen E�ekt auc h für eine hohe Streurate im � -Band

exp erimen tell in Magnesiumdib orid nac hzu w eisen, ohne dass die Quasiteilc hen im � -Band

direkt gemesssen w erden m üssen.
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4.4. Induzierter Kramer-P esc h-E�ekt in einem sc hm utzigen � -Band
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Abbildung 4.9: Der induzierte Kramer-P esc h-E�ekt in einem sc hm utzigen � -Band für drei

un tersc hiedlic he W erte v on � � = � ( � )
0 =� ( � )

0 . Dargestellt sind die V ortexcoregröÿen im saub eren

� -Band (blau) und im sc hm utzigen � -Band (rot). In ( a ) wurde die Rec hn ung für � � = 5 , in

( b ) für � � = 1 und in ( c ) für � � = 0 ; 2 durc hgeführt. Der Inset zeigt jew eils das V erhältnis

v on � ( � )
v =� ( � )

v für die v ersc hiedenen P arametersätze.
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4. Der einzelne V ortex als Mo dell niedriger Magnetfelder
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Abbildung 4.10: Das Quasiteilc hensp ektrum für v ersc hiedene Abstände v om V ortexzen trum,

b erec hnet für ein gemisc h tes Mo dell mit einem saub eren � -Band und einem stark v erunrei-

nigten � -Band für ein V erhältnis der K ohärenzlängen v on � � = 1 und eine T emp eratur

T = 0 ; 5Tc . Während die b eiden ob eren Abbildungen die Beiträge der einzelnen Bänder zei-

gen, ist in der un teren Abbildung die gesam te Zustandsdic h te für den Zw eiband-Supraleiter

als gewic h tete Summe der b eiden Einzelb eiträge gezeigt.
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Kapitel 5

V ortices und Grenz�äc hen in

d-W ellen-Supraleitern

T rotz des wieder au�eb enden In teresses an den k on v en tionellen Supraleitern, das die En t-

dec kung v on Magnesiumdib orid zur F olge hatte, k onzen triert sic h das F orsc h ungsgebiet der

Tieftemp eraturph ysik auc h heute no c h zu einem groÿen T eil auf die exp erimen telle wie

theoretisc he Besc hreibung der Ho c h temp eratur-Supraleiter, insb esondere der Kuprate. Die-

se gesc hic h teten Systeme, die im undotierten Zustand an tiferromagnetisc he Eigensc haften

b esitzen und n ur durc h die gezielte Dotierung v on Sauersto� o der geeigneten Substituen ten

einen supraleitenden Phasen üb ergang aufw eisen, w erden im allgemeinen als Supraleiter mit

unk on v en tioneller P aarungssymmetrie b etrac h tet. Dab ei un tersc heidet man elektronen- bzw.

lo c hdotierte Systeme, in denen zusätzlic he negativ e bzw. p ositiv e Ladungsträger eingebrac h t

w erden. Für die exp erimen tell sehr ausführlic h un tersuc h ten lo c hdotierten Ho c h temp eratur-

Supraleiter wird im allgemeinen v on einer d-W ellen-Symmetrie des Ordn ungsparameters

ausgegangen, d.h. es existieren Bew egungsric h tungen, für die die Quasiteilc hen k ein bzw.

n ur ein reduziertes Gap v or�nden. Im Gegensatz zu einer anisotrop en s-W ellen-Symmetrie

�ndet zusätzlic h an jeder Knotenric h tung auf der F ermi�äc he ein V orzeic hen w ec hsel des

P aarp oten tials statt. Die Existenz v on Knotenric h tungen auf der F ermi�äc he führt zu einem

linearen Anstieg des wink elgemittelten Quasiteilc hensp ektrums für kleine Energien. Neb en

dieser Eigensc haft, die auc h v on einer stark anisotrop en s-W ellen-Symmetrie des Ordn ungs-

parameters herrühren k önn te, �ndet man b ei den unk on v en tionellen Supraleitern w eitere

Charakteristik a, die allein der d-W ellen-Natur des Ordn ungsparameters zuzusc hreib en sind:

An re�ektierenden Ob er�äc hen bzw. Grenz�äc hen innerhalb des Supraleiters bilden sic h ge-

bundene Zustände an der F ermik an te aus, die sic h allein durc h die Andreev-Streuung der

Quasiteilc hen am V orzeic hen w ec hsel des P aarp oten tials en tlang einer gespiegelten T ra jek-

torie erklären lassen (siehe dazu [65 ]). Im folgenden Absc hnitt soll kurz der Un tersc hied

zwisc hen k on v en tioneller und unk on v en tioneller P aarungssymmetrie skizziert w erden. Ins-

b esondere soll die lok ale Zustandsdic h te für einen einzelnen V ortex bzw. ein V ortexgitter

v erglic hen so wie auf die En tsteh ung v on gebundenen Andreev-Zuständen an Ob er�äc hen

eingegangen w erden. Im zw eiten Absc hnitt soll dann der Ein�uss eines einzelnen gepinn ten

V ortex auf die Quasiteilc henzustandsdic h te an der Ob er�äc he diskutiert w erden.
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5. V ortices und Grenz�äc hen in d-W ellen-Supraleitern

5.1 K on v en tionelle und unk on v en tionelle P aarungssym-

metrie

Die exp erimen telle Bestätigung der d-W ellen-Natur des P aarp oten tials für die lo c hdotierten

Ho c h temp eratur-Supraleiter � zumindest an Ob er- bzw. in ternen Grenz�äc hen der Prob en �

k ann zum gegen w ärtigen Zeitpunkt als nahezu lüc k enlos angesehen w erden. Damit v erdien t

die Betrac h tung der exp erimen tell b eobac h tbaren ph ysik alisc hen Eigensc haften, die die Su-

praleiter mit unk on v en tioneller P aarungssymmetrie v on den Supraleitern mit k on v en tioneller

P aarungssymmetrie un tersc heidet, b esondere Beac h tung. In der theoretisc hen Besc hreibung

erhält das P aarp oten tial für eine unk on v en tionelle P aarungssymmetrie neb en der orts- und

temp eraturabhängigen F unktion �( ~r; T ) n un no c h einen impulsabhängigen F aktor � (~k)

�( ~r; ~k; T ) = �( ~r; T )� (~k)

Im F all einer zylindrisc hen F ermi�äc he, wie sie für die gesc hic h teten Kuprate mit einer na-

hezu zw eidimensionalen Supraleitung innerhalb der Kupfero xideb enen in guter Näherung

v orliegt, so wie un ter der Annahme einer dx 2 � y 2
-Symmetrie der P aarw ellenfunktion k ann

diese Wink elfunktion gesc hrieb en w erden als � (~k) = cos(2' ) . Dab ei parametrisiert der Win-

k el ' den V ektor

~k auf der F ermi�äc he. Ist man n un an der Berec hn ung lok aler Gröÿen für

einen räumlic h inhomogenen Supraleiter mit einer unk on v en tionellen P aarungssymmetrie

in teressiert, so bietet es sic h an, im saub eren Grenzfall auf die n umerisc h stabile P arame-

trisierung für die Riccati-Amplituden a und b aus Absc hnitt 2.3 zurüc kzugreifen, wie sie

sc hon für die Berec hn ung lok aler Gröÿen im Zw eiband-F all herangezogen wurden. Im Un-

tersc hied zur k on v en tionellen P aarungssymmetrie mit einem auf der gesam ten F ermi�äc he

k onstan ten Gap erhält man für unk on v en tionelle Supraleiter eine Wink elabhängigk eit der

Quasiteilc hen-Zustandsdic h te. Dab ei k önnen Quasiteilc hen mit einem Impuls parallel zur

Knotenric h tung des Gaps sc hon für v ersc h windende Energie angeregt w erden, w ährend für

die Anregung v on Quasiteilc hen parallel zur Ric h tung maximaler Gapamplitude eine endli-

c he Energie erforderlic h ist. Die In tegration dieser un tersc hiedlic hen Quasiteilc hensp ektren

üb er die F ermi�äc he führt im Bulk mit �( ~r; ~k; T ) = � 0 cos(2' ) auf:

Ns(E ) =
N0

2�

Z 2�

0
Re

"
jE j

p
E 2 � � 2

0 cos2(' )

#

d' = N0 Re

�
2
�

K
�
� 2

0=E2�
�

w ob ei K (x) das v ollständige elliptisc he In tegral 1. Art b ezeic hnet. In Abbildung 5.1 c) und

d) ist der V-förmige V erlauf des Quasiteilc hensp ektrums im Bulk als blaue Kurv e im V order-

grund zu erk ennen. Zu b eac h ten ist dab ei der lineare Anstieg für kleine Anregungsenergien

im V ergleic h zum deutlic h ausgeprägten Gap im F alle k on v en tioneller P aarungssymmetrie.

Dass in b eiden Fällen das sp ektrale Gewic h t im Ursprung nic h t zu Null v ersc h windet, ist auf

die Annahme einer endlic hen Leb ensdauer der Quasiteilc hen mit � n ! � iE + � und � > 0
zurüc kzuführen. In der Umgebung v on Inhomogenitäten wie b eispielsw eise einem V ortex

o der einem ganzen V ortexgitter �ndet man jedo c h erheblic he Ab w eic h ungen des Sp ektrums

v on der Zustandsdic h te im homogenen Supraleiter. In Abbildung 5.1 ist das Sp ektrum an

v ersc hiedenen Abständen v om Zen trum eines �Phasen v ortex� gezeigt (siehe auc h [24 ]). Im

V ergleic h zu einem selbstk onsisten t b erec hneten V ortex wird b ei einem Phasen v ortex die

räumlic he V ariation der P aarp oten tialamplitude v ernac hlässigt und n ur die Streuung an der

Phase des Ordn ungsparameters zur Berec hn ung der gebundenen Zustände herangezogen.

Diese Appro ximation, die mit dem V erzic h t auf eine langwierige selbstk onsisten te Berec h-

n ung der P aarp oten tialamplitude die Lösung für eine Vielzahl v on Problemstellungen üb er-

haupt erst realisierbar mac h t, ist für kleine T emp eraturen sic her gerec h tfertigt, da hier die

Coregröÿe des V ortex v ersc h windet. Man erk enn t so w ohl für s-W elle als auc h für d-W elle das

84



5.1. K on v en tionelle und unk on v en tionelle P aarungssymmetrie

Aufspalten der gebundenen Zustände durc h die supraleitenden Kreisströme um das V ortex-

zen trum, die auf der Längensk ala der Londonsc hen Eindringtiefe in den Supraleiter hinein

abfallen. Dab ei �ndet man für den d-W ellen-Supraleiter eine deutlic h un tersc hiedlic he V er-

teilung des sp ektralen Gewic h ts für die Ric h tung parallel zur Knotenlinie der d-W elle �

mit n ur einem gebundenen Zustand ob erhalb und un terhalb der F ermik an te � und für die

Ric h tung parallel zur Orien tierung maximaler Gapamplitude � mit jew eils zw ei gebundenen

Zuständen (vgl. Abbildung 5.1 b).

In Abbildung 5.2 sind die Zustandsdic h ten b ei E = 0 für einen einzelnen Phasen v ortex für

k on v en tionelle P aarungssymmetrie (links) und unk on v en tionelle P aarungssymmetrie (rec h ts)

einander gegen üb ergestellt, wie sie b eispielsw eise in T unnel-Sp ektrosk opie-Exp erimen ten

(STM) o der anderen abbildenden V erfahren gemessen w erden k önnen. Deutlic h zu erk ennen

ist in der rec h ten Abbildung die K opplung v on Impuls- und Ortsraum, die in der Vierfac h-

symmetrie der gebundenen Zustände zum Ausdruc k k omm t. Im V ergleic h zu den en tspre-

c henden Ergebnissen v on Sc hop ohl und Maki in [31 ] wurde hier mit einem relativ groÿen

e�ektiv en Streuparameter � = 0 ; 1� 0 gerec hnet, der die sc harfe Ric h tungsabhängigk eit der

gebundenen Zustände et w as v erwisc h t. V on In teresse ist auc h die lok ale Zustandsdic h te, wie

sie für hohe Magnetfelder im V ortexzustand b erec hnet w erden k ann. Hier k ann nahe Bc2

für das P aarp oten tial die Abrik oso v-Lösung un ter der Annahme eines k onstan ten Magnet-

felds mit einem passenden V ektorp oten tial angesetzt w erden und die Riccati-Gleic h ungen

für E = 0 gelöst w erden. Für einen s-W ellen-Supraleiter w eist die Zustandsdic h te für E = 0
die dem V ortexgitter eigene hexagonale Symmetrie auf, mit Linien geringen sp ektralen Ge-

wic h tes zwisc hen den V ortices. Für einen d-W ellen-V ortex �ndet man eine Üb erlagerung der

hexagonalen Symmetrie des Flussliniengitters mit der Vierfac hsymmetrie der P aarungsw ec h-

selwirkung, w ob ei die Linien geringen sp ektralen Gewic h tes zwisc hen den V ortices b estehen

bleib en.

Abgesehen v on den Flusslinien, die die T ranslationsin v arianz der supraleitenden Phase bre-

c hen, b eobac h tet man auc h in der Umgebung v on Grenz�äc hen, wie sie an der Ob er�äc he

der supraleitenden Prob e, an V ersetzungseb enen des Kristallgitters, an K orngrenzen o der

an arti�ziellen K on takten auftreten, div erse in teressan te Phänomene. Neb en E�ekten, die

direkt mit dem Grenzüb ergang zwisc hen zw ei supraleitenden Phasen, bzw. zwisc hen su-

praleitender und normalleitender Phase zusammenhängen, wie z.B. dem Josephson- o der

dem Pro ximit y-E�ekt b ei endlic her Barrieren transparenz, �nden sic h b ei unk on v en tionel-

len Supraleitern auc h an ideal re�ektierenden Ob er�äc hen ohne T ransparenz Hin w eise, die

Rüc ksc hlüsse auf die Symmetrie der P aarungsw ec hselwirkung erlaub en. Liegt die Grenz�ä-

c he gerade so, dass ihr Normalen v ektor parallel zur Knotenric h tung der d-W elle geric h tet

ist (für die in Ho c h temp eratur-Supraleitern angenommene dx 2 � y 2
-Symmetrie der P aarw el-

lenfunktion en tspric h t das der (110)-Ric h tung des Kristalls), so �ndet man en tlang der

Grenz�äc he einen stark en Anstieg des sp ektralen Gewic h tes für Energie Null, w ob ei die

räumlic he Ausdehn ung dieses gebundenen Andreev-Zustands in der Gröÿenordn ung der K o-

härenzlänge liegt [66 , 67 , 68 ]. V ariiert der Wink el zwisc hen Grenz�äc he und Kristallac hse,

so reduziert sic h die Höhe des gebundenen Zustands b ei E = 0 , bis er für eine ideal re�ek-

tierende (100)-Grenz�äc he ganz v ersc h windet. Dieses V erhalten k ann mit Hilfe der Riccati-

P arametrisierung leic h t v erstanden w erden und soll im folgenden kurz skizziert w erden.

Während die Quasiteilc hen � und damit auc h die ihre Bew egungsbahnen b esc hreib enden

T ra jektorien � an einer idealen spiegelnden Ob er�äc he ein klassisc hes Re�exionsv erhalten

aufw eisen, wie es aus der Strahlenoptik b ek ann t ist, gen ügen die Riccati-Amplituden auf den

ein- und auslaufenden T ra jektorien einer einfac hen Stetigk eitsb edingung, die für v ersc h win-

dende T ransparenz aus den Randb edingungen v on Shelank o v (siehe [69 ]) herv orgeh t:

aout = ain ; bin = bout

V ernac hlässigt man v orerst die räumlic he V ariation der P aarp oten tialamplitude, so k ann
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Abbildung 5.1: Das Quasiteilc hensp ektrum in der Umgebung eines Phasen v ortex ( j�( ~r)j =
1) für einen Supraleiter mit ( a ) k on v en tioneller P aarungssymmetrie ( s-W elle) und für einen

Supraleiter mit ( b , c und d ) unk on v en tioneller P aarungssymmetrie ( d-W elle). Dab ei wurde

das Sp ektrum in ( a , c und d ) für v ersc hiedene Abstände v om V ortexzen trum in Sc hritten

v on 0; 2� 0 b erec hnet, w ob ei die radiale Ric h tung im Ortsraum in ( c ) parallel zur Ric h tung

maximaler P aarp oten tialamplitude und in ( d ) parallel zur Knotenric h tung der P aarp oten ti-

alamplitude der d-W elle gew ählt wurde (w as in der rec h ten ob eren Figur v on Abbildung 5.2

einem w aagrec h ten Strahl bzw. einem diagonal geric h tet Strahl mit Ursprung im V ortexzen-

trum en tspric h t). In Figur ( b ) sind die d-W ellen-Sp ektren für einen Abstand v on r = 0 ; 6� 0 in

Ric h tung maximaler Gapamplitude (ob en) und in Knotenric h tung (un ten) v erglic hen. Man

erk enn t in Knotenric h tung die Aufspaltung des gebundenen Zustands un ter dem Ein�uss

der Kreisströme in zw ei c hirale Äste ob erhalb und un terhalb der F ermik an te, w ohingegen

in Ric h tung maximaler Gapamplitude eine stark e Un terdrüc kung der gebundenen Zustände

und ein mehrfac hes Aufspalten b eobac h tet w erden k ann (vgl. [24 ]).
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5.1. K on v en tionelle und unk on v en tionelle P aarungssymmetrie

Abbildung 5.2: Die lok ale Zustandsdic h te im V ortexzustand (Die F arb v erläufe indizieren Zu-

standsdic h ten v on N (0)=N0 = 0 (sc h w arz) bis N (0)=N0 � 2 (gelb)). Die ob ere Reihe zeigt

die normierte lok ale Zustandsdic h te N (E = 0) =N0 für einen isolierten Phasen v ortex, die

un tere Reihe zeigt die gleic he Gröÿe im Abrik oso v-V ortexgitter. Links wurde die Zustands-

dic h te für einen Supraleiter mit k on v en tioneller P aarungssymmetrie b erec hnet ( s-W elle),

rec h ts für einen Supraleiter mit unk on v en tioneller P aarungssymmetrie ( d-W elle). Für alle

Rec hn ungen wurde ein e�ektiv er Streuparameter v on � = 0 ; 1� 0 v erw endet. Deutlic h zu

erk ennen ist die Vierfac hsymmetrie der gebundenen Andreev-Zustände in der Umgebung

des V ortexcores für den einzelnen d-W ellen-V ortex (rec h ts ob en), die durc h die K opplung

v on Impuls- und Ortsraum in den quasiklassisc hen Gleic h ungen auf die Vierfac hsymmetrie

des Ordn ungsparameters zurüc kgeh t. Dab ei dehnen sic h die gebundenen Zustände parallel

zur Knotenric h tung der d-W elle (in diesem Bild diagonal) aus. Im Abrik oso v-V ortexzustand

führt die Üb erlagerung der Vierfac hsymmetrie des Ordn ungsparameters und die hexagona-

le Anordn ung der V ortices im Gitter zu einer k omplizierteren Ausprägung der gebundenen

Zustände.
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5. V ortices und Grenz�äc hen in d-W ellen-Supraleitern

die Spiegelung der Quasiteilc hen an einer (110)-Ob er�äc he als ein abrupter V orzeic hen w ec h-

sel der P aarp oten tialamplitude gesehen w erden, an dem die Quasiteilc hen eine Andreev-

Re�exion erfahren. Das b edeutet insb esondere, dass einlaufende Quasiteilc henanregungen

mit einer gewissen W ahrsc heinlic hk eit retrore�ektiert w erden, d.h. auf der gleic hen T ra jek-

torie zurüc k laufen w ob ei gleic hzeitig eine K on v ersion v on einer teilc henartigen in eine lo c har-

tige Anregung bzw. umgek ehrt statt�ndet. Die In terferenz des einlaufenden Quasiteilc hens

mit dem auslaufenden, k on v ertierten Quasiteilc hen führt � wie sc hon b eim Phasen v ortex �

zu einem gebundenen Zustand b ei der Energie Null. Für einen Punkt ~r auf der Ob er�äc he

gilt für eine T ra jektorie mit dem Wink el ' , die an der Grenz�äc he gespiegelt wird (siehe

Skizze 5.3 a)

aout (' ) = ain (' ) =
� 0 sin(2' )

� n +
q

� 2
n + � 2

0 sin2(2' )

und

bin (' ) = bout (' ) =
� 0 sin(2(� � ' ))

� n +
q

� 2
n + � 2

0 sin2(2(� � ' ))

w ob ei hier der T ra jektorien wink el ' b ezüglic h des Normalen v ektors der Grenz�äc he gemes-

sen wurde, um den V orzeic hen w ec hsel der P aarp oten tialamplitude in der ungeraden Sin us-

funktion transparen t zu mac hen. Damit un tersc heidet sic h das Pro dukt aout (' )bin (' ) an der

Genz�äc he v on dem en tsprec henden Bulk-W ert n ur gerade um ein V orzeic hen:

aout (' )bin (' ) =
� � 2

0 sin2(2' )

2� 2
n + 2 � n

q
� n + � 2

0 sin2(2' ) + � 2
0 sin2(2' )

= � abulk (' )bbulk (' )

Nun b erec hnet sic h das Diagonalelemen t des quasiklassisc hen Propagators an der Grenz�ä-

c he aus

1 � aout (' )bin (' )
1 + aout (' )bin (' )

=
2� 2

n + 2 � n

q
� 2

n + � 2
0 sin2(2' ) + 2� 2

0 sin2(2' )

2� 2
n + 2 � n

q
� 2

n + � 2
0 sin2(2' )

=

q
� 2

n + � 2
0 sin2(2' )

� n

und die Wink elmittelung führt auf ein elliptisc hes In tegral zw eiter Art E(k) :

1
2�

Z 2�

0

1 � aout (' )bin (' )
1 + aout (' )bin (' )

d' =
2
�

E
�
� � 2

0=�2
n

�

Durc h analytisc he F ortsetzung der Matsubarafrequenzen erhält man daraus die Zustands-

dic h te an der Grenz�äc he zu

Ns(E ) = N0 Re

�
2
�

E
�
� � 2

0=(� iE + � )2�
�

Das Quasiteilc hensp ektrum direkt an der Grenz�äc he ist in Abbildung 5.3 b) im ob eren

T eilbild gezeigt. Die F orm des Sp ektrums ist ähnlic h der F orm des Sp ektrums im Zen trum

eines isolierten Phasen v ortex. Für die Energie E = 0 div ergiert die Zustandsdic h te und wird

n ur durc h die Annahme einer endlic hen Streurate � b egrenzt. Für w ac hsenden Abstand v on

der Grenz�äc he sinkt das Gewic h t des �zero-energy-p eaks�, bis b ei einer En tfern ung v on et w a

5� 0 (un teres T eilbild) wieder das Bulk-Sp ektrum des d-W ellen-Supraleiters erk enn bar wird.

Dab ei ist anzumerk en, dass im Gegensatz zum Phasen v ortex und un ter V ernac hlässigung

v on Absc hirmströmen an der Ob er�äc he natürlic h k ein Aufspalten des �zero-energy-p eaks�

zu b eobac h ten ist.
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Abbildung 5.3: Skizze zur Re�exion der Quasiteilc hen tra jektorien an einer spiegelnden

Grenz�äc he ( a ) und die zugehörige lok ale Zustandsdic h te b ei E = 0 für unk on v en tionelle

P aarungssymmetrie ( dx 2 � y 2
-W elle) und eine (110)-Grenz�äc henorien tierung ( b ). Die F ar-

b en v on gelb üb er rot bis blau indizieren hierb ei abnehmende W erte v on N (E = 0) . An

ausgew ählten Punkten direkt an der Grenz�äc he, im Abstand v on 0; 5� 0 und im Abstand

v on 5� 0 ist zudem das gesam te Quasiteilc hensp ektrum gezeigt. Für alle Rec hn ungen wurde

ein e�ektiv er Streuparameter v on � = 0 ; 1� 0 angenommen.

Für facettierte Ob er�äc hengeometrien m uss zur Berec hn ung der Riccati-Amplituden die

Quasiteilc hen-T ra jektorie mit Hilfe eines �ra y-tracing�-V erfahrens zurüc kv erfolgt bzw. v or-

ausb erec hnet w erden. Hier k önnen aufgrund m ultipler Re�exionen un ter wiederholter V erän-

derung der P aarp oten tialamplituden v ersc hiedene in teressan te Phänomene b eobac h tet w er-

den (siehe [70 ]). Neb en einer makrosk opisc h facettierten Ob er�äc he k ann durc h ein k ohären-

tes bzw. ink ohären tes �Misc hen� v ersc hiedener Quasiteilc hen-T ra jektorien an der Grenz�äc he

eine Ob er�äc he mit in trinsisc her Rauigk eit mo delliert w erden. Im F alle einer v öllig ungeord-

neten Streuung an der Ob er�äc he �ndet man dab ei ungeac h tet der Lage der Grenz�äc he

immer einen gebundenen Zustand, selbst für eine (100)- o der (010)-Orien tierung. Im folgen-

den Absc hnitt ist die lok ale Quasiteilc hen-Zustandsdic h te für eine mikrosk opisc h raue so wie

eine makrosk opisc h facettierte Grenz�äc he b erec hnet, insb esondere soll in diesem Absc hnitt

jedo c h der Ein�uss, den ein isolierter Phasen v ortex auf die Zustände an der Grenz�äc he hat,

diskutiert w erden.
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5.2 Der V ortex-Sc hatten-E�ekt

Es gibt v ersc hiedene ph ysik alisc he Gründe, w arum das Aussehen des exp erimen tell b eob-

ac h teten gebundenen Andreev-Zustands an der Grenz�äc he eines Supraleiters nic h t dem im

letzten Absc hnitt b esc hrieb en Bild en tspric h t. Die un ter dem Ein�uss eines äuÿeren Ma-

gnetfelds an der Ob er�äc he des Supraleiters auftretenden Absc hirmströme führen b eispiels-

w eise zu einer deutlic hen Reduktion des gebundenen Zustands b ei der Energie Null, w ob ei

das sp ektrale Gewic h t zu höheren Energien hin v ersc hob en wird (siehe [71 ]). Dieses Auf-

spalten des �zero-bias conductance p eak� wurde exp erimen tell v ersc hieden tlic h b eobac h tet

[72 , 73 , 74 ]. Auc h die W ec hselwirkung mit lok alisierten Zuständen an der Ob er�äc he o der mit

V erunreinigungen k ann zu einer V eränderung der an der Grenz�äc he b eobac h teten Andreev-

Zustände führen. Ein w eiterer in teressan ter Asp ekt ist der Ein�uss, den ein einzelner V ortex

mit dem ihn umgeb enden Ström ungsfeld auf die Zustände an der Grenz�äc he ausübt. Im

folgenden soll in einer Mo dellrec hn ung ein isolierter Phasen v ortex v or einer spiegelnden

Grenz�äc he b etrac h tet w erden, w ob ei der Ein�uss v on Ob er�äc henströmen v ernac hlässigt

wird. Diese Mo dellannahme ist für Grenz�äc hen im Inneren eines Supraleiters (V ersetzungs-

eb enen, K orngrenzen, usw.) so wie für V ortices, die nac h dem Absc halten des magnetisc hen

F elds aufgrund v on Haftkräften (�pinning�) an F ehlstellen im Inneren des Supraleiters zu-

rüc kbleib en, gerec h tfertigt. Um die Zustandsdic h te in der Umgebung eines V ortex v or einer

Ob er�äc he b erec hnen zu k önnen, m uss zuerst das P aarp oten tial im Ein�ussgebiet v on V or-

tex und Grenz�äc he b estimm t w erden. Dab ei m uss b erüc ksic h tigt w erden, dass un ter der

V oraussetzung v ersc h windender T ransparenz der Grenz�äc he die Phase des P aarp oten tials

b estimm te Randb edingungen erfüllen m uss. Insb esondere gilt un ter V erw endung der Pro-

p ortionalität zwisc hen dem quasiklassisc hem Strom und dem Gradien ten der Phase

~j / ~r �
an der Grenz�äc he @Sdie Bedingung

n̂ � ~r � (~r)
�
�
�
~r 2 @S

= 0

w ob ei n̂ den Normalen v ektor der Ob er�äc he b ezeic hnet. Für den F all eines einzelnen V ortex

v or einer v ollständig re�ektierenden Ob er�äc he k ann die Phasen v erteilung in der Umgebung

v on V ortex und Grenz�äc he un ter Einführung eines virtuellen �Spiegelv ortex� mit umge-

k ehrter V ortizität auf der gegen üb erliegenden Seite der Grenz�äc he sehr einfac h k onstruiert

w erden [75]. Dieser �T ric k� �ndet seine Analogie in der Elektrostatik, in der die F eldv er-

teilung einer einzelnen Ladung v or einer leitenden Platte un ter Einführung einer virtuellen

Spiegelladung mit umgek ehrtem V orzeic hen hin ter der Platte b erec hnet wird. Damit k ann

die räumlic he V ariation des P aarp oten tials für einen V ortex am Ort ~rV gesc hrieb en w erden

als

�( ~r) = � 0f (~r � ~rV )ei� (~r )

Dab ei b ezeic hnet � 0 die temp eraturabhängige Bulk-Amplitude des P aarp oten tials und f (~r�
~rV ) b esc hreibt eine im Allgemeinen selbstk onsisten t zu b erec hnende räumlic he V ariation

des Betrags � mit f (~r) = 1 in einem räumlic h homogenen Supraleiter. Die Phase � (~r) des

P aarp oten tials lässt sic h sc hreib en als

� (~r) = arg (~r � ~rV ) � arg (~r � ~�rV )

w ob ei die P osition des �Spiegelv ortex� als

~�rV = ~rV � 2n̂ (n̂ � ~rV ) b erec hnet w erden k ann �

insofern der Ursprung des K o ordinatensystems auf der Grenz�äc he am Mittelpunkt zwi-

sc hen V ortex und �Spiegelv ortex� gew ählt wurde. Ergänzt wird das P aarp oten tial sc hlieÿlic h

no c h v on der impulsabhängigen Symmetriefunktion der P aarungsw ec hselwirkung � (~k) . In

Abbildung 5.4 a) ist die Ortsabhängigk eit der Phase für die ob en b esc hrieb ene Anordn ung

gezeigt. Dab ei wurde der gesc hlossene F arbkreis zur K o dierung der 2� -p erio disc hen Pha-

senfunktion zu Grunde gelegt. Im folgenden soll un ter V erzic h t auf eine selbstk onsisten te
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5.2. Der V ortex-Sc hatten-E�ekt

Berec hn ung der räumlic hen V ariation der P aarp oten tialamplitude ein Phasen v ortex als Mo-

dell angenommen w erden, d.h. f (~r � ~rV ) = 1 . Ein V ergleic h mit einer Rec hn ung, b ei der die

P aarp oten tialamplitude in der Umgebung des V ortex und der Grenz�äc he mo duliert wird,

zeigt gewisse quan titativ e Ab w eic h ungen, die grundlegenden qualitativ en Ergebnisse w erden

da v on jedo c h nic h t b eein�usst. Berec hnet man n un die lok ale Zustandsdic h te für E = 0 in der

Umgebung v on V ortex und Grenz�äc he, so �ndet man eine lok ale Un terdrüc kung der nieder-

energetisc hen Zustände in einer sc hattenförmigen Region zwisc hen V ortex und Grenz�äc he

(siehe Abbildung 5.4 c) und [76 ]). Insb esondere die gebundenen Andreev-Zustände an der

Grenz�äc he sind da v on stark b etro�en. Eine detaillierte Analyse der lok alen Zustandsdic h te

an der Ob er�äc he zeigt, dass sic h der Sc hatten b ereic h für w ac hsenden Abstand zwisc hen

V ortex und Grenz�äc he v erbreitert und dab ei ab�ac h t (Abbildung 5.4 b). Dab ei bleibt eine

Un terdrüc kung des sp ektralen Gewic h tes b ei E = 0 jedo c h bis hin zu einem Abstand v on

xV = 10� 0 erk enn bar.

Zum V erständnis dieses E�ekts ist es hilfreic h, das gesam te Sp ektrum der Quasiteilc hen nä-

her zu b etrac h ten. In Abbildung 5.5 sind in a) die Sp ektren zwisc hen V ortex und Grenz�äc he

und in b) en tlang der Grenz�äc he gezeigt. Dab ei wurde ein K o ordinatensystem gew ählt, des-

sen Ursprung am Lotpunkt des V ortex auf der Grenz�äc he liegt und dessen y -A c hse mit der

Grenz�äc he zusammenfällt. Man erk enn t, dass in der gesam ten Region zwisc hen V ortex

und Grenz�äc he der gebundene Zustand v on der Energie E = 0 hin zu höheren Energien

v ersc hob en wird. Betrac h tet man dab ei das Sp ektrum an der Grenz�äc he für groÿe Ab-

stände v om F uÿpunkt des V ortex b ei y = 0 , so sc hein t die Aufspaltung auf die Spitze des

P eaks des gebundenen Zustands b esc hränkt, w ährend b ei sink enden Abständen der gesam te

gebundene Zustand zu höheren Energien w andert, w ob ei ein kleiner P eak b ei der Energie

E = 0 v erbleibt (vgl. Abbildung 5.5 b). En tfern t man sic h hingegen v on der Grenz�äc he und

un tersuc h t die Region zwisc hen V ortex und Grenz�äc he genauer, so ergibt sic h ein k ompli-

zierteres Bild, b ei dem sic h die Ein�üsse des gebundenen Zustands an der Grenz�äc he und

die des gebundenen Zustands im V ortexzen trum üb erlagern (siehe Abbildung 5.5 a). Beide

P eaks w erden hier durc h das stark e Ström ungsfeld zwisc hen V ortex und Grenz�äc he aufge-

spalten, d.h. die gebundenen Zustände w erden zu höheren Energien hin v ersc hob en. Dieses

V erhalten k ann als Doppler-V ersc hiebung des Sp ektrums un ter dem Ein�uss des Phasen-

gradien ten qualitativ gut v erstanden w erden, w ährend für eine quan titativ e Analyse eine

detaillierte Rec hn ung nötig ist. Dieses Aufspalten des �zero-energy-p eaks� in der Zustands-

dic h te un ter dem Ein�uss eines V ortex ist v ergleic h bar mit den Ergebnissen v on F ogelström

et al., die eine Aufspaltung des gebundenen Zustands un ter dem Ein�uss eines k onstan ten

Stromes an der Ob er�äc he b esc hrieb en hab en [71]. Dab ei wurden v on den Autoren so w ohl

magnetisc he Absc hirmströme als auc h aufgrund v on sub dominan ten P aarunsgw ec hselwir-

kungen an der Ob er�äc he sp on tan induzierte Ströme diskutiert. Im Gegensatz dazu ist der

V ortex-Sc hatten-E�ekt lok al auf die Umgebung der Flusslinie b esc hränkt und tritt auc h

an magnetfeldfreien inneren Grenz�äc hen wie z.B. K orngrenzen o der V ersetzungslinien auf,

an denen k eine k onstan ten Ströme en tlang der Grenz�äc he �ieÿen. Zudem k ann un ter der

Annahme v on Haftkräften, durc h die einzelne Flusslinien auc h nac h einem Absc halten des

äuÿeren Magnetfelds in der supraleitenden Prob e v erbleib en k önnen, eine endlic he Aufspal-

tung des gebundenen Andreev-Zustands an der Ob er�äc he und damit eine Aufspaltung des

�zero-bias conductance p eaks� � ZBCP im Nullfeld v erstanden w erden, wie er v on Dagan und

Deutsc her b eobac h tet wurde [74 ].

Eine genaue Analyse zeigt, dass der V ortex-Sc hatten-E�ekt auc h für raue o der makrosk o-

pisc h facettierte Ob er�äc hen auftritt, w ob ei in letzterem F all die Ein�üsse v on gewink elten

Ob er�äc henstrukturen mit zu b erüc ksic h tigen sind, die eb enso zu einer Un terdrüc kung der

gebundenen Zustände an der Ob er�äc he führen k önnen. Eine ausführlic he Diskussion die-

ser E�ekte �ndet sic h in [70 ] und [77 ]. In Abbildung 5.6 a) ist die lok ale Zustandsdic h te

b ei E = 0 für eine p olygonale Ob er�äc he mit und ohne V ortex gezeigt. Dab ei m uss man
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Abbildung 5.4: Der V ortex-Sc hatten-E�ekt zwisc hen einem Phasen v ortex und einer spie-

gelnden (110)-Grenz�äc he in einem dx 2 � y 2
-W ellen-Supraleiter. Die Phasen v erteilung mit

den k orrekten Randb edingungen an der Ob er�äc he ergibt sic h für den relev an ten rec h ten

Halbraum durc h Einführung eines �Spiegelv ortex� im link en Halbraum ( a ). Berec hnet man

mit dieser Phasen v erteilung die lok ale Zustandsdic h te für E = 0 en tlang der Grenz�äc he

Nb(y; E = 0) , so �ndet man eine deutlic he Un terdrüc kung der gebundenen Zustände am

F uÿpunkt des V ortex, die b esonders ausgeprägt ist, w enn der Abstand des V ortex v on der

Grenz�äc he klein ist, jedo c h bis hin zu Abständen v on xV = 10� 0 sic h tbar bleibt ( b ). Die

Kurv en en tsprec hen v on rot nac h sc h w arz Abständen zwisc hen V ortex und Grenz�äc he v on

1� 0 , 2� 0 , 5� 0 und 10� 0 . Diese Un terdrüc kung der lok alen Zustandsdic h te für E = 0 erstrec kt

sic h v om Zen trum des V ortex in einem sc hattenförmigen Bereic h bis hin zur Grenz�äc he

( c ). Der Abstand des V ortex v on der Ob er�äc he b eträgt hier xV = 2 � 0 , der Maÿstab un ter

der Abbildung zeigt Un terteilungen für Vielfac he der K ohärenzlänge � 0 . Dab ei v ariieren die

F arb en v on gelb (hohe Zustandsdic h te) üb er rot bis blau (niedrige Zustandsdic h te). Alle

Rec hn ungen wurden für einen e�ektiv en Streuparameter v on � = 0 ; 1� 0 durc hgeführt.
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Abbildung 5.5: Das lok ale Quasiteilc hensp ektrum zwisc hen dem V ortex (rot, hin ten) und

dem Lotpunkt des V ortex auf der Grenz�äc he (blau, v orne), b erec hnet für einen V ortex-

abstand v on der Ob er�äc he v on xV = 2 � 0 im Abstand v on 0; 1� 0 ( a ). Desw eiteren ist die

lok ale Zustandsdic h te en tlang der Ob er�äc he im Sc hatten b ereic h des V ortex gezeigt ( b ).

Die Sp ektren b eginnen im Abstand y = 3 � 0 v om Lotpunkt des V ortex (rot, hin ten) bis

hin zum Lotpunkt b ei y = 0 (blau, v orne). Der Abstand zw eier Kurv en b eträgt 0; 2� 0 .

Auÿerdem gezeigt sind die Quasiteilc hensp ektren für vier v ersc hiedene Abstände des V ortex

v on der Grenz�äc he ( c ). Die Abstände wurden als xV = 10� 0 (rot) üb er xV = 5 � 0 , xV =
2� 0 bis zu xV = 1 � 0 (blau) gew ählt. Für w ac hsende V ortexabstände erk enn t man, dass

die Aufspaltung � ZBCP des gebundenen Zustands � gemessen als Abstand der Maxima im

Quasiteilc hensp ektrum � v on et w a � ZBCP (xV = 1 � 0) � 1; 4� 0 auf � ZBCP (xV = 10� 0) �
0; 028� 0 sinkt ( d ).
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a) b)

Abbildung 5.6: Der V ortex-Sc hatten-E�ekt auf die Quasiteilc hen-Zustandsdic h te b ei Energie

Null N (E = 0) an einer makrosk opisc h facettierten ( a ) und an einer mikrosk opisc h rauen

Ob er�äc he ( b ). Für b eide Abbildungen wurde eine Grenz�äc he gew ählt, deren grundsätzli-

c he Orien tierung parallel zur (110)-Ric h tung des Kristalls v erläuft. In b eiden Fällen ist im

Ein�ussgebiet des V ortex eine deutlic he Un terdrüc kung der gebundenen Zustände b ei E = 0
zu erk ennen.

für die Berec hn ung der Zustandsdic h te en tlang einer makrosk opisc h facettierten Ob er�äc he

b eac h ten, dass man die Phasen v erteilung eines einzelnen V ortex un ter Berüc ksic h tigung der

k orrekten Randb edingungen n un nic h t mehr einfac h durc h einen �Spiegelv ortex� k onstru-

ieren k ann. Da die Phase im Inneren des Supraleiters � abgesehen v om Ort des V ortex �

die Laplace-Gleic h ung erfüllen m uss und an der Ob er�äc he v on Neumannsc hen Randb e-

dingungen gen ügt, bietet es sic h an, die Phasen v erteilung des P aarp oten tials mittels einer

k onformen Abbildung v on der b ek ann ten Lösung auf einem einfac hen Gebiet auf das b e-

trac h tete p olygonal umrandete Gebiet zu transformieren. Während die k onforme Abbildung

für einfac he k eilförmige Gebiete no c h analytisc h zu b erec hnen ist, m üssen die Abbildungs-

funktionen für k ompliziertere p olygonal umrandete Gebiete, wie in dem hier b etrac h teten

F all einer facettierten Ob er�äc he, n umerisc h b estimm t w erden. Zur Berec hn ung der Phasen-

v erteilung mit den k orrekten Randb edingungen wurde in dem v orliegenden F all die Metho de

der Sc h w arz-Christo�el-Abbildungen in einer n umerisc hen Implemen tierung v on Driscoll v er-

w endet (siehe [78 , 79 ]). Desw eiteren m uss der T ra jektorien v erlauf an jedem Ort ~r und für

jede Ric h tung

~k mit Hilfe eines �ra y-tracing�-V erfahrens b erec hnet w erden. Die Ergebnisse

der lok alen Zustandsdic h te für E = 0 für eine solc he facettierte Ob er�äc he mit und ohne

gepinn ten V ortex ist in Abbildung 5.6 a) gezeigt. Dab ei sind die einzelnen F acetten in der

Gröÿenordn ung einer K ohärenzlänge � 0 gew ählt, w ährend der V ortex einen Abstand v on 2� 0

b esitzt. Ein V ergleic h der b eiden Ergebnisse mit und ohne V ortex lässt so w ohl den E�ekt

gewink elter Ob er�äc henstrukturen auf eine Un terdrüc kung der gebundenen Zustände b ei

E = 0 erk ennen (man b eac h te die dunklen, nahezu rec h t winkligen Ec k en im link en T eilbild)

als auc h die Aufspaltung der gebundenen Zustände in der Umgebung des v or der Ob er�äc he
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5.2. Der V ortex-Sc hatten-E�ekt

gepinn ten V ortex (die im rec h ten T eilbild zu einem V ersc h winden der gebundenen Zustände

b ei E = 0 in der Reic h w eite des V ortex führt).

Eine andere Möglic hk eit, eine mikrosk opisc h raue Ob er�äc he im Mo dell zu sim ulieren, b e-

steh t darin, mikrosk opisc h kleine Spiegelstüc k e � mit einem zufälligen V erkippungswink el

zwisc hen � �= 4 und �= 4 b ezüglic h der Grenz�äc henric h tung � en tlang der Ob er�äc he an-

zuordnen, w ob ei eine Gauÿ-V erteilung der Wink el v erw endet wurde. Dab ei wurde die Aus-

dehn ung der Spiegelstüc k e in den Supraleiter hinein v ernac hlässigt und es wurde n ur der

Re�exionswink el der auf sie auftre�enden T ra jektorien gemäÿ ihrer Orien tierung b erec hnet.

An einer solc hen Ob er�äc he, die damit eine F orm v on in trinsisc her Streuung b esitzt, �ndet

man für alle Orien tierungen gebundene Zustände, da einige Re�exionswink el immer einen

Phasensprung auf der T ra jektorie mit sic h bringen. Auc h im F alle einer solc hen in trinsisc h

rauen Ob er�äc he wirft ein in der Nähe der Ob er�äc he gepinn ter V ortex einen �Sc hatten�

auf die lok ale Zustandsdic h te für E = 0 , der sic h v om V ortexzen trum hin zur Ob er�äc he

ausdehn t (vgl. Abbildung 5.6 b). Das ist v erständlic h, da der gebundene Zustand an der

Ob er�äc he für alle V erkippungswink el in der Umgebung v on E = 0 auftritt und durc h

ein stark es Ström ungsfeld immer zu höheren Energien hin v ersc hob en wird. Damit zeigt

sic h, dass der V ortex-Sc hatten-E�ekt ein grundsätzlic hes Phänomen und für jede Art v on

Ob er�äc he zu b eobac h ten ist und nic h t n ur auf die � in der Realität natürlic h nic h t existie-

renden � ideal re�ektierenden Grenz�äc hen b esc hränkt ist. Auc h für Grenz�äc hen mit einer

geringen Barrieren transparenz, für die der üb er die Grenz�äc he �ieÿende Strom in guter

Näherung in erster Ordn ung der T ransparenz b erec hnet w erden k ann, wird der V ortex-

Sc hatten-E�ekt eine groÿe Rolle spielen. Da der Barrierenstrom n ur eine kleine K orrektur

zu dem stark en Ström ungsfeld zwisc hen V ortex und Grenz�äc he hinzufügt, wird die Auf-

spaltung des �zero-energy-p eaks� nahezu un v erändert b estehen bleib en und sic h damit direkt

auf die Berec hn ung des üb er die Barriere �ieÿenden T unnelstromes auswirk en, in den allein

die Zustandsdic h ten in n ullter Ordn ung der T ransparenz eingehen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblic k

Die En tdec kung der supraleitenden Eigensc haften v on Magnesiumdib orid hatte w eitrei-

c hende K onsequenzen. Sie hat zum einen die lange Zeit im Sc hatten der Ho c h temp eratur-

Supraleiter stehenden k on v en tionellen Supraleiter wieder zurüc k ins Zen trum des In teres-

ses gerüc kt. Zum anderen hat es sic h gezeigt, dass im in ternationalen Zusammenspiel v on

exp erimen teller, theoretisc her und nic h t zuletzt angew andter F orsc h ung mit den heute zur

V erfügung stehenden Mitteln in relativ kurzer Zeit ein umfassendes und üb eraus detailliertes

Bild der ph ysik alisc hen Eigensc haften dieses neuartigen supraleitenden Materials en tstehen

k onn te. Sc hon w enige Monate nac h der En tdec kung der supraleitenden Eigensc haften im

Jan uar 2001 standen Prob en in herv orragender Qualität zur exp erimen tellen Un tersuc h ung

b ereit, un ter anderem einkristalline Prob en, Dräh te und Dünn�lmprob en auf un tersc hied-

lic hsten Substraten (man b eac h te dazu den Review-Artik el v on Buzea und Y amashita v on

August 2001 [3]). Bandstrukturrec hn ungen en th üllten die F ermi�äc henstruktur und zeigten

Bänder mit zw ei- und dreidimensionaler T op ologie [4], und der exp erimen telle Nac h w eis des

Isotop ene�ekts k orresp ondierte zu den Eliash b erg-Rec hn ungen, die eine stark e K opplung der

Phononen im Un tergitter des Bors an die Ladungsträger zeigten und damit die v on Gitter-

sc h wingungen v ermittelte P aarungsw ec hselwirkung plausib el mac h ten [5, 8 ]. Eb enso wurde

die exp erimen tell gefundene Diskrepanz der P aarp oten tialamplituden mit Hilfe der un ter-

sc hiedlic hen P aarungsstärk en auf den v ersc hiedenen F ermi�äc hen in terpretiert. Sc hon drei

Jahre nac h der En tdec kung seiner supraleitenden Eigensc haften w ar Magnesiumdib orid als

einer der seltenen Fälle eines ausgeprägten Zw eiband-Supraleiters in die Literatur eingegan-

gen und seine grundlegenden Eigensc haften theoretisc h umfassend erklärt und exp erimen tell

nac hgewiesen (siehe dazu den Review-Artik el v on T. Dahm [2]).

Denno c h bleibt MgB 2 bis heute so w ohl für die theoretisc he als auc h die exp erimen telle und

angew andte F orsc h ung ein in teressan tes Un tersuc h ungsob jekt. Mit einer K ohärenzlänge v on

einigen w enigen Nanometern und einer Londonsc hen Eindringtiefe v on knapp 100 Nano-

metern gehört Magnesiumdib orid zu den T yp-I I-Supraleitern. Ho c hau�ösende Exp erimen te

geb en dab ei einen Eindruc k v on der Struktur des Flussliniengitters, das sic h b eim Anlegen

eines ausreic hend stark en magnetisc hen F elds ergibt [54 ]. Die v orliegende Arb eit widmete

sic h hauptsäc hlic h der theoretisc hen Besc hreibung des V ortexzustands v on Magnesiumdib o-

rid, insb esondere un ter Berüc ksic h tigung des Ein�usses der un tersc hiedlic hen F ermi�äc hen-

top ologien. Dafür wurde v erw endet, dass die k ompliziert ersc heinende F ermi�äc henstruktur

durc h einfac he geometrisc he Strukturen appro ximiert w erden k ann [19 ]. Berec hnet man n un

un ter Berüc ksic h tigung der k orrekten F ermi�äc hen top ologie die gemittelte Quasiteilc hen-

Zustandsdic h te im V ortexzustand, so erk enn t man, dass die Sp ektren für un tersc hiedlic he

F ermi�äc hen und abhängig v on der Ric h tung des angelegten magnetisc hen F elds c harakte-

ristisc he Merkmale aufw eisen, die mit Hilfe einer Gewic h tsfunktion, die die Eigensc haften
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der F ermi�äc he widerspiegelt, klassi�ziert w erden k önnen. Dab ei wurde gezeigt, dass un ter

V erw endung geeigneter P arameter, wie der aus Bandstrukturrec hn ungen b ek ann ten K opp-

lungsmatrix so wie den zugehörigen F ermigesc h windigk eiten, die Magnetfeldabhängigk eit der

P aarp oten tialamplituden so wie die gemittelte Quasiteilc hen-Zustandsdic h te für den V ortex-

zustand v on Magnesiumdib orid einfac h b estimm t w erden k ann. Dab ei wurde für ein Magnet-

feld, das en tlang der c-A c hse des Kristalls angelegt wird, eine stark e Ab�ac h ung der P eaks

an den Gapk an ten im Sp ektrum des � -Bandes gefunden, die auf die dreidimensionale, torus-

förmige T op ologie des Bandes zurüc kgeführt w erden k onn te und das rasc he V ersc h winden

der exp erimen tell b eobac h tbaren Gapstruktur des � -Bandes erklärt. Ein V ergleic h der Zu-

standsdic h te b ei E = 0 als F unktion des angelegten Magnetfelds zeigte, dass eine rec h t gute

Üb ereinstimm ung mit den exp erimen tellen Ergebnissen v on Bouquet et al. gefunden w erden

k ann, w enn man eine stärk ere In terbandk opplungsstärk e als die v on den Bandstrukturrec h-

n ungen v orgesc hlagene v oraussetzt. Die v erw endete höhere In terbandk opplungsstärk e erhält

man eb enso, w enn man die Ergebnisse der Berec hn ung der Anisotropie des ob eren kritisc hen

Magnetfelds im saub eren Grenzfall an die exp erimen tell b estimm ten W erte �ttet [19 ]. Eine

möglic he Erklärung k ann dahingehend gefunden w erden, dass sic h die in den Rec hn ungen a

priori v ernac hlässigte In terband-Streuung üb er eine sc hein bar erhöh te In terbandk opplungs-

stärk e b emerkbar mac h t.

Neb en der Betrac h tung des V ortexzustands in der Näherung hoher Magnetfelder b efass-

te sic h diese Arb eit auc h mit dem isolierten Abrik oso v-V ortex als einem Mo dell niedriger

Magnetfelder. Dab ei wurden zuerst am Beispiel eines k on v en tionellen Ein band-Supraleiters

grundlegende Un tersc hiede zwisc hen einer Betrac h tung des isolierten V ortex im sc hm utzi-

gen und im saub eren Grenzfall aufgezeigt. Der Ein�uss der Störstellenk onzen tration mac h t

sic h dab ei insb esondere in der lok alen Quasiteilc hen-Zustandsdic h te in der Umgebung des

V ortexzen trums b emerkbar. Während im saub eren Grenzfall ein gebundener Zustand b ei

E = 0 die lok ale Zustandsdic h te im V ortexzen trum c harakterisiert, �ndet man im sc hm utzi-

gen Grenzfall aufgrund der fehlenden K ohärenz der Quasiteilc hen eine �ac he, normalleitende

Zustandsdic h te. Daneb en b eobac h tet man im saub eren Grenzfall mit sink ender T emp eratur

eine nahezu lineare Abnahme der V ortexcoregröÿe, die auf den Ein�uss der gebundenen

Quasiteilc hen-Zustände im V ortexcore zurüc kzuführen ist. Dieser E�ekt ist als Kramer-

P esc h-E�ekt b ek ann t [43 ] und v ersc h windet mit zunehmender Störstellenstreuung. Nac h

den grundlegenden Betrac h tungen im Ein band-F all wurde in dieser Arb eit auc h der F all ei-

nes Zw eiband-Supraleiters mit passenden P arametern für Magnesiumdib orid diskutiert. Hier

�ndet man im saub eren Grenzfall in b eiden Bändern einen deutlic hen Kramer-P esc h-E�ekt

so wie gebundene Zustände im V ortexcore. Eb enso v ersc h windet der E�ekt wie erw artet un-

ter der Annahme einer hohen Störstellenstreuung in den b eiden Bändern und man erhält in

diesem F all auc h für T = 0 eine endlic he V ortexcoregröÿe so wie eine �ac he, normalleitende

Zustandsdic h te im V ortexzen trum. Da in den STM-Messungen, die hauptsäc hlic h die drei-

dimensional propagierenden Ladungsträger des � -Bandes nac h w eisen, eine normalleitende

lok ale Zustandsdic h te im V ortexzen trum gefunden wurde [54 ] � w as auf eine hohe Streura-

te der Ladungsträger im � -Band hindeutet � die Störstellenstreuung im � -Band jedo c h als

geringer eingesc hätzt wird, lag es nahe, auc h ein �gemisc h tes Mo dell� in Betrac h t zu ziehen,

b ei dem v on einem ballistisc hen T ransp ort im � -Band und einem di�usiv en T ransp ort im � -

Band ausgegangen wird. Ein solc hes Mo dell wurde erstmals v on Esc hrig v orgesc hlagen [49 ].

Hier �ndet man auc h im sc hm utzigen � -Band einen aus dem � -Band induzierten Kramer-

P esc h-E�ekt. Dies sollte es möglic h mac hen, den Kramer-P esc h-E�ekt in dem exp erimen tell

einfac her zugänglic hen � -Band nac hzu w eisen, insofern die Störstellenstreuung im � -Band

die Näherung des saub eren Grenzfalles rec h tfertigt.

Sc hlieÿlic h wurde im letzten Kapitel der Arb eit der Blic k auf das Zusammenspiel v on

Grenz�äc hen-Phänomenen und Flusslinien in unk on v en tionellen Supraleitern gew orfen. Im

Gegensatz zu Supraleitern mit einer k on v en tionellen P aarungssymmetrie treten in Supralei-
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tern mit einer unk on v en tionellen P aarungssymmetrie, d.h. einer P aarungssymmetrie für die

die Amplitude des P aarp oten tials ihr V orzeic hen auf v ersc hiedenen Absc hnitten der F ermi-

�äc he ändert, an b estimm ten Grenz�äc hen gebundene Zustände im Quasiteilc hensp ektrum

auf, die auc h als gebundene Andreev-Zustände b ezeic hnet w erden. Für die in den lo c hdotier-

ten Kupraten angenommene dx 2 � y 2
-W ellen-P aarungssymmetrie �ndet man eine maximale

Ausprägung dieser gebundenen Zustände an (110)-Grenz�äc hen, die so w ohl im Inneren des

Supraleiters als K orngrenzen o der Kristalldefekte als auc h an der Ob er�äc he der Prob e auf-

treten k önnen. Die En tsteh ung dieser gebundenen Zustände k ann analog zu den gebundenen

Zuständen im Zen trum eines V ortex durc h die m ultiple Streuung der Quasiteilc hen an einem

rasc hen W ec hsel des P aarp oten tials v erstanden w erden. In der Gegen w art v on Strömen erfah-

ren die gebundenen Zustände dab ei eine Doppler-Aufspaltung, die zu einer Un terdrüc kung

der lok alen Zustandsdic h te für E = 0 führt. Der Ein�uss v on k onstan ten Absc hirmströmen,

die sic h en tlang der Ob er�äc he einer supraleitenden Prob e im Magnetfeld ausbilden, wurde

dab ei sc hon früher diskutiert [71 ]. In der v orliegenden Arb eit wurde n un un tersuc h t, w elc hen

Ein�uss die lok ale Strom v erteilung eines V ortex v or einer Grenz�äc he auf das Quasiteilc hen-

sp ektrum an der Ob er�äc he b esitzt. Dab ei wurde die lok ale Quasiteilc hen-Zustandsdic h te

für E = 0 in der Umgebung eines V ortex und einer idealen (110)-Grenz�äc he b erec hnet.

Hier �ndet man in einer sc hattenförmigen Region zwisc hen V ortex und Grenz�äc he eine

stark e Un terdrüc kung der lok alen Zustandsdic h te für E = 0 , die sic h auc h für gröÿere En t-

fern ungen zwisc hen V ortex und Grenz�äc he no c h b emerkbar mac h t. Diese Un terdrüc kung

der gebundenen Andreev-Zustände an der Ob er�äc he zeigte sic h dab ei auc h gegen üb er einer

Berüc ksic h tigung v on mikrosk opisc her o der makrosk opisc her F acettierung der Ob er�äc he

stabil. Die Beobac h tung dieses V ortex-Sc hatten-E�ekts als F olge des Ein�usses einer Fluss-

linie liefert dab ei einen möglic hen Ansatz zur Erklärung der b eobac h teten Anomalien des

�zero-bias-conductance-p eak-splittings�, d.h. der Aufspaltung des gebundenen Zustands an

der Ob er�äc he [74 ]. Die Aufspaltung der gebundenen Zustände durc hläuft als F unktion des

angelegten magnetisc hen F elds eine Hysteresekurv e und zeigt auc h im Nullfeld einen endli-

c hen W ert, w as durc h das aufgrund v on Haftkräften möglic he V erbleib en v on V ortices in der

supraleitenden Prob e � auc h b ei abgesc haltetem magnetisc hem F eld � erklärt w erden k ann.

Ob w ohl die Zahl der Publik ationen, die die supraleitenden Eigensc haften v on Magnesium-

dib orid zum Thema hab en, enorm ist und viele der grundlegenden Eigensc haften gut v er-

standen und theoretisc h erklärt sind, bleibt dieses unsc hein bare Material w ahrsc heinlic h

auc h in den näc hsten Jahren für die F orsc h ung relev an t. Neb en der ausgeprägten Zw eiband-

Supraleitung ist ein w eiterer Grund sic herlic h, dass MgB 2 auc h für die An w endung in ter-

essan te Materialeigensc haften b esitzt � un ter anderem eine sehr hohe Stromdic h te in Dünn-

�lmprob en und eine für einen �k on v en tionellen� Supraleiter früher unerreic h bar ersc heinende

kritisc he T emp eratur. Eine w eitere Erhöh ung der kritisc hen Stromstärk e durc h den gezielten

Einsatz v on Pinningzen tren, die Suc he nac h v erw andten Systemen mit einer hohen Sprung-

temp eratur o der der praktisc he Einsatz in supraleitenden Bauelemen ten und die daraus

resultierende F rage nac h T unnelmec hanismen in Mehrband-Systemen sind denkbare F or-

sc h ungsric h tungen und w erden ho�en tlic h auc h in den k ommenden Jahren no c h das In teresse

an dieser supraleitenden V erbindung w ac hhalten.
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Anhang A

Ableitung des Druc kfunktionals

für mehrere Bänder

In den folgenden drei Absc hnitten dieses Anhangs soll das Druc kfunktional der quasiklas-

sisc hen Theorie, das eine Sc hlüsselfunktion in der Herleitung aller relev an ter Gleic h ungen

b esitzt, für eine k on v en tionelle P aarungsw ec hselwirkung mit mehreren an der Supraleitung

b eteiligten Energiebändern aus den Ausdrüc k en v on Eilen b erger für den Ein band-F all abge-

leitet w erden [21 ]. Dab ei sollen im ersten Absc hnitt die grundlegenden Begri�e anhand eines

Ein band-Supraleiters eingeführt w erden. Im zw eiten und dritten Absc hnitt w erden dann

Druc kfunktional, Gapgleic h ung und quasiklassisc her Strom für einen Multiband-Supraleiter

v erallgemeinert.

A.1 Druc kfunktional, Gapgleic h ung und quasiklassisc her

Strom

Um einen Ausdruc k für die F reie Energie des elektronisc hen Systems eines k on v en tionellen

Supraleiters ( s-W elle) zu erhalten, w ollen wir das folgende F unktional b etrac h ten:
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Dab ei b ezeic hnet

~A(~r) das V ektorp oten tial in einer geeigneten Eic h ung und

~Bext (~r) stellt

ein extern angelegtes Magnetfeld dar. Mit I
�

!; ~kF ; ~r
�

soll w eiterhin die folgende F unktion

abgekürzt w erden (siehe [21]) :
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A. Ableitung des Druc kfunktionals für mehrere Bänder

w ob ei W(~kF ; ~qF ) die Streu w ahrsc heinlic hk eit v on einem Zustand ~qF in einen Zustand

~kF

auf der F ermi�äc he b ezeic hnet. Nun k önnen wir das Druc kfunktional 
 un ter V erw endung

der folgenden Iden tität

2�T
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1
� n

�
1

N0V
� ln

T
Tc

umsc hreib en zu dem Ausdruc k, den Eilen b erger in [21 ] v orsc hlägt:
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Da die Summe üb er die Matsubarafrequenzen sc hnell k on v ergiert, k onn ten wir die ob ere

Summationsgrenze ins Unendlic he fortsetzen. Nun ist 
 im Allgemeinen ein F unktional der

vier unabhängigen Gröÿen

�f , f , � �
und

~A . Die V ariation dieses F unktionals nac h

�f und

f führt einerseits auf die in Absc hnitt 2.1.1 angegeb enen Eilen b erger-Gleic h ungen, anderer-

seits führt eine w eitere V ariation nac h � �
und

~A auf Selbstk onsistenzb edingungen für das

P aarp oten tial �( ~r) und den quasiklassisc hen Strom

~j (~r) = 1
4� rot rot

~A(~r) . Eine V ariation

des F unktionals nac h � �
ergibt die folgende Gleic h ung

� 
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Z
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F S
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und aus der Stationaritätsb edingung

� 

� � � = 0 erhalten wir somit eine Selbstk onsistenzb e-

dingung für das P aarp oten tial:
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Diese Gleic h ung ist � aufgelöst nac h dem ersten Summanden als Gapgleic h ung b ek ann t �

die Grundlage zur Berec hn ung des P aarp oten tials. Die V ariation nac h

~A führt hingegen auf
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und die Stationaritätsb edingung b ezüglic h einer V ariation nac h

~A in der F orm

� 

� ~A

= 0
erlaubt die Berec hn ung des quasiklassisc hen Stromes
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c
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�
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der für eine selbstk onsisten te Lösung v on inhomogenen Problemen mit b erüc ksic h tigt w erden

m uss. Setzen wir in 
 die selbstk onsisten t b estimm ten Lösungen v on f und

�f so wie � und

~A ein, so gibt das F unktional gerade die Di�erenz v on der F reien Energie des supraleitenden

und der F reien Energie des normalleitenden Zustands im thermo dynamisc hen Gleic hgewic h t

an.
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A.2. Druc kfunktional eines Multiband-Supraleiters

A.2 Druc kfunktional eines Multiband-Supraleiters

V ersuc hen wir n un, ein Druc kfunktional mit den in Absc hnitt A.1 angegeb enen Eigensc haf-

ten für einen Multiband-Supraleiter zu �nden, so m üssen wir b eac h ten, dass hier die sk alare

W ec hselwirkung V des klassisc hen Supraleiters durc h eine W ec hselwirkungsmatrix V�;� 0
er-

setzt w erden m uss. Dab ei soll sic h die Herleitung auf ein System ohne In terband-Streuung

b esc hränk en � b ei der Erw eiterung auf ein System mit In terband-Streuung w erden die zw ei

Streu w ahrsc heinlic hk eiten W ( � )
und W ( � )

durc h eine Streumatrix W ( �;� 0)
�
~k( � )

F ; ~q( � 0)
F

�
er-

setzt. Un ter Einführung der W ec hselwirkungsmatrix V�� 0
k önnen wir sc hreib en
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w ob ei

�
V � 1

�
�� 0 die in v erse W ec hselwirkungsmatrix b ezeic hnet, die folgendermaÿen de�niert

ist

P
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w ob ei wir mit � + den gröÿten Eigen w ert der K opplungsmatrix � �� 0 = N ( � 0)
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b ezeic h-

nen, der die kritisc he T emp eratur des supraleitenden Phasen üb ergangs festlegt (siehe [19 ]).

Durc h A ddition der link en und Subtraktion der rec h ten Seite der obigen Gleic h ung zu dem

Druc kfunktional erhält man eine sc hnell k on v ergierende Summe und k ann die Summation

wieder üb er alle p ositiv en Matsubarafrequenzen ausführen:
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A. Ableitung des Druc kfunktionals für mehrere Bänder

Während sic h b ei der V ariation nac h dem V ektorp oten tial

~A k eine grundlegende V erände-

rung gegen üb er dem Ein band-F all ergibt, d.h. der Strom bleibt diagonal im Bandindex, m uss

b ei der V ariation nac h � � ( � )
die K opplung der zw ei Bänder b erüc ksic h tigt w erden.

A.3 Gapgleic h ung und quasiklassisc her Strom für einen

Multiband-Supraleiter

Um die Gapgleic h ung für einen Multiband-Supraleiter abzuleiten, gehen wir v on dem im

v orangegangenen Absc hnitt abgeleiteten Ausdruc k für das Druc kfunktional aus und v ariieren

ihn nac h � � ( � )
. Wir erhalten:
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Die Stationaritätsb edingung v erlangt n un für jedes Band � das V ersc h winden der V ariation
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Multiplizieren wir n un b eide Seiten mit dem W ec hselwirkungsmatrixelemen t V� 00� und sum-

mieren wir b eide Seiten der Gleic h ung üb er den Bandindex � , so erhalten wir
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k ann man sc hlieÿ-

lic h die Gapgleic h ung für ein Multiband-System form ulieren als:

� ( � 00) (~r) �
X

�

� � 00�

�
1

� +
� ln

T
Tc

�
� ( � ) (~r)

=
X

�

� � 00� 2�T
X

0<� n < 1

� Z

F S �

d2kF � ( � ) (~kF )f ( � )
�

� n ;~kF ; ~r
�

�
1
� n

� ( � ) (~r)
�

Der quasiklassisc he Strom sc hreibt sic h hingegen einfac h als

~j (~r) = � 2ie
X

�

N ( � )
0 2�T

X

0<� n < 1

Z

F S �

d2kF � ( � ) (~kF )~v( � )
F (~kF )g( � )

�
� n ;~kF ; ~r

�

d.h. die Gesam tstromdic h te wird summiert üb er die Stromdic h ten, die v on den v ersc hiedenen

Ladungsträgern in den un tersc hiedlic hen Bändern getragen w erden.
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Anhang B

Die K opplungsmatrix � �� 0 für den

Multiband-Supraleiter

Die K opplungsmatrix � �� 0
spielt eine en tsc heidende Rolle b ei der theoretisc hen Besc hreibung

eines Multiband-Supraleiters. Dab ei k önnen die Ein träge so w ohl aus Bandstrukturrec hn un-

gen b estimm t w erden, als auc h aus exp erimen tell zugänglic hen Gröÿen wie dem V erhältnis

der P aarp oten tialamplituden b ei T = Tc und T = 0 so wie dem V erhältnis der Zustands-

dic h ten im normalleitenden Zustand. Dab ei ist zu b erüc ksic h tigen, dass b ei der An w endung

einer �w eak-coupling�-Theorie, d.h. einer Theorie, die v on einer kleiner W ec hselwirkungsstär-

k e und einer hohen Cut-O�-F requenz ausgeh t, dieser Grenzprozess auc h b ei der Bestimm ung

der Ein träge der K opplungsmatrix k orrekt durc hgeführt wird [80 ]. Im folgenden soll kurz

skizziert w erden, wie die vier Ein träge der 2 � 2-K opplungsmatrix � �� 0
mit dem P aarp o-

ten tial b ei T = 0 und T = Tc , so wie den normalleitenden Zustandsdic h ten in den b eiden

Bändern zusammenhängen. Dafür w ollen wir v on der folgenden Zw eiband-Gapgleic h ung für

einen räumlic h homogenen s-W ellen-Supraleiter ausgehen:

� ( � ) =
X

� 0

� �� 02�T
X

0<� n <! c

� ( � 0)

q
� 2

n +
�
� ( � 0)

� 2

In der Umgebung der kritisc hen T emp eratur k önnen wir die P aarp oten tialamplituden � ( � )

quadratisc h v ernac hlässigen und die linearisierte Gapgleic h ung somit sc hreib en als

� ( � ) =
X

� 0

� �� 02�T c

X

0<� n <! c

� ( � 0)

� n

Führt man n un die Summation üb er die Matsubarafrequenzen aus, so erhält man im Grenz-

fall einer hohen Cut-O�-F requenz ! c � 2�T c und mit der Näherung  (x) � ln(x) für x � 1
den Ausdruc k

� ( � ) =
X

� 0

� �� 0� ( � 0)
�

 + ln 4 + ln

�
! c

2�T c

��

mit der Eulersc hen K onstan ten 
 � 0; 577. Bringen wir n un den Logarithm us auf die link e

Seite so erk ennen wir, dass die linearisierte Gapgleic h ung ein Eigen w ertproblem de�niert mit

ln � 1
�

2! ce


�T c

�
� ( � ) =

X

� 0

� �� 0� ( � 0)
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B. Die K opplungsmatrix � �� 0
für den Multiband-Supraleiter

Die K opplungsmatrix � �� 0
b esitzt dab ei zw ei Eigen w erte und wir k önnen somit sc hreib en

� � =
� �� + � ��

2
�

s
(� �� � � �� )2

4
+ � �� � �� = ln � 1

�
2! ce


�T �
c

�

Dab ei k orresp ondieren die b eiden Eigen w erte � + und � � zu zw ei un tersc hiedlic hen kriti-

sc hen T emp eraturen T +
und T �

, die die zw ei möglic hen supraleitenden Phasen üb ergänge

c harakterisieren. Da der Phasen üb ergang mit der höheren kritisc hen T emp eratur T +
früher

statt�ndet, un terdrüc kt er den zw eiten Phasen üb ergang, der damit nic h t b eobac h tet wird.

Damit k önnen wir die kritisc he T emp eratur sc hreib en als

Tc =
2! ce


�
e� 1=� +

(B.1)

und das V erhältnis der P aarp oten tialamplituden b ei Tc b erec hnet sic h n un aus dem Eigen-

v ektor zu � + als

c1 =
� ( � ) (Tc)
� ( � ) (Tc)

=
� ��

� + � � ��
=

� + � � ��

� ��
(B.2)

Eb enso k ann aus der Gapgleic h ung das V erhältnis der Gapamplituden b ei T = 0 als F unktion

der K opplungsparameter b estimm t w erden. Dafür w ollen wir die Gapgleic h ung mit � = T � 1

in in tegraler F orm sc hreib en als

� ( � ) =
X

� 0

� �� 0� ( � 0)
Z ! c

0

d�
q

� 2 +
�
� ( � 0)

� 2
tanh

�
1
2

�
q

� 2 +
�
� ( � 0)

� 2
�

w ob ei � ( � 0)
für kleine T emp eraturen k onstan t wird und mit T ! 0 das Argumen t des tanh

div ergiert und somit gilt

tanh
�

1
2

�
q

� 2 +
�
� ( � 0)

� 2
�

! 1

Damit k ann das In tegral ausgeführt w erden und die Gapgleic h ung nimm t für T ! 0 die

folgende F orm an

� ( � ) =
X

� 0

� �� 0� ( � 0) ln

0

@
! c +

q
! 2

c +
�
� ( � 0)

� 2

� ( � 0)

1

A

Für ! c � � ( � 0)
k önnen wir w eiterhin in der Summe un ter der W urzel den quadratisc hen

T erm v on � ( � 0)
gegen üb er dem quadratisc hen T erm v on ! c v ernac hlässigen und erhalten

n un die Gapgleic h ung als

� ( � ) =
X

� 0

� �� 0� ( � 0) ln
2! c

� ( � 0)

Un ter Einführung des Gap v erhältnisses b ei T = 0 als c0 = � ( � ) (0)
� ( � ) (0) k önnen wir das gek opp elte

Gleic h ungssystem in der folgenden F orm notieren

� ( � ) (0) = � �� � ( � ) (0) ln
�

2! c

� ( � ) (0)

�
+ � ��

� ( � ) (0)
c0

�
ln

�
2! c

� ( � ) (0)

�
+ ln c0

�

� ( � ) (0) = � �� c0� ( � ) (0) ln
�

2! c

� ( � ) (0)

�
+ � �� � ( � ) (0)

�
ln

�
2! c

� ( � ) (0)

�
+ ln c0

�
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Division der ersten Gleic h ung durc h � ( � ) (0) und der zw eiten Gleic h ung durc h � ( � ) (0) so wie

Au�ösen der b eiden Gleic h ungen nac h ln
�

2! c
� ( � ) (0)

�
und Gleic hsetzen der daraus resultieren-

den Ausdrüc k e führt sc hlieÿlic h auf

�
1 �

� ��

c0
ln c0

�
(� �� c0 + � �� ) = (1 � � �� ln c0)

�
� �� +

� ��

c0

�

bzw. un ter Zusammenfassung aller Ausdrüc k e mit ln c0 :

(� �� � �� � � �� � �� ) ln c0 + � �� c0 �
� ��

c0
= � �� � � �� (B.3)

W eiterhin ist b ek ann t, dass das V erhältnis der normalleitenden Zustandsdic h ten � = N ( � )
0 =N ( � )

0
in das V erhältnis der Auÿerdiagonalelemen te der K opplungsmatrix eingeh t, da zwisc hen der

K opplungsmatrix � �� 0
und der symmetrisc hen P aarungsstärk e V�� 0

der Zusammenhang b e-

steh t:

� �� 0 = N ( � 0)
0 V�� 0

und damit gilt

� =
� ��

� ��
(B.4)

Nun b esteh t üb er Gleic h ung (B.1) ein direkter Zusammenhang zwisc hen der kritisc hen T em-

p eratur Tc und dem gröÿeren Eigen w ert � + . Ist dieser erst einmal b ek ann t, k önnen w eiterhin

üb er die Gleic h ungen (B.2), (B.3) und (B.4) alle vier Elemen te der K opplungsmatrix exakt

b estimm t w erden. Sc hreibt man b eispielsw eise für � ��

� �� =
� 2

+ c1c0 ln c0

� + (1 + c2
1� ) c0 ln c0 + ( c1 � c0)(1 + c0c1� )

so k önnen alle w eiteren Ein träge einfac h b erec hnet w erden als

� �� = �� �� ; � �� = � + �
� ��

c0
; � �� = � + � c1�� ��

Zum Sc hluss w ollen wir no c h den Zusammenhang der hier eingeführten Gröÿen c0 , c1 und

� mit dem K opplungsstärk eparameter � angegeb en, wie er in [19 ] de�niert wurde:

� =
� �� � � �

� + � � �
=

1
1 + c2

1�

Wir erk ennen also, dass für ein gegeb enes V erhältnis der zw ei normalleitenden Zustandsdic h-

ten in den b eiden Bändern � der In terbandk opplungsparameter � allein aus dem V erhältnis

der P aarp oten tialamplituden b ei Tc b erec hnet w erden k ann, w ährend das V erhältnis der

P aarp oten tialamplituden b ei T = 0 , hier mit c0 b ezeic hnet, darin nic h t eingeh t.
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Anhang C

Die n umerisc he Implemen tierung

der Usadel-Gleic h ung

Die n umerisc he Berec hn ung der Usadel-Gleic h ung stellt an sic h k ein sc h wieriges Problem

dar. Sie ist eine Di�usionsgleic h ung und im F all eines isotrop en Di�usionstensors k ann eine

solc he P arametrisierung gefunden w erden, dass eine partielle Di�eren tialgleic h ung 2. Ord-

n ung zu lösen ist. Allein die Art der Randw erte, die b ei der Lösung der Usadel-Gleic h ung in

der Umgebung eines einzelnen V ortex o der b ei einer kreisförmigen Appro ximation einer V or-

texgitterzelle v on der ph ysik alisc hen Problemstellung v orgegeb en sind, stellen eine gewisse

Sc h wierigk eit dar. Anstelle eines Anfangsw ertproblems, b ei dem b eispielsw eise F unktions-

w ert und Ableitung der zu lösenden F unktion an dem einen Rand v orgegeb en sind und

das durc h einfac he In tegration üb er das Lösungsin terv all b erec hnet w erden k ann, führen

die b ei der Usadel-Gleic h ung an b eiden Rändern v orgegeb en Anfangsb edingungen auf ein

Randw ertproblem, das eine durc hdac h tere Lösungsmetho de erfordert. Die standardmäÿig

für Randw ertaufgab en v erw endete �Sc hieÿmetho de�, b ei der iterativ Anfangsw ertpaare an

einem In terv allrand so lange v erb essert w erden, bis b ei einem Lösungsv ersuc h die k orrekte

Randb edingung am anderen In terv allende �getro�en� wird, führt aufgrund extremer Insta-

bilität hier nic h t zum Ziel. Dagegen k ann ein Relaxationsv erfahren, b ei dem mit einem

b eliebigen Lösungsv ektor gestartet und dieser in mehreren Iterationen in Ric h tung der k or-

rekten Lösung relaxiert wird, sehr sc hnell zur ric h tigen Lösung führen. Dieses V erfahren soll

in den folgenden Absc hnitten kurz skizziert w erden, da es eine sehr e�zien te und sc hnelle

Berec hn ung der Usadel-Gleic h ung in der Umgebung eines isolierten V ortex o der auc h für

eine kreisförmig appro ximierte V ortexgitterzelle erlaubt.

C.1 Die P arametrisierung des Usadel-Propagators für k on-

krete Beispiele

Um die Usadel-Gleic h ung n umerisc h b erec hnen zu k önnen, m üssen wir zuerst geeignete P ara-

metrisierungen der normalen und anomalen Greensc hen F unktionen g( �; 0)
und f ( �; 0)

�nden.

Dafür w ollen wir im folgenden die Usadel-Gleic h ung für einen isotrop en Di�usionstensor

D ( � )
lm = D ( � ) � lm in der Notation v on Usadel b etrac h ten:

2!f ( �; 0) �D ( � )
X

l

�
@l � i

2e
c

A l

� �
f ( �; 0)

2g( �; 0)
@l

�
�
� f ( �; 0)

�
�
�
2

+ g( �; 0)
�

@l � i
2e
c

A l

�
f ( �; 0)

�
= 2� ( � ) g( �; 0)
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C. Die n umerisc he Implemen tierung der Usadel-Gleic h ung

w ob ei f ( �; 0)
und g( �; 0)

üb er die Normierungsb edingung v erkn üpft sind

�
�
� f ( �; 0)

�
�
�
2

+
�

g( �; 0)
� 2

= 1

Sc hreib en wir n un die Gleic h ung un ter T renn ung v on Betrag und Phase der anomalen Green-

sc hen F unktion

f ( �; 0) = ~f ( �; 0) ei' ( � )

; ~f ( �; 0) 2 R

� ( � ) = ~� ( � ) ei' ( � )

; ~� ( � ) 2 C

und mit der De�nition v on

2e
c

~A ( � )
l = 2e

c A l � @l ' ( � )
um in eine Di�eren tialgleic h ung für die

reelle Greensc he F unktion

~f ( �; 0)
so erhalten wir:

2! ~f ( �; 0) �D ( � )
X

l

�
@l � i

2e
c

~A ( � )
l

� "
~f ( �; 0)

2g( �; 0)
@l

�
�
� ~f ( �; 0)

�
�
�
2

+ g( �; 0)
�

@l � i
2e
c

~A ( � )
l

�
~f ( �; 0)

#

= 2 ~� ( � ) g( �; 0)

Da

~f ( �; 0)
und g( �; 0)

üb er die Normierungsb edingung direkt v erkn üpft sind

�
~f ( �; 0)

� 2
+

�
g( �; 0)

� 2
= 1

k önnen sie durc h n ur eine einzige reelle F unktion so parametrisiert w erden, dass die Nor-

mierungsb edingung automatisc h erfüllt ist. Im folgenden soll � einer Idee v on [81 ] und [82 ]

folgend � in Analogie zur Riccati-P arametrisierung die F unktion a( � ) (~r; ! ) so gew ählt w er-

den, dass für Re [! ] > 0 gilt

g( �; 0) =
1 �

�
a( � )

� 2

1 +
�
a( � )

� 2 ; ~f ( �; 0) =
2a( � )

1 +
�
a( � )

� 2

Eingesetzt in die Usadel-Gleic h ung ergibt sic h eine Di�eren tialgleic h ung für die F unktion

a( � ) (~r; ! ) , die sic h im allgemeinen sc hreib en lässt als

2!a ( � ) � D ( � )

8
>><

>>:

~r 2a( � ) �
2a( � ) ( ~r a( � ) )2

1+ (a( � ) )2 � i 2e
c

�
~r ~~A ( � )

� a( � )
�

1� (a( � ) )2
�

1+ (a( � ) )2

� i 2e
c

2
�

1� (a( � ) )2
� 2

�
1+ (a( � ) )2

� 2
~~A � ~r a( � ) �

�
2e
c

~~A ( � )
� 2 a( � )

�
1� (a( � ) )2

�

1+ (a( � ) )2

9
>>=

>>;
(C.1)

= ~� ( � ) � ~� ( � )
�

a( � )
� 2

Für den F all eines isolierten s-W ellen-V ortex in einem stark en T yp-I I-Supraleiter k önnen wir

diesen Ausdruc k w eiter v ereinfac hen. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems k ann

die Gleic h ung zuerst einmal auf Zylinderk o ordinaten transformiert w erden. Zudem k ann für

� � 1 der Ein�uss des V ektorp oten tials v ernac hlässigt w erden und die Phase ' der anomalen

Greensc hen F unktion fällt in der Umgebung des V ortex mit der Phase des P aarp oten tials

zusammen, die wiederum gerade dem P olarwink el � der Zylinderk o ordinaten en tspric h t:

2e
c

~~A ( � ) =
2e
c

~A � ~r � � � ~r �; � ( � ) (~r) = ~� ( � ) (r )ei�

Damit v ereinfac h t sic h Gleic h ung (C.1) b edeutend, denn für den dritten und vierten Sum-

manden in der gesc h w eiften Klammer gilt

2e
c

~r ~~A ( � ) = � � � = 0 ;
2e
c

~~A ( � ) � ~r a( � ) = ~r � � ~r a( � ) = ~r � � ~r a( � ) (r ) = 0
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C.1. Die P arametrisierung des Usadel-Propagators für k onkrete Beispiele

Der letzte T erm in der gesc h w eiften Klammer hingegen lässt sic h v ereinfac hen zu

�
2e
c

~~A ( � )
� 2

=
�

~r �
� 2

=
1
r 2

und mit den Ausdrüc k en für den Gradien ten und den Laplace-Op erator in Zylinderk o ordi-

naten k önnen wir die Usadel-Gleic h ung in der gew ählten P arametrisierung sc hreib en als

2!a ( � ) � D ( � )

8
<

:
1
r

@r

�
r@r a( � )

�
�

2a( � )
�
@r a( � )

� 2

1 +
�
a( � )

� 2 �
1
r 2

a( � )
�

1 �
�
a( � )

� 2
�

1 +
�
a( � )

� 2

9
=

;
(C.2)

=
�

1 �
�

a( � )
� 2

�
~� ( � ) (r )

Nun k ann in einem letzten Sc hritt die Gleic h ung durc h 2�T c dividiert w erden und un ter

Einführung normierter Längen r̂ = r=� ( � )
mit der � -Band K ohärenzlänge � ( � ) =

q
D ( � )

2�T c

und mit den normierten Energien !̂ = !=�T c , bzw. �̂ = ~� =�T c in eine dimensionslose

F orm gebrac h t w erden:

!̂a ( � ) � � ( � )

8
<

:
1
r̂

@̂r

�
r̂@̂r a( � )

�
�

2a( � )
�
@̂r a( � )

� 2

1 +
�
a( � )

� 2 �
1
r̂ 2

a( � )
�

1 �
�
a( � )

� 2
�

1 +
�
a( � )

� 2

9
=

;

=
�

1 �
�

a( � )
� 2

�
�̂(^ r )

2

w ob ei � ( � ) = 1 und � ( � ) = D ( � )

D ( � ) gilt. Sc hlieÿlic h k önnen wir no c h eine V erbindung zu der

in [83, 84 ] angegeb enen � -P arametrisierung des Usadel-Propagators herstellen, indem wir

die folgende Ersetzung v ornehmen (im folgenden sollen der Üb ersic h tlic hk eit halb er die nor-

mierten Gröÿen wieder ohne Hut dargestellt w erden, gemein t sind jedo c h ab hier immer die

dimensionslosen Gröÿen)

a( � ) (r; ! ) = tan
� ( � ) (r; ! )

2
In diesem F all ergeb en sic h die normale und anomale Greensc he F unktion als

g( �; 0) (r; ! ) = cos � ( � ) (r; ! ) und

~f ( �; 0) (r; ! ) = sin � ( � ) (r; ! )

und die Usadel-Gleic h ung nimm t die folgende F orm an

� ( � )
�
@2

r � ( � ) (r; ! ) +
1
r

@r � ( � ) (r; ! ) �
1
r 2 cos� ( � ) (r; ! ) sin � ( � ) (r; ! )

�

+ ~� ( � ) (r ) cos� ( � ) (r; ! ) � ! sin � ( � ) (r; ! ) = 0

Zur Berec hn ung der P aarp oten tialamplitude k önnen wir sie no c h durc h die Gapgleic h ung

ergänzen

~� ( � ) (r ) =
X

� 0

� �;� 02�T
X

0<� n <! c

sin � ( � 0) (r; � n )

W eiterhin m üssen wir die Randb edingungen der Di�eren tialgleic h ung angeb en, die sic h für

den isolierten V ortex aus den folgenden Üb erlegungen ergeb en: Während die anomale Green-

sc he F unktion im V ortexzen trum ( r = 0 ) zusammen mit der P aarp oten tialamplitude iden-

tisc h v ersc h windet, nehmen so w ohl g( �; 0) (r; ! ) als auc h

~f ( �; 0) (r; ! ) in einem groÿen Abstand

v om V ortexzen trum ihren jew eiligen Bulk-W ert an:

� ( � ) (r = 0 ; ! ) = 0 ; � ( � ) (r ! 1 ; ! ) = arctan
� ( � )

0

!
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C. Die n umerisc he Implemen tierung der Usadel-Gleic h ung

Für den F all eines hexagonalen V ortexgitters in einem stark en T yp-I I-Supraleiter b ei nic h t

zu hohen Magnetfeldern k ann die P aarp oten tialamplitude durc h eine einfac he kreisförmige

Näherung der einzelnen V ortices im Gitter appro ximiert w erden. In diesem F all m uss jedo c h

auc h für groÿe W erte v on � das V ektorp oten tial mitb erüc ksic h tigt w erden, da n un das Ma-

gnetfeld nahezu k onstan t in den Supraleiter eindringt. Dab ei k önnen wir für ein k onstan tes

Magnetfeld

~B = B0êz das V ektorp oten tial in Zylinderk o ordinaten ansetzen als

~A =
1
2

B0r ê� =
� 0

2�r 2
S

r ê�

w ob ei das Magnetfeld üb er die Flussquan tisierungsb edingung �r 2
S B0 = � 0 mit dem Ra-

dius der appro ximativ kreisförmigen V ortexgitterzelle rS v erkn üpft ist. Damit ergibt sic h

das normierte eic hin v arian te V ektorp oten tial als

2e�
c

~~A ( � ) =
�

r
r 2

S
� 1

r

�
ê� und der V ortex am

Ursprung des K o ordinatensystems k ann un ter V ernac hlässigung des Ein�usses der umliegen-

den Flusssc hläuc he durc h die folgende dimensionslose Gleic h ung b esc hrieb en w erden (siehe

[83 , 84 ])

� ( � )

"

@2
r � ( � ) (r; ! ) +

1
r

@r � ( � ) (r; ! ) �
�

1
r

�
r
r 2

S

� 2

cos� ( � ) (r; ! ) sin � ( � ) (r; ! )

#

+ ~� ( � ) (r ) cos� ( � ) (r; ! ) � ! sin � ( � ) (r; ! ) = 0

Ergänzt wird diese Gleic h ung durc h die folgenden Randb edingungen

� ( � ) (r = 0 ; ! ) = 0 ; @r � ( � ) (r = rS ; ! ) = 0

Während die Randb edingung im V ortexzen trum sofort einsic h tig ist, b edarf die zw eite Be-

dingung am Rand der Gitterzelle einer kurzen Erläuterung. Da das P aarp oten tial zwisc hen

den V ortices ein Maxim um annehmen soll, m uss die radiale Ableitung v on

~� ( � ) (r ) hier

v ersc h winden. Eingesetzt in die Gapgleic h ung ergibt sic h daraus die Bedingung, dass das

Pro dukt cos� ( � ) (r; � n )@r � ( � ) (r; � n ) für r = rS und alle � n Null ergeb en m uss, mit der Ein-

sc hränkung, dass � ( � ) (r; � n ) 2 [0; �= 2], da so w ohl g( �; 0) (r; � n ) als auc h

~f ( �; 0) (r; � n ) auf der

imaginären A c hse p ositiv e F unktionen sind. Diese Bedingung wird durc h die ob en angege-

b ene Randb edingung b ei r = rS erfüllt.

C.2 Das Relaxationsv erfahren zur Lösung eines Rand-

w ertproblems

Die Relaxationsmetho de ist eine Möglic hk eit, ein System gek opp elter Di�eren tialgleic h ungen

erster Ordn ung, bzw. Di�eren tialgleic h ungen höherer Ordn ung � die immer auf ein System

gek opp elter Di�eren tialgleic h ungen erster Ordn ung zurüc kzuführen sind � mit Randb edin-

gungen an den zw ei In terv allgrenzen zu lösen. Im folgenden soll in grob en Zügen skizziert

w erden, wie dieses V erfahren n umerisc h umgesetzt w erden k ann, w ob ei wir hier der Besc hrei-

bung in den Numerical Recip es (siehe [85 ]) folgen w ollen. Die Grundidee des V erfahrens ist

es, die Di�eren tialgleic h ung erster Ordn ung der F orm

dy
dx

= g(x; y)

durc h eine algebraisc he Gleic h ung der Art

Ek (y) � yk � yk � 1 � (xk � xk � 1) g
�

1
2

(xk + xk � 1) ;
1
2

(yk + yk � 1)
�

= 0
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C.2. Das Relaxationsv erfahren zur Lösung eines Randw ertproblems

zu ersetzen, den V ektor

~E für eine kleine K orrektur y+� y zu en t wic k eln und aus der Bedin-

gung E(y + � y) = 0 den K orrekturv ektor � y zu b erec hnen. Dieses V erfahren relaxiert für

hinreic hend glatte F unktionen und einen gut gew ählten Startv ektor v on y sehr sc hnell gegen

das gesuc h te Ergebnis. Nun soll das V erfahren jedo c h näher erläutert w erden. Ausgehend

v on dem System v on Di�eren tialgleic h ungen erster Ordn ung für die F unktionen yi (x)

dyi (x)
dx

= gi (x; y1; y2; : : : ; yN )

ergänzt durc h die Randb edingungen b ei x1

B1;j (x1; y1; y2; : : : ; yN ) = 0 ; j = 1 ; : : : ; n1

und die Randb edingungen b ei xM

CM;k (x1; y1; y2; : : : ; yN ) = 0 ; k = 1 ; : : : ; n2

w ob ei die Summe der Randb edingungen n1 + n2 gerade der Anzahl der Di�eren tialgleic h un-

gen n1 + n2 = N en tsprec hen m uss, k önnen n un auf einem M -dimensionalen Gitter die

folgenden algebraisc hen Relationen abgeleitet w erden

0 = ~Ek � ~yk � ~yk � 1 � (xk � xk � 1) ~gk (xk ; xk � 1; ~yk ; ~yk � 1) ; k = 2 ; 3; : : : ; M

w ob ei gilt

~yk =

0

B
B
B
@

y1(xk )
y2(xk )

.

.

.

yN (xk )

1

C
C
C
A

Die obige Bezieh ung liefert (M � 1) � N Gleic h ungen für die M � N Un b ek ann ten yj;k ( j =
1; : : : ; N und k = 1 ; : : : ; M ), d.h. für die N un b ek ann ten Lösungsfunktionen an den M
Gitterpunkten. Die fehlenden N Gleic h ungen w erden v on den Randb edingungen geliefert

und man erhält am Startpunkt des In terv alls

0 = ~E1 � ~B (x1; ~y1)

und am Endpunkt

0 = ~EM +1 � ~C(xM ; ~yM )

Die V ektoren

~E1 und

~B hab en dab ei n ur n1 v on Null v ersc hiedene Ein träge en tsprec hend

den n1 Randb edingungen am Punkt x1 . Dab ei ist es sinn v oll diese Ein träge an das Ende der

V ektoren zu sc hreib en, wie wir später sehen w erden, d.h. E j; 1 6= 0 für j = n2 + 1 ; : : : ; N . Die

V ektoren

~EM +1 und

~C hab en dagegen n2 v on Null v ersc hiedene Ein träge, die am Anfang

des V ektors b elassen w erden sollen: E j;M +1 6= 0 für j = 1 ; : : : ; n2 . Erfüllt ~y das System

v on Di�eren tialgleic h ungen, so gilt

~Ek (~yk ; ~yk � 1) = 0 . Bis dieses Ziel erreic h t ist, m üssen

K orrekturen � ~y v on ~y gesuc h t w erden, die diese Bedingung b esser erfüllen. Dafür k ann

gesc hrieb en w erden

~Ek (~yk + � ~yk ; ~yk � 1 + � ~yk � 1) � ~Ek (~yk ; ~yk � 1) +
NX

n =1

@~Ek

@yn;k � 1
� yn;k � 1 +

NX

n =1

@~Ek

@yn;k
� yn;k

Nun ist die F orderung, dass dieser v erb esserte V ektor ~y+� ~y die Di�eren tialgleic h ung erfüllt,

und es folgt daraus die Bedingung

~Ek (~yk + � ~yk ; ~yk � 1 + � ~yk � 1) = 0
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C. Die n umerisc he Implemen tierung der Usadel-Gleic h ung

Damit k ann die obige Gleic h ung umgesc hrieb en w erden zu

� E j;k =
NX

n =1

Sj;n � yn;k � 1 +
2NX

n = N +1

Sj;n � yn � N;k ; j = 1 ; 2; : : : ; N

w ob ei die folgenden N � 2N -Matrizen für jeden Punkt k de�niert sind als

Sj;n =
@Ej;k

@yn;k � 1
; Sj;n + N =

@Ej;k
@yn;k

; n = 1 ; 2; : : : N

Für eine gew öhnlic he Di�eren tialgleic h ung zw eiter Ordn ung mit zw ei Randb edingungen er-

geb en sic h b eispielsw eise zw ei DGLen erster Ordn ung, d.h. die Sj;n sind 2 � 4-Matrizen an

den M Gitterpunkten. Für die Randb edingungen erhält man b ei x1 :

� E j; 1 =
NX

n =1

Sj;n � yn; 1; j = n2 + 1 ; n2 + 2 ; : : : ; N

w ob ei hier die Matrix Sj;n gegeb en ist als

Sj;n =
@Ej; 1

@yn; 1
; n = 1 ; 2; : : : N

und man erhält b ei x2 :

� E j;M +1 =
NX

n =1

Sj;n � yn;M ; j = 1 ; 2; : : : ; n2

mit der Matrix

Sj;n =
@Ej;M +1

@yn;M
; n = 1 ; 2; : : : N

Damit ist ein Satz v on Gleic h ungen aufgestellt, die für die K orrekturen � ~y gelöst w erden

m üssen, w ob ei die Iterationen solange fortgesetzt w erden, bis die V ektoren

~Ek hinreic hend

klein sind. Im näc hsten Absc hnitt soll gezeigt w erden, wie mit den hier eingeführten Metho-

den die Usadel-Gleic h ung sc hnell und präzise un ter V erw endung der k orrekten Randb edin-

gungen für einen isolierten V ortex und ein V ortexgitter gelöst w erden k ann.

C.3 Die n umerisc he Lösung der Usadel-Gleic h ung

Im folgenden soll mit den im v orangegangenen Absc hnitt eingeführten Bezeic hn ungen die

n umerisc he Implemen tierung der Usadel-Gleic h ung für den isolierten V ortex angegeb en w er-

den. Um aus der Di�eren tialgleic h ung zw eiter Ordn ung für � ( � ) (r; ! ) ein System zw eier

gek opp elter Di�eren tialgleic h ungen erster Ordn ung zu mac hen, k önnen � hier exemplarisc h

für � ( � ) (r; ! ) v orgeführt � die F unktion und ihre Ableitung als � 1(r ) und � 2(r ) de�niert

w erden:

d� 1(r )
dr

= � 2(r )

d� 2(r )
dr

= �
1
r

� 2(r ) +
1
r 2 cos� 1(r ) sin � 1(r ) � �( r ) cos� 1(r ) + ! sin � 1(r )

mit den Randb edingungen für den isolierten V ortex, form uliert als Randb edingungen für

� 1(r ) :

� 1(0) = 0 ; � 1(1 ) = arctan
�

� 0(T )
!

�
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C.3. Die n umerisc he Lösung der Usadel-Gleic h ung

Damit k ann n un der V ektor

~Ek für k = 2 ; 3; : : : ; M aufgestellt w erden und man erhält für

ein äquidistan tes Gitter mit Gitterabstand xk � xk � 1 = h den Ausdruc k

�
E1;k

E2;k

�
=

�
� 1;k

� 2;k

�
�

�
� 1;k � 1

� 2;k � 1

�

� h �

0

B
@

� 2;k + � 2;k � 1

2

� � 2;k + � 2;k � 1

r k + r k � 1
+

 
4

(r k + r k � 1 )2 cos � 1;k + � 1;k � 1

2 sin � 1;k + � 1;k � 1

2

� �( r k )+�( r k � 1 )
2 cos� 1;k + � 1;k � 1

2 + ! sin � 1;k + � 1;k � 1

2

!
1

C
A

w ährend für die Ränder des Gitters gilt

�
0

E2;1

�
=

�
0

� 1;1 � 0

�
;

�
E1;M +1

0

�
=

�
� 1;M � arctan � 0

!
0

�

In diesem F all lauten die Sj;n für die inneren Punkte des Gitters k = 2 ; 3; : : : ; M

S(k )
11 =

@E1;k

@�1;k � 1
= � 1 S(k )

12 =
@E1;k

@�2;k � 1
= �

h
2

S(k )
13 =

@E1;k

@�1;k
= 1 S(k )

14 =
@E1;k

@�2;k
= �

h
2

und

S(k )
21 =

@E2;k

@�1;k � 1
= �

4h

(r k + r k � 1)2

�
�

1
2

sin2 � 1;k + � 1;k � 1

2
+

1
2

cos2
� 1;k + � 1;k � 1

2

�

�
h
4

[�( r k ) + �( r k � 1)] sin
� 1;k + � 1;k � 1

2
�

h
2

! cos
� 1;k + � 1;k � 1

2

S(k )
22 =

@E2;k

@�2;k � 1
= � 1 +

h
r k + r k � 1

S(k )
23 =

@E2;k

@�1;k
= �

4h

(r k + r k � 1)2

�
�

1
2

sin2 � 1;k + � 1;k � 1

2
+

1
2

cos2
� 1;k + � 1;k � 1

2

�

�
h
4

[�( r k ) + �( r k � 1)] sin
� 1;k + � 1;k � 1

2
�

h
2

! cos
� 1;k + � 1;k � 1

2

S(k )
24 =

@E2;k

@�2;k
= 1 +

h
r k + r k � 1

w ährend sic h aus der Randb edingung b ei r1 die folgenden Gleic h ungen ergeb en:

S(1)
23 =

@E2;1

@�1;1
= 1

S(1)
24 =

@E2;1

@�2;1
= 0

und b ei rM :

S(M +1)
11 =

@E1;M +1

@�1;M
= 1

S(M +1)
12 =

@E1;M +1

@�2;M
= 0

Damit k ann man n un die folgende Matrix-Gleic h ung zur Ermittlung der � yn;k aufstellen,

w ob ei die erste und letzte Zeile der Matrix, die n ur Nullen en thält, w eggelassen wurde (damit
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C. Die n umerisc he Implemen tierung der Usadel-Gleic h ung

erklärt sic h auc h die Anordn ung der Randb edingungen im V ektor

~E1 und im V ektor

~EM +1 )

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

S(1)
2;3 S(1)

2;4 0 0 0 0 � � � 0

S(2)
1;1 S(2)

1;2 S(2)
1;3 S(2)

1;4 0 0 � � � 0

S(2)
2;1 S(2)

2;2 S(2)
2;3 S(2)

2;4 0 0 � � � 0

0 0 S(3)
1;1 S(3)

1;2 S(3)
1;3 S(3)

1;4 � � � 0

0 0 S(3)
2;1 S(3)

2;2 S(3)
2;3 S(3)

2;4 � � � 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 0 0 S(M +1)
1;1 S(M +1)

1;2

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� y1;1

� y2;1

� y1;2

� y2;2

� y1;3
.

.

.

� y2;M

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� E (1)
2;1

� E (2)
1;2

� E (2)
2;2

� E (3)
1;2

� E (3)
2;2

.

.

.

� E (M +1)
1;1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Dieses Gleic h ungssystem lässt sic h sehr sc hnell und e�zien t nac h den � yn;k au�ösen, da

die Matrix S(k )
jm n ur in der näc hsten Umgebung der Hauptdiagonalen v on Null v ersc hiedene

Ein träge b esitzt. Bei einer geeigneten W ahl eines Startv ektors ~y k on v ergiert das V erfahren

nac h w enigen (ein bis vier) Iterationen auf eine Genauigk eit v on max jk [jE jk j] < 10� 15
. Bei

der Lösung der Gapgleic h ung bietet es sic h an, b ei der hö c hsten Matsubarafrequenz � n . ! c

zu starten und hier den V ektor � ( �; 0) (r ) durc h � ( �; 0) (r ) � sin
~� ( � ) ( r )

� n
als Start w ert zu ap-

pro ximieren und für die folgende Berec hn ung immer das Ergebnis b ei der v orangegangenen

Matsubarafrequenz als Start w ert zu v erw enden. Es ist anzumerk en, dass für die F ortsetzung

auf die reelle A c hse durc h ! ! � iE + � so w ohl

~f ( �; 0)
und g( �; 0)

als auc h � ( � ) (r; ! ) k om-

plexw ertige F unktionen sind, die eb en v orgestellte n umerisc he Metho de nic h ts desto trotz

problemlos angew endet w erden k ann.
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