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Kapitel 1Einleitung
1.1 Unkonventionelle Supraleitung und gebunde-ne ZuständeIm Jahr 1986 entdeckten J.G. Bednorz und K.A. Müller Hochtemperatursupra-leitung in Kupferoxid-Verbindungen der Zusammensetzung Ba-La-Cu-O undwurden dafür bereits 1987 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet1. Rund zwanzigJahre später wird auf dem Gebiet der supraleitenden Kuprate, deren bekannte-ste Vertreter heute aus den Materialklassen YBa2Cu3O7 und Bi2Sr2CaCu2O8stammen, immer noch intensiv geforscht. Während die eigentliche Ursache derSupraleitung in den Kupraten weiterhin umstritten ist, herrscht wenigstens überdie Symmetrie der zugrundeliegenden Wechselwirkung weitestgehend Einigkeit.Nicht zuletzt aufgrund zahlreicher Experimente geht man heute davon aus, daÿes sich bei den Hochtemperatursupraleitern um unkonventionelle dx2−y2 -Wellen-Supraleiter handelt2.Im Vergleich zu konventionellen s-Wellen-Supraleitern wie etwa Nb, bei denendie Gapfunktion auf der Fermi�äche als isotrop angesehen werden kann, ändertsich bei diesen unkonventionellen Supraleitern nicht nur der Betrag, sondernauch das Vorzeichen der Gapfunktion entlang der Fermi�äche auf charakteristi-sche Art und Weise.Die Nullstellen der Gapfunktion lassen sich auf der zylindrischen Fermi�ächeder Kuprate in Form von Knotenlinien wieder�nden. Diese sogenannten linenodes bewirken, daÿ sich zahlreiche physikalische Eigenschaften eines d-Wellen-Supraleiters bei tiefen Temperaturen gemäÿ spezieller Potenzgesetze verhalten3.Prinzipiell ist damit eine Unterscheidung zu knotenlosen s-Wellen-Supraleiternmöglich. Mit winkelaufgelöster Photoemissionsspektroskopie sind die Knoten inder Gapfunktion der Hochtemperatur-Supraleiter sogar direkt zu beobachten4.Alle diese Verfahren sind jedoch nicht phasensensitiv: Der d-Wellen-spezi�sche1 Siehe [3, 4, 5].2 Für einen Überblick siehe [6].3 Siehe [6] sowie [7]. Für das Beispiel der magnetischen Eindringtiefe siehe etwa [8, 9, 10].4 Siehe z.B. [11]. 4



1.1. Unkonventionelle Supraleitung und gebundene ZuständeVorzeichenwechsel der Gapfunktion wirkt sich bei ihnen nicht aus und kannsomit experimentell auch nicht belegt werden.Daneben gibt es allerdings eine Reihe von interessanten Phänomenen, die direktauf der Änderung des Vorzeichens beruhen und in phasensensitiven Experimen-ten beobachtet werden können. So besteht in einem d-Wellen-Supraleiter etwadie Möglichkeit, durch geschickte Anordnungen eine π-junction zu erhalten undan Schnittpunkten dreier Korngrenzen einen stabilen magnetischen Fluÿ voneinem halben Fluÿquant zu erzeugen5.Ein weiterer spektakulärer E�ekt tritt an geraden Grenz�ächen von d-Wellen-Supraleitern auf. Dort kann innerhalb eines Bereichs von der Gröÿenordnungeiner Kohärenzlänge das spektrale Gewicht niederenergetischer Quasiteilchen-Anregungen stark erhöht sein6. Diese gebundenen Andreev-Zustände in der loka-len Quasiteilchen-Zustandsdichte entsprechen einem deutlichen, bei Tunnelmes-sungen beobachtbaren Maximum der Leitfähigkeit7, welches auch als zero-biasconductance peak bezeichnet wird. An einer idealen glatten Grenz�äche ist dasAuftreten dieses E�ekts orientierungsabhängig, und die gebundenen Andreev-Zustände verschwinden, wenn ein Maximum der d-Wellen-Gapamplitude par-allel zum Normalenvektor der Grenz�äche gerichtet ist8. Weist die Grenz�ächedagegen eine intrinsische Rauhigkeit auf, so sind für jede Orientierung gebun-dene Andreev-Zustände vorhanden.Während es zahlreiche theoretische Arbeiten über den Ein�uÿ von intrinsischerGrenz�ächenrauhigkeit und Störstellenstreuung auf die gebundenen Andreev-Zustände gibt9, sind realistischere Grenz�ächen mit Facetten endlicher Ausdeh-nung bislang nur sehr spärlich untersucht worden10. Dabei zeigen hochau�ö-sende Tunnelexperimente an den Kupraten, wie sehr die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte von der konkreten Grenz�ächengeometrie abhängt11.Bei der Existenz gebundener Andreev-Zustände an Grenz�ächen von d-Wellen-Supraleitern handelt es sich um einen fundamentalen geometrischen E�ekt. Um-so erstaunlicher ist, daÿ bislang � nach Kenntnisstand des Verfassers � keinVersuch unternommen wurde, dem naheliegenden Ein�uÿ auch nur einfachsternichtgerader Grenz�ächengeometrien theoretisch nachzugehen12.In der vorliegenden Arbeit werden erstmals systematisch d-Wellen-Supraleitermit nichttrivialen Grenz�ächengeometrien untersucht, welche aus eckigen, run-den und parabelförmigen Teilstücken zusammengesetzt sind. Dabei wird aufge-zeigt, wie sehr das lokale Quasiteilchen-Spektrum und damit auch die Existenzgebundener Andreev-Zustände vom klassischen optischen Re�exionsverhaltender jeweiligen Grenz�ächengeometrie abhängt.5 Siehe [6]. Vergleiche auch [12] sowie [13, 14, 15, 16, 17].6 Siehe [18] sowie [19].7 Vergleiche auch [20]. Für eine Übersicht siehe [21],[22] sowie [23]. Einige exemplarischeMessungen sind zudem in [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34] zu �nden. Sieher fernerauch [35] sowie [36, 37, 38, 39].8 Siehe auch [30].9 Siehe etwa [40, 41, 42, 43, 44, 45].10 Vergleiche [46] und [47].11 Siehe etwa [32] und [33].12 Für einen in einer Dimension beschränkten d-Wellen-Supraleiter zwischen zwei geradlinigenGrenz�ächen siehe jedoch [19, 48, 49]. Die Arbeiten [50] und [51] beziehen sich aus einemgänzlich anderen Kontext auf dreieckige bzw. keilförmige Grenz�ächengeometrien.5



1.2. Quasiklassische Theorie und RaytracingEin äuÿeres Magnetfeld führt ebenso wie ein im Supraleiter gepinnter Abrikosov-Vortex zu einer Aufspaltung des spektralen Gewichts gebundener Andreev-Zustände an einer geraden Grenz�äche13. In dieser Dissertation wird dem Ein-�uÿ eines einzelnen Abrikosov-Vortex auf gebundene Andreev-Zustände auch fürkeilförmige und lochartige Grenz�ächengeometrien, welche magnetischen Fluÿführen, nachgegangen.1.2 Quasiklassische Theorie und RaytracingZur Berechnung physikalischer Gröÿen in einem inhomogenen Supraleiter bie-tet sich die quasiklassische Theorie an. Ihre grundlegenden Gleichungen wurden1968 von Eilenberger publiziert14, weshalb sie auch als Eilenberger-Gleichungenbezeichnet werden. Die Lösung der Eilenberger-Gleichungen, der Eilenberger-Propagator ĝ, beinhaltet die physikalischen Gröÿen des Supraleiters im thermo-dynamischen Gleichgewicht15, unter anderem also auch die gesuchten lokalenQuasiteilchen-Zustandsdichten.Die Eilenberger-Gleichungen sind nichtlineare partielle Di�erentialgleichungen,und ihre Lösung ist im allgemeinen nicht leicht zu erhalten. Mithilfe der soge-nannten Riccati-Transformation lassen sich die Eilenberger-Gleichungen jedochin eine für die numerische Berechnung sehr viel nützlichere Form bringen16. Indieser Darstellung kann der Eilenberger-Propagator ĝ am Ort r folgendermaÿengeschrieben werden:̂
g(r, k̂, εn) =

−πi
1 + ab

(

1 − ab 2ia
−2ib −1 + ab

) (1.1)Hierbei vermittelt k̂ eine Parametrisierung der Fermi�äche des Supraleiters, und
εn bezeichnet die temperaturabhängigen, fermionischen Matsubara-Frequenzen

εn = (2n+ 1)πkBT (1.2)Die Gröÿen a und b auf der rechten Seite von Gl. (1.1) hängen implizit von r, k̂und εn ab. Um sie berechnen zu können, wird zunächst eine gerade Linie, diesogenannte Trajektorie, de�niert, welche im Ortsraum durch den vorgegebenenPunkt r verläuft. Ihre Richtung ist dabei durch die zu k̂ gehörende Fermige-schwindigkeit festgelegt. Somit ergibt sich als Parametrisierung der Trajektorie
rt(x) = r + xv̂F (k̂) (1.3)Die gesuchten a und b sind dann als Lösung eines Anfangswertproblems ent-lang der Trajektorie gegeben, bei dem die folgenden Di�erentialgleichungen zuerfüllen sind:

~vF∂xa(x) + (2εn − 2ie/c 〈vF ,A〉 + ∆†a(x))a(x) − ∆ = 0

~vF∂xb(x) − (2εn − 2ie/c 〈vF ,A〉 + ∆b(x))b(x) + ∆† = 0 (1.4)13 Siehe etwa [25, 27, 29, 31]; vergleiche [2].14 Siehe [52]; vergleiche auch die Publikation durch Larkin und Ovchinnikov [53].15 Grundlagen und Vertiefungen zur quasiklassischen Theorie sind in [54, 55, 56, 57, 58, 59]zu �nden.16 Siehe [60, 61]. 6



1.2. Quasiklassische Theorie und RaytracingHierbei gehen mit dem magnetischen Vektorpotential A und der Gapfunktion
∆ zwei Gröÿen ein, die sich im allgemeinen räumlich ändern und damit auchentlang der Trajektorie variieren17. Als Randbedingungen für das Anfangswert-problem sind Werte tief im Supraleiter, im sogenannten Bulk, vorgegeben:

a(−∞) =
∆

εn +

√

ε2n + |∆|2

b(+∞) =
∆†

εn +

√

ε2n + |∆|2
(1.5)Nun zeigen sich die eigentlichen Vorteile der Riccati-Transformation. Die zulösenden nichtlinearen Riccati-Gleichungen (1.4) sind entkoppelt. Erfolgt ih-re numerische Integration in jeweils die Richtung, welche von den bekanntenStartwerten aus Gleichung (1.5) vorgegeben wird, so ist das Ergebnis numerischstabil und schnell konvergent.Sind auf diese Art und Weise a(r, k̂, εn) und b(r, k̂, εn) durch Integration entlangder Trajektorie gefunden18, kann über den Eilenberger-Propagator ĝ(r, k̂, εn)aus Gleichung (1.1) die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte berechnet werden:

N(r, E) = −N0
1

2π
〈Im tr[τ̂3 · ĝ(r, k̂, iεn → E + iδ)]〉FS

= N0Re〈1 − ab

1 + ab
(r, k̂, iεn → E + iδ)

〉

FS

(1.6)Hierbei bezeichnetN0 die Zustandsdichte an der Fermikante in der normalleiten-den Phase und 〈...〉FS eine Mittelung über die Fermi�äche. Die Quasiteilchen-Anregungsenergie E stammt aus einer analytischen Fortsetzung der Matsubara-Frequenzen und ist auf die Fermienergie bezogen. Im sauberen Grenzfall, beidem sich im Supraleiter keine Störstellen be�nden und die mittlere freie Weg-länge divergiert, ist dabei auÿerdem der Grenzübergang δ → 0+ zu vollziehen.In einem realistischeren Modell eines sauberen Supraleiters, welcher nur einegeringe Störstellenstreuung aufweist, kann der Parameter δ klein, aber endlichgewählt werden.Neben der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte, die in dieser Arbeit im Mittel-punkt steht, können mit Kenntnis von a und b noch zahlreiche andere physikali-sche Gröÿen im Supraleiter berechnet werden. Beispielsweise ist die Stromdichteim Supraleiter gerade
j(r) = −4πieN0kBT

ωc
∑

εn>0

〈

vF (k̂)
1 − ab

1 + ab
(r, k̂, εn)

〉

FS

(1.7)Und bei der Gapfunktion, welche üblicherweise in der faktorisierten19 Form
∆(r, k̂) = ∆∞ψ(r)χ(k̂) (1.8)17 Für eine gemäÿ Gl. (1.3) parametrisierte Trajektorie gelten also die impliziten Abhängig-keiten A = A(rt(x)) und ∆ = ∆(rt(x), k̂).18 Es gelten auÿerdem diverse Symmetriebeziehungen, etwa b(r, k̂, εn) = a(r,−k̂, εn)∗.19 Hier �ieÿt die Annahme ein, die der Supraleitung zugrundeliegende Wechselwirkung Vhabe die Gestalt V (k̂, k̂′) = V χ(k̂)χ(k̂′), wobei χ(k̂) die Symmetrie der Supraleitungcharakterisiert. 7



1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracingdargestellt wird, gilt für die durch ψ(r) beschriebene räumliche Variation derZusammenhang:
∆∞ψ(r) = 2πkBTN0V

ωc
∑

εn>0

〈

χ(k̂)
2a

1 + ab
(r, k̂, εn)

〉

FS

(1.9)Diese Gleichung (1.9) wird als Gapgleichung bezeichnet. Beispielsweise kann mitihrer Hilfe im räumlich homogenen Bulk-Bereich des Supraleiters die Tempe-raturabhängigkeit der Gapamplitude ∆∞ bestimmt werden.Allerdings hat Gleichung (1.9) auch noch eine viel weitreichendere Eigenschaft:Die Gapfunktion ist ja bei der Lösung der Riccati-Gleichungen (1.4) für a und bbereits selbst implizit eingegangen. O�ensichtlich muÿ das Ergebnis der rechtenSeite der Gapgleichung aber gerade wieder der ursprünglich verwendeten Gap-funktion entsprechen. Diese Forderung wird auch als Selbstkonsistenzbedingungbezeichnet, und neben der Gapgleichung läÿt sich noch eine weitere solche Be-dingung �nden. Die gemäÿ Gleichung (1.7) gegebenen Ströme im Supraleiterhängen über die Maxwell-Gleichung
∇× B =

4π

c
j (1.10)direkt mit dem magnetischen Vektorpotential20 zusammen:

∆A = −4π

c
j (1.11)Die Invertierung21 dieser Poisson-Gleichung muÿ das selbe magnetische Vektor-potential ergeben, welches bereits bei der Berechnung von a und b verwendetworden ist. In diesem Sinn ist über die Gleichungen (1.7) und (1.11) eine weitere,elektromagnetische Selbstkonsistenzbedingung gegeben.Eine gemäÿ Relation (1.3) de�nierte Trajektorie verläuft innerhalb des Supralei-ters, bis sie auf eine räumliche Begrenzung in Form einer Ober�äche tri�t. DieseGrenz�äche verändert nicht die entlang der Trajektorie zu lösenden Riccati-Gleichungen (1.4). Stattdessen bewirkt sie spezielle Randbedingungen22, welchelokal an der Grenz�äche berücksichtigt werden müssen. In der vorliegenden Ar-beit werden ausschlieÿlich ideale spiegelnde23 Grenz�ächen betrachtet, die keineintrinsische Rauhigkeit aufweisen. Bezeichnet k̂in den der einlaufenden Trajek-torie zugrundeliegenden Fermivektor, so ergibt sich der neue Fermivektor k̂outnach dem Auftre�en gerade durch Re�exion an der Grenz�äche. Für die Lö-sungen a und b der beiden entsprechenden Trajektorienstücke gelten an derGrenz�äche dabei stetige Randbedingungen:

a(k̂in, εn) = a(k̂out, εn)

b(k̂in, εn) = b(k̂out, εn) (1.12)20 Neben der kanonischen Beziehung ∇ × A = B soll die divergenzfreie Eichung ∇ · A = 0erfüllt sein.21 In der London-Eichung, bei reell gewählter Gapfunktion, werden dabei von-Neumann-Randbedingungen und das exponentielle Verschwinden von A im Bulk gefordert.22 Siehe auch [62, 63, 64] sowie [65].23 Der Transmissionkoe�zient ist 0. 8



1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracinga) b) c)
Abbildung 1.1: Beispiele von Supraleitern (blau), die durch verschiedeneGrenz�ächen-Geometrien (schwarz) begrenzt sind. a) Keilförmiges Eckstück ei-nes Supraleiters mit einem Ö�nungswinkel von 60◦. b) Supraleiter mit einerlochförmigen Ausstanzung. c) Fokussierender weak link. Zur Veranschaulichungist in jedem Bild ein ausgewählter Punkt dargestellt, der von 8 Trajektorien (rot)durchlaufen wird. Entlang jeder Trajektorie müssen die Riccati-Gleichungen ge-löst werden.Im folgenden wird die Fermi�äche der d-Wellen-Kuprat-Supraleiter als zylinder-förmig24 angenommen. In diesem Fall ist die Ausbreitungsrichtung der Trajek-torien stets identisch mit dem Fermivektor, da

vF (k̂) ‖ k̂ (1.13)Die Trajektorien verlaufen also innerhalb des Supraleiters geradlinig und parallelzum entsprechenden Fermivektor, und sie werden an Grenz�ächen genau so re-�ektiert, wie man das von Lichtstrahlen an einer spiegelnden Ober�äche gewohntist. Für die in dieser Arbeit betrachteten nichttrivialen Grenz�ächengeometrienbedeutet das konkret, daÿ zunächst ein Raytracing-Verfahren entwickelt werdenmuÿ, um den exakten �Strahlenverlauf� jeder einzelnen Trajektorie ermittelnzu können25. Dann erst ist es möglich, die Lösungen der Riccati-Gleichungenentlang der polygonalen Trajektorie stückweise zu berechnen und stetig anein-anderzusetzen.Um die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte gemäÿ Gleichung (1.6) zu erhalten,ist eine Mittelung über die Fermi�äche erforderlich. Zu jedem Fermivektor gibtes genau eine Trajektorie, welche durch den gewählten Punkt verläuft. Insgesamtist es demnach nötig, den exakten Verlauf aller bzw. sehr vieler dieser Trajek-torien zu bestimmen und anschlieÿend auf ihnen die Riccati-Gleichungen (1.4)zu lösen. Die Mittelung über die Fermi�äche entspricht dann einer Mittelungüber die einzelnen Beiträge aller dieser Trajektorien, die durch den gewähltenPunkt verlaufen. Drei Beispiele von nichttrivialen Grenz�ächengeometrien, vondenen jede einem der nachfolgenden Kapitel dieser Arbeit zuzuordnen ist, sind24 Es genügt dann, die Fermi�äche durch einen eindimensionalen Parameter, den Radialwin-kel ϕ, zu parametrisieren. Der Betrag der Fermigeschwindigkeit soll zudem isotrop sein:
vF (ϕ) = vF (cos ϕ, sinϕ)T .25 Das für die vorliegende Arbeit verwendete Raytracing-Verfahren wurde vom Verfasser ent-wickelt. Es erlaubt die Verfolgung eines Trajektorienverlaufs innerhalb einer beliebigenAnordnung aus geraden, runden und polygonalen Grenz�ächenstücken. Eine Erweiterungauf allgemeinere Formen ist einfach möglich.9



1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracingin Abbildung 1.1 dargestellt. Zusätzlich sind einige typische Trajektorienverläufeeingezeichnet.Für das Phänomen der gebundenen Andreev-Zustände spielen im Trajektorien-bild genau diejenigen Quasiteilchen-Trajektorien eine besondere Rolle, welcheinnerhalb einer kurzen Wegstrecke26 einen Vorzeichenwechsel der Gapfunktionerleben. Sie liefern Beiträge zu gebundenen Andreev-Zuständen bei niedrigenEnergien. Je gröÿer die absolute Di�erenz in der Gapamplitude dabei ausfällt,desto höher sind auch die Beiträge. Dieser Mechanismus wird später in Kapitel 4beim fokussierenden weak link aus Abbildung 1.1.c ausgenutzt. Daÿ überhauptgebundene Andreev-Zustände an Grenz�ächen von d-Wellen-Supraleitern auf-treten können, läÿt sich demnach direkt auf die unkonventionelle Symmetrie-funktion zurückführen, welche auf der Fermi�äche das Vorzeichen wechselt27.

26 �Kurz� steht hierbei für die Gröÿenordnung einer Kohärenzlänge ξ gemäÿ Gleichung (2.1).27 Siehe auch [18] sowie [19]. 10



Kapitel 2Polygonale Grenz�ächen undgebundene Zustände
2.1 KeileDie einfachsten nichttrivialen Grenz�ächen sind polygonal mit lediglich einerEcke, also keilförmig. Es wird sich zeigen, daÿ schon bei ihnen ein starker Ein�uÿder Grenz�ächengeometrie auf die Quasiteilchen-Zustandsdichte des d-Wellen-Supraleiters zutage tritt, der zudem überraschende Eigenschaften aufweist.Die Symmetriefunktion der unkonventionellen dx2−y2-Supraleiter wird üblicher-weise als χ(ϕ) = cos 2ϕ angenommen, und sie weist abwechselnd vier Knotenund vier Maxima der Amplitude auf, wobei das Vorzeichen von �Keule zu Keule�wechselt. Dieser Anisotropie muÿ im folgenden stets Rechnung getragen werden,indem die Orientierung zwischen d-Welle und Grenz�ächenstruktur angegebenwird. Bei der Untersuchung einer keilförmigen Grenz�äche kann der Keil selbstdurch seinen Ö�nungswinkel α charakterisiert werden. Die Orientierung zwi-schen unkonventioneller Symmetriefunktion und Keil wird mit dem Winkel γparametrisiert, der die Auslenkung einer Keulenrichtung von der Winkelhalbie-renden angibt. Eine Skizze hierzu ist in Abbildung 2.1 zu sehen.Hier und in den nachfolgenden Kapiteln ist die lokale Quasiteilchen-Zustands-dichte aus Gleichung (1.6) bereits auf N0 normiert. Bei ihrer Berechnung gehensowohl die Gapfunktion ∆ aus Gleichung (1.8) als auch das magnetische Vek-torpotential A ein. Da zunächst keinerlei Magnetfeld vorhanden ist, entfällt dasLösen der elektrodynamischen Selbstkonsistenzbedingung (1.11) mit (1.7), undes ist überall A = 0.Für den ortsabhängigen Faktor ψ(r) der Gapfunktion wird im folgenden derkonstante Wert ψ(r) = 1 angenommen, statt die Gapgleichung (1.9) explizitzu lösen. Dieses zunächst rigoros erscheinende Vorgehen ist im Rahmen dervorliegenden Arbeit durchaus gerechtfertigt: Sicherlich hat das selbstkonsistentbestimmte ψ(r) an Grenz�ächen mit gebundenen Zuständen niedrigere Werte11



2.1. Keile
Α

Γ

Abbildung 2.1: Skizze eines supraleitenden Keils (blau). Der Ö�nungswinkeldes Keils wird mit α bezeichnet. Die Orientierung zwischen d-Welle und Keilwird durch den Winkel γ charakterisiert, welcher die Auslenkung der Richtungmaximaler Amplitude zur Winkelhalbierenden des Keils miÿt.und steigt erst auf einer Längenskala, die durch die Kohärenzlänge1
ξ =

~vF

∆∞

(2.1)gegeben ist, auf den Bulkwert eins an. Die gebundenen Andreev-Zustände habendadurch � im Vergleich zur Modellannahme � an der Grenz�äche ein kleineresGewicht und sind räumlich etwas verschmierter2. Die viel grundlegendere Frage-stellung, der in dieser Arbeit nachgegangen wird, ist jedoch, ob und wo gebun-dene Zustände überhaupt existieren, und welche Ursachen dem zugrunde liegen.Diese Aspekte sind praktisch unabhängig von der gewählten lokalen Amplitude
ψ(r), da sie ausschlieÿlich phasensensitiv sind3. Bei den im weiteren Verlauf an-gegebenen spektralen Gewichten gebundener Andreev-Zustände ist es allerdingswichtig, sie nicht auf einer absoluten Skala zu sehen, sondern sie relativ zuein-ander zu vergleichen. Denn auch der in Gleichung (1.6) verwendete e�ektiveStreuparameter δ hat extreme Auswirkungen auf die absolute Stärke gebunde-ner Andreev-Zustände. Um Vergleichsmöglichkeiten zu scha�en, wird der Para-meter � soweit nicht anders angegeben � einheitlich auf den Wert δ = 0.1∆∞gesetzt, was einer realistischen Gröÿenordnung entspricht. Durch diese Wahlvon δ werden einige Rahmenbedingungen für die Quasiteilchen-Zustandsdichtefestgelegt: Für N(E = 0) ergibt sich im Inneren des d-Wellen-Supraleiters4 einminimaler, aber endlicher Wert von 0.23, während das maximale spektrale Ge-wicht gebundener Andreev-Zustände auf etwa 6.50 beschränkt ist5.Um einen ersten Überblick über den Ein�uÿ von Grenz�ächen zu erhalten, sindin Abbildung 2.2 für einige keilförmige Geometrien die lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichten bei Energie E = 0 dargestellt. Zwei Aspekte fallen sofort ins1 Die so de�nierte Kohärenzlänge ist die charakteristische Längenskala der Riccati-Gleichungen (1.4). Sie hängt mit der BCS-Kohärenzlänge ξ0 über ξ = πξ0 zusammen.2 Siehe etwa [43].3 Vergleiche auch [18],[19] sowie [43].4 Der Bulkwert eines s-Wellen-Supraleiters ist dann N(E = 0) = δ/

√
1 + δ2 ≈ 0.10.5 Dieses Maximum tritt an einer geraden Grenz�äche (α = π) für optimale d-Wellen-Orientierung auf, d.h. die Knotenrichtung steht senkrecht zur Grenz�äche (γ = π/4).12
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Abbildung 2.2: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in verschiede-nen keilförmigen Eckbereichen von d-Wellen-Supraleitern. Die Farbkodierungist für alle neun Bilder dieselbe, dunkle Bereiche entsprechen einem hohen spek-tralen Gewicht bei Anregungsenergie E = 0 und damit gebundenen Andreev-Zuständen. Die Längenskala ist in Einheiten der Kohärenzlänge ξ unterteilt.Oberste Reihe: Der Ö�nungswinkel des Keils ist α = 90

◦ und a) γ = −π/4, b)
γ = −π/8, c) γ = 0. Mittlere Reihe: Der Ö�nungswinkel des Keils ist α = 45◦und d) γ = −π/8, e) γ = 0, f) γ = π/8. Unterste Reihe: Der Ö�nungswinkel desKeils ist α = 60◦ und g) γ = 0, h) γ = π/8, i) γ = π/4. Je nach Konstellationwird in den Eckbereichen die Existenz gebundener Zustände verhindert, z.B. beic), d), g), oder es werden zusätzliche gebundene Zustände erzeugt, etwa bei i).
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2.1. KeileAuge: In einiger Entfernung von der Ecke stellen sich an den Grenz�ächen ge-bundene Andreev-Zustände ein, je nachdem, wie die einzelne Grenz�äche zur
d-Welle orientiert ist. Dieses wohlbekannte Verhalten kann an Abbildung 2.2.dbesonders gut beobachtet werden. Hinsichtlich der oberen Grenz�äche weistdie d-Welle die optimale Orientierung für gebundene Zustände auf, währenddie untere Grenz�äche gerade so orientiert ist, daÿ keine gebundenen Zuständeentstehen. Die Eckstruktur selbst macht sich jedoch innerhalb eines Bereichs,dessen Ausdehnung von der Gröÿenordnung der Kohärenzlänge ξ ist, deutlichbemerkbar. Dabei ist der Ein�uÿ der keilförmigen Grenz�ächengeometrie äu-ÿerst vielfältig: Obwohl jede Grenz�äche in Abbildung 2.2.c für sich betrachtetgebundene Zustände maximal begünstigt, scheinen diese in der Ecke komplettunterdrückt zu sein, denn die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte nimmt dortden d-Wellen-Bulkwert von 0.23 an. Bei einem kleineren Ö�nungswinkel kannder Wert in der Ecke sogar noch deutlich darunter liegen, beispielsweise in Ab-bildung 2.2.e. Hier entspricht das spektrale Gewicht von 0.11 beinahe dem eines
s-Wellen-Supraleiters im Bulk. Allerdings ist auch ein gänzlich anderer Ein-�uÿ möglich: Die keilförmige Grenz�ächengeometrie kann die Stärke gebundenerAndreev-Zustände in der Ecke drastisch erhöhen. Dieser E�ekt ist in Abbildung2.2.i zu sehen.O�ensichtlich wirkt sich die keilförmige Grenz�äche auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte im Eckbereich sehr unterschiedlich aus, je nachdem, welcher Ö�-nungswinkel und welche Orientierung vorgegeben sind. Demnach ist es sinnvoll,im nächsten Schritt alle Geometrien und Orientierungen, die durch die Winkel
α und γ vermittelt werden, systematisch zu erfassen. Dabei ist es ausreichend,sich räumlich auf den Eckpunkt des Keils zu beschränken; dieser ist charak-teristisch für den ganzen Eckbereich. In Abbildung 2.3 ist die lokale Quasi-teilchen-Zustandsdichte im Eckpunkt eines Keils bei Anregungsenergie E = 0aufgetragen. Hierbei läuft der Ö�nungswinkel α des Keils von 0 bis 2π entlangder vertikalen Achse, während der Winkel γ, welcher die Orientierung zwischenkeilfömiger Geometrie und d-Welle festlegt, horizontal aufgetragen ist. Deutlichzu erkennen ist das globale Maximum6 in der Mitte des Bildes, welches dasmaximale spektrale Gewicht gebundener Andreev-Zustände an einer idealen ge-raden Grenz�äche wiedergibt. Abbildung 2.3 kann als eine Art Karte benutztwerden, auf der sofort ersichtlich ist, ob in einer vorgegebenen Konstellationgebundene Zustände im Eckbereich existieren oder nicht.Der interessanteste Bereich ist dabei in der unteren Hälfte, also für Keile mit Ö�-nungswinkeln α ≤ π zu sehen. Hier sind unter anderem alle Besonderheiten wie-derzu�nden, die bereits weiter oben anhand der Beispiele in Abbildung 2.2 vor-gestellt worden sind. So treten in der Ecke rechtwinkliger Keile (α = π/2) unab-hängig von der Orientierung keine gebundenen Andreev-Zustände auf, sonderndas spektrale Gewicht bei Energie E = 0 entspricht durchweg dem d-Wellen-Bulkwert. Ist die �Keulen-Richtung� parallel zur Winkelhalbierenden (γ = 0oder γ = π/2) so sinkt dieses Gewicht für kleinere Ö�nungswinkel sogar nochtiefer bis zum s-Wellen-Bulkwert. Am erstaunlichsten ist jedoch, was bei derOrientierung γ = π/4 passiert. Hier ist die Knotenrichtung der d-Welle parallelzur Winkelhalbierenden des Keils, und eine Variation des Keilö�nungswinkels αführt abwechselnd zu niedrigen und hohen spektralen Gewichten bei E = 0 in6 Alle Werte, die gröÿer oder gleich 6.00 sind, werden mit der selben Farbe dargestellt.14
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α+

n =
π

2n
n ∈ N (2.2)auf, während die Maxima bei den folgenden Winkeln zu �nden sind:

α−
n =

π

2n− 1
n ∈ N (2.3)15



2.1. Keile

Π
���������
10
Π
�����
8

Π
�����
6

Π
�����
4

Π
�����
2

0

1

2

3

4

5

Α

NEckeHE=0,Γ=Π�4L

Abbildung 2.4: Starke Oszillationen der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte
N(E = 0) in der Ecke eines Keils in Abhängigkeit vom Ö�nungswinkel α. DieKnotenrichtung der d-Welle ist dabei parallel zur Winkelhalbierenden �xiert(γ = π/4).Spätestens hier stellt sich die Frage, was denn eigentlich die Ursache dieservollkommen unterschiedlichen Physik ist, die Keile mit Ö�nungswinkeln α+

n imVergleich zu jenen mit Ö�nungswinkeln α−
n aufweisen. Konkreter könnte mansagen: Es muÿ noch einen prinzipiellen Unterschied zwischen einem 90◦-Keilund einem 60◦-Keil geben, auÿer dem (trivialen) Merkmal, daÿ letzterer einenetwas kleineren Ö�nungswinkel besitzt.Tatsächlich unterscheiden sich Keile mit Ö�nungswinkeln α+

n von denen mit Ö�-nungswinkeln α−
n in einer grundlegenden Eigenschaft � dem Re�exionsverhalten.Zwischen dieser elementaren optischen Eigenschaft und den hier vorgestelltenErgebnissen besteht ein enger Zusammenhang: Wie bereits in Abschnitt 1.2 er-läutert wurde, ist der Verlauf einer quasiklassischen Trajektorie derselbe wieder eines klassischen optischen Lichtstrahls. In Abschnitt A.1 des Anhangs wirdbewiesen, daÿ bei einem Keil mit Ö�nungswinkel α+

n jede einlaufende Trajek-torie letztendlich parallel zurückre�ektiert wird. Gänzlich anders ist das Re�e-xionsverhalten für einen Ö�nungswinkel der Klasse α−
n : Hier ist die Richtungder auslaufenden Trajektorie an der Winkelhalbierenden des Keils gespiegelt7.Gemeinsam ist den Keilen dabei, daÿ für fast alle Trajektorien die Zahl der ein-zelnen durchlaufenen Re�exionen π/α±

n beträgt. Trajektorien, welche parallelzu einem der Schenkel des Keils verlaufen, werden einmal weniger re�ektiert.Die Lösungen der Riccati-Gleichungen (1.4) werden gemäÿ Abschnitt 1.2 stück-weise auf den Quasiteilchen-Trajektorien berechnet und stetig aneinanderge-setzt. Hierbei ist die absolute Lage und die Länge jedes einzelnen Teilstücksdurchaus von Bedeutung. Nähert man sich allerdings dem Eckpunkt, so verklei-7 Die Unterscheidung der beiden Klassen von Ö�nungswinkeln durch die Symbole ± beruhtauf ihrem Re�exionsverhalten. 16



2.1. Keilenert sich bei den Trajektorien die Länge der Zwischenstücke und damit auch ihrEin�uÿ. Denn auf Längenskalen, welche deutlich unterhalb der Kohärenzlänge
ξ liegen, ändert sich die Lösung der Riccati-Gleichungen nur sehr gering. FürQuasiteilchen-Trajektorien, die � als Grenzprozeÿ betrachtet � durch den Eck-punkt selbst verlaufen, verschwindet die Länge aller einzelnen Zwischenstücke.Es genügt, die Lösung der einlaufenden Trajektorie direkt mit der Lösung derauslaufenden Trajektorie stetig zu verknüpfen. Unter der Annahme einer räum-lich konstanten Gapfunktion werden für die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichteim Eckpunkt eines Keils gemäÿ Gleichung (1.6) also lediglich Bulkwerte derForm (1.5), allerdings für unterschiedliche Winkel, miteinander vermischt. Wel-che Winkelbeiträge miteinander vermischt werden, ist nur vom Re�exionsverhal-ten des Keils abhängig. Die auÿerdem durchzuführende Winkelmittelung kanne�ektiv auf den Winkelbereich eingeschränkt werden, welcher durch den Ö�-nungswinkel des Keils vorgegeben ist.In allen weiter oben angesprochenen interessanten Fällen läÿt sich somit sogardas komplette Quasiteilchen-Spektrum im Eckpunkt des Keils in einfacher ana-lytischer Form angeben.Für die Orientierung γ = π/4, bei der die Oszillationen aus Abbildung 2.4 auf-treten, ist die Knotenrichtung der d-Welle parallel zur Winkelhalbierenden desKeils. Bezeichnet ϕin den Winkel der einlaufenden und ϕout denjenigen der aus-laufenden Quasiteilchen-Trajektorie, so gilt bei Keilen mit Ö�nungswinkeln α+

n ,welche parallel zurückre�ektieren, stets:
χ(ϕin) = χ(ϕout) (2.4)Für die Ö�nungswinkel α−

n , bei welchen die Richtung der zurückre�ektiertenTrajektorie an der Winkelhalbierenden gespiegelt ist, ergibt sich im Vergleichdazu
χ(ϕin) = −χ(ϕout) (2.5)Die Symmetriefunktion χ ist in dieser Orientierung ja selbst antisymmetrisch zurWinkelhalbierenden. Im ersten Fall folgt mit Gleichung (2.4) für die normierteQuasiteilchen-Zustandsdichte

N(E,α ∈ α+
n ) = Re 1

α

∫ α/2

−α/2

dϕ
ε̂n

√

ε̂2n + sin2 2ϕ

∣

∣
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∣
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(2.6)Für Keile mit Ö�nungswinkeln α−
n ergibt sich mit Gleichung (2.5) hingegen:

N(E,α ∈ α−
n ) = Re 1
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∣
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(2.7)Die Funktionen F und E auf der jeweils rechten Seite bezeichnen elliptischeIntegrale erster und zweiter Art. Die Quasiteilchen-Anregungsenergie E tritt17



2.1. Keiledagegen (genauso wie die beiden anderen energiebehafteten Gröÿen εn und δ)auf der rechten Seite ausschlieÿlich in dimensionsloser, mit einem Hut gekenn-zeichneten Form auf, womit hier eine Normierung auf die Gapamplitude ∆∞gemeint ist8. Diese beiden Klassen von Quasiteilchen-Spektra, welche in Eck-punkten von Keilen allein durch die Grenz�ächengeometrie induziert werden,unterscheiden sich nicht nur in ihrem spektralen Gewicht bei Energie E = 0grundlegend. Ein Blick auf Abbildung 2.5 zeigt, daÿ sie gänzlich anderer Natursind.Das über Gleichung (2.6) gegebene Quasiteilchen-Spektrum entsteht, indemüber Bulkbeiträge eines Stücks der Fermi�äche gemittelt wird, welches sym-metrisch um die Knotenrichtung der d-Welle herum angesiedelt ist. Die eigent-liche Breite dieses Winkelbereichs ist dabei durch den halben Ö�nungswinkeleingeschränkt. Für den gröÿten Ö�nungswinkel seiner Klasse, α+
1 = π/2, trägtgerade ein volles Viertel der Fermi�äche zu der Zustandsdichte bei, das resul-tierende Spektrum in der Ecke des Keils ist genau das d-Wellen-Spektrum imBulk. Bei den nächstkleineren Winkeln α+

2 , α
+
3 etc. werden jedoch die Beiträ-ge der maximalen Gapamplitude immer stärker ausgeschlossen. Die zugehöri-gen Quasiteilchen-Spektra entsprechen Bulkspektra eines Supraleiters, der eineSymmetriefunktion mit Knoten bei e�ektiv kleinerer Gapamplitude aufweist.Infolgedessen rücken die beiden Maxima im Quasiteilchen-Spektrum enger zu-sammen. Allerdings verringert sich dabei ihr spektrales Gewicht, während jenesbei Energie E = 0 für kleinere Ö�nungswinkel ansteigt. Die Ursache hierfür ist,daÿ der auf einen endlichen Wert festgelegte e�ektive Streuparameter δ sich beieiner e�ektiv kleineren Gapamplitude stärker auswirkt9.Das für Keile mit Ö�nungswinkeln α−

n in der Ecke erzeugte Quasiteilchen-Spektrum hat dagegen die Form (2.7). Aufgrund der Relation (2.5) wechseltzwischen ein- und auslaufender Trajektorie das Vorzeichen der Gapfunktion.Deswegen erfolgt die Fermi�ächen-Mittelung hier nicht über Bulkbeiträge, son-dern jeder einzelne Winkel trägt zu gebundenen Andreev-Zuständen bei Energie
E = 0 bei. Die Stärke des Beitrags ist dabei mit der Gröÿe der Gapamplitu-de des jeweiligen Winkels korreliert. In analoger Weise zu oben ist durch denÖ�nungswinkel des Keils gleichzeitig auch eine Beschränkung des beitragendenFermi�ächenabschnitts gegeben. Für α−

1 = π tragen noch alle Bereiche der Fer-mi�äche gleichermaÿen bei, und es ergibt sich das wohlbekannte Quasiteilchen-Spektrum an einer geraden Grenz�äche mit maximalem spektralem Gewicht dergebundenen Andreev-Zustände bei Energie E = 0. Beim nächstkleineren Winkel
α−

2 = π/3 werden bereits die starken Beiträge aus der Richtung des maxima-len Gaps nicht mehr berücksichtigt, und das Gewicht des gebundenen Zustandswird kleiner. Genau wie oben entsprechen die Quasiteilchen-Spektra, welchebei kleineren Ö�nungswinkeln erzeugt werden, jenen eines Supraleiters, dessenSymmetriefunktion weiterhin Knoten aufweist, welcher allerdings auch e�ektiveine geringere Gapamplitude besitzt. Die Auswirkungen des e�ektiven Streupa-rameters δ werden dadurch wiederum verstärkt, und das spektrale Gewicht dergebundenen Andreev-Zustände verringert sich ebenso wie ihre Breite10.8 Es ist also Ê = E/∆∞ etc.9 Das spektrale Gewicht bei Energie E = 0 ist durch die Funktion 1/α F (α,−δ̂−2) gegeben.Für δ̂ = 0.1 ergibt sich daraus die untere Einhüllende aus Abbildung 2.4.10 Das spektrale Gewichts der gebundenen Andreev-Zustände bei E = 0 ist 1/α E(α,−δ̂−2).Für δ̂ = 0.1 ergibt sich daraus die obere Einhüllende aus Abbildung 2.4.18
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Abbildung 2.5: Lokales Quasiteilchen-Spektrum N(E) im Eckpunkt eines Keils.Die Knotenrichtung der d-Welle ist parallel zur Winkelhalbierenden des Keilsorientiert (γ = π/4). Die einzelnen Kurven gehören zu verschiedenen Ö�nungs-winkeln α des Keils. Aufgrund ihres jeweiligen Re�exionsverhaltens induzie-ren Ö�nungswinkel α+
n = π/(2n) Bulkspektra (oben), während Ö�nungswinkel

α−
n = π/(2n − 1) gebundene Andreev-Zustände bei Energie E = 0 erzeugen(unten).
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Abbildung 2.6: Lokales Quasiteilchen-Spektrum N(E) im Eckpunkt eines Keils.Die Richtung der maximalen Gapamplitude der d-Welle ist dabei parallel zurWinkelhalbierenden des Keils orientiert (γ = 0). Für alle Ö�nungswinkel
α±

n = π/n werden Bulkspektra induziert, deren Charakter sich allerdings mitdem Ö�nungswinkel selbst verändert. Bei α±
1 = π und α±

2 = π/2 ergibt sichdas Bulkspektrum eines d-Wellen-Supraleiters (schwarz). Kleinere Ö�nungswin-kel induzieren Bulkspektra von anisotropen s-Wellen-Supraleitern. Im Grenzfallsehr kleiner Ö�nungswinkel ist die induzierte s-Welle schlieÿlich isotrop.In der entgegengesetzten Orientierung γ = 0 liegt die Richtung der maxima-len Gapamplitude parallel zur Winkelhalbierenden des Keils. Interessanterweisewirkt sich das so unterschiedliche Re�exionsverhalten der Keile mit Ö�nungs-winkeln α+
n und jener mit Ö�nungswinkeln α−

n in diesem Fall überhaupt nichtaus. Die Symmetriefunktion selbst ist für γ = 0 nämlich symmetrisch zur Win-kelhalbierenden. Somit ergibt sich nicht nur für eine parallel re�ektierte, son-dern auch für eine an der Winkelhalbierenden gespiegelte Trajektorienrichtungdie Relation
χ(ϕin) = χ(ϕout) (2.8)Ein- und auslaufende Quasiteilchen-Trajektorie �sehen� also keinen Vorzeichen-wechsel der Gapfunktion, und für alle Ö�nungswinkel α±

n = π/n werden im Eck-punkt des Keils nun Bulkspektra erzeugt. Die genaue Form der Quasiteilchen-Spektra ist:
N(E,α ∈ α±
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(2.9)Im Unterschied zu den induzierten Bulkspektra gemäÿ Gleichung (2.6) stam-men die Bulkbeiträge in Gleichung (2.9) wegen der Orientierung γ = 0 nicht20



2.2. Polygonale Grenz�ächenaus der Umgebung der Knotenrichtung, sondern sie sind um die Richtung ma-ximaler Gapamplitude zentriert. Deswegen wirkt sich der E�ekt, daÿ nur eindurch den Ö�nungswinkel festgelegter Bereich der Fermi�äche in die Winkel-mittelung involviert ist, hier auch auf ganz andere Art und Weise aus: Für diebeiden Ö�nungswinkel α±
1 = π und α±

2 = π/2 tragen letztendlich noch alle Be-reiche der Fermi�äche gleichmäÿig bei, und das lokale Quasiteilchen-Spektrumim Eckpunkt des Keils gemäÿ Gleichung (2.9) ist nichts weiter als das Bulkspek-trum des d-Wellen-Supraleiters. Allerdings be�nden sich bei kleineren Ö�nungs-winkeln α±
n die Knotenrichtungen der d-Wellen-Symmetriefunktion nicht mehrim relevanten Winkelbereich. Bedingt durch die keilförmige Grenz�ächengeo-metrie verhält sich der d-Wellen-Supraleiter im Eckpunkt demgemäÿ wie einknotenloser anisotroper s-Wellen-Supraleiter. Dabei nimmt die Anisotropie ab,wenn der Ö�nungswinkel verkleinert wird. Eine Reihe der resultierenden Quasi-teilchen-Spektra ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Die Induktion gesamter s-Wellen-Bulkspektra in der Ecke eines Keils erklärt damit auch auf natürlicheArt und Weise die Existenz eines so niedrigen spektralen Gewichts bei E = 0,wie es etwa in Abbildung 2.2.e/g oder Abbildung 2.3 zu beobachten ist.2.2 Polygonale Grenz�ächenIn diesem Abschnitt werden d-Wellen-Supraleiter mit komplizierteren polygona-len Grenz�ächen untersucht. Dabei sind die einzelnen Facetten der Grenz�ächen-geometrie von der Gröÿenordnung einer Kohärenzlänge. Man kann also die po-lygonale Grenz�äche auch als ein Modell einer rauhen Ober�äche au�assen11.Interessanterweise spielen die im vorangegangen Abschnitt 2.1 gefundenen Ef-fekte, welche bei einer einfachen keilförmigen Grenz�äche auftreten, auch beidiesen komplizierteren polygonalen Grenz�ächengeometrien die Hauptrolle.In Abbildung 2.7 ist die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) ei-nes d-Wellen-Supraleiters dargestellt, bei dem die Grenz�ächenstruktur durcheinen regelmäÿigen rechtwinkligen Polygonzug gegeben ist. Ist die d-Wellen-Symmetriefunktion gerade so orientiert, daÿ bei einem geraden Verlauf derGrenz�äche keine gebundenen Andreev-Zustände existieren würden (Abbildung2.7.a), so sind an den �inneren� Bereichen der Facetten dennoch gebundeneZustände präsent. Dies ist nicht weiter erstaunlich, denn eine gedachte geradeGrenz�äche weist zwar nicht die für gebundene Zustände optimale Orientierungauf, dafür aber jedes einzelne Polygonstück für sich betrachtet. In den äuÿe-ren Ecken selbst fehlen die gebundenen Andreev-Zustände: Die beiden Poly-gonstücke, welche jeweils eine äuÿere Ecke begrenzen, bilden eine rechtwinkligekeilförmige Umgebung und induzieren deswegen Bulkspektra im Eckbereich.Für die entgegengesetzte Orientierung der d-Welle in Abbildung 2.7.b sind nir-gendwo gebundene Andreev-Zustände zu �nden, obwohl eine gedachte geradeGrenz�äche ein Maximum erwarten lassen würde. Wiederum ist die Orientie-rung der einzelnen Facetten wichtiger, und in den äuÿeren Eckbereichen selbstkommt der Ein�uÿ einer keilförmigen Grenz�ächengeometrie zum Tragen. BeideAspekte erlauben in diesem Fall lediglich d-Wellen-Bulkspektra.11 Im Vergleich zu Modellen intrinsisch rauher Grenz�ächen, etwa in [40], [41] oder auch [1].21
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Abbildung 2.7: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-Supraleiters mit einem regelmäÿigen 90◦-Polygonzug als Grenz�äche. Die Län-genskala ist in Einheiten der Kohärenzlänge ξ unterteilt.Wie fundamental die Eigenschaften eines einzelnen Keils für die Beschreibungvon polygonalen Grenz�ächengeometrien sind, läÿt sich auch in Abbildung 2.8erkennen. Als facettierte Begrenzung des d-Wellen-Supraleiters wird hier ein re-gelmäÿiger 60◦-Polygonzug angenommen. O�ensichtlich hängt die lokale Quasi-teilchen-Zustandsdichte einzig davon ab, wie die d-Welle zur Winkelhalbierendender einzelnen Keile orientiert ist, aus denen sich die Grenz�äche zusammensetzt.In der oberen Teilabbildung 2.8.a ist die Richtung der maximalen Gapamplitudeparallel zur Winkelhalbierenden, und in den Eckbereichen ergibt sich folglich einBulkspektrum, welches dem eines anisotropen s-Wellen-Supraleiters ähnelt12.In der unteren Teilabbildung 2.8.b liegt die Knotenrichtung der d-Welle parallelzur Winkelhalbierenden, und die Keile selbst induzieren gebundene Andreev-Zustände in den Eckbereichen13. Beide E�ekte sind im vorangegangenen Ab-schnitt 2.1 bereits ausführlicher erläutert worden. Ein direkter Vergleich vonAbbildung 2.8.a/b mit dem jeweils zugehörigen unendlich ausgedehnten Keil inAbbildung 2.2.g/i zeigt, daÿ aufgrund der beschränkten Kantenlänge des 60◦-Polygonzugs e�ektiv nur der tatsächliche Eckbereich des einzelnen Keils vonBedeutung ist. Für starke gebundene Andreev-Zustände, wie sie sich etwa inAbbildung 2.2.g in einiger Entfernung vom Eckbereich einstellen können, sinddie Facetten des hier betrachteten Polygonzuges schlicht zu kurz. Ein anderer12 Vergleiche Abbildung 2.6, α = π/3.13 Vergleiche z.B. Abbildung 2.5, α = π/3. 22
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Abbildung 2.8: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-Supraleiters mit einem regelmäÿigen 60◦-Polygonzug als Grenz�äche. Die Län-genskala ist in Einheiten der Kohärenzlänge ξ unterteilt.E�ekt, der in der Praxis wohl kaum relevant sein wird, besteht in der leichtenSchra�ur bzw. Ri�elung, welche in Abbildung 2.8.a sowohl in den Eckbereichenals auch in Richtung Bulk zu sehen ist. Die Ursache hierfür ist neben der endli-chen Ausdehnung der Keile auch in dem Ein�uÿ ihrer periodischen Anordnungzu �nden.Ein weiteres Beispiel eines d-Wellen Supraleiters, dessen Grenz�ächengeometriedurch einen regelmäÿigen Polygonzug vorgegeben ist, wird in Abbildung 2.9 ge-zeigt. Der Polygonzug besteht hier aus Keilen mit Ö�nungswinkeln von 60◦ und90◦, die sich gegenseitig abwechseln. Die Winkelhalbierende jedes einzelnen Keilssteht dabei senkrecht auf dem gedachten horizontalen Verlauf der Grenz�äche.O�ensichtlich läÿt sich die resultierende Quasiteilchen-Zustandsdichte einfachaus den Ergebnissen für regelmäÿige 90◦- oder 60◦-Polygonzüge zusammenset-zen, welche bereits in den Abbildungen 2.7 und 2.8 vorgestellt worden sind. Eininteressanter Nebene�ekt ergibt sich in Teilabbildung 2.9.b: Das unterschiedlicheRe�exionsverhalten von Keilen mit verschiedenen Ö�nungswinkeln, welches dieGrundlage der Oszillationen in Abbildung 2.4 darstellt, führt hier letztendlichzu einer räumlichen Oszillation der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte ent-lang der Grenz�äche. Von Ecke zu Ecke ändert sich nicht nur das spektrale Ge-wicht bei E = 0, sondern der Charakter des gesamten Quasiteilchen-Spektrums.Die Periode einer solchen Oszillation entspricht im vorliegenden Fall etwa dreiKohärenzlängen. 23
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Abbildung 2.9: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-Supraleiters mit einem regelmäÿigen 60◦-90◦-Polygonzug als Grenz�äche. DieLängenskala ist in Einheiten der Kohärenzlänge ξ unterteilt.Eine sehr rauhe Grenz�äche kann durch einen unregelmäÿigen Polygonzug mo-delliert werden. Für ein Beispiel einer solchen rauhen Grenz�ächenstruktur ist inAbbildung 2.10 die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte bei E = 0dargestellt. Die Ausdehnung des ausgewählten Bildausschnitts weist dabei ei-ne Länge von 22ξ auf. Analytische Aussagen sowie die Karte aus Abbildung2.3 sind in diesem Fall nur bedingt hilfreich. Zwar können einige Teilstruk-turen der Grenz�äche als isolierte keilförmige Geometrien betrachtet werden,etwa die kleine, fast rechtwinklige Ecke, welche sich etwa drei Kohärenzlängenvom linken Bildrand entfernt be�ndet und das erwartete, zu Abbildung 2.7 ver-gleichbare Verhalten zeigt. In ihrer Gesamtheit ist eine solche rauhe Grenz�ächejedoch zu komplex: Oft ist schon die notwendige Bedingung für eine Zerlegungin keilförmige Untergeometrien nicht erfüllt, daÿ bei den Vielfachre�exionen vonQuasiteilchen-Trajektorien hauptsächlich nur zwei benachbarte Polygonstückepartizipieren.Allerdings können trotzdem wichtige Erkenntnisse gewonnen werden: Bei hin-reichender Rauhigkeit der Grenz�äche existieren lokal bei jeder Orientierungder d-Wellen-Symmetriefunktion gebundene Andreev-Zustände. Eine über einengröÿeren Bereich der rauhen Grenz�äche räumlich gemittelte Quasiteilchen-Zustandsdichte wird also einerseits gebundene Andreev-Zustände bei Energie
E = 0 haben, andererseits wird das Spektrum auch Anteile von d- und aniso-tropen s-Wellen-Bulkspektra aufweisen. Die genaue Stärke dieser drei Anteile24
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Abbildung 2.10: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-Supraleiters entlang einer unregelmäÿigen polygonalen Grenz�ächenstruktur.Die Längenskala ist in Einheiten der Kohärenzlänge ξ unterteilt, der gesamteBildausschnitt erstreckt sich also über 22ξ.ist dabei extrem von der Art der Rauhigkeit abhängig. Jede einzelne Eigenschaftder Grenz�äche spielt eine Rolle: Neben der Länge der Polygonstücke sind da-bei auch bevorzugte Orientierungen der Facetten oder sich öfters wiederholendeStrukturen in Betracht zu ziehen. Die zu Beginn dieses Abschnitts vorgestelltenregelmäÿigen Grenz�ächengeometrien können als seltene Sonderfälle einer rau-hen Grenz�äche angesehen werden, bei denen ein räumlich gemitteltes Quasi-teilchen-Spektrum sich nicht aus allen drei der oben genannten Bestandteilezusammensetzen würde.2.3 Ein�uÿ von VorticesDie charakteristische Längenskala der in dieser Arbeit vorgestellten E�ekte istdie Kohärenzlänge ξ. Daneben existiert noch eine weitere wichtige Längenskalain Supraleitern: Die magnetische Eindringtiefe λ gibt vor, auf welcher Längen-skala ein äuÿeres Magnetfeld und damit verbundene elektrodynamische E�ekte,wie etwa Abschirmströme, innerhalb des Supraleiters abfallen. Die bekannten d-Wellen-Supraleiter gehören zu den extremen Typ-II-Supraleitern14, d.h. für denParameter κ = λ/ξ gilt bei ihnen κ� 1. Es ist also einerseits möglich, daÿ dasMagnetfeld in Form von Abrikosov-Vortices in den Supraleiter eindringt. Ande-rerseits sind die beiden relevanten Längenskalen ξ und λ von so unterschiedlicherGröÿenordnung, daÿ E�ekte auf der Skala der Kohärenzlänge praktisch in einemBereich mit räumlich konstantem Magnetfeld auftreten.14 Vergleiche etwa [66], Tabelle 2.7. 25



2.3. Ein�uÿ von VorticesIn diesem Abschnitt wird angenommen, daÿ das äuÿere Magnetfeld verschwun-den ist, aber ein einzelner Abrikosov-Vortex aufgrund von Pinning im d-Wellen-Supraleiter zurückbleibt. Sowohl der Abstand des Vortex zur Grenz�äche desSupraleiters als auch die gesamte betrachtete Längenskala sollen dabei deut-lich kleiner sein als die magnetische Eindringtiefe λ. Im vorliegenden Grenzfall
κ � 1 kann das magnetische Vektorpotential in der London-Eichung dann alsnegativer Gradient einer bestimmten Funktion φ geschrieben werden:

A = −Φ0

2π
∇φ (2.10)Im Gültigkeitsbereich dieser Gleichung ist nämlich sofort ersichtlich, daÿ lokalkein Magnetfeld herrscht:

B = ∇× A = 0 (2.11)Wegen der geforderten Divergenzfreiheit des magnetischen Vektorpotentials folgtauÿerdem, daÿ
∇ · (∇φ) = 0 (2.12)Die Funktion φ muÿ also lokal die Laplace-Gleichung erfüllen. Zudem sind von-Neumannsche Randbedingungen erforderlich. An einer Grenz�äche des Supra-leiters mit Normalenvektor n soll also stets gelten:
n · ∇φ = 0 (2.13)Bis jetzt wurde noch keine Aussage über die physikalische Natur der Funktion

φ getro�en. Verwendet man allerdings eine in den Riccati-Gleichungen (1.4)enthaltene Eichtransformation
∆ → ∆′ = ∆eiφ

A → A
′

= A +
Φ0

2π
∇φ (2.14)so verschwindet danach das neue magnetische Vektorpotential A′, während dievormals reelle Gapfunktion ∆ mit einem räumlich veränderlichen Phasenfaktormultipliziert wird. Die Phase der neuen Gapfunktion entspricht dabei genau derFunktion φ. Um der Vortizität Rechnung zu tragen, ist demnach als eine weitereBedingung zu fordern, daÿ sich die Phase φ bei einem positiven Umlauf um dasVortexzentrum gerade um den Betrag 2π vergröÿert hat15.Für einen einzelnen gepinnten Abrikosov-Vortex vor einer geraden Grenz�ächekann man den zugehörigen Phasenfaktor eiφ sehr einfach über einen Ansatzerhalten, welcher analog zur klassischen Spiegelladungsmethode in der Elektro-statik funktioniert. Die physikalischen Auswirkungen eines solchen gepinntenVortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte an der Grenz�äche lassensich, sofern kein äuÿeres Magnetfeld angelegt ist, mit dem Schlagwort �Vortex-Schatten-E�ekt� beschreiben16. Um den dem Vortex am nächsten liegendenPunkt der Grenz�äche herum bildet sich eine �Schattenregion� aus, innerhalbderer gebundene Andreev-Zustände deutlich unterdrückt werden. Bis auf dieVerringerung des spektralen Gewichts gebundener Zustände bei Energie E = 015 Auf Vortices mit höherer Vortizität wird hier nicht eingegangen. Prinzipiell sind damitaber keine zusätzlichen Schwierigkeiten verbunden.16 Siehe auch [2]. 26
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Abbildung 2.11: Typische Veränderung lokaler Quasiteilchen-Spektra N(E) aneiner geraden Grenz�äche eines d-Wellen-Supraleiters unter dem Ein�uÿ einesgepinnten Abrikosov-Vortex. Grenz�äche und d-Welle sind dabei so orientiert,daÿ sich ohne Vortex maximale gebundene Andreev-Zustände ausbilden (ge-punktet). Die Anwesenheit eines einzelnen Abrikosov-Vortex, welcher hier imAbstand von 2ξ vor der Grenz�äche gepinnt ist, sorgt für eine Aufspaltung desMaximums, indem das spektrale Gewicht von E = 0 zu höheren Energien ver-schoben wird. Dieser E�ekt ist maximal an dem Punkt der Grenz�äche, welcherdem Vortex am nächsten liegt (braun) und verringert sich mit zunehmendemAbstand. Die einzelnen Kurven zeigen lokale Quasiteilchen-Spektra an Punktender Grenz�äche, die vom Zentrum der Schattenregion 0ξ, 1ξ, 2ξ und ∞ entferntsind.besteht jedoch keinerlei Gemeinsamkeit zwischen diesem Ein�uÿ eines Vortexund der in den vorangegangenen Abschnitten behandelten Möglichkeit, daÿGrenz�ächengeometrien Bulkspektra induzieren. Ein Blick auf Abbildung 2.11,in der einige typische lokale Quasiteilchen-Spektra in der Schattenregion dar-gestellt sind, verdeutlicht dies. Das ursprünglich hohe spektrale Gewicht dergebundenen Zustände bei E = 0 verschiebt sich e�ektiv zu höheren Energien.Als Resultat wird das Maximum aufgespaltet. Die physikalische Ursache hierfürliegt in der inhomogenen Phasenverteilung um den Vortex herum und den da-mit korrelierten Strömen. Bereits seit längerer Zeit ist bekannt, daÿ homogeneOber�ächenströme für eine Aufspaltung des Maximums gebundener Andreev-Zustände an der Grenz�äche sorgen17. Im Falle der nichthomogenen Strom- undPhasenverteilung, welche durch einen Vortex vorgegeben wird, kommt es gleich-falls zu einer solchen Aufspaltung, allerdings hängt ihre genaue Stärke und Cha-rakteristik von den geometrischen Vorgaben ab. Grundsätzlich verringert sichder Ein�uÿ des Abrikosov-Vortex und damit die Aufspaltung bei gröÿeren Ab-ständen des Vortex zur Grenz�äche. Ist der Abstand des Vortex �xiert, so nimmtdie Aufspaltung gleichfalls ab, wenn die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte an17 Siehe [40]. 27



2.3. Ein�uÿ von VorticesPunkten der Grenz�äche berechnet wird, welche eine gröÿere Entfernung zumProjektionspunkt des Vortex auf die Grenz�äche haben. Dieses Verhalten ist be-reits in Abbildung 2.11 wiedergegeben worden. Nähere Informationen über denE�ekt eines einzelnen Abrikosov-Vortex, welcher vor einer geraden Grenz�ächegepinnt ist, können in Publikation [2] nachgelesen werden.In diesem Abschnitt soll nun aufgezeigt werden, wie der Ein�uÿ eines Vortexauch auf d-Wellen-Supraleiter mit polygonalen Grenz�ächengeometrien verall-gemeinert werden kann. Zunächst muÿ das � im Vergleich zu einer geradenGrenz�äche � kompliziertere Re�exionsverhalten der Quasiteilchen-Trajektorienberücksichtigt werden, wie es auch schon in den vorangegangenen Abschnittenerfolgt ist. Auÿerdem ist es jedoch noch erforderlich, zu der jeweils vorgege-benen Grenz�ächengeometrie die zugehörige nichttriviale Phasenverteilung zuermitteln. Die gesuchte Phasenfunktion φ soll fast überall die Laplace-Gleichung(2.12) lösen, entlang jedes einzelnen Stücks der Grenz�äche von-NeumannscheRandbedingungen (2.13) erfüllen und eine �Phasenquelle� der Stärke 2π an derVortexposition aufweisen. Interessanterweise ist dies eine Problemstellung, wel-che auch in anderen Gebieten der Physik häu�ger auftritt. Ein Analogon ausder Elektrostatik ist die Beschreibung einer Punktladung, welche sich innerhalbeiner speziellen Anordnung geerdeter Leiter�ächen be�ndet. Eine weiteres Bei-spiel sind Wirbelströmungen in idealen Flüssigkeiten mit einer vorgegebenenKanalstruktur als Umrandung.Für zweidimensionale Probleme wie im vorliegenden Fall bietet sich die Ver-wendung einer sehr eleganten Technik an, der Methode konformer Abbildun-gen. Sie erlaubt es oftmals, für nicht zu komplizierte Randgeometrien sogaranalytische Lösungen zu erhalten. Die Methode konformer Abbildungen (�con-formal mapping�) wird in zahlreichen mathematischen und auch einigen physi-kalischen Fachbüchern ausführlich beschrieben18. In Abschnitt A.2 des Anhangssind einige Grundlagen dieser Methode kurz erläutert, auÿerdem wird eine ana-lytische Lösung für den Phasenfaktor eines Vortex innerhalb einer keilförmigenGrenz�ächengeometrie hergeleitet. Damit ist es nun möglich, den Ein�uÿ ei-nes Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte für beliebigekeilförmige Geometrien bei variabler Vortexposition zu berechnen.Ergebnisse für einen Keil mit Ö�nungswinkel α = 3π/2 sind in Abbildung 2.12wiedergegeben. Die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte für spitz-winklige Keile ist in Abbildung 2.13 zu sehen. O�ensichtlich wird das spektraleGewicht gebundener Andreev-Zustände bei Energie E = 0 in Anwesenheit einesgepinnten Abrikosov-Vortex insgesamt verringert. Die Ursache hierfür ist diee�ektive Verschiebung des spektralen Gewichts zu höheren Energien. Dieser Ef-fekt ist zwar prinzipiell nichtlokal, und es bedarf zu seiner korrekten Berechnungan der Grenz�äche auch der vollen Phaseninformation innerhalb des Supralei-ters, welche beim Lösen der Riccati-Gleichungen (1.4) entlang der Quasiteilchen-Trajektorien eingeht. Allerdings ist im Rahmen einer qualitativen Abschätzungdie Faustregel durchaus sinnvoll, wonach die Reduktion nur von der lokalen Stär-ke des magnetischen Vektorpotentials � beziehungsweise des Phasengradienten18 Siehe etwa [67],[68] für mathematische Grundlagen der Methode konformer Abbildungen.Beispiele für verschiedene physikalische Anwendungen sind unter anderem in [69] und [70]zu �nden. Speziell auf die Schwarz-Christo�el-Transformation für polygonale Begrenzungenbeziehen sich [71],[72] sowie die numerischen Hilfsmittel [73, 74, 75].28
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Abbildung 2.12: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem
d-Wellen-Supraleiter, der eine keilförmige Grenz�ächengeometrie mit Ö�-nungswinkel α = 3π/2 aufweist. Ein gepinnter Abrikosov-Vortex sitzt in einemvertikalen Abstand von 2ξ zum Eckpunkt des Keils. Der horizontale Abstand istspaltenweise 2ξ, 1ξ und 0. Die Längenskala ist in Einheiten der Kohärenzlänge ξunterteilt. a)-c) Der Vortex nimmt kaum Ein�uÿ auf die Bulk-Zustandsdichte beiniedrigen Energien. d)-f) Das spektrale Gewicht gebundener Andreev-Zuständean der Grenz�äche wird in der Nähe des Vortex reduziert und bei f) insbesonderein einem Schattenbereich um den Projektionspunkt herum stark unterdrückt.gemäÿ Gleichung (2.10) � entlang der Grenz�äche abhängt. Hierzu ist ein Ver-gleich der Ergebnisse für die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) ausden Abbildungen 2.12.d-f und 2.13 mit den zugrundeliegenden Phasenverteilun-gen in Abbildung A.1 des Anhangs nützlich. Man kann deutlich erkennen, daÿin der Umgebung derjenigen Punkte, welche sich bei einer Projektion des Vortexauf die Grenz�ächen ergeben, der Phasengradient am stärksten ist. Diese Regio-nen entsprechen gleichzeitig den Schattenbereichen der Grenz�äche, in welchendas spektrale Gewicht am meisten verringert wird. Die in Abbildung 2.13.cdurch die Grenz�ächengeometrie induzierten gebundenen Andreev-Zustände inder Ecke des Keils sind dagegen weniger betro�en, weil in der Eckregion derPhasengradient nur sehr schwach ausgeprägt ist. Ein weiteres Beispiel bieten dieAbbildungen 2.12.f und A.1.e: Der Phasengradient ist an der oberen, horizonta-len Grenz�äche recht stark, während an der nach unten gerichteten vertikalenGrenz�äche fast eine homogene Phasenverteilung vorliegt. Dementsprechend istder Ein�uÿ des Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichtean der unteren Kante nur noch sehr gering.29
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Abbildung 2.13: Ein�uÿ eines gepinnten Abrikosov-Vortex auf die lokaleQuasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem d-Wellen-Supraleiter. DerAbstand des Vortex zu jeder Grenz�äche beträgt 2ξ. Die Längenskala ist inEinheiten der Kohärenzlänge ξ unterteilt. a) Der Ö�nungswinkel des Keils ist
α = π/2. Dieses Bild muÿ im Vergleich zu Abbildung 2.2.c gesehen werden.b),c) Der Ö�nungswinkel des Keils ist α = π/3. Diese Bilder sind mit denAbbildungen 2.2.g/i zu vergleichen. O�ensichtlich ist das spektrale Gewicht ge-bundener Andreev-Zustände an der Grenz�äche durch den Vortex reduziert undinsbesondere in einem Schattenbereich um die Projektionspunkte herum starkunterdrückt. Geometrisch induzierte gebundene Andreev-Zustände in der Eckesind dagegen geringer betro�en.Die in diesem Abschnitt vollzogene Verallgemeinerung des �Vortex-Schatten-E�ekts� aus Publikation [2] auf keilförmige Grenz�ächengeometrien macht deut-lich, daÿ der Ein�uÿ eines Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustands-dichte bei niedrigen Energien primär von der ihn umgebenden Phasenverteilungabhängt. In Bereichen mit starkem Phasengradienten ist der Ein�uÿ stark, vorallem um Projektionspunkte auf Grenz�ächen herum. In Bereichen fast kon-stanter Phase ist auch der Ein�uÿ des Vortex gering. Ein weiterer Schritt inRichtung komplizierterer polygonaler Grenz�ächenstrukturen ist in der Regelaufwendiger19, liefert jedoch dasselbe Ergebnis. Ein schönes Beispiel hierzu istin Publikation [1] zu �nden. Eine Verallgemeinerung auf mehrere Vortices istmithilfe des Phasenfaktors aus Gleichung (A.22) ohne weiteres möglich: DiePhasenverteilungen einzelner Abriksov-Vortices sind additiv und die jeweiligenPhasenfaktoren müssen lediglich miteinander multipliziert werden.
19 Für polygonale Ränder existiert eine spezielle Form der konformen Abbildung, die Schwarz-Christo�el-Transformation. Die in ihr auftretenden unbekannten Parameter können meistnur numerisch bestimmt werden. Vergleiche auch [71, 72, 73, 74, 75].30



Kapitel 3Kreisförmige Grenz�ächenund gebundene Zustände
3.1 Keile mit abgerundeten EckenIn diesem Kapitel werden d-Wellen-Supraleiter untersucht, deren Grenz�ächen-geometrien auch runde Teilstücke aufweisen. Als ein erstes Beispiel hierfür die-nen keilförmige Grenz�ächen mit abgerundeter Eckstruktur, wie sie in Abbil-dung 3.1.a schematisch zu sehen sind. Die resultierenden lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichten können direkt mit denjenigen aus Abschnitt 2.1 verglichen wer-den, in dem �echte� Keile mit spitzen Ecken behandelt worden sind.Abbildung 3.2 zeigt die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einemrechtwinkligen Keil mit abgerundetem Eckbereich. Ein Vergleich mit den ent-sprechenden Resultaten für spitze Keile in den Teilabbildungen 2.2.c/a machtdeutlich, daÿ für die Orientierung γ = 0 keine signi�kanten Änderungen auftre-ten. Ist allerdings die Knotenrichtung der d-Wellen-Symmetriefunktion parallelzur Winkelhalbierenden, also γ = π/4, so existieren starke gebundene Andreev-Zustände im abgerundeten Eckbereich des Supraleiters. Die räumliche Ausdeh-nung der gebundenen Zustände hängt dabei eng mit den Ausmaÿen der Abrun-dung zusammen.Für die Erklärung dieser Eigenschaft ist wiederum das Re�exionsverhalten derGrenz�ächengeometrie von entscheidender Bedeutung. Allerdings muÿ dabeizwischen den geraden Teilstücken einerseits und dem kreisförmigen Eckabschnittandererseits unterschieden werden. Eine Quasiteilchen-Trajektorie, welche nuran den geraden Kanten re�ektiert wird, läuft für den Ö�nungswinkel α = π/2parallel aus dem Keil wieder hinaus1. Genau das gegensätzliche Re�exionsver-halten �ndet man jedoch bei Trajektorien, die in der Umgebung des Scheitel-punkts auf die Abrundung tre�en: Ihre Richtung wird an der Winkelhalbieren-den gespiegelt2. Quasiteilchen-Trajektorien in der Eckregion sind damit einemeigenen lokalen Re�exionsverhalten unterworfen, welches sich von demjenigen1 Vergleiche die Abschnitte 2.1 und A.1. Der Ö�nungswinkel α = π/2 ist α+

1
.2 Die Tangentialebene des Scheitelpunkts steht senkrecht auf der Winkelhalbierenden.31
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Abbildung 3.1: Beispiele von Supraleitern (blau), die eine keilförmigeGrenz�ächengeometrie mit abgerundetem Eckbereich besitzen. a) SchematischeDarstellung. Die abgerundete Ecke besteht aus dem passenden Segment einesKreises mit Mittelpunkt auf der Winkelhalbierenden. Neben dem Ö�nungswin-kel α kann der Kreisradius r variiert werden. b) Typischer Verlauf von Quasi-teilchen-Trajektorien (rot). Trajektorien, welche den runden Bereich nicht tref-fen, werden dem Re�exionsverhalten des Keils gemäÿ zurückgeworfen (1). Tra-jektorien, die den runden Bereich tre�en, sind lokal einem eigenen Re�exionsver-halten unterworfen, welches in der Nähe des Scheitelpunkts einer Spiegelung ander Winkelhalbierenden entspricht (2). Beide Re�exionsverhalten können sichsehr unterschiedlich auswirken.der spitzen Keilstruktur, abhängig vom Ö�nungswinkel, grundlegend unterschei-den kann. Eine Veranschaulichung dieses unterschiedlichen Re�exionsverhaltensist in Abbildung 3.1.b dargestellt.Für die Orientierung γ = 0 ist die Symmetriefunktion des d-Wellen-Supraleitersselbst symmetrisch zur Winkelhalbierenden des Keils. Das lokale Re�exions-verhalten der runden Ecke führt somit nicht zu gebundenen Andreev-Zuständen.Allerdings ergeben sich weniger signi�kante Abweichungen von den Ergebnisseneines spitzen Keils, die an Kaustik-E�ekte in der Optik errinnern und in Ab-bildung 3.2.a-c als tropfenförmiges Gebiet in der Nähe der Abrundung in Er-scheinung treten. Hierfür sind Quasiteilchen-Trajektorien verantwortlich, welchenicht in der nächsten Umgebung des Scheitelpunkts auf die runde Grenz�ächetre�en und deswegen auch nicht gespiegelt zur Winkelhalbierenden re�ektiertwerden3.Wesentlich bedeutendere Auswirkungen hat der runde Eckbereich für die Ori-entierung γ = π/4: Quasiteilchen-Trajektorien, welche in der Nähe des Schei-telpunkts auf die Abrundung tre�en und an der Winkelhalbierenden gespiegeltwerden, erfahren nun einen Vorzeichenwechsel der Gapfunktion. Als Konsequenzergeben sich gebundene Andreev-Zustände in der Eckregion. Verringert man denRadius r der Abrundung, so schrumpft damit auch die räumliche Ausdehnung3 Auÿerdem ist bei Keilen mit abgerundeten Ecken die Anzahl der von den Quasiteilchen-Trajektorien durchlaufenen Einzel-Re�exionen sehr variabel.32
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Abbildung 3.2: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) im abgerunde-ten Eckbereich eines d-Wellen-Supraleiters. Der Ö�nungswinkel der keilförmigenEckstruktur ist α = π/2. Der Radius der abgerundeten Ecke beträgt (spalten-weise von links nach rechts): 1ξ, 0.5ξ, 0.1ξ. Die Längenskala ist in Einheitender Kohärenzlänge ξ unterteilt. a)-c) Die Richtung maximaler Gapamplitudeist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (γ = 0). d)-f) Die Knotenrichtungder d-Welle ist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (γ = π/4).des Gebiets, in dem dieser E�ekt auftritt. Die Stärke der gebundenen Andreev-Zustände am Scheitelpunkt selbst bleibt dagegen stabil auf hohem Niveau, dadort lokal stets das runde Stück der Grenz�ächengeometrie dominiert4.Insofern ist die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte im Scheitelpunkt für kleineAbrundungen mit r � ξ nicht mehr repräsentativ für den gröÿeren Eckbereichauf der Längenskala der Kohärenzlänge � im Unterschied zum Eckpunkt spitzerKeile aus Abschnitt 2.1. Im formalen Limes r → 0 unterscheiden sich dement-sprechend die Ergebnisse für einen Keil mit abgerundeter Ecke von denen einesspitzen Keils genau und nur im Eckpunkt. Dies ist letzlich eine Folge des grund-sätzlichen geometrischen Gegensatzes zwischen �rund� und �eckig�.Weitere Beispiele der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) für Keilemit abgerundeten Ecken sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Der Ö�nungswinkelbeträgt hier α = π/3, und die Resultate können direkt mit denen aus Abbildung2.2.g/i verglichen werden. Im Gegensatz zum vorherigen rechtwinkligen Beispielweisen die keilförmigen Stücke der Grenz�ächengeometrie für den Ö�nungs-4 Diese Aussage bezieht sich auf die Gröÿe des Winkelbereichs, innerhalb dessen am Scheitel-punkt re�ektierte Quasiteilchen-Trajektorien nur diese eine (symmetrische) Re�exion er-fahren. 33



3.1. Keile mit abgerundeten Eckena) b) c)
d) e) f)

0.10

6.00

Abbildung 3.3: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) im abgerunde-ten Eckbereich eines d-Wellen-Supraleiters. Der Ö�nungswinkel der keilförmigenEckstruktur ist α = π/3. Der Radius der abgerundeten Ecke beträgt (spalten-weise von links nach rechts): 1ξ, 0.5ξ, 0.1ξ. Die Längenskala ist in Einheitender Kohärenzlänge ξ unterteilt. a)-c) Die Richtung maximaler Gapamplitudeist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (γ = 0). d)-f) Die Knotenrichtungder d-Welle ist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (γ = π/4).winkel α = π/3 selbst ein Re�exionsverhalten auf, welches die Richtung re-�ektierter Quasiteilchen-Trajektorien an der Winkelhalbierenden des Keils spie-gelt5. Damit sind sich in diesem Fall das Re�exionsverhalten des runden unddes keilförmigen Anteils der Grenz�äche sehr ähnlich, und für die Orientierung
γ = 0 ist keine relevante Veränderung der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichteaufgrund der Abrundung wahrnehmbar. Wechselt dagegen für γ = π/4 dieSymmetriefunktion der d-Welle bei der Richtung der Winkelhalbierenden dasVorzeichen, so erzeugen beide Grenz�ächen-Anteile jeweils für sich genommengebundene Andreev-Zustände im Eckbereich. In ihrem Zusammenwirken ergibtsich letztlich ein interessantes Wechselspiel: In Abbildung 3.3.d ist der Radi-us r der Abrundung zu groÿ, um den Ein�uÿ des keilförmigen Anteils in derEcke sichtbar werden zu lassen. Das starke Gewicht der gebundenen Andreev-Zustände ist vergleichbar mit Abbildung 3.2.d und geht allein auf die rundeEckstruktur zurück. Für einen kleineren Radius, wie in Abbildung 3.3.e, kannanscheinend zwischen den einzelnen Beiträgen unterschieden werden. Einerseitsbleiben die starken gebundenen Zustände in der Umgebung des Scheitelpunktsbestehen, ihre räumliche Ausdehnung nimmt allerdings ab. Andererseits kom-5 Vergleiche die Abschnitte 2.1 und A.1. Der Ö�nungswinkel α = π/3 ist α−

2
.34
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Abbildung 3.4: Lokale Quasiteilchen-ZustandsdichteN(E = 0) um eine kreisför-mige Ausstanzung im Inneren eines d-Wellen-Supraleiters herum. Die Längen-skala ist in Einheiten der Kohärenzlänge ξ unterteilt. a) Der Lochradius beträgt
ξ, b) Der Lochradius beträgt ξ/2. c) Der Lochradius beträgt ξ/4. Das Quasi-teilchen-Spektrum an der runden Grenz�äche richtet sich nach der Orientierungder Tangentialebene.men schwächere gebundene Zustände hinzu, welche dafür �ächendeckend aufeiner Längenskala der Kohärenzlänge das Keilgebiet füllen. Sie werden durchdie geraden Stücke der Grenz�ächengeometrie erzeugt. Die weiter oben bereitserwähnten Kaustik-E�ekte wirken sich auf diese gebundenen Andreev-Zuständeallerdings noch destruktiv aus. Im Grenzfall sehr kleiner Radien r � ξ dominiertdas Re�exionsverhalten des Keils: In Teilabbildung 3.3.f stellen sich überall �bis auf den kleinen Bereich der Abrundung � die geometrisch induzierten ge-bundenen Andreev-Zustände eines spitzen Keils ein, wie sie in Abschnitt 2.1,Abbildung 2.2.i, bereits präsentiert worden sind.3.2 LöcherDie wohl einfachste Grenz�ächengeometrie mit runden Anteilen ist ein geschlos-sener Kreis. In den nächsten beiden Abschnitten werden Supraleiter untersucht,die tief in ihrem Inneren, weit weg von anderen Grenz�ächen, eine kreisförmigeAusstanzung aufweisen oder gelocht sind. Eine schematische Darstellung hierzuist in Abbildung 1.1.b der Einleitung wiedergegeben. Die resultierende loka-le Quasiteilchen-Zustandsdichte ist in Abbildung 3.4 zu sehen. O�ensichtlichexistieren vier verschiedene Bereiche auf der Grenz�ächengeometrie, in denenstarke gebundene Andreev-Zustände bei Energie E = 0 aufzu�nden sind. DasZentrum eines solchen Bereichs ist dabei jeweils ein Punkt, dessen zugehörigerNormalenvektor der Grenz�äche gerade parallel zu einer Knotenrichtung der d-Welle gerichtet ist. Die entsprechende Tangentialebene nimmt an diesen Punktengenau die optimale Orientierung für gebundene Andreev-Zustände ein. An ihrre�ektierte Quasiteilchen-Trajektorien sehen durchweg einen Vorzeichenwechselder Symmetriefunktion des Gaps.Analog gibt es ebenso vier dazwischenliegende Bereiche, bei denen die Tangential-ebene lokal gerade so ausgerichtet ist, daÿ keinerlei gebundene Zustände existie-35



3.3. Fluÿführende Löcher unter Vortexein�uÿren. In Abbildung 3.4 sind diese Punkte jeweils oben, unten, links und rechts amLochrand zu sehen, und ihr zugehöriger Normalenvektor ist parallel zu einer der�Keulen�-Richtungen der d-Wellen-Symmetriefunktion. Auf diese Art und Weiseergibt sich eine natürliche Oszillation der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichtebei einem Umlauf um das Loch herum.In den drei dargestellten Beispielen liegen die Lochradien auf der Längenskalader Kohärenzlänge. Die lokale Krümmung der Grenz�äche macht sich dann be-reits bei Punkten bemerkbar, welche in nicht allzu groÿem Abstand liegen. AlsResultat sind in den Abbildungen in der Nähe des Loches strahlen- bzw. stern-förmige Muster zu erkennen, welche die vierfache Symmetrie der supraleitendenSymmetriefunktion aufweisen. Bei Löchern mit sehr viel gröÿerem Radius stirbtdieser E�ekt aus, und lokal resultiert praktisch das triviale Ergebnis einer gera-den Grenz�äche.3.3 Fluÿführende Löcher unter Vortexein�uÿVergröÿert man den Radius eines Lochs auf die Längenskala der magnetischenEindringtiefe λ, so kann sich im Loch und seiner Umgebung stabil ein ma-gnetischer Fluÿ von einigen Fluÿquanten Φ0 be�nden. In diesem Abschnitt wirduntersucht, welchen Ein�uÿ ein einzelner Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasi-teilchen-Zustandsdichte am Rand eines solchen �uÿführenden Lochs ausübt. Diegrundlegende Situation ist in Abbildung 3.5.a schematisch dargestellt. Um dielokale Quasiteilchen-Zustandsdichte in dieser Anordnung berechnen zu können,muÿ die korrekte Ortsabhängigkeit des Magnetfelds berücksichtigt werden. Insehr guter Näherung ist das Magnetfeld B = Bez innerhalb des Supraleiters alsLösung einer Helmholtz-Gleichung gegeben
(∂2

x + ∂2
y)B =

1

λ2
B (3.1)Dabei ist über die magnetische Eindringtiefe λ die charakteristische Längen-skala des elektrodynamischen Problems festgelegt. Für die Typ-II-Supraleiter,wie sie in der vorliegenden Arbeit untersucht werden, übersteigt die magnetischeEindringtiefe λ die Kohärenzlänge ξ deutlich, es gilt

κ =
λ

ξ
� 1 (3.2)Um Gleichung (3.1) zu lösen, muÿ neben der geometrischen Randbedingung,daÿ das Magnetfeld innerhalb des Lochs und auf dem Lochrand einen konstan-ten Wert annimmt, zudem die Fluÿquantisierung berücksichtigt werden. Dergesamte magnetische Fluÿ durch das Loch, den Vortex und die sie umgebendenBereiche des Supraleiters kann nur ein ganzzahliges Vielfaches eines Fluÿquantsbetragen:

∫

dsB = (nF + 1)Φ0 nF ∈ Z (3.3)Beträgt der Abstand d des Vortex zum Lochrand etliche magnetische Eindring-tiefen, so kann räumlich noch zwischen den einzelnen Beiträgen zum Gesamt�uÿunterschieden werden. Der Vortex trägt mit seiner nächsten Umgebung dann36
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Abbildung 3.5: a) Schematische Darstellung eines gelochten, �uÿführenden d-Wellen-Supraleiters. Der Radius des Lochs sei a, und im Abstand d von derGrenz�äche be�ndet sich ein Abrikosov-Vortex. Der gesamte magnetische Fluÿim System beträgt nF + 1 Fluÿquanten. b) Verteilung des Magnetfelds B fürdas Fallbeispiel κ = 10, a = 1λ, d = 2λ und nF = 2. c) Zugehörige lokaleQuasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0). Die Längenskala ist in Einheiten dermagnetischen Eindringtiefe λ unterteilt. An den Punkten 1-4 aus a) existierengebundene Andreev-Zustände an der Grenz�äche, die dem Ein�uÿ von Vortexund magnetischem Fluÿ unterworfen sind.37



3.3. Fluÿführende Löcher unter Vortexein�uÿgerade ein Fluÿquant Φ0, während die Lochregion für nF Fluÿquanten verant-wortlich ist. Bei geringeren Abständen ist eine solche Unterscheidung allerdingsnicht mehr möglich.Für die Herleitung einer Lösung von Gleichung (3.1), welche sowohl die geometri-sche Randbedingung des Lochs als auch die physikalische der Fluÿquantisierung(3.3) berücksichtigt, sei auf [76] und [77] verwiesen. Ein Beispiel der resultieren-den Magnetfeldverteilung für ein Loch mit Radius a = λ, einen Vortexabstandvon d = 2λ, κ = 10 und nF = 2 ist in Abbildung 3.5.b zu sehen. In AbschnittA.3 des Anhangs wird aus dem Magnetfeld B das zugehörige magnetische Vek-torpotential A abgeleitet, welches dann bei der quasiklassischen Berechnung derlokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte eingeht.Ein typisches Ergebnis des lokalen spektralen Gewichts N(E = 0) wird in Abbil-dung 3.5.c wiedergegeben. Gebundene Andreev-Zustände existieren lediglich ander Vortexposition sowie in einem schmalen Streifen um die runde Grenz�ächeherum, dessen Breite von der Gröÿenordnung einer Kohärenzlänge ist. Innerhalbdieses schmalen Bereichs sind auÿerdem groÿe Variationen in der Stärke dergebundenen Andreev-Zustände zu erkennen. Analog zur lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte �uÿloser gelochter d-Wellen-Supraleiter, welche im vorangegan-genen Abschnitt 3.2 vorgestellt worden ist, gibt es auch hier um die kreisförmigeGrenz�äche herum vier verschiedene Regionen mit ausgeprägten gebundenenAndreev-Zuständen. Die jeweiligen lokalen Maxima sind dabei an den Punkten
1-4 aus Abbildung 3.5.a aufzu�nden6.Im folgenden wird nun der Frage nachgegangen, wie sich � bei einer fest vorge-gebenen Fluÿquantenzahl im System � das spektrale Gewicht der gebundenenAndreev-Zustände an der kreisförmigen Grenz�äche ändert, wenn der Abstanddes Abrikosov-Vortex variiert wird. Dabei ist es sinnvoll, eine Beschränkung aufdie Punkte 1 und 3 aus Abbildung 3.5.a vorzunehmen, welche beide starke ge-bundene Andreev-Zustände aufweisen können. Während Punkt 1 an der demAbrikosov-Vortex zugewandten Seite liegt, ist Punkt 3 gerade gegenüber auf derRückseite des Lochs. Im weiteren Verlauf werden die exemplarischen Rahmen-bedingungen des gelochten d-Wellen-Supraleiters aus Abbildung 3.5 beibehal-ten, nämlich ein Lochradius von a = λ und κ = 10. Wie sich die am Punkt
1 resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in Abhängigkeitvom Vortexabstand d für verschiedene Fluÿquantenzahlen nF verändert, ist inAbbildung 3.7 dargestellt. Das analoge Ergebnis für den gegenüberliegendenPunkt 3 kann in Abbildung 3.6 betrachtet werden. Das spektrale Gewicht dergebundenen Andreev-Zustände zeigt zwischen den beiden Punkten deutlicheUnterschiede, welche nachfolgend erläutert werden sollen.Ist der Abrikosov-Vortex sehr weit vom Loch entfernt, also d � λ, so übt erkeinen Ein�uÿ auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte an der Grenz�ächeaus, und der magnetische Fluÿ im Loch und seiner Umgebung beträgt genau nFFluÿquanten. Aufgrund dieses �äuÿeren� Magnetfelds ist die Stärke der gebun-denen Andreev-Zustände bei Energie E = 0 bereits reduziert, und das spektraleGewicht wird zu höheren Energien verschoben7. Dieser E�ekt hängt lediglichvon der Amplitude des magnetischen Vektorpotentials an der Grenz�äche ab,6 Beim Vergleich der Abbildungen 3.4 und 3.5.c ist die unterschiedliche Orientierung der

d-Welle zu beachten.7 Siehe auch [40]. 38



3.3. Fluÿführende Löcher unter Vortexein�uÿnicht jedoch von seiner Richtung. Desweiteren betri�t er die Punkte 1 und 3gleichermaÿen, denn die Rotationssymmetrie der kreisförmigen Grenz�äche wirdja erst durch einen Ein�uÿ des Abrikosov-Vortex bei kleineren Abständen ge-brochen. Für groÿe Vortexabstände d � λ und nF = 0 ist also kein Fluÿ imLoch gefangen, und auf beiden Seiten des Lochs sind die maximalen gebunde-nen Andreev-Zustände vorzu�nden. Für nF = ±1 trägt das Loch gerade einFluÿquant bzw. Anti�uÿquant, und das spektrale Gewicht ist an beiden Punk-ten 1 und 3 gleichermaÿen reduziert. Bei nF = ±2 ist das spektrale Gewichtschlieÿlich noch stärker verringert.Kommt der Abrikosov-Vortex näher, so ist die Unterscheidung zwischen zwei-erlei E�ekten sinnvoll, welche man als direkten und indirekten Vortexein�uÿbezeichnen könnte. Der erste, direkte Ein�uÿ beruht darauf, daÿ sich die nicht-rotationssymmetrischen Anteile8 des magnetischen Vektorpotentials an der demVortex zugewandten Seite des Lochs stark erhöhen. Allerdings ist die Rückseiteum Punkt 3 herum davon praktisch nicht betro�en. Der zweite, indirekte Ein�uÿgeht auf den rotationssymmetrischen Anteil9 des magnetischen Vektorpotentialszurück. Nähert sich der Abrikosov-Vortex dem Loch, so verändert sich auch dasMagnetfeld darin, und zusätzlicher positiver Fluÿ koppelt im Loch ein10.Dementsprechend läÿt sich das Verhalten der lokalen Quasiteilchen-Zustands-dichte am Punkt 3, auf der vom direkten Vortexein�uÿ abgeschirmten Seite,recht einfach erklären. Hier ist nur der indirekte Ein�uÿ relevant. Für nF ≥ 0 er-höht sich beim Näherrücken des Vortex der eingekoppelte magnetische Fluÿ unddamit auch die Amplitude des rotationssymmetrischen magnetischen Vektorpo-tentials. Dadurch wird das sogenannte �Splitting� der gebundenen Andreev-Zustände an der Grenz�äche noch verstärkt, und das in Abbildung 3.6 gezeigtespektrale Gewicht N(E = 0) nimmt weiter ab. Bei negativen Fluÿquantenzah-len nF < 0 verringert sich dagegen der absolut eingekoppelte magnetische Fluÿ,wenn der Vortexabstand reduziert wird, da die Magnetfelder in Loch und Vortexentgegengesetzte Vorzeichen haben11. Folglich geht auch die Verschiebung desspektralen Gewichts zu höheren Energien zurück, und der Wert von N(E = 0)steigt an. Da die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte in Abbildung 3.6 prak-tisch nur von der Stärke des Magnetfelds im Loch bestimmt wird, ergibt sichfür eine vorgegebene Fluÿquantenzahl nF im theoretischen Limes d→ 0 dersel-be Wert wie für die nächsthöhere Fluÿquantenzahl nF + 1 bei der Asymptotik
d → ∞. Beide Male be�ndet sich im Loch und seiner nächsten Umgebung einrotationssymmetrisch verteilter magnetischer Fluÿ von nF + 1 Fluÿquanten.Die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte am dem Vortex zugewand-ten Punkt 1 ist in Abbildung 3.7 wiedergegeben. Bis auf die oben besproche-nen gleichen Ausgangswerte bei sehr groÿen Vortexabständen d � λ unter-scheiden sich die Kurvenverläufe, wenn der Abrikosov-Vortex näherrückt, dochdrastisch von jenen aus Abbildung 3.6. Im Vergleich zu Punkt 3 dominiertam Punkt 1 nämlich der direkte Vortexein�uÿ: Verringert sich der Vortexab-stand, so steigt der nicht-rotationssymmetrische Anteil des magnetischen Vek-8 In Anhang A.3 sind dies die Terme (A.31) und (A.33) bzw. (A.48), welche das Magnetfeldeines einzelnen Vortex vor einem Loch generieren, mit der Randbedingung eines verschwin-denden Magnetfelds auf dem Lochrand. Siehe auch [76].9 In Anhang A.3 ist dies der Term (A.32) bzw. (A.49).10 Siehe auch Formel (A.24) für das Magnetfeld Ba innerhalb des Lochs.11 Relativ zum Magnetfeld des Lochs handelt es sich um einen näherrückenden Antivortex.39
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nF = -2Abbildung 3.6: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) an der Rück-seite eines �uÿführenden Lochs (Punkt 3 aus Abbildung 3.5.a). Ein einzelnerAbrikosov-Vortex be�ndet sich im Abstand d von der Lochkante. Der Gesamt-�uÿ des Systems ist quantisiert und beträgt nF + 1 Fluÿquanten. Die lokaleQuasiteilchen-Zustandsdichte ist auf der Rückseite des Lochs von einem direk-ten Vortexein�uÿ praktisch abgeschirmt. Sie unterliegt lediglich einem indirek-ten Ein�uÿ, da sich bei einer Verrückung des Abrikosov-Vortex auch der imLoch eingekoppelte magnetische Fluÿ verändert.torpotentials um den Punkt 1 herum stark an. Der dort gleichfalls vorhan-dene rotationssymmetrische Anteil aufgrund eines eingefangenen Flusses wirddadurch allerdings nur verstärkt, wenn nF < 0 ist. Für positive Fluÿquanten-zahlen nF > 0 wirken sich die beiden Beiträge jedoch entgegen. Anhand derKurven in Abbildung 3.7 lassen sich die jeweiligen Konsequenzen für die loka-le Quasiteilchen-Zustandsdichte sehr schön nachvollziehen. Für negative Fluÿ-quantenzahlen nF < 0 erhöht sich bei kleineren Vortexabständen die Amplitu-de des magnetischen Vektorpotentials in der Umgebung von Punkt 1. Dadurchwird noch mehr spektrales Gewicht in Richtung höherer Energien verschoben,und der Wert N(E = 0) sinkt monoton. Ein interessantes nichtmonotones Ver-halten tritt dagegen für positive nF > 0 zutage. Rückt der Abrikosov-Vortexnäher, so macht sich der anwachsende direkte Vortexein�uÿ zunächst in einerVerringerung des absoluten magnetischen Vektorpotentials bemerkbar. Damitgeht auch das �Splitting� zurück, und das spektrale Gewicht der gebundenenAndreev-Zustände erhöht sich. Bei einem Abstand von d ≈ λ heben sich die bei-den konkurrierenden Beiträge des magnetischen Vektorpotentials auf der demVortex zugewandten Seite der Grenz�äche gerade auf12, und die gebundenenAndreev-Zustände erreichen ihre maximale Stärke. Ab diesem Punkt überwiegtder direkte Vortexein�uÿ, und der Betrag des resultierenden magnetischen Vek-torpotentials wächst sehr schnell an. Damit nimmt auch das spektrale Gewichtder gebundenen Andreev-Zustände wieder rapide ab.12 Dieser Abstand ist von der Stärke des äuÿeren Magnetfelds abhängig.40
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Abbildung 3.7: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) an der demAbrikosov-Vortex zugewandten Seite eines �uÿführenden Lochs (Punkt 1 ausAbbildung 3.5.a). Der einzelne Abrikosov-Vortex be�ndet sich im Abstand dvon der Lochkante. Der Gesamt�uÿ des Systems ist quantisiert und beträgt
nF + 1 Fluÿquanten. Die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte unterliegt einemstarken, direkten Ein�uÿ durch den Abrikosov-Vortex, sodaÿ für nF ≤ 0 dasspektrale Gewicht noch stärker zu höheren Energien verschoben wird, wenn derVortex naherrückt (�Vortex-Schatten-E�ekt�). Sind das äuÿere und das Vortex-Magnetfeld gleich gerichtet (nF > 0), so wirkt der direkte Ein�uÿ durch denVortex dem des äuÿeren Magnetfelds entgegen. Dies führt bei einer Verringerungdes Vortexabstands zunächst zu einer Erhöhung des spektralen Gewichts.Das Analogon des in Abschnitt 2.3 und Publikation [2] beschriebenen �Vortex-Schatten-E�ekts� ohne äuÿeres Magnetfeld ist hier � für einen d-Wellen-Supra-leiter mit gelochter Grenz�ächengeometrie � in Abbildung 3.7 über den Fall
nF = 0 gegeben. O�ensichtlich existiert dieser E�ekt auch bei schwachen äu-ÿeren Magnetfeldern, sofern man von kleinen Vortexabständen d � λ ausgeht.Bei gröÿeren Vortexabständen und endlichen äuÿeren Magnetfeldern kann je-doch genau der gegenteilige E�ekt auftreten: Das spektrale Gewicht gebundenerAndreev-Zustände steigt an, wenn der Abrikosov-Vortex näherkommt.
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Kapitel 4Parabelförmige Grenz�ächenund gebundene Zustände
4.1 Fokussierender weak linkBislang wurde in den vorangegangenen Kapiteln der Frage nachgegangen, wound wodurch gebundene Andreev-Zustände in d-Wellen-Supraleitern auftreten,wenn diese polygonale oder kreisförmige Grenz�ächen besitzen. Räumlich gese-hen sind dabei die stärksten gebundenen Andreev-Zustände stets direkt an derjeweiligen Grenz�äche angesiedelt1 und nehmen in den Supraleiter hinein raschab. Daÿ ein solches monotones Verhalten allerdings nicht grundsätzlich gege-ben sein muÿ, kann an einigen Ergebnissen bereits erahnt werden. Geht manetwa bei den lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichten eines gelochten d-Wellen-Supraleiters in Abbildung 3.4 von einem der vier lokalen Minima an der Grenz-�äche aus, so erhöht sich in den Supraleiter hinein zunächst das spektrale Ge-wicht bei Energie E = 0, wenn auch nur schwach.In diesem letzten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird nun gezielt eine anderenichttriviale Grenz�ächenstruktur entworfen, welche allein aus geometrischenGründen ein signi�kantes lokales Maximum gebundener Andreev-Zustände in-nerhalb des d-Wellen-Supraleiters erzeugt. Dazu wird die optische Eigenschafteiner Parabel benutzt, alle parallel zu ihrer Symmetrieachse einfallenden Strah-len in einem Brennpunkt zu fokussieren und umgekehrt alle Strahlen aus demBrennpunkt auch wieder parallel hinauszuwerfen.Der grundlegende Aufbau dieser speziellen Grenz�ächengeometrie ist in Abbil-dung 4.1 näher erläutert. Im Prinzip handelt es sich um einen sogenannten �weaklink�, eine räumliche Verengung zwischen zwei massiven Supraleitern, der vonseiner Form her an einen Flaschenhals erinnert. Das Funktionsprinzip kann derschematischen Abbildung 4.2 entnommen werden. Bei der angegebenen Orientie-rung der d-Wellen-Symmetriefunktion erfahren alle Quasiteilchen-Trajektorien,1 Der für gebundene Zustände nötige Vorzeichenwechsel der Symmetriefunktion �ndet beider Re�exion der Quasiteilchen-Trajektorien an der Grenz�äche statt.42



4.1. Fokussierender weak linka) b) c)
d) e) f)
Abbildung 4.1: Schrittweises Entstehen der in diesem Kapitel untersuchtenfokussierenden Grenz�ächengeometrie. Das äquidistante Gitter dient einer bes-seren Veranschaulichung des grundlegenden Aufbaus. a) Auszeichnung einesPunkts. b) Gedrehte Parabel mit dem ausgezeichneten Punkt als Brennpunkt.c) Beschränkung auf ein kleines Teilstück der Parabel. d) Erweiterung um po-lygonale Grenz�ächen-Anteile. e) Verdopplung durch Spiegeln. f) Fertige Geo-metrie eines Supraleiters (blau) mit einer räumlichen Verengung in Form einesFlaschenhalses.welche durch den ausgezeichneten Punkt verlaufen und von der Grenz�ächen-geometrie re�ektiert werden, in unmittelbarer Nachbarschaft des Punktes einenVorzeichenwechsel der Gapfunktion. Für sämtliche Trajektorien, die dabei aufdie parabelförmigen Teilstücke tre�en, vollzieht sich der Vorzeichenwechsel � perKonstruktion � sogar zwischen den maximal möglichen Amplituden. Dies führtzu vielen Beiträgen für starke gebundene Andreev-Zustände am ausgezeichnetenPunkt.Die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) ist in Abbil-dung 4.3 dargestellt. In der ersten Spalte ist die d-Wellen-Symmetriefunktionzur Geometrie gerade so orientiert, daÿ sich an den langen geraden Grenz�ächenin einiger Entfernung des weak links die üblichen gebundenen Andreev-Zuständeergeben. Allerdings treten innerhalb der Verengung selbst keine signi�kanten ge-bundenen Zustände auf. Gänzlich anders ist das Resultat in der rechten Spaltefür die konstruktive Orientierung der d-Wellen-Symmetriefunktion, wie sie auchin Abbildung 4.2 angedeutet ist. Hier kann man sehr gut nachvollziehen, wiesich das spektrale Gewicht gebundener Andreev-Zustände am ausgezeichnetenPunkt stark vergröÿert, wenn die absoluten Ausmaÿe der Grenz�ächengeometrieverringert werden. Bei typischen Abmessungen unterhalb einer Kohärenzlänge
ξ, etwa bei Abbildung 4.3.f, ist am ausgezeichneten Punkt ein signi�kantes lo-43



4.1. Fokussierender weak link

Abbildung 4.2: Grundlegende Funktionsweise der in diesem Kapitel untersuch-ten fokussierenden Grenz�ächengeometrie eines d-Wellen-Supraleiters (blau).Dargestellt sind einige typische Quasiteilchen-Trajektorien (rot), welche durchden ausgezeichneten Punkt verlaufen. Fast alle dieser Trajektorien tre�en auf dieGrenz�äche auf und �sehen� einen Vorzeichenwechsel der d-Wellen-Symmetrie-funktion. Diejenigen Trajektorien, welche die parabelförmigen Teilstücke tre�en,werden zweimal re�ektiert. Dabei ist gewährleistet, daÿ die ein- und auslaufen-den Trajektorien jeweils in Richtungen unterschiedlichen Vorzeichens bei maxi-maler Amplitude verlaufen.kales Maximum des spektralen Gewichts bei E = 0 aufzu�nden, welches alleindurch die Grenz�ächengeometrie induziert wird.Eine Vergröÿerung des interessantesten räumlichen Bereichs wird abschlieÿendin Abbildung 4.4 präsentiert. Neben Kaustik-E�ekten, welche jenen aus Abbil-dung 3.3 ähneln, ist hier deutlicher zu erkennen, daÿ das lokale Maximum amausgezeichneten Punkt in einen ganzen Bereich erhöhten spektralen Gewichtseingebettet ist, der quer zur Richtung des weak links verläuft. Interessanterweiseerzeugt die hier vorgestellte Grenz�ächengeometrie zusätzlich um den gedach-ten Schnittpunkt der Parabelstücke herum einen kleinen Bereich, in dem keinegebundenen Andreev-Zustände vorliegen. Dieser Bereich liegt in direkter Nach-barschaft des ausgezeichneten Punktes und ist in den Abbildungen 4.3.f und4.4.f klar zu erkennen.
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Abbildung 4.3: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem fokus-sierenden weak link eines d-Wellen-Supraleiters. Die Längenskala ist in Einheitender Kohärenzlänge ξ unterteilt. Die absolute Gröÿe der Anordung halbiert sichalso von Zeile zu Zeile. Linke Spalte a),c),e): Die d-Wellen-Symmetriefunktion istfür den weak link nicht-konstruktiv orientiert. Rechte Spalte b),d),f): Bei dieserOrientierung der d-Welle entstehen signi�kante gebundene Andreev-Zuständeam ausgezeichneten Punkt, wenn die Ausmaÿe der Grenz�ächengeometrie kleingenug sind. 45
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Abbildung 4.4: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem fokus-sierenden weak link eines d-Wellen-Supraleiters. Hier wird nur der Ausschnittdes tatsächlichen weak links gezeigt und die Längenskala ist ausnahmsweise inEinheiten von ξ/2 unterteilt. Die absolute Gröÿe der Anordung halbiert sichvon Zeile zu Zeile. Linke Spalte a),c),e): Die d-Wellen-Symmetriefunktion istfür den weak link nicht-konstruktiv orientiert. Rechte Spalte b),d),f): Bei dieserOrientierung der d-Welle entstehen signi�kante gebundene Andreev-Zuständeam ausgezeichneten Punkt, wenn die Ausmaÿe der Grenz�ächengeometrie kleingenug sind. 46



Kapitel 5ZusammenfassungIn dieser Arbeit ist der Frage nachgegangen worden, wie gebundene Andreev-Zustände in d-Wellen-Supraleitern allein durch die Geometrie einer Grenz�ä-che beein�uÿt werden. Für die Existenz gebundener Andreev-Zustände an ei-ner Grenz�äche ist von entscheidender Bedeutung, daÿ die dort re�ektiertenQuasiteilchen-Trajektorien einen Vorzeichenwechsel der Gapfunktion erleben.Bei nichttrivialen Grenz�ächengeometrien rückt damit unweigerlich eine Eigen-schaft in den Mittelpunkt, welche zunächst kaum mit einem Supraleiter in Ver-bindung zu stehen scheint: das klassische optische Re�exionsverhalten einer ana-logen spiegelnden Anordnung.Darauf aufbauend ergeben sich allein schon bei einfachen keilförmigen Grenz-�ächengeometrien überraschende Ergebnisse. In Abhängigkeit von Ö�nungs-winkel und Orientierung zur Gapfunktion kann im Eckbereich des Keils eineVielzahl von Quasiteilchen-Spektra erzeugt werden. Auÿer geometrisch indu-zierten gebundenen Andreev-Zuständen ist es etwa auch möglich, in der EckeBulkspektra einer d-, s- oder anisotropen s-Welle aufzu�nden. Betrachtet manKeile, deren Winkelhalbierende parallel zur Knotenrichtung der d-Welle ausge-richtet ist, zeigt sich ein spektakuläres oszillatorisches Verhalten des induziertenQuasiteilchen-Spektrums: Verringert man kontinuierlich den Ö�nungswinkel desKeils, so resultiert in der Ecke eine wechselnde Abfolge von gebundenen Zu-ständen und Bulkspektra. Dieser E�ekt läÿt sich direkt auf das unterschiedlicheRe�exionsverhalten von Keilen verschiedener Ö�nungswinkel zurückführen.In der vorliegenden Arbeit wird der Rauhigkeit einer Grenz�äche Rechnung ge-tragen, indem die tatsächliche räumliche Ausdehnung einzelner Facetten undGrenz�ächenstrukturen Berücksichtigung �ndet. Im Gegensatz zu Modellen in-trinsischer Rauhigkeit zeigen die hier erzielten Ergebnisse für kompliziertere po-lygonale Grenz�ächenstrukturen eine starke lokale Variation der Quasiteilchen-Zustandsdichte, welche direkt mit der konkreten Facettierung und Bescha�en-heit der Grenz�äche zusammenhängt. Damit ist ein grundlegender Schritt zu ei-nem theoretischen Verständnis räumlich hochaufgelöster Tunnelmessungen voll-zogen, in denen genau solche Abhängigkeiten aufgefunden werden1.1 Vergleiche etwa [32],[33] sowie [78]. 47



Kapitel 5. ZusammenfassungRunde Grenz�ächengeometrien besitzen ein eigenes Re�exionsverhalten. Damitkann sich in Keilen mit abgerundeten Ecken eine andere lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte einstellen als bei spitzen Keilen. Entlang geschlossener runderGrenz�ächen innerhalb eines d-Wellen-Supraleiters ergibt sich eine typische Va-riation der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte: Vier Bereiche mit maximalengebundenen Andreev-Zuständen wechseln sich mit vier Bereichen ab, in de-nen normale Bulkspektra auftreten. Dieses Resultat spiegelt direkt die vierfacheSymmetrie der d-Welle wider.Löcher, deren Radius von der Gröÿenordnung der magnetischen Eindringtie-fe ist, können zudem einen stabilen magnetischen Fluÿ von einigen Fluÿquan-ten beinhalten. Wenn sich zusätzlich noch ein Abrikosov-Vortex in der Nähebe�ndet, unterliegen die gebundenen Andreev-Zustände an der kreisförmigenGrenz�äche einem Wechselspiel der verschiedenen Ein�üsse. Während gebunde-ne Andreev-Zustände an der Rückseite des Lochs von einem direkten Vortex-ein�uÿ abgeschirmt sind und nur auf Änderungen des eingekoppelten magneti-schen Flusses reagieren, ergibt sich auf der dem Abrikosov-Vortex zugewandtenSeite ein interessanter E�ekt. Be�nden sich im Loch und seiner Umgebung be-reits einige Fluÿquanten, so verändert sich die Stärke der gebundenen Andreev-Zustände nicht-monoton, wenn der Vortexabstand verringert wird. Rückt derAbrikosov-Vortex aus groÿer Entfernung näher, steigt das spektrale Gewichtder gebundenen Andreev-Zustände zunächst an, bis ein Maximalwert erreichtist. Erst bei Vortex-Abständen unterhalb der magnetischen Eindringtiefe er-gibt sich dann der bereits bekannte Vortex-Schatten-E�ekt, eine starke Unter-drückung gebundener Andreev-Zustände auf der dem Vortex zugewandten Seitedes Lochs2.Die direkte Abhängigkeit der gebundenen Andreev-Zustände von klassischenRe�exions-Eigenschaften der Grenz�ächengeometrie erö�net theoretisch auchdie faszinierende Möglichkeit, durch eine künstliche Konstruktion der Grenz-�äche nach optischen Gesichtspunkten neue E�ekte in der Supraleitung zu er-zeugen. Als Beispiel hierfür wurde in der vorliegenden Arbeit ein weak linkvorgestellt, der eine spezielle Grenz�ächengeometrie mit parabolischen Anteilenaufweist. Basierend auf der optisch fokussierenden Eigenschaft einer Parabelwird damit innerhalb eines d-Wellen-Supraleiters ein starkes lokales Maximumgebundener Andreev-Zustände erzeugt, welches nicht auf räumliche Inhomo-genitäten wie einen Abrikosov-Vortex zurückgeht, sondern allein geometrischeUrsachen hat.Zumindest für einige der hier gewonnenen Ergebnisse erscheint eine direkte expe-rimentelle Bestätigung durchaus realistisch. Tunnelmessungen mit einer räum-lichen Au�ösung unterhalb der Kohärenzlänge sind heutzutage ohne weiteresmöglich3. Auch wenn es nicht machbar sein sollte, verschiedene, auf der Skalader Kohärenzlänge spitze Keile zielgerichtet zu fabrizieren, so scheint bereits inherkömmlichen �natürlichen� Proben eine hinreichende Menge solcher Struktu-ren vorzuliegen4. Selbst Löcher, deren Radius lediglich von der Gröÿenordnungder Kohärenzlänge ist, sind durchaus anzutre�en5. Eine kompliziertere Geome-trie wie der fokussierende weak link müsste dagegen künstlich hergestellt werden.2 Vergeiche [2].3 Siehe etwa die STM-Messungen [32, 33, 78]. Vergleiche dazu auch [79, 80, 81].4 Vergleiche etwa [32] und [33].5 Siehe [32]. 48



Kapitel 5. ZusammenfassungDies mag für die bekannten Kuprat-Supraleiter mit Standardtechniken (noch)nicht möglich sein. Publikation [82] zeigt jedoch, daÿ prinzipiell � wenn auch inetwas anderem Kontext � bereits Grenz�ächengeometrien mit atomarer Genau-igkeit zusammengesetzt werden können. Auch hier sind die klassischen optischenEigenschaften der Grenz�äche für das beobachtete nichtklassische Phänomenvon entscheidender Bedeutung.
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Anhang
A.1 Re�exionseigenschaften von KeilenIn diesem Abschnitt wird das spezielle Re�exionsverhalten eines Keils mit Ö�-nungswinkel α untersucht. Der Keil liege in der komplexen Ebene, wobei dererste Schenkel durch die nichtnegative reelle Achse gegeben ist und der zweiteSchenkel durch den komplexen Einheitsvektor eiα aufgespannt wird. Die Aus-breitungsrichtung einer Trajektorie, die mithilfe eines Winkels ϕ beschriebenwerden kann, soll ebenfalls durch den zugehörigen komplexen Einheitsvektor
eiϕ repräsentiert werden.Verwendet man den Operator C als Bezeichnung für das komplexe Konjugie-ren, so läÿt sich die Re�exion einer Trajektorie an einer beliebigen spiegelndenGeraden mit Richtung eiγ darstellen durch die Operation

Sγ = UγCU−γ = CU−2γ = U2γC (A.1)Hierbei vermittelt der Operator Uγ = eiγ · 1 eine Drehung in der komplexenEbene um dem Winkel γ.Bei der nachfolgenden Betrachtung ist irrelevant, an welcher Stelle eine Trajek-torie einen Schenkel tri�t � es interessiert lediglich die Ausbreitungsrichtung. Dieeinlaufende Trajektorie habe vor der ersten Re�exion den Winkel ϕ ∈ (π, π+α]und tre�e o.B.d.A. zuerst auf Schenkel eins. Da es unmöglich ist, daÿ eine Re�e-xion zweimal hintereinander am selben Schenkel auftritt, erfolgen alle weiterenRe�exionen abwechselnd zwischen Schenkel zwei und Schenkel eins. Ist der Win-kel der Trajektorie schlieÿlich erstmalig irgendwo im Intervall [0, α] angelangt,erfolgen keine weiteren Re�exionen. Endet die Folge von Re�exionen an Schen-kel zwei, so ist die Gesamtwirkung des Keils nach n ∈ N Doppelre�exionen:
R+

n = (SαS0)
n = (U2αCC)n = U2nα (A.2)Endet die Folge hingegen am ersten Schenkel, so erhält man für n ∈ N:

R−
n = S0(SαS0)

n−1 = CU2(n−1)α = CU−αU(2n−1)α = Sα/2U(2n−1)α (A.3)Das Ergebnis R+
n ist eine Drehung um den Winkel 2nα. Dagegen ist R−

n ei-ne Drehung um den Winkel (2n − 1)α mit anschlieÿender Spiegelung an derWinkelhalbierenden des Keils. 50



A.2. Konforme Abbildungen und PhasenfaktorFür Keile mit Ö�nungswinkel α+
n = π/2n ist somit nach 2n Einzelre�exionen1gemäÿ R+

n eine Gesamtdrehung des Trajektorienwinkels um π erreicht, danacherfolgt keine weitere Re�exion. Damit verläuft jede auslaufende Trajektorie ge-nau antiparallel zur einlaufenden Trajektorie.Analog ist für Keile mit Ö�nungswinkel α−
n = π/(2n − 1) nach 2n− 1 Einzel-re�exionen2 gemäÿ R−

n letztendlich eine Drehung des Trajektorienwinkels um πmit anschlieÿender Spiegelung an der Winkelhalbierenden des Keils erfolgt. DieRichtung jeder auslaufenden Trajektorie ist also nicht nur entgegengesetzt zureinlaufenden, sondern zusätzlich an der Winkelhalbierenden gespiegelt.A.2 Konforme Abbildungen und PhasenfaktorDie Grundlage der Methode konformer Abbildungen besteht darin, natürli-che Eigenschaften analytischer Funktionen auszunutzen. So ist die Laplace-Gleichung invariant bei einer Transformation des zugrundeliegenden Gebietesdurch analytische Funktionen. Da analytische Funktionen zudem konform sindund somit auch lokaleWinkeltreue gewährleisten3, bleiben hierbei von-Neumann-sche Randbedingungen erhalten.Oftmals wird eine Lösung der Laplace-Gleichung für ein Zielgebiet gesucht,welches nichttriviale Ränder aufweist. Andererseits mag auf einem einfachensogenannten Modellgebiet, etwa dem oberen Halbraum der komplexen Ebeneoder dem Einheitskreis, bereits eine Lösung bekannt sein. Es ist dann ausrei-chend, eine analytische Funktion zu �nden, welche den komplizierteren Randdes Zielgebiets auf den einfachen Rand des Modellgebiets abbildet. Ist dieseAbbildungsfunktion dann bekannt, so kann mit ihr das gesamte Zielgebiet aufdas Modellgebiet transformiert werden, um die dort bereits vorhandene Lösungauszuwerten. Auf diese Weise ergibt sich die Lösung der Laplace-Gleichung imZielgebiet praktisch von selbst, sofern die analytische Abbildungsfunktion aufein anderes, einfacheres Gebiet bekannt ist, für das eine entsprechende Lösungschon vorliegt.In Abschnitt 2.3 wird zur Berechnung der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichtenbei Anwesenheit eines Abrikosov-Vortex eine Lösung für den Phasenfaktor eiφgesucht. Hierbei muÿ φ selbst überall eine Lösung der homogenen Laplace-Gleichung
∇ · (∇φ) = 0 (A.4)sein, auÿer an der Position des Vortex, wo sich eine Phasenquelle der Stärke

2π be�ndet. Auÿerdem sollen an jedem Stück der Grenz�äche mit dem lokalenNormalenvektor n von-Neumannsche Randbedingungen erfüllt sein
n · ∇φ = 0 (A.5)1 Für die spezielle Trajektorie mit Winkel ϕ = π + α, welche parallel zu Schenkel zwei ist,genügt eine Re�exion weniger. Das Re�exionsverhalten R−

n liefert dann für die zugehörigeauslaufende Trajektorie den Winkel α.2 Auch hier ist die spezielle Trajektorie mit Winkel ϕ = π + α, welche parallel zu Schenkelzwei ist, gesondert zu betrachten. Bereits nach 2n − 2 Einzelre�exionen erhält man überdas Re�exionsverhalten R+

n−1
für die auslaufende Trajektorie den Winkel 0.3 Kritische Punkte, an denen die Ableitung der Abbildungsfunktion verschwindet, sind imfolgenden ausgenommen. 51



A.2. Konforme Abbildungen und PhasenfaktorUm die Methode konformer Abbildungen anzuwenden, wird nun zunächst eineinfaches Modellgebiet betrachtet, in diesem Fall die obere komplexe HalbebeneC+ mit Rand R. Die noch unbekannte Phasenfunktion Φ auf diesem Modellge-biet sei eine reelle Skalarfunktion der unabhängigen Variablen z und z∗. Danngelten die Operatoridentitäten4
∇ = ∂x + i∂y = 2∂z∗ (A.6)
∆ = ∂2

x + ∂2
y = 4∂z∂z∗ (A.7)Ist der Vortex am Punkt zv ∈ C+ positioniert, so kann man zunächst die Ei-genschaften eines Phasenfaktors der folgenden Gestalt untersuchen

eiΦ1 =
z − zv

|z − zv|
(A.8)Das so de�nierte Φ1 besitzt bis auf die von-Neumannschen Randbedingungenbereits alle übrigen geforderten Eigenschaften. Der wohl kürzeste Weg, dies zubeweisen, bedient sich der Relation5

|z| =
√
zz∗ = s(z)

√
z
√
z∗ (A.9)mit

s(z) =

{

+1 z ∈ C\R−

−1 z ∈ R− (A.10)Damit erhält der Phasenfaktor (A.8) die Gestalt
eiΦ1 = s(z − zv)

√
z − zv√
z∗ − z∗v

(A.11)und die Phasenfunktion Φ1 selbst ist
Φ1(z, z

∗) = −i ln
(

s(z − zv)

√
z − zv√
z∗ − z∗v

)

= −i ln s(z − zv) −
i

2
ln(z − zv) +

i

2
ln(z∗ − z∗v) (A.12)In dieser Darstellung liefert die Anwendung der Gleichungen (A.6) und (A.7)sofort

∇Φ1 =
i

z∗ − z∗v
(A.13)

∆Φ1 = 0 (A.14)Die Laplace-Gleichung ist also überall bis auf den singulären Punkt z = zverfüllt. Ein geschlossenes Wegintegral über den Phasengradienten, welches denPunkt zv umläuft, ist mithilfe der komplexen Darstellung gerade6
∮

dr · ∇Φ1(r) = Re ∮ dz (∇Φ1)
∗ = Re (−i)

∮

dz
1

z − zv
= 2π (A.15)4 Es ist ∂x = ∂z + ∂z∗ und ∂y = i(∂z − ∂z∗ ).5 Hierbei wird von der Standardde�nition der komplexen Wurzelfunktion ausgegangen.6 Beim letzten Schritt geht der Residuensatz ein. Ein geschlossenes Wegintegral, welchesnicht um zv verläuft, hat dementsprechend den Wert 0.52



A.2. Konforme Abbildungen und PhasenfaktorSomit weist Φ1 also auch den richtigen Quellterm an der Vortexposition auf.Allerdings werden die von-Neumannschen Randbedingungen noch nicht erfüllt:Der gemäÿ Gleichung (A.8) de�nierte Phasenfaktor repräsentiert einen freienVortex. Da der Rand des gewählten Modellgebiets, die reelle Achse, eine sehreinfache Gestalt hat, können die Randbedingungen allerdings analog zur klassi-schen Spiegelladungs-Methode gewährleistet werden. Nötig ist lediglich die Po-sitionierung eines zusätzlichen Antivortex7 an der gespiegelten Vortexposition
z∗v ∈ C−. Als Endergebnis für den Phasenfaktor im Modellgebiet resultiert:

eiΦ =
z − zv

|z − zv|
· z

∗ − zv

|z∗ − zv|
(A.16)Hierfür ergibt sich analog zu oben für den Phasengradienten der explizite Aus-druck

∇Φ =
i

z∗ − z∗v
− i

z∗ − zv
(A.17)Entlang der Grenz�äche gilt dann mit z = z∗ ∈ R:

∇Φ = 2Im 1

z − zv
∈ R (A.18)Somit sind mit dem Phasenfaktor gemäÿ Gleichung (A.16) jetzt auch von-Neumannsche Randbedingungen im Modellgebiet erfüllt.Nachdem nun die korrekte Lösung Φ auf dem Modellgebiet bekannt ist, reicht esaus, eine analytische Funktion zu �nden, welche das Zielgebiet mit komplizier-teren Rändern auf das Modellgebiet abbildet. Da in dieser Arbeit die Lösungfür keilförmige Zielgebiete von Interesse ist, wird die Transformation über diePotenzfunktion vermittelt. Bekanntlich ist die Funktion

w(z) = zα/π (A.19)analytisch und bildet die obere komplexe Halbebene C+ auf ein keilförmigesGebiet mit Ö�nungswinkel α ab. Insbesondere wird die positive reelle Achse aufsich selbst abgebildet und entspricht dem ersten Schenkel des Keils. Der zweiteSchenkel, welcher durch den komplexen Einheitsvektor eiα aufgespannt wird,geht dagegen aus der negativen reellen Achse hervor. Für die Abbildung des Keilsauf das Modellgebiet benötigt man nur noch eine analytische Umkehrfunktionvon Gleichung (A.19). Die naheliegende Abbildung
z(w) = wπ/α (A.20)ist nur für Ö�nungswinkel α ≤ π geeignet. Bei gröÿeren Ö�nungswinkeln wer-den aufgrund der Unstetigkeit der Potenzfunktion an der negativen reellen Achsenicht mehr alle Punkte w aus dem Keilgebiet in die obere komplexe Halbebe-ne C+ abgebildet. Dieses Problem kann durch geeignete komplexe Rotationengelöst werden. Die leicht modi�zierte Funktion

z(w) = eiπ(1−π/α)
(

wei(π−α)
)π/α (A.21)7 Dieses Vorgehen ist beispielsweise in [83], �18.5, und [84], S. 76f., zu �nden, um für dieVortex-Lösung der London-Gleichung die richtigen Randbedingungen an einer geradenGrenz�äche zu erzeugen. 53



A.2. Konforme Abbildungen und Phasenfaktora) b)
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Abbildung A.1: Beispiele für die gemäÿ Gleichung (A.22) bestimmte analyti-sche Phasenverteilung φ um einen Vortex in einer keilförmigen Grenz�ächen-Geometrie. a) Lösung im Modellgebiet, der oberen komplexen Halbebene. b)Typische Lösung für einen Vortex in einem Keil mit spitzem Ö�nungswinkel(hier: α = π/3). Um die Projektionspunkte an beiden Grenz�ächen herum istder Phasengradient am stärksten. c)-e) Der Ö�nungswinkel des Keils beträgt
α = 3π/2. Die Position des Vortex verändert sich in horizontaler Richtung. Die-se Bilder können direkt mit der resultierenden lokalen Quasiteilchen-Zustands-dichte in Abbildung 2.12.d-f verglichen werden.bildet das keilförmige Gebiet für jeden Ö�nungswinkel analytisch (und somitauch stetig) auf das Modellgebiet der oberen komplexen Halbebene ab. Mitder weiter oben abgeleiteten dortigen Lösung (A.16) ist damit der8 gesuchtePhasenfaktor an einem Punkt w = rx + iry des keilförmigen Gebiets

eiφ(r) =
z(w) − z(wv)

|z(w) − z(wv)| ·
z(w)∗ − z(wv)

|z(w)∗ − z(wv)| (A.22)Dabei ist die Abbildung z(w) gemäÿ Gleichung (A.21) zu verwenden, über wel-che auch der Ö�nungswinkel α des Keils eingeht. Die Position des Vortex wirddurch die Konstante wv = rx,v + iry,v festgelegt. Einige Beispiele für diesedurch die Methode konformer Abbildungen gewonnene analytische Lösung φder Laplace-Gleichung sind in Abbildung A.1 zu sehen.8 Ein zusätzlicher globaler Phasenfaktor ist physikalisch bedeutungslos.54



A.3. Vortex vor einem Loch: magnetisches VektorpotentialA.3 Vortex vor einem Loch: magnetisches Vek-torpotentialAn dieser Stelle soll für einen gelochten Supraleiter mit Abrikosov-Vortex gemäÿAbschnitt 3.3 und Abbildung 3.5 das zugehörige magnetische Vektorpotential
A in der London-Eichung berechnet werden. Hierbei sind Polarkoordinaten r, θnützlich, deren Ursprung im Mittelpunkt des Lochs liegt. Wie in der schemati-schen Abbildung 3.5.a dargestellt, bezeichnet a den Lochradius. Statt des Vor-texabstands d zum Lochrand wird im folgenden allerdings die Radialkoordinate
R = a+ d verwendet, um die Vortexposition R zu charakterisieren.Ausgangspunkt ist diejenige Magnetfeldverteilung B = Bez, welche die Helm-holtz-Gleichung (3.1) löst, auf dem Lochrand einen konstanten Wert Ba an-nimmt und die Fluÿquantisierung (3.3) erfüllt. Gemäÿ [76] gilt:

B(r, θ) =
Φ0

2πλ2
K0(|r − R| /λ) +Ba

K0(r/λ)

K0(a/λ)

− Φ0

2πλ2

+∞
∑

k=−∞

eikθ Ik(a/λ)Kk(R/λ)

Kk(a/λ)
Kk(r/λ) (A.23)Die hierbei auftretenden Ik und Kk sind modi�zierte Bessel-Funktionen9. Dererste Term ist das Magnetfeld eines freien Abrikosov-Vortex an der Position

R. Der zweite Term ist rotationssymmetrisch und die Lösung der Helmholtz-Gleichung für ein Loch mit Radius a, welches auf dem Lochrand das konstanteMagnetfeld Ba annimmt. Der dritte Term korrigiert das Magnetfeld des frei-en Vortex gerade so, daÿ es überall auf dem Lochrand verschwindet. Damit istdie geometrische Randbedingung erfüllt. Alle drei Terme lösen für sich betrach-tet die Helmholtz-Gleichung (3.1). Für das Magnetfeld auf dem Lochrand undinnerhalb des Lochs folgt aus der Fluÿquantisierung
Ba =

Φ0

πa2

nFK0(a/λ) +K0(R/λ)

K2(a/λ)
(A.24)Dabei ist nF +1 die Anzahl der Gesamt�uÿquanten im System. Das Magnetfeldim Loch wächst also nicht nur an, wenn nF erhöht wird, sondern auch bei einemNäherrücken des Vortex.Das zum Magnetfeld (A.23) zugehörige Vektorpotential A ist de�niert über

∇× A = B (A.25)Auÿerdem gilt in der geforderten London-Eichung Divergenzfreiheit sowie dieRandbedingung, daÿ A parallel zu vorgegebenen Grenz�ächen verläuft. Tief imInneren des Supraleiters muÿ A zudem exponentiell abfallen. In den folgendenbeiden Unterabschnitten werden zwei verschiedene Möglichkeiten gezeigt, wieaus dem Magnetfeld (A.23) mit (A.24) das geforderte magnetische Vektorpo-tential hergeleitet werden kann.9 Für De�nitionen und nützliche Relationen vergleiche [85], 9.6, und [86], 8.40�.55



A.3. Vortex vor einem Loch: magnetisches VektorpotentialA.3.1 Klassische Herleitung mit der London-GleichungBereits für die Berechnung des Magnetfelds wurde angenommen, daÿ innerhalbdes Supraleiters die London-Gleichung gültig ist:
j = − c

4π

1

λ2
A (A.26)Zusammen mit der Maxwell-Gleichung

∇× B =
4π

c
j (A.27)gilt demnach

A = −λ2∇× B (A.28)Das magnetische Vektorpotential in der London-Eichung ergibt sich damit durcheinfaches Anwenden eines Di�erentialoperators auf die bereits bekannte Lösungfür das Magnetfeld B, wobei die geforderten Randbedingungen automatischerfüllt werden. In Polarkoordinaten folgt sofort
A = −λ2

(

er
1

r
∂θB(r, θ) − eθ∂rB(r, θ)

) (A.29)Der erste Term des Magnetfelds B(r, θ) gemäÿ Gleichung (A.23) liefert unterVerwendung von
|r − R| =

√

r2 − 2rR cos θ +R2 (A.30)das zugehörige magnetische Vektorpotential
A1 =

Φ0

2πλ

K1(
√
r2 − 2rR cos θ +R2/λ)√
r2 − 2rR cos θ +R2

(R sin θer + (R cos θ − r)eθ) (A.31)Dies ist das Vektorpotential eines freien Vortex, der sich an der Position Rbe�ndet. Für den zweiten, dem Loch zuzuordnenden rotationssymmetrischenTerm des Magnetfelds ergibt die Operation (A.28) sofort das Vektorpotential:
A2 = −λBa

K1(r/λ)

K0(a/λ)
eθ (A.32)Aus dem dritten Korrekturterm des Magnetfelds erhält man10:

A3 = −1

2

Φ0

2πλ

+∞
∑

k=−∞

cke
ikθ(Kk−1(r/λ)(ier−eθ)−Kk+1(r/λ)(ier +eθ)) (A.33)Abkürzend steht hierbei ck für die Koe�zienten

ck =
Ik(a/λ)Kk(R/λ)

Kk(a/λ)
(A.34)Damit ist das gesuchte magnetische Vektorpotential in der London-Eichungschlieÿlich durch die Summe

A = A1 + A2 + A3 (A.35)gegeben und erfüllt alle geforderten Randbedingungen.10 Es gilt ∂rKk(r/λ) = − 1

2λ
(Kk−1(r/λ) + Kk+1(r/λ)). Auÿerdem �ndet die Rekurrenzbe-ziehung Kk−1(r/λ) − Kk+1(r/λ) = −2k λ

r
Kk(r/λ) Verwendung.56



A.3. Vortex vor einem Loch: magnetisches VektorpotentialA.3.2 Herleitung über die Greens-FunktionDie vorangegangene Herleitung erscheint deswegen besonders einfach, weil beider bloÿen Anwendung des Di�erentialoperators (A.28) keine Sorge für dieRandbedingungen getragen werden muÿ. Tatsächlich steckt die gesamte dies-bezügliche Arbeit bereits in dem Ausdruck (A.23) für das Magnetfeld, welchergerade so konstruiert worden ist, daÿ er die Randbedingungen korrekt gewährlei-stet11. Allerdings hat die oben vorgestellte Herleitung auch einen Schwachpunkt:Sie steht und fällt nämlich mit der Tatsache, daÿ das vorgegebene Magnetfelddie Helmholtz-Gleichung (3.1) erfüllt. Sollte das nicht mehr überall der Fall sein,etwa bei einer Magnetfeldverteilung, welche selbstkonsistent berechnet wordenist oder einer speziellen Modellannahme genügt, so muÿ eine allgemeinere Artder Herleitung gefunden werden.In diesem Unterabschnitt wird deswegen gezeigt, wie mithilfe einer passendenGreens-Funktion zu jeder beliebigen Magnetfeldvorgabe das zugehörige magne-tische Vektorpotential im gelochten Supraleiter bestimmt werden kann12. Inengem Zusammenhang damit stehen einige Erkenntnisse aus dem vorangegan-genen Abschnitt A.2 des Anhangs, die sich auf die Methode konformer Abbil-dungen beziehen. Ähnlich wie bei der geraden Grenz�äche besteht auch für diehier vorgegebene runde Geometrie die Möglichkeit, durch Positionierung einespassenden Antivortex zunächst einmal eine Lösung Φ der Laplace-Gleichung zuerhalten. Bezeichnet
zv = ρeiφ (A.36)mit ρ > a eine Vortexposition in der komplexen Ebene auÿerhalb des Lochs, somuÿ ein entsprechender Antivortex an der Stelle

z̃v =
a2

z∗v
=
a2

ρ
eiφ (A.37)innerhalb des Lochs positioniert werden. Der zugehörige Phasengradient istdann

∇Φ =
i

z∗ − z∗v
− i

z∗ − z̃∗v
(A.38)Analog zum Phasengradienten gemäÿ Gleichung (A.17) ist auch dieser diver-genzfrei und besitzt eine �Phasen-� bzw. Rotationsquelle an der Vortexposi-tion zv. Durch die Plazierung des Antivortex bei z̃v sind zudem gerade von-Neumannsche Randbedingungen entlang des gesamten Lochrands gewährleistet.Ein Beispiel dieser Phasenverteilung ist in Abbildung A.2 zu sehen.Faÿt man Gleichung (A.38) als komplexe Repräsentation eines ebenen Vektor-felds ∇Φ(r, rv) auf, so gilt demnach

∇ · ∇Φ(r, rv) = 0 (A.39)und
∇×∇Φ(r, rv) = 2πδ(2)(r − rv)ez (A.40)11 Vergleiche [76],[77].12 Pathologische Vorgaben sind hierbei ausgenommen.57



A.3. Vortex vor einem Loch: magnetisches Vektorpotential
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Abbildung A.2: Phasenverteilung Φ eines Vortex vor einer kreisförmigen Grenz-�äche gemäÿ Gleichung (A.38). Der Phasengradient an der Grenz�äche ist aufder dem Vortex zugewandten Seite am stärksten. Auf der gegenüberliegendenSeite ist die Phase dagegen fast konstant.Für eine vorgegebene Magnetfeldverteilung B(r) = B(r)ez resultiert dann daszugehörige magnetische Vektorpotential A(r) aus einer Integration über alleVortexpositionen rv innerhalb des Supraleiters:
A(r) =

1

2π

∫

S

d2rv ∇Φ(r, rv)B(rv) (A.41)Aus den Gleichungen (A.39) und (A.40) folgen sofort die grundlegenden Eigen-schaften:
∇ ·A(r) = 0 (A.42)
∇× A(r) = B(r) (A.43)Zusätzlich vererben sich die von-Neumannschen Randbedingungen auf das ma-gnetische Vektorpotential, und es verläuft entlang des Lochrands parallel zurGrenz�äche13. Um die Integrationsformel (A.41) konkret auszuwerten, ist esvon Nutzen, wiederum in die komplexe Notation zu wechseln. Dann gilt für daskomplexe Vektorpotential A = Ax + iAy:

A(r, θ) =
1

2π

∫ ∞

a

dρ ρ

∫ 2π

0

dφ

(

i

re−iθ − ρe−iφ
− i

re−iθ − a2

ρ e
−iφ

)

B(ρ, φ)

=
1

r
eiθ

∫ ∞

a

dρ ρ
1

2π

∫ 2π

0

dφ

(

ieiφ

eiφ − ρ
r e

iθ
− ieiφ

eiφ − a2

rρe
iθ

)

B(ρ, φ)

=
1

r
eiθ

∫ ∞

a

dρ ρ
1

2π

∮

C1(0)

dz′
(

1

z′ − z1
− 1

z′ − z2

)

B(ρ,−i ln z′)(A.44)13 Eine Superposition verschiedener Vektorfelder, welche die gleichen von-NeumannschenRandbedingungen erfüllen, hat dieselbe Eigenschaft. Für alle Vortexpositionen rv genügtder Integrand aus Formel (A.41) diesen Randbedingungen für die vorgegebene gelochteGeometrie. 58



A.3. Vortex vor einem Loch: magnetisches VektorpotentialHierbei wurde de�niert
z1 =

ρ

r
eiθ (A.45)

z2 =
a2

rρ
eiθ (A.46)Die komplexe Zahl z1 be�ndet sich innerhalb des Einheitskreises C1(0), wenn

ρ < r ist. Die Zahl z2 liegt wegen r, ρ > a stets im Einheitskreis. Für einebeschränkte nichtpathologische Magnetfeldverteilung B kann dann direkt aus-gewertet werden:
A(r, θ) =

1

r
ieiθ

(
∫ r

a

dρ ρB(ρ, θ − i ln
ρ

r
) −

∫ ∞

a

dρ ρB(ρ, θ − i ln
a2

rρ
)

) (A.47)Die vorgegebene Magnetfeldverteilung B(ρ, φ) muÿ in ihrer Phasenvariablen φ
2π-periodisch sein. Die nun einzusetzenden komplexen Phasenargumente stehendamit lediglich für einen Übergang der Fourierterme gemäÿ eiφ → ρ

r e
iθ bzw.

eiφ → a2

rρe
iθ.Mithilfe der Formeln (A.44) und (A.47) ist es jetzt möglich, durch eine einfa-che Integration das gewünschte magnetische Vektorpotential zu erhalten. Unteranderem können sie auch auf das in dieser Arbeit verwendete Magnetfeld ge-mäÿ Gleichung (A.23) angewendet werden. Dieses verhält sich jedoch an derVortexposition R unphysikalisch, da es dort nichtregulär ist. Wertet man dennichtregulären ersten Magnetfeld-Term, welcher den freien Vortex darstellt, mitFormel (A.44) aus und den zugehörigen regulären Korrektur-Term mithilfe vonFormel (A.47), so folgt für das komplexe Vektorpotential dieser beiden Anteilein der London-Eichung14:

A1(r, θ) +A3(r, θ) =
Φ0

2πλ

K1(
√
r2 − 2rR cos θ +R2/λ)√
r2 − 2rR cos θ +R2

i(R− reiθ)

+
Φ0

2πλ
i

+∞
∑

k=−∞

Ik(a/λ)Kk(R/λ)

Kk(a/λ)
ei(k+1)θKk+1(r/λ)(A.48)Der um das Loch herum rotationssymmetrische Anteil des Magnetfelds führtsofort auf

A2(r, θ) = −1

r
ieiθ Ba

K0(a/λ)

∫ ∞

r

dρ ρK0(ρ/λ)

= −λBa
K1(r/λ)

K0(a/λ)
ieiθ (A.49)Diese Ergebnisse für das magnetische Vektorpotential stimmen mit den vorheri-gen aus Unterabschnitt A.3.1 überein. O�ensichtlich wird das durch eine Trans-formation der dortigen Resultate (A.31)-(A.33) in die hier verwendete komplexeNotation, indem die Ersetzungen er → eiθ und eθ → ieiθ durchgeführt werden.14 Bei dieser recht länglichen Rechnung werden unter anderem die StammfunktionenR

dx xk+1Ik(x) = xk+1Ik+1(x) und R
dx xk+1Kk(x) = −xk+1Kk+1(x) sowie das Sum-mationstheorem für Besselfunktionen verwendet; siehe auch [86], 8.53.59
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