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Kapitel 1
Einleitung

Die Entwicklung des Schalls als Folge von Schwingungen eines Gases oder eines Fluids
war bereits in der Antike bekannt. Schon damals gelangte man zu der heute grundlegenden
Erkenntnis, daf} sich der Schall kugelférmig ausbreitet und lies dieses Wissen in den na-
turakustischen Theaterbau einflieBen. Am Grundrif des zu dieser Zeit entstandenen Diony-
sos Theaters, bei dem das Auditorium halbkreisformig um die Orchestra angeordnet ist, kann
man dies heute noch erkennen. Es dauerte jedoch bis ins 18. Jahrhundert ehe ein mathema-
tisches Modell zur Beschreibung der Schallausbreitung entwickelt werden konnte. Damals
war es Leonhard Euler [Eul59], der im Jahre 1759 erstmals die eindimensionale Wellenglei-
chung fiir die Schallausbreitung publizierte.

In der Zwischenzeit wurde die Eulersche Theorie verallgemeinert und man ist in der La-
ge, die Stromung eines Gases oder eines Fluids vollstindig zu beschreiben, in dem man
das Geschehen in der Umgebung ortsfester Punkte betrachtet. Auf diese Weise wird man auf
die Kontinuitétsgleichung und die Newtonsche Bewegungsgleichung gefiihrt, die das Funda-
ment der Stromungsmechanik bilden. Je nachdem, ob Viskositit eine Rolle spielt oder nicht,
ergeben sich hieraus die Euler- oder Navier-Stokes-Gleichungen. Diese Differentialgleichun-
gen bilden dann die Grundlage numerischer Verfahren wie der Finite-Differenzen, Finite-
Volumen oder Finite-Element-Methoden, die auf einer Diskretisierung des Raumes basieren
und weite Verbreitung in den Ingenieurwissenschaften gefunden haben. Leider besitzt der
Eulersche Zugang auch erhebliche Nachteile, was sich insbesondere in den noch immer un-
befriedigend geklirten Existenz- und Eindeutigkeitsfragen der Navier-Stokes-Gleichungen
widerspiegelt.

Einen alternativen Zugang zur Beschreibung der Bewegung von Fluiden bietet neben dem
Eulerschen Modell das Lagrangesche Modell. Es verfolgt die Bewegung der Masse selbst
und fiihrt deshalb oft zu einer geschmeidigeren Form der resultierenden partiellen Differen-
tialgleichungen. Ein sehr populidres Verfahren dieser Art ist die Smoothed Particle Hydro-
dynamics [Mon92], das in einzelnen Gebieten der Astrophysik sehr hdufig zur Anwendung
gelangt.

Mit der Methode der Finiten Massen hat H. Yserentant [Yse97a], [Yse97b] Ende der 90er
Jahre ein neues Lagrangesches Verfahren zur Simulation kompressibler Stromungen ent-
wickelt, das seine endgiiltige Reife in der 2000 veroffentlichten Arbeit [GLYO00] erlangt
hat. Die grundlegende Idee dieses Verfahrens besteht darin, die in der Stromung vorhan-
dene Gesamtmasse in kleine, sich iiberlappende Massenpakete aufzuteilen. Diese Massen-
pakete, auch Teilchen genannt, bewegen sich unter dem EinfluB von inneren und dufleren
Kriften, sowie den Gesetzen der Thermodynamik. Sie konnen sich zusammenziehen, aus-
dehnen, gegenseitig blockieren, rotieren und sogar linear ihre Form verindern. Ahnlich wie
bei Finite-Element-Methoden wird ihre innere Massenverteilung durch eine Formfunktion
mit kompaktem Tréiger beschrieben. Eine attraktive Eigenschaft dieses Ansatzes besteht in
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der Erhaltung von Energie, Impuls und Drehimpuls. Aber auch die Gesamtmasse des Sy-
stems bleibt bei diesem Ansatz erhalten, so dafl die aus dem Teilchenmodell hervorgehenden
diskreten Losungen die Kontinuititsgleichung automatisch erfiillen.

In einem kompressiblen Fluid wird die Schallausbreitung durch die akustische Wellenglei-
chung beschrieben, die aus der Linearisierung der Euler Gleichungen um den Zustand kon-
stanter Massendichte und Geschwindigkeit Null hervorgeht. Von einem Lagrangeschen Ver-
fahren zur Simulation kompressibler Stromungen wie der Methode der Finiten Massen er-
wartet man daher, dal} es die Schallausbreitung in einem adiabatischen Fluid korrekt erfaft
und die um den Gleichgewichtszustand konstanter Massendichte linearisierten Bewegungs-
gleichungen eine stabile und konvergente Diskretisierung der akustischen Wellengleichung
liefern.

Der erste Teil dieser Arbeit zeigt die Fahigkeit der Methode der Finiten Massen die Schal-
lausbreitung in adiabatischen Fluiden in korrekter Form zu reproduzieren und fiihrt eine
umfangreiche Stabilitéits- und Konvergenzanalyse durch.

Hierfiir wird in Kapitel zwei die Methode der Finiten Massen zunichst kurz vorgestellt. Die
Bewegungsgleichungen adiabatischer Fluide werden hergeleitet und in Kapitel vier um den
Gleichgewichtszustand konstanter Massendichte linearisiert. Dabei unterscheidet man zwi-
schen dem vereinfachten Teilchenmodell mit ausschlieBlich translatorischen Freiheitsgraden
und dem vollstdndigen Teilchenmodell, bei dem sich die Teilchen zusitzlich linear defor-
mieren und Verformungen innerhalb der Stromung wiedergeben konnen. In Kapitel 4.1 be-
ziehungsweise Kapitel 4.2 werden diese getrennt voneinander untersucht. Schnell stellt sich
heraus, da} beide Linearisierungen stabil sind. Die kinetische Energie ist namlich fiir alle
Zeiten durch die entsprechende linearisierte Gesamtenergie des Systems beschréinkt. Bilden
die Teilchen in der Gleichgewichtslage ein unendlich ausgedehntes, regelmifiges Gitter, so
gehen die linearisierten Bewegungsgleichungen in beiden Teichenmodellen in ein einfaches
Differenzenverfahren iiber.

Beschrinkt man sich auf Teilchen, die ausschlieBlich translatorische Freiheitsgrade besitzen
und sich im Raum zwar frei bewegen, dabei ihre Form jedoch nicht verindern konnen, so
handelt es sich um eine Diskretisierung zweiter Ordnung der akustischen Wellengleichung
des Geschwindigkeitsfeldes. Angesichts des Variationscharakters der Methode der Finiten
Massen iiberrascht dieses Ergebnis nicht sonderlich und wurde bereits in [YseO1] erkannt.
Leider reduziert die Tatsache, dal die Teilchen als unabhéngige Einheiten aufgefalit wer-
den und man mit der Summe der kinetischen Energien der Einzelteilchen in die Lagrange-
funktion eingeht, die Konvergenzordung des Verfahrens erheblich. Durch geringfiigige Mo-
difikation des Teilchenmodells, bei der man stattdessen mit der kontinuumsmechanischen
kinetischen Energie in die Lagrangefunktion eingeht, lédst sich jedoch eine beliebig hohe
Konvergenzrate erzielen. Es liegt sogar Superkonvergenz in den Gitterpunkten vor.

Arbeitet man mit dem allgemeinen Modell deformierbarer Teilchen, so konvergieren die
Losungen des zugrunde liegenden Differenzenverfahrens in den Teilchenpositionen immer
noch quadratisch gegen die Losungen der akustischen Wellengleichung (des Geschwindig-
keitsfeldes). Da es sich bei dem Teilchenmodell mit ausschlieBlich translatorischen Frei-
heitsgraden um den Spezialfall nichtdeformierbarer Teilchen handelt, ist dieses Ergebis auch
zu erwarten. Dariiberhinaus liefert das Differenzenverfahren in den Teilchendeformationen
eine Diskretisierung erster Ordnung des Ortsgradienten der akustischen Wellengleichung.
Eine Erldauterung der effizienten numerischen Realisierung in Kapitel 4.3 rundet das vierte
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Auch im allgemeinen Modell der Methode der Finiten Massen kann durch entsprechende
Modifikation wieder eine beliebig hohe Konvergenzrate erzielt werden. Die entscheidende
Idee besteht abermals darin, die Lagrangefunktion aus der kontinuumsmechanischen kineti-
schen Energie zu bilden. Das dadurch resultierende Differenzenverfahren wird im Gegensatz
zu Kapitel vier nicht direkt untersucht, sondern als Galerkin Diskretisierung der akustischen
Wellengleichung interpretiert und in Kapitel fiinf ausfiihrlich diskutiert. Mit den in Kaptitel
drei gewonnenen Erkenntnissen iiber die akustische Wellengleichung ist dies im Wesentli-
chen aus zweierlei Griinden moglich. Zum einen besitzt die innere Energie der Galerkin Dis-
kretisierung iiber einem geeignet gewdhlten Ansatzfunktionenraum dieselbe quadratische
Entwicklung um den Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte wie die innere
Energie der Methode der Finiten Massen. Zum anderen induziert die innere Energie des Sy-
stems eine Bilinearform, die eine schwache Formulierung der akustischen Wellengleichung
in geeigneten Hilbertrdumen gestattet und damit eine Galerkin Diskretisierung tiberhaupt erst
moglich macht. Das zugehorige Anfangswertproblem besitzt eine eindeutig milde Losung
und geniigt einer kontinuierlichen Stabilitdtsabschitzung. Wegen der Abgeschlossenheit des
gewihlten Ansatzfunktionenraums iibertrédgt sich die kontinuierliche Stabilitét auf die Semi-
diskretisierung und durch Konstruktion geeigneter Quasiinterpolanten ist man in der Lage,
Konvergenzaussagen in der von der Bilinearform induzierten Energiehalbnorm treffen zu
konnen. Auch hier kann man wieder mit dem vollen Ansatzfunktionenraum arbeiten oder
diesen auf Elemente mit ausschlielich positionellen Freiheitsgraden einschrénken. Letztere
fiihren unter geeigneten Voraussetzungen bereits auf beliebig gute Konvergenzraten. Besteht
die Formfunktion etwa aus einem Tensorprodukt von B-Splines zweiter Ordnung, so ist die
Konvergenz quadratisch, wihrend sie fiir B-Splines dritter Ordnung bereits kubisch ist. Mit
vollen Ansatzfunktionen erhoht sich diese Konvergenzrate in zwei- und dreidimensionalen
Stromungen sogar noch um eine Ordnung.

Der zweite Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit der Schallausbreitung in hyperelastischen
Materialien. Dabei handelt es sich um eine spezielle Klasse elastischer Materialien, deren
Schallausbreitung bekanntlich durch die lineare Elastizititsgleichung beschrieben wird. Thre
wichtigsten Vertreter sind die St.Venant-Kirchhoff Materialien, zu denen die bedeutenden
Werkstoffe Eisen und Aluminium gehoren.

Bevor in Kapitel sechs die Schallausbreitung fiir diese Materialien diskutiert wird, muf} in
Kapitel fiinf die Methode der Finiten Massen fiir hyperelastische Materialen eingefiihrt wer-
den. Da sich hyperelastische Materialien durch die Existenz eines Energiefunktionals aus-
zeichnen, das lediglich vom Gradienten der Deformation abhéngig ist, sind diese fiir einen
Lagrangeschen Ansatz geradezu pridestiniert. Die innere Energie eines hyperelastischen
Materials wird dann durch dieses Energiefunktional eindeutig bestimmt.

Auch fiir isotrope, hyperelastische Materialien erfalit die Methode der Finiten Massen die
Schallausbreitung in exakter Form. Fiir Teilchen, die ausschlieBlich translatorische Freiheits-
grade besitzen, resultiert dasselbe Konvergenzverhalten wie bei adiabatischen Fluiden. Unter
geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion konvergieren die Losungen der linearisier-
ten Bewegungsgleichungen iiber einem regelméfigen Gitter quadratisch gegen die Losungen
der linearen Elastizitdtsgleichung.
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Kapitel 2

Die Methode der Finiten Massen fur
kompressible Fluide

Die Methode der Finiten Massen ist eine Lagrangesche Methode zur numerischen Simu-
lation von Fluiden, die mit entsprechenden Modifikationen auch fiir hyperelastische Ma-
terialien geeignet ist. Sie wurde von H. Yserentant in zahlreichen Arbeiten Ende der 90er
Jahre fiir kompressible Fluide entwickelt. Im Gegensatz zu Finite Volumen- und Finite Ele-
ment Methoden, die auf einer Diskretisierung des Raumes basieren, besteht die Idee der
Methode der Finiten Massen darin, die Gesamtmasse auf endlich viele Massenpakete, auch
Teilchen genannt, aufzuteilen. Wihrend in den ersten Arbeiten [Ys97a], [Ys97b] keinerlei
Verformungen der Teilchen zugelassen waren und diese lediglich ihre Orientierung im Raum
dndern konnten, wurden bereits in den darauffolgenden Arbeiten [Ys99a], [Ys99b] skalare
GroBendnderungen der Teilchen mdéglich. In [GLYO00] schlieBlich sind lineare Deformatio-
nen der Teilchen erlaubt. Die obigen Quellen beschreiben das Konvergenzverhalten in Form
von Kompaktheitsresultaten und motivieren die verwendeten Kraftterme. Weitere Arbeiten
zur Methode der Finiten Massen beschiftigen sich mit einer Konvergenzanlayse in externen
Kraft- und Geschwindigkeitsfeldern [YseOO] und der Schallausbreitung in kompressiblen
Fluiden [YseO1] mit Teilchen konstanter Grée. Auch auf astrophysikalische Problemstel-
lungen wurde die Methode in jlingster Vergangenheit angewandt [K103a], [K103b] und deren
Eignung zur Simulation entsprechender Stromungen gezeigt.

In diesem Kapitel wird die Methode der Finiten Massen und deren wichtigste Eigenschaf-
ten fiir kompressible Fluide kurz vorgestellt. Da im vierten Kapitel eine Untersuchung der
Schallausbreitung in rein adiabatischen Fluiden durchgefiihrt wird, stehen bei der folgenden
Einfiihrung adiabatische Fluide im Vordergrund. Aber auch die Fiahigkeit der Methode der
Finiten Massen zur Modellierung von Sté8en und viskosen Fluiden soll hier kurz erldutert
werden. Grundlagen zur Fluiddynamik finden sich in den Standardwerken von Chorin und
Marsden [ChMa93] oder Courant und Friedrichs [CoFr48]. Zur Einfiihrung in die Kontinu-
umsmechanik sei auf Gurtin [Gur81] oder Chadwick [Cha76] verwiesen.

2.1 Massenpakete und Formfunktionen

Massenpakete bezeichnen wir als Teilchen. Diese bewegen sich unter dem Einflul von in-
neren und duBeren Kriften, sowie den Gesetzen der Thermodynamik. Sie kénnen sich {iber-
lappen, ausdehnen, zusammenziehen, rotieren und sogar linear ihre Form verédndern. Ihre in-
nere Massenverteilung wird durch eine Lipschitz-stetige, stiickweise stetig differenzierbare
Formfunktion @E, : R? — R, mit kompaktem Triger beschrieben. Dabei verlangt man Nicht-
negativitit als natiirliche Forderung fiir Massendichten, ausreichende Glattheit fiir die nach-
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stehend hergeleiteten Bewegungsgleichungen sowie einen kompakten Triger aus Griinden
der Implementierbarkeit. Es bezeichne

m; = / bi(y) dy 2.1)
die Masse des i-ten Teilchens, dessen Punkte y € R¢ sich entlang der Trajektorien

bewegen. Damit bleibt fiir alle Zeiten die Orientierung der Teilchen erhalten und der Vektor
g;(t) bestimmt die Position des i-ten Teilchens im Raum, wihrend die d x d-Matrix H ;(t)
die lineare Verformung des Teilchens angibt. Zwischen der Korperkoordinate und der Orts-
koordinate zur Zeit ¢ besteht der Zusammenhang

y=H;(t)" (z—q,t)).
Fiir die lokale Massendichte des i-ten Teilchens zur Zeit ¢ machen wir den Ansatz
2 — (det Hi(1)) "o (Hi(0) " (2 — q,(1)) )

und begniigen uns damit, die Massenverteilung aller Teilchen durch ein und dieselbe Form-
funktion

i = mat (2.3)
zu beschreiben, wobei wir die Normierungsbedingungen
Jo(y)dy =1, 2.4)
Jo(y)ydy =0, 2.5)
JU(@)yry dy = Jow (2.6)

mit einem positiven, skalaren Wert J machen. Dies ermoglicht uns eine geschmeidige Dar-
stellung der Kraftterme. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 2.1.1. Unter den obigen Voraussetzungen hat jedes Teilchen den Schwer-
punkt q;.

Beweis. Nach der Definition des Schwerpunktes eines Kontinuums und (2.3) gilt unter Ver-
wendung von (2.4) und (2.5)

i /(det Hi(t))_ll/p\i (Hi(t)—l (:B — qi(t))>mdw

m;

- / (det Hi(8)) " 0(y) (a,(t) + H:(t)y) (det Hi(t)) dy @.7)

— qi(t) / (y) dy + Hi(t) / b(y)ydy = 4:(t).
]

Bemerkung. Die obigen Normierungsbedingungen stellen keinerlei Einschriankung an die
Form der Teilchen dar, da die erforderlichen Eigenschaften durch entsprechende Umskalie-
rungen stets erreicht werden konnen. Eine ausfiihrliche Erlduterung dieses Umstandes findet
man in [Gau00].
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2.1.1 Wahl der Formfunktion

Fiir die Wahl der Formfunktionen 1) sind prinzipiell viele Moglichkeiten denkbar. Als be-
sonders geeignet erweisen sich jedoch Tensorprodukte von eindimensionalen B-Splines. Sie
sind je nach Ordnung entsprechend glatt und haben auf regelméfigen Gittern hervorragen-
de Approximationseigenschaften, die in spiteren Kapiteln von Bedeutung sein werden. Man
fordert, daB das Integral iiber einen Spline stets gleich eins ist und definiert nach [Wer92]
oder [Sch46] mit charakteristischen Funktionen auf Intervallen rekursiv

Biy = T gty

rz—k k+1l+1—=x
Brav1 = T pq ; By + 1[k+1,k+z+1]f3k+1,1-

Der regelmifige B-Spline der Ordnung n auf dem Intervall [0,n] ist dann durch B, ge-
geben. Verschiebt man die B ,,-Splines auf den Intervallmittelpunkt O, so erhélt man die
B,,-Splines. Ausgehend von der charakteristischen Funktion B; auf [—1/2,1/2] lassen sich
diese direkt mit der Rekursionsformel

Bua(a) = [ Bule ~ ) Baly) dy 2.8)

berechnen und besitzen demnach die Faltungsdarstellung
Bn:Bl*"'*Bl-
N————
n mal

Der B,,-Spline verschwindet fiir |z| > n/2 und ist bereits fiir n > 3 eine (n — 2)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Seine wichtigsten Vertreter sind der 1B-Spline

IR el R E N
By(x) = { 0 :  sonst, (2.9)
der 2B-Spline
i_ ]x|23 9 : ’136‘ <3 3
By(z) = q slzfP—3lzl+5 = 3 <lz[ <3, (2.10)
0 :  sonst,
sowie der 3B-Spline
§—slef@—l2l) ¢ Jal <1,
By(z) = 52— [z])? Dol< |z <2, (2.11)
0 sonst

Bei der Methode der Finiten Massen ist eine Normierung des Trigers auf [-1,1] vorteilhaft,
was durch 3 -

Bu() = B ( 5 )
leicht erreicht werden kann, im Folgenden jedoch nicht von Bedeutung sein wird. Natiirlich
erfiillen B-Splines und damit auch deren Tensorprodukte die Normierungsbedingungen (2.4),
(2.5) und (2.6) und sind schon deshalb eine gute Wahl fiir /.
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2.1.2 Eigenschaften von B-Splines

Uber einem unendlich ausgedehnten Gitter besitzen B-Splines noch weitere vorteilhafte Ei-
genschaften, die in diesem Abschnitt angegeben werden und weitere Griinde fiir die Wahl
der Formfunktion als Tensorprodukte von eindimensionalen B-Splines sind. So kann etwa
fiir jedes n > 1 durch entsprechende Skalierung stets

Y Bulz—k) =1 (2.12)

kEZ

erreicht werden. Aber auch andere Summen besitzen dann eine besonders einfache Form,
wie folgender Satz zeigt.

Satz 2.1.2. Unter der Voraussetzung (2.12) erfiillen die durch (2.8) rekursiv definierten B,,-
Splines die folgenden Eigenschaften

(1) Fiir jedesn > 2 ist > kB,(x — k) = x.
keZ

(2) Fiir jedesn > 3ist Y k*B,(z — k) =2*> + Bmit 8 = > k*B, (k).

kEZ keZ

(3) Fiir jedesn > 4ist > k3B, (x — k) = 23 + vya mit v = 3.
kEZ

Beweis. Fiir jedes n > 2 existieren Koeffizienten a(k) € R mit > a(k)B,(z — k) = z.

Dann ist e
> a(k+1)By(x—k) =Y alk+1)B,((z+1)— (k+1))
=> a(k)B,((z+1)—k)=z+1=Y (a(k)+1)Bu(z — k),
kEeZ keZ

woraus durch Koeffizientenvergleich a(k + 1) = (k) + 1 folgt. Induktiv erhdlt man dar-
aus a(k) = k + «(0). Da B, gerade ist, verschwindet ) -, kB, (k) und in = 0 resultiert
a(0) = 0, womit (1) gezeigt ist. Zum Beweis von (2) seien Koeffizienten a(k) € R derart
gewihlt, daB >, a(k)B,(x — k) = 22 fiir jedes n > 3 gilt. Analog erhilt man nach Koef-
fizientenvergleich a(k + 1) = a(k) + 2k + 1, woraus durch Induktion a(k) = k? — 3 und
insbesondere in z = 0

0="> (K = B)Bu(=k) = > Kk Bu(k) = 8 Bu(—F)

k

folgt. Bleibt noch (3) zu zeigen. Mit vollig analoger Vorgehensweise wihlt man zunéchst
wiederum reelle Koeffizienten a(k), die >, a(k)B,(x — k) = y?* erfiillen und erhilt nach
Rechnung durch Koeffizientenvergleich a(k + 1) = a(k) + (3k* — ) + 3k + 1, woraus
induktiv schlieBlich a(k) = k* — vk mit v = 33 folgt. O
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2.2 Massendichte, Geschwindigkeit und lokale Massenanteile

Stets bezeichne
Vi) = (det H;) ™" (H; (@ — q;)) = (det H,) ' i(y) (2.13)

die im Raum transformierte Formfunktion. Bezeichnet V den Gradienten beziiglich x, so
besitzt sie die Ableitungen

HT

= i 2.14
Vi = g (V90 2.14)
O,

i gy, @.15)
dq;
i T T
o = Vel - wH T 2.16)

was in [GLYO00] nachgelesen werden kann. Die Gesamtmassendichte
p(a,t) =Y i(w,1) (2.17)

ergibt sich durch Superposition der lokalen Massendichten der einzelnen Teilchen. Die Punk-
te y des i-ten Teilchens haben die Geschwindigkeit

t— q;(t) + Hi(t)y,
woraus sich das Geschwindigkeitsfeld
vi(,t) = q;(t) + Hi<t)Hi_1(m - qi(t))

in Ortskoordinaten ableitet. Das Problem besteht nun darin, dall die Geschwindigkeiten sich
tiberlagernder Teilchen unterschiedlich sein konnen und man deshalb Ortspunkten zunéchst
keine Geschwindigkeiten zuordnen kann. Der Ausweg besteht in der Definition des Massen-

fluB
gz, t) = Zwi(w,t)vi(a:, t).

Mit Hilfe der lokalen Massenanteile
%‘ (il), t)
p(x,t)

ist man dann in der Lage das globale Geschwindigkeitsfeld v, welches durch die Beziehung
FluB3 = Masse - Geschwindigkeit

j(wa t) = p(CB, t)”(ma t)
definiert ist, durch die konvexe Linearkombination

v(xz,t) = Z Xi(x, t)v;(x,t)

Xi(x, t) == (2.18)

darzustellen. Da die lokalen Massenanteile und ihre Gradienten in den Kraftintegralen auf-
treten werden, ist es sinvoll, sie aulerhalb ihres Tréagers durch O auf den gesamten Raum
fortzusetzen.



10 Kapitel 2. Die Methode der Finiten Massen fiir kompressible Fluide

2.3 Bewegungsgleichungen fiir adiabatische Fluide

Um den thermodynamischen Zustand eines kompressiblen Fluids vollstiandig beschreiben zu
konnen, bendtigt man auller der Massendichte noch eine zweite thermodynamische Grofe,
wie etwa die Temperatur oder den Druck. Die Methode der Finiten Massen verwendet hierfiir
die Entropiedichte

s(x, t) == ZSZ-(t)wi(a:,t).

Dabei bezeichnet S;(t) die zur Zeit ¢ konstante spezifische Entropie der einzelnen Teilchen.
Der Druck 7(p, s), die absolute Temperatur 6(p, s) sowie die innere Energie (p, s) (pro
Einheitsvolumen) sind skalare Funktionen der Massendichte und der Entropiedichte. Diese
Funktionen sind nicht unabhiingig voneinander, sondern durch die thermodynamische Rela-
tion . . I

o0(%) = D(E) +7D(;)

der absoluten Differentiale der spezifischen Entropie s/p, der spezifischen inneren Energie
e/p und dem spezifischen Volumen 1/p miteinander verkniipft. Stellt man die dabei auftre-
tenden 1-Formen in den Termen Dp und Ds dar, so ist diese dquivalent zu den Gibbsschen
Fundamentalrelationen der Thermodynamik

Oe Oe B Oe

= — —5 — 0=—. 2.1
T app+ s — ¢, s (2.19)

0s

Bei einem rein adiabatischen Fluid ist die innere Energie ¢ : R — R lediglich eine Funktion
der Massendichte p. Dies gilt dann auch fiir den Druck 7(p) und die Gibbsschen Relationen
(2.19) nehmen die Gestalt
m(p) = €'(p)p — &(p),

an. Fluide, bei denen der Druck lediglich von der Dichte abhingt, bezeichnet man auch als
elastische Fluide. Diese finden sich in zahlreichen Anwendungen wieder und beinhalten etwa
die isentropen Gase. Wir nehmen stets an, daf} ¢ eine strikt positive, einmal stetig differen-
zierbare Funktion von p ist, die fiir p < 0 verschwindet. Ferner existiere £”(p) und sei fiir
p > 0 strikt positiv. Ein typisches Beispiel hierfiir sind die inneren Energien

£(p) = —° <ﬁ>”’ p>0,7> 1, (2.20)
v —=1\po

wie sie bei idealen Gasen vorkommen.

Um nun fiir rein adiabatische Fluide die zugehdrigen Bewegungsgleichungen abzuleiten,

verwenden wir den klassischen Lagrange Formalismus. Ein Massenpunkt mit der Masse

m und der Geschwindigkeit v hat die kinetische Energie £ = %mv? Dieser mechanische

Sachverhalt motiviert uns in Analogie dazu die kinetische Energie eines Teilchens durch

Ei(t) := %/@/}i(m,tﬂvi(m,tﬂz dx

zu definieren. Noch einmal sei daran erinnert, dal3 die Masse m,; mit den Bezeichnungen
(2.3) und (2.13) von 7; eingeht. Die kinetische Energie besitzt die geschlossene Darstellung

1 ) :
Bi(t) = 5 (malaf3 + Jmil Hill3) 2.21)
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Als kinetische Gesamtenergie erhilt man folglich
E(t) =) Eit). (2.22)

Neben der kinetischen Energie besitzt das System innere Energie, deren Dichte als Funktion
der Massendichte bereits definiert ist und folglich durch

V(t) = / e(p(w,t)) do (2.23)

gegeben ist. Aus der kinetischen Energie und der inneren Energie bildet man die Lagrange-
funktion
L=FE-V

des Systems. Aus dieser leiten sich die Bewegungsgleichungen

doL oL o doL ok
dtog, oOq,  dtoH,; OH,

=0,

ab. Mit den Kriften
oV

F, = ———
aqi

und den Drehmomenten

_ ov
OH,

nehmen die FMM-Bewegungsgleichungen die Gestalt

Mi =

. (2.24)
an. Fiir rein adiabatische Fluide gilt genauer
O
Fi—- [c)50 de,
9 (2.25)

’ al
Mi:—/s(p)a;gdw.

Die hierbei auftretenden Ableitungen sind mit (2.15) und (2.16) leicht zu berechnen. Ferner
ist zu beachten, daf} in diese Bewegungsgleichungen die Teilchenmasse nur noch iiber die
innere Energie eingeht, da sich die Masse in F'; und M ; mit der linken Seite von (2.24)
herausdividiert.

2.4 Wirmeerzeugung in Stoflen

Legt man dem Modell eine innere Energie zugrunde, die im Gegensatz zu rein adiabatischen
Stromungen sowohl von der Massendichte als auch der Entropiedichte abhédngt, so erweitern
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sich die Krifte und die Drehmomente der Bewegungsgleichungen dementsprechend um die
jeweiligen Ableitungsterme zu

_ e % O

B Oe Oe, O

(2.26)

Es sind dann sowohl die Gesamtenergie als auch die Gesamtentropie Erhaltungsgroflen und
das System ist zeitsymmetrisch. Fiir allgemeine reibungsfreie Stromungen entspricht dies
jedoch nicht den kontinuumsmechanischen Vorstellungen, da an jenen Stellen, wo kinetische
Energie in Wirme umgewandelt wird, die Zeitsymmetrie aufgegeben werden muf3. Diese
Diskrepanz basiert auf den verschiedenen Bewegungsenerien der beiden Modelle. W @hrend
in der Kontinuumsmechanik die mittlere kinetische Energie

_ 1
E=; [ seblv P de
verwendet wird, ist im Modell der Finiten Massen die Bewegungsenergie liber die Summe
der Bewegungsenergien der einzelnen Teilchen definiert. Diese beiden Energien differieren
um die Fluktuationsenergie

N
~ _ 1
BEmB-E=1 [0} wuloi - vl de.

3,j=1

In glatten Stromungen ist die Fluktuationsenergie vergleichsweise klein, kann in Sté8en je-
doch dominieren und muf3 deshalb iiber eine Reibungskraft in innere Energie umgewandelt
werden. Hierfiir wurde in [Ys99b] die Reibungskraft

F\" .= —% / R;[v; — v] dw (2.27)
eingefiihrt. Sie zeigt in Richtung des globalen Geschwindigkeitsfeldes und wird in ihrer
Stiarke vom Reibungskoeffizienten R > 0 bestimmt, der zum Beispiel eine Funktion der
Dichte sein kann. Damit dimpft sie lokale Geschwindigkeitsschwankungen und koppelt die
Teilchen weich aneinander. Die entsprechende Reibungskraft fiir die Bewegungsgleichungen
der Deformationen H;

. 1
Mf )= —§/R¢i[vi —v|[H; (xz — q,)]" dz (2.28)
ist so konstruiert, da Energieerhaltung garantiert ist. Zum Beweis dieser Eigenschaft ver-
weisen wir auf Abschnitt (2.6).

Durch die Reibung der Teilchen untereinander wird Wirme erzeugt, wodurch die spezifi-

schen Entropien nicht mehr konstant bleiben, sondern zunehmends groBer werden. Sie ge-
horchen dabei der Entropiegleichung

0:(t)Si(t) = 6Q(t),
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welche dem zweiten Gesetz der Thermodynamik Rechnung trigt. Die GroBe

oV
0; == 95, /H(p, s); de

ist der Mittelwert zwischen der absoluten Temperatur des Teilchens und der spezifischen
Hitzezufuhr

sQ\" = / YiRgdzx. (2.29)

Hierbei beschreibt .
q .= ZPZXin‘Ui - UJ‘Q >0
17]

die Dichte der Fluktuationsenergie.

2.5 Viskositiat und Wiarmeleitung

Bei viskosen Stromungen wirkt eine weitere Kraft

Tn do

auf die in einer mit dem FluB transportierten Teilmenge W, C R? enthaltenen Masse. Es
handelt sich hierbei um die anfangs innerhalb einer gegebenen Teilmenge W des von Mas-
se erfiillten Gebiets liegenden Masse. Die viskose Kraft wird demnach mafgeblich durch
den Viskoseanteil des Spannungstensors bestimmt. Dieser ist abhingig von der Dichte, der
Temperatur und dem symmetrischen Anteil

D = %(V’v + Vo')

des Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes. In Newtonschen Fluiden héngt der Viskosean-
teil des Spannungstensors linear von D ab, und ist von der Form

T =21 {D — é(spD)I} +¢(spD)I.

Dabei beschreibt der erste Summand vorhandene Scherkrifte im Fluid und der zweite die
Volumenviskositét. Die viskose Parameter 7 und ¢ sind dabei nichtnegative Funktionen von
p und 6. Dies garantiert, da3

T:D >0

ist und innere Reibung kinetische Energie vernichtet. Eine Forderung aus dem 2. Hauptsatz
der Thermodynamik. Um nun viskose Krifte zu modellieren, seien ys € [0, 1] stetig dif-
ferenzierbare Funktionen, die aulerhalb von W, verschwinden und fiir ¢ — 0 punktweise
gegen die Charakteristische Funktion auf W, konvergieren, also

Xs(x) — Ly, (@) fir 6 — 0
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fiir alle x € W, erfiillen. Es ist dann

Tndo = — lim/TVm de.
aWt ﬁﬂo

Bezeichnet I die Menge aller Teilchen, die urspriinglich in W enthalten sind, so dient der
Massenanteil
XW(CU, t) = Z Xi(mv t)

als diskretes Gegenstiick zu den Funktionen xs. Damit ist die viskose Kraft, die auf dieser
Teilmenge wirkt von der Form

—/TVXW dzx,
bzw.

F@:—/vam (2.30)

stellt die viskose Kraft des i-ten Teilchens dar. Integriert wird dabei iiber das von Masse
erfiillte Gebiet zur Zeit ¢. Die zugehorigen viskosen Krifte fiir M; sind

ME”) = — / [TVy] [H; ' (x - qi)]T dx — /XZTH;T dex, (2.31)
und die spezifische Hitzezufuhr zum 7-ten Teilchen ist durch

sQY) = / viT:D dz (2.32)

definiert. Das Problem dieses Ansatzes besteht darin, dafl im mehrdimensionalen die Ablei-
tungen der Massenanteile y; Singularititen am Gebietsrand haben konnen und nicht immer
quadratintegrierbar sind. Gliicklicherweise wird dies oft durch das Abklingverhalten von T
und der Beschaffenheit der Ansatzfunktionen ¢ kompensiert. Um zusétzlich die Wirmelei-
tung zu beriicksichtigen, muf} die rechte Seite der Entropie-Gleichung zu

5Q; = Q' +6Q\" + / k- Vy;dz (2.33)

erweitert werden. Das Symbol k bezeichnet dabei den Warmefluf}, der meist durch das Fou-
riersche Gestez k = kV6 mit dem Wirmeleitkoeffizienten « gegeben ist.

2.6 Erhaltungseigenschaften

2.6.1 Massenerhaltung

Das Prinzip der Massenerhaltung, wonach von der Masse eines stromenden Fluids nichts ver-
schwinden und nichts entstehen kann, wird in der Kontiunuumsmechanik mittels der Konti-
nuitdtsgleichung differentiell formuliert. Sie lautet

dp
ot

und bringt die zeitliche Anderung der Massendichte mit ihrem FluB in Zusammenhang. In
unserem Teilchenmodell ist diese nach Konstruktion erfiillt.

+divpv =0
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Lemma 2.6.1. Fiir endlich viele Teilchen gilt die Kontinuitditsgleichung

dp 0, ) .
o —I—dlvpv ; ( 5 —i—dlvwivi) =0.

Beweis. Der Beweis beruht auf der Tatsache, daB3 sich die beiden Terme wegen (2.15), (2.16)
und der Beziehung div (1;v;) = H; T : H' gegenseitig aufheben. O

Sind die Formfunktionen nicht differenzierbar, wie beispielsweise in den Untersuchungen
von [Yse00], so gilt die Kontinuitédtsgleichung noch in einer schwachen Formulierung und
kann unter Abschnitt 2 der zitierten Arbeit nachgelesen werden.

2.6.2 Erhaltung von Energie, Impuls und Drehimpuls

Zur Untersuchung der Erhaltungseigenschaften beschrinken wir uns auf den Fall, daf} keine
duBeren Krifte vorhanden sind. Dabei ist es von Vorteil, nicht den Drehimpuls selbst sondern
lediglich seine Komponenten zu betrachten. Im dreidimensionalen Raum ist der Drehimpuls
von der Gestalt

L(t) = /p(:c,t)a: x v(x,t)de,

und kann mit einer geeigneten schiefsymmetrischen Matrix W in der Form

L(t) = /p(a:,t)a: -Wo(x,t)dx

geschrieben werden. Die Matrizen W € M?3(R) sind durch das Vektorprodukt eindeutig
bestimmt und bilden eine Basis des Raumes der schiefsymmetrischen Matrizen. Verschwin-
det demnach der skalarwertige Ausdruck L(t) fiir alle schiefsymmetrischen Matrizen W, so
ist ebenfalls L(t)t = 0. Diese Argumentation gilt nicht nur in dreidimensionalen Rdumen,
sondern auch in Rdumen beliebiger Dimensionen.

Satz 2.6.2. Sind die Bewegungsgleichungen
mig, = Fi+ F\) + F",
JmH; = M; + M + M

und die Entropiegleichung
6:5; = 6Q" +8Q;"

fiir alle Teilchen erfiillt, so sind Gesamtenergie, Impuls und Drehimpuls Erhaltungsgrofien.
Mit einer beliebigen schiefsymmetrischen Matrix W € M%(R) gilt demnach

d
V+E)—O
—/pvdw—()
px - Wodx = 0.

dt
Beweis. Vgl. [GLYO0O0]. [
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2.6.3 Diskrete Erhaltung von Energie, Impuls und Drehimpuls

Um die hergeleiteten Bewegungsgleichungen numerisch 16sen zu konnen, miissen zunéchst
die in den Kriften auftretenden Integrale diskretisiert werden. Die dazu verwendete Qua-
draturformel sollte die Lagrangeschen Eigenschaften unseres Modells respektieren. Es ist
gegeniiber Verschiebungen, Drehungen und, was die Teilchengestalt angeht, sogar gegen
allgemeine lineare Transformationen des Raumes invariant. Da eine mit der Massendichte
gewichtete skalare oder vektorwertige Funktion f iiber der Referenzkonfiguration durch

[ fode =3 m. [ fa,+ Huy)oly)ay

ausgewertet werden kann, resultiert daraus mit den Gewichten «,, > 0 und den Knoten a,
die Quadraturfomel

/fpda:—> Zmi[Zan(qurHial,)} ::/fdu (2.34)

fiir die Methode der Finiten Massen. Fiir die spezifische innere Energie ¢ := £/p erhilt man
mit dieser Quadraturformel das diskrete Potential

V= / E(p, s) dp, (2.35)

und die zugehorigen diskreten Kréfte berechnen sich durch

~ OE 0\ 0v; =
Fim= (5, +55,) gg. tn~ S ou(Va)a, + Ha)

~ 0¢ 0¢, O .
M= [(5+55) grdu - > aul(Va)a + Hia)a, "

Die zweiten Terme resultieren aus der Tatsache, dal die Quadraturpunkte mit den Teilchen

mitbewegt werden. Sie verlangen nur Auswertungen in Quadraturpunkten, die vom ¢-ten
Teilchen selbst stammen. Entsprechend ergibt sich die Temperatur des i-ten Teilchens als

~ 0¢
0; = awi dp

und die Reibungskrifte (2.27), (2.28), sowie die viskosen Krifte (2.30), (2.31) werden mit
der Quadraturformel (2.34) diskretisiert. Analog verfihrt man mit der jeweiligen Hitzezu-
fuhr (2.29)und (2.32) sowie dem WirmefluB3 (2.33).

Das Resultat dieser Diskretisierungen ist ein grof3es System gewohnlicher Differentialglei-
chungen, die nun zeitintegriert werden miissen. Hierfiir wurde von Lubich ein exponentielles
Integrationsschema im Sinne der Arbeit [HoLu97] angegeben. Das Integrationsschema nutzt
die Struktur der Gleichungen effizient aus und findet sich in [GLY00] ausfiihrlich dargestellt.

Satz 2.6.3. Die mit der Quadraturformel (2.34) diskretisierte Gesamtenergie E=E+V,
Impuls und Drehimpuls sind Erhaltungsgrofien.

Beweis. Vgl. [GLYO00]. ]
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Beim Ubergang zur Zeitintegration geht diese Eigenschaft natiirlich verloren. Allerdings
geht das exponentielle Integrationsschema, wenn sowohl Viskose- als auch Reibungskrifte
nicht vorhanden sind, in das symplektische Stromer-Verlet Schema tiber. Impuls und Dreh-
impuls sind in diesem Fall ErhaltungsgroBen und der Energiefehler ist fiir groBe Zeiten ver-
nachldBigbar, vgl. [HaLu00].



Kapitel 3
Die akustische Wellengleichung

Die adiabatische Bewegung eines kompressiblen Fluids mit Dichte p und Geschwindigkeit
v vernachlissigt jeglichen thermodynamischen Effekt. Sie wird durch die Kontinuitétsglei-
chung

0
a—f — —div (pv) 3.1)
und die Impulsgleichung
ov Vr
et = 32
5 (Vo =T 62)

den sogenannten Euler Gleichungen, beschrieben. Der Druck 7 ist eine Funktion der Mas-
sendichte p. Zwischen ihm und der inneren Energie besteht die Beziehung

m(p) =¢€'(p)p —e(p), (3.3)
welche nach Kapitel 2.3 einen Spezialfall der Gibbsschen Fundamentalrelation der Ther-
modynamik darstellt, bei dem die innere Energie c(p,s) = &(p) nicht von der spezifi-

schen Entropie abhingt. Die Linearisierung der Euler Gleichungen um die konstante Losung
(p,v) = (p,0) fiihrt auf die akustischen Gleichungen [LaLi91]

dp

5 = —pdivv (3.4
und 5 5)
v 7(p

T 5 Vp. 3.5)

Differenziert man die erste Gleichung nach der Zeit, bildet von der zweiten Gleichung die
Divergenz und subtrahiert anschlieBend die beiden Ergebnisse voneinander, so erhélt man

die skalare Wellengleichung
p 2

mit der Schallgeschwindigkeit

c=/(p) = Ve"(p)p. (3.7)

Durch Differentiation der zweiten Gleichung nach der Zeit und Elemination der Zeitablei-
tung von p mit (3.4), 146t sich die Akustik eines adiabatischen Fluids auch mittels der parti-
ellen Differentialgleichung
0%v
ot?
beschreiben. Man bezeichnet sie schlicht als akustische Wellengleichung.

= *V(divw). (3.8)
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Fiir viele naturwissenschaftliche Probleme bietet neben dem Eulerschen Modell, das La-
grangesche Modell einen alternativen Zugang zur Beschreibung der Bewegung von Fluiden
oder Korpern, der oft zu einer geschmeidigeren Darstellung der resultierenden (partiellen)
Differentialgleichungen fiihrt. Da der Methode der Finiten Massen das Lagrangesche Mo-
dell zugrunde liegt, leiten wir die akustische Wellengleichung aus der Lagrangefunktion ei-
nes mechanischen Systems her. Diese besitzt eine schwache Formulierung in geeigenten
Hilbertraumen, deren eindeutige Losung existiert und einer Stabilitdtsabschidtzung geniigt.
Zum Beweis dieser Eigenschaften betrachtet man eine gro3ere Klasse von Gleichungen, die
allgemeinen abstrakten Wellengleichungen und deren zugehdriges abstraktes Cauchypro-
blem. Die Tatsache, daf} die eindeutige Losung des inhomogenen Problems einer Stabilitéts-
abschitzung gentigt, ist von entscheidender Bedeutung fiir die Untersuchung der Schall-
ausbreitung in der Methode der Finiten Massen. Die Konvergenzaussage in adiabatsichen
Fluiden aus Kapitel 5 fiir die Galerkin Diskretisierung basiert hierauf wesentlich.

3.1 Herleitung der akustischen Wellengleichung

Die Bewegung der zahlreichen Massenpunkte eines Fluids oder Kérpers Q2 C R¢ wird in
der Kontinuumsmechanik durch eine Deformation ¢ :  x R — R¢ bzw. deren zugehori-
ge Trajektorie ¢ — (x,t) beschrieben. Da die wellenféormige Bewegung des Schalls aus
kleinen Auslenkungen dieser Massenpunkte innerhalb des Mediums herriihrt, stellt man die
Deformation gerne in der Form

o(x,t) = x + u(x,t)

dar und bezeichnet die Auslenkung u : Q x R — R? als Verschiebung aus dem Gleichge-
wichtszustand. Ist die innere Energie ¢ : R — R eine stetige Funktion mit £(0) = 0 und die
Massendichte

p(il:, 0) - p(iB, t) det(vw) (CB, t)

eine beschrinkte Funktion mit kompaktem Tréger, so sind sowohl die kinetische Gesamt-
energie

Ex = %/Qp(a:,O)m(m,t)Pdm (3.9)
als auch die innere Energie
_ p(x,0)
Vi = /Qs(det(I n (Vu)(:v,t))> det (I + (V'u,)(m,t)) dx (3.10)

des Systems wohldefiniert und lassen sich durch Transformation als Funktionen der Defor-
mation v und deren Zeitableitung 4 auffassen. Aus diesen leiten sich die Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen
d OEx  0Vk
it ou | ou
ab, deren Linearisierung um den Gleichgewichtszustand (p, u) = (p, 0) mit konstanter Mas-
sendichte p > 0 und Auslenkung Null auf die akustische Wellengleichung (3.8) fiihrt. Die

=0 (3.11)
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Linearisierung ist dabei ein rein formaler Prozef, bei dem der Term %’f der inneren Ener-
gie nicht iiber einem festen Funktionenraum linearisiert, sondern direkt durch seinen linea-
ren Anteil ersetzt wird. Eine dquivalente Vorgehensweise besteht darin, neben der kineti-
schen Energie, die bereits in quadratischer Form vorliegt, auch die innere Energie formal zu
quadratisieren und mit dieser in die Lagrangefunktion einzugehen. Auf beiden Wegen wird
man liber eine schwache Formulierung der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen auf eine
schwache Formulierung der akustischen Wellengleichung gefiihrt, aus der dann die klassi-
sche Formulierung folgt.

Uber ausgewihlten Funktionenriumen weicht dieser formale Prozef3 der Linearisierung der
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen oder der Quadratisierung der inneren Energie einer
gewohnlichen Taylorentwicklung. Ein geeigneter Kandidat hierfiir ist der Raum C>°(R¢)
der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf R, die auBerhalb einer kompakten
Teilmenge verschwinden. Sowohl bei der Quadratisierung

Volas) = V(0) + V(0w SV (0)u -+ ofw?)

der inneren Energie V,(u) := Vk(p,u) als auch bei der Linearisierung der Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen benétigt man fiir Funktionen u,v € C*°(R?) die Richtungsablei-
tungen V) (u) - v und V' (u)u - v. Bevor diese iiber dem Zustand konstanter Massendichte
p = pund Verschiebung u = 0 berechnet werden kénnen, bedarf es der im nichsten Lemma
angegebenen Ableitungen skalarer Funktionen.

Lemma 3.1.1. Seien A, B,C € M%(R). Die skalaren Funktionen f(a) = det(A + aB)
und g(a) = sp(A(B + aC)™") besitzen die Ableitungen

(1) f'(a) =det(A+ aB)sp(B(A+aB)™),
(2) ¢'(a) = —sp(A(B +aC)'C(B + aC)™").
Beweis. Fiir 6 € R ist
fla+6) =det((A+aB)+6B) =det((I + 6B(A+aB)")(A+aB)),
woraus mit dem Determinantenmultiplikationssatz wegen
det((I + B(A+aB)™") =1+ 6sp(B(A+aB)™") + o(6)

die erste Behauptung folgt. Zum Beweis der zweiten Behauptung betrachten wir die Funktion
M :R— R4 o +— (B+aC)"!. Aus Kenntnis der Neumannschen Reihe

o0

(I+6A4)7" => (-1)'(5A)’
=0
schliefen wir

1

M(a+6) = (B+aC+6C) "' =((B+aC)I+6B+aC)'C))
= (I-6B+aC)'C+0(5))(B+aC)™!
(B+aC) ™' —§(B+aC)'C(B+aC)™* +0(5)
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und somit M'(a) = —(B + aC)"'C(B + aC) ™. Wegen
sp'(A)[H] = sp|H] fiiralle H € M“(R)
folgt die zweite Behauptung aus der Kettenregel. 0

Mit diesem Lemma lassen sich die gesuchten Richtungsableitungen der inneren Energie
V,(u) tiber dem Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte miihelos angeben. Die
dazu benétigten Bedingungen an die innere Energie € : R — R sind keinesfalls technischer
Natur, sondern physikalisch sinnvoll und werden etwa von idealen Gasen (2.20) erfiillt.

Lemma 3.1.2. Sei u € C>°(R?) und p eine beschrinkte Funktion mit kompaktem Tréiger. Ist
die innere Energie € : R — R eine stetig differenzierbare Funktion mit £(0) = 0, so gilt fiir
die Ableitung der inneren Energie V,(u) := Vi (p,u) in Richtung v € C>°(R?)

Vi(u)-v = /ﬂ{d{g(m) det(I + Vu)

- 5’(mp} sp(Vo(I + Vu)™') de.

(3.12)

Beweis. Sei a € [0,1] und u,v € C°(R?). Aus der Hilfsfunktion ¢ : R — R,

p
=V = det(I +V Vv)d
o(a) =V,(u+ av) /E(det(I+Vu+aVv)) et(I + Vu + aVv)dx
erhilt man durch Differentiation unter dem Integral mit Lemma 3.1.1(1) die Richtungsablei-
tung ¢’ () ‘a:O = V,(u) - v wie oben angegeben. Ermoglicht wird die Differentiation unter
dem Integral durch die getroffenen Voraussetzungen. Unter diesen ist der Integrand in (3.12)
nidmlich eine beschrinkte Funktion mit kompaktem Tréger. 0

Bemerkung 3.1.3. Die Richtungsableitung (3.12) ist auch unter allgemeineren Vorausset-
zungen noch wohldefiniert. Fiir u,v € C°(R?) geniigt es hierfiir, die Differenzierbarkeit
der inneren Energie € : R — R und die Stetigkeit der Abbildung p +— &’(p)p auf ganz R zu
fordern. Um dies einzusehen kann man oBdA annehmen, daf fiir ein 6 > 0 die Abschétzung
det(I + Vu) > 6 auf dem Tréger von v gilt. Es ist dann I + Vu beschrinkt und es existiert
eine Konstante C'(u) > 0 mit sp(Vo(I + Vu) ) < C(u)||Vv||. Nach Voraussetzung
sind die innere Energie und die Abbildung p +— &’(p)p stetig, nehmen also auf kompakten
Intervallen ihr Maximum bzw. Minumum an. Folglich existiert fiir alle « ein C'(u) > 0, so
daB der Integrand durch C’(u)||Vv|| beschrinkt ist.

Uber dem Gleichgewichtszustand (p,u) = (p,0) mit konstanter Massendichte erhélt man
wegen (3.3) insbesondere

V2(0)-v = —W(ﬁ)/ sp(Vv)dx = —7(p) /divv dx = 0.

Dariiberhinaus kann der Ausdruck (3.12) mit entsprechend angepafiten Glattheitsbedingun-
gen an die innere Energie ein weiteres Mal differenziert werden. Im Speziellen ergibt sich
tiber dem konstanten Zustand (p, u) = (p, 0) das folgende Lemma.
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Lemma 3.1.4. Seien u,v € C®°(R%) und ¢ : R — R eine zweimal differenzierbare Funk-
tion. Sind die Abbildungen p — &'(p)p und p — €"(p)p? stetige Funktionen auf R, so gilt
iiber dem Gleichgewichtszustand (p,w) = (p, 0) mit konstanter Massendichte

o N\ =2 . .
VI(0)u-v=c"(p)p /dlvudlvvda:.

Beweis. Sei u € C°(R%) und « € [0, 1]. Fiir alle v € C°(R¢) defniert man die Funktion
fo : R* =R mit f,(u) = V)(u) - v wie in (3.12) erhalten. Zur Berechnung ihrer Rich-
tungsableitung f,(u) - w = V)'(u)w - v nach w € C°(R?) betrachtet man wiederum die
durch p(«) = f,(u + aw) definierte Hilfsfunktion, aus der durch Differentiation unter dem
Integral mit Lemma 3.1.1(2)

o), _, = /{5(7) det(I + Vu) —&'(1)p

?

det(I + Vu)
— {e(r) det(I + Vu) — €'(7)p} sp(Vo(I + Vu) 'Vw(I + Vu) ') de

() psp(Veo(I + Vu) ™) sp(Vo(I + Va) ™)

und schlieBlich ¢'(«) }a:O: V'(u)w - v resultiert. Die innere Energie ¢ und deren Ablei-
tungen sind dabei in 7 = p/det(I + Vu) auszuwerten. Auch hier ist die Differentiation
unter dem Integral gestattet, was mit dhnlichen Argumenten wie in Bemerkung 3.1.3 gezeigt
werden kann. Im Zustand konstanter Massendichte p = p und Verschiebung u = 0 gilt

VI (0)u-v = {e(p) — €' (p)p+"(p)p* } /divudivvdw
~ (=)~ £} [ sp(VoTu) da

Durch zweimalige partielle Integration folgt

/ sp(VoVu) dz = Z / (Dyv,)(Dyu) dae = — Z / (DyDyu)v, d

= Z/(Dsus)(DTU,,)dm = /divudiv'vda}

und alles ist gezeigt. L

Mit diesen Hilfssédtzen ist es nun ein Leichtes, die akustische Wellengleichung aus der La-
grangeschen Bewegungsgleichung herzuleiten. Unter Verwendung der obigen Notation
Vy(u) = Vk(p,u) ist die Lagrangesche Bewegungsgleichung (3.11) namlich genau dann
fiir alle Testfunktionen v € C>°(R?) erfiillt, wenn

d .
%E}((u) v+ V(u)-v=0 (3.13)
gilt. Uber dem Zustand konstanter Massendichte p = 5 und Verschiebung u = 0 ist einer-

seits %E}((u) v = p [ 4 - vdx. Andererseits ist man dank Lemma 3.1.4 in der Lage, die
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Linearisierung von V(u) - v um diesen Zustand angeben zu kénnen. Unter Beriicksichti-
gung der Beziehung (3.7) zwischen der Schallgeschwindigkeit ¢ und der zweiten Ableitung
der inneren Energie ¢ ist diese von der Gestalt

_ 9 . .
Vﬁ”(())u-v = pc /dlvudlvvdm

und die entsprechende Linearisierung der schwach formulierten Lagrangeschen Bewegungs-
gleichung (3.13) fiihrt auf die Gleichung

p/ﬁpv+8&mmmm}:0 (3.14)

Damit erhédlt man unmittelbar das angestrebte Resultat in der klassischen Formulierung.

Satz 3.1.5. Sei ¢ : Q x R — R? die Bewegung eines unendlich ausgedehnten Fluids oder
Gases Q) = R% Mit einer Verschiebung u : QxR — R, u € C>*(R?), sei diese von der Ge-
stalt p(x,t) = x+u(x,t). Unter den Voraraussetzungen von Lemma 3.1.4 resultiert aus der
Linearisierung der Lagrangeschen Bewegungungsgleichung (3.11) um den Gleichgewichts-
zustand uw = 0 mit konstanter Massendichte p = p > 0 die akustische Wellengleichung

it = >V (divu). (3.15)

Diese beschreibt die Schallausbreitung innerhalb eines Fluids oder Korpers mit der Schall-
geschwindigkeit c = \/"(p)p € R.

Beweis. Sind u,v € C®(R?), so erhilt man durch partielle Integration
/divudivvdm = — /V(divu) -vdex,

und die Behauptung folgt direkt aus den Vorbemerkungen. Fiir alle v € C>°(R?) ist nimlich
(3.14) genau dann erfiillt, wenn

ﬁ/{ﬂ—cQVdivu}-vzo

fiir alle v € C®(RY) gilt, woraus die Behauptung mit dem Lemma von Dubois-Reymond
(siehe etwa [FiKa, S.249]) folgt. ]

3.2 Schwache Formulierung der akustischen Wellengleichung

Einen Zugang fiir die numerische Behandlung von Anfangswertproblemen eréffnet der Weg
tiber deren schwache Formulierung. Die Tatsache, da3 die akustische Wellengleichung einer
solchen Formulierung zugénglich ist, basiert im Wesentlichen darauf, dal} die zweite Ablei-
tung der inneren Energie eine Bilinearform definiert.
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3.2.1 Die Bilinearform der inneren Energie

Wie man im vorherigen Abschnitt gesehen hat, ist fiir alle Funktionen u, v € C>°(R%)
—/Vdivu cvdx = /divudivvdw,

und die zweite Ableitung der kontinuierlichen inneren Energie induziert iiber dem Gleich-
gewichtszustand (p,u) = (p,0) mit konstanter Massendichte p > 0 eine Bilinearform
B. : C*(R%) x C*(R?) — R mit

B.(u,v) = c2/divudivvdm = *{div u, div v) 2.

Definition 3.2.1. Fiir jede offene Teilmenge Q0 C R? bezeichnet
H(div; Q) == {u € L2(Q) |[divu € L* (O, R)}

den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen u € L*(N2), deren Divergenz ebenfalls
quadratintegrierbar ist. Zusammen mit der Norm HuH?{(diV.Q) = HuHiz(Q) + ||div uHiz(Q R)
bildet dieser einen Hilbertraum. Ist Q = RY, so schreiben wir kurz H(div).

Der Raum H (div) ist stetig und dicht eingebettet in den Hilbertraum der quadratintegrier-
baren Funktionen £?(R%). Genauer ist ||ul/c2 < ||w| g (aiv) fiir alle w € H(div). Die Ver-
vollstindigung des Raumes C'>°(R?) beziiglich der ||| 7(aiv)-Norm ist gerade H(div), was
eine Fortsetzung der Bilinearform B, auf den Hilbertraum H (div) ermoglicht.

Satz 3.2.2. Die beschrinkte Bilinearform B.(u,v) = c*(div u,divv) s, u,v € C*(R?),
besitzt eine eindeutige Fortsetzung B : L*(RY) x L?(RY) — R mit dem Definitionsbereich
D(B) = H(div) x H(div),

B(u,v) = CZ/divudivvda: = *{div u, div v) c2,

auf den Abschluf H(div) von C°(R*) beziiglich ||| (aiv). Die Fortsetzung hat fiir alle
u,v € H(div) die Eigenschaften

(1) B ist symmetrisch, d.h. B(u,v) = B(v,u).

(2) B ist nichtnegativ, d.h. B(u,v) > 0.

(3) B ist beschrinkt, d.h. B(u,v) < ||u|| g ||V #(div)-

(4) B ist H(div)-elliptisch beziiglich L*(R?), d.h. es exisitert eine Konstante C > 0 mit

B(u,u) + ulz: > Cllulfaw-

Beweis. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist fiir alle u, v € C>°(R%)

B.(u,v) = c2<div w,divo) e < c2||div | pz||divol|ce = c2||u||H(diV)||v||H(diV)
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und die beschrinkte Bilinearform B, induziert fiir jedes feste uw € C>°(R%) das stetige Funk-
tional
T.: C*(RY) - R,v +— T.(v) := B.(u,v).

Da stetige Funktionale von dichten Teilrdumen eindeutig und stetig auf den Abschluf} fort-
gesetzt werden konnen [Wer95,11.1.5], existiert eine eindeutige, stetige Fortsetzung 7' :
H(div) - R,v — Twv := B(u,v) mit B(u,v) = c¢*(div u, div v) c2. Offensichtlich ist B
symmetrisch und nichtnegativ und mit C' := min{c?, 1} ist

B(u,u) + [|ulz: = ¢|ldivaz. + [ul2: = Cllullfay
und somit alles gezeigt. O

Bemerkung 3.2.3. Dank der H (div)-Elliptizitit von B beziiglich £?(R¢) und der Definition
der Norm auf H (div), definiert fiir jedes A > 0

lulls, = Blu,u) + Alulz.

eine dquivalente Norm auf H(div). Es ist ndmlich ||u|p, = 0 genau dann erfiillt, wenn
u = 0 gilt und
min{c®, AHulfrai) < Clldivullzs + Mulz: = [lull, < max{c®, AHullf

ist.

3.2.2 Schwache Formulierung des Anfangswertproblems

Die im vorherigen Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse ermdglichen es, eine schwache For-
mulierung der akustischen Wellengleichung in den Hilbertriumen H (div) — L£?(R¢) anzu-
geben. Testet man nd@mlich (3.15) mit einer Funktion v aus H (div), so erhélt man

2
%(u(t),v)gz + B(u(t),v) =0 fiiralle v € H(div), (3.16)

woraus die schwache Formulierung des zugehorigen Anfangswertproblems der inhomoge-
nen akustischen Wellengleichung resultiert.

Anfangswertproblem 3.2.4. Gegeben seien Elemente uy € H(div), vy € L2(R?) und eine
stetige Inhomogenitit f € C(R., L*(R?)). Gesucht ist eine Funktion u : Ry — H(div),
die milde Losung des Anfangswertproblems

5—;<U(t),v>nz + B(u(t),v) = (f(t),v)c2 fiiralle v € H(div),

{
(SWG) w(0) = u
u(0) = vy

o

)

ist. Dabei bezeichnet B : L2*(R?) x L%(R?) — R die symmetrische, nichtnegative und
beziiglich L*(R?) H (div)-elliptische Bilinearform B(u,v) = c?(divu,divv)g: mit De-
finitionsbereich D(B) = H(div) x H(div) aus Satz 3.2.2.
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Motiviert durch den iiblichen Losungsbegriff [EnNa0O, Definition 6.3] des abstrakten Cauchy-
problems in Kapitel 3.3.1, versteht man unter einer milden Losung eine Funktion

u € C(Ry, H(div)) N C* (R, L*(RY)),
die das Anfangswertproblem (SWG) in dem Sinne erfiillt, daf fiir alle v € H (div)

/0 (3], + Bluls). ) ds:/o (f(s),v)r2 ds

dt?
gilt.

3.2.3 Existenz, Eindeutigkeit und Stabiliiit der milden Losung

Die Existenz und Eindeutigkeit einer milden Losung des Anfangswertproblems (SWG) der
akustischen Wellengleichung ist nicht offensichtlich. Das Hauptproblem besteht in der Tat-
sache, daBl die Bilinearform B nicht H(div)-elliptisch ist und der iibliche Weg iiber das
Theorem von Lax-Milgram deshalb nicht beschritten werden kann. Leider ist die Einbettung
H(div) — L2(R%) auch nicht kompakt, so daB eine Charakterisierung der Losung mittels
Eigenfunktionen, wie dies in [RaTh88] durchgefiihrt wird, ebenfalls nicht in Frage kommt.
Der Ausweg aus dieser Situation liegt in der Theorie unbeschrénkter quadratischer Formen.
Mit ihr und der Halbgruppentheorie ist es moglich, die Existenz und Eindeutigkeit einer
milden Losung zu beweisen. Auch die fiir spitere numerische Untersuchungen wichtige Sta-
bilitdt der milden Losung 148t sich auf diese Weise gewinnen.

Satz 3.2.5. Das inhomogene Anfangswertproblem (SWG) besitzt eine eindeutige milde Lo-
sung w € C(Ry, H(div)) N C* (R, L2(R?)), die der Stabilititsabschditzung

t
la(t)[22 + B(u(t), u(t)) < liollz> + B(uo, uo) +/ £ (s)]IZ2 ds
0
geniigt. Ist f = 0, so gilt die Energiegleichung
la(t)[[22 + B(u(t), u(t)) = l[wollz2 + Buo, uo)

Beweis. Folgt unmittelbar aus Korollar 3.3.8 aus Abschnitt 3.3 mit der Bilinearform b = B
und den Hilbertrdumen H = H(div) — L = L%(RY). O

Bemerkung 3.2.6. Lions und Magenes haben fiir eine wesentlich groere Klasse von Evolu-
tionsproblemen die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u € C ([0, T, HNC*([0, T}, L)
gezeigt, die

j_;c(tv u(t)a ’U) + a(ta ’l:l,(t), ’U) + b(t7 ’ll(t), ’U) == <,f<t), 'U>L fir alle v € H,
(HF) u(0) = u € H,
u(()) =g € L

im Distributionssinne erfiillt [DalLi92, X VIIIL,5] und in diesem Sinne auch Problem (SWGQG)
16st. Die Bilinearformen geniigen auf den stetigen und dicht eingebetteten Hilbertrdumen A
und L verschiedenen Bedingungen. Der Beweis ist recht miihsam und basiert auf der soge-
nannten Parabolischen Regularisierung, bei der das hyperbolische Problem (HP) durch ein
parabolisches approximiert wird [LiMa72]. Die resultierende Energiegleichung ist jedoch
genau wie die Losung nur auf dem kompakten Intervall [0, T'] gegeben.
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3.3 Abstrakte Wellengleichungen

In diesem Abschnitt wird die Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitét einer milden Losung,
des schwach formulierten Anfangswertproblems (SWG) der akustischen Wellengleichung
gezeigt und ein Beweis von Satz 3.2.5 gefiihrt. Hierfiir betrachtet man ein allgemeiner for-
muliertes Anfangswertproblem, das aufgrund der Bemerkung 3.2.3 und den Eigenschaften
der Bilinearform B in H(div) — £L2(R?) aus Satz 3.2.2 auch das Anfangswertproblem
(SWG) der akustischen Wellengleichung umfaft.

Anfangswertproblem 3.3.1. Sei der Hilbertraum (H,(-,-) g, ||-||x) dicht in den Hilbert-
raum (L, {-,), ||-||1) eingebettet und b : L x L — R eine nichtnegative, symmetrische Bili-
nearform mit Definitionsbereich D(b) = H x H. Es definiere

(u,v)p, = b(u,v) + Mu,v), fiiralleuw,v € H,A>0

ein Skalarprodukt auf Hy,, = (H, (-, )y, ), dessen induzierte Norm ||-||y, dquivalent zur Norm
I'lzr auf H ist. Gesucht ist eine milde Losung

Uu c C(]R,+,H) N Cl<]R,+, L)

des Anfangswertproblems

%('M(t),vh +b(u(t),v) = (f(t),v)y fiirallev € H,
(AWE) w(0) = uo,
w(0) = vy

fiir gegebene Elemente ug € H,vg € Lund f € C(R,,L).

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist (AWP) dquivalent zu der abstrakten Wellenglei-
chung

(AWG) u(0) = uy,

mit dem von der Bilinearform b induzierten, unbeschriinkten Operator (A, D(A)). Dies
zeigt man mit der Theorie unbeschriankter quadratischer Formen. Die der Bilinearform b :
L x L — R assoziierte quadratische Form b[-] mit

blu] :=b(u,u), wu€ H,

ist dicht definiert in L. In Anlehnung an die direkte Beziehung der quadratischen Form zur
Bilinearform, bezeichnet man den Definitionsbereich H der quadratischen Form ebenfalls
mit D(b). Fiir alle w,v € D(b) induziert die nichtnegative, symmetrische Bilinearform
b das innere Produkt (-, -);, und der Definitionsbereich D(b) bildet einen Prihilbertraum,
der Dank der Aquivalenz von |||z und [|-||, sogar vollstindig ist. Damit ist b abgeschlos-
sen [Kat66,VI,Thm1.11]. Nach dem ersten Représentationstheorem [Kat66,VI,Thm.2.1] exi-
stiert dann ein unbeschrinkter, selbstadjungierter Operator A : D(A) C D(b) — L mit

b(u,v) = (Au,v); firalleu € D(A),v € D(b),
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welcher ebenfalls nichtnegativ, symmetrisch und abgeschlossen ist. Aus der Tatsache, daf3
fiir alle v € H das Skalarprodukt ( f, v); genau dann verschwindet, wenn f = 0 € L gilt,
folgt die Behauptung.

3.3.1 Das abstrakte Cauchyproblem

Da ein symmetrischer, selbstadjungierter und nichtnegativer Operator m-akkretiv ist [Kat66,
V,Prob.3.32], 146t sich fiir A nach [Kat66,V,Thm.3,33] mit Hilfe des Dunfordintegrals eine
eindeutige Wurzel (Al/ 2 D(Al/ 2)) definieren. Nach dem zweiten Reprisentationstheorem
[Kat66,VI,Thm.2.23] ist sogar

b(u,v) = (A ?u, AY?v), firalleu € D(AY?) = D(b) = H.
Der Hilbertraum H ) := H, by X L besitzt die vom Skalarprodukt induzierte Norm
I1z[15 = 1A ull7 + Aw|? + vl firalle w € H,,v € L,

und die abstrakte Wellengleichung (AWG) kann auf ein System erster Ordnung auf J{, re-
duziert werden. Setzt man ndmlich v := « und

= ()= ()= () 4= (63,

so erhilt man gerade das inhomogene abstrakte Cauchyproblem

(IACP) { 2(t) + A:((é; - i‘(t), t>0,

Definition 3.3.2. Eine stetige Funktion z : R, — X auf einem Banachraum X, fiir die
fot z(s)ds € D(A) fiir alle t > 0 ist und

t
z(t) = A/ z(s)ds + zg
0
erfiillt, bezeichnet man als milde Losung des (homogenen) abstrakten Cauchyproblems

z(t)+ Az(t) =0, t>0,
(ACP) { z(0) = zo.

Satz 3.3.3. Der Operator (—A, D(A)) erzeugt eine Cy-Gruppe (T(t))te]R auf dem Hilbert-
raum Hy mit D(A) = D(A) x H und das abstrakte Cauchyproblem (ACP) besitzt die
eindeutige milde Losung z(t) = T'(t)zq in H, .

Beweis. Nach dem Spektraltheorem existiert ein Hilbertraum £%(€, R, 1) und ein unitirer
Operator U : L — L%*(Q, R, ), sowie eine auf ) y-meBbare skalare Funktion m mit der
Eigenschaft, daB (UAU ' f)(w) = m(w)f(w) fiir fast alle w € Q, f € L2(Q, R, p) gilt.
Dabei ist mf € L2(Q, R, u), D(m) = UD(A) und wegen der Nichtnegativitit von A ist
m > 0 fast tiberall. Weiterhin setzt man analog zur Vorgehensweise in [GoWa03]

- ()% ()4 (. 3
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und das (ACP) ist dquivalent zu
Z(t) + AZ(t) =0, ¢>0,
Z(0) =2

auf dem Raum H, = D(y/m) x L2(Q, R, ). Die Co-Gruppe (T(1))
durch

~ L g

() = cos(%/ﬁ) 7= sin(t/m)

—yv/msin(ty/m)  cos(ty/m)

gegeben. Die Funktionen Sinus und Cosinus sind in dieser Darstellung nicht von unbe-
schrinkten Operatoren, sondern lediglich von reell-wertigen Funktionen abhingig und nach
I’Hospital ist \/_% sin(t4/m) auch fiir m = 0 definiert. Beziiglich der entsprechenden Norm

IZ13 = llv/mallZ, + MllL + (9117

(R auf H, ist dann

ist fiir alle 7 = (u, v) aus K, 1tlin% |T(t)Z — Z||, = 0. Dariiberhinaus priift man anhand der

Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus leicht T'(s)T'(t) = T(s+t) fiir alle s, ¢ € R nach.

Damit ist (T'(t)) +er €ine von (—A) erzeugte Co-Gruppe auf H, und alles gezeigt. O

3.3.2 Existenz- und Eindeutigkeit der Losung

Mit den gewonnenen Erkenntnissen ist man nun in der Lage, die Existenz- und Eindeutigkeit
einer milden Losung des Anfangswertproblems 3.3.1 anzugeben. Der milde Losungsbegriff
des Anfangswertproblems und die Voraussetzungen wurden derart gewhlt, dal man hierfiir
nur noch die Existenz- und Eindeutigkeit einer milden Losung des inhomogenen, abstrak-
ten Cauchyproblems (IACP) zu zeigen braucht. Da (—.A) der Generator einer C°-Gruppe
(T(t)) g auf JF(y ist, liefert die Variation der Konstanten-Formel die milde Losung von
(IACP).

Satz 3.3.4. Bezeichnet (T(t))t>0 die von (—A) erzeugte Co-Halbgruppe auf Hy, so ist fiir
f € LY[0,T],Hy) mit T > 0 die Funktion z € C([0,T), 3y mit

z(t) =T(t)zo + /OtT(t —s)f(s)ds, te][0,T],

die eindeutige milde Losung von (IACP) auf J{,.

Beweis. Nach Satz 3.3.3 ist (—.A) der Generator einer Cy-Gruppe auf H, und der Beweis
folgt unmittelbar aus [Paz83,Kapitel 4.2]. 0

Da (T<t))teIE{ eine Gruppe auf 3, ist, 148t sich die Losung z € C([0, T}, H,) auch auf die
negative Zeitachse fortsetzen, worauf man bei einer Evolutionsgleichung jedoch verzichtet.

Korollar 3.3.5. Das Anfangswertproblem 3.3.1 besitzt eine eindeutige milde Ldsung
Uu < C(R+, H) N Cl(]R,+, L)

Beweis. Da f € C(Ry, X)), ist f € L([0,T],H,) fiir jedes T > 0. Nach Satz 3.3.4 exi-
stiert dann auf jedem Intervall [0, T'], somit also auf ganz R, eine eindeutige milde Losung

z = (u,u) € C(R,4,H,). Deren erste Komponente ist gerade die milde Losung des An-
fangswertproblems 3.3.1. L
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3.3.3 Stabilititsabschitzungen in der Energiehalbnorm

Die optimale Stabilitdtsabschitzung erzielt man bei Anfangswertproblemen der Art

d2

%W(t),vﬁ +b(u(t),v) =0 firallev € H,
u(0) = uy,
’U,(O) =y

insbesondere dann, wenn b : H x H — R eine H-elliptische Bilinearform ist. In diesem Fall
induziert b namlich die sogenannte Energienorm auf H,

|lw|? ;= b(u,u) firalleuw € H.

Die Cy-Losungsgruppe (T(t)) g des zugehdrigen abstrakten Cauchy Problems ist dann
unitir auf dem Hilbertraum (H, b(-,-)) x L, was sich in der resultierenden Energiegleichung

la(t))17 + b(w(t), w(t)) = [luoll7 + b(wo, uo) (3.17)

fiir die Losung u € C(R,, H) N C' (R, L) widerspiegelt.
Leider ist die Bilinearform b des Anfangswertproblems 3.3.1 nur nichtnegativ und

b(u,u) = ||AY?u|? firallew € H (3.18)

definiert lediglich eine Halbnorm | - |, auf H. Die iiblichen Techniken zum Beweis der Ener-
giegleichung (3.17) auf Hilbertraumen konnen demnach nicht angewendet werden. Aus dem
Theorem tiiber beschrinkte Storungen [EnNaOO,III, Thm.1.3] 148t sich aber wenigstens die
Quasikontraktivitit der Losungsgruppe des Anfangswertproblems 3.3.1 zeigen. Fiir A > 0

ist der Operator
0 O 0 I
Ay =B, - A= (—/\I 0)—(_ ! 0>

mit D(A,) = D(A) ndmlich schiefsymmetrisch auf I, und erzeugt eine unitire Gruppe.
Da B, ein beschrinkter Operator auf H{, mit Norm V/\ ist, erfiillt die von —A4 = A, — B,
erzeugte Gruppe (T'(t))) 1 LUr jedes A > 0 somit die Abschétzung
IT()||x < eV fiiralle ¢t € R.
Mit anderen Techniken 146t sich diese Abschidtzung noch verbessern und lineares Wachstum
IT(®)|x < V21 +VAJt]) fiirallet € R

zeigen [GoWa03, Prop.2.1]. In Anbetracht der Tatsache, daf3 dieses mit der Grof3e t%

bereits in der Losungsgruppe (IN“ (t)) enthalten ist, ein nicht sonderlich iiberraschendes Er-
gebnis. Es bringt zum Ausdruck, daB sich die Losung in der Norm ||-||, aufschaukeln kann.
Man ist daran interessiert, eine Norm oder wenigstens Halbnorm | - |, zu finden, die diesen
Effekt nicht messen kann und fiir alle z = (u,v) e H = H X L

T(t)z|, = |2,
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b, definiert durch

erfiillt. Der geeignete Kandidat hierfiir ist die Energiehalbnorm | -
|z]7 = b(u, u) + ||v]|7. (3.19)

Zum Beweis schneidet man den Kern N := N(A) des Operators A heraus und betrachtet
die homogene abstrakte Wellengleichung (AWG) zunéchst auf dem Quotienten-Hilbertraum
Ly := L/N. Dies sind gerade die rotationsfreien Losungen von (AWG) und die nichtne-
gative Bilinearform b(-, -) definiert wegen (3.18) ein Skalarprodukt auf dem unvollstindigen
inneren Quotientenraum Hy := (H/N,b(-,-)). Dessen Vervollstindigung H y,; bezeich-
net man als Energieraum und betrachtet das abstrakte Cauchyproblem auf dem Hilbertraum
gN,b = ENJ, X LN mit

2|7 = b(u,u) + ||v||3 fiiralle z = (u,v) € Hyyp.

Satz 3.3.6. Der Operator (—A) erzeugt eine unitire Co-Gruppe auf dem Hilbertraum ﬁN,b

und
z(t) =T(t)zg (3.20)

ist die eindeutige milde Losung von (ACP) aufﬁN,b.

Beweis. Man betrachtet zunéchst das homogene (ACP) auf ﬁN,b. Analog zum Beweis von
Satz 3.3.3 ist die Co-Gruppe (T'(t)),_,, auf Hy,, durch

teR

~ cos(ty/m) —= sin(ty/m)
70 = (_ iy "o )

auf Hy, = V x L%(Q, R) gegeben. Dabei bezeichnet V die Vervollstindigung von D(y/m)
in der Norm ||/m - ||1. Seien w € D(m) und v € D(y/m). Da

o )

ist mit 7 := t/m

. = |[v/m cos(tv/m)u + sin(t\/ﬁ)'ﬁni + ||cos(tv/m)v — \/ﬁsin(t\/ﬁ)ﬂ}}i

= 2 {(v/mcos(T)u + sin(7)v, /m cos(7)v — msin(7)u)

+ (cos(7)v — v/msin(7)u, —/msin(7)0 — mcos(T)u) 1, }
=0

und (T'(t)) re UnItdr auf H . Der Rest der Behauptungen iiber den Generator (—.4) und
die milde Losung folgt aus dem Beweis von Satz 3.3.3. L]

Bleibt noch der Rotationsanteil auf dem Kern NV von A zu untersuchen. Hier ist A = 0 und
die abstrakte Wellengleichung
u(t) + Au(t) =0 auf N,
’U,(O) =n; €N ,
u(0) =ns, € N
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bzw. das zugehdrige abstrakte Cauchyproblem
z(t)+ Az(t) =0, t>0,
z(0) = 2y

besitzt auf N x N fiir zo = (Z;) die Losung

0 =102 5 1) () = (™)

Auf dem Produktraum N x N definiert die ||-||,-Norm ebenfalls nur eine Halbnorm | - |, mit
n;
N9

Wie auf dem Raum H ~,p» gilt demnach auch hier

o ()] =[G

woraus man die gesuchte Abschitzung in der Energiehalbnorm | - |, ableiten kann.

Korollar 3.3.7. Die eindeutige milde Losung von (IACP) aus Satz 3.3.4 erfiillt auf dem Hil-
bertraum H = H x L die Abschditzung

T (t)z|, = |z|,, fiirallez e H.

2
= b(ni,m) + [nalf7, = AP0 |7 + [|me2]

b
= (Any, ) + [na| = [InaflL V(na,ma) € N x N.

2
: (3.21)

b

Beweis. Sei z = (u,v) € H und ny,ny € N, dem Kern von A. Es ist (u,v) = (z +
ny,y + ny) mitx € N+t in H und y € N* in L, die mit den Quotientenrdumen Hy
und Ly identifiziert werden konnen. Es bezeichne Hy, := Hy, X Ly denin ﬁN,b dichten
Teilraum. Nach Satz 3.3.3 146t die Gruppe (T'(t)):er den Raum Iy, also Hyp @ N und
somit auch H 5, invariant. Damit ist einerseits nach Satz 3.3.6

[ro )], = G)
o ()], =)

Damit erhélt man die gesuchte Abschitzung beziiglich der Energiehalbnorm | - |, auf 3, da
H mit Hyp, @ N identifiziert werden kann. O

Korollar 3.3.8. Die eindeutige milde Losung u € C(R,, H)NC* (R, L) des Anfangswert-
problems 3.3.1 geniigt der Stabilititsabschdtzung

b
und anderseits gilt nach (3.21)

b

t
a7 + b(u(t), w(t) < [loll; + b(uo, uo) + /O 1£(s)IIZ ds.
Ist f =0, so gilt die Energiegleichung
la(®)I1Z, + b (w(t), w(t) = ||l + buo, uo).
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Beweis. Die Losungsgruppe der eindeutigen milden Losung des (IACP)

t
z(t)=T(t)zo + / T(t—s)f(s)ds
0
aus Satz 3.3.4 erfiillt nach Korollar 3.3.7 fiir alle z € J{ die Abschitzung
T )z, = [=], -

Nach Definition (3.19) der Energiehalbnorm | - |, resultiert somit aus der Abschétzung

2O < |T(t)zols + / Tt — 3)F(s)]y ds

fiir die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems neben der gesuchten Stabilitéts-
abschitzung auch die Energiegleichung

le(E)II7 + b(u(t), u(t) = lliollZ + bluo, uo)

fiir die Losung des zugehorigen homogenen Anfangswertproblems 3.3.1. O



Kapitel 4
Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden

Die Schallausbreitung in einem kompressiblen Fluid wird durch die akustische Wellenglei-
chung (3.15) beschrieben, welche im Eulerschen Modell der Fluiddynamik aus der Linea-
risierung der Kontinuititsgleichung (3.1) und Momentengleichung (3.2) um einen Zustand
konstanter Massendichte und Geschwindigkeit Null resultiert. Liegt der adiabatischen Be-
wegung eines kompressiblen Fluids hingegen das Lagrangesche Modell zugrunde, so leitet
sich nach Kapitel 3.1 die akustische Wellengleichung aus der Linearisierung der Lagrange-
schen Bewegungsgleichung (3.11) um den Gleichgewichtszustand konstanter Massendich-
te. Von einem Lagrangeschen Verfahren zur Simulation kompressibler Stromungen wie der
Methode der Finiten Massen erwartet man daher, daf} die um den Gleichgewichtszustand mit
konstanter Massendichte linearisierten Bewegungsgleichungen auf eine konvergente Diskre-
tisierung der akustischen Wellengleichung fiihren und somit die Schallausbreitung in einem
kompressiblen Fluid korrekt erfaf3t.

Das vorliegende Kapitel zeigt die Fahigkeit der Methode der Finiten Massen die Schallaus-
breitung in korrekter Form zu reproduzieren und macht eine umfassende Konvergenzanalyse
in adiabatischen Fluiden, bei denen die innere Energie ausschlielich eine Funktion der Mas-
sendichte darstellt. Beschriankt man sich auf Teilchen, die sich im Raum zwar frei bewegen,
dabei jedoch ihre GrofBe, Orientierung oder Form nicht veridndern kénnen, also ausschlie$3-
lich translatorische Freiheitsgrade besitzen, so ist die Konvergenz quadratisch. Angesichts
des Variationscharakters der Methode der Finiten Massen iiberrascht dieses Ergebnis nicht
sonderlich und wurde bereits in [YseO1] erkannt. Der limitierende Faktor fiir die Konvergen-
zordnung ist die Tatsache, daf} die Teilchen als unabhéngige Einheiten aufgefalit werden und
die Summe der kinetischen Energien der Einzelteilchen (2.22) anstelle der kontiunuumsme-
chanischen kinetischen Energie in die Lagrangefunktion eingeht. Bildet man stattdessen die
Lagrangefunktion aus der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie, so fiihrt dies iiber
einem geeigneten Wiirfelgitter auf ein Differenzenverfahren, mit dem eine beliebige Kon-
vergenzrate erzielt werden kann. Es liegt sogar Superkonvergenz in den Gitterpunkten vor.
Im zweiten Abschnitt wird der allgemeine Fall deformierbarer Teilchen untersucht, bei dem
neben den linearisierten Bewegungsgleichungen der Teilchenpositionen auch die der Defor-
mationen aufgestellt werden miissen. Es stellt sich heraus, dal die Losung des resultierenden
Differnzenverfahrens in den Teilchenpositionen immer noch quadratisch gegen die Lésung
der akustischen Wellengleichung konvergiert, wihrend in den Teilchendeformationen linea-
re Konvergenz gegen deren Gradienten vorliegt. Auch hier kann eine beliebig hohe Konver-
genzrate erzielt werden, wenn man mit der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie in
die Lagrangefunktion eingeht. Die auf diese Art modifizierte Methode der Finiten Massen
stellt eine Galerkin Diskretisierung der akustischen Wellengleichung dar, was im darauffol-
genden Kapitel 5 thematisiert wird. Eine kurze Erlduterung der numerischen Realisierung
des Differenzenverfahrens schlieit das vorliegende Kapitel ab.

34
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4.1 Schallausbreitung mit Teilchen konstanter GroBe

Das einfachste Modell der Methode der Finiten Massen basiert auf Teilchen, die lediglich
translatorische Freiheitsgrade g, (t) besitzen und ihre GroBe H ;(t) = I nicht dndern konnen.
Um die Schallausbreitung eines adiabatischen Fluids in diesem Modell mit Teilchen konstat-
ner GroBe zu beschreiben, geniigt es demnach die Bewegungsgleichungen der Teilchenposi-
tionen

miq; = F; (4.1)
mit den Kriften

F;, = /El(p)V@/)i(m) dx

um den Gleichgewichtszustand konstanter Masse zu lineariseren. Es stellt sich heraus, da3
man unter bestimmten Voraussetzungen an die Formfunktionen 1@ : R* — R, iiber einem
regelmiBigen Gitter eine Diskretisierung zweiter Ordnung der akustischen Wellengleichung
erhilt. Der Beweis beruht auf dem bekannten Prinzip, wonach sich die Konvergenz aus der
Stabilitdt und Konsistenz der Diskretisierung ableitet. Das folgende Diagramm veranschau-
licht diese Vorgehensweise und spiegelt deren wichtigste Aspekte wieder.

Lagrangesche S Akustische
Bewegungsgleichung M Wellengleichung
<3 1 1) um Gleichgewicht (3 1 5)
Diskreti— l Stabilitit T Wahl
sierung +Konsistenz | von ;
(4.1) (4.6)

Linearisierung um Gleichgewicht

Linearisierte FMM—
Bewegungsgleichung

Lagrangesche FMM—

. iiber regelméafigem Gitter
Bewegungsgleichung & 8

Die Methode der Finiten Massen verwendet bei der Diskretisierung der Lagrangeschen Be-
wegungsgleichung (3.11) die Kinetische Energie (2.22) der Einzelteilchen. Um die Kon-
vergenzrate in die Hohe zu treiben, ist es erforderlich, das Teilchenmodell geringfiigig zu
modifizieren und stattdessen mit der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie (3.9) in
die Lagrangefinktion einzugehen.

In den folgenden Abschnitten werden die Idee und Vorgehensweise zur Linearisierung der
Lagranschen Bewegungsgleichung um den Gleichgewichtszustand konstanter Masse sowie
das Konzept zur Verbesserung der Konvergenzrate aus [YseO1] kurz erldutert und die wich-
tigsten Resultate dieser Arbeit vorgestellt.

4.1.1 Die linearisierten Bewegungsgleichungen iiber regelmifBigen Gittern

Beschrinkt man sich auf Teilchen mit ausschlieBlich translatorischen Freiheitsgraden, so be-
wegen sich die Punkte y € R¢ des i-ten Teilchens entlang der Tajektorien ¢ — q,(t)+y und
anhand der in (2.13) festgelegten Notation bezeichnet ¢;(x) := n (z — ¢;(t)) die im Raum
transformierte Formfunktion. Die wesentliche Idee besteht nun darin, zu unendlich vielen
Teilchen iiberzugehen, die um die Gleichgewichtspunkte q := (g, g5, - - . ) oszillieren, so
daf} die Gesamtmassendichte im Gleichgewicht
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einen konstanten und positiven Wert auf dem ganzen R¢ annimmt. Da unendlich viele Teil-
chen um die Gleichgewichtslage oszillieren, enthélt das System natiirlich auch unendlich
viel innere Energie

V= /6(p(:c,t)) de.

Jedoch bleiben in einer Umgebung, in der die Teilchen geniigend nahe an den Gleichge-
wichtspunkten liegen, die Krifte F'; wohldefiniert und konnen dort mittels einer Taylorent-
wicklung linearisiert werden. Befindet sich das System einmal im Gleichgewicht, so wird es
dieses zu keinem Zeitpunkt mehr verlassen, da die Kriifte F; := F;(g) dort verschwinden.
Man erhilt innerhalb einer Umbegung des i-ten Teilchens die Ableitungen

OF;

Fi' =
J aq]

= - / e"(p)[VUil[Vy] " da + 6, Qs
deren Matrizen @Q,; auf der Blockdiagonalen durch
Qi = [ "(P[Veil[Vpl"

gegeben sind (vgl. [Yse01, Lemmal]). Uber dem Gleichgewicht mit konstanter Massendich-
te p(x) = p verschwinden die Matrizen Q,; und

oo OF;
8qj

(@)= — / (p) VIV, de. 42)

Schreibt man die Teilchenpositionen in der Form q,(¢) = gq; + d;(¢), so geht die linearisierte
Bewegungsgleichung (4.1) in die Darstellung

1" _ 1 S
d( _HZ (4.3)

tiber. Da im Triger des i-ten Teilchens endlich viele Teilchen liegen, ist die Summe auf der
rechten Seite endlich und die Krifte wohldefiniert. Die linearisierten Bewegungsgleichungen
(4.3) werden nun in den Gitterpunkten eines regelmifBigen, unendlich ausgedehnten Gitter
angegeben.

Definition 4.1.1. Sind die Vektoren e, ..., eq € R? linear unabhiingig, so bildet die Menge

der Punkte
d
= {Zkueu k€ Z}
pn=1

ein regelmdpfiges Gitter mit der Einheitszelle

d
:{Z)\Meuz()g)\ugl}.

p=1
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Wir betrachten im folgenden ausschlieBlich regelmifBige Gitter GG, deren Einheitszelle das
Volumen eins besitzt, also vol(Z) = 1 gilt. Schreibt man die Gleichgewichtspunkte in der
Form

q,=hk,q;=nl klecG, (4.4)

so bilden diese im Falle der Einheitsbasis ey, ..., e; ein Wiirfelgitter der Gitterweite A > 0.
Geht man davon aus, dal die Massenverteilung aller Teilchen durch dieselbe Lipschitz-
stetige, stiickweise stetig differenzierbare Formfunktion

Gily) = v ().

mit kompaktem Triger gegeben ist, so besitzen mit der Normierungsbedingung (2.4) alle
Teilchen dieselbe Masse

mi= [ty =7 [o@)ay=m [v(@)de=m

Nimmt man zusétzlich an, daB sich die Translationen der Formfunktion um Gitterpunkte zu
einer Konstanten addieren, dann ist diese sogar eindeutig bestimmt.

Lemma 4.1.2. Addieren sich Translationen der Formfunktion 1) zu einer Konstanten, so ist
wegen vol(Z) = 1

/w(w)dwzl VAN qu(m_k):l,

keG

Beweis. Vgl. [YseOl, Lemma 2]. O
Auf dem unendlich ausgedehnten Gitter G vereinfacht sich die Gesamtmassendichte des

Gleichgewichtszustandes
B m /x — hk
=2 Ww< h )

keG

demnach zu der einfachen Beziehung

__m
P =

zwischen der Gesamtmassendichte p, den Teilchenmassen m und der Gitterweite h. Zur
Berechnung der Koeffizientenmatrizen (4.2) aus der linearisierten Bewegungsgleichung (4.3)
wird das folgende Potential eingefiihrt.

Definition und Satz 4.1.3. Das Potential U : R* — R mit
Ue)i= [ vy~ a)ily) dy 4.5)

besitzt die Eigenschaften

(1) U ist gerade, d.h. U(—x) = U(x).
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(2) Ist ) eine Lipschitz-stetige, stiickweise stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem
Triiger, so ist U eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Triiger
und besitzt die Hesse-Matrix

U (x) = / (V) (y — 2)][(Ve) ()T dy.

(3) U" ist gerade.

Beweis. Natiirlich ist U gerade und (1) und (3) folgen. Zum Beweis von (2) berechnet man
zuerst

V) = [ S —2)ow) dy =~ [(6)(y - 2)o(y)dy.

Durch Transformation y = y — « erhilt man

VU(z) = — / (V)@@ + ) d§

und folglich durch erneute Differentiation nach

U'@) =~ [ S (VO@0E +2) dg = - [(VO@IT)E+ ) dg,

woraus durch Riicktransformation die Behauptung folgt. U

Mit diesem Potential besitzen die linearisierten Bewegungsgleichungen (4.3) iiber dem Gitter
G die Darstellung
di(t) = h72 Y U (k —1)dy(t), (4.6)
leG
zu deren Berechnung man lediglich die Hessematrix des Potentials in endlich vielen, von
Null verschiedenen, Gitterpunkten benotigt.

4.1.2 Stabilitit der Finiten Massen-Diskretisierung

Zum Beweis der Stabilitdt der Finiten Massen-Diskretisierung falt man die Stdrungen zu
Folgen d = (d;) zusammen. Die linearisierte Bewegungsgleichung (4.3) ist dann dquivalent
zu der Operatorgleichung

d'(t) = Td(t) 4.7

im Hilbertraum H der Folgen d mit endlicher Norm

(e.)
)17 =) mildi|* < oc.

i=1

Unter der Voraussetzung, dal die Zahl der Wechselwirkungspartner eines jeden Teilchens
gleichméBig beschrinkt ist und eine gemeinsame obere Schranke fiir die Norm der Koeffi-
zientenmatrizen F';; existiert, ist T' : H — H ein beschrinkter Operator und die Operator-
gleichung (4.7) besitzt fiir gegebene Anfangswerte d(0),d'(0) € H eine eindeutige Losung
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d,d : [0,00) — H im Hilbertraum (H, ||-||z). Da T auch selbstadjungiert und nichtpositiv
ist [YseO1, Theorem 2], ist die linearisierte Gesamtenergie

Eunlt) = 5 (1), d/(1)) — 5 (d(r), Td(1)) @38)

eine Erhaltungsgrosse und die kinetische Energie fiir alle Zeiten ¢ > 0 durch die Anfangs-
energie €;;,(0) beschrinkt. Die Diskretisierung ist demnach stabil.

4.1.3 Konsistenz und Konvergenz mit der akustischen Wellengleichung

Der Beweis, dal} die iiber dem Gitter linearisierten Gleichungen (4.3) eine konsistente und
wegen der Stabilitdt auch konvergente Diskretisierung der akustischen Wellengleichung
(3.15) liefern, ist anspruchsvoll und nur unter bestimmten Voraussetzungen an die Form-
funktion %) richtig. Eine Schiisselrolle spielt dabei der folgende Satz.

Satz 4.1.4. Fiir alle vektorwertigen Polynome p : RY — R® vom Grad 2p+1 ist die Bedin-
gung
h™2Y U"(k —p(hl) => Uk — )V(divp)(hl) (4.9)

leG leG

genau dann erfiillt, wenn fiir alle skalarwertigen Polynome P : R* — R vom Grad 2p+1
> P()U"(k) =) U(k)P"(k (4.10)
keG keG

gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn (4.10) nur fiir alle homogenen Polynome P vom
Grad kleiner gleich 2p gilt.

Beweis. Vgl. [YseOl, Theorem 4]. O

Da U gerade ist, besitzt jedes lineare Polynom P : R — R nach Lemma 4.1.2 die Darstel-

lung
= Uk —1)P()

leG

und die linearisierten Bewegungsgleichungen (4.3) sind konsistent mit der akustischen Wel-
lengleichung. In diesem Sinne ist die Gleichung

h™>> U"(k — p(hl) = V(divp)(hk)

fiir alle vektorwertigen Polynome p genau dann erfiillt, wenn (4.10) fiir alle skalarwertigen
Polynome P gilt. Ein Kriterium dafiir gibt der néchste Satz.

Satz 4.1.5. Spannen die Translationen U(- — k), k € G, von U den Raum der Polynome
vom Grad 2p auf, so ist die Konsistenzbedingung (4.10) aus Satz 4.1.4 fiir alle Polynome
vom Grad 2p+1 erfiillt.

Beweis. Vgl. [YseOl, Theorem 5]. O
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Die Konsistenzbedingung (4.9) ist also dann erfiillt, wenn die Translationen U(- — k) des
Potentials U den Raum der Polynome 2p-ten Grades aufspannen. Ist G ein Wiirfelgitter und
die Formfunktion

Y(x) =[] (=) (4.11)

das Tensorprodukt einer ebenfalls Lipschitz-stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren
Funktion ¥ : R — R mit kompaktem Triger, so ist das Potential

Ux) =[] U,) (4.12)

ebenfalls ein Tensorprodukt mit der Funktion U:R— R definiert durch

U(z) = / P —y)(y) dy. (4.13)

Der B,,-Spline (2.8) ist fiir jedes natiirliche n eine (n — 2)-mal stetig differenzierbare Funk-
tion und stellt fiir n > 3 eine zuldssige Wahl fiir die Formfunktion 1; = B, dar. Ferner
umfassen die Translationen B,,(- — k), k € Z den Raum der Polynome vom Grad n — 1. Da
B-Splines gerade sind, ist das eindimensionale Potential die Faltung U= B, * B, = By,
und die Translationen von U bzw. U spannen den Raum der skalarwertigen bzw. d-vektor-
wertigen Polynome vom Grad 2n — 1 auf. Besteht demnach die Formfunktion (4.11) aus den
B-Splines B,, = 1, so fiihrt dies fiir n > 3 zu konsistenten Diskretisierungen der akusti-
schen Wellengleichung fiir alle vektorwertigen Polynome vom Grad 2n — 1. Fiir Polynome
vom Grad drei wird dies durch lineare B-Splines Bs und fiir Polynome vom Grad fiinf durch
quadratische B-Splines B3 erreicht. Die zugehorigen Diskretisierungen (4.6) konvergieren
fiir jedes 7:5 = B,, quadratisch gegen die Losungen der akustischen Wellengleichung.

4.1.4 Superkonvergenz in den Gitterpunkten

Durch eine geringfiigige Modifikation des zugrunde liegenden Teilchenmodells 148t sich so-
gar eine beliebig hohe Konvergenzrate und Superkonvergenz in den Gitterpunkten erzielen.
Die kinetische Gesamtenergie, die bisher dazu verwendet wurde, um die Lagrangefunktion
aufzustellen, bestand aus der kinetischen Energie der Einzelteilchen. In der vorliegenden Si-
tuation oszillieren jedoch unendlich viele Teilchen um die Gleichgewichtspunkte (4.4) und
es bietet sich an, mit einer kinetischen Energie in die Lagrangefunktion einzugehen, die nicht
nur von den Geschwindigkeiten der Einzelteilchen, sondern auch von deren Gleichgewichts-
lage abhingt. Der kanonische Kandidat hierfiir ist die kontinuumsmechanische kinetische
Energie (3.9). Mit der Deformation u : € x R — R? des vom adiabatischen Fluid einge-
nommenen Volumens () ist diese iiber der Gleichgewichtslage mit konstanter Massendichte
von der Gestalt

1
By = §/ﬁ]u(m,t)|2dw. (4.14)
Q

Ausgehend von der Diskretisierung

un(@, ) = 3 o(@/h - k)a,(t)

keG
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der Deformation w resultieren mit derselben Vorgehensweise wie bei der Herleitung von
(4.6) die linearisierten Bewegungsgleichungen

Y Uk —1)d/(t) =h™>> U"(k—1)dy(t).

leG leG

Diese erfiillen die Konsistenzbedingung aus Satz 4.1.4 und konnen stabil nach d; aufgeldst
werden, wenn die skalare Funktion

a(hw) = cos(hv)U (k)

keG

mit a(hv) = 1 + O(h?) von Null verschieden ist, was leicht durch Fourier-Transformation
gezeigt werden kann. Eine ausfiihrliche Analyse dieser Funktion findet in [Yse01] statt. Ins-
besondere ist « liber einem Wiirfelgitter stets von Null verschieden, wenn die Formfunk-
tion aus einem Tensorprodukt von B, -Splines beliebigen Grades besteht. In diesem Fall
liegt demnach Superkonvergenz in den Gitterpunkten vor und eine beliebige Konvergenzrate
kann erzielt werden. Mit quadratischen B,-Splines ist diese von vierter Ordnung, wihrend
fiir Tensorprodukte von kubischen Splines bereits Konvergenz sechster Ordung vorliegt.
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4.2 Schallausbreitung mit deformierbaren Teilchen

Den weiteren Untersuchungen wird das allgemeine Modell der Methode der Finiten Mas-
sen zugrunde gelegt. In diesem besitzen die Teilchen nicht nur translatorische Freiheitsgra-
de, sondern konnen sich auch linear deformieren und damit Verformungen innerhalb einer
Stromung wiedergeben. Neben den Bewegungsgleichungen fiir die Teilchenpositionen sind
im allgemeinen Modell zusitzlich die Bewegungsgleichungen der Deformationen eines je-
den Teilchens um den Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte zu linearisieren.
Das hieraus in Kapitel 4.2.4 resultierende Differenzenverfahren erfa3t die Schallausbreitung
eines adiabatischen Fluids in korrekter Form und liefert liber einem regelméfBigen Wiirfelgit-
ter eine konvergente Diskretisierung der akustischen Wellengleichung. Nach dem bewdhrten
Prinzip ,,Stabilitit und Konsistenz ergibt Konvergenz“‘wird in den beiden Abschnitten 4.2.3
und 4.2.5 gezeigt, daB3 die Differenzengleichung der Teilchenpositionen eine quadratische
Diskretisierung der akustischen Wellengleichung liefert und die Losung der zugehorigen
Gleichung der Deformationen linear gegen den Gradienten der akustischen Wellengleichung
konvergiert.

Bevor die linearisierten Bewegungsgleichungen der Teilchenpositionen und Deformationen
in Kapitel 4.2.2 jedoch aufgestellt und das zugehorige Differenzenverfahren abgeleitet wer-
den kann, bendtigt man sowohl eine Linearisierung der Krifte als auch eine Linearisierung
der Drehmomente um den Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte.

4.2.1 Linearisierung der Krifte und Drehmomente

Sind neben den translatorischen Freiheitsgraden g,(t) € R? auch lineare Verformungen
H,(t) € M?%R) der Teilchen zugelassen, so bewegen sich die Teilchen entlang der Tra-
jektorien

t—q;(t)+ H;(t)y, detH(t)> 0.

AuBer den Bewegungsgleichungen fiir die Positionen miissen nun zusétzlich die Bewegungs-
gleichungen der Deformationen (2.24), um den Gleichgewichtszustand linearisiert werden.
Fiir adiabatische Fluide sind diese nach (2.25) von der Gestalt

Y
m;q;(t) = — /5’(p) 6% de, (4.15)
Jm,H () = —/8’(,0)8620;' de. (4.16)

Wie in (2.16) gezeigt wurde, besitzen die dabei auftretenden Fréchet-Ableitungen die Dar-
stellung
Y

0H,
mity = H;! (ar: —q; (t)) Beim Ubergang zu unendlich vielen Teilchen, die um den Gleich-

gewichtszustand (g, H) mit § = (g;)ic; und H = (H;);c oszillieren, bleiben in einer
geniigend kleinen Umgebung der Gleichgewichtslage neben den Kriften

—[Villy]T —e:H T (4.17)

v

F,= =
dq;

/8’(p)V¢i dx (4.18)
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natiirlich auch die Drehmomente

ov

M.:_ =
! OH;

(o) ((Veiliy)” + v ") da (4.19)

wohldefiniert und man ist in der Lage, die lineare Taylorapproximation von F'; und M

anzugeben. Da sowohl die Krifte als auch die Drehmomente eine Funktion der Positionen

q = (q;)ier und Deformationen H = (H;);cy sind, benttigt man hierfiir die Ableitungen
OF; OF; oM, oM,

i = Z, i':—z, NZ:—Z, ]\4-12—17 4-20

/ oq; 7 0H; / 0q.; ’ OH, (4.20)

J

F

die sich aus der leicht nachzurechnenden Eigenschaft
[Av]|[w]T = Av][w]T, fiiralle A € M*(R) und v,w € R? 4.21)

des @uBeren Produkts ableiten. Wegen den Beziehungen (2.13), (2.14) gilt damit fiir die
Drehmomente

-T
i

oL

Mo = ) (el ]

— [ @) HT (TR + 5.w)1) o da

Nach Transformation auf das Referenzteilchen via y = H; '(x — q;) erhilt man

M, =H;T / ? (pla, + Hiw) ((VO) @)liy)™ + Gu(y)T ) dy.  (422)
Diese Gleichung der Drehmomente iiber dem Referenzteilchen ist der Kern weiterer Un-
tersuchungen. Zunéchst beobachtet man an dieser Darstellung die notwendige Eigenschaft
unseres Modells, daf} die Teilchen sich im Gleichgewicht nicht mehr deformieren. Uber dem

Gleichgewicht mit konstanter Massendichte p heben sich die beiden Terme, iiber die inte-
griert wird, gegenseitig auf.

Lemma 4.2.1. Unabhdingig von der Wahl der Formfunktion 1@ :RY — R gilt

(u/@@ﬂwzmm

2) / (V3 @)y dy = —miL.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition m; = [ @Z(y) dy. Durch
partielle Integration iiber den kompakten Tréiger des ¢-ten Teilchens erhilt man

/ (V) W)y dy = — / Bu(y)8re dy = —mid,,

und damit Aussage (2). O
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Lemma 4.2.2. Befindet sich das System im Gleichgewicht, so bleibt es dies fiir alle Zeiten
und es findet wegen M ; := M ;(q, H) = 0 keinerlei Verformung der Teilchen mehr statt.

Beweis. Offensichtlich verschwinden die Krifte (4.18) iiber dem Gleichgewicht, da &'(p)
konstant ist. Aus (4.22) folgt mit Lemma 4.2.1 die Behauptung. U

Aus der Darstellung (4.22) lassen sich auch die zur Lineariserung der Drehmomente benotig-
ten Ableitungen M ;; berechnen. Allerdings bendtigt man hierfiir die folgenden Fréchet-
Ableitungen, die auch bei der zunichst durchgefiihrten Linearisierung der Kréfte verwendet
werden.

Lemma 4.2.3. Sei 1) : R? — R stetig differenzierbar. Fiir A, H € M(R) und ¢,y € R?
gelten die Fréchet-Ableitungen

0 1 HT
(1) a—H[det Hw(y)} = iam’W

d 1 - -1 -1,.1T - -1
) saplqm )] = g (TOH )] [ ] )

() (A + Hy) = AT[(V) (A(e + Hy)][5]"
Beweis. Fiir eine beliebig kleine Matrix E € M?(R) erhilt man die Darstellungen
det(H + E) =det H + (det HYH T: E + o(E)
sowie
(H+E)'=H'-H'EH ' +0oE),
deren linearer Anteil bekanntlich die Fréchet-Ableitung von det H bzw. H ' ist. Mit der

Quotientenregel findet man die Ableitung von H +— detl 7 demnach als die lineare Abbil-
dung

HT.E
det H

und fiir E = I folgt (1). Wegen o - Ay = ATz - y erhilt man aus der Produktregel die
lineare Abbildung

E — —

HT HT.E

_ -1, -1, = - -1
= e H (VyY)(H 'v)- EH v o H w(H v)
als totale Ableitung von H +— detl VU (H ~!v) und fiir E = I folgt auch Behauptung (2).
Bleibt noch (3) zu zeigen. Bezeichnet dazu 7 : H +— ¢ (A(x + Hy)), so gilt
or 0
= Z(Vm@b) (A(x + Hy)) Amiyr = Z Al (Vi) (A(z + Hy) )y,

= AT[(VY)(A(z + Hy))] [y)7],,-
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Definition 4.2.4. Fiir beliebige Matrizen A € M?(R) und Vektoren & € R® bezeichnet man
die 3-Tensoren A ® & € R* bzw. & © A € RY, welche fiir alle 1 < m,n,r < d durch das
Produkt

ACT|mnr = Amn®r = o Apn = € O A |rn

definiert sind, als Tensorprodukt von A mit x bzw. von x mit A. Sind A, B € Md(]R), SO
heift der fiir alle 1 < m,n,r,s < d durch

A®B |mnrs = AmnBrs
definierte 4-Tensor A @ B € R® das Kronecker-Produkt von A mit B.

Bemerkung. Das in der Standardliteratur hdufig verwendete Kronecker-Produkt von qua-
dratischen Matrizen A, B € M¢(R) wird iiblicherweise in der Form

auB e aldB
A®B= : - : c R¥ x4
adlB . addB

definiert. Setzt man jedoch u = (m — 1)d + rund v = (n — 1)d + s, so ist obige Definition
A@B|uv :A®B|mnrs

dquivalent zu dem gewohnlichen Kronecker-Produkt &, weshalb man namentlich keine Un-
terscheidung macht.

Lemma 4.2.5. Ist die totale Massendichte in einer Umgebung des i-ten Teilchens strikt po-
sitiv, so existieren die Ableitungen F';;, G;; und besitzen die Darstellungen

F,=- / (o) V[V T das + 6,,Qs

" 3¢
G = /5 (P)V); © 8I-Ijj dx + 6;;(R;; + Si).

Die Matrizen Q,; auf der Blockdiagonalen sind dabei durch

Qi = [ £"(p)[Vi][Vp]" da
gegeben und die 3-Tensoren R;;, S;; sind von der Gestalt

R = | €"(p)Vihi © [Vplly]" da,

(GH;T

si= (%) [ ¢ vlact Ha) @) dy

Beweis. Im Gegensatz zur Methode der Finiten Massen mit ausschlieBlich positionellen
Freiheitsgraden hiingen die Formfunktionen v;(z) nun von H; '(x — q;) ab, was jedoch
nichts an der in Abschnitt 4.1.1 angegebenen Darstellung der Ableitungen F';; dndert. Zum
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Beweis der verbleibenden Behauptung iiber die Form der Ableitungen G,;, transformiert
man die Krifte (4.18) viay = H; '(x — g,) auf das Referenzteilchen und erhilt dort

F; = / e'(plg; + Hyy)) H; T (Vi) (y) dy. (4.23)

Da nach Lemma 4.2.3 (2)

o o
aéj(qﬁrﬂiy) = O, Zdetkak(Hkl(qi—i-Hiy—qk))
k
HT ~ B B .
= o (V) (H; (g + Hiy — q;))| [H; (0 + Hiy — q)]
J
—T

gilt, resultiert fiir ¢ # j durch Vertauschung von Differentiation und Integration und anschlie-
Bender Riicktransformation via = q, + H;y aus (4.23)

- B
G = /8”(0(% + Hy))H;T(Vi)(y) © 8—;(% + Hy)dy
J

— [ o@)Voi(a) o { [Ves(@)][w,] " + vs(@) ;" } do

Dabei bezeichnet wie iiblich y; = H j_l (x — g;). Der Fall i = j ist ein wenig komplizierter.

Zunichst liefert die Differentiation von (4.23) nach der Produktregel

" — i 9
Gi= [ <" (pla+ H) . (V)W) © 5 b (a,+ Hiy)dy + S

Bleibt noch eine partielle Ableitung zu berechnen. Hierfiir zieht man den ¢-ten Summanden
aus der unendlichen Summe der Gesamtmassendichte heraus, also

1 ~ —~
. Hz = _— Ifl-_1 ; HZ - A 9
pla; + Hiy) k%: T e @+ Hiy — a))) + g tily)
und erhilt durch Differentiation nach H; mit Lemma 4.2.3 (1) & (3)
ap T - HfT R
74+ H Z oL, (Vo) (Hy (@ + Hiy — a,))][y] - e H W)
Nach Riicktransformation auf © = g, + H ;y ergibt sich schlieBlich
Gi= [ (pl@)Virta )0 {2 V(o] 4] - Hi i) e+ S

womit wegen Vp = Y Vi), alles gezeigt ist. O
k
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Mit denselben Methoden lassen sich auch die partiellen Ableitungen IN ;;, M ;; der Drehmo-
mente M ; berechnen.

Lemma 4.2.6. Ist die totale Massendichte in einer Umgebung des i-ten Teilchens strikt po-

sitiv, so existieren die Ableitungen N ;;, M ;; und besitzen die Darstellungen

" 0%
w0 8

Die Tensoren vierter Stufe U ;;, V ;; und der Tensor dritter Stufe T ;; auf der jeweiligen Block-

diagonalen sind dabei durch
i
T, =- 8
[2 05

und

U=~ [ ') 50 ® Vol de

Vi (S0 ) [ 0a+ B { (V@] )" + )T} dy
gegeben.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis des vorherigen Lemmas und man unter-
scheidet auch hier zwei Fille. Ist ¢ # j so erhdlt man zum einen aus Gleichung (4.19)

Ny == [ @Vl + H "} 0 Vi, de
und zum anderen aus Gleichung (4.22) nach Riicktransformation auf * = q, + H;y
BT [ @) g { VR )7+ w1
— H—T
of ]H (VO] [0,)" + g Patw,) f de

—— [ @) [V [v]" + v T
®{ [V, ()] [yj] + %‘(CU)HJ-_T} dx.

Komponentenweise rechnet man namlich leicht @ = —V1); nach und kennt dartiberhinaus
.7

die Ableltung (ql + H,y) bereits aus dem Beweis des letzten Lemmas. Wie immer

bezeichnet y := yi = H;'(q; — x). Fiir i = j liefert wiederum die Differentiation der
Gleichung (4.22)

Nu-:HiT/a”(p(qi+Hz~y)){[V1@(y)][ 1"+ dily I}®{§§ (qi+Hiy)}dy

%



48 Kapitel 4. Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden

und mit der Produktregel

_ -~ T -~ 1%

M= B [ (pta+ H){[(V0)@) 0]+ D)L} o {500+ By b dy
+ V.

Auf identische Art und Weise, wie man im Beweis von Lemma 4.2.5

0 ) = S (0 (1 B )] o)~ g

durch Abspalten des ¢-ten Summanden hergeleitet hat, erhélt man

ap(q-JrH-y)zz H,~ (Vi) (H; (@, + Hiy — )
ag, £ det H, AL k

woraus durch Transformation via = q,; + H ;y schliellich

Ni= [ & (p@){(Velll™ + il "} o {3 Vi)
ki

und
T .
M = [ & (p()){ [wxw)] ()" + i@ H, T
{ vak —%( JH }dw+vii
k#i
folgt. Wegen der Definition Vp = > V), sind damit alle Behauptungen bewiesen. U
k

Die Darstellung der Tensoren V';; und S;; als Integral iiber das Referenzteilchen liegt dar-
in begriindet, da3 man in dieser Form unter bestimmten Voraussetzungen unmittelbar deren
Verschwinden erkennen kann. Ist etwa die Massendichte konstant, so folgt dies aus Lemma
4.2.1. Natiirlich sind dann wegen Vp = 0 auch die Tensoren Q,;, = R;; =T, =U;; =0
und nach den eben gezeigten Lemmata 4.2.5 & 4.2.6 besitzen die Ableitungsterme im Gleich-
gewicht (g, H) die Form

_ OF; - o
Fy =5 @ H) = —'() / VIV do @24
J

_ F; _

N _ aMZ — N . M= 1/11 T

\T.. — OM; = = 67751 a¢]
M;; = OH, (g, H) :=—£"(p) oOH, ® 8H 4.27)

Dabei BH : S und damit ¢; sowie V4; in den

Gleichgewichtspunkten y = H (CB — q,) ausgewertet wird.
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4.2.2 Die lineariserten Bewegungsgleichungen

Schreibt man neben den Positionen q,(t) = g, + d;(t) auch die Deformationen der Teilchen
in der Form

H;(t) = H; + Dy(t),
so konnen die zugehorigen linearisierten Bewegungsgleichungen in der Auslenkung
(di(t), D;(t)) aus dem Gleichgewichtszustand (g;, H;) eines jeden Teilchens formuliert
werden. Die folgende Definition ermoglicht eine elegante Darstellung der resultierenden Be-
wegungsgleichungen.

Definition 4.2.7. Sind T € R, U € R*" Tensoren m-ter bzw. n-ter Stufe mit n < m, so
bezeichnet

T[U”Tlmrm—n = Z TT'1~-~7'm—n+1-~~7'm Urm—n+1~~-7'm

Tm—n41y-"m=1
die zugehorige Kontraktion iiber die letzten n Stufen von T'.

Besteht der Tensor vierter Stufe T € R®* etwa aus dem Kronecker-Produckt T = A QR B
zweier Matrizen A, B € M%(R), so gilt fiir jede Matrix D € M?%(R) und alle 1 < m,n < d

(A®B)[D]| => (A@B)| D, =A(B:D)|

r,s=1

Entsprechend ist definitionsgemidB (z ® A)[D] = x(A : D) fiir jedes x € R¢ und
(A e x)[d] = A(x - d) fiir d € R?. Mit dieser Notation erhilt man folgendes Resultat.

Satz 4.2.8. Fiir geniigend kleine Storungen d;(t), D;(t) sind die iiber dem Gleichgewichts-
zustand linearisierten Bewegungsgleichungen mit den partiellen Ableitungstermen (4.24)-
(4.27) von der Form

(4.28)

I
NE
Ve
2
E
=
S
E
=

Beweis. In einer geniigend kleinen Umgebung U (g, H) des Gleichgewichtszustandes (g, H )
sind sowohl die Krifte F'; als auch die Drehmomente M ; als Funktionen der Positionen
q = (q;)icr und der Deformationen H = (H;);c; wohldefiniert. Eine Entwicklung um den
Gleichgewichtszustand (g, H) = (q;, H;);cr liefert nach dem Satz von Taylor

Fi(q, H) = +ZZaqﬂ H)ds,
8FZ _ 2
+Z§%%gmMQ“HW@DN)

= > (Fud;(t) + G4D;(1)]) + O(l(d, D))
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und entsprechend
Mi(q,H) = M(qg, H)+> 2, (Nz'j[dj(t)] + Mij[Dj(t)]) +O(||(d, D)]?).

Dies folgt mit Definition 4.2.7 und Lemma 4.2.2 unmittelbar aus den Lemmata 4.2.5 & 4.2.6,
bzw. den daraus resultierenden Termen (4.24)-(4.27) iiber dem Gleichgewichtszustand. [

Bemerkung 4.2.9. Natiirlich kann man die Positionen und Deformationen der Teilchen auch
zu einem Vektor a;(t) :=(q;(t), H;(t)) € R%+% zusammenfassen und die linearisierten Be-
wegungsgleichungen direkt in den «; herleiten. In diesem Fall ist die Gesamtmassendichte

(2.17)
p(x, ;) lez x, )

eine Funktion der «; und aus der inneren Energie (2.23) resultieren durch Differentiation
unter dem Integral die Kraftterme

F; = —go‘j = - / £ (p )gﬁ R+ (4.29)

Die dabei vorgenommene Vertauschung von Differentiation und Integration wird durch die
Eigenschaft erméoglicht, daB (p) eine gleichmiBig Lipschitz-stetige, fast iiberall in x stetig
differenzierbare Funktion der «; darstellt. Mit dhnlichen Argumenten erhélt man fiir ¢ # j
die Linearisierung der Kréfte

0F, v /8,,([))[8%”6%]

Gaj B _6042‘8(1]' - 6&2‘ 804]

Der Fall ¢ = j ist ein wenig komplizierter und kann ohne zusétzliche Glattheitsbedingungen
an die Lipschitz-stetige, stiickweise stetig differenzierbare Formfunktion ) : R — R, mit
kompaktem Trédger nicht angegeben werden. Dies ist auch der Grund, warum wir diesen all-
gemeinen Zugang nicht gewdhlt haben und stattdessen in Abschnitt 4.2.1 die Linearisierung
der Krifte F'; aq V. und Drehmomente M, getrennt voneinander durchgefiihrt
haben. Geht man jedoch davon aus, daf} die Formfunktlon ¥ : R — R, zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist, so erhilt man

N np (Oiq  O%iqT 0%t
Oo; _8ai8ai a _/8 <p)[8ai] [80@} dw—/e( )8a dw

und damit insgesamt

. . . 2
gj@'j = 83‘1 = —/€/I(p)|:8wl} [%}wa — 6@‘/6 (p) wl dx. (430)

da; day? H 0y da?

Uber dem Gleichgewichtszustand @ = (g, H) mit konstanter Massendichte p = p sind
sowohl die innere Energie ¢(p) als auch ihre Ableitungen ¢’(p) und €”(p) konstant. Wegen
der Normierungsbedingung (2.4) ist

oitin = [u@)de = o [ww)dy=o.
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und es bestitigt sich einerseits das Resultat aus Lemma 4.2.2. Die Krifte (4.29) verschwin-
den und das System bleibt fiir alle Zeiten im Gleichgewicht, falls es sich dort einmal befindet.
Andererseits verschwinden aber aus demselben Grund in (4.30) auch die Terme fiir : = j
und es ergeben sich die linearisierten Kraftterme

— 83’“ i, _ 8 i 8 i1 T 2
Fij == 9o, (@) =—<"(p) /[ai} [a—zﬂ dz € MT(R).
Wir sprechen auch hier von einer Linearisierung der Kraftterme J;, obwohl sich diese aus
den lineariserten Kraft- und Drehmomentstermen F'; und M, zusammensetzen. Mit den
Lemmata 4.2.5 & 4.2.6 ist man in der Lage, dieselbe Linearisierung auch fiir eine Lipschitz-
stetige, stiickweise stetig differenzierbare Formfunktion ¢ : R — R mit kompaktem Trager
zu realisieren. Aus diesen Lemmata lassen sich nimlich die hierfiir benttigenten Ableitungen
9F: yind aM =+ aus den schon bekannten Ableitungen (4.20) bilden. Mit der Beziehung (2.15)

Oa;
fiir den Gradlenten von 1; erhédlt man zum einen

70~ [ # 0[5 [5] T © ) o+ 00(Que 81y € RR

und zum anderen

oM " Oy Oy OYy _ Oy & pd
S AT U y )
5o /5 (p)(aHi © 5. oH. 0H‘>da:—|—6w( i Ui+ Vi) € RPR
Bezeichnet F; = (F;, M ;)T wiederum die partielle Ableitung — der inneren Energie, so
ist
02V
g:ij N _8ai8a]~
B " O 1710V T Oy Oy Oy Oy O Oy
= _/5 W([aqi} [aqj] "oq, © 9H, 0H, © 9q, 0H, ° aﬁrj)dm

+ 04 (Qy, Ry + 8, T, Uy + Vi) € R R¥™% R¥x R,

Uber dem Gleichgewicht & mit konstanter Massendichte 5 verschwinden bekanntlich auch
unter dieser schwicheren Voraussetzung an v die Terme fiir ¢ = 7. Fallit man «; € R(@+d*)
als langen Vektor auf, der die H; etwa spaltenweise enthilt, so folgt wegen der Isometrie
RO R*™ R R?" 2 R(#*)” {iber dem Gleichgewicht ebenfalls

- 0F; _ Oy, O T
¥, = = —¢" ’ J 4.31
= gorta) = =) [ [GRI[52)7 de @31
Da aus der geschlossenen Darstellung (2.22) der kinetischen Energie die Ableitung
da;  \ 0 | JmiI) \H, (432)

mit den Blocken m;I € M%R) und Jm,I € M% (R) resultiert, sind damit die um den
Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte lineariserten Bewegungsgleichungen
(4.28) fiir gentigend kleine Storungen a; := (d;, D;) dquivalent zu

1 =z
=—5 Fa, 433
m; ja (4.33)



52 Kapitel 4. Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden

mit der invertierbaren Diagonalmatrix

1 0 2
— (d+d?)
K : ( 0 JI) e M (R). (4.34)
Da sich nur endlich viele Teilchen im Tréger des i-ten Teilchens befinden ist die Summe auf
der rechten Seite endlich und die linearisierten Krifte sind wohldefiniert.

4.2.3 Energieerhaltung und Stabilitit

Um die Stabilitét der vollstindigen Methode der Finiten Massen zu zeigen, verallgemeinert
man die Vorgehensweise aus der Methode mit ausschlieBlich translatorischen Freiheitsgra-
den aus Abschnitt 4.1.2. Dazu falt man die Positionen und Deformationen der Teilchen zu
einem Vektor o;(t) =(q;(t), H(t)) € R*% zusammen. Die um den Gleichgewichtszustand
mit konstanter Massendichte linearisierten Bewegungsgleichungen der Methode der Finiten
Massen sind fiir geniigend kleine Stérungen a; = (d;, D;) € R @) dann dquivalent zu
dem Differentialgleichungssystem (4.33) mit der invertierbaren Diagonalmatrix (4.34). Faf3t
man die Storungen wiederum zu Folgen (a;);c; € R@%) zusammen, so ist das Differenti-
algleichungssystem (4.33) dquivalent zu einer Operatorgleichung der Form

Ka'(t) = Sa(t) (4.35)
mit
1 = 5 00
Sa(t) = (5 > Fias(t)) -
7 =1 =

Definition 4.2.10. Sei (L, (-, )1, ||-||r) der Hilbertraum aller Folgen a = (a;);cr mit der

(gewichteten) Norm
° 5\ /2
lals = (Zmi\ail) < 0.
i=1

Dabei bezeichnet | - | wie iiblich die Euklidische-Norm.

Unter der_Annahrne, daf} eine gemeinsame obere Schranke fiir die Norm der Koeffizienten-
matrizen J;; aus (4.33) existiert, also etwa

ng’L]H = Sup \grijaj] S MVZ,] c I (436)

laj|=1

gilt, besitzt die Operatorgleichung (4.35) eine eindeutige Losung im Hilbertraum L. Dies
beruht unter anderem auf der Tatsache, daB sich im Tréger eines jeden Teilchens nur endlich
viele andere Teilchen befinden. Die Anzahl der Teilchen innerhalb des Trigers des i-ten
Teilchens ist damit nach Ubergang zum Maximum fiir alle i € I gleichmiBig beschriinkt.

Satz 4.2.11. Fiir gegebene Anfangswerte a(0),a’(0) € L besitzt die Operatorgleichung
(4.35) eine eindeutige Losung a,a’ : [0,00) — L.
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Beweis. Unter der Voraussetzung (4.36) ist S auf L ein beschriankter Operator. Da die Teil-
chenmassen m; stets nichtnegativ sind, gilt ndmlich

1 _
ISaly = Y milSal*< D" — > IIF;|ayl?
i i vy
1
(O M) D layf <O mjla; = Cllall;
‘ j j

i

IA

und die Behauptung folgt mit der Invertierbarkeit der Matrix K aus den Existenz- und Ein-
deutigkeitssidtzen gewohnlicher Differentialgleichungen. O]

Um die Stabilitéit der Linearisierung zeigen zu konnen, bendtigt man weitere Eigenschaften
des beschrinkten linearen Operators S.

Lemma 4.2.12. Der beschrinkte lineare Operator S € L (L) ist selbstadjungiert und nicht-
positiv.

Beweis. Auf dem Teilraum 8 = {@ = (a;) : a; = 0 bis auf endlich vielei € I} C L gilt
offensichtlich

3T = 3,

und S ist selbstadjungiert auf 8. Mit (4.31) erhilt man fiir alle Folgen @ = (a;) € 8 die
Beziehung

_ 3 9 )
Zai ’ (Z Sjlja’]) = Zza/i,r Zzgjiﬂrsajvs = —6”(/3) /"a/Z . %
g J r s i

i J

2
dzx,

also (Sa,a);, < 0. Da 8 dicht in L liegt und stetige Operatoren stetig auf den Abschluf}
8§ = L fortgesetzt werden konnen, folgt damit die Behauptung. 0

Aus der Selbstadjungiertheit und Nichtpositivitdt des linearen Operators S resultiert die
wichtige Erkenntnis, daB die linearisierte Gesamtenergie &;;,(t) = E(t) + Viin(t) des Sy-
stems eine Erhaltungsgrofe darstellt. Im Gegensatz zu der Methode der Finiten Massen
mit ausschlieBlich translatorischen Freiheitsgraden, bei der die linearisierte Gesamtener-
gie (4.8) nicht von den Deformationen D; anghiéngig ist, erweitert sich diese nun um den
Deformationsanteil der kinetischen- und inneren Energie. Nach (4.32) und der Definiti-
on des Skalarprodukters (-, -); auf dem Hilbertraums L ist die kinetische Energie von der

Gestalt E(t) = 3(a/(t), Ka'(t)).. Die lineariserte innere Energie besitzt die Darstellung

Viin(t) = —3(a(t), Sa(t)) L.
Satz 4.2.13. Die linearisierte Gesamtenergie der vollstindigen Methode der Finiten Massen
1, , , 1
Elin(t) = 5<a (t),Ka'(t)), — 5<a,(zt), Sa(t)),

ist eine Erhaltungsgrofie.
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Beweis. Der beschrinkte Operator S ist nach Lemma 4.2.12 selbstadjungiert auf L und mit
(4.35) ergibt sich wegen der Symmetrie der invertierbaren Matrix K durch Differentiation

i) = (d(t),Ka"(t)), — %(<a’(t), Sa(t)), + (Saf(t),a'(t)),)
= (a'(t),Ka"(t)), — (a'(t), Sa(t)), = 0.

O

Korollar 4.2.14. Die kinetische Energie E(t) ist fiir alle Zeiten t durch die linearisierte
Gesamtenergie €,;,(0) beschrinkt. Insbesondere ist die Linearisierung stabil.

Beweis. Nach Satz 4.2.13 ist die linearisierte Gesamtenergie €;;,,(t) = £;;,,(0) konstant. Da
S € L(L) nichtpositiv ist, gilt fiir alle ¢

B(t) = 3 (a'(t), Ka' (1)) = Eua(t) + 3 (a(t), Sa(t)) < £ (0).

OJ

Wie iiblich transformiert sich die Stabilitdt auf den inhomogenen Fall. Eine wichtige Aussa-
ge, die dazu bendtigt wird, den globalen Diskretisierungsfehler durch den lokalen Abbruch-
fehler abzuschitzen.

Satz 4.2.15. Sei f : R, — L(L) stetig und K eine Diagonalmatrix der Dimension d + d>.
Die Losung des Anfangswertproblems

Ka"(t) = Sa(t) + f(t), a(0)=0, a'(0)=0

erfiillt mit C = || K ||, die apriori Abschitzung

lall, < C / (t — )1 £(s)c ds.

Beweis. Da S beschriankt und K invertierbar ist, schlieSt man aus der Theorie gewdhnlicher
Differentialgleichungen die Existenz einer Losung E : R, — L(L) des Anfangswertpro-
blems

E'(t)=K 'SE(t), E(0)=0, E(0)=1I.

Mit diesem Fundamentalsystem besitzt die Losung des gegebenen Anfangswertproblems
bekanntlich die Darstellung

alt) = /0 E(t— )K" £(s)ds,

und a = E(t)v ist fiir jedes beliebige v € L eine Losung des homogenen Anfangswertpro-
blems
a'(t)= K 'Sa(t), a(0)=0, da(0)=w.



4.2 Schallausbreitung mit deformierbaren Teilchen 55

Da K eine Diagonalmatrix ist, 146t sich die linearisierte Gesamtenergie auch in der Form

1 1 _
Einlt) = 5la' (1)} - (alt), K 'Sa(t),
schreiben. Nach den beiden Sitzen 4.2.11 und 4.2.13 ist damit fiir alle Zeiten ¢ > 0 die

Abschitzung ||a’(t)||, < ||v]|. erfiillt. Folglich ist

t
I1E(t)v]r < / la’(s)]| ds < t]v]|.
0
oder ||E(t)||r < tfirallet > 0. [

4.2.4 Die linearisierten Bewegungsgleichungen iiber regelmifBigen Gittern

Uber einem unendlich ausgedehnten Gitter G der Gitterweite h > 0, wie es in Definition
4.1.1 mit q; = hk eingefiihrt wurde, vereinfachen sich neben den linearisierten Bewegungs-
gleichungen (4.28) der Positionen (4.6) auch die der Deformationen. Dies basiert auf der
Tatsache, daf} die Teilchengestalt invariant gegeniiber linearen Transformationen des Rau-
mes ist und somit alle Matrizen H ; im Gleichgewicht von der Form

H,=hI (4.37)
sind. Die Formfunktionen ng werden daher in den Gleichgewichtspunkten

_ 1
y:Hil(a:—E]i):E(a:—hk):w/h—k
ausgewertet. Wie in Kapitel 2.1 eingefiihrt, geht man dabei von einer Lipschitz-stetigen,
stiickweise stetig differenzierbaren Formfunktion 1) : R% — R, mit kompaktem Triiger
aus, und macht fiir alle Teilchen den Ansatz

bily) = mit(y)

mit den Normierungsbedingungen (2.4) bis (2.6). Unter der Voraussetzung, daf3 alle Teilchen
dieselbe Masse m,; = m besitzen nimmt die Gesamtmassendichte des Gleichgewichtzustan-
des iiber dem Gitter wieder die einfache Beziehung

m

P=

o (4.38)

an. Nach Lemma 4.1.2 gilt wegen H; = hI und q; = hk nimlich

1 = m " _
ZdetH%( i m_qz ZdetHz H, (m_qi)>

=1

und man kann die um den Gleichgewichtszustand linearisierten Bewegungsgleichungen aus
Satz 4.2.8 iiber einem regelmiBigen Gitter angeben.
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Satz 4.2.16. Bilden die Gleichgewichtspunkte q; = hk,q; = hl, k,l € G, ein regelmdifiiges
Gitter der Gitterweite h > 0, so lauten die linearisierten FMM-Bewegungsgleichungen aus
Satz 4.2.8

2

di(t) = 15 > (U"(k = Dei(t) + Gk — )[Du(t)]), (439)
leG
Dift) = - ™ (N (k — ()] + Mk ~ DDy (1) (4.40)

leG

mit der Hessematrix des Potentials U aus Definition und Satz 4.1.3, den Tensoren dritter
Stufe

Gl@)i= - [ (Vo) - 2) o {(VO@IWT + o)1} dy. @a1)
N =~ [{(0)w -2y -+ v - DI} o (Vo@dy @)
sowie dem Tensor vierter Stufe

/{ )|y — ] + ¢y - w)I} was)

®{[(W)( Niy)™ + v (y)1 | dy.

Beweis. Uber dem Gitter G mit q; = hk, q; = hl und (4.37) gilt im Gleichgewicht

@) = e (L (@ - ) = fola/h— k),
Vi) = 5 (VO (@ - ) = 5 (V) (@/h— k).

Da alle Teilchen dieselbe Masse m; = m besitzen, sind die Terme »_; N;;[d;(t)] und
>, M ;|D;(t)] iiber dem Gitter von der Gestalt

=S )y [ (VO @/ b=/ =k T = R)T } (V) (2 /h—1)-dy)

leG
und

@ [{((Ta/h ~ K/n— KT + v/~ R

leG

L(V9)@/h — D)w/h — 1T + (a/h— DT) - Dy(1)} da.

Durch Transformation auf das Referenzteilchen via y = x/h — 1 folgt mit der Beziehung
c? = £"(p)p fiir die Schallgeschwindigkeit Gleichung (4.40). Analog zeigt man Gleichung
(4.39) fiir die Positionsauslenkungen. L]
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4.2.5 Konsistenz und Konvergenz mit der akustischen Wellengleichung und ihrer Orts-
ableitung

Unter geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion ¢/ ist man nun in der Lage, die Kon-
sistenz der linearisierten Bewegungsgleichungen der Methode der Finiten Massen mit der
akustischen Wellengleichung 4 = ¢*V(div u) bzw. deren Gradienten

Vir = ¢*V (Div (VuT)) (4.44)

zu zeigen. Genauer stellt sich heraus, da3 die linearisierten Bewegungsgleichungen der Po-
sitionsauslenkungen (4.39) konsistent mit der akustischen Wellengleichung sind, wihrend
die Bewegungslgleichungen der Deformationsauslenkungen (4.40) eine konsistente Diskre-
tisierung des Gradienten Vu bilden. Wegen der Stabilitét der Diskretisierung, die durch Satz
4.2.15 zum Ausdruck kommt, ist die Diskretisierung konvergent und die Storungen breiten
sich wie Schallwellen entlang dem Gitter aus. Dies 146t sich besonders elegant beweisen,
wenn man die 3-Tensoren G und IN sowie den 4-Tensor M besser versteht. Zu diesem
Zweck definiert man zwei Funktionen, die eine Interpretation der Tensoren als zweite Ab-
leitungen gestatten. Die daraus resultierenden Symmetrien in gewissen Komponenten der
Tensoren spielen auch bei der Galerkin Diskretisierung in Kapitel 5 eine entscheidende Rol-
le.

Definition und Lemma 4.2.17. Sei ¢ : R? — R eine zuliissige Formfuntion. Dann sind
die durch

v(@) = / by — )Yy dy, (4.45)
V(x) = /@/)(y —z)U(y)[ylly — =|" dy (4.46)

definierten Abbildungen v : R* — R% und V : R? — M%(R) zweimal stetig differenzier-

bare Funktionen mit kompaktem Tréiger. Ist (x) = szl J(xu) das Tensorprodukt einer

Lipschitz-stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren, geraden Funktion ) : R — R mit
kompaktem Trdger, so ist zum einen v ungerade und erfiillt die Beziehung

2v(x) = zU(x), (4.47)
und zum anderen ist V.= VT symmetrisch und gerade.

Beweis. Eine zulidssige Formfunktion v ist eine Lipschitz-stetige, stiickweise stetig differen-
zierbare Funktion mit kompaktem Trager. Damit sind sowohl v als auch V' zweimal stetig
differenzierbar. Fiir jedes 1 < m,n,r, s < d rechnet man leicht

V@) = - [(Voy - o) o (V@M +vwI}ay| — @as)
und

(V20,0 (@) = — / (V) — )] [(V9) ()] ® iy — 2]], .

—I®[(VY)(y—o)|[vy)y—=2)]|
+I@ [(V)(y —=)][v(y)(Y)]],.,,.. dy—U@II]|

mrns’



58 Kapitel 4. Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden

nach. Der Beweis beruht auf der Transformation z := y — @ nach der ersten partiellen Dif-
ferentiation. Zum Beweis der Symmetrie von V' zerlegt man die Matrix V. = U — W in sym-

metrische Matrizen U = [ ¢ (y — ) (y)[y][y]" dy und W = [ (y —z)¢(y)[y][x]" dy.
Sicherlich ist U symmetrisch. Zum Beweis der Symmetrie von W, und damit von V, sei

oBdA 1 <r # s <d.Isty(x) = HZ:1 " (z,,) das Tensorprodukt einer geraden Funktion "
mit kompaktem Tréger, so erkennt man mit Hilfe des Transformationssatzes

/w — )Y ydy:/lpx— ydy—/lp x—z(a:—z)dz

= /wz—x dz—/wz—a: 2)zdz
und damit die Beziehung

[ o= 0ids =3 [ 30wy

Mit der Notation dy := dy;...dy,z,...dy, folgt aus dem Satz von Fubini

/w(y—w) Y)y, dy = /Hw (Y, dy/w v = 20 (Yr) Y dyr

— [ 1100~ 2w a7 (5 [ 96w~ )00 doe)

Daraus erhilt man einerseits wegen

W=, [0y~ @) dy =73 [ oy - a)iw)dy =W,

die Symmetrie von W und andererseits die Beziehung (4.47) zwischen v und dem Potential
U.Da U gerade ist, ist damit v ungerade. Schlielich folgt aus der Symmetrie von V' mit dem
Transformationssatz die Eigenschaft V(—x) = V(). O

Auf gewisse Art und Weise lassen sich die 3-Tensoren G und IN aus den linearisierten Be-
wegungsgleichungen als zweite Ableitungen der vektorwertigen Funktion v auffassen. Unter
geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion 1) folgen daraus zwei wichtige Symmetri-
en. Zum einen in der ersten und zweiten Komponente von G und zum anderen in der ersten
und dritten Komponente von IV.

Lemma 4.2.18. Ist ¢(x) = szl 1;(33“) das Tensorprodukt einer Lipschitz-stetigen, stiick-

weise stetig differenzierbaren, geraden Funktion 7; : R — R mit kompaktem Trdiiger, so gilt
fiir jedes 1 < m,r,s < d

G(z)|,, = Vo, vs(@) = =V,v,(—2) = —N(x)

mrs

(4.49)
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Die Komponenten der 3-Tensoren (4.41) und (4.42) aus den linearisierten Bewegungsglei-
chungen (4.39) & (4.40) erfiillen die Symmetrien

(4.50)

und

N(z)| = N(z)| 4.51)

rsm msr’

Beweis. Nach (4.48) ist offensichtlich fiir jedes 1 < m,r,s < d

Dariiberhinaus rechnet man
N @), = — [T = )0 = )+ 00y — @)} () ) dy
=D, [(%u) )iy~ @)y dy — 2.0, [ (%) )ity — o) dy
- [ @)ty - @) dyo..

woraus sich durch Transformation via z = y — « sofort

N(z)|,. =D, / (V) (2 + 2)p(2) (2 + 2) dz — 2D, / (V) (2 + 2)ip(2) dz
_ / (Vo) (2 + @) (2) dzb.,
= D,D,, /¢(z + &) (2)z,dz = V2, v(—x)

ergibt. Unter den gegebenen Voraussetzungen an die Formfunktion v ist nach Lemma 4.2.17
v ungerade. Es resultiert die Beziehung (4.49) und daraus die Symmetrien (4.50) & (4.51).
O

Ein wenig aufwendiger gestaltet sich die Darstellung des 4-Tensors M als zweite Ableitung
der matrixwertigen Funktion V. Unter denselben Voraussetzungen an die Formfuntion v
resultieren auch hier wichtige Symmetrien.

Lemma 4.2.19. Die Komponenten des 4-Tensors (4.43) aus der linearisierten Bewegungs-
gleichung (4.40) besitzen fiir jedes 1 < m,n,r,s < d die Darstellung

M (2)|mnrs = V2, Vin () (4.52)

Ist die Formfunktion v)(x) = HZ:I " (z,) das Tensorprodukt einer Lipschitz-stetigen, stiick-

weise stetig differenzierbaren, geraden Funktion @Z : R — R mit kompaktem Trdger, so gilt
fiir alle © € RY die Symmetrie

M (x)|mnrs = M () |msrn- (4.53)
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Beweis. Fiir jedes 1 < m,n,r,s < dist

M(@) s =~ [(%)y — @) (V) il 2 dy 4
= [ (V)@ = @0l0) 0~ 1) dy (4.55)
b [ (V0))0ly — ). dy (4.56
— Omndrs / U(y — @) (4.57)

Wegen der Linearitit des Integrals setzt sich der erste Term (4.54) aus den beiden Anteilen
- [ ) - @)% () dy @.58)

und

0 [ (V) y — )(%) (). dy (4.59)

zusammen. Wir betrachten zunichst (4.58). Durch Transformation via z = y — « erhilt man
nach Vertauschung von Differentiation und Integration

D, / D(2) (V) (2 + ) (26 + ) (2 + ) dz
— Dm{DT/dJ(z)q/)(z b )22, dz + $nDT/1/J(z)1/)(Z +x)z, dz
+ xSDT/@D(z)w(z +x)z,dz + xnstT/vp(z)w(z +x) dz}.

Mit der Notation 7(x) := 1)(y — x )1 (y) ergibt sich nach Riicktransformation viay = z +x

Dm{Dr{ / (@) ysyn dy — @0 / @)y, dy — . / (@) yn dy + Tnts / (z) dy}
+ anr{/ @)y dy — ., / () dy} + xSDT{/ (@) yn dy — T / (x) dy}

+ zpxs D, / 7(x) dy},
woraus sich durch auflosen der inneren Klammern der Term (4.58) schlielich zu
D,.D, /T(:c)ysyn dy — 6,,D,, /T(:c)ys dy — 6,sD,, / 7(x)y, dy (4.60)

vereinfacht. Mit der identischen Vorgehensweise rechnet man fiir den Term (4.59)

—2.D, / (=) (V) (2 + @) (2, + ) d
= —x,D,, /1/1 z+x)zsdz + xsD, /w —|—:c)dz}

— —anm{DT{/T(w)ys dy —xs/r(:c) dy +$3Dr/7(w) d’y}

= —:vanDr/T(m)ys dy—i—&rsaanm/T(m) dy
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und sieht unmittelbar, da} Term (4.55) die Darstellung

5T3Dm/7'(a:)yn dy — 6r5$an/T(w) dy

besitzt. Letztlich wird der Ausdruck (4.56) mit denselben Techniken zu
— bmn /(Ww)(z + @) (2)(zs + z5) dz
= —SpnD, / (2 + x)p(2) 25 dz — Snws Dy / U(z+ z)(z) dz
— —6mnDT{/T(az)ys dy — 1‘5/7'(33) dy} - 6mnx8Dr/T(:L‘) dy

= _6mnDr/T(w)ys dy+6mn6rs/T(w) dy7

so dal} sich insgesamt etliche Terme gegenseitig aufheben und
M (2)|mnrs = DD, /T(w)ysyn dy — 6, Dp /T(w)ys dy
— 2y Dy D, / T(2)ys dY — 6un Dy / 7(x)ys dy
=2, [ @l 5a) dy = T2 Verl2)

resultiert. Nach Lemma 4.2.17 ist V. = VT symmetrisch, also
M(m)|mnrs = vn%rvsn(w) - vn%rVnS(m) = M<m)|msm
L]

Bemerkung 4.2.20. Die Darstellung (4.52) und die Symmetrie (4.53) in der zweiten und
vierten Komponente von M zeigen eine weitere Eigenschaft des 4-Tensors M. Unter der
Voraussetzung von Lemma 4.2.19 an die Formfunktion ¢ ist fiir jedes 1 < m,n,r,s < d

Erinnert man sich daran, daB der Tensor M (bis auf die Konstante mc?h~2) gerade die um

den Gleichgewichtszustand (g, H) mit konstanter Massendichte p linearisierte Ableitung
5 I?Z;/ H, — 0 Igngi tiber dem Gitter G mit q; = hk, k € G, ist, so iiberrascht dieses Resultat

in keinster Weise.

FaBt man fiir jeden Gitterpunkt k € G die Auslenkungen dj, € R? und Dy, € M%(R) als
einen langen Vektor (dy, Dy) € R auf, so ist die Kontraktionsdarstellung der beiden
linearisierten Bewegungsgleichungen (4.39)&(4.40) wegen der Isomorphie R¢ x R? = RY
via (r,s) — m = r + (s — 1)d fiir jedes 1 < r,s < d dquivalent zu der Matrix-Vektor-
Multiplikation

<é 1 ) (3’;) B Z_zlezg (IJ]\;(S’; "y E<<’,‘;‘_’2>) (gll) ERUH. @62)
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Fiir die Konsistenz dieser Diskretisierung mit der akustischen Wellengleichung bzw. deren
Ortsableitung ist das folgende Resultat entscheidend. Dank der eben gezeigten Symmetrien
in den Tensoren G, N und M gilt die Aussage fiir alle Ansatzfunktionen, die aus Tensor-
produkten von B,,-Splines mit n > 3 bestehen.

Satz 4.2.21. Ist die Formfunktion ¢ (x) = szl B, (z,) das Tensorprodukt von B,,-Splines
mit n > 3, so gilt fiir alle vektorwertigen Polynome p : R — R vom Grad deg(p) < 3

(thY[()?\izv(pv)él;k) hk ) =h Z (U” ) J\C;:r((’;;_—ll))> (h(%(ph)l()w) '

Beweis. Schreibt man p(x) = p(k—x/h), so gilt die Behauptung genau dann, wenn fiir alle
vektorwertigen Polynome p : R? — R? vom Grad deg(p) < 3

<—J Vv(f()(ifv(p)((;) 1) )) -2 (%,((’,: - ll)) J\CZ((IZ_—llD (—(Ev(g)(_’clz l))

leG

gilt. In Kontraktionsschreibweise ist dies genau dann der Fall, wenn die beiden Gleichungen

V(divp)(0) = Y U"(k)p(k) - Y _ Gk k)], (4.63)

keG keG
—JV (Div(V)T)(0) = > N(k)[p(k)] — Y M(k)[(VD)(k)] (4.64)
keG keG

tiber dem unendlich ausgedehnten Gitter G erfiillt sind. Bezeichnet e, den v-ten Einheits-
vektor des RY, so geniigt es sogar vektorwertige Polynome der Form p(z) = P(x)e, mit
skalarwertigen Polynomen P : R? — R vom Grad deg(P) < 3 zu betrachten. Jedes vek-
torwertige Polynom 148t sich ndmlich durch Linearkombination aus derartigen Polynomen
konstruieren. Durch komponentenweises nachrechnen lassen sich fiir jedes 4 = 1, ..., d leicht
die Beziehungen

divp = D,P, Div(Vp)T =V(D,P), (Vp)=[e)[(VP)T

verifizieren und die Gleichungen (4.63) & (4.64) sind dquivalent zu den beiden Gleichungen

=Y " P(k)U"(k)e, — > G(k)[[e,][(VP)(K)]T], (4.65)

keG keG
~JV*(D,P)(0) => Pk — > M(k)[[e,][(VP)(k)]"]. (4.66)
keG keG

Fird > 3und 1 < g # £ # ¢ < distdurch (1,2, 22, z,2¢, 25, 12 2¢, T, 7c1¢) ei-
ne vollstindige Basis des Raumes der skalarwertigen Polynome P : R¢ — R vom Grad
deg(P) < 3 gegeben, wihrend fiir kleinere Dimesionen d = 1,2 die Basiselemte mit £ und
¢ bzw. ¢ nicht mehr auftauchen. Durchlduft P diese Basen, so sind die linken Seiten von
(4.65) bzw. (4.66) offensichtlich nur fiir Basiselemente zweiten bzw. dritten Grades von Null
verschieden. Fiir jedes 1 < r, s, u, € < d gilt dann zum einen

VT(D%UZ)(O) - 251/#5#7‘7 VT(DV@@E)(O) - 5V£6w + 51/#67”5
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und zum anderen
_JV7"?9(DV':U}E,}L> (0) = _6J5ru5sp(5pl/>

sowie
—JVi,(D,,xixg)(O) = _2J63,u6w/6£r — 2J6m6w,68§ — 2J6m68#6£,,

und auch

_‘]VTZS(DVxﬂxf‘TC)<O) - _‘]<6HV65§57’C + 6/11/58(67”{ + 61/{65“67'(
+ 60e05¢0rp + OucO5u0re + OucOsebry)-

Es bleibt noch zu zeigen, da} die rechte Seite von (4.65) bzw. (4.66) auf dieselben Terme
fiihrt, was sich komponentenweise beweisen 1da6t. Entscheidend hierfiir ist Lemma 2.1.2.
Dieses gestattet, die in allen Termen auftretenden Summen der Art

Z Wy — k)ELEEEE,  |q| < 3 fiir jeden Multiindex g € IN?,
keG

wegen der Tensorproduktstruktur der Formfunktion ¢ (x) = HZ:1 B, (z,) mitn > 3 zu
berechnen. So ist etwa fiir das Basiselement {:ci} nach der Definition des Potentials U

> BV M| = [(CRE0E-8)Cow)
keG k
— [ (5 > kit = ) (%) o)

_2/<Vu¢)( )yuém dy = 20, 6#7’

Mit dem Satz von Fubini erhilt man nédmlich durch partielle Integration iiber den kompakten
Trager von v mit der Normierungsbedingung (2.4)

- / (V) (g dy = / ()b dy = b, 4.67)

Wegen der Tensorproduktstruktur von v ist

Zk:kgwyk (ZkB ))(karan(yg )<H(ZB ))

tA(p,E) ki

und fiir das andere Basiselement zweiter Ordnung {x,z,} ergibt sich in Dimensionen d > 2
> kU (e | == [ hibe(Toy — ) (V) ) dy
k

keG
0
= [ (5, we) (V) w) s
= 6y + O,
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Da dieser Term aber fiir alle anderen Basiselemente, die nicht von Ordnung zwei sind, ver-

schwindet und auch
> G(k)[[e[(VP) (k)T

fiir alle Basiselemente keinen Beitrag liefert, ist die erste Gleichung (4.65) bewiesen. Zum
Beweis der zweiten Gleichung (4.66) zeigt man unter Verwendung der Symmetrie (4.61)
durch analoge Rechnungen, daf3 auch

> M(K)[[e)(VP)(K)]
keG
fiir jedes Basiselement verschwindet und nur
> P(k)N(k)e,]
keG

fiir Basiselemente dritter Ordnung von Null verschieden ist. Hierfiir benotigt man die Be-
ziehung (4.49) zwischen den 3-Tensoren G und IN. Mit ihr und der Definition (2.6) der
Trigheitskonstanten .J erhilt man exemplarisch fiir das Basiselement {z7}

PLANMOICH

keG

J(ZE@ow-8) (@0 vws.) i

rs

_ / (8120 + 18) (%) (W)ys + V()61

= (3 / (V) (y)ysys dy + 3J5rs) Ouv-

Dabei bezeichnet v die Konstante aus Lemma 2.1.2 und der obige Ausdruck verschwindet
sicherlich fiir r # (s, 1). Durch partielle Integration resultiert dann

3 / (V) (y)ysys dy = —3 / V() (Yibrs + 2Ysyubry) dy

und somit
SN (k)]
keG
Mit identischen Argumenten erhilt man auch fiir die beiden anderen Basiselemente dritter
Ordnung {:rixg, z,xex: } Gleichungen, die nicht mehr von der Konstanten y abhéngen und
mit den oben angegebenen linken Seiten von (4.66) fir {z7z¢} in d > 2 baw. {z,z¢xc} in
d > 3 tibereinstimmen. Folglich ist auch (4.66) fiir alle Polynome vom Grad deg(P) < 3 in
allen Dimensionen d > 1 erfiillt und somit alles gezeigt. L

= —6.76,,85,-

rSs

Bemerkung 4.2.22. Ohne die Beziehung (4.49) zwischen den 3-Tensoren GG und IV, sowie
der Symmetrie (4.61) des 4-Tensors M wiére der Beweis von Satz 4.2.21 nur fiir Tensorpro-
dukte ¥ (x) = HZ=1 B, (z,) von B,-Splines mit n > 4 mdoglich. Es miifiten dann ndmlich

auch Summen der Form
> kpu(y — k)
k

berechnet werden, die erst fiir Tensorprodukte von B,,-Splines mit n > 4 eine einheitliche
Form wie in Lemma 2.1.2 besitzen.
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Sei (u, Vu) die zweimal stetig differenzierbare exakte Losung der akustischen Wellenglei-
chung und ihrer Ortsableitung (4.44). Bezeichnen u(hk, t) und (Vu)(hk,t) die zugehorigen
Werte in den Gitterpunkten, so gilt nach Definition des lokalen Abbruchfehlers 74(¢) durch
Einsetzen der exakten Losung in das Differenzenverfahren (4.62)

2 V(div u)(hk,t) c? U'(k-1) Gk-1) u(hl)
C(ﬂmqmvwmﬂjmmw>:7ﬁ§:<Amk_Q Aﬂk_pD<Mvmam>+m@)

leG

Die Differenzen
. u(hk,t) — dg(t)

ex(t) = (h(Vu)(hk,t) - Dk(ﬂ)

zwischen den Werten der exakten Losung in den Gitterpunkten und der Losung der Diffe-
renzengleichung (4.62) mit den Anfangswerten

di(0) = u(hk,0), d(0)=u(hk,0),
Dy(0) = h(Vu)(hk,0), D}(0)=h(Vu)(hk,0)
erfiillen die Gleichung
. c U'(k—1) G(k-—1)
Keég(t) = ﬁlezc (N(k—l) M(k—l)) ex(t) + i(t)

mit den Anfangswerten eg(0) = 0, e}, (0) = 0. Nach Satz 4.2.11 ist damit

HthSCKkVﬂNﬂWh%

und der Diskretisierungsfehler e strebt mit derselben Geschwindigkeit im Diskretisierungs-
parameter h gegen 0 wie der lokale Abbruchfehler 7. Fiir diesen gilt wegen Satz 4.2.21 aber

I7(s)ll. = O(h?).

Uber einem unendlich ausgedehnten Wiirfelgitter liefert die Methode der Finiten Massen in
den Positionsauslenkungen d damit eine Disktretisierung zweiter Ordnung der akustischen
Wellengleichung, was das Resultat aus Kapitel 4.1.3 bestétigt. Dariiberhinaus ist nun sogar
eine Konvergenzaussage beziiglich dem Gradienten (4.44) der akustischen Wellengleichung
moglich. Wie eben gezeigt wird dieser linear durch die Deformationsauslenkungen D ap-
proximiert.
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4.3 Numerische Simulation

Zur Simulation der Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden miissen die linearisierten Be-
wegungsgleichungen (4.39), (4.40) iiber einem regelmiBigen Gitter aufgesetzt und das zu-
gehorige Differenzenverfahren numerisch gelost werden.
Im Teilchenmodell mit ausschlieBlich translatorischen Freiheitsgraden gestaltet sich dies be-
sonders einfach. Hier reduzieren sich die linearisierten Bewegungsgleichungen auf die Ge-
stalt (4.6), zu deren Losung lediglich die Hesse-Matrix des Potentials (4.5) in endlich vielen
Gitterpunkten k € G benétigt wird. Ist G = Z¢ ein Wiirfelgitter und 1) das Tensorpro-
dukt (4.11) einer ebenfalls Lipschitz-stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren Funktion
¥ : R — R, mit kompaktem Tréger, so ist die Normierungsbedingung (2.4) nach Lemma
4.1.2 genau dann erfiillt, wenn
gz —k)=1 (4.68)
kEZ
gilt. Mit der durch (4.13) definierten skalaren Funktion U:R— R, besitzt das Potential
dann auch Tensorproduktstruktur (4.12) und die Berechnung der Matrizen U" (k) k € G
beschrinkt sich auf die Bestimmung der skalaren Werte

Ukk), U(k), U'(k), keZ

in den Gitterpunkten £ innerhalb des Tréigers von U bzw. zZ

Liegt den Untersuchungen hingegen das allgemeine Modell deformierbarer Teilchen zu
Grunde, so bendtigt man wegen der Beziehung (4.49) auBler der Hesse-Matrix des Poten-
tials U zusitzlich die zweiten Ableitungen der Funktionen (4.45) und (4.46). Dabei geniigt
es wiederum, diese in den endlich vielen Gitterpunkten k& € G zu bestimmen, die innerhalb
des Trigers der Formfunktion v liegen. Eine fiir die Simulation geeigneite Wahl der Form-
funktion {/; stellen die in Abschnitt 2.1.1 eingefiihrten B,,-Splines fiir n > 3 dar. Diese sind
nimlich derart konstruiert, daB ihre Uberlagerung

> Bulx—k)=7 (4.69)

keZ

stets einen skalaren Wert v € R annimmt. Durch
Skalierung erreicht man v = 1 und erfiillt die er-
forderliche Normierungsbedingung (4.68). Da B,,-
Splines einen kompakten Tridger besitzen sind nur
die um endlich viele Gitterpunkte £k € 7 ver-
schobenen Splines B,(xr — k) auf dem Triger
von B,(x) von Null verschieden. Deren Anzahl
wichst mit zunehmendem 7, was auch die Grofe
des zugehorigen Differenzensterns linear anwach-
sen 1dBt. Wihrend fiir n = 3 dieum £ = —2...2
verschobenen Bj-Splines beriicksichtigt werden
miissen, liefern fiir n = 4 bereits die entsprechend
um k£ = —3...3 verschobenen B,4-Splines einen
Beitrag. Nebenstehende Abbildung zeigt den Dif-
ferenzenstern fiir n = 4 in Dimension d = 2.

(k1 —3,k2+3) (k1 +3,k2+3)

(1, k)

(k1 —3,ky —3) (k1 +3,k2 —3)
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Die dem Differenzenverfahren zugrunde liegenden Gitterpunktgleichungen aus Satz 4.2.16
sind iiber einem unendlich ausgedehnten Gitter angegeben und beschrieben dementspre-
chend die Schallausbreitung in unendlich ausgedehnten, adiabatischen Fluiden. Um die vor-
liegende Situation zu simulieren, ordnet man unendlich viele Teilchen entlang den Gitter-
punkten k € G an und rechnet periodisch. Dies reduziert die eigentlich unendlich grofe
Anzahl von Teilchen auf endlich viele Reprdsentanten N. Bei der Berech-

nung der Krifte miissen damit die zu jedem
Reprisentanten gehorigen Teilchen beriicksichtigt
werden, die einen nichtleeren Schnitt mit dem
Simulationsgebiet haben. Nebenstehende Skizze suileﬁﬁﬁ?;};bbm
veranschaulicht diesen Effekt. Insbesondere

bendtigt man zur Berechnung der Massendichte
eines randnahen Punktes innerhalb des Simulati-
onsgebiets, den Beitrag sdmtlicher Teilchen, die in
das Simulationsgebiet hereinragen.

Mit Hilfe einer auf dem Triger von v exakten Quadraturformel werden die entsprechenden
Tensoren (4.41),(4.43), wie auch die Hesse-Matrix von U diskretisiert und das Differen-
zenverfahren mittels eines geeigenten Zeitintgrators gelost. Dazu fait man die Vektoren dy
und Matrizen D) der Positions- und Deformationsauslenkungen zu einem langen Vektor
z = (dg, D)reg der Dimension (d + d?) N zusammen. Mit dieser Notation besitzt das
Differenzenverfahren die Darstellung

z// — f(z)’

wobei die Krifte f(z) mit den rechten Seiten von (4.39) und (4.40) korresponieren. In beiden
Modellen bietet sich das symplektische Stormer-Verlet-Schema als Zeitintegrationsverfahren
an. Dieses respektiert die physikalischen Eigenschaften eines abgeschlossenen Systems und
erhélt neben der Energie auch Impuls und Drehimpuls. Die Approximationen an z und 2’
zum Zeitpunkt ¢,,,. 1 = t,, + 7 berechnen sich dabei aus dem Zwischenwert

T
!/
zm+1/2 =Zny+ S2m

gemil dem zeitreversiblen Integrationsschema

/ o o T _
Zop1 = 2 + T (Zmy12), Zmi1 = Zmyrje + 9%m+1

Mit dem hier vorgestellten Differenzenverfahren ist damit eine einfache Moglichkeit gege-
ben, die Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden zu simulieren. Seine Attraktivitit liegt
insbesondere darin begriindet, da3 die numerische Krifteberechnung mit dem zugehorigen
Differenzenstern miihelos zu realisieren ist.



Kapitel 5
Galerkin Diskretisierung

Ein weiterer Zugang zur numerischen Behandlung der akustischen Wellengleichung basiert
auf ihrer schwachen Formulierung. Diese wurde in Kapitel 3 in den stetig und dicht eingebet-
teten Hilbertrdumen H (div) — L£2(R%) hergeleitet und ermdglicht nun die Durchfiihrung ei-
ner Galerkin Diskretisierung. Dabei wird das zugehorige inhomogene Anfangswertproblem
(SWGQ) iiber einem noch niher zu spezifizierenden Ansatzfunktionenraum V}, C H(div) dis-
kretisiert. Fiir gegebene Anfangswerte wy, o, vy 0 € V}, des Ansatzfunktionenraums V}, sucht
man eine Funktion u;, : Ry 3 t — wy(t) € V,, die eine (eindeutige) Losung des gewohnli-
chen Differentialgleichungssystems

d2
ﬁ(uh(t),vhhz + B(up(t),vy) = (f(t),vn) ez fiiralle v, € Vj,
(DAP) _
up(0) = wp,

uh(O) = ’Uh70

darstellt. Besteht der Ansatzfunktionenraum aus diskreten Verschiebungen w;, spezieller Ge-
stalt, so 148t sich die Galerkin Diskretisierung als geringfiigig modifizierte Methode der Fi-
niten Massen interpretieren, bei der man mit der diskreten kinetischen Gesamtenergie

EP .= %ﬁ/ |y, (2, t)|? de (5.1
anstelle der Summe der kinetischen Energien der Einzelteilchen (2.22) in die Lagrangefunk-
tion eingeht. Es stellt sich ndmlich heraus, da die aus der inneren Energie hervorgehen-
de Linearisierung der Krifte und Drehmomente um den Gleichgewichtszustand konstanter
Massendichte p > 0 bei der Galerkin Diskretisierung auf dieselben Terme fiihrt, wie in der
Methode der Finiten Massen. Die Linearisierung findet dabei iiber einem regelméfligen Git-
ter der Gitterweite A > 0 statt.

Es folgt eine ausfiihrliche Stabilitdts- und Konvergenzanalyse der modifizierten Methode
der Finiten Massen, in dem man die dquivalente Galerkin Semidiskretisierung mit geeig-
neten Techniken untersucht. Da der Ansatzfunktionenraum V}, abgeschlossen in H (div) ist,
iibertréagt sich die kontinuierliche Stabilitdtsabschédtzung aus Korollar 3.3.8 ins Diskrete und
die Giite der Approximation reduziert sich auf Abschitzungen des Approximationsfehlers
in der Sobolev H!-(Halb)norm. Unter bestimmten Voraussetzungen an die Formfunktion )
ist man durch Konstruktion entsprechender Quasiinterpolanten in der Lage, beliebig gute
Abschitzungen dieses Approximationsfehlers anzugeben. Dadurch kann eine beliebig hohe
Konvergenzrate des Verfahrens erzielt werden. Zum Beweis dieser Aussagen gehen wir im
vorliegenden Kapitel systematisch vor und beginnen damit, die Ubereinstimmung der linea-
risierten Krifte und Drehmomente zu beweisen.

68
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5.1 Ubereinstimmung der linearisierten Krifte und Drehmomente

Geht man mit diskreten Ansatzfunktionen u; € V}, in die kontinuumsmechanische Kineti-
sche Gesamtenergie (3.9) und die innere Energie (3.10) ein, so leiten sich aus den resultie-
renden diskreten Energien EP := Ex (1) und VP := Vi (uy;) die schwach formulierten
diskreten Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

i@ED _— ovP
dt auh . auh

-v, =0 firallev, € V3,

eines Systems ab. Deren Linearisierung um den Gleichgewichtszustand (p, u) = (p, 0) mit
konstanter Massendichte p > 0 fiihrt auf die schwache Formulierung

d2
ﬁ<uh(t);'vh>ﬁ,2 + B(uh(t),'vh) =0 firalle v, € V},,

die sich auch als Galerkin Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichung (3.16) auffassen
14Bt und als solche analysiert wird. Uber dem speziellen Ansatzfunktionenraum

Viei= i(RY) = o [on(@,1) = 3 vla/h — k) (qu(t) + Ha(t)(@/h — k) }

bedarf es hierfiir einer Nachdifferenzierung der symmetrischen, nichtnegativen Bilinearform
B(-,+) = ¢*(div -, div -) c2 aus Satz 3.2.2 nach g, bzw. H . Bilden die Gleichgewichtspunkte
g, = hk,k € G ein unendlich ausgedehntes Gitter der Gitterweite h > 0, so besteht der
Ansatzfunktionenraum V', gerade aus den diskreten Verschiebungen

u(z,t) = Zd}(ﬂfl(w - @) (@) + HiH; '(z - a,)}

und man ist in der Lage, neben den Kréften

D
Ff = _aV
8Qk
auch die Drehmomente b
oV
MP —
k OH,

direkt aus der Bilinearform B zu berechnen. Nach Abschnitt 3.1 und (3.7) ist die diskrete
innere Energie ndmlich von der Gestalt
p_1_

VY = 5/)3(’&}” up), (5.2)
so daB tatsdchlich lediglich die Bilinearform B differenziert werden muf3.
In diesem Abschnitt wird gezeigt, da3 man bei der Linearisierung der Krifte und Dreh-
momente iiber diesem Ansatzfunktionenraum auf dieselben Terme gefiihrt wird wie in der
Methode der Finiten Massen. Die Galerkin Diskretisierung stellt damit eine geringfiigig mo-
difizierte Methode der Finiten Massen dar, bei der man mit der diskreten Kinetischen Gesam-
tenergie £ (5.1) anstelle der kinetischen Energie F (5.1) in die Lagrangefunktion eingeht.
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Eine Linearisierung der in der Methode der Finiten Massen auftretenden Krifte F'; bzw.
Drehmomente M ; um die Gleichgewichtslage (g, H), ¢ = (qy, 45, ...), H = (H1, Ho, ...)
mit konstanter Massendichte fiihrte in Abschnitt 4.2.1 auf die Terme

F,=F;q H)=0, (5.3)
M; = Mg, H) =0, (5.4)
Fy=Fi(g H)=—"(p) / [Vl [V de, (5.5)
G,;=Gy(qg,H)= s”(ﬁ)/wi@ 881?] dz, (5.6)
N = N(g, H) =<"(p) 3 ;fI ® Vi, de, (5.7)
M;; = M;;(q,H) = —e"(ﬁ)/ggi ® 8811?]- de. (5.8)

Hierbei werden die Ansatzfunktionen v; und deren Gradienten V); in den Gleichgewichts-
punkten H; 1(3: — q,) ausgewertet. Legt man wiederum ein regelmiBiges Gitter G der Git-
terweite > 0 in die Gleichgewichtspunkte g, = hk, q; = hl mit k,l € G, so nehmen die
nichtverschwindenden Ableitungsterme F';;, G;;, IN;; und M ;; die Gestalt

Fyy = pth2U" (k — 1), (5.9)
G = pc*h Gk — 1), (5.10)
Ny = pth* 2N (k - 1), (5.11)
My = p*h 2 M (k —1) (5.12)

an. Dies folgt aus dem Beweis von Satz 4.2.16 mit den Gleichungen (4.28) und der Bezie-
hung (3.7) zwischen der zweiten Ableitung der inneren Energie und der Schallgeschwindig-
keit.

Zum Beweis der anvisierten Behauptung, da3 auch die Galerkin Diskretisierung iiber dem
Ansatzfunktionenraum V}, die obige Linearisierung der Krifte und Drehmomente liefert,
benotigt man das folgende Lemma. Es gibt Auskunft iiber die Divergenz einer Ansatzfunk-
tion u;, € Vj, und ermoglicht die Berechnung der Bilinearform tiber V/,.

Lemma 5.1.1. Fiir die Divergenz beziiglich x einer Ansatzfunktion u, € V', gilt

divu, = h-l(Z(w)(m/h — k) (g + Hy(x/h — k) + (/b — k)Hk:I>.
keG

Insbesondere ist iiber dem Gleichgewichtszustand div uy, := divu,(q, H) = 1.

Beweis. Durch partielle Differentiation der m-ten Komponente u,,, der diskreten Verschie-
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bung w; nach z,, erhilt man mit

5uh7m

div u, =

— 1S (V) (@/h — k) (a5, + Hil(@/h - k)))

m keG
+p(@/h— k)Y Hy| | b,

- 61‘m m

unmittelbar die erste Behauptung. Uber dem Gleichgewichtszustand (g, H) sind alle Punkte
g, mit k € G von der Form q;, = hk. Fiir alle k € G gilt Hy, = hI und somit

div @y = div (g, H) = h! (Z(w)(w/h — k) (hk + 2 — hk) + hp(a/h — k))

keG
= (D) d(x/h—k)) -+ > v(x/h—k)=1
keG kcG
nach Lemma 4.1.2. 0

Satz 5.1.2. Die aus der inneren Energie V" abgeleiteten Kriifte F f und Drehmomente M g
besitzen dieselbe Linearisierung um den Gleichgewichtszustand (g, H ) mit konstanter Mas-
sendichte p, wie die Krdfte F'; und Drehmomente M ; der Methode der Finiten Massen, in
der die Gleichgewichtspunkte q, = hk, k € G ein regelmdfiges Gitter der Gitterweite h > 0

bilden.

Beweis. Aus der im vorherigen Lemma 5.1.1 berechneten Divergenz einer Ansatzfunktion
uy, € V5, erhilt man zum einen

o )
g (v un) = W (V0 @/h — k) (5.13)

und zum anderen durch komponentenweises nachrechnen

aHk(div w) = h ([(VY)(z/h — k)|[z/h — kT +¢(z/h — k)I), (5.14)

woraus wegen (5.2) die Krifte

k

ovP 1 0 1 0
) e ] (e :——-2—/ div us|? d
an 2p(8qk (uh,uh)> 5PC aa. |div uy,|” de

= —pc*h! /(Vw)(w/h — k) divu, de

sowie die Drehmomente

ovP

MP - 2
k OH

_ pept / ((Vé)(@/h — k))[e/h — k|T +(@/h — k)I) divuy dz

resultieren. Uber dem Gleichgewichtszustand (g, H) ist nach Lemma 5.1.1 die Divergenz
der diskreten Verschiebung div u;, = 1, so dal sowohl die Krifte FZ .= FP(q, H) als auch



72 Kapitel 5. Galerkin Diskretisierung

die Drehmomente M f := M?¥ (g, H) verschwinden. Fiir die Krifte Ff folgt dies aus dem
Transformationssatz und der Normierungsbedingung (2.4). Es ist namlich

[kt =1t [(vo)y)ay =15 [ i) dy =0

Mit derselben Transformation y = @/h — k auf das Referenzteilchen und Lemma 4.2.1 zeigt
man auch das Verschwinden der Drehmomente M Z. Bleibt noch die Linearisierung der
Krifte Ff und Drehmomente M % um den Gleichgewichtszustand durchzufiihren. Durch
erneute Differentiation der Krifte und Drehmomente nach q; bzw. H;, I € G, erhilt man
mit den Ableitungen (5.13) & (5.14) und erneuter Transformation auf das Referenzteilchen
dieselben Terme (5.9)-(5.12), wie in der Methode der Finiten Massen. ]

5.2 Stabilitit der Semidiskretisierung

Die Stabilitéit der Semidiskretisierung folgt wie iiblich aus der kontinuierlichen Stabilitéts-
abschitzung und der Abgeschlossenheit des Ansatzfunktionenraumes.

Satz 5.2.1. Der unendlichdimensionale Ansatzfunktionenraum

Vi i= Va(RY) i= {on [on(@) = 3 v(@/h — k) (i + Ha(@/h - k) },
keG
der diskreten Verschiebungen u(x) = ) . ¢(ﬂ;1(w —q;)){q;+ H,; (ﬂ;l(w —q;)) } iiber
dem regelmdfiigen Gitter G der Gleichgewichtspunkte q, = hk,k € G, ist abgeschlossen
in H(div).

Beweis. Sei ('v,(ln))n o €ine Cauchyfolge in Vj, = V;,(R?) mit 'v,(l") A e H (div). Es

ist v € V;, zu zeigen. Hierfiir sei @ C R beschriinkt. Fiir alle w € H(div) ist ||| g(ai) >
||| (divs)- Folglich impliziert die Konvergenz in H(div) die Konvergenz in H (div;(2)
und die Einschriinkung V;,(Q) := V;,(R%) |Q bildet einen endlichdimensionalen ||-|| 7 (div;0)-
normierten Vektorraum. Dieser ist somit abgeschlossen, d.h.

H(div;Q)

'vg")b v|,€ V() und v| = vy,

mit vy € V;,(RY). Durch sukzessives vergroBern der Teilmenge 2 C R¢ folgt schlieBlich die
Behauptung. Ist ndmlich €2; D (), so existiert wiederum ein v, € Vh(]Rd) mit

vfl")

H(div;1)

‘Ql ’U‘Qlé Vh(Ql)undfu}Ql: v1|91‘

Da aber vl}Q: vo‘ﬂ istv € V. OJ

Satz 5.2.2. Fiir upo,vpo € Vi und f € C’(R+, LQ(]Rd)) besitzt das diskrete Anfangswert-
problem

2
%(uh(t),'vh>y + B(up(t),vn) = (f(t),vn)e2  fiiralle v, € V,

(DAP) u,(0) = wupy,

uh(O) = 'Uh,O

eine eindeutige Losung uy, : Ry — V.
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Beweis. Nach Satz 5.2.1 ist V;, C H(div) abgeschlossen und die Behauptung folgt unmit-
telbar aus Lemma 3.3.5, der Existenz und Eindeutigkeit des kontinuierlichen Problems. []

Satz 5.2.3. Bezeichnet | - | g die von der nichtnegativen Bilinearform B(-,-) = ¢*(div -, div -)
induzierte Halbnorm, so gilt fiir die eindeutige Losung wy, : R, — V), des diskreten Anfangs-
wertproblems (DAP)

B(un(t), un(t)) + [lan(t)|2: < B(un(0), un(0)) + [144(0)]22 +/0 1F(s)]122 ds
und

un(t)| + [lan(t)llez < ﬁ{\uh(O)IB + [[n(0)]] e +/0 1F ()] 2 dS}-

Beweis. Da 'V, C H(div) abgeschlossen ist, folgt die erste Ungleichung unmittelbar mit der
kontinuierlichen Abschitzung aus Korollar 3.3.8, wihrend die zweite Ungleichung aus der
fiir alle z € R giiltigen Abschitzung ||z|; < v/2|x| zwischen der Summennorm ||-||; und
der euklidischen Norm | - | folgt. O

5.3 Konvergenz der Semidiskretisierung
Da die Bilinearform B(-, -) der inneren Energie H (div)-elliptisch beziiglich £?(R¢) ist, de-
finiert die Bilinearform B, : H(div) x H(div) — R,

By(u,v) := B(u,v) + ANu, v) 2,

fiir alle A > 0 ein Skalarprodukt auf H (div). Es bezeichne || - || g, die von B, (-, -) induzierte
Norm auf H(div). Wegen der Abgeschlossenheit des Ansatzfunktionenraums V;, C H(div)
nach Satz 5.2.1 existiert die lineare elliptische Ritz-Projektion P, : H(div) — V}, mit

B,\(Phu,'vh) = B,\(u, ’Uh) fiir alle vy, € V}, (515)
und man erhélt folgende Konvergenzabgschitzung.

Satz 5.3.1. Ist die exakte Losung u : R, — H(div) zweimal stetig differenzierbar, so gilt
fiir allet > 0

u(t) — un(t)|s + [|at) — wn(t)]lc> < |u(t) = Pow(t)|s + [[4(t) — Pha(t)] e

n ﬂ{ s (0) — Pyau(0)]5 + [4en(0) — Paie(0)]|cz
/ () — Pait(s)]]» + Alu(s) — Pota(s)]] ds}.

Beweis. Nach Definition der ||-|| g,-Norm ist v/ A||u|[c2 < ||u||, fiir alle w € H(div) und
A > 0. Mit der Linearitét des Projektors P, erhédlt man damit

HPhu(tJrh})L— Pru(t) B PW(t)HLQ _ th{u(tnLh})l—u(t) —u(t)}‘

< Al e}

‘ut—kh — u(t)

B

—0
By

- u(t)‘

<
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fir h — 0, falls w : R, — H(div) differenzierbar ist. Unter der Voraussetzung, daB u zwei-
mal stetig differenzierbar ist, erhélt man folglich

@Phu( ) = Pyu(t).
Bezeichnet (-, ) := (-, ) g2 das Skalarprodukt in £?, so ist
(t, — Pyir,vy) + B(u, — Pyu,vp)
= (u, — Py, vp,) + B(up,vy) — B(Pyu,vy)
= (up, — Pyis, vp,) + B(up, vp) — Ba(Pru, vy,) + AM(Pru, vp)
) — Ba(u, vy,) + X(Phu, vy)
) — B(u,vy) — Mu,vp,) + N Pyu, vp)

)
(uh Phu ’Uh> + B(uh, Uy
<uh Phu ’l)h> + B('U,h, (U
(tp, vp) + B(’u,h,vh)} — {(ﬁ,vh) + B(u,vh)}

+ {(U — Ppit, vp) — Mu — phu>vh>}

= <{’LL — Phu} — )\{’LL — Phu},vh)

und damit
d2
dt?
Aus der Stabilitdtsabschidtzung von Satz 5.2.3 folgt

<uh — Phu ’l)h> + B('U,h — Ph'u, ’Uh) <{’U, — Phu} — )\{'U, — Phu}, ’Uh>.

[un(t) = Pru(t)| s+ wn(t) = Pra(t)] ez < +\/§{ [|%r(0)—Prie(0) ]| g2 +|wn(0)— Pru(0) [ 5

/ li(s) — Pyis( >|\Lz+A||u<s>—phu<s>”yds}.

SchlieBlich ist |up(t) — Pyu(t)|p > |u(t) — up(t)|p — |u(t) — Pyu(t)|p und analog
|lan(t) — Poae(t)]|ce > [|a(t) — wp(t)||lez — ||w(t) — Ppia(t)||c2, woraus die Behauptung
folgt. U

Wiihlt man die diskreten Anfangswerte w0, v50 € Vj geniigend nahe an den kontinu-
ierlichen ug € H(div), vy € L%*R?), so wird demnach die Giite der Approximation
durch die Approximationseigenschaften des B-orthogonalen Projektors P, in den jewei-
ligen (Halb-)normen bestimmt. Ist die exakte Losung w : R, — H(div) eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion der Zeit, so hidngt die Konvergenzordnung des Verfahrens sogar
ausschlieBlich von der Ordnung der Terme inf Hu — V| H(div) im‘“/ |t — vh || (aiv) und
vy vrEVR
1nf ||t — V4| m(aiv) ab. Fiir alle w € H(div) 1st wegen

vRLEV)

|ulp

VAl

nach dem Lemma von Céa niamlich

} < ||,u'||BA < C’”'U'HH(div)a C> 0, (5.16)

||U — Phu“BA = viIel%h ||’Ll, — ’UhHB)\ S Cviré%'h ||'U, — vh||H(div)~ (517)
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Lemma 5.3.2. Der Sobolevraum H'(R?) = W'/2(R?) = {u € L*(R?)|Du € L2(RY)} ist
stetig in H (div) eingebettet. Genauer ist ||u|| g(aiv) < \/_||uHH1 (Ra) fiir alle w € H'(R?).

Beweis. Fiir alle u € H*(R?) ist mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

v ulgupy = [ \Z% twsdf Z»% do < dulbgy  G18)

und folglich
HUHH (div) = HUHLZ re) T ”dlvu”m R4,R) < dHuHHl (R4)*
O

Unter der geringfiigig stirkeren Annahme, dal die eindeutige Losung w(-,¢) und deren Ab-

leitungen (-, ¢) und @(-, ) im Sobolevraum H'(R?) liegen, geniigt es demnach Methoden

zu entwickeln, die es einem gestatten inf Hu — V| g1 (rey mit derselben Vorgehensweise

wie 1nf |% — v g1 (ray und mf ||u - vh||H1 (rd) abzuschitzen. Da sowohl der Sobo-
v €V

levraum H 1(R%)als auch der Raum H (div) Ableitungen bis einschlielich vom Grad eins

enthalten, verschlechtert sich dadurch die Konvergenzordnung nicht.

5.3.1 Abschitzungen des Fehlers in% |u — Va1 (may
vrEVR

Um die Konvergenzordnung des Verfahrens angeben zu konnen, benotigt man demnach Ab-
schitzungen des Approximationsfehlers inf [[u — vy g1 (gaey durch geeignete Normen. Fiir
geniigend glatte Funktionen w € H"(R?) bieten sich hierfiir die Sobolevnormen |- || zrn (ra)
oder die Sobolevhalbnormen | - | (ga) an, und man sucht neben verschiedenen von A un-
abhingigen Konstanten C' > 0 moglichst groe v € N, so dal mit natiirlichen n > m > 1
Abschitzungen der Form

vuéf |u — Vil g1 may < vilél‘c/h |u — Vil gmgay < CRY||[u| gngay, (5.19)
oder
inf ||’U, - ’UhHHl (R4) < inf ||u - vhHHm(Rd) < Ch”u’Hn(]Rd), (520)
vREV), VREVR

erfiillt sind. Diese geben wir im vorliegenden Abschnitt unter der folgenden Voraussetzung
an.

d
Stets sei (x) = H " (x,,) das Tensorprodukt von skalarwertigen B-Splines
pn=1
7; — B, und G = Z* ein ganzzahliges Wiirfelgitter der Gitterweite h > 0.
Es stellt sich heraus, da3 die Ordnung der Galerkin Diskretisierung gerade durch den Pa-

rameter v € IN gegeben ist. Natiirlich hingt dessen Groe neben der Glattheit der exakten
Losung u € H"(R?) und der gewihlten Formfunktion ¢» : R — R., wesentlich von den
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Freiheitsgraden q;, und H ab. Zu diesem Zweck unterscheiden wir zwischen dem Ansatz-
funktionenraum

d

i = {'vh € Vi | Hy = Otiiralle k € Gund ¢(z) = [ | Bn(m”)},
pn=1

der ausschlieBlich Elemente mit positionellen Freiheitsgraden besitzt und dem vollen An-

satzfunktionenraum

v = {'vh e Vi |v(x) = ﬁBn(:cM)}.

Besteht die Formfunktion aus einem Tensorprodukt von B,,-Splines, so bestehen Elemente
des Ansatzfunktionenraumes Vh(zfl) in jeder Komponente z,,, 1 = 1, ..., d, aus stiickweisen

Polynomen (n — 1)-ten Grades, wihrend sie fiir Elemente v, € Vh(") stiickweise Polynome
vom Grad n sind. Dies erklirt auch, warum die obige Notation derart gewihlt wurde.
Im Folgenden sei zunichst v;, € Vh(zfl), also H;, = 0 fiir alle kK € G. In dieser Situation
bekommt man leicht eine erste Abschitzung des Approximationsfehlers, da die Ansatzfunk-
tionen

vp(z,t) = Z U(x/h - k)qy,

keG

aus einem Tensorprodukt von B-Splines bestehen, deren Approximationsgiite bereits 1970
von Bramble-Hilbert angegeben wurde.

Satz 5.3.3. Seienn > m > 1 und uw € H"(R?). Fiir d < 2n existiert eine von der Gitter-
weite h unabhdngige Konstante C' > 0 mit

inf H’LL - vh”Hm(]Rd) < Chnim”uHHn(]Rd).
vaV}Ez_l)

Beweis. vgl. [BrHi70,Theorem 9]. O

Der gleichméBigen Anordnung der Teilchen iliber dem Gleichgewichtszustand ist es zu ver-
danken, dafl die Formfunktion v translationsinvariant ist und man mit der Fouriertransfor-
mation eine Technik kennt, um an Abschitzungen der Art (5.19) zu gelangen. Insbeson-
dere der Beweis von Satz 5.3.3 beruht wesentlich auf der Fouriertransformierten zZ von
¢ € H*(R%, R), die bekanntlich durch

~

Y(w) = Y(x)e ™ da
R4

fast iiberall definiert werden kann. Nach Voraussetung besitzt 1) : R — R einen kompakten
Trager, weshalb die Fouriertransformierte @(w) € C°(R% R) eine unendlich oft stetig
differenzierbare Funktion darstellt. Dies wurde Anfang der 70er Jahre von Babuska [Bab70]
und Strang [Str71] ausgenutzt, die damit weitere Abschidtzungen der Art (5.19) angeben
konnten. SchlieBlich fanden 1973 Strang und Fix [StFi73] hinreichende Kriterien, anhand
derer sich die Existenz der gewiinschten Abschitzungen einfach nachpriifen 143t.
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Satz 5.3.4. (Strang und Fix) Fiir ¢» € H"(R? R) mit kompaktem Triger und natiirlichem
n > 1 sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Fiir jeden Multiindex v € W% mit |v| < n — 1 ist QZ(O) # 0 und DV&J\(ZWI{:) = 0 fiir
0+#kcZ

(ii) Fiir fast alle x € R und |v| < n — 1 exisitert ein X\ # 0 sowie ein Polynom q vom

D EY(x — k) = Aa” + q(x) (5.21)
kezd
gilt. Die Funktion auf der rechten Seite von (5.21) ist stetig. Da die Funktion auf der

linken Seite fiir d < 2n ebenfalls stetig ist, gilt die Gleichung (5.21) in diesem Fall fiir
alle x € RY.

(iii) Sein > m > 1. Fiir jedes w € H"(RY R) existieren reelle Koeffizienten ol mit
k € Z% und h > 0 derart, daf3

= 3= wla/h— k)l < Ch" || grn ey

H™(R4,R)
kezd

mit einer von h unabhdingigen Konstanten C' > 0 gilt.
Beweis. vgl. [StFi73]. O

Ist eine der dquivalenten Aussagen des Theorems von Strang und Fix erfiillt, so bilden die

Funktionen ¢ (x — k)/X nach Aussage (ii) wegen > ¢(x — k) = A # 0 eine Zerle-
kezd
gung der Eins und man beﬁndet sich in der Lage, Approximationsaussagen fiir Elemente v,

des Ansatzfunktionenraums Vh Y treffen zu konnen. Der Grund hierfiir ist die Tatsache,
daf} der Satz von Strang und le miihelos komponentenweise auf vektorwertige Funktionen
u € H"(R?) verallgemeinert werden kann. Danach existieren insbesondere genau dann Ge-
wichtsvektoren q,, := g, die komponentenweise aus den Gewichten o bestehen und eine
von h unabhingige Konstante C' > 0 mit

o= 3 v@/h—Ra|, < OF .

kczd

wenn fiir p € H"(R% R) die Bedingung (i) aus Satz 5.3.4 erfiillt ist, also TZ(O) # 0 und
D"y(2nk) = 0 fir k € 74 und lv] < n—1,n > m > 1, gilt. Es resultiert folgendes
Korollar.

Korollar 5.3.5. Sei u € H"(RY) und n > m > 1. Unter der Voraussetzung (V) existiert
eine von h unabhdngige Konstante C' > 0 mit

inf |lu— vl gmgey < Hu — Z (x/h — k) qu < OB ™||u|| gy

v, eV n H™(Rd)
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Beweis. Durch Fouriertransformation erhilt man

. 1/2
Bl (w) — / zw:(: dx sm(w/Q)
—1/2 U)/Q

Unter der Voraussetzung (V) besteht die Formfunktion () aus einem Tensorprodukt von
B,,-Splines und die Fouriertransformierte besitzt die Darstellung

e =TI(*5")

pu=1

und somit firn € IN

s}

Sicherlich ist ¢(0) # 0 und D*¢(2rk) = O fir k € Z% und |v| < n — 1, woraus die
Behauptung aus der Vorbemerkung mit n > m > 1 folgt. U

Leider gilt die Poincaré Ungleichung nicht auf dem ganzen R, so daB hier die Sobolevnor-
men nicht dquivalent zu den entsprechenden Sobolevhalbnormen sind. Um an Abschétzun-
gen der Art (5.20) in der Sobolevhalbnorm fiir Elemente v;, € Vh(zfl) zu gelangen, bedarf
es deshalb einiger Anstrengung. Eine Losung besteht in der Konstruktion beschrinkter Qua-
siinterpolanten J\" " : HY(R4) D H™(R%) : — V""" # ), die Tensorprodukte stiickweiser
Polynome vom Grad n — 1 fiir jedes n > 1 reproduz1eren. Da sich die Konstruktion ein
wenig miithsam gestaltet, erscheint es sinnvoll diese zunéchst unter der Vorraussetzung (V)
fiir Tensorprodukte von 3B-Splines {Dv = By durchzufiihren und anschlieBend (siche Bemer-
kung 5.3.9) auf beliebige Splines B,, mit n > 1 zu verallgemeinern. Dazu definiert man die
folgenden Polynomridume.

Definition 5.3.6. Sei 2 C R offen und ps : 2 — R fiir jedes s = 1, ...,d ein stiickweises
Polynom vom Grad deg(ps). Mit dem Multiindex v = (vy, ...,v4) € N% wo [v| = vy +...+ vy,
und x¥ =zt ... ist, definiert man fiir x € Q% C R® die Polynomréiume

™ Q4 RrY) = {p | ps(x Hps (z,) mit deg(p;) < n fir jedes s = 1,. d}
p=1
und
PM(Q? RY) = {p | ps(x Z a, sx”, stiickweise fiir jedes s = 1,. d}
v|<n

Die entsprechenden Riume skalarwertiger Polynome werden mit T1 (04, ]R) beziehungs-
weise P (Q4 R) bezeichnet. Ist O = RY, so schreiben wir TI™ (RY) und P (R?).

Mit dieser Definition gilt folgendes Lemma.
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Lemma 5.3.7. Sei QY ein d-dimensionaler offener Wiirfel der Kantenléiinge h, der in der Mit-

te des d-dimensionalen offenen Wiirfels (ZZ der Kantenlinge 7h enthalten ist. Fiir gegebene
Aufpunkte a; = (aj,,...,a;,),7 =1, ..., 4 und Gitterpunkte k = (k1, ..., kq) definiert man fiir

jedes Polynom p € T1®)(R?) die Quaszmterpolante I, (3) Me)(RY) — V(3 (RY),

4 d
3 .
I,S )p(m) = Z Y(x/h — k)q, mit g, = Z [H wju}p(hk + ha;).
kezd Jiseja=1 p=1
Wiéhlt man die Gewichte w; = wj,, j = 1,...,4, fiir jedes y = 1,...,d derart, daf$ die
zugehorigen Aufpunkte a; = a;, # a;, =: a; die eindeutige Losung des linearen Glei-
chungssystems
1 1 1 1 w1 1
ap Gz a3z G4 wa 0
= 5.22
a? a2 ai d? ws -3 (5.22)
ad a3 ai ai) \w, 0

sind, so besitzt I, ) fiir alle p € TI® (Qﬁf, R?) die Eigenschaften
(1) I'p = plog
(2) Es exisitert eine von h unabhiingige Konstante C' > 0 mit HI,S )pHHl(Qz) < CHPHHI(Qg)-

Beweis. Der Beweis gliedert sich in zwei Teile. Zunéichst zeigen wir, dal die Quasiinter-
polante I!¥ : TI®)(¢, RY) C IG)(RY) — V(3 (€ RY) € V! (Rd) mit derart bestimmten
Gewichten w;, (j = 1,...,4 fiir jedes p = 1 .,d) und den daraus resultierenden Koeffi-
zientenvektoren qy, Polynome p € I® QY ]Rd) lokal auf QY reproduziert. Diese Eigen-
schaft gilt genau dann, wenn jede Komponente s = 1,...,d der Quasiinterpolanten [/ ,(L)
mit Gewichten w;, und Koeffizienten ay, := g Polynome p := p, € 1®)(Q¢, R) lokal
auf Q¢ reproduziert. Da das Polynom p € I1®(Q¢, R) nach Definition die Tensorprodukt-
struktur p(x) = [], p(z,) besitzt, geniigt es wegen der Tensorproduktstruktur des Splines

Y(z) = [ ,(x,) eine eindimensionale Quasiinterpolante [ ,23) I®(Qy, R) — Vh(f])(ﬂh, R),

4
LP() =D lau/h—kuow,, aw, = w;,Blhk, + hay,),

kezd Ju=1

mit / ’(13)],5 = Dlq, fir 4 = {1, ...,d} zu konstruieren. Dabei ist es wegen der Translationsin-
varianz des Problems ausreichend, etwa die offenen Intervalle 2}, := (0,h) C (—3h,4h) =
Qp,, den Betrachtungen zu Grunde zu legen. Durch Transformation auf ein ganzzahliges Re-
ferenzgitter der Gitterweite 1 miissen die Gewichte w;, j = 1, ..., 4, demnach derart bestimmt

werden, daB 1% : I® ((=3,4),R) — V,?((0,1), R),

k=-1

2 4
11(3)5(?/) = Z J(y —k)ay, a = ijﬁ(k‘ + aj),
j=1
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fiir alle Polynome p € I1¢3) ((—3, 4), IR) die Reproduktionseigenschaft / {3) P = D|(o,1) erfillt.
Hieraus resultieren vier Gleichungen fiir die vier Unbekannten Gewichte w;, ndmlich

2

4
Z( 3" (k+ay) iy — k))wj — i firy € (0,1) und i = 0,1,2, 3. (5.23)

Die Summation durchléuft hierbei lediglich die ganzzahligen Gitterpunkte £ = —1, ..., 2, da
auf dem Intervall (0, 1) nur die um die Punkte -1,0,1,2 zentrierten 3B-Splines ¢(y + 1),

0.51

3 | | 0 1 | | )

¥(y)

»(y), zZ(y — 1) und zZ(y — 2) einen Beitrag liefern. Es ist (vgl. Satz 2.1.2)

2 2
dly—k) =1, kiy—k) =y, (5.24)
k=—1 k=—1
2 _ 12 _
DRy —R) =y + 2 D Ky —k) =y’ +y, (5.25)
k=-1 k=-1

woraus durch einfache Rechnung aus den vier Gleichungen (5.23) das lineare Gleichungs-
system (5.22) fiir die Gewichte w;, j = 1, ..., 4, resultiert. Da die Determinante [](a; — a;)?
i<j
fiir a; # a; von Null verschieden ist, ist die Quasiinterpolante eindeutig bestimmt und
I¥p =p |q¢ fiir alle p € TI®(Qf, R?) nach Konstruktion. Bleibt die Beschriinktheit in
der H'-Norm zu zeigen. Sowohl der Bild- als auch der Urbildbereich von T ,(lg) sind fiir alle
p € II®(Q¢, RY) endlichdimensional, und es existiert sicherlich eine von h unabhingige
Konstante C' > 0 mit

3
1Pl ceap) < Clpl o

Jedes Polynom p € T1®®(Q¢, R?) erfiillt bekanntlich die inverse Abschitzung || Dpl| 2ad) <
Ch71p| c2(ag)> und mit der Ungleichung von Poincaré folgt

3 3 — 3 _
17 Plin @ = IDI Pl cap) < ChHITE Pl cajag) < Ch 1Pl oy 526
< Chh™ Pl )

fiir jedes p € H(3)((~2;f, R?). Hierbei bezeichnet C' > 0 verschiedene, von h unabhiingige
Konstanten, womit alles gezeigt ist. L]
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3)
Durch Komposition von [/ ,53) - IO(RY) — Vh(fl) mit  H(RY) @ 114 (RY)
der orthogonalen Projektion
v H (B - TIO(RY)

(3)
beziiglich der H!-Norm, J® Iy
h
{ 23)U7P>H1(]Rd) = <U7P>H1(1Rd) v®
h,q

fiir alle p € I1® (R%), erhiilt man die gesuchte Quasiinterpolante .J\* : H'(R%) — V,fz)(]Rd)
mit den gewiinschten Eigenschaften.

Satz 5.3.8. Seien Qfl C QZ d-dimensionale Wiirfel wie in Lemma 5.3.7. Die Quasiinter-
polante J,g?’) = [,53) o QS’) . HY(R?) — Vh(f]) (R?) erfiillt die Bedingungen

(1) J,gg)p = P fiir alle p € H(3)(§Z, RY).
(2) Fiir alle uw € Hl(QZ) exisitert eine von h unabhdngige Konstante C > 0 mit

3
1757 111y < Cllell ey

und fiir u € H*(R?) existiert eine weitere von h unabhcingige Konstante C* > 0 mit

inf [lu—vpll ey < lu— S u) grge < O |ulgame)-
thVh,q

Beweis. Fir p € H(?’)(Qﬁ, R?) folgt die erste Behauptung unmittelbar aus Eigenschaft (1)
von Lemma 5.3.7. Ist u € H'(R?), so gilt fiir die H'-orthogonale Projektion natiirlich

HQf)uHHl(Qz) < HUHHl(Qg) und man erhélt nach Lemma 5.3.7 (2)

3 3 3 3
17 ullmap) = 115 0 @ ullmiagy < ClQ vl @) < Cllull i aa-

Da jedes Element des Polynomraums P®) (04 R?) weniger Freiheitsgrade als ein Element
des Polynomraums H(?’)(Qﬁ, R9) besitzt, gilt die Reproduktionseigenschaft (1) der Quasiin-
terpolanten J,§3) auch fiir jedes p € P (Q4 R?). Damit ist

3 3
lw — T3 ul| 100y = [l (= p) — Iy (4 = D)l 110ty
3
< [lw = Pl gy + 1757 (w = P) s o)
* *7.3
< C*lu _pHHl(ﬁfL) <C"h ‘U|H4(§g)

nach dem Theorem von Bramble-Hilbert fiir w € H*(R¢) mit verschiedenen von h un-

abhingigen Konstanten C* > 0. Seii € [ und Q;ii eine Uberdeckung des R? mit offenen
el

d-dimensionalen Wiirfeln der Kantenléinge A und endlichem Uberdeckungsgrad. Ferner sei

Q%,i ) Q%,i der zugehorige Einzugsbereich der Quasiinterpolanten J, ,53) des i-ten Wiirfels mit
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der Kantenldnge 7h. Dann exisiteren verschiedene von h unabhingige Konstanten C* > 0
mit
(3), 112 * 3),, 112 * 3 2
Ju—J, uHHl(]Rd) <C ZHU —Jy uHHl(Qz,i) <C Z(h ‘U|H4(ﬁ;ll’i))

el i€l
6 2
< OBl gay

und alles ist gezeigt. L]

Bemerkung 5.3.9. Unter der Vorraussetung V) laBt sich die obige Konstruktion der Qua—

siinterpolanten J,g?’ = I Qh : HY(RY) — Vh in den Ansatzfunktionenraum Vh der
Konvexkombinationen Von Tensorprodukten aus B4 Splines fiir jedes n > 1 auf beheblge

Ansatzfunktionenrdume Vh q Verallgememern Hierfiir seien QZ ,, d-dimensionale offene
Wiirfel der Kantenldnge & und Qd . n d-dimensionale offene Wiirfel der Kantenlénge (2n —

1)h. Fiir jedes n > 1 sei Qd in der Mitte des Wiirfels QZ ,, enthalten und man definiert fiir
fiir jedes Polynom p € T1("~ 1)(Rd) die Quasiinterpolante I, (1), q1(n-1) )(RY) — th V(R4
durch

4

I,(L"*l)p(a:) = Z (x/h — k)q, mit q, = Z [H wju}p(hk + ha;).

kezd Jiyenja=1 p=1

Da der B,,-Spline bekanntlich ein stiickweises Polynom vom Grad n — 1 darstellt und folg-
lich n Freiheitsgrade besitzt, miissen entsprechend viele Aufpunkte a; = (a;,, ..., a;,) mit
j =1, ...,n gewihlt werden, damit die Konstruktion wie in Lemma 5.3.7 durchgefiihrt wer-
den kann. Die Gewichte und die daraus resultierenden Koeffizientenvektoren q,, sind dann
derart zu bestimmen, dal} die Quasiinterpolante

70 (@ RY € M (RY) — VD (f, RY) € v

Polynome p € I (04, RY) lokal auf Q¢ reproduziert. Analog zum Beweis von Lemma
5.3.7 geniigt es hierfiir, nach Transformation auf ein ganzzahliges Referenzgitter, die Ge-
wichte w;, j = 1,...,n, derart zu bestimmen daf} die eindimensionale Quasiinterpolante

Y e D (1 - nyn), R) — VEV((0,1), R),

[(n 1 Zwy k) oy, ak—zw]pk—l-a])

fiir alle Polynome p € 11"~V ((1—n,n), R) die Reproduktionseigenschaft I 1("_1)]7 = Dl0,1)
erfiillt. Die Summe tiber £ hat hierbei n Summanden und léuft tiber £k = 1 — Z,..., 5 fiir
gerade n und fiir ungerade n iiber & < |25*|. Da die Fouriertransformierte B, von B,

sowohl En(O) = 0, als auch DVB\R(QH]C) = 0 fiir v < n — 1 erfiillt, exisitiert nach dem Satz
5.3.4 von Strang und Fix ein A # 0, sowie ein Polynom ¢ vom Grad < v mit

Z kB =Ny +q(y)
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und das resultierende Gleichungssystem fiir die n unbekannten Gewichte w;

i(Z(k‘ + aj)ién(y - k))wj =y firy € (0,1)undi=0,....,n — 1

j=1 k

fiihrt stets auf ein Vandermonde-System

1 1 e 1 w1 A
aq a9 (07% (%) *
2 2 2
n—1 n—1 n—1
CLl a2 M a/n W4 *

das fiir a; # a; eindeutig 10sbar ist. Wegen der Normierung (2.4) des Splines ist sogar A = 1
(vgl. Lemma 4.1.2).Mit denselben Argumenten wie im Beweis von Lemma 5.3.7 erhilt man
wieder die Beschrinkteit in der H'-Norm und hat somit fiir jedes n > 1 eine Quasiinter-
polante konstruiert, die fiir alle p € TI"~1(Q¢ R?) folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) 1" Vp = plog.
@) HI}(Ln—l)pHHI(QZ) < C||pll g1 gy mit C > 0 unabhingig von h.

Ist u € H"(R?), so existiert nach dem Theorem von Bramble-Hilbert fiir alle Polynome
p € P (Q4 R?) eine von h unabhingige Konstante C* > 0 mit

[ pHHl(ﬁfL,]Rd) < C*hnﬂ’u\m(ﬁg,md)'

Durch Komposition von Iy~ : IID(R?) — V,~" mit der orthogonalen Projektion

(=1 gY(R4) — T (RY) beziiglich der H'-Norm, erhilt man mit denselben Argu-
menten wie im Beweis von Satz 5.3.8 fiir jedes n > 1 eine Quasiinterpolante

B =1V o QUYL HYRY — VYR,
die folgenden Satz erfiillt.

Satz 5.3.10. Fiir jedes n > 1 und w € H"(R?) existiert unter der Voraussetzung (V) eine
von h unabhdingige Konstante C* > 0 mit

inf = vnll e < llw— S ullmge < Rl e,
'uhGV;Ez_ )

Es bleibt die interessante Frage, ob sich die Abschitzungen des Approximationsfehlers fiir
Elemente v, aus dem ganzen Ansatzfunktionenraum Vh(") noch verbessern lassen. Im Gegen-
satz zu Elementen aus dem Ansatzfunktionenraum Vh(zfl) mit ausschlieBlich positionellen
Freiheitsgraden, die in jeder Komponente ein stiickweises Polynom (n — 1)-ten Grades dar-

stellen, bestehen diese in jeder Komponente aus stiickweisen Polynomen vom Grad n. Daf}
sich dadurch eine Konvergenzordnung gewinnen l4Bt, zeigt der Rest dieses Abschnitts. Der
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Trick besteht wieder in der Konstruktion H'-beschriinkter Quasiinterpolanten, die jetzt sogar
Polynome vom Grad n, und nicht nur n — 1, reproduzieren.

Sicherlich gestattet der hierfiir verwendete Ansatz die Konstruktion solcher Quasiinterpolan-
ten fiir jeden beliebigen B, -Spline in jeder Dimension d. Mit steigendem Polynomgrad
in den Splinefunktionen B,, steigt natiirlich auch der Genauigkeitsgewinn, der jedoch sehr
schnell in keinem Verhéltnis zum benotigten Rechen- und Speicheraufwand mehr steht. Da in
der Natur mehr als dreidimensionale Stromungen nicht vorkommen, 146t sich die Konstruk-
tion auf die praxisrelevanten Fille d = 2, 3 mit Splinefunktionen B3 und B, beschrinken.

Lemma 5.3.11. Sei d=2,3 und n=3,4. Ferner sei Q ein d-dimensionaler offener Wiirfel der
Kantenliinge h, der in der Mitte des d-dimensionalen offenen Wiirfels QS der Kantenliinge

(2n-1)h enthalten ist und es bezeichenen Q% C ﬁﬁ die offenen Intervalle entsprechender
Lage und Liinge. Fiir gegebene Aufpunkte a; = (aj,, ..., a;,),j = 1,...,n und Gitterpunkte
k = (ki,...,kq) definiert man fiir jedes Polynom f, € P™(R? R) die Quasiinterpolanten
I 20 (R R) — VI (RY, R)

LM fu(®) =Y v(x/h—k){ok+cu (x/h—k)}

keZd

mit der p-ten Komponente von q,,

n

Qg 1= Qk|u:: Z wj fu(hk + haj),

j=1
jezd

und dem pi-ten Zeilenvektor von Hy,

Cr = Hk:}(u’_):: Z h’Y]<Vfu)(hk + haj).

j=1
jezd

Wiéihlt man fiir jedes pn = 1, ...,d die Aufpunkte a;, etwa als Intervallmittelpunkte des B,,-
Splines, {—1,0, 1}fur Bs und{ 3/2,1/2, 1/2 3/2}fur By, so lassen sich die 2n? Gewichte

wi,vi), J = 1,...,n derart bestimmen, daf} " fur alle f, € P Qd R) die Eigenschaften
J J h,p

(1) I £ = fulaw

(2) Es exisitert eine von h unabhdngige Konstante C' > 0 mit
1T full g ) < Cllfull o @t 6,

besitzt. Damit ist
(i
V=1 : | :PM®R!) - V(R

7(n)
h,d

~

eine Quasiinterpolante, die fiir jedes f € T(")(Qi, RY) die folgenden Aussagen erfiillt:
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(3) I f=f |aa-
(4) Es exisitert eine von h unabhcingige Konstante C' > 0 mit ”I}(Ln)fHHl(Q;ll) <C| f”Hl(ﬁg)-

Beweis. Nach Voraussetzung ist d = 2,3 und n = 3,4 und es sind vier H!'-beschrink-
te Quasiinterpolanten zu konstruieren, die Polynome entsprechenden Grades reproduzie-
ren. Wir zeigen zunichst die Reproduktionseigenschaft (1) im Fall d = 2 und n = 3, wo
Y(z) = [[, Bs(z,) ein Tensorprodukt von eindimensionalen Bs-Splines ist. Hier ist eine

zweidimensionale Quasiinterpolante [ : PO(R2,R) — VP (R, R),

L f(x) = p(x/h— k) {ax+ ek (x/h—k)}

kecZ?2
mit

n

Q= qk‘“:: Z w;fu.(hk + ha;), ¢y = Hk‘(“’.);: Z hy;(Vi.)(hk + hay)

j=1 j=1
jez? jez?

zu konstruieren, die Polynome f,, € PG ((NZ%, R) lokal auf 2, reproduziert. Wegen der Trans-
lationsinvarianz des Problems geniigt es etwa die offenen Intervalle €2}, := (—h/2,h/2) C
(—5h/2,5h/2) =: €, den Betrachtungen zugrunde zu legen. Nach Transformation auf ein

ganzzahliges Referenzgitter der Gitterweite 1 ist die Reproduktionseigenschaft 7}(31 fu =
Jfu|q, genau dann erfiillt, wenn

IPfy) = vy —k){ox+ecr (y—k)}

k=-1
kez2

mit

=Y wif(k+a)), o= v(V)(k+a;)

j=1
j€z? jez2

fiir alle Polynome f := f, € P®)((—1/2,1/2)% R) die Reproduktionseigenschaft

IVf = flcijai) (5.27)

erfiillt. Dabei lauft die Summation iiber die ganzzahhgen G1tterpunkte k; —1,0,1 fiir
j = 1,2, da auf dem Intervall (-1/2,1/2) nur die ¢ = B3-Splines 1(y — 1), w(y), Uy + 1)
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von Null verschieden sind. Durchlduft man gemif nebenstehen-

der Tabelle mit allen zehn Basiselementen des Polynomraums | Bais f | Mif | Vaf
PG)(R2,R) und deren partiellen Ableitungen die Reprodukti- 1 0 0
onsforderung (5.27), so resultieren unter Beriicksichtigung der Y 1 0
Beziehungen Y2 0 1
vi 21 0
1 1 2
-~ ~ Ya 0 2y
dWly—k) =1, > ky-k =y vl 32 |0
o= = iio| 0| 3y
~ 1 ~ Y1Y2 Y2 Y1
27 gy .2 L I AN
gj Ky —k) =y + 7, gj Ky —k) =y S A
- - vivs | Y| 251y

13 Gleichungen fiir die 18 Koeffizienten (w;, ;). Genauer erhilt man zehn Gleichungen fiir
die neun Koeffizienten w; und 3 Gleichungen fiir die 7;, die in der unteren Tabelle aufgelistet
sind. Bezeichnen w,y € R die aus den jeweiligen Koeffizienten (Wi, Y4) 7¢>5=1,..,3
bestehenden Vektoren, so lassen sich die Gleichungen in Form von zwei linearen Glei-
chungssystemen Aw = b und B~y = ¢ schreiben, wobei sich die Zeilen der Matrizen

Basis f | Bedingung fiir w;, j,) | Bedingung fiir 7(;, ;,)

1 Zw(jl,jz) =1 B
n Z A1 W(51,52) = 0 B
yg ZZ gjzw(jl,b) = 01 B
2 a5, Wiit,g2) = T 12 =1
y% Z 02 Wiy i) = _% 27(31732) 3
Y3 >4 W(jyjp) = C1 2 43V = 30
yg Zaiw(]’h]’z) =0 Z QjoV(jr.g2) = %CQ

Y1Y2 Z Q51 AjaW(j1,52) = 0 B

y%QZ Zaiahw(jhjé) = %02 B

yly% Zajlaizw(jlvﬂé) - %02 -

A € M'%9(R) und B € M**(R) in derselben Reihenfolge befinden sollen, wie sie in der
Tabelle aufgefiihrt sind. Wihrend B vollen Rang besitzt und das lineare Gleichungssystem
B~ = c unendlich viele Losungen besitzt, ist rang(A)=9 und die aus den Basiselementen
{y3,y3} resultierenden Zeilenvektoren A, und A7y sind linear abhingig. Genauer ist
bei der Wahl der vorgeschlagenen Aufpunkte a; = (aj,,a;,) mit a;, = a;, = {—1,0,1}
Ae.) = Ap.yund A,y = A, so da die entsprechenden Komponenten bs = b, und
b; = bs libereinstimmen miissen, um eine Losung des linearen Gleichungssystems Aw = b
zu gewihrleisten. Durch Wahl der Konstanten c1 = ¢2 = 0 ist dies problemlos moglich
und es existieren nach komponentenweiser Konstruktion unendlich viele Quasiinterpolanten
¥ . PO (R2) — V¥ (R2), die lokal Polynome dritten Grades f € P®) (02, R2) repro-
duzieren, also (3) erfiillen. Mit derselben Vorgehensweise lassen sich auch in den iibrigen
drei Fillen (d, n)=(2,4), (3,3) und (3,4) unendlich viele Quasiinterpolanten konstruieren, die
Polynome entsprechenden Grades lokal reproduzieren. Lediglich die Dimension der linea-
ren Gleichungssysteme wéchst mit groleren Dimensionen d und Polynomgraden n und es
miissen wesentlich mehr Basiselemente durchlaufen werden. Im Falle (d, n)=(3,4) sind dies
bereits dim(P™ (R?, R))=35. Bleibt noch die H!-Beschrinktheit der Quasiinterpolanten zu
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zeigen. Da in allen 4 Fillen der Bild- und Urbildbereich endlichdimensional ist, sind diese
in der L?>-Norm beschrinkt und mit der Ungleichung von Poincaré folgt wie in (5.26) die
Behauptung, womit alles gezeigt ist. 0

Durch Komposition der Quasiinterpolanten T}(L") mit der zugehorigen orthogonalen Projekti-
on Q'™ : H'(R) — P (R¢) beziiglich der H'-Norm,

<@§Ln)u> .f>H1(]Rd) = <Ua f>H1(1Rd)

erhilt man fiir alle £ € P (R?) und d = 2,3 sowie n = 3,4 Quasiinterpolanten j,gn) :
HY(RY) — V" (R%) mit den gesuchten Merkmalen.

Satz 5.3.12. Sei d=2,3 und n=3,4. Ferner seien Q2§ C QZ d-dimensionale Wiirfel wie in
Lemma 5.3.11. Die Quasiinterpolanten J}(ln) = I,S") o Qg") . HY(R?) — Vh(n)(IRd) erfiillen
die Bedingungen

(1) I\ f = Flag fiir alle £ € P(Qd, R)
(2) Fiir alle u € Hl((l;’f) exisitert eine von h unabhdngige Konstante C > 0 mit

175wl 10y < Clluall

und fiir w € H" "1 (RY) existiert eine weitere, von h unabhdngige Konstante C* > 0 mit

inf Jlu— vnll g me < [l — I g gey < CFR ] oo ga-
'thVh(n

Beweis. Fiir alle zulissigen (d,n) und f € P (Q¢ R%) folgt die Behauptung (1) unmittel-
bar aus Lemma 5.3.11. Hieraus resultiert fiir w € H'(R?) ebenfalls

1T ull ey = I 0 @l agy < CIQ vl g @agy < Cllell g g
Damit ist

e = Ty ul g agy < = Fllaop + 1907 (= )l
< Clu— fHHl(ﬁ‘;iL) < C*hn|u|Hn+1(fz;f)

nach dem Theorem von Bramble-Hilbert fiir uw € H"*!(R?), mit verschiedenen von h un-
abhingigen Konstanten C* > 0. Durch Konstruktion einer Uberdeckung des R? mit endli-
chem Uberdeckungsgrad folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 5.3.8. 0]

5.3.2 Konvergenzaussagen in der Energiehalbnorm

Zusammen mit dem Konvergenzresultat aus Satz 5.3.1 gestatten es die im vorherigen Ab-
schnitt angegebenen Abschitzungen des Approximationsfehlers nun, die Konvergenzord-
nung des Galerkin Verfahrens anzugeben. Uber einem Wiirfelgitter der Gitterweite h > 0
kann unter geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion und die diskreten Anfangs-
werte eine beliebeig hohe Konvergenzrate erzielt werden. Der folgende Satz zeigt, daB§ dies
bereits fiir Ansatzfunktionen mit ausschlielich positionellen Freiheitsgraden mdoglich ist.
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Satz 5.3.13. Ist die exakte Losung u : R, — H(div) zweimal stetig differenzierbar und
werden die diskreten Anfangswerte wp, o, v € Vh(z_l) durch

e = O(h™™)

entsprechend nahe an den kontinuierlichen Anfangswerten uy, € H(div),vy € L*(R?)
gewdihlt, so gilt unter der Voraussetzung (V) fiir jedes n > 1 und w,w,w € H"(R?) die
Abschditzung

”Ulo - uh,o|B = ||’Uo — Vno

"U, — uh‘B = O(hnil),

wobei in die von der Gitterweite h > 0 unabhdngigen Konstanten die Halbnormen |u| gn ga),
|| g (may und || gn(ray eingehen.

Beweis. Der Beweis basiert auf den Abschédtzungen des Approximationsfehlers

inf ||u_vh”H1(]Rd)
'thV}EZ_I)
aus Korollar 5.3.5 oder Satz 5.3.8 fiir u € H"(R?), die unter der Voraussetzung (V) gelten
und fiir @, 4 € H"(R?) auf die Zeitableitungen inf ||& — vy || g1 (gay, inf ||&2 — v | g1 (ga)
iibertragen werden konnen. Da der Sobolevraum H'(R¢) stetig in H (div) eingebettet ist,
folgt daraus fiir zweimal stetig differenzierbares w : R, — H(div) mit der angegebenen
Wahl der diskreten Anfangswerte und den Abschitzungen (5.16) sowie (5.17) die Behaup-
tung unmittelbar aus Satz 5.3.1. [

Da die linearisierten Kréfte und Drehmomente der bei der Galerkin Diskretisierung nach
Satz 5.1.2 mit denen der Methode der Finiten Massen iibereinstimmen, handelt es sich beim
Galerkin Vefahren um eine Modifizierung der Methode der Finiten Massen, bei der man mit
der diskreten kinetischen Gesamtenergie anstelle der kinetischen Energien der Einzelteil-
chen in die Lagrangefunktion eingeht. Wihlt man die Formfunktion %) als Tensorprodukt von
B,, Splines, so sind die Konvergenzraten des vorherigen Satzes gerade die Konvergenzraten
der modizifierten Methode der Finiten Massen. Allerdings ist 1) in der Methode der Finiten
Massen als stiickweise stetig differenzierbare, Lipschitz-stetige Funktion mit kompaktem
Trager vorausgesetzt, so da3 mindestens n > 3 gewdihlt werden muB. Fiir Tensorprodukte
von Bs-Splines konvergiert die Losung der modifizierten Methode der Finiten Massen dem-
nach quadratisch gegen die Losung der akustischen Wellengleichung, wihrend fiir kubische
B,4-Splines bereits kubische Konvergenz vorliegt. Dies gilt bereits fiir Ansatzfunktionen mit
ausschlieBlich positionellen Freiheitsgraden, bei denen die Teilchen keinerlei Deformation
erfahren konnen. Daf} sich diese Konvergenzrate noch um eine Potenz verbessert, wenn mit
vollen Ansatzfunktionen gerabeitet wird, zeigt der folgende Satz, dessen Beweis auf den in
Satz 5.3.12 konstruierten Quasiinterpolanten beruht.

Satz 5.3.14. Sei d = 2,3 und n = 3, 4. Werden die diskreten Anfangswerte w, o, Vpo € Vh(")
derart gewdhlt, dafs
[wo — unolp = [[vo — vnolle2 = O(R")

gilt, so erhdlt man unter der Vorausstzung (V) fiir w,w, i € H"(R?) die Abschitzung
]'u, — uh]B = O(hn)

Die hierbei auftretende Konstante héingt von den Sobolev-Halbnormen | -| gn+1 (ra) der Funk-
tionen w,w und w ab, nicht aber von der Gitterweite h > 0.
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Beweis. Folgt analog zum Beweis von Satz 5.3.13 aus der Konstruktion der Quasiinterpolan-
ten aus Satz 5.3.12. (]

Besteht die Formfunktion 1) aus einem Tensorprodukt von Bs-Splines, so konvergiert die
Losung der modifizierten Methode der Finiten Massen fiir Ansatzfunktionen aus dem voll-
standigen Ansatzfunktionenraum Vh(?’) demnach sogar kubisch gegen die Losung der aku-
stischen Wellengleichung. Mit Tensorprodukten von kubischen B,4-Splines erhoht sich die
Konvergenzordung entsprechend um eine Ordnung und es liegt Konvergenz vierter Ordnung
VOr.



Kapitel 6

Die Methode der Finiten Massen fur
hyperelastische Materialien

Die Methode der Finiten Massen wurde urspriinglich zur Simulation kompressibler Stromun-
gen in Fliissigkeiten oder Gasen entwickelt. Durch entsprechende Modifikationen des An-
satzes ist sie auch in der Lage, die Verformungen von elastischen Korpern zu reproduzieren.
Ein wesentlicher Unterschied zu den Bewegungsgleichungen von Fluiden besteht darin, daf3
die Elastizitdstsgleichungen (A.4) mit Hilfe der Piola-Kirchhoff Transformation iiber dem
Referenzzustand ausgedriickt werden. Man benétigt deshalb eine geeignete Definition der
Deformation iiber dem Referenzzustand, sowie eine innere Energie, die das Verhalten des
Materials zumindest fiir kleine Verformungen eindeutig bestimmt. Dies ist auch der Grund,
weshalb man sich auf die Klasse der hyperelastischen Materialien beschrénkt.

6.1 Die Deformation

Das wichtigste Instrument der Elastizitidtstheorie ist die Deformation. Sie beschreibt die
Verformungen eines Korpers, dessen Volumen durch den Abschluf} einer offenen, zusam-
menhiingenden Menge Q2 C R¢ mit geniigend glattem Rand repriisentiert wird. Der Abschlu3
von (2 bezeichnet den Referenzzustand, fiir den etwa der Ausgangszustand ) zur Zeit t = 0
eine geeignete Wahl darstellen konnte. Zur Untersuchung der Schallausbreitung ist es jedoch
naheliegend, im Folgenden den Referenzzustand mit dem spannungsfreien Gleichgewichts-
zustand ) zu identifizieren. Nach der Idee der Methode der Finiten Massen teilt man die
Masse des Korpers auf endlich viele Massenpakete mit endlicher Ausdehnung auf. Bezeich-
net x := q; + Hy, so bewegen sich nach (2.2) die Teilchen entlang der Trajektorien

t—x+u;(x,t),

wobei

wi(@, 1) = q,(t) + Hi(t) (H; (x —q,) — .
Da u;(x,0) = 0 ist, bezeichnet man w;(x, t) als die Verschiebung des i-ten Teilchens und
definiert mit Hilfe der lokalen Massenanteile (2.18) die Gesamtverschiebung

le ulwt

In der Mechanik besteht zwischen der Verschiebung und der Deformation die Beziehung
(A.1), was uns zu der folgenden Definition ermutigt.

Definition 6.1.1. Die Funktion ¢ : Q0 C R — R? mit
sz )pi(, 1) 6.1)

90
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und
iz, t) = q,(t) + Hi(t)(H; ' (z - q,))

bezeichnet man als die Deformation eines Korper §) iiber dem Referenzzustand Q.

Man beachte, dafl dabei die lokalen Massenanteile y;(x) unabhingig von den Positionen
g;(t) und den Deformationen H ;(t) sind, was die Herleitung der Krifte F'; und Drehmonete
M ; im iibernidchsten Abschnitt erheblich vereinfacht.

Neben der Deformation stellt vor allem der Deformationsgradient eine entscheidende Grof3e
dar, da sowohl die Materialgesetze als auch der Cauchysche Spannungstensor aus Abschnitt
A.3 davon abhingen. Man ist deshalb an dessen Ableitung nach « interessiert.

Lemma 6.1.2. Fiir den Gradienten der Deformation o beziiglich x gilt

Vo(x) =Y lpi(@, O][Vii(@)]T + xi(x)Hy() H; . 6.2)

7

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation unterdriickt man die Zeitabhédngigkeit von g, und
H;.Bezeichnen H := H,H, ' und v; = qi+Hi(I_{;1($—fli))’ so ist die k-te Komponente
der Deformation () von der Form ¢y (x) = > x;(x)v; - ex. Wegen

d d
Dy(v; - e;) = Dl(z Hmn-l"n) ey =D ZHknxn = Hy

n=1 n=1

folgt aus
Vi = Dipr = Y {Dixs(®)v; - e + xs(x) Div; - ey}

(2

mit v; = ¢; die Behauptung. 0

6.2 Die innere Energie

Neben der kinetischen Energie benotigt man auch bei hyperelastichen Materialien die innere
Energie des Systems um die Lagrangefunktion aufzustellen und daraus die Bewegungsglei-
chungen abzuleiten. Im Gegensatz zu den elastischen Materialien ist ein (inhomogenes) Ma-
terial genau dann hyperelastisch, wenn es ein Energiefunktional W : Q x M2 (R) — R gibt,
dessen Fréchet-Ableitung mit der Antwortfunktion des ersten Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors iibereinstimmt (vgl. Definition A.3.8). Dies rechtfertigt den folgenden Ansatz.

Definition 6.2.1. Ein (homogenes) hyperelastisches Material ist durch sein hinreichend oft
stetig differenzierbares Energiefunktional W : M3 (R) — R eindeutig bestimmt und es be-
zeichnet

V= /W(Vgp(w)) dx (6.3)

die zugehorige innere Energie.
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6.3 Die Bewegungsgleichungen hyperelastischer Materialien

Aus der kinetischen Energie (2.22) und der inneren Energie (6.3) eines hyperelastischen
Materials leiten sich wie bei adiabatischen Fluiden in Kapitel 2.3 aus der Lagrangefunktion
L = E —V die Bewegungsgleichungen

d oL oL _0 d oL oL

7= 7= - 7= _ =0
dt0q, Ogq; " dtpH; OH;
ab. Mit den mit negativem Vorzeichen versehenen Kriften
ov
F,.= — 6.4
da, (6.4)
und den Drehmomenten
M, = oV (6.5)
' OH, '
sind diese von der dhnlichen Gestalt
q (6.6)

Der Unterschied beruht auf der anderen Definition der Krifte und Drehmomente, die hier
im Gegensatz zu adiabatischen Fluiden nicht als negative Ableitungen der inneren Energie
angesetzt werden. Bei der folgenden Berechnung der Krifte und Drehmomente spart man
sich damit ein Vorzeichen, das iiber die Bewegungsgleichungen (6.6) wieder eingeht.

Satz 6.3.1. Bezeichnet F' den Deformationsgradienten V p, so sind die in den Bewegungs-
gleichungen (6.6) relevanten Krdifte

und Drehmomente
M, = / W (F) (Vi ()" da. (6.8)
Hierbei bezeichnet w;(x) = Xi(m)f{i_l (z — q;) und folglich

-1 rr—1

Vwi(z) = [H; (& —q,)] [Vxi(z)]" + (=) H,

Beweis. Da W und ¢ geniigend glatt sind, erhélt man durch Differentiation unter dem Inte-
gral einerseits

/Z ow aFkl
8qzm O0Fy 8q“n

&Pk
—D
/ZaFkl laQZm

(6.9)
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und andererseits analog

O
dx. .1
1mn /ZaFkl 8Hlmn v (6 O)

Es ist

Doy
- - 6m 7
6qi,m 8%m ZX] qj?k kX ( )

woraus durch Einsetzen in (6.9) die Darstellung der Krifte folgt. Mit w; wie oben definiert
erhilt man

0 0
6Hsi0,fnn B OH; ; 2 Hiprtjr = ; ; OijOmhkOnr Wiy
= 6mkwi,n

und wegen Djw;, = Vw;,, folgt die Behauptung fiir die Drehmomente aus (6.10). Durch
Unterdriickung des Teilchenindex ¢ schlieBlich findet man

d
Dywy = Dix(H '(z — q) - ex) + xD, Z Hk_jlxj
j=1

=Dix(H '(z—q)-ex) + xHy',

womit alles gezeigt ist. [

6.4 Externe Krifte

Fiir zahlreiche Anwendungen in der Mechanik ist es erforderlich, die Bewegung in einem
externen Kraftfeld mit spezifischer Kraftdichte

FRIxR—RY: (x,t) — f(x,t)

beschreiben zu konnen. Fiir Potentialkréfte ist das mit unserem Ansatz miihelos moglich. Ist
nidmlich

f=-vU

eine konservative Kraft mit einem zweimal stetig differenzierbaren Potential U : R? — R,
so muf} die innere Energie lediglich um

Ve = /U(m)p(m,t) dx

erweitert werden. Da sich die Gesamtmassendichte p durch Superposition der lokalen Mas-
sendichten ergibt, kann die innere Energie auf das Referenzteilchen transformiert werden
und ist dort von der Gestalt

Ve = Zmi/U(qi + Hy)y(y) dy.
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Die Bewegungsgleichungen (6.6) der Methode der Finiten Massen erhalten folglich die
zusitzlichen Terme

, v
PO O i [l Ha)o(w) dy.

— / Fla; + Huy)llyTu(y) dy.
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Schallausbreitung in hyperelastischen
Materialien

Linearisiert man die Elastizititsgleichung (A.5) um einen spannungsfreien Grundzustand
und vernachlidBigt dabei die quadratischen Terme im Green -St. Venantschen Verzerrungsten-
sor, so erhdlt man die lineare Elastizitdtsgleichung (A.6). Fiir kleine Deformationsgradienten
V¢ — 0 beschreibt diese die Schallausbreitung in elastischen Materialien. Betrachtet man
ausschlieBlich isotrope Materialen, auf die keine dufleren Krifte wirken und die Antwort des
Materials demnach in allen Richtungen gleich ausfillt, so ist die lineare Elastizititsgleichung

pp = Div A[V]. (7.1)
Der lineare Elastizitédtstensor besitzt hierbei die Komponenten
Akt = (0mkbni + Omidnk) + A Opi (7.2)

und héngt von den beiden Lamé-Konstanten x4, A € R ab. Da die Verzerrungsenergie eines
Materials nicht negativ sein kann, ist es sinnvoll anzunehmen, daf} auch der Tensor A stets
nicht negativ ist. Nach [Gur81, Kapitel 29] ist dies genau dann der Fall, wenn

1£>0, 2u4+31>0 (7.3)

gilt.

Im folgenden Kapitel wird gezeigt, dal die Methode der Finiten Massen fiir diese Klas-
se von Materialien auf eine konvergente Diskretisierung der linearen Elastizitidtsgleichung
(7.1) fiihrt und die Schallausbreitung in hyperelastischen Materialien in korrekter Form er-
faBt. Den Untersuchungen liegen dabei Teilchen zugrunde, die ausschliesslich translatori-
sche Freiheitsgrade besitzen und sich frei im Raum bewegen kénnen. Wie bei adiabatischen
Fluiden ist die Konvergenz bei geeigneter Wahl der Formfunktionen z@ quadratisch und die
Vorgehensweise spiegelt sich im folgenden Diagramm wider.

o ) Lineare
Elast121tatsglelchung Linearisierung um Gleichgewicht C e .
Elastizitatsgleichung
(A5) Isotropie, Vo — 0, f=0
(7.1)
Diskreti— Stabilitat | Wahl von 9;
FMMl sierung +K0nsistenzT +(7.3)
(6.6) ) . (7.10)
inearisierung um Gleichgewicht . ..
Lagrangesche FMM— 5 £ Linearisierte FMM —

uber regelméfBigem Gitter

Bewegungsgleichung Bewegungsgleichung

95
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7.1 Die lineariserten Bewegungsgleichungen iiber regelmiBigen Git-
tern

Um die Schallausbreitung in hyperelastischen Materialien mit der Methode der Finiten Mas-
sen beschreiben beschreiben zu konnen, muf3 man wie bei adiabatischen Fluiden zunichst die
in Kapitel 6.3 aufgestellten Bewegungsgleichungen (6.6) um den spannungsfreien Gleichge-
wichtszustand linearisieren. Beschriankt man sich dabei auf Teilchen, die lediglich translato-
rische Freiheitsgrade besitzen und deren Punkte y € R? des i-ten Teilchens sich entlang der
Trajektorien

t_>qi(t) +y

bewegen, so geniigt es, die Lineariserung der Bewegungsgleichungen der Teilchenpositionen
miq; = —F; (7.4)

mit den Kriften
F, = /W’(F)V)‘@- dx (7.5)

um den Gleichgewichtszustand anzugeben. In Analogie zu Kapitel 4.1 geht man hierfiir auch
bei hyperelastischen Materialien von unendlich vielen Teilchen ¢ € I aus, die um die Gleich-
gewichtslage g = (@, )icr oszillieren. Sind die Teilchen im Gleichgewicht, so bedeutet dies,
dafl man annimmt, die Gesamtmassendichte

[e.9]

_ Zzﬁl Z x—q,) (7.6)
=1

=1

ist auf dem ganzen R? konstant und positiv. Natiirlich enthilt dieses System unendlich vieler
Teilchen auch unendlich viel innere Energie

:/me

In einer Umgebung U, (q), in der die Teilchen geniigend nahe an den Gleichgewichtspunkten
liegen, sind die Krifte F'; jedoch wohldefiniert und konnen dort Taylor-entwickelt werden.
Hierfiir benotigt man die Ableitungen

OF;

F.. = :
0q;

)

die wir zunichst fiir endlich viele Teilchen /N in Komponenten angeben. Die Kraft des ¢-ten
Teilchens ist dann eine Funktion F; : R*N — R3, q = (qy,...,qn)T — Fi(q).

Lemma 7.1.1. Fiir endlich viele Teilchen 1 < i,5 < Nund1 < m,n, k,[ < 3 ist

OF o
04jn / Z 8ka8Fnl F(q))[VXil[VX;] de.
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Beweis. Durch Differentiation unter dem Integral erhilt man

OF; 0 ow
LR E F D E F Dy
9Gj.n / qjm < 3ka( (9)) Dixi de = / OF ik {aan (q>)} X 6

oW O0F, _
/Zaka{ 8FT‘Z8QJ7I( )}DkXZdw

9 oW [ 0, ]
/ Ek: OF { > oF,! <aqj,n (q)> } D d.

Wegen

Opr _ 9 > Xigir = Z 013 6nrXi = XjOnr

8Qj,n 8Qj,n p

folgt daraus

8W _ _
/Z oF. DlXjDkXi dx

= ——  WI(F)Dyx;D;x; dx.
/;akaaFnl ( ) kX lX] v

0% n

In der Gleichgewichtslage q ist der Deformationsgradient

N N N
V@:Z[‘_Ii—i-w—(_]i][VXl + I _wz Vi T Z)Zi)IZI
=1 1 . z:il

natiirlich die Identitat und der auftretende 4-Tensor

02w oT
WU):TF(” = A(I)

ist gerade der lineare Elastizititstensor A : M?*(R) — M?(R). Fiir diesen definiert man die
folgende Kontraktion, welche eine geschmeidigere Form der Linearisierung gestatten wird.

Definition 7.1.2. Fiir einen dreidimensionalen Tensor 4-ter Stufe A € R3" und eine Matrix
M € M?3(R) entsprechender Dimension bezeichnet

3
A<M>‘mn: Z AmrnsMrs

r,s=1

die zugehorige Kontraktion iiber r und s.
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Schreibt man die Teilchenpositionen in der Form

q;(t) = g, + di(t),

so konnen die d;(t) als eine Verschiebung aus dem Gleichgewicht heraus interpretiert werden
und es gilt folgender Satz.

Satz 7.1.3. Bezeichnet ||-|| eine beliebe Norm auf dem R3, so besitzen auf einer geniigend
kleinen Umgebung der Gleichgewichtslage die Krdfte die Darstellung

Fi(q) Z o(dl®),

0

mit By = GEi(@) = [A(VRITGIT) do < M(R),

J
Beweis. Ist ¢ > 0 geniigend klein, so gilt fiir die m-te Komponente der stetig differenzier-
baren Funktion F; : R* — R3 nach dem Satz von Taylor in einer Umgebung U, (g) der

Gleichgewichtslage

Finla) = Finla)+ Y %5 @) ~ 2) + Olla - alP

—_ u ’ 8Fz,m — 2
Fom(@) + Z Z W(Q)dj,n +O([ld[%).
— in

j=1 n=1

Nach Lemma 7.1.1 erhilt man somit unter Beriicksichtigung von Definition 7.1.2

E,m(q) = F' ((_1)

([ S g (F@) IV o) + Ol

7j=1 n=1

Fon@ 43S ([ AUTRITRIT),,, ) dso+ OUdI),

7j=1 n=1
woraus die Behauptung folgt. [

Nach diesen Resultaten ist es nun ein Leichtes, zu unendlich vielen Teilchen zuriickzukehren
und die Bewegungsgleichungen (7.4) um die Gleichgewichtslage ¢ = (q; )i in ihrer lineari-
sierten Form anzugeben. Zusitzlich vereinfacht wird dies durch die Tatsache, dal} die Krifte
im Gleichgewicht verschwinden. Befindet sich das System ndmlich im Gleichgewicht, d.h.
d;(t) = 0Vi € I, so ist die innere Energie extremal und deren Ortsableitung (6.4) ist

Fi(g) =W'(I) / Vx;dx = 0. (7.7)
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Satz 7.1.4. Fiir geniigend kleine Storungen d;(t) sind die iiber dem Gleichgewichtszustand
linearisierten Bewegungsgleichungen

d/(t) = —— Z Fid;(t (7.8)

wobei F;j = /A<[V)‘<i][V)_(j]T> de.

Beweis. Da sich im Triager des i-ten Teilchens nur endlich viele Teilchen befinden, ist die

Summe
o0

j=1
endlich und die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 7.1.3 und der Tatsache (7.7), daB3 die
Krifte im Gleichgewicht verschwinden. 0]

Gibt man die im obigen Satz hergeleiteten, linearisierten Bewegungsgleichungen (7.8) in den
Gitterpunkten eines regelmiBigen, unendlich ausgedehnten Einheitsgitters an, so resultiert
daraus ein gewOhnliches Differenzenverfahren und eine duferst effiziente Art und Weise,
die Gleichungen zu 16sen. Zu diesem Zweck schreibt man die Gleichgewichtspunkte in der
Form

g, =hk, kcG

liber einem wie in Definition 4.1.1 eingefiihrten Gitter G' mit Diskretisierungsparameter
h > 0. Geht man davon aus, daf} die Massenverteilung aller Teilchen durch dieselbe Lipschitz
stetige, stiickweise stetig differenzierbare Formfunktion

. RS > _m. Y

GBS R, (y) = 5u(5)
mit kompaktem Triger und der Normierungsbedingung (2.4) gegeben ist, so besitzen alle
Teilchen dieselbe Masse m; = m. Addieren sich Translationen der Formfunktion um Gitter-
punkte zu einer Konstanten, so ist diese nach Lemma 4.1.2 sogar eindeutig bestimmt. Da es
sich hierbei um denselben Ansatz wie bei adiabatischen Fluiden handelt, ist es wenig iiber-
raschend, daf sich die Gesamtmassendichte des Gleichgewichtszustandes (7.6) ebenfalls zu

p= Y e -a) = > oS5 %)
h32¢<w‘hk>=%

keG

(7.9)

vereinfacht. Auch die Koeffizientenmatrizen F';; der linearisierten Bewegungsgleichungen
(7.8) lassen sich mit dem Potential
~ [ vty - 2)itw) dy

aus Definition 4.1.3 berechnen. Genauer wird der lineare Elastizititstensor A iiber dem Git-
ter in der Hessematrix U” ausgewertet.



100 Kapitel 7. Schallausbreitung in hyperelastischen Materialien

Satz 7.1.5. Die linearisierten Bewegungsgleichungen (7.8) sind in den Gitterpunkten
k,l € G von der Form

di(t) = — ZA<U” —1))dy(t). (7.10)

leG

Dabei ist A = A(I) : M3(R) — M3(R) der vom Material eindeutig bestimmte lineare
Elastizitditstensor.

Beweis. Uber dem Gleichgewichtszustand ist Vy; = V;/p und mit (7.9) erhilt man
Fi, = /A< vl VX]T>d:L'——/ V] [V5;]T) da
- / (L (V) (5 hqlﬂ [h3+1 Vo) (
= g [ Ao ([ ()] ) e
- / ([l - 52 [vorw])a

nach Transformation auf das Referenzteilchen via y =
Gitter G ist g; = hk,q; = hl fir k,l € G und es ist

L)) de

h
g
(

=

(x — q;). Auf dem regelmiBigen

Fklzh/A<[<w>(y—( D) [(V) )] ") dy. (7.11)

unabhingig von der GroBe und Position der Teilchen. Das obige Integral definiert eine Funk-
tion H : R® — M?*(R) mit

- / A([(V)(y — 2)][(V))]T) dy.

Deren mn-te Komponente ist mit dem in Definition 4.1.3 eingefiihrten Potential U von der
Form

H@),, = [ 3 Al S0y — 2)(V)(w) dy

= 3 A [0y — ) (V0) W)
= Y A U@) = —AU @),

und somit
H(x) = —A(U"(x)). (7.12)
Durch Einsetzen von (7.12) in (7.11) folgt wegen m; = m = ph?® aus Satz 7.1.4
1
dy,(t) = o > AU (k - 1))dy(t)

leG
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7.2 Energieerhaltung und Stabilitit der Finiten Massen- Disktretisie-
rung

Die Stabilitit der linearisierten Bewegungsgleichung (7.8) kann mit der in Kapitel 4.1.2 skiz-
zierten Vorgehensweise aus [YseO1] bewiesen werden. Dazu fafit man die Stérungen d; zu
Folgen d = (d;,d;,...) zusammen und sucht nach Losungen der zu (7.8) dquivalenten
Operatorgleichung

d'(t) = Td(t) (7.13)

mit

Td(t) = (—m% i Fijdj(t)>:

im Hilbertraum H der Folgen d mit endlicher (gewichteter) Norm
Id))? == myldi|* < oo.
i=1

Zusammen mit einigen Annahmen von ausschlieBlich theoretischer Bedeutung ist man in der
Lage, eine eindeutige Losung der Operatorgleichung (7.13) im Hilbertraum H fiir gegebe-
ne Anfangswerte zu finden. Zum Einen vermoge hierfiir die Anzahl der Teilchen innerhalb
des Trédgers des i-ten Teilchens fiir alle ¢ gleichméBig beschrinkt sein. Da sich im Tridger
eines jeden Teilchens nur endlich viele andere Teilchen befinden, ist dies durch Ubergang
zum Maximum stets erfiillt. Zum Anderen existiere eine gemeinsame obere Schranke fiir die
Norm der Koeffizientenmatrizen aus (7.8), d.h. || F;;|| < M fiir alle i, j mit M > 0, was der
Forderung gleichkommt, das Abreisen des Materials nicht zuzulassen.

Satz 7.2.1. Fiir gegebene Anfangswerte d(0),d'(0) € H besitzt die Differentialgleichung
(7.13) eine eindeutige Lésung d,d’ : [0, 00) — 3.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist wegen
1 _ 2 1 =
ITd|> = Y m EZFijdj SZﬁ\szP\dﬁ
i b ij
< M d|*<C |d;|* = C||d|?
< Q)Y ldiP <0 myldsP = Clld]
it j

T auf H ein beschrinkter Operator und die Existenz- und Eindeutigkeitssitze gewohnlicher
Differentialgleichungen liefern die Behauptung. L]

Unter der Gesamtenergie £(t) = E(t)+ V() eines Systems versteht man die Summe aus ki-
netischer Energie £/(t) der Teilchen und der inneren Energie V (). Um zeigen zu koénnen, daf3
die linearisierte Gesamtenergie €;;,(t) = E(t) + Vj;, () eine ErhaltungsgroBe ist, benotigt
man die folgenden Eigenschaften des linearen Operators T'.

Lemma 7.2.2. Der beschrdinkte lineare Operator T : H — H ist selbstadjungiert und nicht-
positiv, falls die Lamé-Konstanten die Beziehung (7.3) erfiillen. Dies kommt der sinnvollen
Forderung gleich, daf} die Verzerrungsnergie eines elastischen Materials und somit der li-
neare Elastizitdtstensor (7.2) nicht negativ sind.
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Beweis. Sei W = {d = (d;) : d; = Obisauf endlich vielei € I} C H. Wegen der
Symmetrie A,k = Agimn 1t

F;I; = /(A<[V>_<i][v>_<j]T>)wa
- / A(VIIVRIT) de = F,

und T ist selbstadjungiert auf W. Fiir isotrope Materialien besitzt der lineare Elastizitétsten-
sor A die Form (7.2) und T ist negativ semidefinit auf W, wenn

2 (- 2. Fyd)) = =323 di / A(VXAVXI ), Ao i

%, m,n

T (S ) ()

mmn  k,l

= S [ (Sati) (L enis) o
_ Z /(Z di 1Dy X (Z dj, nDsz>
_ ; A / (Z 4D (; duDy; ) de

kleiner gleich Null ist. Hierfiir untersucht man zunéchst, unter welchen Voraussetzungen die
Summe der p-Terme groBer gleich Null ist. Bezeichnet

S:=> [d][Vxi"

i

die endliche Summe von Matrizen, so ist dies genau dann der Fall, wenn

n,l

ist. Mit der Notation B,; := S,,;S + Sin S gilt

ZBnl _ZBnl+ZBnl+ZBnl

n<l n>l
—ZBnl+Z nl+Bln
n<l
=2 Z nt Z (SniSnt + 2508 + SinSin)
n<l

— 22 S2o Y (Su+Sim)? >0

n<l
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und (7.14) ist genau dann groBer gleich Null, wenn p > 0 ist. Zwischen dem ersten Ele-
d

mentarsymmetrischen Polynom S; := ) S, und dem zweiten Polynom S, besteht die
n=1
Beziehung

d
1 2 . 2
Sy =o(SP—P), Pi= ;snn.

Die Newton Ungleichung [Die02, Lemma 2.2] liefert in Dimension d = 3 die Abschétzung
P > £S%, woraus

Zdi' (—Zpijdj> = —/ZMP+MZ(Snz + Sin)? + NS} da
i j

k<l

2
< _/(§“+A)5§dwgo
mit Voraussetzung (7.3) folgt. Da ‘W dicht in H liegt und stetige Operatoren stetig auf den
AbschluB fortgesetzt werden konnen, folgt damit die Behauptung. 0

Satz 7.2.3. Die linearisierte Gesamtenergie

Ein(t) = %<d’(t), d(t)) - %<d(t),Td(t)>

ist eine Erhaltungsgrofse.
Beweis. Nach Definition von H und dem zugehorigen Skalarprodukt (-, )y gilt E(t) =

Hd'(t),d'(t)) und Vi, (t) = —3(d(t),Td(t)). Da T beschrinkt und nach Lemma 7.2.2

auch selbstadjungiert ist, erhilt man durch Differentiation

() = <d"(t),d’(t)>—%(<d’(t),Td(t)>+<Td(t),d’(t)>)
= (d"(t),d'(t)) — (Td(t),d'(t)) = (d"(t),d'(t)) — (d"(t),d'(t)) =0

mit (7.13). [

Korollar 7.2.4. Die kinetische Energie E(t) = 3||d'(¢)||* ist fiir alle Zeiten t durch die

linearisierte Gesamtenergie €;,,(0) beschriinkt. Insbesondere ist die Linearisierung stabil.

Beweis. Da die linearisierte Gesamtenergie konstant ist und der Operator T' € L(H) nicht-
positiv, folgt dies unmittelbar wie im Beweis von Korollar 4.2.14. 0

7.3 Konsistenz und Konvergenz mit der linearen Elastizititsgleichung

Unter geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion ¢ bilden die iiber dem Gitter G
linearisierten Bewegungsgleichungen (7.10) aus Satz 7.1.5 eine konsistente Diskretisierung
der linearen Elastizitdtsgleichung (7.1)

pp = Div A[V].

Zusammen mit dem Stabilititsresultat aus Korollar 7.2.4 ist die Diskretisierung demnach
konvergent und die Storungen breiten sich wie Schallwellen entlang des Gitters aus. Der
Beweis dieser Eigenschfaft beruht entscheidend auf dem folgenden Konsistenzkriterium.
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Satz 7.3.1. Fiir alle vektorwertigen Polynome p : R3 — R? vom Grad 2p+1 ist die Glei-
chung

h™>> A(U"(k —1))p(hl) = > U(k — )Div A[(Vp)(hi)] (7.15)

leG leG

genau dann erfiillt, wenn fiir alle skalarwertigen Polynome P : R?> — R vom Grad 2p+1
> P(k)A(U"(k)) = > U(k)A(P"(k)) (7.16)
kcG keG

gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn (7.16) fiir alle homogenen Polynome P vom Grad
kleiner gleich 2p gilt.

Beweis. Schreibt man p(x) = p(k — a/h), so erhdlt man aus (7.15)
2> A(U"(k—1)p(k—1)=h>) Uk —1)Div A[(Vp)(k —1)]
leG leG

und mit m = k—1 geniigt es iiber dem unendlich ausgedehnten Gitter G nach Umbenennung
von m in k und p in p

> AU"(k))p(k) =) U(k)Div A[(Vp)(k))] (7.17)

keG keG

zu zeigen. Dariiberhinaus geniigt es vektorwertige Polynome der Form p(x) = P(x)e, zu
betrachten, deren n-te Komponente ein skalarwertiges Polynom P : R? — R enthiilt. Wegen

Div,, A[(Vp)(k ZD A[(Vp)(k ZD ZAmms Dpy) (k)
- Z Amrns TSpTL )

ergibt sich fiir die rechte Seite von (7.17)
> U(k)Div, A[(Vp)(k)] = Y U(k)A(P"(k))]| .
keG keG

Entsprechend hat man fiir die m-te Komponente der linken Seite von (7.17)

> AU K))p(k)| ~ >SS AU W), ()
- Z Z AmrnsU” (k)

k rmn,s

= Z Z Aprns UL (k) P (k)

und (7.15) gilt genau dann, wenn (7.16) fiir alle reellwertigen Polynome P vom Grad 2p + 1
erfiilt ist. Da aber U unabhingig von den Eigenschaften der Formfunktion gerade ist, gilt
(7.16) automatisch fiir alle ungeraden Polynome P und insbesondere sogar fiir alle homo-
genen Polynome ungeraden Grades. Es geniigt demnach (7.16) fiir alle homogenen, geraden
Polynome vom Grad < 2p sicherzustellen. L]
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Aus Abschnitt 4.1.3 weil man bereits, daB jedes lineare Polynom P : R? — R die Darstel-
lung

> U(k—1)P(l) = P(k)

besitzt. Die linearisieten Bewegungsgleichungen (7.10) sind konsistent mit der linearen Ela-
stizititsgleichung (7.1) und die Gleichung

h™2> " A(U"(k —1))p(hl) = Div A[(Vp)(hk)]

leG

ist in diesem Sinne fiir alle Polynome vom Grad 3 genau dann erfiillt, wenn (7.16) fiir alle
skalarwertigen Polynpme P vom Grad 3 oder nur 2 erfiillt ist. Dies ist genau dann der Fall,
wenn

Z P(k)A(U"(k)) = A(P"(0)) = const

keG

gilt. Ein Kriterium hierfiir liefert der folgende Satz.

Satz 7.3.2. Spannen die Translationen U(- — k), k € G, von U den Raum der Polynome
vom Grad 2p auf, so ist die Konsistenzbedingung (7.16) aus Satz 7.3.1 fiir alle Polynome
vom Grad 2p+1 erfiillt.

Beweis. In den Translationen von U habe P die Darstellung
P(z) =Y ak)U(z — k).
keG

Nach Definition und Satz 4.1.3 sind sowohl U als auch U” gerade und man erhilt

P(k)=> ak+)Ul), P'(1)=) ak+l)U"k)

keG keG

woraus

> P(k)AU"(k)) => ak+ YUDAU" (k) = > UMDA  alk+1)U"(k))

kcG k,l 1eG keG
= UMA(P"(1))
leG
folgt. 0]

Damit liegt eine vollig identische Situation zu der Schallausbreitung in adiabatischen Flui-
den mit Teilchen konstanter Grof3e vor. Auch bei isotropen hyperelastischen Materialien ist
die Konsistenz der Finiten Massen Diskretisierung gewéhrleistet, wenn die Translationen des
Potentials U den Raum der Polynome vom Grad 2p aufspannen. Es ist daher naheliegend, die
Formfunktion 1) auch in diesen Medien als Tensorprodukt einer Lipschitz-stetigen, stiickwei-
se stetig differenzierbaren Funktion {Z : R — R mit kompaktem Trédger zu wihlen. Hierfiir
bieten sich wieder die B,,-Splines fiir jedes n > 3 an. Mit dem Potential (4.12) liefert die Me-
thode der Finiten Massen iiber einem Wiirfelgitter dann eine konsistente Diskretisierung der
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linearen Elastizitdtsgleichung (7.1). Aufgrund der Stabilitit der Diskretisierung konvergieren
die Losungen der Gitterpunktsgleichung (7.10) fiir jeden zuldssigen B,,-Spline quadratisch
gegen die Losungen der linearen Elasizitéitsgleichung.

Der Versuch ist naheliegend, wie bei adiabatischen Fluiden die Konvergenzordung in die
Hohe zu treiben, in dem man mit der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie (4.14)
anstelle der kinetsichen Energien der Einzelteilchen in die Lagrangefunktion eingeht. Aus-
gehend von der diskreten Deformation

un(@ ) = 3 o(@/h - k)ay(t)
keG

iiber einem unendlich ausgedehnten Wiirfelgitter G der Gitterweite A > 0 resultieren hier
die linearisierten Bewegungsgleichungen

Y Uk —0d(t) = h)  AU"(k —1))dy(t).

Leider geniigen diese nicht mehr der Konsistenzbedingung (7.16) und es ist nicht offensicht-
lich, ob auf diese Art und Weise eine hohere Konvergenzordnung erzielt werden kann.



Anhang A
Einflihrung in die Elastizitatstheorie

Der Kern der von Cauchy und Poisson in den 20er Jahren des 19. Jahrhunderts aufgestell-
ten Elastizitdtstheorie bildet die Mechanik der als Kontinua aufgefaliten festen Korper. Sie
betrachtet den Zustand von Ko&rpern unter der Einwirkung von Kriften und studiert Ver-
zerrungen und Spannungen, die durch Deformationen im oder am Korper erzeugt werden.
Ihre wesentlichen Bestandteile sind die Kinematik, die Gleichgewichtsbedingungen und die
Materialgesetze. Wir begniigen uns im Folgenden damit, die nichtlineare, dreidimensiona-
le Theorie statisch zu erldutern, da dies den Zugang erleichtert und die relevanten Grofen
und Begriffe besser verstidndlich werden. Zumal der Unterschied zur dynamischen Variante
nur durch einen mit der Massendichte p des Referenzzustands multiplizierten, zusitzlichen
Beschleunigungsterm besteht. Diesen werden wir in Abschnitt A.4 bei der Einfiihrung der
linearen Theorie hinzufiigen und die lineare Theorie, wegen der durchgefiihrten Konvergenz-
analyse der Methode der Finiten Massen fiir hyperelastische Materialen, dynamisch behan-
deln. Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber die Elastizititstheorie findet man in den Biichern von
Ciarlet [Cia88], Marsden und Hughes [MaHu83] oder Truesdell und Noll [TrNo77].

A.1 Kinematik und starre Deformationen

Sei Q) eine beschriinkte, offene, zusammenhingende Menge im R® mit geniigend glattem
Rand. Der AbschluB ) von  reprisentiert das Volumen eines Korpers vor dessen Verfor-
mung und wird dementsprechend als Referenzzustand bezeichnet. In der Regel ist ) gerade
die Teilmenge des R?, die der Kérper im spannungsfreien Grundzustand einnimmt. Eine
Deformation wird duch ein geniigend glattes, orientierungstreues Vektorfeld ¢ : 0 — R3
auf der Referenzkonfiguration beschrieben, welches auBler auf dem Rand von (2 injektiv ist.
Der Grund, warum eine Deformation ihre Injektivitdt auf dem Rand verlieren kann, liegt in
der Tatsache begriindet, dal der Korper mit sich selbst in Kontakt kommen kann. Fiir jeden
Punkt y € R? bezeichnet 9, = % die partielle Ableitung nach der Komponente y; in Rich-
tung der Standardbasis {e}. Ist ¢ = >, ¢ye;, eine Deformation, so definieren wir in jedem
Punkt y € ) den Deformationsgradienten

o1 Oapr O3 V%T
Vo= Oip2 Oap2 D52 | = | Vi |,
O1ps  Oaps  Os¢p3 Vi

den wir in Anlehnung an die géngige Literatur auch mit F' bezeichnen. Da ¢ als orientie-
rungstreu vorausgesetzt wurde gilt

det Vo(y) >0 fiiralley € Q,
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die Matrix F' ist insbesondere in jedem Punkt invertierbar. Neben der Deformation ¢ ist es
oft gebriuchlich, die Verschiebung u : ) — R? durch die Beziehung

o =id+u (A.1)

zu definieren. Hierbei bezeichnet id die identische Abbildung von R?|q — R?|q. Zwischen
dem Verschiebungsgradienten Vu und dem Deformationsgradienten besteht die Relation

Vo =1+ Vu. (A2)

In jedem Punkt = o(y) des deformierten Zustandes O = p({2) definiert man die Vek-
toren Vip(y) = >, Vipr(y)ex, welche die lokale Deformation in Richtung des Vektors ey,
messen. Da der Vektor Vip(y) gerade die [-te Spalte der Matrix V(y) ist, kann man somit
aus der Kenntnis des Deformationsgradienten auf die lokale Deformation schlieBen. Ist die
Deformation ¢ differenzierbar in y € €, so gilt nach Definition fiir alle Punkte y + dv € Q:

p(y + 6v) — p(y) = Vo(y)ov + o([|6v])
und folglich

lp(y + 6v) — o(y) > = 80 Vo (y)Vo(y) 6v + of[|v]]?).

-~

Hierbei bezeichent
C:=Vy'Vp

den rechten Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor. Neben dem rechten Cauchy-Greenschen
Verzerrungstensor spielt bei der Beschreibung der Antwortfunktion isotroper elastischer Ma-
terialien der linke Cauchy-Greensche Verzerrungstensor

VeVeT.
eine entscheidende Rolle.

Definition A.1.1. Eine Deformation heifst genau dann starre Deformation, wenn eine Rota-
tion Q € O*(R) und ein Verschiebungsvektor v € R3 derart existieren, daf3

oy) =Qy —v fiiralley € )
ist.

Starre Deformationen konnen mit Hilfe des rechten Cauchy-Greenschen Verzerrungstensors
gut charakterisiert werden. Es gilt folgender Satz.

Satz A.1.2. Eine stetig differenzierbare Deformation ist genau dann starr, wenn der rechte
Cauchy-Greensche Verzerrungstensor C = I erfiillt.

Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 1.8-1]. 0

Als Mab# fiir die Abweichung zwischen einer gegebenen und einer starren Deformation kann
nach diesem Theorem der Green-St. Venantsche Verzerrungstensor

1
E=—-(C-1I)
2
betrachtet werden. In der Verschiebung w ist dieser von der Gestalt

1
E = 5(Vu + VuT + VuTVu). (A.3)
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A.2 Die Gleichgewichtsbedingungen

Auf einen Korper wirken verschiedene Krifte ein. Sie werden in zwei Klassen unterteilt.

(1) AuBere Volumenkriifte. Dabei handelt es sich um Kriifte, die auf alle Massenteile des
Volumenelements da wirken. Die auf da wirkende Volumenkraft wird durch ein Vektorfeld

f:O-R3
angegeben, welches die Dichte der dufieren Volumenkraft (pro Einheitsvolumen) beschreibt.

(2) AuBere Oberflichenkrifte. Dabei handelt es sich um Krifte, die nur auf die Rand-
flichen da des Volumenelements dx wirken. Sie werden durch ein Vektorfeld

g: % -R3

angegeben, welches auf einer Teilmenge & des Randes 0O da- meBbar ist und die Dichte
der dufleren Oberflichenkraft (pro Einheitsvolumen) beschreibt.

Bezeichnet p : O — R die Massendichte des deformierten Zustands, so ist die Masse je-
der da- meBbaren Teilmenge 4 C O durch

/up(:c) dx

gegeben. Da die Masse stets positiv ist, ist es verniinftig p(a) > 0 fiir alle € O zu verlan-
gen. Natiirlich kann die duflere Volumenkraft ebenso durch ihre Dichte

h:O —-R?3
pro Einheitsmasse definiert werden. Diese steht dann durch
f=rb
in Relation zur Dichte § pro Einheitsvolumen.

Beispiel. Eine typische Volumenkraft ist durch ein Gravitationsfeld f(x) = —gp(x)es fiir
alle x € O, mit der Gravitationskonstanten g, gegeben. Dagegen wird eine duflere Ober-
flachenkraft etwa durch die Bewegung eines anderen Korpers (welcher Art auch immer)
entlang dem Randstiick & erzeugt.

A.2.1 Das Axiom des statischen Gleichgewichts

Das folgende Axiom bildet die Grundlage der Kontinuumsmechanik. Es verdankt seinen Na-
men den wesentlichen Beitrdgen von Euler [Eul57], [Eul71] und Cauchy [Cau23], [Cau27a]
und besagt, daf sich ein Korper genau dann im statischen Gleichgewicht befindet, wenn das
folgende Spannungsprinzip erfiillt ist.
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Axiom A.2.1. (Spannungsprinzip von Euler und Cauchy) Ein deformierter Korper O
befinde sich unter Einwirkung der Volumenkraft § : O — R3 sowie der Oberfliichenkraft
g : & — R3? im statischen Gleichgewicht. Bezeichnet Sy := {v € R? : |v| = 1} die
Einheitssphdre im R?, so existiert ein Vektorfeld

t: O xS —R3
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jede Teilmenge $4 C O und in jedem Randpunkt x € & N O in dem die auswiirts
gerichtete Einheitsnormale n € & N 0 existiert gilt
t(x,n) = g(x).
(2) Fiir jede Teilmenge 34 C O ist

/uf(fc) dx + /aut(w,n) da = 0.

Hier bezeichnet n die auswdirts gerichtete Einheitsnormale entlang O4l.
(3) Fiir jede Teilmenge 3 C O ist
/:c X f(:r;)dcc—l—/ x X t(x,n)da = 0.
a* au

Der Vektor t(x, n) heit Cauchyscher Spannungsvektor. Nach dem Aktio-Reaktio-Prinzip
gilt

t(x,—n)=—t(z,n).
Aus der Existenz des Cauchyschen Spannungsvektors 148t sich ein Satz von Cauchy [Cau23],
[Cau27b] ableiten, der uns die Darstellung der Spannungsvektoren mittels eines Tensors,
dem sogenannten Cauchyschen Spannungstensor, ermoglicht.

Satz A.2.2. Ist die cufere Volumenkraftdichte § € C(9O,R?) stetig und das Cauchysche
Spannungsvektorfeld B
t: O xS — R (z,n)— t(z,n)

stetig differenzierbar nach © € O fiir jedes feste n € Sy, sowie stetig in m € S, fiir jedes
feste x € 9, so gibt es ein stetig differenzierbares Tensorfeld

T.: 9 —S*R),x+— T.(x)
mit der Eigenschaft, dafs der Cauchysche Spannungsvektor
t(x,n) =T (x)n firalexcO,ncS,
erfiillt. Ferner gilt

= 0 fiirallex € 9,
T.(x)",
T.(x)n = g(x) firalexc &.

N +
o=
8 8
I
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Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 2.3-1]. O

Der symmetrische Tensor T'.(x) heilt Cauchyscher Spannungstensor. Wegen der Bezie-
hung t(x, e;) = T.(x)xe; reprasentieren die Elemente der k-ten Zeile des Tensors T'.(x)
die Komponenten des Cauchyschen Spannungsvektors t(x, n) im Punkt (x, ey).

Beispiel. Ist T'.(x) = —nI,m € R, so beschreibt der Cauchysche Spannungstensor einen
konstanten Druck. In diesem Fall ist der Cauchysche Spannungsvektor t(x, n) = —7n nor-
mal beziiglich dem elementaren Oberflichenelement. Seine Linge ist konstant und er ist fiir
m > 0 nach innen gerichtet.

A.2.2 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Nach Satz A.2.2 erfiillt der Cauchysche Spannungstensor ein Randwertproblem iiber dem
deformierten Zustand. Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieses Randwertproblems ist es,
daB} es aufgrund seiner Divergenzform einer Variationsformulierung zugénglich ist, welche
sich im Prinzip der virtuellen Arbeit postuliert. Dieses Prinzip spielt eine Schliisselrolle in
der Theorie hyperelastischer Materialien, die in Abschnitt A.3.2 eingefiihrt werden.

Satz A.2.3. Das Randwertproblem

DivT.(x) 4+ f(x) = 0 inD,
T.(x)n = g(x) auf &
ist fiir alle geniigend glatten Vektorfelder v : O — R3 mit

p=0auf &, =900 — &

dquivalent zu der Variationsformulierung

/TC:Vndaz:/f-Udm+/g-ndu.
fa) fa) &

Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 2.4-1]. ]

A.2.3 Die Piola-Kirchhoff-Transformation

Die Gleichungen

DivT.+f = 0 in9O,
T. = TTin O,
Tn = gauf®

aus Satz A.2.2 werden auch als Gleichgewichtsbedingungen des deformierten Zustands be-
zeichnet. Der Nachteil dieser Gleichungen besteht in der unbekannten Variablen . Um diese
Schwierigkeit aus dem Weg zu rdumen, werden die Gleichungen in die bekannte Variable y
des Referenzzustands umgeschrieben. Dies geschieht, in dem man die Piola Transformation
T : Q — M?3(R) auf den Cauchyschen Spannungstensor T, anwendet.
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Definition A.2.4. Der Tensor T : Q — M?(R) mit
T(y) = (det F(y))T(z)F(y)"
heif3t der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor.

Im Gegensatz zum Cauchyschen Spannungstensor T, ist der erste Piola-Kirchhoffsche Span-
nungstensor nicht symmetrisch, sondern erfiillt

T(y)" =F(y) 'T(y)F(y)".

Zusitzlich miissen noch die in den Gleichgewichtsbedingungen auftretenden dulleren Krifte
in den Referenzzustand iibertragen werden. Der Dichte der duBeren Volumenkraft § : O — R3
ordnet man hierfiir ein Vektorfeld f : Q0 — R? derart zu, daB

/Qf(y) dy = /Df(a:) de firalle x = p(y) € O

ist. Das Vektorfeld f : Q — R? gibt die Dichte der #uBeren Volumenkraft iiber dem Refe-
renzzustand an. Wegen dx = det F'(y) dy erhilt man

f(y) = (det F(y))f(=).
Ebenso verfihrt man mit der Dichte der duBeren Oberflichenkraft g : & — R®. Man ordnet
ihr ein Vektorfeld g : I' — R3 mit

/g(y) da = / g(x)da firallex = p(y) € &
r ®
zu und erhilt wegen da = (det F(y)) |F(y)*Tn| da den Vektor

g9(y) = (det F(y))|F(y) " n|g(x).

Mit diesen Vereinbarungen stellt sich nun Satz A.2.3 liber dem Referenzzustand in folgender
Form dar.

Satz A.2.5. Der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor T(y) erfiillt mit [ fdy =
[ fdx und [ g da = [ gdaiiber dem Referenzzustand ) die Gleichungen
DivT(y)+ f(y) =0 fiiralley € Q,
F(y)T(y)" =T(y)F(y)" firaley € Q, (A.4)
T(yn=g(y) firaleyecT.

Fiir alle geniigend glatten Vektorfelder v : Q — R? mit
v=0auf I, ;=00 —-T

sind die erste und die dritte Gleichung dquivalent zu der Variationsformulierung

/T:V'vdy:/f-'vdy+/g-'vda.
Q Q r
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Beweis. Folgt durch einfache Rechnung aus Satz A.2.3. O

Fiir manche Anwendungen ist es niitzlich, mit einer symmetrischen Transformation auf den
Referenzzustand arbeiten zu konnen. Man definiert deshalb den folgenden Tensor.

Definition A.2.6. Der symmetrische Tensor S : Q — S3(R) mit

S(y) = F(y)"'T(y) = (det F(y)) F(y) "' Te(z)F(y)~"
heifst zweiter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor.

Mit dessen Hilfe lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen iiber dem Referenzzustand in
eine einfachere Form bringen.

Satz A.2.7. Der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S (y) erfiillt iiber dem Refe-
renzzustand () die Gleichungen

Div (F(y)S(y)) + f = 0 fiiralley € Q,
Sy,
F(y)S(y)n = gly) firalley€T.

Fiir alle geniigend glatten Vektorfelder v : Q — R3 mit
v=0auf I, :=00—-T

sind die erste und die dritte Gleichung dquivalent zu der Variationsformulierung

/FS:Vvdy:/f-vdy+/g~vda.
Q Q r

Beweis. Offensichtlich durch Einsetzen der Definition von S in Satz A.2.5. U

A.2.4 AuBere Kriifte

Die in den Gleichgewichtsbedingungen durch ihre Dichte auftretenden duf3eren Krifte f und
g haben wir bei unserer Einfiihrung bisher ausgeschlossen. Sie konnen unterschiedlicher Art
sein.

(1) Tote Lasten. Die duflere Volumenkraft, sowie die 'auBe_re Oberflachenkraft werden als
tote Lasten bezeichnet, falls die zugehorigen Dichten f : Q — R?, sowie g : ' — R? un-
abhingig von der Deformation ¢ sind. Dies ist zum Beispiel fiir ein Gravitationsfeld der Fall,
bei dem

fy)=gp(y)es
ist. Hilt man einen Teil des Randes & fest, wihrend auf dem tibrigen Teil keine dufleren
Krifte wirken (g = 0), so ist auch

g(y)=0 aufl
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unabhingig von der Deformation ¢. Handelt es sich also um tote Lasten, so sind die rechten
Seiten des resultierenden Randwertproblems bekannte Funktionen in der Variablen y € ().
Betrachtet man etwa eine Drucklast, deren Dichte iiber dem deformierten Zustand durch

g(x) = —m(x) ,x € &, = const

gegeben ist, so ist dies nur fiir 7 = 0 eine tote Last. Intuitiv ist das klar: Man denke etwa an
einen leeren Luftballon als Referenzzustand, welcher durch Aufblasen in einen deformierten
Zustand iibergeht. In diesem Beispiel findet man

g(y) = —7(Cof F(y))n(y) ,yel.
Die zugehorige Randbedingung hat demnach die Form
T(y)n(y) =g(y) = g(y. Fly)) ,yeT,
wobei die Abbildung g : I' x M2 (R) — R? durch
g(y, F) = —m(Cof F)n(y)

gegeben ist. Motiviert durch dieses Beispiel kann man stets annehmen, daf} es sich bei den
duBeren Kriften entweder um tote Lasten handelt, oder die zugehdrigen Dichten liber dem
Referenzzustand von der Form

fy) = Flyely) ,yeQ,
gly) = g(y.Fly)) ,yerl

mit bekannten Abbildungen £ : Q x R® — R3und g : T' x M3 (R) — R? sind.

(2) Konservative Kriifte Die dullere Volumenkraft, sowie die dullere Oberflichenkraft wer-
den als konservative Krifte bezeichnet, wenn das jeweilige Integral

[t vway = [ Fuew) oy,
Q Q
[9w)vwida = [Gw.Fw)- vy da
r r
aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit als Fréchet-Ableitung

F(y.o(y)) - v(y)dy,

d(y,F(y)) -v(y)da
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geschrieben werden kann. Wenn dies der Fall ist, so bezeichnet man die Funktionen F
QxR*—>Rund G : T x R® x M3 2 (R) — R als Potential der dufseren Volumen- bzw.
Oberflichenkraft. Natiirlich ist jede tote Last eine konservative Kraft mit

ﬁ(y,C) = }’(y) ¢ firalley € Q,¢ € R?,

oder
G(y,(,F)=g(y, F)-¢ firalley eT,¢ € R*, F € M2 (R).

A.3 Materialgesetze

Ein wichtiges Problem besteht darin, zu gegebenen dufleren Kriften die Deformation eines
Korpers zu bestimmen. Die Gleichgewichtsbedingungen liefern dazu nur 3 Gleichungen.
Damit sind die 3 Komponenten der Deformation und die 6 Komponenten des ersten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensors (unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Cauchyschen
Spannungstensors) noch nicht bestimmt. Die fehlenden Gleichungen ergeben sich aus den
Materialgesetzen. Darin kommt zum Ausdruck, da} die Deformationen zu gegebenen Kriften
auch von den Materialeigenschaften abhingen.

A.3.1 Elastische Materialien

Im Gegensatz zu den plastischen Materialien rufen bei elasischen Materialien, die durch
dullere Einwirkungen verursachten Deformationen Krifte hervor, die diese Deformation riick-
gingig zu machen versuchen. Mathematisch postuliert sich das in folgender Definition.

Definition A.3.1. Ein Material heif3it elastisch, wenn es eine Abbildung
T:QxML(R) = SL(R), (y,F(y)) — T(y,F(y))

derart gibt, daf3 fiir jeden deformierten Zustand der Cauchysche Spannungstensor T.(x)in
jedem Punkt x = ¢(y) € O das konstitutive Gesetz

T.(z) =T(y,F(y))
erfiillt. Die Abbildung T heifit Antwortfunktion des Cauchyschen Spannungstensors.

Hinter dem konstitutiven Gesetz verbirgt sich insbesondere die Annahme, daf3 die Span-
nungen in lokaler Weise von den Verschiebungen abhingen, und auch nur von deren ersten
Ableitungen. Beriicksichtigt man die Beziehungen T' = (det F)T . F~T bzw. § = F~'T
zwischen dem ersten bzw. dem zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor und dem
Cauchyschen Spannungstensor, so findet man Abbildungen

T :Q x M2 (R) — M3(R), T(y,F) = (det F)T ( JF)F T,
S: QO x M (R)—S*(R), S(y, F) = (det F)F'T(y, )F—T
mit der Eigenschaft, daf}
T(y) = T(y, F(y)),
S(y) = S(y.F(y))
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fiir alle y € € gilt. Da diese Gleichungen #quivalente Definitionen fiir elastische Materia-
lien darstellen, werden sie ebenfalls als konstitutive Gesetze bezeichnet. Die Abbildungen
T und S bezeichnet man entsprechend als Antwortfunktionen des ersten und zweiten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensors. Materialien bei denen die Antwortfunktion T' nicht ex-
plizit vom Ort y abhéngt, bezeichnet man als homogene Materialien. Andernfalls werden
sie als inhomogen bezeichnet. Fiir ein homogenes elastisches Material ist das konstitutive
Gesetz demnach von der Gestalt

T.(x) = T(F(y)) bzw. T(y) = T(F(y)).

Axiom der Koordinatenunabhingigkeit

Nach einem allgemeinen physikalischen Sachverhalt muf} jede observierbare Grofe invari-
ant gegeniiber einem Wechsel des Bezugssystems sein. Es darf demnach keine Rolle spie-
len, tiber welcher orthogonalen Basis der Cauchysche Spannungsvektor eines deformierten
Korpers berechnet wird. Diese Tatsache findet sich im sogenannten Axiom der Koordinate-
nunabhdngigkeit, welches oft auch als Axiom der Invarianz gegeniiber einem Wechsel des
Bezugssystems bezeichnet wird, wieder.

Axiom A.3.2. (Invarianz gegeniiber Wechsel des Bezugssystems) Wird der deformierte
Zustand O mittels einer orthogonalen Matrix Q € Q% (R) durch ¢ = Q in einen anderen
deformierten Zustand o(O) gedreht, so gilt fiir alle y € Q und n € Sy

t7(c(z), @n) = Qt(z, n).

Hierbei sind die Vektorfelder t° : o(9) x So — R3 und t : O x Sy — R? die jeweiligen
Cauchyschen Spannungsvektoren.

Satz A.3.3. Fiir ein elastisches Material ist das Axiom der Koordinatenunabhdingigkeit ge-
nau dann erfiillt, wenn fiir jedes y € Q und jede orthogonale Matrix Q € Q3 (R)

T(y,QF) = QT(y,F)Q" fiiralle F € M%(R)

gilt. Ferner ist dies genau dann der Fall, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt ist:
(i) Sind R € O*(R) und U € S%(R) die Matrizen aus der Polarzerlegung F' = RU, so
gilt
T(y,F) = RT(y,U)R™.

(ii) Es gibt eine Abbildung T : QxS3 (R) — S (R), so daf fiiralley € Qund F € M3 (R)
T(y,F)=FT(y,C)F".
(iii) Es gibt eine Abbildung S : 2xS3 (R) — S*(R), so daf fiiralley € Qund F € M3 (R)

S(y.F)=58(y,C).
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Beweis. Seien T'.(x) und T7((o(x)) die jeweiligen Cauchyschen Spannungstensoren in

x € O und dem via 0 = Qg rotierten Punkt o(x) € o(9). Nach dem Axiom der Ko-
ordinatenunabhingigkeit ist fiir alle n € S

T?(o(z))Qn =t (o(x), Qn) = Qt(xz,n) = QT .(x)n

und somit T ((o(x)) = QT.(x)Q™. Die geometrische Interpretation des Deformations-
gradienten wiederum besagt, dal Vo (y) = QV¢(y) und das Axiom der Koordinatenun-
abhingigkeit ist genau dann erfiillt, wenn

T(y,Vo(y)) =T(y,QVe(y)) = QT (y,Ve(y)) QT

gilt. Seien R € O*(R) und U € S%(R) die Matrizen aus der Polarzerlegung F = RU.
Wegen der Orthogonalitit von R impliziert T(QF) = QT(F)Q™ unmittelbar

T(F)=T(RU) = RT(U)R"

und damit (i). In diesem Fall ist T'(F) = RT(U)RT = FU'T(U)U TFT und die Wahl
des symmetrischen Anteils U = C 1/2 Jiefert die Existenz einer Abbildung

T:Cw— C'V*T(CY?)C 1?2
mit der erforderlichen Eigenschaft T'(F) = FT(C)FT. Da fiir alle Q € 0*(R)
QT(F)Q" = QFT(F'F)F'Q" = (QF)T((QF)"(QF))(QF)"
= T(QF)

gilt, bleibt nur noch die Aquivalenz zwischen den letzten beiden Behauptungen zu zeigen.
Wegen S(F) = [det F]F'T(F)F~T und det F' = +/det C ist (ii) dquivalent zu

S(F) = 8(C)
mit S(C) = v/det CT(C). O
Axiom des spannungsfreien Grundzustands

Nach Aquivalenz (iii) von Satz (A.3.3) und AderA Definition der Antwortfunktionen der beiden
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensoren T', S ist das Axiom der Koordinatenunabhiéngig-
keit insbesondere auch dann erfiillt, wenn es eine Abbildung S : Q x S% (R) — S*(R) mit

T(y,F) = FS8(C)

gibt. Der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor besitzt als Funktion der Verzerrung E
somit die Darstellung R B
T(y)=T(y,F)=FS(y, E),

wobei S : Q x S8 (R) — S*(R) durch S(y, E) = S(I + 2E) definiert ist. Nimmt man an,
dafB fiir alle y € €2 R B
T(y,I)=0 bzw. S(y,0)=0
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gilt, so handelt es sich um einen spannungsfreien Grundzustand. Die Fréchet-Ableitung von
~ ~
S im Punkt E = 0 bezeichnen wir mit S (y,0). Es handelt sich dabei um eine lineare

Abbildung 5'(y,0) : S%(R) — S*(R), die als Matrix dic Eintrige 5] = 252 besitzt.

Die Taylorentwicklung von S um den spannungsfreien Grundzustand liefert dann

~1

S(y. E) = 5 (y.0)[E] + O(| E|*).

Isotropie elastischer Materialien

Wihrend das Axiom der Koordinatenunabhéngigkeit fiir jedes Material gilt, ist die Isotropie
eine reine Materialeigenschaft. Sie bedeutet, daf} im Material keine Richtung ausgezeichnet
ist, die Antwort des Materials also in allen Richtungen gleich ausfillt. Die Spannungsvekto-
ren dndern sich demnach nicht, wenn man den nicht deformierten Korper Q vor der Defor-
mation dreht. Isotropie gilt nicht fiir geschichtetes Material, Holz oder Kristalle. Um diese
Eigenschaft mathematisch erfassen zu konnen, betrachten wir einen Punkt x € O. Daes
sich um ein elastisches Material handelt, ist der Cauchysche Spannungstensor durch

T.(x) =T(y, F(y))

gegeben. Wenn wir nun die Referenzkonfiguration 2 mittels einer Rotation QT um den
Punkt y € ) drehen, so kann derselbe deformierte Zustand © durch die Komposition

g=poa o) =9, y—o(y+Qc(¥) —vy))

mit o(y) = y + QT (y — y)firalley € Q, als Bild der neuen Referenzkonfiguration
0(£2) erhalten werden. Im gemeinsamen Punkt ¢(y) = ©(y) =: @ ist der Cauchysche
Spannungstensor demnach

T?(@) =T (y,Vo(y)) = T(y, Ve(y)Q).
Dies motiviert uns zu folgender Definition.

Definition A.3.4. Fiir ein elastisches Material mit dem Cauchyschen Spannungstensor

T.(x) = T(y, F) bezeichnet man

S(y) = {Q € OL(R)|T(y, FQ) = T(y, F) . F € M} (R)}
als die Symmetriegruppe des Materials im Punkt y € Q.

Man weist leicht nach, daf §(y) eine Untergruppe von Q% (R) ist. Gilt §(y) = O3 (R) fiir
alle y € €2, d.h. ist in jedem Punkt y € 2

T(y, FQ)=T(y,F)

fir alle F € M3 (R) und Q € Q2 (R), so spricht man von einem isofropen Material. Um den
ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor eines isotropen Materials iiber einem span-
nungsfreien Grundzustand besser charakterisieren zu konnen, bendtigt man die folgenden
Lemmata.
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Lemma A.3.5. Die verschiedenen Spannungstensoren eines elastischen Korpers geniigen
fiiralle C = I +2E € S3(R),Q € S(y) und y € Q) den Bedingungen

= T(y,QCcQ")
QS(y,C)QT = S(y,QCQ")
E) (

Q" = S(y,QEQ")

~1
QS (y.0)[EIQT = S(y,0)QEQ],
wobei Letzteres lediglich tiber einem spannungsfreien Grundzustand gilt.

Beweis. Sei C € S? (R),Q € S(y) und etwa F = C'/? € S*(R). Damn ist C = FTF,
also

QT(C)Q" = QF 'T(F)F QT = (FQ ") 'T(F)(FQ ™')™
= T((FQHT(FQ™)) =T(QCcQ").

Mit S(C) = v/det CT(C) und det C = det QC QT folgt
QS(C)Q™ = 5(QcQ™)
und daraus mit FS(E) = T(F) = F§(C) die Gleichung
QS(E)Q" = S(QEQ").
Wegen S(0) = 0 ist einerseits S(QEQT) = § (0)[QEQT] + O(| E|?) und anderseits
S(QEQ") = Q3(E)Q"=Q {5 (0)[E|+O(|E|*)} Q"
= QS (0)[EIQT +O(|E|]),
so daB sich §'(0)[QEQT] = QS (0)[E]QT ergibt. 0

Lemma A.3.6. Sei A : S*(R) — S*(R) eine lineare Abbildung mit QA[S]QT = A[QSQT”]
fiir alle Q € O*(R) und S € S}(R). Dann gilt

A[S] =2uS + \(spS)I
mit zwei Konstanten pi, A € R.

Beweisskizze. Nach [Gur81] wihlen wir zunéchst einen Vektor e € R? mit |e| = 1 und
ordnen ihm die symmetrische Projektionsmatrix

Pov=(ev)e ,veR’?

zu. Mit Hilfe der orthogonalen Householdertransformation H, = I — 2P, und unter Be-
nutzung der Voraussetzungen zeigt man, dal e ein Eigenvektor von A[P.] ist. Den ent-
sprechenden Eigenwert bezeichnen wir mit a.. Da P, symmetrisch ist, existieren nach dem
Spektralsatz zwei weitere reelle Eigenwerte Ao, A\, mit entsprechenden Eigenvektoren, die
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auf e senkrecht stehen. Mit Hilfe einer duBerst geschickt konstruierten Matrix Q € O*(R)
zeigt man, daB A\, = )\, gilt. Wegen

A[P P, = a.P., A[P.JI— P.)=X(I—P,)
gilt dann
A[P.] = @ePe + Ne(I — P,).

Mit Hilfe der Voraussetzungen zeigt man nun, daB fiir alle @ € Q*(R)
0Qe = Qe;  AQe = e,

gilt, d.h., sowohl « als auch A unabhingig von e sind. Mit 2;s = o — A erhalten wir
A[P.] =2uP.+ \I.

Ist nun S € S*(R) beliebig mit Eigenwerten A, A2, A3 und paarweise zueinander orthogo-
nalen Eigenvektoren e, e, es, so gilt

3

S=> AP,

=1

Aus der Linearitit von A folgt daher A[S] = 2uS + A(spS)I. O

Dieses Lemma zeigt insbesondere, dall die Forderung nach der Invarianz gegeniiber einem
Wechsel des Bezugssystems einer linearen Abbildung A : S*(R) — S*(R) die Zahl der
Freiheitsgrade auf 2 reduziert.

Satz A.3.7. Fiir isotrope elastische Materialien iiber einem spannungsfreien Grundzustand
gilt
S(y. E) = 2u(y)E + Ny)(spE)I + O(| E|*)

mit zwei Konstanten 1i(y), \(y) € R, die als Lamé-Konstanten des Materials im Punkt
y € () bezeichnet werden.

Beweis. Wegen der Isotropie ist §(y) = Q*(R) fiir alle @ € O*(R) und somit nach Lemma
A35

QS (y,0)[EIQT = §'(y,0) QEQ™).

Uber einem spannungsfreien Grundzustand folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma
A.3.6. O

Rivlin und Ericksen [RiEr55] ist es 1955 gelungen die Antwortfunktion isotroper Materia-
lien mit den Hauptinvarianten einer Matrix niher zu beschreiben. Wir werden darauf nicht
eingehen und verweisen den interessierten Leser auf [Vil77].
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A.3.2 Hyperelastische Materialien

Wie man im vorigen Abschnitt gesehen hat, erfiillt bei einem elastischen Material der er-

~

ste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor T'(y) = T'(y, F(y)), womit der Gleichgewichts-
zustand eines elastischen Korpers unter der Wirkung von konservativen Kriften nach Satz
A.2.5 durch das Randwertproblem

DivT(y, F(¥)) + f(y,0(y) = 0 ,yeQ,
T(y,Fy)n = §(y.F(y)) .yel,
ply) = oly) ,yel,

tiber dem Referenzzustand beschrieben ist. Hierbei ist ¢ : T, — ]R3_gegeben. Die erste und
zweite Gleichung sind fiir alle geniigend glatten Vektorfelder v : 2 — R3, die auf T}, ver-
schwinden, dquivalent zu der Variationsformulierung

/T(y,?“(y))iw(y)dy = /f(w(y)) v(y)dy
Q Q
+/F§(y,F(y)) -v(y) da.

Die hierbei auf der rechten Seite auftretenden Integrale konnen als Fréchet-Ableitungen
[ o) vy = Flo,
Q

[ Fw) vwda = o
r
der Funktionale

F(r) = /Qﬁ(y,f(y))dy,

G(r) = /F G(y,V7(y)) da

betrachtet werden. Es stellt sich demnach die Frage, ob die linke Seite des Prinzips der
virtuellen Arbeit sich ebenfalls als Fréchet-Ableitung

/Q’f(y,F(y)) : Vo(y) dy = W'(r)v

eines geeigneten Funktionals W schreiben 143t. Wenn dies der Fall ist, so kann dquivalent
zum Prinzip der virtuellen Arbeit, die Fréchet-Ableitung des Funktionals {W — (F' + G)}
fiir alle Variationen v, die auf I, verschwinden, gleich null gesetzt werden. Dies motiviert
uns zu folgender Definition, die durch den nachstehenden Satz gerechtfertigt wird.

Definition A.3.8. Ein elastisches Material heifit hyperelastisch, wenn es ein Energiefunktio-
nal W : Q x M (R) — R derart gibt, daf3

ow

T(y,F):a—F

(y, F) fiiralley € Q,F € M2 (R)

gilt.
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Satz A.3.9. Die Gleichgewichtsbedingungen

Div g—‘;/(y,F(y)) +F(yely) = 0 yeq,

ow

OF

sind fiir ein hyperelastisches Material unter konservativen Krdften genau dann erfiillt, wenn
die Gesamtenergie

(v, Fly))n = g(y.F(y) ,yeTl

I(s@)z/QW(y,F(y)) dy — {F(¢) + G(p)}

fiir alle geniigend glatten, auf T, verschwindenden Vektorfelder v : Q — R3 stationdir wird,
also
I'(p)v =0

ist.

Beweis. Fiir jedes geniigend glatte Vektorfeld 7 : Q — R? betrachten wir die Verzerrungs-
energie

V(r):= /QW(y,VT(y)) dy.

Ist v : Q — R3 ein beliebiges Vektorfeld, so ist wegen

V(ir+wv)-V(r) = /Q{W(y,VT(y) +Vo(y)) - V(y,V7(y)) } dy
~ [ {50 97w s Tolw) + o(I7owI) | dy

~ [ T Vrw) : Vo) dy + | ofIVo(w)]) dy

Q
die Fréchet-Ableitung

V(t)v = /in“(y,VT(y)) : Vo(y) dy.

Folglich ist
(g = / T(y, F(y)) : Voly) dy
Q

_ {/Q?(y,sO(y)) -v(y) dy+/§(y,F(y)) o(y) da}

T
und die Behauptung folgt aus Satz A.2.5. 0
Man ist nun natiirlich bemiiht, anstatt des stationdren Punktes das Minimum des Funktionals
der totalen Energie, () = minygecy 1(?), zu bestimmen. Hierfiir ist zunéchst zu gewihr-

leisten, daB der Raum ¥ wohldefiniert ist. Da jedoch der Spuroperator o : C1(Q) — L?(),
X — X|aq stetig auf den Sobolevraum W1/2((2) fortgesetzt werden kann, ist

U ={x e W(Q)| ox = pauf I}
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nicht leer und bildet einen affinen Raum. In diesem ¥ = $ + v liegen nun sowohl ¢ als auch

~

v. Das Funktional /(v) := I(v + ») = I(¥) wird demnach im Punkt (¢ — ©) stationir, da

Te—-3)=0T(p—3w=TI(pw=0

fiir alle auf I, verschwindenden Variationen v. Aus dieser Erkenntnis ergibt sich unmittelbar
das folgende entscheidende Korollar aus Satz A.3.9.

Korollar A.3.10. Fiir ein hyperelastisches Material unter konservativen Kridften gilt: Jedes
geniigend glatte Vektorfeld

e T:={r:Q—R*7 =pauf [},
welches die Randbedingungen erfiillt und die totale Energie

I(p) = inf I(7)

TeT

minimiert, lost das zu den Gleichgewichtsbedingungen gehorige Randwertproblem

Divg—vg(y,F(y))Jr?(y,w(y)) = 0 ,yeQ,
. Fw)n = g
ely) = oly) ,yel.

Axiom der Koordinatenunabhingigkeit

Erinnert man sich daran, was es fiir ein elastisches Material bedeutete, invariant gegeniiber
einem Wechsel des Bezugssystems zu sein, so motiviert dies zu folgender Definition.

Definition A.3.11. Das Energiefunktional W : Q x Mi (R) — R eines hyperelastischen
Materials erfiillt genau dann das Axiom der Koordinatenunabhdingigkeit, wenn die Antwort-
funktion T' des Cauchyschen Spannungstensors das Axiom der Koordinatenunabhdingigkeit

erfiillt.

Satz A.3.12. Das Energiefunktional W : {0 x I\\/Hi(IR) — R eines hyperelastischen Materi-
als ist genau dann unabhdngig gegeniiber einem Wechsel des Bezugssystems, falls eine der
beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) W(y,QF)=W(y,F) fiiralle F € M3 (R),Q € 03 (R).
(i) Es existiert ein Energiefunktional W : Q x S3(R) — R mit

W(y,F)=W(y,FTF) fiiralle F € M’ (R).

Genauer ist W(C) = W(C/?).

Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 4.2-1]. O
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Damit ist fiir jedes y €  das Energiefunktional W nur vom Cauchy-Greenschen Verzer-
rungstensor C = FTF abhingig. Aus der Koordinatenunabhiingigkeit eines hyperelasti-
schen Materials kann man ferner schlieBen, da3 der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungs-
tensor von der Form B

~ - ow

ist.

Isotropie hyperelastischer Materialien

Auch hier ist die Definition der Isotropie naheliegend und ergibt sich aus der fiir elastische
Materialien.

Definition und Satz A.3.13. Das Energiefunktional W : Q) x Mi (R) — R eines hyperela-
stischen Materials ist genau dann isotrop iny € (:2, wenn die zugehirige Antwortfunktion T
des Cauchyschen Spannungstensors isotrop y € € ist, also

T(y,F)=T(y,FQ) fiiralle F € M3 (R),Q € 0%(R)
erfiillt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
W(y,F)=W(y,FQ) fiiralle F € M3(R),Q € 0%(R)
gilt.
Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 4.3-1]. O

A.3.3 St. Venant-Kirchhoff Materialien

Nach Satz A.3.7 besitzt unter den Voraussetzungen der Isotropie, eines spannungsfreien
Grundzustands sowie der Unabhingigkeit beziiglich einem Wechsel des Bezugssystems das
einfachst denkbare, elastische Material einen in E linearen Spannungstensor S(y, E). Ma-
terialien mit dieser Eigenschaft

S(y,E) =2u(y)E + \y)(spE)I ,E €S (R)

nennt man St. Venant-Kirchhoff Materialien. Mit Hilfe geschickt konstruierter Gedankenex-
perimente weist man nach, daB die skalaren Lamé-Konstanten p(y) und A(y) echt groBer
als Null sein miissen. Da St. Venant-Kirchhoff Materialien lediglich das Verhalten fiir kleine
Werte von || E|| modellieren, kann man nicht erwarten, daf} sie sich auch bei groBen Ver-
zerrungen noch gutartig verhalten. Tatsdchlich erreichen sie mit endlicher Energie unendlich
grofle Kompressionsraten. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dal St. Venant-Kirchhoff
Materialien hyperelastisch sind. Leider ist ihr Energiefunktional nicht polykonvex und damit
der Existenztheorie von John Ball [Bal77] nicht zugénglich.

Lemma A.3.14. Ist das Energiefunktional eines hyperelastischen Materials unabhdngig vom
Bezugssystem, also

W(y, F)=W(y,C)=W(y,E)
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mit W (y, E) = W(y, I + 2E) und ist oBdA ﬂ = a—ﬁ;ﬁir k,l=1,2,3, so ist

ow oW
8—F(y’F )=F 8—E< y,E)
und folglich .
~ ow
E)=—(y,E).
Sy, E)= o5 E)
Beweis. Komponentenweise erhilt man fiir jedes 1 < k,1 < 3
oW oW o 1
E) = —_—— F.F —
aFm( ) zl: 6Ekl Frs 2 ( mkL ml 6l~:l)
oW (1 1 OW oW
= Osi 65 Fo| =< —F+ = —F,
S g (0P gaFe) =3 3 P 5 3 g
1OW 10w oW
= F = Frop—
S ra (o s ) - X
nach Voraussetzung. [

Korollar A.3.15. St. Venant-Kirchhoff-Materialien sind hyperelastisch und ihr Energiefunk-
tional ist durch

W(y, F) = W(y, B) = p(y)B : B+ J\(y)(spE)

mit W (y, E) = W(y, I + 2E) gegeben.

Beweis. Es gilt .
ow
und somit folgt wegen FS(E) = CT'(F) =

= 20uEy + A(spE)é

9% (F) die Behauptung aus Lemma A.3.14. [

A.4 Lineare Elastizitatstheorie

Unterliegt ein Korper Q einem dynamischen Prozef, so wird die Deformation ¢ : € x
R — R? gerne als Bewegung bezeichnet. Die Gleichgewichtsbedingungen erweitern sich
tiber dem Referenzzustand (A.4) um den Beschleunigungsterm p¢ und die zeitliche Ent-
wicklung des Systems wird nach (A.4) durch die Bewegungsgleichung

DivT + f = p@ (A.5)

beschrieben. Dabei bezeichnet T' = (det F)T¥F~T den ersten Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensor und p die Massendichte zum Referenzzeitpunkt. In der linearen Elastizitéts-
theorie werden in den Gleichungen nur Terme erster Ordnung in den Verschiebungen w ver-
wendet und Terme hoherer Ordnung vernachlissigt. Das betrifft den Green-St. Venantschen
Verzerrungstensor (A.3) dessen linearer Anteil

= %(Vu + Vu™)
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auch infinitessimale Verzerrung genannt wird. Der kritische Schritt der Linearisierung ist
jedoch das konstitutive Gesetz T' = T'(F') elastischer Materialien. Um das Verhalten dieser
Gleichung fiir Vo — 0 zu untersuchen, faBt man T'(F) als Funktion von Vu auf. Wegen
(A.2) erhdlt man im spannungsfreien Grundzustand

T(F) = T(I + Vu) = T(I) + T (I)[Vau] + O(||Vu?)
= A[Vu] + O(||Vu|?).
Hierbei verwendet man die folgende Definition.

Definition A.4.1. Die Fréchet-Ableitung der Antwortfunktion des ersten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensors nach F' im spannungsfreien Grundzustand,

A= A(I) =T (I),
heifit Elastizitdtstensor. Dieser Tensor vierter Stufe besitzt die Symmetrien

Amnkl = Anmkl = Amnlk = Aklmn

und fiir E € M*(R) ist

OT |
AE)|, =) 5ka1 (1) E.
il

Ist W eine schiefsymmetrische Matrix, so konnen wir Vu in der Form Vu = E + W
schreiben. Da die Auswertung des Elastizititstensors in jeder schiefsymmetrischen Matrix
verschwindet ([Gur81,29]), also A[W] = 0 fiir alle schiefsymmetrischen W € M?3(R) ist,
erhalten wir die linearen Elastizititsgleichungen

o = D%v AlE|+ f A6)

= Div A[Vu] + f.
Man beachte, da3 diese Gleichung in der Verschiebung u(y,t) = ¢(y,t) — y und nicht in
der Bewegung ¢ dargestellt wird. Fiir jedes H € M?(R) ist A[H| € S*(R) invariant unter
der Symmetriegruppe G(y) des Materials im Punkt y € 2. Nach Lemma A.3.6 hat dies die
wichtige Konsequenz, daf} jedes (homogene) isotrope Material zwei Konstanten p, A € R

mit
A[E] =2uE + \(spE)I

besitzt. Die Divergenz Div A[I] = 0 verschwindet und die linearen Elastizititsgleichungen
(A.6) haben in der Bewegung ¢ dieselbe Gestalt

p¢ = Div A[Vy] + £. (A.7)



Anhang B
Bezeichnungen

Dieser Anhang gibt einen Uberblick iiber die wichtigsten Bezeichnungen und Konventionen
dieser Arbeit.

B.1 Allgemeine Konventionen

H Hilbertraum

(a,byy  Skalarprodukt auf 3

Il Norm auf dem Hilbertraum H

N+ Orthogonales Komplement von N C H

N@&M Direkte Summe von N, M C H

H—[L  Stetig und dicht eingebetteter Hilbertraum H in L

d Raumdimension

e1, ..., eq Einheitsbasis des R?

u X v Kreuzprodukt zweier Vektoren

AuBeres Kreuzprodukt [u][v]% = (ugv;) zweier Vektoren
w-v  Standardskalarprodukt auf R¢

|ul Euklidische Norm des Vektors u

I Einheitsmatrix I = (6y;)

A ®x Tensorprodukt A ® x ‘mm: A,.n2s von Matrizen mit Vektoren
A® B Kroneckerprodukt A @ B |mnkl: A, B zweier Matrizen

A:B  Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen
A : B = Zk,l Alek:l = Sp(ATB)

||A||r  Frobenius-Norm einer Matrix | Al = VA: A
sp(A) Spur ), Ak einer Matrix
Cof (A) Cofaktor Cof (A) = det(A)A~T einer invertierbaren Matrix

A2 Quadratwurzel einer symmetrisch positiv definiten Matrix
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S¢(R)

Algebra der reellen d x d-Matrizen

Gruppe der orthogonalen, reellen d x d-Matrizen

Halbgruppe der symmetrischen, reellen d x d-Matrizen
Gruppe der reellen d x d-Matrizen mit positiver Determinante

Halbgruppe der orthogonalen, reellen d X d-Matrizen mit positiver
Determinante

Halbgruppe der symmetrischen, reellen d x d-Matrizen mit positiver
Determinante

B.2 Differentialkalkiil

Seien f: QC R - R, u:QCRY— Rund W : M4(R) — R geniigend glatt.

Vf
vt
Vi f
Dy f
\(
Dy
divu
Div A
W'(F)

Gradient von f

Hesse-Matrix von f

k-te Komponente des Gradienten von f beziiglich des Arguments
k-te partielle Ableitung g—i von f nach x;, € ()

(k,1)-te Komponente der Hesse-Matrix von f

Partielle Ableitung der Ordung || fiir o € IN?

Divergenz des Vektorfeldes u € R?

Divergenz einer Matrix A € M4(R)

=W (F)von W in F € M4(R)

Gateaux-Ableitung %—VIL/ } = o

B.3 Funktionenriaume

Die aufgefiihrten Funtionenrdume haben alle denselben Bild- und Urbildbereich. Sind Bild-
und Urbildbereich verschieden, so werden diese getrennt angegeben und wir schreiben etwa
C(R% R) fiir den Raum aller stetigen Funktionen von R? nach R.

O(R)
O"(R)

Raum der stetigen Funktionen auf R
Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf R
Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf R

Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf R, die aul3er-
halb einer kompakten Teilmenge verschwinden

Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf R?
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H(div) Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf R¢, deren Divergenz
ebenfalls quadratintegrierbar ist

H™(R?) Sobolevraum W™2(R¢) der quadratintegrierbaren Funktionen u € L2(R9),
deren schwache Ableitungen D*u € L2(R?), |v| < n € Z existieren

B.4 Methode der Finiten Massen

Die folgenden GroBen sind iiber dem Gleichgewichtszustand zusétzlich mit einem Quer-
strich versehen.

B.4.1 Teilchengrofien

1,7 Teilchenindizes

m; Masse des i-ten Teilchens

q; Position des i-ten Teilchens

H; Verformung des ¢-ten Teilchens

F; Kraft des i-ten Teilchens

M, Deformationskraft des i-ten Teilchens

J Tréagheit der Deformation der Referenzkonfiguration
P Normierte Formfunktion, siehe (2.3)

zZi Formfunktion des i-ten Teilchens, sieche (2.3)

U, Transformierte Formfunktion des i-ten Teilchens, siehe (2.13)
X Lokaler Massenanteil des i-ten Teilchens

E; Kinetische Energie des i-ten Teilchens

0Q; Wirmezuwachs

B.4.2 Felder

p Gesamtmassendichte

v Geschwindigkeit

J Massenflufl

€ Dichte der inneren Energie

€ Spezifische innere Energie
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B.4.3 Energien

Innere Energie der Methode der Finiten Massen

Kontinuierliche innere Energie

Diskretisierte kontinuierliche innere Energie im Galerkin-Verfahren
Linearisierte innere Energie

Integraldiskretisierte innere Energie

Kinetische Energie der Methode der Finiten Massen

mittlere kinetische Gesamtenergie

Fluktuationsenergie

Kontinuierliche kinetische Energie

Diskretisierte kontinuierliche kinetische Energie im Galerkin-Verfahren
Gesamtenergie des Systems

Linearisierte Gesamtenergie des Systems

Lagrangefunktion

B.5 Elastizitat

Q9 6 O 2

&

f. f
9.9

= b N NN

Referenzkorper

Deformierter Korper ¢(£2)

Deformation des Referenzkorpers (2
Deformationsgradient V

Rechter Cauchy-Greenscher Verzerrungstensor C' = FTF
Green-St. Venantscher Verzerrungstensor E = 1(C — I))
Dichte der duBeren Volumenkraft iiber O, €2

Dichte der duBeren Oberflachenkraft iiber O, €2
Cauchyscher Spannungstensor

Antwortfunktion des Cauchyschen Spannungstensors
Erster Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor

Antwortfunktion des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

Elastizititstensor A = T/(I )

Energiefunktional eines Hyperelastischen Materials
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