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Kapitel 1
Einleitung

Die Entwicklung des Schalls als Folge von Schwingungen eines Gases oder eines Fluids
war bereits in der Antike bekannt. Schon damals gelangte man zu der heute grundlegenden
Erkenntnis, daß sich der Schall kugelförmig ausbreitet und lies dieses Wissen in den na-
turakustischen Theaterbau einfließen. Am Grundriß des zu dieser Zeit entstandenen Diony-
sos Theaters, bei dem das Auditorium halbkreisförmig um die Orchestra angeordnet ist, kann
man dies heute noch erkennen. Es dauerte jedoch bis ins 18. Jahrhundert ehe ein mathema-
tisches Modell zur Beschreibung der Schallausbreitung entwickelt werden konnte. Damals
war es Leonhard Euler [Eul59], der im Jahre 1759 erstmals die eindimensionale Wellenglei-
chung für die Schallausbreitung publizierte.
In der Zwischenzeit wurde die Eulersche Theorie verallgemeinert und man ist in der La-
ge, die Strömung eines Gases oder eines Fluids vollständig zu beschreiben, in dem man
das Geschehen in der Umgebung ortsfester Punkte betrachtet. Auf diese Weise wird man auf
die Kontinuitätsgleichung und die Newtonsche Bewegungsgleichung geführt, die das Funda-
ment der Strömungsmechanik bilden. Je nachdem, ob Viskosität eine Rolle spielt oder nicht,
ergeben sich hieraus die Euler- oder Navier-Stokes-Gleichungen. Diese Differentialgleichun-
gen bilden dann die Grundlage numerischer Verfahren wie der Finite-Differenzen, Finite-
Volumen oder Finite-Element-Methoden, die auf einer Diskretisierung des Raumes basieren
und weite Verbreitung in den Ingenieurwissenschaften gefunden haben. Leider besitzt der
Eulersche Zugang auch erhebliche Nachteile, was sich insbesondere in den noch immer un-
befriedigend geklärten Existenz- und Eindeutigkeitsfragen der Navier-Stokes-Gleichungen
widerspiegelt.
Einen alternativen Zugang zur Beschreibung der Bewegung von Fluiden bietet neben dem
Eulerschen Modell das Lagrangesche Modell. Es verfolgt die Bewegung der Masse selbst
und führt deshalb oft zu einer geschmeidigeren Form der resultierenden partiellen Differen-
tialgleichungen. Ein sehr populäres Verfahren dieser Art ist die Smoothed Particle Hydro-
dynamics [Mon92], das in einzelnen Gebieten der Astrophysik sehr häufig zur Anwendung
gelangt.
Mit der Methode der Finiten Massen hat H. Yserentant [Yse97a], [Yse97b] Ende der 90er
Jahre ein neues Lagrangesches Verfahren zur Simulation kompressibler Strömungen ent-
wickelt, das seine endgültige Reife in der 2000 veröffentlichten Arbeit [GLY00] erlangt
hat. Die grundlegende Idee dieses Verfahrens besteht darin, die in der Strömung vorhan-
dene Gesamtmasse in kleine, sich überlappende Massenpakete aufzuteilen. Diese Massen-
pakete, auch Teilchen genannt, bewegen sich unter dem Einfluß von inneren und äußeren
Kräften, sowie den Gesetzen der Thermodynamik. Sie können sich zusammenziehen, aus-
dehnen, gegenseitig blockieren, rotieren und sogar linear ihre Form verändern. Ähnlich wie
bei Finite-Element-Methoden wird ihre innere Massenverteilung durch eine Formfunktion
mit kompaktem Träger beschrieben. Eine attraktive Eigenschaft dieses Ansatzes besteht in
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der Erhaltung von Energie, Impuls und Drehimpuls. Aber auch die Gesamtmasse des Sy-
stems bleibt bei diesem Ansatz erhalten, so daß die aus dem Teilchenmodell hervorgehenden
diskreten Lösungen die Kontinuitätsgleichung automatisch erfüllen.
In einem kompressiblen Fluid wird die Schallausbreitung durch die akustische Wellenglei-
chung beschrieben, die aus der Linearisierung der Euler Gleichungen um den Zustand kon-
stanter Massendichte und Geschwindigkeit Null hervorgeht. Von einem Lagrangeschen Ver-
fahren zur Simulation kompressibler Strömungen wie der Methode der Finiten Massen er-
wartet man daher, daß es die Schallausbreitung in einem adiabatischen Fluid korrekt erfaßt
und die um den Gleichgewichtszustand konstanter Massendichte linearisierten Bewegungs-
gleichungen eine stabile und konvergente Diskretisierung der akustischen Wellengleichung
liefern.
Der erste Teil dieser Arbeit zeigt die Fähigkeit der Methode der Finiten Massen die Schal-
lausbreitung in adiabatischen Fluiden in korrekter Form zu reproduzieren und führt eine
umfangreiche Stabilitäts- und Konvergenzanalyse durch.
Hierfür wird in Kapitel zwei die Methode der Finiten Massen zunächst kurz vorgestellt. Die
Bewegungsgleichungen adiabatischer Fluide werden hergeleitet und in Kapitel vier um den
Gleichgewichtszustand konstanter Massendichte linearisiert. Dabei unterscheidet man zwi-
schen dem vereinfachten Teilchenmodell mit ausschließlich translatorischen Freiheitsgraden
und dem vollständigen Teilchenmodell, bei dem sich die Teilchen zusätzlich linear defor-
mieren und Verformungen innerhalb der Strömung wiedergeben können. In Kapitel 4.1 be-
ziehungsweise Kapitel 4.2 werden diese getrennt voneinander untersucht. Schnell stellt sich
heraus, daß beide Linearisierungen stabil sind. Die kinetische Energie ist nämlich für alle
Zeiten durch die entsprechende linearisierte Gesamtenergie des Systems beschränkt. Bilden
die Teilchen in der Gleichgewichtslage ein unendlich ausgedehntes, regelmäßiges Gitter, so
gehen die linearisierten Bewegungsgleichungen in beiden Teichenmodellen in ein einfaches
Differenzenverfahren über.
Beschränkt man sich auf Teilchen, die ausschließlich translatorische Freiheitsgrade besitzen
und sich im Raum zwar frei bewegen, dabei ihre Form jedoch nicht verändern können, so
handelt es sich um eine Diskretisierung zweiter Ordnung der akustischen Wellengleichung
des Geschwindigkeitsfeldes. Angesichts des Variationscharakters der Methode der Finiten
Massen überrascht dieses Ergebnis nicht sonderlich und wurde bereits in [Yse01] erkannt.
Leider reduziert die Tatsache, daß die Teilchen als unabhängige Einheiten aufgefaßt wer-
den und man mit der Summe der kinetischen Energien der Einzelteilchen in die Lagrange-
funktion eingeht, die Konvergenzordung des Verfahrens erheblich. Durch geringfügige Mo-
difikation des Teilchenmodells, bei der man stattdessen mit der kontinuumsmechanischen
kinetischen Energie in die Lagrangefunktion eingeht, läst sich jedoch eine beliebig hohe
Konvergenzrate erzielen. Es liegt sogar Superkonvergenz in den Gitterpunkten vor.
Arbeitet man mit dem allgemeinen Modell deformierbarer Teilchen, so konvergieren die
Lösungen des zugrunde liegenden Differenzenverfahrens in den Teilchenpositionen immer
noch quadratisch gegen die Lösungen der akustischen Wellengleichung (des Geschwindig-
keitsfeldes). Da es sich bei dem Teilchenmodell mit ausschließlich translatorischen Frei-
heitsgraden um den Spezialfall nichtdeformierbarer Teilchen handelt, ist dieses Ergebis auch
zu erwarten. Darüberhinaus liefert das Differenzenverfahren in den Teilchendeformationen
eine Diskretisierung erster Ordnung des Ortsgradienten der akustischen Wellengleichung.
Eine Erläuterung der effizienten numerischen Realisierung in Kapitel 4.3 rundet das vierte
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Kapitel ab.
Auch im allgemeinen Modell der Methode der Finiten Massen kann durch entsprechende
Modifikation wieder eine beliebig hohe Konvergenzrate erzielt werden. Die entscheidende
Idee besteht abermals darin, die Lagrangefunktion aus der kontinuumsmechanischen kineti-
schen Energie zu bilden. Das dadurch resultierende Differenzenverfahren wird im Gegensatz
zu Kapitel vier nicht direkt untersucht, sondern als Galerkin Diskretisierung der akustischen
Wellengleichung interpretiert und in Kapitel fünf ausführlich diskutiert. Mit den in Kaptitel
drei gewonnenen Erkenntnissen über die akustische Wellengleichung ist dies im Wesentli-
chen aus zweierlei Gründen möglich. Zum einen besitzt die innere Energie der Galerkin Dis-
kretisierung über einem geeignet gewählten Ansatzfunktionenraum dieselbe quadratische
Entwicklung um den Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte wie die innere
Energie der Methode der Finiten Massen. Zum anderen induziert die innere Energie des Sy-
stems eine Bilinearform, die eine schwache Formulierung der akustischen Wellengleichung
in geeigneten Hilberträumen gestattet und damit eine Galerkin Diskretisierung überhaupt erst
möglich macht. Das zugehörige Anfangswertproblem besitzt eine eindeutig milde Lösung
und genügt einer kontinuierlichen Stabilitätsabschätzung. Wegen der Abgeschlossenheit des
gewählten Ansatzfunktionenraums überträgt sich die kontinuierliche Stabilität auf die Semi-
diskretisierung und durch Konstruktion geeigneter Quasiinterpolanten ist man in der Lage,
Konvergenzaussagen in der von der Bilinearform induzierten Energiehalbnorm treffen zu
können. Auch hier kann man wieder mit dem vollen Ansatzfunktionenraum arbeiten oder
diesen auf Elemente mit ausschließlich positionellen Freiheitsgraden einschränken. Letztere
führen unter geeigneten Voraussetzungen bereits auf beliebig gute Konvergenzraten. Besteht
die Formfunktion etwa aus einem Tensorprodukt von B-Splines zweiter Ordnung, so ist die
Konvergenz quadratisch, während sie für B-Splines dritter Ordnung bereits kubisch ist. Mit
vollen Ansatzfunktionen erhöht sich diese Konvergenzrate in zwei- und dreidimensionalen
Strömungen sogar noch um eine Ordnung.
Der zweite Teil dieser Arbeit beschäftigt sich mit der Schallausbreitung in hyperelastischen
Materialien. Dabei handelt es sich um eine spezielle Klasse elastischer Materialien, deren
Schallausbreitung bekanntlich durch die lineare Elastizitätsgleichung beschrieben wird. Ihre
wichtigsten Vertreter sind die St.Venant-Kirchhoff Materialien, zu denen die bedeutenden
Werkstoffe Eisen und Aluminium gehören.
Bevor in Kapitel sechs die Schallausbreitung für diese Materialien diskutiert wird, muß in
Kapitel fünf die Methode der Finiten Massen für hyperelastische Materialen eingeführt wer-
den. Da sich hyperelastische Materialien durch die Existenz eines Energiefunktionals aus-
zeichnen, das lediglich vom Gradienten der Deformation abhängig ist, sind diese für einen
Lagrangeschen Ansatz geradezu prädestiniert. Die innere Energie eines hyperelastischen
Materials wird dann durch dieses Energiefunktional eindeutig bestimmt.
Auch für isotrope, hyperelastische Materialien erfaßt die Methode der Finiten Massen die
Schallausbreitung in exakter Form. Für Teilchen, die ausschließlich translatorische Freiheits-
grade besitzen, resultiert dasselbe Konvergenzverhalten wie bei adiabatischen Fluiden. Unter
geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion konvergieren die Lösungen der linearisier-
ten Bewegungsgleichungen über einem regelmäßigen Gitter quadratisch gegen die Lösungen
der linearen Elastizitätsgleichung.
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Kapitel 2
Die Methode der Finiten Massen für
kompressible Fluide

Die Methode der Finiten Massen ist eine Lagrangesche Methode zur numerischen Simu-
lation von Fluiden, die mit entsprechenden Modifikationen auch für hyperelastische Ma-
terialien geeignet ist. Sie wurde von H. Yserentant in zahlreichen Arbeiten Ende der 90er
Jahre für kompressible Fluide entwickelt. Im Gegensatz zu Finite Volumen- und Finite Ele-
ment Methoden, die auf einer Diskretisierung des Raumes basieren, besteht die Idee der
Methode der Finiten Massen darin, die Gesamtmasse auf endlich viele Massenpakete, auch
Teilchen genannt, aufzuteilen. Während in den ersten Arbeiten [Ys97a], [Ys97b] keinerlei
Verformungen der Teilchen zugelassen waren und diese lediglich ihre Orientierung im Raum
ändern konnten, wurden bereits in den darauffolgenden Arbeiten [Ys99a], [Ys99b] skalare
Größenänderungen der Teilchen möglich. In [GLY00] schließlich sind lineare Deformatio-
nen der Teilchen erlaubt. Die obigen Quellen beschreiben das Konvergenzverhalten in Form
von Kompaktheitsresultaten und motivieren die verwendeten Kraftterme. Weitere Arbeiten
zur Methode der Finiten Massen beschäftigen sich mit einer Konvergenzanlayse in externen
Kraft- und Geschwindigkeitsfeldern [Yse00] und der Schallausbreitung in kompressiblen
Fluiden [Yse01] mit Teilchen konstanter Größe. Auch auf astrophysikalische Problemstel-
lungen wurde die Methode in jüngster Vergangenheit angewandt [Kl03a], [Kl03b] und deren
Eignung zur Simulation entsprechender Strömungen gezeigt.

In diesem Kapitel wird die Methode der Finiten Massen und deren wichtigste Eigenschaf-
ten für kompressible Fluide kurz vorgestellt. Da im vierten Kapitel eine Untersuchung der
Schallausbreitung in rein adiabatischen Fluiden durchgeführt wird, stehen bei der folgenden
Einführung adiabatische Fluide im Vordergrund. Aber auch die Fähigkeit der Methode der
Finiten Massen zur Modellierung von Stößen und viskosen Fluiden soll hier kurz erläutert
werden. Grundlagen zur Fluiddynamik finden sich in den Standardwerken von Chorin und
Marsden [ChMa93] oder Courant und Friedrichs [CoFr48]. Zur Einführung in die Kontinu-
umsmechanik sei auf Gurtin [Gur81] oder Chadwick [Cha76] verwiesen.

2.1 Massenpakete und Formfunktionen

Massenpakete bezeichnen wir als Teilchen. Diese bewegen sich unter dem Einfluß von in-
neren und äußeren Kräften, sowie den Gesetzen der Thermodynamik. Sie können sich über-
lappen, ausdehnen, zusammenziehen, rotieren und sogar linear ihre Form verändern. Ihre in-
nere Massenverteilung wird durch eine Lipschitz-stetige, stückweise stetig differenzierbare
Formfunktion ψ̂i :

� d → �
+ mit kompaktem Träger beschrieben. Dabei verlangt man Nicht-

negativität als natürliche Forderung für Massendichten, ausreichende Glattheit für die nach-
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stehend hergeleiteten Bewegungsgleichungen sowie einen kompakten Träger aus Gründen
der Implementierbarkeit. Es bezeichne

mi =

∫
ψ̂i(y) dy (2.1)

die Masse des i-ten Teilchens, dessen Punkte y ∈ � d sich entlang der Trajektorien

t→ qi(t) +H i(t)y, detH i(t) > 0 (2.2)

bewegen. Damit bleibt für alle Zeiten die Orientierung der Teilchen erhalten und der Vektor
qi(t) bestimmt die Position des i-ten Teilchens im Raum, während die d × d-Matrix H i(t)
die lineare Verformung des Teilchens angibt. Zwischen der Körperkoordinate und der Orts-
koordinate zur Zeit t besteht der Zusammenhang

y = H i(t)
−1
(
x− qi(t)

)
.

Für die lokale Massendichte des i-ten Teilchens zur Zeit t machen wir den Ansatz

x→
(
detH i(t)

)−1
ψ̂i

(
H i(t)

−1
(
x− qi(t)

))

und begnügen uns damit, die Massenverteilung aller Teilchen durch ein und dieselbe Form-
funktion

ψ̂i := miψ (2.3)

zu beschreiben, wobei wir die Normierungsbedingungen
∫
ψ(y) dy = 1, (2.4)∫
ψ(y)y dy = 0, (2.5)∫

ψ(y)ykyl dy = Jδkl (2.6)

mit einem positiven, skalaren Wert J machen. Dies ermöglicht uns eine geschmeidige Dar-
stellung der Kraftterme. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 2.1.1. Unter den obigen Voraussetzungen hat jedes Teilchen den Schwer-
punkt qi.

Beweis. Nach der Definition des Schwerpunktes eines Kontinuums und (2.3) gilt unter Ver-
wendung von (2.4) und (2.5)

1

mi

∫ (
detH i(t)

)−1
ψ̂i

(
H i(t)

−1
(
x− qi(t)

))
x dx

=

∫ (
detH i(t)

)−1
ψ(y)

(
qi(t) +H i(t)y

)(
detH i(t)

)
dy

= qi(t)

∫
ψ(y) dy +H i(t)

∫
ψ(y)y dy = qi(t).

(2.7)

Bemerkung. Die obigen Normierungsbedingungen stellen keinerlei Einschränkung an die
Form der Teilchen dar, da die erforderlichen Eigenschaften durch entsprechende Umskalie-
rungen stets erreicht werden können. Eine ausführliche Erläuterung dieses Umstandes findet
man in [Gau00].
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2.1.1 Wahl der Formfunktion

Für die Wahl der Formfunktionen ψ sind prinzipiell viele Möglichkeiten denkbar. Als be-
sonders geeignet erweisen sich jedoch Tensorprodukte von eindimensionalen B-Splines. Sie
sind je nach Ordnung entsprechend glatt und haben auf regelmäßigen Gittern hervorragen-
de Approximationseigenschaften, die in späteren Kapiteln von Bedeutung sein werden. Man
fordert, daß das Integral über einen Spline stets gleich eins ist und definiert nach [Wer92]
oder [Sch46] mit charakteristischen Funktionen auf Intervallen rekursiv

Bk,1 := � [k,k+1],

Bk,l+1 := � [k,k+l]
x− k

l
Bk,l + � [k+1,k+l+1]

k + l + 1− x

l
Bk+1,l.

Der regelmäßige B-Spline der Ordnung n auf dem Intervall [0,n] ist dann durch B0,n ge-
geben. Verschiebt man die B0,n-Splines auf den Intervallmittelpunkt 0, so erhält man die
Bn-Splines. Ausgehend von der charakteristischen Funktion B1 auf [−1/2, 1/2] lassen sich
diese direkt mit der Rekursionsformel

Bn+1(x) =

∫
Bn(x− y)B1(y) dy (2.8)

berechnen und besitzen demnach die Faltungsdarstellung

Bn = B1 ∗ · · · ∗B1︸ ︷︷ ︸
n mal

.

Der Bn-Spline verschwindet für |x| > n/2 und ist bereits für n ≥ 3 eine (n− 2)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Seine wichtigsten Vertreter sind der 1B-Spline

B2(x) =

{
1− |x| : |x| ≤ 1,
0 : sonst,

(2.9)

der 2B-Spline

B3(x) =





3
4
− |x|2 : |x| ≤ 1

2
,

1
2
|x|2 − 3

2
|x|+ 9

8
: 1

2
< |x| ≤ 3

2
,

0 : sonst,
(2.10)

sowie der 3B-Spline

B4(x) =





2
3
− 1

2
|x|2(2− |x|) : |x| ≤ 1,

1
6
(2− |x|)3 : 1 < |x| ≤ 2,

0 : sonst.
(2.11)

Bei der Methode der Finiten Massen ist eine Normierung des Trägers auf [-1,1] vorteilhaft,
was durch

B̃m(x) =
m

2
Bm

(mx
2

)

leicht erreicht werden kann, im Folgenden jedoch nicht von Bedeutung sein wird. Natürlich
erfüllen B-Splines und damit auch deren Tensorprodukte die Normierungsbedingungen (2.4),
(2.5) und (2.6) und sind schon deshalb eine gute Wahl für ψ.



8 Kapitel 2. Die Methode der Finiten Massen für kompressible Fluide

2.1.2 Eigenschaften von B-Splines

Über einem unendlich ausgedehnten Gitter besitzen B-Splines noch weitere vorteilhafte Ei-
genschaften, die in diesem Abschnitt angegeben werden und weitere Gründe für die Wahl
der Formfunktion als Tensorprodukte von eindimensionalen B-Splines sind. So kann etwa
für jedes n > 1 durch entsprechende Skalierung stets

∑

k∈ �
Bn(x− k) = 1 (2.12)

erreicht werden. Aber auch andere Summen besitzen dann eine besonders einfache Form,
wie folgender Satz zeigt.

Satz 2.1.2. Unter der Voraussetzung (2.12) erfüllen die durch (2.8) rekursiv definierten Bn-
Splines die folgenden Eigenschaften

(1) Für jedes n ≥ 2 ist
∑
k∈ �

kBn(x− k) = x.

(2) Für jedes n ≥ 3 ist
∑
k∈ �

k2Bn(x− k) = x2 + β mit β =
∑
k∈ �

k2Bn(k).

(3) Für jedes n ≥ 4 ist
∑
k∈ �

k3Bn(x− k) = x3 + γx mit γ = 3β.

Beweis. Für jedes n ≥ 2 existieren Koeffizienten α(k) ∈ �
mit

∑
k∈ �

α(k)Bn(x − k) = x.

Dann ist
∑

k∈ �
α(k + 1)Bn(x− k) =

∑

k∈ �
α(k + 1)Bn

(
(x+ 1)− (k + 1)

)

=
∑

k∈ �
α(k)Bn

(
(x+ 1)− k

)
= x+ 1 =

∑

k∈ �

(
α(k) + 1

)
Bn(x− k),

woraus durch Koeffizientenvergleich α(k + 1) = α(k) + 1 folgt. Induktiv erhält man dar-
aus α(k) = k + α(0). Da Bn gerade ist, verschwindet

∑
k kBn(k) und in x = 0 resultiert

α(0) = 0, womit (1) gezeigt ist. Zum Beweis von (2) seien Koeffizienten α(k) ∈ �
derart

gewählt, daß
∑

k α(k)Bn(x − k) = x2 für jedes n ≥ 3 gilt. Analog erhält man nach Koef-
fizientenvergleich α(k + 1) = α(k) + 2k + 1, woraus durch Induktion α(k) = k2 − β und
insbesondere in x = 0

0 =
∑

k

(k2 − β)Bn(−k) =
∑

k

k2Bn(k)− β
∑

k

Bn(−k)

folgt. Bleibt noch (3) zu zeigen. Mit völlig analoger Vorgehensweise wählt man zunächst
wiederum reelle Koeffizienten α(k), die

∑
k α(k)Bn(x − k) = y2 erfüllen und erhält nach

Rechnung durch Koeffizientenvergleich α(k + 1) = α(k) + (3k2 − β) + 3k + 1, woraus
induktiv schließlich α(k) = k3 − γk mit γ = 3β folgt.
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2.2 Massendichte, Geschwindigkeit und lokale Massenanteile

Stets bezeichne

ψi(x) := (detH i)
−1ψ̂i

(
H−1

i (x− qi)
)
= (detH i)

−1ψ̂i(y) (2.13)

die im Raum transformierte Formfunktion. Bezeichnet ∇ den Gradienten bezüglich x, so
besitzt sie die Ableitungen

∇ψi =
H−T

i

detH i

(∇ψ̂i), (2.14)

∂ψi
∂qi

= −∇ψi, (2.15)

∂ψi
∂H i

= −[∇ψi][y]T − ψiH
−T
i , (2.16)

was in [GLY00] nachgelesen werden kann. Die Gesamtmassendichte

ρ(x, t) :=
∑

i

ψi(x, t) (2.17)

ergibt sich durch Superposition der lokalen Massendichten der einzelnen Teilchen. Die Punk-
te y des i-ten Teilchens haben die Geschwindigkeit

t→ q̇i(t) + Ḣ i(t)y,

woraus sich das Geschwindigkeitsfeld

vi(x, t) := q̇i(t) + Ḣ i(t)H
−1
i

(
x− qi(t)

)

in Ortskoordinaten ableitet. Das Problem besteht nun darin, daß die Geschwindigkeiten sich
überlagernder Teilchen unterschiedlich sein können und man deshalb Ortspunkten zunächst
keine Geschwindigkeiten zuordnen kann. Der Ausweg besteht in der Definition des Massen-
fluß

j(x, t) =
∑

i

ψi(x, t)vi(x, t).

Mit Hilfe der lokalen Massenanteile

χi(x, t) :=
ψi(x, t)

ρ(x, t)
(2.18)

ist man dann in der Lage das globale Geschwindigkeitsfeld v, welches durch die Beziehung
Fluß = Masse · Geschwindigkeit

j(x, t) = ρ(x, t)v(x, t)

definiert ist, durch die konvexe Linearkombination

v(x, t) =
∑

i

χi(x, t)vi(x, t)

darzustellen. Da die lokalen Massenanteile und ihre Gradienten in den Kraftintegralen auf-
treten werden, ist es sinvoll, sie außerhalb ihres Trägers durch 0 auf den gesamten Raum
fortzusetzen.
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2.3 Bewegungsgleichungen für adiabatische Fluide

Um den thermodynamischen Zustand eines kompressiblen Fluids vollständig beschreiben zu
können, benötigt man außer der Massendichte noch eine zweite thermodynamische Größe,
wie etwa die Temperatur oder den Druck. Die Methode der Finiten Massen verwendet hierfür
die Entropiedichte

s(x, t) :=
∑

i

Si(t)ψi(x, t).

Dabei bezeichnet Si(t) die zur Zeit t konstante spezifische Entropie der einzelnen Teilchen.
Der Druck π(ρ, s), die absolute Temperatur θ(ρ, s) sowie die innere Energie ε(ρ, s) (pro
Einheitsvolumen) sind skalare Funktionen der Massendichte und der Entropiedichte. Diese
Funktionen sind nicht unabhängig voneinander, sondern durch die thermodynamische Rela-
tion

θD
(s
ρ

)
= D

(ε
ρ

)
+ πD

(1
ρ

)

der absoluten Differentiale der spezifischen Entropie s/ρ, der spezifischen inneren Energie
ε/ρ und dem spezifischen Volumen 1/ρ miteinander verknüpft. Stellt man die dabei auftre-
tenden 1-Formen in den Termen Dρ und Ds dar, so ist diese äquivalent zu den Gibbsschen
Fundamentalrelationen der Thermodynamik

π =
∂ε

∂ρ
ρ+

∂ε

∂s
s− ε, θ =

∂ε

∂s
. (2.19)

Bei einem rein adiabatischen Fluid ist die innere Energie ε :
� → �

lediglich eine Funktion
der Massendichte ρ. Dies gilt dann auch für den Druck π(ρ) und die Gibbsschen Relationen
(2.19) nehmen die Gestalt

π(ρ) = ε′(ρ)ρ− ε(ρ),

an. Fluide, bei denen der Druck lediglich von der Dichte abhängt, bezeichnet man auch als
elastische Fluide. Diese finden sich in zahlreichen Anwendungen wieder und beinhalten etwa
die isentropen Gase. Wir nehmen stets an, daß ε eine strikt positive, einmal stetig differen-
zierbare Funktion von ρ ist, die für ρ ≤ 0 verschwindet. Ferner existiere ε′′(ρ) und sei für
ρ > 0 strikt positiv. Ein typisches Beispiel hierfür sind die inneren Energien

ε(ρ) =
π0

γ − 1

( ρ
ρ0

)γ
, ρ > 0, γ > 1, (2.20)

wie sie bei idealen Gasen vorkommen.
Um nun für rein adiabatische Fluide die zugehörigen Bewegungsgleichungen abzuleiten,
verwenden wir den klassischen Lagrange Formalismus. Ein Massenpunkt mit der Masse
m und der Geschwindigkeit v hat die kinetische Energie E = 1

2
mv2. Dieser mechanische

Sachverhalt motiviert uns in Analogie dazu die kinetische Energie eines Teilchens durch

Ei(t) :=
1

2

∫
ψi(x, t)|vi(x, t)|2 dx

zu definieren. Noch einmal sei daran erinnert, daß die Masse mi mit den Bezeichnungen
(2.3) und (2.13) von ψi eingeht. Die kinetische Energie besitzt die geschlossene Darstellung

Ei(t) =
1

2

(
mi|q̇i|22 + Jmi‖Ḣ i‖2F

)
. (2.21)
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Als kinetische Gesamtenergie erhält man folglich

E(t) :=
∑

i

Ei(t). (2.22)

Neben der kinetischen Energie besitzt das System innere Energie, deren Dichte als Funktion
der Massendichte bereits definiert ist und folglich durch

V (t) :=

∫
ε
(
ρ(x, t)

)
dx (2.23)

gegeben ist. Aus der kinetischen Energie und der inneren Energie bildet man die Lagrange-
funktion

L = E − V

des Systems. Aus dieser leiten sich die Bewegungsgleichungen

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0,

d

dt

∂L

∂Ḣ i

− ∂L

∂H i

= 0,

ab. Mit den Kräften

F i := −∂V
∂qi

und den Drehmomenten

M i := − ∂V

∂H i

nehmen die FMM-Bewegungsgleichungen die Gestalt

miq̈i = F i,

JmiḦ i = M i

(2.24)

an. Für rein adiabatische Fluide gilt genauer

F i = −
∫
ε′(ρ)

∂ψi
∂qi

dx,

M i = −
∫
ε′(ρ)

∂ψi
∂H i

dx.

(2.25)

Die hierbei auftretenden Ableitungen sind mit (2.15) und (2.16) leicht zu berechnen. Ferner
ist zu beachten, daß in diese Bewegungsgleichungen die Teilchenmasse nur noch über die
innere Energie eingeht, da sich die Masse in F i und M i mit der linken Seite von (2.24)
herausdividiert.

2.4 Wärmeerzeugung in Stößen

Legt man dem Modell eine innere Energie zugrunde, die im Gegensatz zu rein adiabatischen
Strömungen sowohl von der Massendichte als auch der Entropiedichte abhängt, so erweitern
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sich die Kräfte und die Drehmomente der Bewegungsgleichungen dementsprechend um die
jeweiligen Ableitungsterme zu

F i = −
∫ (∂ε

∂ρ
+ Si

∂ε

∂s

)∂ψi
∂qi

dx,

M i = −
∫ (∂ε

∂ρ
+ Si

∂ε

∂s

) ∂ψi
∂H i

dx.

(2.26)

Es sind dann sowohl die Gesamtenergie als auch die Gesamtentropie Erhaltungsgrößen und
das System ist zeitsymmetrisch. Für allgemeine reibungsfreie Strömungen entspricht dies
jedoch nicht den kontinuumsmechanischen Vorstellungen, da an jenen Stellen, wo kinetische
Energie in Wärme umgewandelt wird, die Zeitsymmetrie aufgegeben werden muß. Diese
Diskrepanz basiert auf den verschiedenen Bewegungsenerien der beiden Modelle. Während
in der Kontinuumsmechanik die mittlere kinetische Energie

Ē =
1

2

∫
ρ(x, t)|v(x, t)|2 dx

verwendet wird, ist im Modell der Finiten Massen die Bewegungsenergie über die Summe
der Bewegungsenergien der einzelnen Teilchen definiert. Diese beiden Energien differieren
um die Fluktuationsenergie

Ê := E −Ē =
1

4

∫
ρ

N∑

i,j=1

χiχj|vi − vj|2 dx.

In glatten Strömungen ist die Fluktuationsenergie vergleichsweise klein, kann in Stößen je-
doch dominieren und muß deshalb über eine Reibungskraft in innere Energie umgewandelt
werden. Hierfür wurde in [Ys99b] die Reibungskraft

F
(r)
i := −1

2

∫
Rψi[vi − v] dx (2.27)

eingeführt. Sie zeigt in Richtung des globalen Geschwindigkeitsfeldes und wird in ihrer
Stärke vom Reibungskoeffizienten R ≥ 0 bestimmt, der zum Beispiel eine Funktion der
Dichte sein kann. Damit dämpft sie lokale Geschwindigkeitsschwankungen und koppelt die
Teilchen weich aneinander. Die entsprechende Reibungskraft für die Bewegungsgleichungen
der Deformationen H i

M
(r)
i := −1

2

∫
Rψi[vi − v][H−1

i (x− qi)]
T dx (2.28)

ist so konstruiert, daß Energieerhaltung garantiert ist. Zum Beweis dieser Eigenschaft ver-
weisen wir auf Abschnitt (2.6).
Durch die Reibung der Teilchen untereinander wird Wärme erzeugt, wodurch die spezifi-
schen Entropien nicht mehr konstant bleiben, sondern zunehmends größer werden. Sie ge-
horchen dabei der Entropiegleichung

θi(t)S
′
i(t) = δQi(t),
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welche dem zweiten Gesetz der Thermodynamik Rechnung trägt. Die Größe

θi :=
∂V

∂Si
=

∫
θ(ρ, s)ψi dx

ist der Mittelwert zwischen der absoluten Temperatur des Teilchens und der spezifischen
Hitzezufuhr

δQ
(r)
i =

∫
χiRq dx. (2.29)

Hierbei beschreibt
q :=

1

4
ρ
∑

i,j

χiχj |vi − vj|2 ≥ 0

die Dichte der Fluktuationsenergie.

2.5 Viskosität und Wärmeleitung

Bei viskosen Strömungen wirkt eine weitere Kraft
∫

∂Wt

Tn dσ

auf die in einer mit dem Fluß transportierten Teilmenge Wt ⊆
� d enthaltenen Masse. Es

handelt sich hierbei um die anfangs innerhalb einer gegebenen Teilmenge W des von Mas-
se erfüllten Gebiets liegenden Masse. Die viskose Kraft wird demnach maßgeblich durch
den Viskoseanteil des Spannungstensors bestimmt. Dieser ist abhängig von der Dichte, der
Temperatur und dem symmetrischen Anteil

D =
1

2

(
∇v +∇vT

)

des Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes. In Newtonschen Fluiden hängt der Viskosean-
teil des Spannungstensors linear von D ab, und ist von der Form

T = 2η

[
D − 1

d
( spD)I

]
+ ξ( spD)I.

Dabei beschreibt der erste Summand vorhandene Scherkräfte im Fluid und der zweite die
Volumenviskosität. Die viskose Parameter η und ξ sind dabei nichtnegative Funktionen von
ρ und θ. Dies garantiert, daß

T :D ≥ 0

ist und innere Reibung kinetische Energie vernichtet. Eine Forderung aus dem 2. Hauptsatz
der Thermodynamik. Um nun viskose Kräfte zu modellieren, seien χδ ∈ [0, 1] stetig dif-
ferenzierbare Funktionen, die außerhalb von Wt verschwinden und für δ → 0 punktweise
gegen die Charakteristische Funktion auf Wt konvergieren, also

χδ(x) → � Wt
(x) für δ → 0
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für alle x ∈Wt erfüllen. Es ist dann
∫

∂Wt

Tn dσ = − lim
δ→0

∫
T∇χδ dx.

Bezeichnet I die Menge aller Teilchen, die ursprünglich in W enthalten sind, so dient der
Massenanteil

χW (x, t) =
∑

i∈I
χi(x, t)

als diskretes Gegenstück zu den Funktionen χδ. Damit ist die viskose Kraft, die auf dieser
Teilmenge wirkt von der Form

−
∫

T∇χW dx,

bzw.
F

(v)
i = −

∫
T∇χi dx (2.30)

stellt die viskose Kraft des i-ten Teilchens dar. Integriert wird dabei über das von Masse
erfüllte Gebiet zur Zeit t. Die zugehörigen viskosen Kräfte für M i sind

M
(v)
i = −

∫
[T∇χi]

[
H−1

i (x− qi)
]T

dx−
∫
χiTH−T

i dx, (2.31)

und die spezifische Hitzezufuhr zum i-ten Teilchen ist durch

δQ
(v)
i =

∫
χiT :D dx (2.32)

definiert. Das Problem dieses Ansatzes besteht darin, daß im mehrdimensionalen die Ablei-
tungen der Massenanteile χi Singularitäten am Gebietsrand haben können und nicht immer
quadratintegrierbar sind. Glücklicherweise wird dies oft durch das Abklingverhalten von T

und der Beschaffenheit der Ansatzfunktionen ψ kompensiert. Um zusätzlich die Wärmelei-
tung zu berücksichtigen, muß die rechte Seite der Entropie-Gleichung zu

δQi = δQ
(v)
i + δQ

(r)
i +

∫
k · ∇χi dx (2.33)

erweitert werden. Das Symbol k bezeichnet dabei den Wärmefluß, der meist durch das Fou-
riersche Gestez k = κ∇θ mit dem Wärmeleitkoeffizienten κ gegeben ist.

2.6 Erhaltungseigenschaften

2.6.1 Massenerhaltung

Das Prinzip der Massenerhaltung, wonach von der Masse eines strömenden Fluids nichts ver-
schwinden und nichts entstehen kann, wird in der Kontiunuumsmechanik mittels der Konti-
nuitätsgleichung differentiell formuliert. Sie lautet

∂ρ

∂t
+ div ρv = 0

und bringt die zeitliche Änderung der Massendichte mit ihrem Fluß in Zusammenhang. In
unserem Teilchenmodell ist diese nach Konstruktion erfüllt.



2.6 Erhaltungseigenschaften 15

Lemma 2.6.1. Für endlich viele Teilchen gilt die Kontinuitätsgleichung

∂ρ

∂t
+ div ρv =

∑

i

(
∂ψi
∂t

+ divψivi

)
= 0.

Beweis. Der Beweis beruht auf der Tatsache, daß sich die beiden Terme wegen (2.15), (2.16)
und der Beziehung div (ψivi) = H−T

i :H ′
i gegenseitig aufheben.

Sind die Formfunktionen nicht differenzierbar, wie beispielsweise in den Untersuchungen
von [Yse00], so gilt die Kontinuitätsgleichung noch in einer schwachen Formulierung und
kann unter Abschnitt 2 der zitierten Arbeit nachgelesen werden.

2.6.2 Erhaltung von Energie, Impuls und Drehimpuls

Zur Untersuchung der Erhaltungseigenschaften beschränken wir uns auf den Fall, daß keine
äußeren Kräfte vorhanden sind. Dabei ist es von Vorteil, nicht den Drehimpuls selbst sondern
lediglich seine Komponenten zu betrachten. Im dreidimensionalen Raum ist der Drehimpuls
von der Gestalt

L(t) =

∫
ρ(x, t)x× v(x, t) dx,

und kann mit einer geeigneten schiefsymmetrischen Matrix W in der Form

L(t) =

∫
ρ(x, t)x ·Wv(x, t) dx

geschrieben werden. Die Matrizen W ∈ M3(
�
) sind durch das Vektorprodukt eindeutig

bestimmt und bilden eine Basis des Raumes der schiefsymmetrischen Matrizen. Verschwin-
det demnach der skalarwertige Ausdruck L(t) für alle schiefsymmetrischen Matrizen W , so
ist ebenfalls L(t)t = 0. Diese Argumentation gilt nicht nur in dreidimensionalen Räumen,
sondern auch in Räumen beliebiger Dimensionen.

Satz 2.6.2. Sind die Bewegungsgleichungen

miq̈i = F i + F
(r)
i + F

(v)
i ,

JmiḦ i = M i +M
(r)
i +M

(v)
i

und die Entropiegleichung
θiS

′
i = δQ

(r)
i + δQ

(v)
i

für alle Teilchen erfüllt, so sind Gesamtenergie, Impuls und Drehimpuls Erhaltungsgrößen.
Mit einer beliebigen schiefsymmetrischen Matrix W ∈ Md(

�
) gilt demnach

d

dt
(V + E) = 0,

d

dt

∫
ρv dx = 0,

d

dt

∫
ρx ·Wv dx = 0.

Beweis. Vgl. [GLY00].
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2.6.3 Diskrete Erhaltung von Energie, Impuls und Drehimpuls

Um die hergeleiteten Bewegungsgleichungen numerisch lösen zu können, müssen zunächst
die in den Kräften auftretenden Integrale diskretisiert werden. Die dazu verwendete Qua-
draturformel sollte die Lagrangeschen Eigenschaften unseres Modells respektieren. Es ist
gegenüber Verschiebungen, Drehungen und, was die Teilchengestalt angeht, sogar gegen
allgemeine lineare Transformationen des Raumes invariant. Da eine mit der Massendichte
gewichtete skalare oder vektorwertige Funktion f über der Referenzkonfiguration durch

∫
fρ dx =

∑

i

mi

∫
f (qi +H iy)ψ(y) dy

ausgewertet werden kann, resultiert daraus mit den Gewichten αν > 0 und den Knoten aν
die Quadraturfomel

∫
fρ dx→

∑

i

mi

[∑

ν

ανf(qi +H iaν)
]
=:

∫
f dµ (2.34)

für die Methode der Finiten Massen. Für die spezifische innere Energie ε̃ := ε/ρ erhält man
mit dieser Quadraturformel das diskrete Potential

Ṽ =

∫
ε̃(ρ, s) dµ, (2.35)

und die zugehörigen diskreten Kräfte berechnen sich durch

F̃ i = −
∫ (∂ε̃

∂ρ
+ Si

∂ε̃

∂s

)∂ψi
∂qi

dµ−
∑

ν

αν(∇ε̃)(qi +H iaν),

M̃ i = −
∫ (∂ε̃

∂ρ
+ Si

∂ε̃

∂s

) ∂ψi
∂H i

dµ−
∑

ν

αν [(∇ε̃)(qi +H iaν)][aµ]
T .

Die zweiten Terme resultieren aus der Tatsache, daß die Quadraturpunkte mit den Teilchen
mitbewegt werden. Sie verlangen nur Auswertungen in Quadraturpunkten, die vom i-ten
Teilchen selbst stammen. Entsprechend ergibt sich die Temperatur des i-ten Teilchens als

θ̃i =

∫
∂ε̃

∂s
ψi dµ

und die Reibungskräfte (2.27), (2.28), sowie die viskosen Kräfte (2.30), (2.31) werden mit
der Quadraturformel (2.34) diskretisiert. Analog verfährt man mit der jeweiligen Hitzezu-
fuhr (2.29)und (2.32) sowie dem Wärmefluß (2.33).
Das Resultat dieser Diskretisierungen ist ein großes System gewöhnlicher Differentialglei-
chungen, die nun zeitintegriert werden müssen. Hierfür wurde von Lubich ein exponentielles
Integrationsschema im Sinne der Arbeit [HoLu97] angegeben. Das Integrationsschema nutzt
die Struktur der Gleichungen effizient aus und findet sich in [GLY00] ausführlich dargestellt.

Satz 2.6.3. Die mit der Quadraturformel (2.34) diskretisierte Gesamtenergie Ẽ = E + Ṽ ,
Impuls und Drehimpuls sind Erhaltungsgrößen.

Beweis. Vgl. [GLY00].
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Beim Übergang zur Zeitintegration geht diese Eigenschaft natürlich verloren. Allerdings
geht das exponentielle Integrationsschema, wenn sowohl Viskose- als auch Reibungskräfte
nicht vorhanden sind, in das symplektische Strömer-Verlet Schema über. Impuls und Dreh-
impuls sind in diesem Fall Erhaltungsgrößen und der Energiefehler ist für große Zeiten ver-
nachläßigbar, vgl. [HaLu00].



Kapitel 3
Die akustische Wellengleichung

Die adiabatische Bewegung eines kompressiblen Fluids mit Dichte ρ und Geschwindigkeit
v vernachlässigt jeglichen thermodynamischen Effekt. Sie wird durch die Kontinuitätsglei-
chung

∂ρ

∂t
= −div (ρv) (3.1)

und die Impulsgleichung
∂v

∂t
+ (∇v)v = −∇π

ρ
, (3.2)

den sogenannten Euler Gleichungen, beschrieben. Der Druck π ist eine Funktion der Mas-
sendichte ρ. Zwischen ihm und der inneren Energie besteht die Beziehung

π(ρ) = ε′(ρ)ρ− ε(ρ), (3.3)

welche nach Kapitel 2.3 einen Spezialfall der Gibbsschen Fundamentalrelation der Ther-
modynamik darstellt, bei dem die innere Energie ε(ρ, s) = ε(ρ) nicht von der spezifi-
schen Entropie abhängt. Die Linearisierung der Euler Gleichungen um die konstante Lösung
(ρ, v) = (ρ̄, 0) führt auf die akustischen Gleichungen [LaLi91]

∂ρ

∂t
= −ρ̄div v (3.4)

und
∂v

∂t
= −π

′(ρ̄)

ρ̄
∇ρ. (3.5)

Differenziert man die erste Gleichung nach der Zeit, bildet von der zweiten Gleichung die
Divergenz und subtrahiert anschließend die beiden Ergebnisse voneinander, so erhält man
die skalare Wellengleichung

∂2ρ

∂t2
= c2∆ρ (3.6)

mit der Schallgeschwindigkeit

c =
√
π′(ρ̄) =

√
ε′′(ρ̄)ρ̄. (3.7)

Durch Differentiation der zweiten Gleichung nach der Zeit und Elemination der Zeitablei-
tung von ρ mit (3.4), läßt sich die Akustik eines adiabatischen Fluids auch mittels der parti-
ellen Differentialgleichung

∂2v

∂t2
= c2∇(div v). (3.8)

beschreiben. Man bezeichnet sie schlicht als akustische Wellengleichung.
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Für viele naturwissenschaftliche Probleme bietet neben dem Eulerschen Modell, das La-
grangesche Modell einen alternativen Zugang zur Beschreibung der Bewegung von Fluiden
oder Körpern, der oft zu einer geschmeidigeren Darstellung der resultierenden (partiellen)
Differentialgleichungen führt. Da der Methode der Finiten Massen das Lagrangesche Mo-
dell zugrunde liegt, leiten wir die akustische Wellengleichung aus der Lagrangefunktion ei-
nes mechanischen Systems her. Diese besitzt eine schwache Formulierung in geeigenten
Hilberträumen, deren eindeutige Lösung existiert und einer Stabilitätsabschätzung genügt.
Zum Beweis dieser Eigenschaften betrachtet man eine größere Klasse von Gleichungen, die
allgemeinen abstrakten Wellengleichungen und deren zugehöriges abstraktes Cauchypro-
blem. Die Tatsache, daß die eindeutige Lösung des inhomogenen Problems einer Stabilitäts-
abschätzung genügt, ist von entscheidender Bedeutung für die Untersuchung der Schall-
ausbreitung in der Methode der Finiten Massen. Die Konvergenzaussage in adiabatsichen
Fluiden aus Kapitel 5 für die Galerkin Diskretisierung basiert hierauf wesentlich.

3.1 Herleitung der akustischen Wellengleichung

Die Bewegung der zahlreichen Massenpunkte eines Fluids oder Körpers Ω ⊆ � d wird in
der Kontinuumsmechanik durch eine Deformation ϕ : Ω × � → � d bzw. deren zugehöri-
ge Trajektorie t→ ϕ(x, t) beschrieben. Da die wellenförmige Bewegung des Schalls aus
kleinen Auslenkungen dieser Massenpunkte innerhalb des Mediums herrührt, stellt man die
Deformation gerne in der Form

ϕ(x, t) = x+ u(x, t)

dar und bezeichnet die Auslenkung u : Ω × � → � d als Verschiebung aus dem Gleichge-
wichtszustand. Ist die innere Energie ε :

� → �
eine stetige Funktion mit ε(0) = 0 und die

Massendichte
ρ(x, 0) = ρ(x, t) det(∇ϕ)(x, t)

eine beschränkte Funktion mit kompaktem Träger, so sind sowohl die kinetische Gesamt-
energie

EK =
1

2

∫

Ω

ρ(x, 0)|u̇(x, t)|2 dx (3.9)

als auch die innere Energie

VK =

∫

Ω

ε
( ρ(x, 0)

det
(
I + (∇u)(x, t)

)
)
det
(
I + (∇u)(x, t)

)
dx (3.10)

des Systems wohldefiniert und lassen sich durch Transformation als Funktionen der Defor-
mation u und deren Zeitableitung u̇ auffassen. Aus diesen leiten sich die Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen

d

dt

∂EK
∂u̇

+
∂VK
∂u

= 0 (3.11)

ab, deren Linearisierung um den Gleichgewichtszustand (ρ,u) = (ρ̄, 0) mit konstanter Mas-
sendichte ρ̄ > 0 und Auslenkung Null auf die akustische Wellengleichung (3.8) führt. Die
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Linearisierung ist dabei ein rein formaler Prozeß, bei dem der Term ∂VK
∂u

der inneren Ener-
gie nicht über einem festen Funktionenraum linearisiert, sondern direkt durch seinen linea-
ren Anteil ersetzt wird. Eine äquivalente Vorgehensweise besteht darin, neben der kineti-
schen Energie, die bereits in quadratischer Form vorliegt, auch die innere Energie formal zu
quadratisieren und mit dieser in die Lagrangefunktion einzugehen. Auf beiden Wegen wird
man über eine schwache Formulierung der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen auf eine
schwache Formulierung der akustischen Wellengleichung geführt, aus der dann die klassi-
sche Formulierung folgt.
Über ausgewählten Funktionenräumen weicht dieser formale Prozeß der Linearisierung der
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen oder der Quadratisierung der inneren Energie einer
gewöhnlichen Taylorentwicklung. Ein geeigneter Kandidat hierfür ist der Raum C∞

c (
� d)

der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf
� d, die außerhalb einer kompakten

Teilmenge verschwinden. Sowohl bei der Quadratisierung

Vρ̄(u) = Vρ̄(0) + V ′
ρ̄(0) · u+

1

2
V ′′
ρ̄ (0)u · u+ o(u2)

der inneren Energie Vρ(u) := VK(ρ,u) als auch bei der Linearisierung der Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen benötigt man für Funktionen u,v ∈ C∞

c (
� d) die Richtungsablei-

tungen V ′
ρ(u) · v und V ′′

ρ (u)u · v. Bevor diese über dem Zustand konstanter Massendichte
ρ = ρ̄ und Verschiebung u = 0 berechnet werden können, bedarf es der im nächsten Lemma
angegebenen Ableitungen skalarer Funktionen.

Lemma 3.1.1. Seien A,B,C ∈ Md(
�
). Die skalaren Funktionen f(α) = det(A + αB)

und g(α) = sp
(
A(B + αC)−1

)
besitzen die Ableitungen

(1) f ′(α) = det(A+ αB) sp
(
B(A+ αB)−1

)
,

(2) g′(α) = − sp
(
A(B + αC)−1C(B + αC)−1

)
.

Beweis. Für δ ∈ �
ist

f(α + δ) = det
(
(A+ αB) + δB

)
= det

(
(I + δB(A+ αB)−1)(A+ αB)

)
,

woraus mit dem Determinantenmultiplikationssatz wegen

det
(
(I + δB(A+ αB)−1

)
= 1 + δ sp

(
B(A+ αB)−1

)
+ o(δ)

die erste Behauptung folgt. Zum Beweis der zweiten Behauptung betrachten wir die Funktion
M :

� → � d×d, α 7→ (B + αC)−1. Aus Kenntnis der Neumannschen Reihe

(I + δA)−1 =
∞∑

i=0

(−1)i(δA)i

schließen wir

M(α+ δ) = (B + αC + δC)−1 =
(
(B + αC)(I + δ(B + αC)−1C)

)−1

=
(
I − δ(B + αC)−1C + o(δ)

)
(B + αC)−1

= (B + αC)−1 − δ(B + αC)−1C(B + αC)−1 + o(δ)



3.1 Herleitung der akustischen Wellengleichung 21

und somit M ′(α) = −(B + αC)−1C(B + αC)−1. Wegen

sp′(A)[H] = sp[H ] für alle H ∈ M
d(

�
)

folgt die zweite Behauptung aus der Kettenregel.

Mit diesem Lemma lassen sich die gesuchten Richtungsableitungen der inneren Energie
Vρ(u) über dem Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte mühelos angeben. Die
dazu benötigten Bedingungen an die innere Energie ε :

� → �
sind keinesfalls technischer

Natur, sondern physikalisch sinnvoll und werden etwa von idealen Gasen (2.20) erfüllt.

Lemma 3.1.2. Sei u ∈ C∞
c (

� d) und ρ eine beschränkte Funktion mit kompaktem Träger. Ist
die innere Energie ε :

� → �
eine stetig differenzierbare Funktion mit ε(0) = 0, so gilt für

die Ableitung der inneren Energie Vρ(u) := VK(ρ,u) in Richtung v ∈ C∞
c (

� d)

V ′
ρ(u) · v =

∫
�

d

{
ε
( ρ

det(I +∇u)

)
det(I +∇u)

− ε′
( ρ

det(I +∇u)

)
ρ
}
sp
(
∇v(I +∇u)−1

)
dx.

(3.12)

Beweis. Sei α ∈ [0, 1] und u,v ∈ C∞
c (

� d). Aus der Hilfsfunktion ϕ :
� → �

,

ϕ(α) = Vρ(u+ αv) =

∫
ε
( ρ

det(I +∇u+ α∇v)

)
det(I +∇u+ α∇v) dx

erhält man durch Differentiation unter dem Integral mit Lemma 3.1.1(1) die Richtungsablei-
tung ϕ′(α)

∣∣
α=0

= V ′
ρ(u) · v wie oben angegeben. Ermöglicht wird die Differentiation unter

dem Integral durch die getroffenen Voraussetzungen. Unter diesen ist der Integrand in (3.12)
nämlich eine beschränkte Funktion mit kompaktem Träger.

Bemerkung 3.1.3. Die Richtungsableitung (3.12) ist auch unter allgemeineren Vorausset-
zungen noch wohldefiniert. Für u,v ∈ C∞

c (
� d) genügt es hierfür, die Differenzierbarkeit

der inneren Energie ε :
� → �

und die Stetigkeit der Abbildung ρ 7→ ε′(ρ)ρ auf ganz
�

zu
fordern. Um dies einzusehen kann man oBdA annehmen, daß für ein δ > 0 die Abschätzung
det(I +∇u) ≥ δ auf dem Träger von v gilt. Es ist dann I +∇u beschränkt und es existiert
eine Konstante C(u) > 0 mit sp

(
∇v(I + ∇u)−1

)
≤ C(u)‖∇v‖. Nach Voraussetzung

sind die innere Energie und die Abbildung ρ 7→ ε′(ρ)ρ stetig, nehmen also auf kompakten
Intervallen ihr Maximum bzw. Minumum an. Folglich existiert für alle x ein C ′(u) > 0, so
daß der Integrand durch C ′(u)‖∇v‖ beschränkt ist.

Über dem Gleichgewichtszustand (ρ,u) = (ρ̄, 0) mit konstanter Massendichte erhält man
wegen (3.3) insbesondere

V ′
ρ̄(0) · v = −π(ρ̄)

∫
sp(∇v) dx = −π(ρ̄)

∫
div v dx = 0.

Darüberhinaus kann der Ausdruck (3.12) mit entsprechend angepaßten Glattheitsbedingun-
gen an die innere Energie ein weiteres Mal differenziert werden. Im Speziellen ergibt sich
über dem konstanten Zustand (ρ,u) = (ρ̄, 0) das folgende Lemma.
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Lemma 3.1.4. Seien u,v ∈ C∞
c (

� d) und ε :
� → �

eine zweimal differenzierbare Funk-
tion. Sind die Abbildungen ρ 7→ ε′(ρ)ρ und ρ 7→ ε′′(ρ)ρ2 stetige Funktionen auf

�
, so gilt

über dem Gleichgewichtszustand (ρ,u) = (ρ̄, 0) mit konstanter Massendichte

V ′′
ρ̄ (0)u · v = ε′′(ρ̄)ρ̄2

∫
divu div v dx.

Beweis. Sei u ∈ C∞
c (

� d) und α ∈ [0, 1]. Für alle v ∈ C∞
c (

� d) defniert man die Funktion
fv :

� d → �
mit fv(u) = V ′

ρ(u) · v wie in (3.12) erhalten. Zur Berechnung ihrer Rich-
tungsableitung f ′

v(u) · w = V ′′
ρ (u)w · v nach w ∈ C∞

c (
� d) betrachtet man wiederum die

durch ϕ(α) = fv(u+αw) definierte Hilfsfunktion, aus der durch Differentiation unter dem
Integral mit Lemma 3.1.1(2)

ϕ′(α)
∣∣
α=0

=

∫ {
ε(τ) det(I +∇u)− ε′(τ)ρ

+ ε′′(τ)
ρ2

det(I +∇u)

}
sp
(
∇w(I +∇u)−1

)
sp
(
∇v(I +∇u)−1

)

−
{
ε(τ) det(I +∇u)− ε′(τ)ρ

}
sp
(
∇v(I +∇u)−1∇w(I +∇u)−1

)
dx

und schließlich ϕ′(α)
∣∣
α=0

= V ′′
ρ (u)w · v resultiert. Die innere Energie ε und deren Ablei-

tungen sind dabei in τ = ρ/ det(I + ∇u) auszuwerten. Auch hier ist die Differentiation
unter dem Integral gestattet, was mit ähnlichen Argumenten wie in Bemerkung 3.1.3 gezeigt
werden kann. Im Zustand konstanter Massendichte ρ = ρ̄ und Verschiebung u = 0 gilt

V ′′
ρ̄ (0)u · v =

{
ε(ρ̄)− ε′(ρ̄)ρ̄+ ε′′(ρ̄)ρ̄2

}∫
divu div v dx

−
{
ε(ρ̄)− ε′(ρ̄)ρ̄

}∫
sp(∇v∇u) dx.

Durch zweimalige partielle Integration folgt
∫

sp(∇v∇u) dx =
∑

r,s

∫
(Dsvr)(Drus) dx = −

∑

r,s

∫
(DsDrus)vr dx

=
∑

r,s

∫
(Dsus)(Drvr) dx =

∫
divu div v dx

und alles ist gezeigt.

Mit diesen Hilfssätzen ist es nun ein Leichtes, die akustische Wellengleichung aus der La-
grangeschen Bewegungsgleichung herzuleiten. Unter Verwendung der obigen Notation
Vρ(u) = VK(ρ,u) ist die Lagrangesche Bewegungsgleichung (3.11) nämlich genau dann
für alle Testfunktionen v ∈ C∞

c (
� d) erfüllt, wenn

d

dt
E ′
K(u̇) · v + V ′

ρ(u) · v = 0 (3.13)

gilt. Über dem Zustand konstanter Massendichte ρ = ρ̄ und Verschiebung u = 0 ist einer-
seits d

dt
E ′
K(u̇) · v = ρ̄

∫
ü · v dx. Andererseits ist man dank Lemma 3.1.4 in der Lage, die
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Linearisierung von V ′
ρ(u) · v um diesen Zustand angeben zu können. Unter Berücksichti-

gung der Beziehung (3.7) zwischen der Schallgeschwindigkeit c und der zweiten Ableitung
der inneren Energie ε ist diese von der Gestalt

V ′′
ρ̄ (0)u · v = ρ̄c2

∫
divu div v dx

und die entsprechende Linearisierung der schwach formulierten Lagrangeschen Bewegungs-
gleichung (3.13) führt auf die Gleichung

ρ̄

∫ {
ü · v + c2divu div v

}
= 0. (3.14)

Damit erhält man unmittelbar das angestrebte Resultat in der klassischen Formulierung.

Satz 3.1.5. Sei ϕ : Ω × � → � d die Bewegung eines unendlich ausgedehnten Fluids oder
Gases Ω =

� d. Mit einer Verschiebung u : Ω× � → � d,u ∈ C∞
c (

� d), sei diese von der Ge-
stalt ϕ(x, t) = x+u(x, t). Unter den Voraraussetzungen von Lemma 3.1.4 resultiert aus der
Linearisierung der Lagrangeschen Bewegungungsgleichung (3.11) um den Gleichgewichts-
zustand u = 0 mit konstanter Massendichte ρ = ρ̄ > 0 die akustische Wellengleichung

ü = c2∇(divu). (3.15)

Diese beschreibt die Schallausbreitung innerhalb eines Fluids oder Körpers mit der Schall-
geschwindigkeit c =

√
ε′′(ρ̄)ρ̄ ∈ �

+.

Beweis. Sind u,v ∈ C∞
c (

� d), so erhält man durch partielle Integration

∫
divu div v dx = −

∫
∇(divu) · v dx,

und die Behauptung folgt direkt aus den Vorbemerkungen. Für alle v ∈ C∞
c (

� d) ist nämlich
(3.14) genau dann erfüllt, wenn

ρ̄

∫ {
ü− c2∇divu

}
· v = 0

für alle v ∈ C∞
c (

� d) gilt, woraus die Behauptung mit dem Lemma von Dubois-Reymond
(siehe etwa [FiKa, S.249]) folgt.

3.2 Schwache Formulierung der akustischen Wellengleichung

Einen Zugang für die numerische Behandlung von Anfangswertproblemen eröffnet der Weg
über deren schwache Formulierung. Die Tatsache, daß die akustische Wellengleichung einer
solchen Formulierung zugänglich ist, basiert im Wesentlichen darauf, daß die zweite Ablei-
tung der inneren Energie eine Bilinearform definiert.
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3.2.1 Die Bilinearform der inneren Energie

Wie man im vorherigen Abschnitt gesehen hat, ist für alle Funktionen u,v ∈ C∞
c (

� d)

−
∫

∇divu · v dx =

∫
divu div v dx,

und die zweite Ableitung der kontinuierlichen inneren Energie induziert über dem Gleich-
gewichtszustand (ρ,u) = (ρ̄, 0) mit konstanter Massendichte ρ̄ > 0 eine Bilinearform
Bc : C

∞
c (

� d)× C∞
c (

� d)→ �
mit

Bc(u,v) = c2
∫

divu div v dx = c2〈divu, div v〉L2 .

Definition 3.2.1. Für jede offene Teilmenge Ω ⊆ � d bezeichnet

H(div; Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣ divu ∈ L2(Ω,
�
)
}

den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen u ∈ L2(Ω), deren Divergenz ebenfalls
quadratintegrierbar ist. Zusammen mit der Norm ‖u‖2H(div;Ω) := ‖u‖2

L2(Ω) + ‖divu‖2
L2(Ω,

�
)

bildet dieser einen Hilbertraum. Ist Ω =
� d, so schreiben wir kurz H(div).

Der Raum H(div) ist stetig und dicht eingebettet in den Hilbertraum der quadratintegrier-
baren Funktionen L2(

� d). Genauer ist ‖u‖L2 ≤ ‖u‖H(div) für alle u ∈ H(div). Die Ver-
vollständigung des Raumes C∞

c (
� d) bezüglich der ‖·‖H(div)-Norm ist gerade H(div), was

eine Fortsetzung der Bilinearform Bc auf den Hilbertraum H(div) ermöglicht.

Satz 3.2.2. Die beschränkte Bilinearform Bc(u,v) = c2〈divu, div v〉L2 ,u,v ∈ C∞
c (

� d),
besitzt eine eindeutige Fortsetzung B : L2(

� d) × L2(
� d)→ �

mit dem Definitionsbereich
D(B) = H(div)×H(div) ,

B(u,v) = c2
∫

divudiv v dx = c2〈divu, div v〉L2 ,

auf den Abschluß H(div) von C∞
c (

� d) bezüglich ‖·‖H(div). Die Fortsetzung hat für alle
u,v ∈ H(div) die Eigenschaften

(1) B ist symmetrisch, d.h. B(u,v) = B(v,u).

(2) B ist nichtnegativ, d.h. B(u,v) ≥ 0.

(3) B ist beschränkt, d.h. B(u,v) ≤ c2‖u‖H(div)‖v‖H(div).

(4) B ist H(div)-elliptisch bezüglich L2(
� d), d.h. es exisitert eine Konstante C > 0 mit

B(u,u) + ‖u‖2
L2 ≥ C‖u‖2H(div).

Beweis. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist für alle u,v ∈ C∞
c (

� d)

Bc(u,v) = c2〈divu, div v〉L2 ≤ c2‖divu‖L2‖div v‖L2 = c2‖u‖H(div)‖v‖H(div)
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und die beschränkte Bilinearform Bc induziert für jedes feste u ∈ C∞
c (

� d) das stetige Funk-
tional

Tc : C
∞
c (

� d)→ �
,v 7→ Tc(v) := Bc(u,v).

Da stetige Funktionale von dichten Teilräumen eindeutig und stetig auf den Abschluß fort-
gesetzt werden können [Wer95,II.1.5], existiert eine eindeutige, stetige Fortsetzung T :
H(div)→ �

,v 7→ Tv := B(u,v) mit B(u,v) = c2〈divu, div v〉L2 . Offensichtlich ist B
symmetrisch und nichtnegativ und mit C := min{c2, 1} ist

B(u,u) + ‖u‖2
L2 = c2‖divu‖2

L2 + ‖u‖2
L2 ≥ C‖u‖2H(div)

und somit alles gezeigt.

Bemerkung 3.2.3. Dank derH(div)-Elliptizität vonB bezüglich L2(
� d) und der Definition

der Norm auf H(div), definiert für jedes λ > 0

‖u‖2Bλ := B(u,u) + λ‖u‖2
L2

eine äquivalente Norm auf H(div). Es ist nämlich ‖u‖Bλ = 0 genau dann erfüllt, wenn
u = 0 gilt und

min{c2, λ}‖u‖2H(div) ≤ c2‖divu‖2
L2 + λ‖u‖2

L2 = ‖u‖2Bλ ≤ max{c2, λ}‖u‖2H(div)

ist.

3.2.2 Schwache Formulierung des Anfangswertproblems

Die im vorherigen Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse ermöglichen es, eine schwache For-
mulierung der akustischen Wellengleichung in den Hilberträumen H(div) ↪→ L2(

� d) anzu-
geben. Testet man nämlich (3.15) mit einer Funktion v aus H(div), so erhält man

d2

dt2
〈u(t),v〉L2 +B(u(t),v) = 0 für alle v ∈ H(div), (3.16)

woraus die schwache Formulierung des zugehörigen Anfangswertproblems der inhomoge-
nen akustischen Wellengleichung resultiert.

Anfangswertproblem 3.2.4. Gegeben seien Elemente u0 ∈ H(div), v0 ∈ L2(
� d) und eine

stetige Inhomogenität f ∈ C
( �

+,L
2(

� d)
)
. Gesucht ist eine Funktion u :

�
+ →H(div),

die milde Lösung des Anfangswertproblems

(SWG)





d2

dt2
〈u(t),v〉L2 +B(u(t),v) = 〈f(t),v〉L2 für alle v ∈ H(div),

u(0) = u0,

u̇(0) = v0

ist. Dabei bezeichnet B : L2(
� d) × L2(

� d)→ �
die symmetrische, nichtnegative und

bezüglich L2(
� d) H(div)-elliptische Bilinearform B(u,v) = c2〈divu, div v〉L2 mit De-

finitionsbereich D(B) = H(div)×H(div) aus Satz 3.2.2.
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Motiviert durch den üblichen Lösungsbegriff [EnNa00, Definition 6.3] des abstrakten Cauchy-
problems in Kapitel 3.3.1, versteht man unter einer milden Lösung eine Funktion

u ∈ C
( �

+, H(div)
)
∩ C1

( �
+,L

2(
� d)
)
,

die das Anfangswertproblem (SWG) in dem Sinne erfüllt, daß für alle v ∈ H(div)
∫ t

0

d2

dt2
〈u(s),v〉L2 +B(u(s),v) ds =

∫ t

0

〈f (s),v〉L2 ds

gilt.

3.2.3 Existenz, Eindeutigkeit und Stabiliät der milden Lösung

Die Existenz und Eindeutigkeit einer milden Lösung des Anfangswertproblems (SWG) der
akustischen Wellengleichung ist nicht offensichtlich. Das Hauptproblem besteht in der Tat-
sache, daß die Bilinearform B nicht H(div)-elliptisch ist und der übliche Weg über das
Theorem von Lax-Milgram deshalb nicht beschritten werden kann. Leider ist die Einbettung
H(div) ↪→ L2(

� d) auch nicht kompakt, so daß eine Charakterisierung der Lösung mittels
Eigenfunktionen, wie dies in [RaTh88] durchgeführt wird, ebenfalls nicht in Frage kommt.
Der Ausweg aus dieser Situation liegt in der Theorie unbeschränkter quadratischer Formen.
Mit ihr und der Halbgruppentheorie ist es möglich, die Existenz und Eindeutigkeit einer
milden Lösung zu beweisen. Auch die für spätere numerische Untersuchungen wichtige Sta-
bilität der milden Lösung läßt sich auf diese Weise gewinnen.

Satz 3.2.5. Das inhomogene Anfangswertproblem (SWG) besitzt eine eindeutige milde Lö-
sung u ∈ C

( �
+, H(div)

)
∩ C1

( �
+,L

2(
� d)
)
, die der Stabilitätsabschätzung

‖u̇(t)‖2
L2 +B

(
u(t),u(t)

)
≤ ‖u̇0‖2L2 +B(u0,u0) +

∫ t

0

‖f(s)‖2
L2 ds

genügt. Ist f = 0, so gilt die Energiegleichung

‖u̇(t)‖2
L2 +B

(
u(t),u(t)

)
= ‖u̇0‖2L2 +B(u0,u0)

Beweis. Folgt unmittelbar aus Korollar 3.3.8 aus Abschnitt 3.3 mit der Bilinearform b = B
und den Hilberträumen H = H(div) ↪→ L = L2(

� d).

Bemerkung 3.2.6. Lions und Magenes haben für eine wesentlich größere Klasse von Evolu-
tionsproblemen die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung u ∈ C([0, T ], H∩C1([0, T ], L)
gezeigt, die

(HP)





d2

dt2
c(t,u(t),v) + a(t, u̇(t),v) + b(t, u̇(t),v) = 〈f (t),v〉L für alle v ∈ H,

u(0) = u0 ∈ H,

u̇(0) = v0 ∈ L

im Distributionssinne erfüllt [DaLi92, XVIII,5] und in diesem Sinne auch Problem (SWG)
löst. Die Bilinearformen genügen auf den stetigen und dicht eingebetteten Hilberträumen H
und L verschiedenen Bedingungen. Der Beweis ist recht mühsam und basiert auf der soge-
nannten Parabolischen Regularisierung, bei der das hyperbolische Problem (HP) durch ein
parabolisches approximiert wird [LiMa72]. Die resultierende Energiegleichung ist jedoch
genau wie die Lösung nur auf dem kompakten Intervall [0, T ] gegeben.
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3.3 Abstrakte Wellengleichungen

In diesem Abschnitt wird die Existenz, Eindeutigkeit und Stabilität einer milden Lösung,
des schwach formulierten Anfangswertproblems (SWG) der akustischen Wellengleichung
gezeigt und ein Beweis von Satz 3.2.5 geführt. Hierfür betrachtet man ein allgemeiner for-
muliertes Anfangswertproblem, das aufgrund der Bemerkung 3.2.3 und den Eigenschaften
der Bilinearform B in H(div) ↪→ L2(

� d) aus Satz 3.2.2 auch das Anfangswertproblem
(SWG) der akustischen Wellengleichung umfaßt.

Anfangswertproblem 3.3.1. Sei der Hilbertraum (H, 〈·, ·〉H , ‖·‖H) dicht in den Hilbert-
raum (L, 〈·, ·〉L, ‖·‖L) eingebettet und b : L× L→ �

eine nichtnegative, symmetrische Bili-
nearform mit Definitionsbereich D(b) = H ×H . Es definiere

〈u,v〉bλ = b(u,v) + λ〈u,v〉L für alle u,v ∈ H,λ > 0

ein Skalarprodukt aufHbλ
= (H, 〈·, ·〉bλ), dessen induzierte Norm ‖·‖bλ äquivalent zur Norm

‖·‖H auf H ist. Gesucht ist eine milde Lösung

u ∈ C(
�

+, H) ∩ C1(
�

+, L)

des Anfangswertproblems

(AWP)





d2

dt2
〈u(t),v〉L + b(u(t),v) = 〈f(t),v〉L für alle v ∈ H,

u(0) = u0,

u̇(0) = v0

für gegebene Elemente u0 ∈ H,v0 ∈ L und f ∈ C(
�

+, L).

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist (AWP) äquivalent zu der abstrakten Wellenglei-
chung

(AWG)





ü(t) +Au(t) = f (t) in L,

u(0) = u0,

u̇(0) = v0,

mit dem von der Bilinearform b induzierten, unbeschränkten Operator
(
A, D(A)

)
. Dies

zeigt man mit der Theorie unbeschränkter quadratischer Formen. Die der Bilinearform b :
L× L→ �

assoziierte quadratische Form b[·] mit

b[u] := b(u,u), u ∈ H,

ist dicht definiert in L. In Anlehnung an die direkte Beziehung der quadratischen Form zur
Bilinearform, bezeichnet man den Definitionsbereich H der quadratischen Form ebenfalls
mit D(b). Für alle u,v ∈ D(b) induziert die nichtnegative, symmetrische Bilinearform
b das innere Produkt 〈·, ·〉bλ und der Definitionsbereich D(b) bildet einen Prähilbertraum,
der Dank der Äquivalenz von ‖·‖H und ‖·‖bλ sogar vollständig ist. Damit ist b abgeschlos-
sen [Kat66,VI,Thm1.11]. Nach dem ersten Repräsentationstheorem [Kat66,VI,Thm.2.1] exi-
stiert dann ein unbeschränkter, selbstadjungierter Operator A : D(A) ⊆ D(b)→ L mit

b(u,v) = 〈Au,v〉L für alle u ∈ D(A),v ∈ D(b),
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welcher ebenfalls nichtnegativ, symmetrisch und abgeschlossen ist. Aus der Tatsache, daß
für alle v ∈ H das Skalarprodukt 〈f ,v〉L genau dann verschwindet, wenn f = 0 ∈ L gilt,
folgt die Behauptung.

3.3.1 Das abstrakte Cauchyproblem

Da ein symmetrischer, selbstadjungierter und nichtnegativer Operator m-akkretiv ist [Kat66,
V,Prob.3.32], läßt sich für A nach [Kat66,V,Thm.3,33] mit Hilfe des Dunfordintegrals eine
eindeutige Wurzel

(
A1/2, D(A1/2)

)
definieren. Nach dem zweiten Repräsentationstheorem

[Kat66,VI,Thm.2.23] ist sogar

b(u,v) = 〈A1/2u,A1/2v〉L für alle u ∈ D(A1/2) = D(b) = H.

Der Hilbertraum Hλ := Hbλ
× L besitzt die vom Skalarprodukt induzierte Norm

‖z‖2λ = ‖A1/2u‖2L + λ‖u‖2L + ‖v‖2L für alle u ∈ Hbλ
,v ∈ L,

und die abstrakte Wellengleichung (AWG) kann auf ein System erster Ordnung auf Hλ re-
duziert werden. Setzt man nämlich v := u̇ und

z =

(
u

v

)
,z0 =

(
u0

v0

)
,f =

(
0
f

)
,A =

(
0 −I

A 0

)
,

so erhält man gerade das inhomogene abstrakte Cauchyproblem

(IACP)

{
ż(t) +Az(t) = f(t), t ≥ 0,

z(0) = z0.

Definition 3.3.2. Eine stetige Funktion z :
�

+ → X auf einem Banachraum X, für die∫ t
0
z(s) ds ∈ D(A) für alle t ≥ 0 ist und

z(t) = A
∫ t

0

z(s) ds+ z0

erfüllt, bezeichnet man als milde Lösung des (homogenen) abstrakten Cauchyproblems

(ACP)

{
ż(t) +Az(t) = 0, t ≥ 0,

z(0) = z0.

Satz 3.3.3. Der Operator
(
−A, D(A)

)
erzeugt eine C0-Gruppe

(
T (t)

)
t∈ � auf dem Hilbert-

raum Hλ mit D(A) = D(A) × H und das abstrakte Cauchyproblem (ACP) besitzt die
eindeutige milde Lösung z(t) = T (t)z0 in Hλ .

Beweis. Nach dem Spektraltheorem existiert ein Hilbertraum L2(Ω,
�
, µ) und ein unitärer

Operator U : L→ L2(Ω,
�
, µ), sowie eine auf Ω µ-meßbare skalare Funktion m mit der

Eigenschaft, daß (UAU−1f)(ω) = m(ω)f(ω) für fast alle ω ∈ Ω, f ∈ L2(Ω,
�
, µ) gilt.

Dabei ist mf ∈ L2(Ω,
�
, µ), D(m) = UD(A) und wegen der Nichtnegativität von A ist

m ≥ 0 fast überall. Weiterhin setzt man analog zur Vorgehensweise in [GoWa03]

z̃(t) =

(
Uu(t)

Uv(t)

)
, z̃0 =

(
Uu0

Uv0

)
, Ã =

(
0 −I
m 0

)
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und das (ACP) ist äquivalent zu

˙̃z(t) + Ãz̃(t) = 0, t ≥ 0,

z̃(0) = z̃0

auf dem Raum H̃λ = D(
√
m) × L2(Ω,

�
, µ). Die C0-Gruppe

(
T (t)

)
t∈ � auf Hλ ist dann

durch

T̃ (t) =

(
cos(t

√
m) 1√

m
sin(t

√
m)

−√
m sin(t

√
m) cos(t

√
m)

)

gegeben. Die Funktionen Sinus und Cosinus sind in dieser Darstellung nicht von unbe-
schränkten Operatoren, sondern lediglich von reell-wertigen Funktionen abhängig und nach
l’Hospital ist 1√

m
sin(t

√
m) auch für m = 0 definiert. Bezüglich der entsprechenden Norm

‖z̃‖2λ = ‖
√
mũ‖2L + λ‖ũ‖2L + ‖ṽ‖2L

ist für alle z̃ = (ũ, ṽ) aus H̃λ lim
t→ 0

‖T̃ (t)z̃ − z̃‖λ = 0. Darüberhinaus prüft man anhand der

Additionstheoreme für Sinus und Cosinus leicht T̃ (s)T̃ (t) = T̃ (s+t) für alle s, t ∈ �
nach.

Damit ist
(
T̃ (t)

)
t∈ � eine von (−Ã) erzeugte C0-Gruppe auf H̃λ und alles gezeigt.

3.3.2 Existenz- und Eindeutigkeit der Lösung

Mit den gewonnenen Erkenntnissen ist man nun in der Lage, die Existenz- und Eindeutigkeit
einer milden Lösung des Anfangswertproblems 3.3.1 anzugeben. Der milde Lösungsbegriff
des Anfangswertproblems und die Voraussetzungen wurden derart gewählt, daß man hierfür
nur noch die Existenz- und Eindeutigkeit einer milden Lösung des inhomogenen, abstrak-
ten Cauchyproblems (IACP) zu zeigen braucht. Da (−A) der Generator einer C 0-Gruppe(
T (t)

)
t∈ � auf Hλ ist, liefert die Variation der Konstanten-Formel die milde Lösung von

(IACP).

Satz 3.3.4. Bezeichnet
(
T (t)

)
t≥0

die von (−A) erzeugte C0-Halbgruppe auf Hλ, so ist für
f ∈ L1([0, T ],Hλ) mit T > 0 die Funktion z ∈ C([0, T ],Hλ) mit

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds, t ∈ [0, T ],

die eindeutige milde Lösung von (IACP) auf Hλ.

Beweis. Nach Satz 3.3.3 ist (−A) der Generator einer C0-Gruppe auf Hλ und der Beweis
folgt unmittelbar aus [Paz83,Kapitel 4.2].

Da
(
T (t)

)
t∈ � eine Gruppe auf Hλ ist, läßt sich die Lösung z ∈ C([0, T ],Hλ) auch auf die

negative Zeitachse fortsetzen, worauf man bei einer Evolutionsgleichung jedoch verzichtet.

Korollar 3.3.5. Das Anfangswertproblem 3.3.1 besitzt eine eindeutige milde Lösung
u ∈ C(

�
+, H) ∩ C1(

�
+, L).

Beweis. Da f ∈ C(
�

+,Hλ), ist f ∈ L1([0, T ],Hλ) für jedes T > 0. Nach Satz 3.3.4 exi-
stiert dann auf jedem Intervall [0, T ], somit also auf ganz

�
+, eine eindeutige milde Lösung

z = (u, u̇) ∈ C(
�

+,Hλ). Deren erste Komponente ist gerade die milde Lösung des An-
fangswertproblems 3.3.1.
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3.3.3 Stabilitätsabschätzungen in der Energiehalbnorm

Die optimale Stabilitätsabschätzung erzielt man bei Anfangswertproblemen der Art




d2

dt2
〈u(t),v〉L + b(u(t),v) = 0 für alle v ∈ H,

u(0) = u0,

u̇(0) = v0

insbesondere dann, wenn b : H×H → �
eine H-elliptische Bilinearform ist. In diesem Fall

induziert b nämlich die sogenannte Energienorm auf H ,

‖u‖2b := b(u,u) für alle u ∈ H.

Die C0-Lösungsgruppe
(
T (t)

)
t∈ � des zugehörigen abstrakten Cauchy Problems ist dann

unitär auf dem Hilbertraum (H, b(·, ·))×L, was sich in der resultierenden Energiegleichung

‖u̇(t)‖2L + b
(
u(t),u(t)

)
= ‖u̇0‖2L + b(u0,u0) (3.17)

für die Lösung u ∈ C(
�

+, H) ∩ C1(
�

+, L) widerspiegelt.
Leider ist die Bilinearform b des Anfangswertproblems 3.3.1 nur nichtnegativ und

b(u,u) = ‖A1/2u‖2L für alle u ∈ H (3.18)

definiert lediglich eine Halbnorm | · |b auf H . Die üblichen Techniken zum Beweis der Ener-
giegleichung (3.17) auf Hilberträumen können demnach nicht angewendet werden. Aus dem
Theorem über beschränkte Störungen [EnNa00,III,Thm.1.3] läßt sich aber wenigstens die
Quasikontraktivität der Lösungsgruppe des Anfangswertproblems 3.3.1 zeigen. Für λ > 0
ist der Operator

Aλ := Bλ −A :=

(
0 0

−λI 0

)
−
(

0 I

−A 0

)

mit D(Aλ) = D(A) nämlich schiefsymmetrisch auf Hλ und erzeugt eine unitäre Gruppe.
Da Bλ ein beschränkter Operator auf Hλ mit Norm

√
λ ist, erfüllt die von −A = Aλ − Bλ

erzeugte Gruppe
(
T (t))

)
t∈ � für jedes λ > 0 somit die Abschätzung

‖T (t)‖λ ≤ e
√
λ|t| für alle t ∈ �

.

Mit anderen Techniken läßt sich diese Abschätzung noch verbessern und lineares Wachstum

‖T (t)‖λ ≤
√
2(1 +

√
λ|t|) für alle t ∈ �

zeigen [GoWa03, Prop.2.1]. In Anbetracht der Tatsache, daß dieses mit der Größe t sin(t
√
m)

t
√
m

bereits in der Lösungsgruppe
(
T̃ (t)

)
enthalten ist, ein nicht sonderlich überraschendes Er-

gebnis. Es bringt zum Ausdruck, daß sich die Lösung in der Norm ‖·‖λ aufschaukeln kann.
Man ist daran interessiert, eine Norm oder wenigstens Halbnorm | · |? zu finden, die diesen
Effekt nicht messen kann und für alle z = (u,v) ∈ H = H × L

|T (t)z|? = |z|?
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erfüllt. Der geeignete Kandidat hierfür ist die Energiehalbnorm | · |b, definiert durch

|z|2b = b(u,u) + ‖v‖2L. (3.19)

Zum Beweis schneidet man den Kern N := N(A) des Operators A heraus und betrachtet
die homogene abstrakte Wellengleichung (AWG) zunächst auf dem Quotienten-Hilbertraum
LN := L/N . Dies sind gerade die rotationsfreien Lösungen von (AWG) und die nichtne-
gative Bilinearform b(·, ·) definiert wegen (3.18) ein Skalarprodukt auf dem unvollständigen
inneren Quotientenraum HN,b :=

(
H/N, b(·, ·)

)
. Dessen Vervollständigung HN,b bezeich-

net man als Energieraum und betrachtet das abstrakte Cauchyproblem auf dem Hilbertraum
HN,b := HN,b × LN mit

‖z‖2b = b(u,u) + ‖v‖2L für alle z = (u,v) ∈ HN,b.

Satz 3.3.6. Der Operator (−A) erzeugt eine unitäre C0-Gruppe auf dem Hilbertraum HN,b

und
z(t) = T (t)z0 (3.20)

ist die eindeutige milde Lösung von (ACP) auf HN,b.

Beweis. Man betrachtet zunächst das homogene (ACP) auf HN,b. Analog zum Beweis von
Satz 3.3.3 ist die C0-Gruppe

(
T (t)

)
t∈ � auf HN,b durch

T̃ (t) =

(
cos(t

√
m) 1√

m
sin(t

√
m)

−√
m sin(t

√
m) cos(t

√
m)

)

auf H̃N,b = Ṽ ×L2(Ω,
�
) gegeben. Dabei bezeichnet Ṽ die Vervollständigung von D(

√
m)

in der Norm ‖√m · ‖L. Seien ũ ∈ D(m) und ṽ ∈ D(
√
m). Da

∥∥∥∥T̃ (t)

(
ũ
ṽ

)∥∥∥∥
2

N,b

=
∥∥√m cos(t

√
m)ũ+ sin(t

√
m)ṽ

∥∥2
L
+
∥∥cos(t

√
m)ṽ −

√
m sin(t

√
m)ũ

∥∥2
L

ist mit τ := t
√
m

d

dt

∥∥∥∥T̃ (t)

(
ũ
ṽ

)∥∥∥∥
2

N,b

= 2
{
〈
√
m cos(τ)ũ+ sin(τ)ṽ,

√
m cos(τ)ṽ −m sin(τ)ũ〉L

+ 〈cos(τ)ṽ −
√
m sin(τ)ũ,−

√
m sin(τ)ṽ −m cos(τ)ũ〉L

}

= 0

und
(
T (t)

)
t∈ � unitär auf HN,b. Der Rest der Behauptungen über den Generator (−A) und

die milde Lösung folgt aus dem Beweis von Satz 3.3.3.

Bleibt noch der Rotationsanteil auf dem Kern N von A zu untersuchen. Hier ist A = 0 und
die abstrakte Wellengleichung





ü(t) +Au(t) = 0 auf N,

u(0) = n1 ∈ N,

u̇(0) = n2 ∈ N
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bzw. das zugehörige abstrakte Cauchyproblem
{
ż(t) +Az(t) = 0, t ≥ 0,

z(0) = z0

besitzt auf N ×N für z0 =
(

n1

n2

)
die Lösung

z(t) = T (t)z0 =

(
1 t
0 1

)(
n1

n2

)
=

(
n2 + tn1

n2

)
.

Auf dem Produktraum N ×N definiert die ‖·‖b-Norm ebenfalls nur eine Halbnorm | · |b mit
∣∣∣∣
(
n1

n2

)∣∣∣∣
2

b

= b(n1,n1) + ‖n2‖2L = ‖A1/2n1‖2L + ‖n2‖2L

= 〈An1,n1〉+ ‖n2‖2L = ‖n2‖2L ∀(n1,n2) ∈ N ×N.

Wie auf dem Raum HN,b gilt demnach auch hier
∣∣∣∣T (t)

(
n1

n2

)∣∣∣∣
2

b

=

∣∣∣∣
(
n1

n2

)∣∣∣∣
2

b

, (3.21)

woraus man die gesuchte Abschätzung in der Energiehalbnorm | · |b ableiten kann.

Korollar 3.3.7. Die eindeutige milde Lösung von (IACP) aus Satz 3.3.4 erfüllt auf dem Hil-
bertraum H = H × L die Abschätzung

|T (t)z|b = |z|b , für alle z ∈ H.

Beweis. Sei z = (u,v) ∈ H und n1,n2 ∈ N , dem Kern von A. Es ist (u,v) = (x +
n1,y + n2) mit x ∈ N⊥ in H und y ∈ N⊥ in L, die mit den Quotientenräumen HN,b

und LN identifiziert werden können. Es bezeichne HN,b := HN,b × LN den in HN,b dichten
Teilraum. Nach Satz 3.3.3 läßt die Gruppe (T (t))t∈ � den Raum Hλ, also HN,b ⊕ N und
somit auch HN,b, invariant. Damit ist einerseits nach Satz 3.3.6

∥∥∥∥T (t)

(
x

y

)∥∥∥∥
b

=

∥∥∥∥
(
x

y

)∥∥∥∥
b

und anderseits gilt nach (3.21)
∣∣∣∣T (t)

(
n1

n2

)∣∣∣∣
b

=

∣∣∣∣
(
n1

n2

)∣∣∣∣
b

.

Damit erhält man die gesuchte Abschätzung bezüglich der Energiehalbnorm | · |b auf H, da
H mit HN,b ⊕N identifiziert werden kann.

Korollar 3.3.8. Die eindeutige milde Lösung u ∈ C(
�

+, H)∩C1(
�

+, L) des Anfangswert-
problems 3.3.1 genügt der Stabilitätsabschätzung

‖u̇(t)‖2L + b
(
u(t),u(t)

)
≤ ‖u̇0‖2L + b(u0,u0) +

∫ t

0

‖f(s)‖2L ds.

Ist f = 0, so gilt die Energiegleichung

‖u̇(t)‖2L + b
(
u(t),u(t)

)
= ‖u̇0‖2L + b(u0,u0).
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Beweis. Die Lösungsgruppe der eindeutigen milden Lösung des (IACP)

z(t) = T (t)z0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds

aus Satz 3.3.4 erfüllt nach Korollar 3.3.7 für alle z ∈ H die Abschätzung

|T (t)z|b = |z|b .

Nach Definition (3.19) der Energiehalbnorm | · |b resultiert somit aus der Abschätzung

|z(t)|b ≤ |T (t)z0|b +
∫ t

0

|T (t− s)f(s)|b ds

für die Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems neben der gesuchten Stabilitäts-
abschätzung auch die Energiegleichung

‖u̇(t)‖2L + b
(
u(t),u(t)

)
= ‖u̇0‖2L + b(u0,u0)

für die Lösung des zugehörigen homogenen Anfangswertproblems 3.3.1.



Kapitel 4
Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden

Die Schallausbreitung in einem kompressiblen Fluid wird durch die akustische Wellenglei-
chung (3.15) beschrieben, welche im Eulerschen Modell der Fluiddynamik aus der Linea-
risierung der Kontinuitätsgleichung (3.1) und Momentengleichung (3.2) um einen Zustand
konstanter Massendichte und Geschwindigkeit Null resultiert. Liegt der adiabatischen Be-
wegung eines kompressiblen Fluids hingegen das Lagrangesche Modell zugrunde, so leitet
sich nach Kapitel 3.1 die akustische Wellengleichung aus der Linearisierung der Lagrange-
schen Bewegungsgleichung (3.11) um den Gleichgewichtszustand konstanter Massendich-
te. Von einem Lagrangeschen Verfahren zur Simulation kompressibler Strömungen wie der
Methode der Finiten Massen erwartet man daher, daß die um den Gleichgewichtszustand mit
konstanter Massendichte linearisierten Bewegungsgleichungen auf eine konvergente Diskre-
tisierung der akustischen Wellengleichung führen und somit die Schallausbreitung in einem
kompressiblen Fluid korrekt erfaßt.
Das vorliegende Kapitel zeigt die Fähigkeit der Methode der Finiten Massen die Schallaus-
breitung in korrekter Form zu reproduzieren und macht eine umfassende Konvergenzanalyse
in adiabatischen Fluiden, bei denen die innere Energie ausschließlich eine Funktion der Mas-
sendichte darstellt. Beschränkt man sich auf Teilchen, die sich im Raum zwar frei bewegen,
dabei jedoch ihre Größe, Orientierung oder Form nicht verändern können, also ausschließ-
lich translatorische Freiheitsgrade besitzen, so ist die Konvergenz quadratisch. Angesichts
des Variationscharakters der Methode der Finiten Massen überrascht dieses Ergebnis nicht
sonderlich und wurde bereits in [Yse01] erkannt. Der limitierende Faktor für die Konvergen-
zordnung ist die Tatsache, daß die Teilchen als unabhängige Einheiten aufgefaßt werden und
die Summe der kinetischen Energien der Einzelteilchen (2.22) anstelle der kontiunuumsme-
chanischen kinetischen Energie in die Lagrangefunktion eingeht. Bildet man stattdessen die
Lagrangefunktion aus der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie, so führt dies über
einem geeigneten Würfelgitter auf ein Differenzenverfahren, mit dem eine beliebige Kon-
vergenzrate erzielt werden kann. Es liegt sogar Superkonvergenz in den Gitterpunkten vor.
Im zweiten Abschnitt wird der allgemeine Fall deformierbarer Teilchen untersucht, bei dem
neben den linearisierten Bewegungsgleichungen der Teilchenpositionen auch die der Defor-
mationen aufgestellt werden müssen. Es stellt sich heraus, daß die Lösung des resultierenden
Differnzenverfahrens in den Teilchenpositionen immer noch quadratisch gegen die Lösung
der akustischen Wellengleichung konvergiert, während in den Teilchendeformationen linea-
re Konvergenz gegen deren Gradienten vorliegt. Auch hier kann eine beliebig hohe Konver-
genzrate erzielt werden, wenn man mit der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie in
die Lagrangefunktion eingeht. Die auf diese Art modifizierte Methode der Finiten Massen
stellt eine Galerkin Diskretisierung der akustischen Wellengleichung dar, was im darauffol-
genden Kapitel 5 thematisiert wird. Eine kurze Erläuterung der numerischen Realisierung
des Differenzenverfahrens schließt das vorliegende Kapitel ab.

34
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4.1 Schallausbreitung mit Teilchen konstanter Größe

Das einfachste Modell der Methode der Finiten Massen basiert auf Teilchen, die lediglich
translatorische Freiheitsgrade qi(t) besitzen und ihre Größe H i(t) = I nicht ändern können.
Um die Schallausbreitung eines adiabatischen Fluids in diesem Modell mit Teilchen konstat-
ner Größe zu beschreiben, genügt es demnach die Bewegungsgleichungen der Teilchenposi-
tionen

miq̈i = F i (4.1)

mit den Kräften
F i =

∫
ε′(ρ)∇ψi(x) dx

um den Gleichgewichtszustand konstanter Masse zu lineariseren. Es stellt sich heraus, daß
man unter bestimmten Voraussetzungen an die Formfunktionen ψ̂i :

� d → �
+ über einem

regelmäßigen Gitter eine Diskretisierung zweiter Ordnung der akustischen Wellengleichung
erhält. Der Beweis beruht auf dem bekannten Prinzip, wonach sich die Konvergenz aus der
Stabilität und Konsistenz der Diskretisierung ableitet. Das folgende Diagramm veranschau-
licht diese Vorgehensweise und spiegelt deren wichtigste Aspekte wieder.

Lagrangesche
Bewegungsgleichung

(3.11)

Linearisierung−−−−−−−−−−→
um Gleichgewicht

Akustische
Wellengleichung

(3.15)

Diskreti−
sierung

y Stabilität
+Konsistenz

x Wahl
von bψi

(4.1)
Lagrangesche FMM−
Bewegungsgleichung

Linearisierung um Gleichgewicht−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
über regelmäßigem Gitter

(4.6)
Linearisierte FMM−
Bewegungsgleichung

Die Methode der Finiten Massen verwendet bei der Diskretisierung der Lagrangeschen Be-
wegungsgleichung (3.11) die Kinetische Energie (2.22) der Einzelteilchen. Um die Kon-
vergenzrate in die Höhe zu treiben, ist es erforderlich, das Teilchenmodell geringfügig zu
modifizieren und stattdessen mit der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie (3.9) in
die Lagrangefinktion einzugehen.
In den folgenden Abschnitten werden die Idee und Vorgehensweise zur Linearisierung der
Lagranschen Bewegungsgleichung um den Gleichgewichtszustand konstanter Masse sowie
das Konzept zur Verbesserung der Konvergenzrate aus [Yse01] kurz erläutert und die wich-
tigsten Resultate dieser Arbeit vorgestellt.

4.1.1 Die linearisierten Bewegungsgleichungen über regelmäßigen Gittern

Beschränkt man sich auf Teilchen mit ausschließlich translatorischen Freiheitsgraden, so be-
wegen sich die Punkte y ∈ � d des i-ten Teilchens entlang der Tajektorien t 7→ qi(t)+y und
anhand der in (2.13) festgelegten Notation bezeichnet ψi(x) := ψ̂i

(
x− qi(t)

)
die im Raum

transformierte Formfunktion. Die wesentliche Idee besteht nun darin, zu unendlich vielen
Teilchen überzugehen, die um die Gleichgewichtspunkte q̄ := (q̄1, q̄2, . . . ) oszillieren, so
daß die Gesamtmassendichte im Gleichgewicht

ρ̄ =

∞∑

i=1

ψ̄i(x) :=

∞∑

i=1

ψ̂i(x− q̄i)
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einen konstanten und positiven Wert auf dem ganzen
� d annimmt. Da unendlich viele Teil-

chen um die Gleichgewichtslage oszillieren, enthält das System natürlich auch unendlich
viel innere Energie

V =

∫
ε
(
ρ(x, t)

)
dx.

Jedoch bleiben in einer Umgebung, in der die Teilchen genügend nahe an den Gleichge-
wichtspunkten liegen, die Kräfte F i wohldefiniert und können dort mittels einer Taylorent-
wicklung linearisiert werden. Befindet sich das System einmal im Gleichgewicht, so wird es
dieses zu keinem Zeitpunkt mehr verlassen, da die Kräfte F̄ i := F i(q̄) dort verschwinden.
Man erhält innerhalb einer Umbegung des i-ten Teilchens die Ableitungen

F ij :=
∂F i

∂qj
= −

∫
ε′′(ρ)[∇ψi][∇ψj]T dx+ δijQii,

deren Matrizen Qii auf der Blockdiagonalen durch

Qii =

∫
ε′′(ρ)[∇ψi][∇ρ]T dx

gegeben sind (vgl. [Yse01, Lemma1]). Über dem Gleichgewicht mit konstanter Massendich-
te ρ(x) = ρ̄ verschwinden die Matrizen Qii und

F̄ ij :=
∂F i

∂qj
(q̄) = −

∫
ε′′(ρ̄)[∇ψ̄i][∇ψ̄j]T dx. (4.2)

Schreibt man die Teilchenpositionen in der Form qi(t) = q̄i+di(t), so geht die linearisierte
Bewegungsgleichung (4.1) in die Darstellung

d′′
i (t) =

1

mi

∞∑

j=1

F̄ ijdj(t) (4.3)

über. Da im Träger des i-ten Teilchens endlich viele Teilchen liegen, ist die Summe auf der
rechten Seite endlich und die Kräfte wohldefiniert. Die linearisierten Bewegungsgleichungen
(4.3) werden nun in den Gitterpunkten eines regelmäßigen, unendlich ausgedehnten Gitter
angegeben.

Definition 4.1.1. Sind die Vektoren e1, ..., ed ∈
� d linear unabhängig, so bildet die Menge

der Punkte

G :=

{
d∑

µ=1

kµeµ : kµ ∈ �
}

ein regelmäßiges Gitter mit der Einheitszelle

Z :=

{
d∑

µ=1

λµeµ : 0 ≤ λµ ≤ 1

}
.
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Wir betrachten im folgenden ausschließlich regelmäßige Gitter G, deren Einheitszelle das
Volumen eins besitzt, also vol(Z) = 1 gilt. Schreibt man die Gleichgewichtspunkte in der
Form

q̄i = hk, q̄j = hl k, l ∈ G, (4.4)

so bilden diese im Falle der Einheitsbasis e1, ..., ed ein Würfelgitter der Gitterweite h > 0.
Geht man davon aus, daß die Massenverteilung aller Teilchen durch dieselbe Lipschitz-
stetige, stückweise stetig differenzierbare Formfunktion

ψ̂i(y) =
m

hd
ψ
(y
h

)
.

mit kompaktem Träger gegeben ist, so besitzen mit der Normierungsbedingung (2.4) alle
Teilchen dieselbe Masse

mi =

∫
ψ̂i(y) dy =

m

hd

∫
ψ(

y

h
) dy = m

∫
ψ(x) dx = m.

Nimmt man zusätzlich an, daß sich die Translationen der Formfunktion um Gitterpunkte zu
einer Konstanten addieren, dann ist diese sogar eindeutig bestimmt.

Lemma 4.1.2. Addieren sich Translationen der Formfunktion ψ zu einer Konstanten, so ist
wegen vol(Z) = 1 ∫

ψ(x) dx = 1 ⇔
∑

k∈G

ψ(x− k) = 1.

Beweis. Vgl. [Yse01, Lemma 2].

Auf dem unendlich ausgedehnten Gitter G vereinfacht sich die Gesamtmassendichte des
Gleichgewichtszustandes

ρ̄ =
∑

k∈G

m

hd
ψ
(x− hk

h

)

demnach zu der einfachen Beziehung

ρ̄ =
m

hd

zwischen der Gesamtmassendichte ρ̄, den Teilchenmassen m und der Gitterweite h. Zur
Berechnung der Koeffizientenmatrizen (4.2) aus der linearisierten Bewegungsgleichung (4.3)
wird das folgende Potential eingeführt.

Definition und Satz 4.1.3. Das Potential U :
� d → �

mit

U(x) :=

∫
ψ(y − x)ψ(y) dy (4.5)

besitzt die Eigenschaften

(1) U ist gerade, d.h. U(−x) = U(x).
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(2) Ist ψ eine Lipschitz-stetige, stückweise stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem
Träger, so ist U eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Träger
und besitzt die Hesse-Matrix

U ′′(x) = −
∫
[(∇ψ)(y − x)][(∇ψ)(y)]T dy.

(3) U ′′ ist gerade.

Beweis. Natürlich ist U gerade und (1) und (3) folgen. Zum Beweis von (2) berechnet man
zuerst

∇U(x) =
∫

∂

∂x

(
ψ(y − x)ψ(y)

)
dy = −

∫
(∇ψ)(y − x)ψ(y) dy.

Durch Transformation ỹ = y − x erhält man

∇U(x) = −
∫

(∇ψ)(ỹ)ψ(ỹ + x) dỹ

und folglich durch erneute Differentiation nach x

U ′′(x) = −
∫

∂

∂x

(
(∇ψ)(ỹ)ψ(ỹ + x)

)
dỹ = −

∫
[(∇ψ)(ỹ)][(∇ψ)(ỹ + x)]T dỹ,

woraus durch Rücktransformation die Behauptung folgt.

Mit diesem Potential besitzen die linearisierten Bewegungsgleichungen (4.3) über dem Gitter
G die Darstellung

d′′
k(t) = c2h−2

∑

l∈G

U ′′(k − l)dl(t), (4.6)

zu deren Berechnung man lediglich die Hessematrix des Potentials in endlich vielen, von
Null verschiedenen, Gitterpunkten benötigt.

4.1.2 Stabilität der Finiten Massen-Diskretisierung

Zum Beweis der Stabilität der Finiten Massen-Diskretisierung faßt man die Störungen zu
Folgen d = (di) zusammen. Die linearisierte Bewegungsgleichung (4.3) ist dann äquivalent
zu der Operatorgleichung

d′′(t) = Td(t) (4.7)

im Hilbertraum H der Folgen d mit endlicher Norm

‖d‖2H :=

∞∑

i=1

mi|di|2 <∞.

Unter der Voraussetzung, daß die Zahl der Wechselwirkungspartner eines jeden Teilchens
gleichmäßig beschränkt ist und eine gemeinsame obere Schranke für die Norm der Koeffi-
zientenmatrizen F ij existiert, ist T : H →H ein beschränkter Operator und die Operator-
gleichung (4.7) besitzt für gegebene Anfangswerte d(0),d′(0) ∈ H eine eindeutige Lösung
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d,d′ : [0,∞)→H im Hilbertraum (H, ‖·‖H). Da T auch selbstadjungiert und nichtpositiv
ist [Yse01, Theorem 2], ist die linearisierte Gesamtenergie

Elin(t) =
1

2

〈
d′(t),d′(t)

〉
− 1

2

〈
d(t),Td(t)

〉
(4.8)

eine Erhaltungsgrösse und die kinetische Energie für alle Zeiten t ≥ 0 durch die Anfangs-
energie Elin(0) beschränkt. Die Diskretisierung ist demnach stabil.

4.1.3 Konsistenz und Konvergenz mit der akustischen Wellengleichung

Der Beweis, daß die über dem Gitter linearisierten Gleichungen (4.3) eine konsistente und
wegen der Stabilität auch konvergente Diskretisierung der akustischen Wellengleichung
(3.15) liefern, ist anspruchsvoll und nur unter bestimmten Voraussetzungen an die Form-
funktion ψ richtig. Eine Schüsselrolle spielt dabei der folgende Satz.

Satz 4.1.4. Für alle vektorwertigen Polynome p :
� d → � d vom Grad 2p+1 ist die Bedin-

gung
h−2

∑

l∈G

U ′′(k − l)p(hl) =
∑

l∈G

U(k − l)∇(div p)(hl) (4.9)

genau dann erfüllt, wenn für alle skalarwertigen Polynome P :
� d → �

vom Grad 2p+1
∑

k∈G

P (k)U ′′(k) =
∑

k∈G

U(k)P ′′(k) (4.10)

gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn (4.10) nur für alle homogenen Polynome P vom
Grad kleiner gleich 2p gilt.

Beweis. Vgl. [Yse01, Theorem 4].

Da U gerade ist, besitzt jedes lineare Polynom P :
� d → �

nach Lemma 4.1.2 die Darstel-
lung

P (k) =
∑

l∈G

U(k − l)P (l),

und die linearisierten Bewegungsgleichungen (4.3) sind konsistent mit der akustischen Wel-
lengleichung. In diesem Sinne ist die Gleichung

h−2
∑

l∈G

U ′′(k − l)p(hl) = ∇(div p)(hk)

für alle vektorwertigen Polynome p genau dann erfüllt, wenn (4.10) für alle skalarwertigen
Polynome P gilt. Ein Kriterium dafür gibt der nächste Satz.

Satz 4.1.5. Spannen die Translationen U(· − k),k ∈ G, von U den Raum der Polynome
vom Grad 2p auf, so ist die Konsistenzbedingung (4.10) aus Satz 4.1.4 für alle Polynome
vom Grad 2p+1 erfüllt.

Beweis. Vgl. [Yse01, Theorem 5].
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Die Konsistenzbedingung (4.9) ist also dann erfüllt, wenn die Translationen U(· − k) des
Potentials U den Raum der Polynome 2p-ten Grades aufspannen. Ist G ein Würfelgitter und
die Formfunktion

ψ(x) =
d∏

µ=1

ψ̃(xµ) (4.11)

das Tensorprodukt einer ebenfalls Lipschitz-stetigen, stückweise stetig differenzierbaren
Funktion ψ̃ :

� → �
+ mit kompaktem Träger, so ist das Potential

U(x) =
d∏

µ=1

Ũ(xµ) (4.12)

ebenfalls ein Tensorprodukt mit der Funktion Ũ :
� → �

+ definiert durch

Ũ(x) =

∫
ψ̃(x− y)ψ̃(y) dy. (4.13)

Der Bn-Spline (2.8) ist für jedes natürliche n eine (n− 2)-mal stetig differenzierbare Funk-
tion und stellt für n ≥ 3 eine zulässige Wahl für die Formfunktion ψ̃ = Bn dar. Ferner
umfassen die Translationen Bn(· − k),k ∈ � den Raum der Polynome vom Grad n− 1. Da
B-Splines gerade sind, ist das eindimensionale Potential die Faltung Ũ = Bn ∗Bn = B2n

und die Translationen von Ũ bzw. U spannen den Raum der skalarwertigen bzw. d-vektor-
wertigen Polynome vom Grad 2n−1 auf. Besteht demnach die Formfunktion (4.11) aus den
B-Splines Bn = ψ̃, so führt dies für n ≥ 3 zu konsistenten Diskretisierungen der akusti-
schen Wellengleichung für alle vektorwertigen Polynome vom Grad 2n − 1. Für Polynome
vom Grad drei wird dies durch lineare B-Splines B2 und für Polynome vom Grad fünf durch
quadratische B-Splines B3 erreicht. Die zugehörigen Diskretisierungen (4.6) konvergieren
für jedes ψ̃ = Bn quadratisch gegen die Lösungen der akustischen Wellengleichung.

4.1.4 Superkonvergenz in den Gitterpunkten

Durch eine geringfügige Modifikation des zugrunde liegenden Teilchenmodells läßt sich so-
gar eine beliebig hohe Konvergenzrate und Superkonvergenz in den Gitterpunkten erzielen.
Die kinetische Gesamtenergie, die bisher dazu verwendet wurde, um die Lagrangefunktion
aufzustellen, bestand aus der kinetischen Energie der Einzelteilchen. In der vorliegenden Si-
tuation oszillieren jedoch unendlich viele Teilchen um die Gleichgewichtspunkte (4.4) und
es bietet sich an, mit einer kinetischen Energie in die Lagrangefunktion einzugehen, die nicht
nur von den Geschwindigkeiten der Einzelteilchen, sondern auch von deren Gleichgewichts-
lage abhängt. Der kanonische Kandidat hierfür ist die kontinuumsmechanische kinetische
Energie (3.9). Mit der Deformation u : Ω × � → � d des vom adiabatischen Fluid einge-
nommenen Volumens Ω ist diese über der Gleichgewichtslage mit konstanter Massendichte
von der Gestalt

EK =
1

2

∫

Ω

ρ̄|u̇(x, t)|2 dx. (4.14)

Ausgehend von der Diskretisierung

uh(x, t) =
∑

k∈G

ψ(x/h− k)qk(t)
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der Deformation u resultieren mit derselben Vorgehensweise wie bei der Herleitung von
(4.6) die linearisierten Bewegungsgleichungen

∑

l∈G

U(k − l)d′′
l (t) = c2h−2

∑

l∈G

U ′′(k − l)dl(t).

Diese erfüllen die Konsistenzbedingung aus Satz 4.1.4 und können stabil nach d′′
k aufgelöst

werden, wenn die skalare Funktion

α(hννν) =
∑

k∈G

cos(hννν)U(k)

mit α(hννν) = 1 + O(h2) von Null verschieden ist, was leicht durch Fourier-Transformation
gezeigt werden kann. Eine ausführliche Analyse dieser Funktion findet in [Yse01] statt. Ins-
besondere ist α über einem Würfelgitter stets von Null verschieden, wenn die Formfunk-
tion aus einem Tensorprodukt von Bn-Splines beliebigen Grades besteht. In diesem Fall
liegt demnach Superkonvergenz in den Gitterpunkten vor und eine beliebige Konvergenzrate
kann erzielt werden. Mit quadratischen Bn-Splines ist diese von vierter Ordnung, während
für Tensorprodukte von kubischen Splines bereits Konvergenz sechster Ordung vorliegt.
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4.2 Schallausbreitung mit deformierbaren Teilchen

Den weiteren Untersuchungen wird das allgemeine Modell der Methode der Finiten Mas-
sen zugrunde gelegt. In diesem besitzen die Teilchen nicht nur translatorische Freiheitsgra-
de, sondern können sich auch linear deformieren und damit Verformungen innerhalb einer
Strömung wiedergeben. Neben den Bewegungsgleichungen für die Teilchenpositionen sind
im allgemeinen Modell zusätzlich die Bewegungsgleichungen der Deformationen eines je-
den Teilchens um den Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte zu linearisieren.
Das hieraus in Kapitel 4.2.4 resultierende Differenzenverfahren erfaßt die Schallausbreitung
eines adiabatischen Fluids in korrekter Form und liefert über einem regelmäßigen Würfelgit-
ter eine konvergente Diskretisierung der akustischen Wellengleichung. Nach dem bewährten
Prinzip ”Stabilität und Konsistenz ergibt Konvergenz“wird in den beiden Abschnitten 4.2.3
und 4.2.5 gezeigt, daß die Differenzengleichung der Teilchenpositionen eine quadratische
Diskretisierung der akustischen Wellengleichung liefert und die Lösung der zugehörigen
Gleichung der Deformationen linear gegen den Gradienten der akustischen Wellengleichung
konvergiert.
Bevor die linearisierten Bewegungsgleichungen der Teilchenpositionen und Deformationen
in Kapitel 4.2.2 jedoch aufgestellt und das zugehörige Differenzenverfahren abgeleitet wer-
den kann, benötigt man sowohl eine Linearisierung der Kräfte als auch eine Linearisierung
der Drehmomente um den Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte.

4.2.1 Linearisierung der Kräfte und Drehmomente

Sind neben den translatorischen Freiheitsgraden qi(t) ∈ � d auch lineare Verformungen
H i(t) ∈ M

d(
�
) der Teilchen zugelassen, so bewegen sich die Teilchen entlang der Tra-

jektorien
t→ qi(t) +H i(t)y, detH i(t) > 0.

Außer den Bewegungsgleichungen für die Positionen müssen nun zusätzlich die Bewegungs-
gleichungen der Deformationen (2.24), um den Gleichgewichtszustand linearisiert werden.
Für adiabatische Fluide sind diese nach (2.25) von der Gestalt

miq̈i(t) = −
∫
ε′(ρ)

∂ψi
∂qi

dx, (4.15)

JmiḦ i(t) = −
∫
ε′(ρ)

∂ψi
∂H i

dx. (4.16)

Wie in (2.16) gezeigt wurde, besitzen die dabei auftretenden Fréchet-Ableitungen die Dar-
stellung

∂ψi
∂H i

= −[∇ψi][y]T − ψiH
−T
i (4.17)

mit y = H−1
i

(
x−qi(t)

)
. Beim Übergang zu unendlich vielen Teilchen, die um den Gleich-

gewichtszustand (q̄, H̄) mit q̄ = (q̄i)i∈I und H̄ = (H̄ i)i∈I oszillieren, bleiben in einer
genügend kleinen Umgebung der Gleichgewichtslage neben den Kräften

F i = −∂V
∂qi

=

∫
ε′(ρ)∇ψi dx (4.18)
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natürlich auch die Drehmomente

M i = − ∂V

∂H i

=

∫
ε′(ρ)

(
[∇ψi][y]T + ψiH

−T
i

)
dx (4.19)

wohldefiniert und man ist in der Lage, die lineare Taylorapproximation von F i und M i

anzugeben. Da sowohl die Kräfte als auch die Drehmomente eine Funktion der Positionen
q = (qi)i∈I und Deformationen H = (H i)i∈I sind, benötigt man hierfür die Ableitungen

F ij =
∂F i

∂qj
, Gij =

∂F i

∂Hj
, N ij =

∂M i

∂qj
, M ij =

∂M i

∂Hj
, (4.20)

die sich aus der leicht nachzurechnenden Eigenschaft

[Av][w]T = A[v][w]T , für alle A ∈ M
d(

�
) und v,w ∈ � d (4.21)

des äußeren Produkts ableiten. Wegen den Beziehungen (2.13), (2.14) gilt damit für die
Drehmomente

M i =

∫
ε′
(
ρ(x)

)([ H−T
i

detH i
(∇ψ̂i)(y)

][
y
]T

+
H−T

i

detH i
ψ̂i(y)

)
dx

=

∫
ε′
(
ρ(x)

)
H−T

i

(
[(∇ψ̂i)(y)][y]T + ψ̂i(y)I

) 1

detH i

dx.

Nach Transformation auf das Referenzteilchen via y = H−1
i (x− qi) erhält man

M i = H−T
i

∫
ε′
(
ρ(qi +H iy)

)(
[(∇ψ̂i)(y)][y]T + ψ̂i(y)I

)
dy. (4.22)

Diese Gleichung der Drehmomente über dem Referenzteilchen ist der Kern weiterer Un-
tersuchungen. Zunächst beobachtet man an dieser Darstellung die notwendige Eigenschaft
unseres Modells, daß die Teilchen sich im Gleichgewicht nicht mehr deformieren. Über dem
Gleichgewicht mit konstanter Massendichte ρ̄ heben sich die beiden Terme, über die inte-
griert wird, gegenseitig auf.

Lemma 4.2.1. Unabhängig von der Wahl der Formfunktion ψ̂i :
� d → �

gilt

(1)
∫
ψ̂i(y)I dy = miI ,

(2)
∫
[(∇ψ̂i)(y)][y]T dy = −miI .

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition mi =
∫
ψ̂i(y) dy. Durch

partielle Integration über den kompakten Träger des i-ten Teilchens erhält man
∫
(∇rψ̂i)(y)ys dy = −

∫
ψ̂i(y)δrs dy = −miδrs

und damit Aussage (2).
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Lemma 4.2.2. Befindet sich das System im Gleichgewicht, so bleibt es dies für alle Zeiten
und es findet wegen M̄ i := M i(q̄, H̄) = 0 keinerlei Verformung der Teilchen mehr statt.

Beweis. Offensichtlich verschwinden die Kräfte (4.18) über dem Gleichgewicht, da ε′(ρ̄)
konstant ist. Aus (4.22) folgt mit Lemma 4.2.1 die Behauptung.

Aus der Darstellung (4.22) lassen sich auch die zur Lineariserung der Drehmomente benötig-
ten Ableitungen M ij berechnen. Allerdings benötigt man hierfür die folgenden Fréchet-
Ableitungen, die auch bei der zunächst durchgeführten Linearisierung der Kräfte verwendet
werden.

Lemma 4.2.3. Sei ψ :
� d → �

stetig differenzierbar. Für A,H ∈ Md(
�
) und x,y ∈ � d

gelten die Fréchet-Ableitungen

(1)
∂

∂H

[ 1

detH
ψ(y)

]
= − H−T

detH
ψ(y)

(2)
∂

∂H

[ 1

detH
ψ(H−1x)

]
= − H−T

detH

[
(∇ψ)(H−1x)

][
H−1x

]T − H−T

detH
ψ(H−1x)

(3)
∂

∂H
ψ
(
A(x+Hy)

)
= AT

[(
∇ψ
)(
A(x+Hy)

)][
y
]T .

Beweis. Für eine beliebig kleine Matrix E ∈ Md(
�
) erhält man die Darstellungen

det(H +E) = detH + (detH)H−T :E + o(E)

sowie
(H +E)−1 = H−1 −H−1EH−1 + o(E),

deren linearer Anteil bekanntlich die Fréchet-Ableitung von detH bzw. H−1 ist. Mit der
Quotientenregel findet man die Ableitung von H 7→ 1

detH
demnach als die lineare Abbil-

dung

E 7→ −H−T :E

detH

und für E = I folgt (1). Wegen x · Ay = ATx · y erhält man aus der Produktregel die
lineare Abbildung

E 7→ − H−T

detH
(∇ψ)(H−1v) ·EH−1v − H−T :E

detH
ψ(H−1v)

als totale Ableitung von H 7→ 1
detH

ψ(H−1v) und für E = I folgt auch Behauptung (2).
Bleibt noch (3) zu zeigen. Bezeichnet dazu τ : H 7→ ψ

(
A(x+Hy)

)
, so gilt

∂τ

∂Hkl
=

∑

m

(
∇mψ

)(
A(x+Hy)

) ∂

Hkl

∑

r,s

AmrHrsys

=
∑

m

(
∇mψ

)(
A(x+Hy)

)∑

r,s

Amrδkrδlsys

=
∑

m

(
∇mψ

)(
A(x+Hy)

)
Amkyl =

∑

m

AT
km

(
∇mψ

)(
A(x+Hy)

)
yl

= AT
[(
∇ψ
)(
A(x+Hy)

)][
y]T
∣∣
kl
.
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Definition 4.2.4. Für beliebige Matrizen A ∈ Md(
�
) und Vektoren x ∈ � d bezeichnet man

die 3-Tensoren A� x ∈ � d3 bzw. x�A ∈ � d3 , welche für alle 1 ≤ m,n, r ≤ d durch das
Produkt

A� x |mnr := Amnxr = xrAmn = x�A |rmn
definiert sind, als Tensorprodukt von A mit x bzw. von x mit A. Sind A,B ∈ Md(

�
), so

heißt der für alle 1 ≤ m,n, r, s ≤ d durch

A⊗B |mnrs := AmnBrs

definierte 4-Tensor A⊗B ∈ � d4 das Kronecker-Produkt von A mit B.

Bemerkung. Das in der Standardliteratur häufig verwendete Kronecker-Produkt von qua-
dratischen Matrizen A,B ∈ Md(

�
) wird üblicherweise in der Form

A⊕B =



a11B . . . a1dB

... . . . ...
ad1B . . . addB


 ∈ � d2×d2

definiert. Setzt man jedoch u = (m− 1)d+ r und v = (n− 1)d+ s, so ist obige Definition

A⊕B |uv = A⊗B |mnrs

äquivalent zu dem gewöhnlichen Kronecker-Produkt ⊕, weshalb man namentlich keine Un-
terscheidung macht.

Lemma 4.2.5. Ist die totale Massendichte in einer Umgebung des i-ten Teilchens strikt po-
sitiv, so existieren die Ableitungen F ij,Gij und besitzen die Darstellungen

F ij = −
∫
ε′′(ρ)[∇ψi][∇ψj]T dx+ δijQii,

Gij =

∫
ε′′(ρ)∇ψi �

∂ψj
∂Hj

dx+ δij(Rii + Sii).

Die Matrizen Qii auf der Blockdiagonalen sind dabei durch

Qii =

∫
ε′′(ρ)[∇ψi][∇ρ]T dx

gegeben und die 3-Tensoren Rii,Sii sind von der Gestalt

Rii =

∫
ε′′(ρ)∇ψi � [∇ρ][y]T dx,

Sii =

(
∂H−T

i

∂H i

)∫
ε′
(
ρ(qi +H iy)

)
(∇ψ̂i)(y) dy.

Beweis. Im Gegensatz zur Methode der Finiten Massen mit ausschließlich positionellen
Freiheitsgraden hängen die Formfunktionen ψi(x) nun von H−1

i (x − qi) ab, was jedoch
nichts an der in Abschnitt 4.1.1 angegebenen Darstellung der Ableitungen F ij ändert. Zum
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Beweis der verbleibenden Behauptung über die Form der Ableitungen Gij , transformiert
man die Kräfte (4.18) via y = H−1

i (x− qi) auf das Referenzteilchen und erhält dort

F i =

∫
ε′
(
ρ(qi +H iy)

)
H−T

i (∇ψ̂i)(y) dy. (4.23)

Da nach Lemma 4.2.3 (2)

∂ρ

∂Hj

(qi +H iy) =
∂

∂Hj

∑

k

1

detHk

ψ̂k
(
H−1

k (qi +H iy − qk)
)

= −
H−T

j

detH j

[
(∇ψ̂j)

(
H−1

j (qi +H iy − qj)
)][

H−1
j (qi +H iy − qj)

]T

−
H−T

j

detHj

ψ̂j
(
H−1

j (qi +H iy − qj)
)

gilt, resultiert für i 6= j durch Vertauschung von Differentiation und Integration und anschlie-
ßender Rücktransformation via x = qi +H iy aus (4.23)

Gij =

∫
ε′′
(
ρ(qi +H iy)

)
H−T

i (∇ψ̂i)(y)�
∂ρ

∂Hj

(qi +H iy) dy

= −
∫
ε′′
(
ρ(x)

)
∇ψi(x)�

{[
∇ψj(x)

][
yj
]T

+ ψj(x)H
−T
j

}
dx.

Dabei bezeichnet wie üblich yj = H−1
j (x− qj). Der Fall i = j ist ein wenig komplizierter.

Zunächst liefert die Differentiation von (4.23) nach der Produktregel

Gii =

∫
ε′′
(
ρ(qi +H iy)

)
H−T

i (∇ψ̂i)(y)�
∂ρ

∂H i

(qi +H iy) dy + Sii.

Bleibt noch eine partielle Ableitung zu berechnen. Hierfür zieht man den i-ten Summanden
aus der unendlichen Summe der Gesamtmassendichte heraus, also

ρ(qi +H iy) =
∑

k 6=i

1

detHk

ψ̂k
(
H−1

k (qi +H iy − qk)
)
+

1

detH i

ψ̂i(y),

und erhält durch Differentiation nach H i mit Lemma 4.2.3 (1) & (3)

∂ρ

H i
(qi +H iy) =

∑

k 6=i

H−T
k

detHk

[(
∇ψ̂k

)(
H−1

k (qi +H iy − qk)
)][

y
]T − H−T

i

detH i
ψ̂i(y).

Nach Rücktransformation auf x = qi +H iy ergibt sich schließlich

Gii =

∫
ε′′
(
ρ(x)

)
∇ψi(x)�

{[∑

k 6=i
∇ψk(x)

][
y
]
−H−T

i ψi(x)
}
dx+ Sii,

womit wegen ∇ρ =
∑
k

∇ψk alles gezeigt ist.
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Mit denselben Methoden lassen sich auch die partiellen Ableitungen N ij,M ij der Drehmo-
mente M i berechnen.

Lemma 4.2.6. Ist die totale Massendichte in einer Umgebung des i-ten Teilchens strikt po-
sitiv, so existieren die Ableitungen N ij,M ij und besitzen die Darstellungen

N ij =

∫
ε′′(ρ)

∂ψi
∂H i

�∇ψj dx+ δijT ii,

M ij = −
∫
ε′′(ρ)

∂ψi
∂H i

⊗ ∂ψj
∂Hj

dx+ δij(U ii + V ii).

Die Tensoren vierter Stufe U ii,V ii und der Tensor dritter Stufe T ii auf der jeweiligen Block-
diagonalen sind dabei durch

T ii = −
∫
ε′′(ρ)

∂ψi
∂H i

�∇ρ dx

und

U ii = −
∫
ε′′(ρ)

∂ψi
∂H i

⊗ [∇ρ][y]T dx

V ii =

(
∂H−T

i

∂H i

)∫
ε′
(
ρ(qi +H iy)

){[
(∇ψ̂i)(y)

][
y
]T

+ ψ̂i(y)I
}
dy

gegeben.

Beweis. Der Beweis verläuft analog zum Beweis des vorherigen Lemmas und man unter-
scheidet auch hier zwei Fälle. Ist i 6= j so erhält man zum einen aus Gleichung (4.19)

N ij = −
∫
ε′′(ρ)

{
[∇ψi][y]T + ψiH

−T
i

}
�∇ψj dx

und zum anderen aus Gleichung (4.22) nach Rücktransformation auf x = qi +H iy

M ij = −H−T
i

∫
ε′′
(
ρ(x)

) 1

detH i

{[
(∇ψ̂i)(y)

][
y
]T

+ ψ̂i(y)I
}

⊗
{ H−T

j

detHj

[
(∇ψ̂j)(yj)

][
yj
]T

+
H−T

j

detHj

ψ̂j(yj)
}
dx

= −
∫
ε′′
(
ρ(x)

){[
∇ψi(x)

][
y
]T

+ ψi(x)H
−T
i

}

⊗
{[

∇ψj(x)
][
yj
]T

+ ψj(x)H
−T
j

}
dx.

Komponentenweise rechnet man nämlich leicht ∂ρ
∂qj

= −∇ψj nach und kennt darüberhinaus

die Ableitung ∂ρ
∂Hj

(qi + H iy) bereits aus dem Beweis des letzten Lemmas. Wie immer
bezeichnet y := yi = H−1

i (qi − x). Für i = j liefert wiederum die Differentiation der
Gleichung (4.22)

N ii = H−T
i

∫
ε′′
(
ρ(qi +H iy)

){[
∇ψ̂i(y)

][
y
]T

+ ψ̂i(y)I
}
�
{ ∂ρ
∂qi

(qi +H iy)
}
dy
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und mit der Produktregel

M ii = H−T
i

∫
ε′′
(
ρ(qi +H iy)

){[
(∇ψ̂i)(y)

][
y
]T

+ ψ̂i(y)I
}
⊗
{ ∂ρ

∂H i

(qi +H iy)
}
dy

+ V ii.

Auf identische Art und Weise, wie man im Beweis von Lemma 4.2.5

∂ρ

H i

(qi +H iy) =
∑

k 6=i

H−T
k

detHk

[(
∇ψ̂k

)(
H−1

k (qi +H iy − qk)
)][

y
]T − H−T

i

detH i

ψ̂i(y)

durch Abspalten des i-ten Summanden hergeleitet hat, erhält man

∂ρ

∂qi
(qi +H iy) =

∑

k 6=i

H−T
k

detHk

(
∇ψ̂k

)(
H−1

k (qi +H iy − qk)
)

woraus durch Transformation via x = qi +H iy schließlich

N ii =

∫
ε′′
(
ρ(x)

){
[∇ψi][y]T + ψiH

−T
i

}
�
{∑

k 6=i
∇ψk(x)

}

und

M ii =

∫
ε′′
(
ρ(x)

){[
∇ψi(x)

][
y
]T

+ ψi(x)H
−T
i

}

⊗
{[∑

k 6=i
∇ψk(x)

][
y
]T − ψi(x)H

−T
i

}
dx+ V ii

folgt. Wegen der Definition ∇ρ =∑
k

∇ψk sind damit alle Behauptungen bewiesen.

Die Darstellung der Tensoren V ii und Sii als Integral über das Referenzteilchen liegt dar-
in begründet, daß man in dieser Form unter bestimmten Voraussetzungen unmittelbar deren
Verschwinden erkennen kann. Ist etwa die Massendichte konstant, so folgt dies aus Lemma
4.2.1. Natürlich sind dann wegen ∇ρ̄ = 0 auch die Tensoren Qii = Rii = T ii = U ii = 0
und nach den eben gezeigten Lemmata 4.2.5 & 4.2.6 besitzen die Ableitungsterme im Gleich-
gewicht (q̄, H̄) die Form

F̄ ij :=
∂F i

∂qj
(q̄, H̄) := −ε′′(ρ̄)

∫
[∇ψ̄i][∇ψ̄j]T dx (4.24)

Ḡij :=
∂F i

∂Hj

(q̄, H̄) := ε′′(ρ̄)

∫
∇ψ̄i �

∂ψ̄j
∂Hj

dx (4.25)

N̄ ij :=
∂M i

∂qj
(q̄, H̄) := ε′′(ρ̄)

∫
∂ψ̄i
∂H i

�∇ψ̄j dx (4.26)

M̄ ij :=
∂M i

∂Hj
(q̄, H̄) := −ε′′(ρ̄)

∫
∂ψ̄i
∂H i

⊗ ∂ψ̄j
∂Hj

dx. (4.27)

Dabei verdeutlicht die Notation ∂ψ̄i

∂Hi
, daß der Term ∂ψi

∂Hi
und damit ψi sowie ∇ψi in den

Gleichgewichtspunkten ȳ = H̄
−1
i (x− q̄i) ausgewertet wird.
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4.2.2 Die lineariserten Bewegungsgleichungen

Schreibt man neben den Positionen qi(t) = q̄i + di(t) auch die Deformationen der Teilchen
in der Form

H i(t) = H̄ i +Di(t),

so können die zugehörigen linearisierten Bewegungsgleichungen in der Auslenkung(
di(t), Di(t)

)
aus dem Gleichgewichtszustand (q̄i, H̄ i) eines jeden Teilchens formuliert

werden. Die folgende Definition ermöglicht eine elegante Darstellung der resultierenden Be-
wegungsgleichungen.

Definition 4.2.7. Sind T ∈ � dm ,U ∈ � dn Tensoren m-ter bzw. n-ter Stufe mit n < m, so
bezeichnet

T [U ]|r1...rm−n
=

d∑

rm−n+1,...,rm=1

Tr1...rm−n+1...rmUrm−n+1...rm

die zugehörige Kontraktion über die letzten n Stufen von T .

Besteht der Tensor vierter Stufe T ∈ � d4 etwa aus dem Kronecker-Produckt T = A ⊗ B

zweier Matrizen A,B ∈ Md(
�
), so gilt für jede Matrix D ∈ Md(

�
) und alle 1 ≤ m,n ≤ d

(A⊗B)[D]
∣∣
mn

=
d∑

r,s=1

(A⊗B)
∣∣
mnrs

Drs = A(B :D)
∣∣
mn
.

Entsprechend ist definitionsgemäß (x � A)[D] = x(A : D) für jedes x ∈ � d und
(A� x)[d] = A(x · d) für d ∈ � d. Mit dieser Notation erhält man folgendes Resultat.

Satz 4.2.8. Für genügend kleine Störungen di(t),Di(t) sind die über dem Gleichgewichts-
zustand linearisierten Bewegungsgleichungen mit den partiellen Ableitungstermen (4.24)-
(4.27) von der Form

mid̈i(t) =
∞∑

j=1

(
F̄ ijdj(t) + Ḡij[Dj(t)]

)
,

JmiD̈i(t) =
∞∑

j=1

(
N̄ ij[dj(t)] + M̄ ij[Dj(t)]

)
.

(4.28)

Beweis. In einer genügend kleinen UmgebungU(q̄, H̄) des Gleichgewichtszustandes (q̄, H̄)
sind sowohl die Kräfte F i als auch die Drehmomente M i als Funktionen der Positionen
q = (qi)i∈I und der Deformationen H = (H i)i∈I wohldefiniert. Eine Entwicklung um den
Gleichgewichtszustand (q̄, H̄) = (q̄i, H̄ i)i∈I liefert nach dem Satz von Taylor

F i(q,H) = F i(q̄, H̄) +
∑

j

∑

r

∂F i

∂qj,r
(q̄, H̄)dj,r

+
∑

j

∑

r,s

∂F i

∂Hj,rs
(q̄, H̄)Dj,rs +O(‖(d,D)‖2)

=
∞∑

j=1

(
F̄ ijdj(t) + Ḡij[Dj(t)]

)
+O(‖(d,D)‖2)
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und entsprechend

M i(q,H) = M i(q̄, H̄) +
∑∞

j=1

(
N̄ ij[dj(t)] + M̄ ij[Dj(t)]

)
+O(‖(d,D)‖2).

Dies folgt mit Definition 4.2.7 und Lemma 4.2.2 unmittelbar aus den Lemmata 4.2.5 & 4.2.6,
bzw. den daraus resultierenden Termen (4.24)-(4.27) über dem Gleichgewichtszustand.

Bemerkung 4.2.9. Natürlich kann man die Positionen und Deformationen der Teilchen auch
zu einem Vektor αi(t) :=

(
qi(t),H i(t)

)
∈ � d+d2 zusammenfassen und die linearisierten Be-

wegungsgleichungen direkt in den αi herleiten. In diesem Fall ist die Gesamtmassendichte
(2.17)

ρ(x, αi) =
∑

i

ψi(x, αi)

eine Funktion der αi und aus der inneren Energie (2.23) resultieren durch Differentiation
unter dem Integral die Kraftterme

Fi = − ∂V

∂αi
= −

∫
ε′(ρ)

∂ψi
∂αi

∈ � (d+d2). (4.29)

Die dabei vorgenommene Vertauschung von Differentiation und Integration wird durch die
Eigenschaft ermöglicht, daß ε(ρ) eine gleichmäßig Lipschitz-stetige, fast überall in x stetig
differenzierbare Funktion der αi darstellt. Mit ähnlichen Argumenten erhält man für i 6= j
die Linearisierung der Kräfte

∂Fi
∂αj

= − ∂2V

∂αi∂αj
= −

∫
ε′′(ρ)

[∂ψi
∂αi

][∂ψj
∂αj

]T
dx.

Der Fall i = j ist ein wenig komplizierter und kann ohne zusätzliche Glattheitsbedingungen
an die Lipschitz-stetige, stückweise stetig differenzierbare Formfunktion ψ :

� → �
+ mit

kompaktem Träger nicht angegeben werden. Dies ist auch der Grund, warum wir diesen all-
gemeinen Zugang nicht gewählt haben und stattdessen in Abschnitt 4.2.1 die Linearisierung
der Kräfte F i = − ∂V

∂qi
und Drehmomente M i = − ∂V

∂Hi
getrennt voneinander durchgeführt

haben. Geht man jedoch davon aus, daß die Formfunktion ψ :
� → �

+ zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist, so erhält man

∂Fi
∂αi

= − ∂2V

∂αi∂αi
= −

∫
ε′′(ρ)

[∂ψi
∂αi

][∂ψi
∂αi

]T
dx−

∫
ε′(ρ)

∂2ψi
∂α2

i

dx

und damit insgesamt

Fij :=
∂Fi
∂αj

= −
∫
ε′′(ρ)

[∂ψi
∂αi

][∂ψj
∂αj

]T
dx− δij

∫
ε′(ρ)

∂2ψi
∂α2

i

dx. (4.30)

Über dem Gleichgewichtszustand ᾱ = (q̄, H̄) mit konstanter Massendichte ρ = ρ̄ sind
sowohl die innere Energie ε(ρ̄) als auch ihre Ableitungen ε′(ρ̄) und ε′′(ρ̄) konstant. Wegen
der Normierungsbedingung (2.4) ist

∫
∂ψi
∂αi

dx =
∂

∂αi

∫
ψi(x) dx =

∂

∂αi

∫
ψ(y) dy = 0,
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und es bestätigt sich einerseits das Resultat aus Lemma 4.2.2. Die Kräfte (4.29) verschwin-
den und das System bleibt für alle Zeiten im Gleichgewicht, falls es sich dort einmal befindet.
Andererseits verschwinden aber aus demselben Grund in (4.30) auch die Terme für i = j
und es ergeben sich die linearisierten Kraftterme

F̄ij :=
∂Fi
∂αj

(ᾱ) = −ε′′(ρ̄)
∫ [∂ψ̄i

∂αi

][∂ψ̄j
∂αj

]T
dx ∈ M

(d+d2)(
�
).

Wir sprechen auch hier von einer Linearisierung der Kraftterme Fi, obwohl sich diese aus
den lineariserten Kraft- und Drehmomentstermen F i und M i zusammensetzen. Mit den
Lemmata 4.2.5 & 4.2.6 ist man in der Lage, dieselbe Linearisierung auch für eine Lipschitz-
stetige, stückweise stetig differenzierbare Formfunktion ψ :

� → �
+ mit kompaktem Träger

zu realisieren. Aus diesen Lemmata lassen sich nämlich die hierfür benötigenten Ableitungen
∂F i

∂αi
und ∂M i

∂αi
aus den schon bekannten Ableitungen (4.20) bilden. Mit der Beziehung (2.15)

für den Gradienten von ψi erhält man zum einen

∂F i

∂αj
= −

∫
ε′′(ρ)

([∂ψi
∂qi

][∂ψj
∂qj

]T
,
∂ψi
∂qi

� ∂ψj
∂Hj

)
dx+ δij(Qii,Rii + Sii) ∈

� d2× � d3

und zum anderen
∂M i

∂αj
= −

∫
ε′′(ρ)

( ∂ψi
∂H i

� ∂ψj
∂qj

,
∂ψi
∂H i

⊗ ∂ψj
∂Hj

)
dx+ δij(T ii,U ii + V ii) ∈

� d3× � d4.

Bezeichnet Fi = (F i,M i)
T wiederum die partielle Ableitung − ∂V

∂αi
der inneren Energie, so

ist

Fij = − ∂2V

∂αi∂αj

= −
∫
ε′′(ρ)

([∂ψi
∂qi

][∂ψj
∂qj

]T
,
∂ψi
∂qi

� ∂ψj
∂Hj

,
∂ψi
∂H i

� ∂ψj
∂qj

,
∂ψi
∂H i

⊗ ∂ψj
∂Hj

)
dx

+ δij(Qii,Rii + Sii,T ii,U ii + V ii) ∈
� d2× � d3× � d3× � d4.

Über dem Gleichgewicht ᾱ mit konstanter Massendichte ρ̄ verschwinden bekanntlich auch
unter dieser schwächeren Voraussetzung an ψ die Terme für i = j. Faßt man αi ∈

� (d+d2)

als langen Vektor auf, der die H i etwa spaltenweise enthält, so folgt wegen der Isometrie� d2× � d3× � d3× � d4 ∼= � (d+d2)2 über dem Gleichgewicht ebenfalls

F̄ij =
∂Fi
∂αj

(ᾱ) = −ε′′(ρ̄)
∫ [∂ψ̄i

∂αi

][∂ψ̄j
∂αj

]T
dx. (4.31)

Da aus der geschlossenen Darstellung (2.22) der kinetischen Energie die Ableitung

∂E

∂αi
=

(
miI 0
0 JmiI

)(
q̈i
Ḧ i

)
(4.32)

mit den Blöcken miI ∈ Md(
�
) und JmiI ∈ Md2(

�
) resultiert, sind damit die um den

Gleichgewichtszustand mit konstanter Massendichte lineariserten Bewegungsgleichungen
(4.28) für genügend kleine Störungen ai := (di,Di) äquivalent zu

Kai =
1

mi

∞∑

j=1

F̄ijaj (4.33)
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mit der invertierbaren Diagonalmatrix

K :=

(
I 0
0 JI

)
∈ M

(d+d2)(
�
). (4.34)

Da sich nur endlich viele Teilchen im Träger des i-ten Teilchens befinden ist die Summe auf
der rechten Seite endlich und die linearisierten Kräfte sind wohldefiniert.

4.2.3 Energieerhaltung und Stabilität

Um die Stabilität der vollständigen Methode der Finiten Massen zu zeigen, verallgemeinert
man die Vorgehensweise aus der Methode mit ausschließlich translatorischen Freiheitsgra-
den aus Abschnitt 4.1.2. Dazu faßt man die Positionen und Deformationen der Teilchen zu
einem Vektor αi(t) =

(
qi(t),H i(t)

)
∈ � d+d2 zusammen. Die um den Gleichgewichtszustand

mit konstanter Massendichte linearisierten Bewegungsgleichungen der Methode der Finiten
Massen sind für genügend kleine Störungen ai = (di,Di) ∈ � (d+d2) dann äquivalent zu
dem Differentialgleichungssystem (4.33) mit der invertierbaren Diagonalmatrix (4.34). Faßt
man die Störungen wiederum zu Folgen (ai)i∈I ∈ � (d+d2) zusammen, so ist das Differenti-
algleichungssystem (4.33) äquivalent zu einer Operatorgleichung der Form

Ka′′(t) = Sa(t) (4.35)

mit

Sa(t) =
( 1

mi

∞∑

j=1

F̄ijaj(t)
)∞
i=1
.

Definition 4.2.10. Sei (L, 〈·, ·〉L, ‖·‖L) der Hilbertraum aller Folgen a = (ai)i∈I mit der
(gewichteten) Norm

‖a‖L :=
( ∞∑

i=1

mi|ai|2
)1/2

<∞.

Dabei bezeichnet | · | wie üblich die Euklidische-Norm.

Unter der Annahme, daß eine gemeinsame obere Schranke für die Norm der Koeffizienten-
matrizen F̄ij aus (4.33) existiert, also etwa

‖F̄ij‖ = sup
|aj |=1

|F̄ijaj| ≤M ∀i, j ∈ I (4.36)

gilt, besitzt die Operatorgleichung (4.35) eine eindeutige Lösung im Hilbertraum L. Dies
beruht unter anderem auf der Tatsache, daß sich im Träger eines jeden Teilchens nur endlich
viele andere Teilchen befinden. Die Anzahl der Teilchen innerhalb des Trägers des i-ten
Teilchens ist damit nach Übergang zum Maximum für alle i ∈ I gleichmäßig beschränkt.

Satz 4.2.11. Für gegebene Anfangswerte a(0),a′(0) ∈ L besitzt die Operatorgleichung
(4.35) eine eindeutige Lösung a,a′ : [0,∞)→ L.



4.2 Schallausbreitung mit deformierbaren Teilchen 53

Beweis. Unter der Voraussetzung (4.36) ist S auf L ein beschränkter Operator. Da die Teil-
chenmassen mj stets nichtnegativ sind, gilt nämlich

‖Sa‖2L =
∑

i

mi

∣∣Sa|i
∣∣2≤

∑

i

1

mi

∑

j

‖F̄ij‖2|aj|2

≤
(∑

i

1

mi
M2
)∑

j

|aj|2 ≤ C
∑

j

mj|aj|2 = C‖a‖2L

und die Behauptung folgt mit der Invertierbarkeit der Matrix K aus den Existenz- und Ein-
deutigkeitssätzen gewöhnlicher Differentialgleichungen.

Um die Stabilität der Linearisierung zeigen zu können, benötigt man weitere Eigenschaften
des beschränkten linearen Operators S.

Lemma 4.2.12. Der beschränkte lineare Operator S ∈ L(L) ist selbstadjungiert und nicht-
positiv.

Beweis. Auf dem Teilraum S =
{
a = (ai) : ai = 0 bis auf endlich viele i ∈ I

}
⊂ L gilt

offensichtlich
F̄T
ij = F̄ji

und S ist selbstadjungiert auf S. Mit (4.31) erhält man für alle Folgen a = (ai) ∈ S die
Beziehung

∑

i

ai ·
(∑

j

F̄ijaj
)
=
∑

i

∑

r

ai,r
∑

j

∑

s

F̄ij
∣∣
rs
aj,s = −ε′′(ρ̄)

∫ ∣∣ai ·
∂ψi
∂αi

∣∣2 dx,

also 〈Sa,a〉L ≤ 0. Da S dicht in L liegt und stetige Operatoren stetig auf den Abschluß
S̄ = L fortgesetzt werden können, folgt damit die Behauptung.

Aus der Selbstadjungiertheit und Nichtpositivität des linearen Operators S resultiert die
wichtige Erkenntnis, daß die linearisierte Gesamtenergie Elin(t) = E(t) + Vlin(t) des Sy-
stems eine Erhaltungsgröße darstellt. Im Gegensatz zu der Methode der Finiten Massen
mit ausschließlich translatorischen Freiheitsgraden, bei der die linearisierte Gesamtener-
gie (4.8) nicht von den Deformationen Di anghängig ist, erweitert sich diese nun um den
Deformationsanteil der kinetischen- und inneren Energie. Nach (4.32) und der Definiti-
on des Skalarprodukters 〈·, ·〉L auf dem Hilbertraums L ist die kinetische Energie von der
Gestalt E(t) = 1

2
〈a′(t),Ka′(t)〉L. Die lineariserte innere Energie besitzt die Darstellung

Vlin(t) = −1
2
〈a(t),Sa(t)〉L.

Satz 4.2.13. Die linearisierte Gesamtenergie der vollständigen Methode der Finiten Massen

Elin(t) =
1

2

〈
a′(t),Ka′(t)

〉
L
− 1

2

〈
a(t),Sa(t)

〉
L

ist eine Erhaltungsgröße.
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Beweis. Der beschränkte Operator S ist nach Lemma 4.2.12 selbstadjungiert auf L und mit
(4.35) ergibt sich wegen der Symmetrie der invertierbaren Matrix K durch Differentiation

E′
lin(t) =

〈
a′(t),Ka′′(t)

〉
L
− 1

2

(〈
a′(t),Sa(t)

〉
L
+
〈
Sa(t),a′(t)

〉
L

)

=
〈
a′(t),Ka′′(t)

〉
L
−
〈
a′(t),Sa(t)

〉
L
= 0.

Korollar 4.2.14. Die kinetische Energie E(t) ist für alle Zeiten t durch die linearisierte
Gesamtenergie Elin(0) beschränkt. Insbesondere ist die Linearisierung stabil.

Beweis. Nach Satz 4.2.13 ist die linearisierte Gesamtenergie Elin(t) = Elin(0) konstant. Da
S ∈ L(L) nichtpositiv ist, gilt für alle t

E(t) =
1

2
〈a′(t),Ka′(t)〉L = Elin(t) +

1

2
〈a(t),Sa(t)〉L ≤ Elin(0).

Wie üblich transformiert sich die Stabilität auf den inhomogenen Fall. Eine wichtige Aussa-
ge, die dazu benötigt wird, den globalen Diskretisierungsfehler durch den lokalen Abbruch-
fehler abzuschätzen.

Satz 4.2.15. Sei f :
�

+ → L(L) stetig und K eine Diagonalmatrix der Dimension d + d2.
Die Lösung des Anfangswertproblems

Ka′′(t) = Sa(t) + f(t), a(0) = 0, a′(0) = 0

erfüllt mit C := ‖K−1‖L die apriori Abschätzung

‖a‖L ≤ C

∫ t

0

(t− s)‖f(s)‖L ds.

Beweis. Da S beschränkt und K invertierbar ist, schließt man aus der Theorie gewöhnlicher
Differentialgleichungen die Existenz einer Lösung E :

�
+ → L(L) des Anfangswertpro-

blems
E′′(t) = K−1SE(t), E(0) = 0, E ′(0) = I.

Mit diesem Fundamentalsystem besitzt die Lösung des gegebenen Anfangswertproblems
bekanntlich die Darstellung

a(t) =

∫ t

0

E(t− s)K−1f(s) ds,

und a = E(t)v ist für jedes beliebige v ∈ L eine Lösung des homogenen Anfangswertpro-
blems

a′′(t) = K−1Sa(t), a(0) = 0, a′(0) = v.
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Da K eine Diagonalmatrix ist, läßt sich die linearisierte Gesamtenergie auch in der Form

Elin(t) =
1

2
‖a′(t)‖2L − 1

2

〈
a(t),K−1Sa(t)

〉
L

schreiben. Nach den beiden Sätzen 4.2.11 und 4.2.13 ist damit für alle Zeiten t ≥ 0 die
Abschätzung ‖a′(t)‖L ≤ ‖v‖L erfüllt. Folglich ist

‖E(t)v‖L ≤
∫ t

0

‖a′(s)‖ ds ≤ t‖v‖L

oder ‖E(t)‖L ≤ t für alle t ≥ 0.

4.2.4 Die linearisierten Bewegungsgleichungen über regelmäßigen Gittern

Über einem unendlich ausgedehnten Gitter G der Gitterweite h > 0, wie es in Definition
4.1.1 mit q̄i = hk eingeführt wurde, vereinfachen sich neben den linearisierten Bewegungs-
gleichungen (4.28) der Positionen (4.6) auch die der Deformationen. Dies basiert auf der
Tatsache, daß die Teilchengestalt invariant gegenüber linearen Transformationen des Rau-
mes ist und somit alle Matrizen H i im Gleichgewicht von der Form

H̄ i = hI (4.37)

sind. Die Formfunktionen ψ̂i werden daher in den Gleichgewichtspunkten

ȳ = H̄
−1
i (x− q̄i) =

1

h
(x− hk) = x/h− k

ausgewertet. Wie in Kapitel 2.1 eingeführt, geht man dabei von einer Lipschitz-stetigen,
stückweise stetig differenzierbaren Formfunktion ψ :

� d → �
≥0 mit kompaktem Träger

aus, und macht für alle Teilchen den Ansatz

ψ̂i(y) = miψ(y)

mit den Normierungsbedingungen (2.4) bis (2.6). Unter der Voraussetzung, daß alle Teilchen
dieselbe Masse mi = m besitzen nimmt die Gesamtmassendichte des Gleichgewichtzustan-
des über dem Gitter wieder die einfache Beziehung

ρ̄ =
m

hd
(4.38)

an. Nach Lemma 4.1.2 gilt wegen H̄ i = hI und q̄i = hk nämlich

ρ̄ =
∞∑

i=1

ψ̄i(x) =
∞∑

i=1

1

det H̄ i

ψ̂i
(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)
=

∞∑

i=1

m

det H̄ i

ψ
(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)

=
m

hd

∑

k∈G

ψ(x/h− k) =
m

hd
,

und man kann die um den Gleichgewichtszustand linearisierten Bewegungsgleichungen aus
Satz 4.2.8 über einem regelmäßigen Gitter angeben.
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Satz 4.2.16. Bilden die Gleichgewichtspunkte q̄i = hk, q̄j = hl,k, l ∈ G, ein regelmäßiges
Gitter der Gitterweite h > 0, so lauten die linearisierten FMM-Bewegungsgleichungen aus
Satz 4.2.8

d̈k(t) =
c2

h2

∑

l∈G

(
U ′′(k − l)dl(t) +G(k − l)[Dl(t)]

)
, (4.39)

D̈k(t) =
c2

Jh2

∑

l∈G

(
N (k − l)[dl(t)] +M(k − l)[Dl(t)]

)
(4.40)

mit der Hessematrix des Potentials U aus Definition und Satz 4.1.3, den Tensoren dritter
Stufe

G(x) := −
∫
(∇ψ)(y − x)�

{
[(∇ψ)(y)][y]T + ψ(y)I

}
dy, (4.41)

N (x) := −
∫ {

[(∇ψ)(y − x)][y − x]T + ψ(y − x)I
}
� (∇ψ)(y) dy (4.42)

sowie dem Tensor vierter Stufe

M (x) := −
∫ {

[(∇ψ)(y − x)][y − x]T + ψ(y − x)I
}

⊗
{
[(∇ψ)(y)][y]T + ψ(y)I

}
dy.

(4.43)

Beweis. Über dem Gitter G mit q̄i = hk, q̄j = hl und (4.37) gilt im Gleichgewicht

ψ̄i(x) =
1

det H̄ i

ψ̂i
(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)
=
m

hd
ψ(x/h− k),

∇ψ̄i(x) =
H̄

−T

i

det H̄ i

(∇ψ̂i)
(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)
=

m

h(d+1)
(∇ψ)(x/h− k).

Da alle Teilchen dieselbe Masse mi = m besitzen, sind die Terme
∑

j N̄ ij[dj(t)] und∑
j M̄ ij[Dj(t)] über dem Gitter von der Gestalt

−
∑

l∈G

ε′′(ρ̄)
m2

h2(d+1)

∫ {
[(∇ψ)(x/h−k)][x/h−k]T +ψ(x/h−k)I

}(
(∇ψ)(x/h−l)·dl

)
dx

und

−
∑

l∈G

ε′′(ρ̄)
m2

h2(d+1)

∫ {
[(∇ψ)(x/h− k)][x/h− k]T + ψ(x/h− k)I

}

{(
[(∇ψ)(x/h− l)][x/h− l]T + ψ(x/h− l)I

)
: Dl(t)

}
dx.

Durch Transformation auf das Referenzteilchen via y = x/h − l folgt mit der Beziehung
c2 = ε′′(ρ̄)ρ̄ für die Schallgeschwindigkeit Gleichung (4.40). Analog zeigt man Gleichung
(4.39) für die Positionsauslenkungen.



4.2 Schallausbreitung mit deformierbaren Teilchen 57

4.2.5 Konsistenz und Konvergenz mit der akustischen Wellengleichung und ihrer Orts-
ableitung

Unter geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion ψ ist man nun in der Lage, die Kon-
sistenz der linearisierten Bewegungsgleichungen der Methode der Finiten Massen mit der
akustischen Wellengleichung ü = c2∇(divu) bzw. deren Gradienten

∇ü = c2∇
(
Div (∇uT )

)
(4.44)

zu zeigen. Genauer stellt sich heraus, daß die linearisierten Bewegungsgleichungen der Po-
sitionsauslenkungen (4.39) konsistent mit der akustischen Wellengleichung sind, während
die Bewegungslgleichungen der Deformationsauslenkungen (4.40) eine konsistente Diskre-
tisierung des Gradienten ∇ü bilden. Wegen der Stabilität der Diskretisierung, die durch Satz
4.2.15 zum Ausdruck kommt, ist die Diskretisierung konvergent und die Störungen breiten
sich wie Schallwellen entlang dem Gitter aus. Dies läßt sich besonders elegant beweisen,
wenn man die 3-Tensoren G und N sowie den 4-Tensor M besser versteht. Zu diesem
Zweck definiert man zwei Funktionen, die eine Interpretation der Tensoren als zweite Ab-
leitungen gestatten. Die daraus resultierenden Symmetrien in gewissen Komponenten der
Tensoren spielen auch bei der Galerkin Diskretisierung in Kapitel 5 eine entscheidende Rol-
le.

Definition und Lemma 4.2.17. Sei ψ :
� d → �

+ eine zulässige Formfuntion. Dann sind
die durch

v(x) :=

∫
ψ(y − x)ψ(y)y dy, (4.45)

V (x) :=

∫
ψ(y − x)ψ(y)[y][y − x]T dy (4.46)

definierten Abbildungen v :
� d → � d und V :

� d →Md(
�
) zweimal stetig differenzier-

bare Funktionen mit kompaktem Träger. Ist ψ(x) =
∏d

µ=1 ψ̃(xµ) das Tensorprodukt einer
Lipschitz-stetigen, stückweise stetig differenzierbaren, geraden Funktion ψ̃ :

� → �
+ mit

kompaktem Träger, so ist zum einen v ungerade und erfüllt die Beziehung

2v(x) = xU(x), (4.47)

und zum anderen ist V = V T symmetrisch und gerade.

Beweis. Eine zulässige Formfunktion ψ ist eine Lipschitz-stetige, stückweise stetig differen-
zierbare Funktion mit kompaktem Träger. Damit sind sowohl v als auch V zweimal stetig
differenzierbar. Für jedes 1 ≤ m,n, r, s ≤ d rechnet man leicht

∇2
mrvs(x) = −

∫
(∇ψ)(y − x)�

{
[(∇ψ)(y)][y]T + ψ(y)I

}
dy
∣∣∣
mrs

(4.48)

und
(
∇2
mnVrs

)
(x) = −

∫ [
(∇ψ)(y − x)

][
(∇ψ)(y)

]
⊗ [y][y − x]

∣∣
nmrs

− I ⊗
[
(∇ψ)(y − x)

][
ψ(y)(y − x)

]∣∣
mrns

+ I ⊗
[
(∇ψ)(y − x)

][
ψ(y)(y)

]∣∣
nsmr

dy − U(x)I ⊗ I
∣∣
mrns

.
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nach. Der Beweis beruht auf der Transformation z := y − x nach der ersten partiellen Dif-
ferentiation. Zum Beweis der Symmetrie von V zerlegt man die Matrix V = U−W in sym-
metrische Matrizen U =

∫
ψ(y−x)ψ(y)[y][y]T dy und W =

∫
ψ(y−x)ψ(y)[y][x]T dy.

Sicherlich ist U symmetrisch. Zum Beweis der Symmetrie von W , und damit von V , sei
oBdA 1 ≤ r 6= s ≤ d. Ist ψ(x) =

∏d
µ=1 ψ̃(xµ) das Tensorprodukt einer geraden Funktion ψ̃

mit kompaktem Träger, so erkennt man mit Hilfe des Transformationssatzes
∫
ψ̃(y − x)ψ̃(y)y dy =

∫
ψ̃(x− y)ψ̃(y)y dy =

∫
ψ̃(z)ψ̃(x− z)(x− z) dz

= x

∫
ψ̃(z − x)ψ̃(z) dz −

∫
ψ̃(z − x)ψ̃(z)z dz

und damit die Beziehung
∫
ψ̃(y − x)ψ̃(y)y dy =

x

2

∫
ψ̃(y − x)ψ̃(y) dy.

Mit der Notation dỹ := dy1...dyµ6=r...dyd folgt aus dem Satz von Fubini

∫
ψ(y − x)ψ(y)yr dy =

∫ d∏

µ=1
µ6=r

ψ̃(yµ − xµ)ψ̃(yµ) dỹ

∫
ψ̃(yr − xr)ψ̃(yr)yr dyr

=

∫ d∏

µ=1
µ6=r

ψ̃(yµ − xµ)ψ̃(yµ) dỹ
(xr
2

∫
ψ̃(yr − xr)ψ̃(yr) dyr

)

=
xr
2

∫
ψ(y − x)ψ(y) dy.

Daraus erhält man einerseits wegen

Wrs = xs

∫
ψ(y − x)ψ(y)yr dy =

xrxs
2

∫
ψ(y − x)ψ(y) dy =Wsr

die Symmetrie von W und andererseits die Beziehung (4.47) zwischen v und dem Potential
U . Da U gerade ist, ist damit v ungerade. Schlielich folgt aus der Symmetrie von V mit dem
Transformationssatz die Eigenschaft V (−x) = V (x).

Auf gewisse Art und Weise lassen sich die 3-Tensoren G und N aus den linearisierten Be-
wegungsgleichungen als zweite Ableitungen der vektorwertigen Funktion v auffassen. Unter
geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion ψ folgen daraus zwei wichtige Symmetri-
en. Zum einen in der ersten und zweiten Komponente von G und zum anderen in der ersten
und dritten Komponente von N .

Lemma 4.2.18. Ist ψ(x) =
∏d

µ=1 ψ̃(xµ) das Tensorprodukt einer Lipschitz-stetigen, stück-
weise stetig differenzierbaren, geraden Funktion ψ̃ :

� → �
+ mit kompaktem Träger, so gilt

für jedes 1 ≤ m, r, s ≤ d

G(x)
∣∣
mrs

= ∇2
mrvs(x) = −∇2

mrvs(−x) = −N (x)
∣∣
rsm

. (4.49)
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Die Komponenten der 3-Tensoren (4.41) und (4.42) aus den linearisierten Bewegungsglei-
chungen (4.39) & (4.40) erfüllen die Symmetrien

G(x)
∣∣
mrs

= G(x)
∣∣
rms

(4.50)

und
N (x)

∣∣
rsm

= N (x)
∣∣
msr

. (4.51)

Beweis. Nach (4.48) ist offensichtlich für jedes 1 ≤ m, r, s ≤ d

G(x)
∣∣
mrs

= ∇2
mrvs(x).

Darüberhinaus rechnet man

N (x)
∣∣
rsm

= −
∫ {

(∇rψ)(y − x)(ys − xs) + ψ(y − x)δrs
}
(∇mψ)(y) dy

= Dr

∫
(∇mψ)(y)ψ(y − x)ys dy − xsDr

∫
(∇mψ)(y)ψ(y − x) dy

−
∫
(∇mψ)(y)ψ(y − x) dyδrs,

woraus sich durch Transformation via z = y − x sofort

N (x)
∣∣
rsm

= Dr

∫
(∇mψ)(z + x)ψ(z)(zs + xs) dz − xsDr

∫
(∇mψ)(z + x)ψ(z) dz

−
∫
(∇mψ)(z + x)ψ(z) dzδrs

= DrDm

∫
ψ(z + x)ψ(z)zs dz = ∇2

mrv(−x)

ergibt. Unter den gegebenen Voraussetzungen an die Formfunktion ψ ist nach Lemma 4.2.17
v ungerade. Es resultiert die Beziehung (4.49) und daraus die Symmetrien (4.50) & (4.51).

Ein wenig aufwendiger gestaltet sich die Darstellung des 4-Tensors M als zweite Ableitung
der matrixwertigen Funktion V . Unter denselben Voraussetzungen an die Formfuntion ψ
resultieren auch hier wichtige Symmetrien.

Lemma 4.2.19. Die Komponenten des 4-Tensors (4.43) aus der linearisierten Bewegungs-
gleichung (4.40) besitzen für jedes 1 ≤ m,n, r, s ≤ d die Darstellung

M (x)|mnrs = ∇2
mrVsn(x) (4.52)

Ist die Formfunktion ψ(x) =
∏d

µ=1 ψ̃(xµ) das Tensorprodukt einer Lipschitz-stetigen, stück-
weise stetig differenzierbaren, geraden Funktion ψ̃ :

� → �
+ mit kompaktem Träger, so gilt

für alle x ∈ � d die Symmetrie

M(x)|mnrs = M(x)|msrn. (4.53)
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Beweis. Für jedes 1 ≤ m,n, r, s ≤ d ist

M (x)|mnrs =−
∫

(∇mψ)(y − x)(∇rψ)(y)ys(yn − xn) dy (4.54)

− δrs

∫
(∇mψ)(y − x)ψ(y)(yn − xn) dy (4.55)

− δmn

∫
(∇rψ)(y)ψ(y − x)ys dy (4.56)

− δmnδrs

∫
ψ(y − x)ψ(y) dy. (4.57)

Wegen der Linearität des Integrals setzt sich der erste Term (4.54) aus den beiden Anteilen

−
∫
(∇mψ)(y − x)(∇rψ)(y)ysyn dy (4.58)

und
xn

∫
(∇mψ)(y − x)(∇rψ)(y)ys dy (4.59)

zusammen. Wir betrachten zunächst (4.58). Durch Transformation via z = y−x erhält man
nach Vertauschung von Differentiation und Integration

Dm

∫
ψ(z)(∇rψ)(z + x)(zs + xs)(zn + xn) dz

= Dm

{
Dr

∫
ψ(z)ψ(z + x)zszn dz + xnDr

∫
ψ(z)ψ(z + x)zs dz

+ xsDr

∫
ψ(z)ψ(z + x)zn dz + xnxsDr

∫
ψ(z)ψ(z + x) dz

}
.

Mit der Notation τ(x) := ψ(y−x)ψ(y) ergibt sich nach Rücktransformation via y = z+x

Dm

{
Dr

{∫
τ(x)ysyn dy − xn

∫
τ(x)ys dy − xs

∫
τ(x)yn dy + xnxs

∫
τ(x) dy

}

+ xnDr

{∫
τ(x)ys dy − xs

∫
τ(x) dy

}
+ xsDr

{∫
τ(x)yn dy − xn

∫
τ(x) dy

}

+ xnxsDr

∫
τ(x) dy

}
,

woraus sich durch auflösen der inneren Klammern der Term (4.58) schließlich zu

DmDr

∫
τ(x)ysyn dy − δrnDm

∫
τ(x)ys dy − δrsDm

∫
τ(x)yn dy (4.60)

vereinfacht. Mit der identischen Vorgehensweise rechnet man für den Term (4.59)

− xnDm

∫
ψ(z)(∇rψ)(z + x)(zs + xs) dz

= −xnDm

{
Dr

∫
ψ(z)ψ(z + x)zs dz + xsDr

∫
ψ(z)ψ(z + x) dz

}

= −xnDm

{
Dr

{∫
τ(x)ys dy − xs

∫
τ(x) dy

}
+ xsDr

∫
τ(x) dy

}

= −xnDmDr

∫
τ(x)ys dy + δrsxnDm

∫
τ(x) dy
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und sieht unmittelbar, daß Term (4.55) die Darstellung

δrsDm

∫
τ(x)yn dy − δrsxnDm

∫
τ(x) dy

besitzt. Letztlich wird der Ausdruck (4.56) mit denselben Techniken zu

− δmn

∫
(∇rψ)(z + x)ψ(z)(zs + xs) dz

= −δmnDr

∫
ψ(z + x)ψ(z)zs dz − δmnxsDr

∫
ψ(z + x)ψ(z) dz

= −δmnDr

{∫
τ(x)ys dy − xs

∫
τ(x) dy

}
− δmnxsDr

∫
τ(x) dy

= −δmnDr

∫
τ(x)ys dy + δmnδrs

∫
τ(x) dy,

so daß sich insgesamt etliche Terme gegenseitig aufheben und

M(x)|mnrs = DmDr

∫
τ(x)ysyn dy − δrnDm

∫
τ(x)ys dy

− xnDmDr

∫
τ(x)ys dy − δmnDr

∫
τ(x)ys dy

= ∇2
mr

∫
τ(x)ys(yn − xn) dy = ∇2

mrVsn(x)

resultiert. Nach Lemma 4.2.17 ist V = V T symmetrisch, also

M(x)|mnrs = ∇2
mrVsn(x) = ∇2

mrVns(x) = M(x)|msrn

Bemerkung 4.2.20. Die Darstellung (4.52) und die Symmetrie (4.53) in der zweiten und
vierten Komponente von M zeigen eine weitere Eigenschaft des 4-Tensors M . Unter der
Voraussetzung von Lemma 4.2.19 an die Formfunktion ψ ist für jedes 1 ≤ m,n, r, s ≤ d

M(x)|mnrs = M(x)|rsmn. (4.61)

Erinnert man sich daran, daß der Tensor M (bis auf die Konstante mc2h−2) gerade die um
den Gleichgewichtszustand (q̄, H̄) mit konstanter Massendichte ρ̄ linearisierte Ableitung
∂2V

∂Hi∂Hj
= ∂2V

∂Hj∂Hi
über dem Gitter G mit q̄i = hk,k ∈ G, ist, so überrascht dieses Resultat

in keinster Weise.

Faßt man für jeden Gitterpunkt k ∈ G die Auslenkungen dk ∈ � d und Dk ∈ Md(
�
) als

einen langen Vektor (dk,Dk) ∈
� (d+d2) auf, so ist die Kontraktionsdarstellung der beiden

linearisierten Bewegungsgleichungen (4.39)&(4.40) wegen der Isomorphie
� d × � d ∼= � d2

via (r, s) 7→ m = r + (s − 1)d für jedes 1 ≤ r, s ≤ d äquivalent zu der Matrix-Vektor-
Multiplikation

(
I 0
0 JI

)(
d̈k

D̈k

)
=
c2

h2

∑

l∈G

(
U ′′(k − l) G(k − l)
N (k − l) M(k − l)

)(
dl

Dl

)
∈ � (d+d2). (4.62)
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Für die Konsistenz dieser Diskretisierung mit der akustischen Wellengleichung bzw. deren
Ortsableitung ist das folgende Resultat entscheidend. Dank der eben gezeigten Symmetrien
in den Tensoren G,N und M gilt die Aussage für alle Ansatzfunktionen, die aus Tensor-
produkten von Bn-Splines mit n > 3 bestehen.

Satz 4.2.21. Ist die Formfunktion ψ(x) =
∏d

µ=1Bn(xµ) das Tensorprodukt von Bn-Splines
mit n > 3, so gilt für alle vektorwertigen Polynome p :

� d → � d vom Grad deg(p) ≤ 3

(
∇(div p)(hk)

Jh∇
(
Div (∇p)T

)
(hk)

)
= h−2

∑

l∈G

(
U ′′(k − l) G(k − l)
N (k − l) M(k − l)

)(
p(hl)

h(∇p)(hl)

)
.

Beweis. Schreibt man p(x) = p̃(k−x/h), so gilt die Behauptung genau dann, wenn für alle
vektorwertigen Polynome p̃ :

� d → � d vom Grad deg(p̃) ≤ 3
(

∇(div p̃)(0)
−J∇

(
Div (∇p̃)T

)
(0)

)
=
∑

l∈G

(
U ′′(k − l) G(k − l)
N (k − l) M(k − l)

)(
p̃(k − l)

−(∇p̃)(k − l)

)

gilt. In Kontraktionsschreibweise ist dies genau dann der Fall, wenn die beiden Gleichungen

∇(div p̃)(0) =
∑

k∈G

U ′′(k)p̃(k)−
∑

k∈G

G(k)[(∇p̃)(k)], (4.63)

−J∇
(
Div (∇p̃)T

)
(0) =

∑

k∈G

N (k)[p̃(k)]−
∑

k∈G

M (k)[(∇p̃)(k)] (4.64)

über dem unendlich ausgedehnten Gitter G erfüllt sind. Bezeichnet eν den ν-ten Einheits-
vektor des

� d, so genügt es sogar vektorwertige Polynome der Form p̃(x) = P (x)eν mit
skalarwertigen Polynomen P :

� d → �
vom Grad deg(P ) ≤ 3 zu betrachten. Jedes vek-

torwertige Polynom läßt sich nämlich durch Linearkombination aus derartigen Polynomen
konstruieren. Durch komponentenweises nachrechnen lassen sich für jedes µ = 1, ..., d leicht
die Beziehungen

div p̃ = DνP, Div (∇p̃)T = ∇(DνP ), (∇p̃) = [eν ][(∇P )]T

verifizieren und die Gleichungen (4.63) & (4.64) sind äquivalent zu den beiden Gleichungen

∇(DνP )(0) =
∑

k∈G

P (k)U ′′(k)eν −
∑

k∈G

G(k)
[
[eν ][(∇P )(k)]T

]
, (4.65)

−J∇2(DνP )(0) =
∑

k∈G

P (k)N (k)[eν ]−
∑

k∈G

M (k)
[
[eν ][(∇P )(k)]T

]
. (4.66)

Für d ≥ 3 und 1 ≤ µ 6= ξ 6= ζ ≤ d ist durch
〈
1, xµ, x

2
µ, xµxξ, x

3
µ, x

2
µxξ, xµxξxζ

〉
ei-

ne vollständige Basis des Raumes der skalarwertigen Polynome P :
� d → �

vom Grad
deg(P ) ≤ 3 gegeben, während für kleinere Dimesionen d = 1, 2 die Basiselemte mit ξ und
ζ bzw. ζ nicht mehr auftauchen. Durchläuft P diese Basen, so sind die linken Seiten von
(4.65) bzw. (4.66) offensichtlich nur für Basiselemente zweiten bzw. dritten Grades von Null
verschieden. Für jedes 1 ≤ r, s, µ, ξ ≤ d gilt dann zum einen

∇r(Dνx
2
µ)(0) = 2δνµδµr, ∇r(Dνxµxξ)(0) = δνξδrµ + δνµδrξ
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und zum anderen
−J∇2

rs(Dνx
3
µ)(0) = −6Jδrµδsµδµν ,

sowie
−J∇2

rs(Dνx
2
µxξ)(0) = −2Jδsµδµνδξr − 2Jδrµδµνδsξ − 2Jδrµδsµδξν

und auch

−J∇2
rs(Dνxµxξxζ)(0) = −J(δµνδsξδrζ + δµνδsζδrξ + δνξδsµδrζ

+ δνξδsζδrµ + δνζδsµδrξ + δνζδsξδrµ).

Es bleibt noch zu zeigen, daß die rechte Seite von (4.65) bzw. (4.66) auf dieselben Terme
führt, was sich komponentenweise beweisen läßt. Entscheidend hierfür ist Lemma 2.1.2.
Dieses gestattet, die in allen Termen auftretenden Summen der Art

∑

k∈G

ψ(y − k)kq1µ k
q2
ξ k

q3
ζ , |q| ≤ 3 für jeden Multiindex q ∈ � d,

wegen der Tensorproduktstruktur der Formfunktion ψ(x) =
∏d

µ=1Bn(xµ) mit n > 3 zu
berechnen. So ist etwa für das Basiselement {x2µ} nach der Definition des Potentials U

∑

k∈G

k2µU
′′(k)eν

∣∣∣
r
= −

∫ (∑

k

k2µ(∇rψ)(y − k)
)
(∇νψ)(y) dy

= −
∫ ( ∂

∂yr

∑

k

k2µψ(y − k)
)
(∇νψ)(y) dy

= −2

∫
(∇νψ)(y)yµδµr dy = 2δνµδµr.

Mit dem Satz von Fubini erhält man nämlich durch partielle Integration über den kompakten
Träger von ψ mit der Normierungsbedingung (2.4)

−
∫

(∇νψ)(y)yµ dy =

∫
ψ(y)δνµ dy = δνµ. (4.67)

Wegen der Tensorproduktstruktur von ψ ist

∑

k

kµkξψ(y−k) =
(∑

kµ

kµBn(yµ−kµ)
)(∑

kξ

kξBn(yξ−kξ)
)( ∏

t6=(µ,ξ)

(∑

kt

Bn(yt−kt)
))

und für das andere Basiselement zweiter Ordnung {xµxξ} ergibt sich in Dimensionen d ≥ 2

∑

k∈G

kµkξU
′′(k)eν

∣∣∣
r
= −

∫ (∑

k

kµkξ(∇rψ)(y − k)
)
(∇νψ)(y) dy

= −
∫ ( ∂

∂yr
yµyξ

)
(∇νψ)(y) dy

= δνξδrµ + δνµδrξ.
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Da dieser Term aber für alle anderen Basiselemente, die nicht von Ordnung zwei sind, ver-
schwindet und auch ∑

k∈G

G(k)
[
[eν ][(∇P )(k)]T

]

für alle Basiselemente keinen Beitrag liefert, ist die erste Gleichung (4.65) bewiesen. Zum
Beweis der zweiten Gleichung (4.66) zeigt man unter Verwendung der Symmetrie (4.61)
durch analoge Rechnungen, daß auch

∑

k∈G

M(k)
[
[eν ][(∇P )(k)]T

]

für jedes Basiselement verschwindet und nur
∑

k∈G

P (k)N (k)[eν ]

für Basiselemente dritter Ordnung von Null verschieden ist. Hierfür benötigt man die Be-
ziehung (4.49) zwischen den 3-Tensoren G und N . Mit ihr und der Definition (2.6) der
Trägheitskonstanten J erhält man exemplarisch für das Basiselement {x3µ}

∑

k∈G

k3µN (k)[eν ]
∣∣∣
rs
=

∫ (∑

k

k3µ(∇νψ)(y − k)
)(

(∇rψ)(y)ys + ψ(y)δrs

)
dy

=

∫ (
3y2µδµν + γδµν

)(
(∇rψ)(y)ys + ψ(y)δrs

)

=
(
3

∫
(∇rψ)(y)ysy2µ dy + 3Jδrs

)
δµν .

Dabei bezeichnet γ die Konstante aus Lemma 2.1.2 und der obige Ausdruck verschwindet
sicherlich für r 6= (s, µ). Durch partielle Integration resultiert dann

3

∫
(∇rψ)(y)ysy2µ dy = −3

∫
ψ(y)(y2µδrs + 2ysyµδrµ) dy

und somit ∑

k∈G

k3µN (k)[eν ]
∣∣∣
rs
= −6Jδrµδsµδµν .

Mit identischen Argumenten erhält man auch für die beiden anderen Basiselemente dritter
Ordnung {x2µxξ, xµxξxζ} Gleichungen, die nicht mehr von der Konstanten γ abhängen und
mit den oben angegebenen linken Seiten von (4.66) für {x2µxξ} in d ≥ 2 bzw. {xµxξxζ} in
d ≥ 3 übereinstimmen. Folglich ist auch (4.66) für alle Polynome vom Grad deg(P ) ≤ 3 in
allen Dimensionen d ≥ 1 erfüllt und somit alles gezeigt.

Bemerkung 4.2.22. Ohne die Beziehung (4.49) zwischen den 3-Tensoren G und N , sowie
der Symmetrie (4.61) des 4-Tensors M wäre der Beweis von Satz 4.2.21 nur für Tensorpro-
dukte ψ(x) =

∏d
µ=1Bn(xµ) von Bn-Splines mit n > 4 möglich. Es müßten dann nämlich

auch Summen der Form ∑

k

k4µψ(y − k)

berechnet werden, die erst für Tensorprodukte von Bn-Splines mit n > 4 eine einheitliche
Form wie in Lemma 2.1.2 besitzen.
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Sei (u,∇u) die zweimal stetig differenzierbare exakte Lösung der akustischen Wellenglei-
chung und ihrer Ortsableitung (4.44). Bezeichnen u(hk, t) und (∇u)(hk, t) die zugehörigen
Werte in den Gitterpunkten, so gilt nach Definition des lokalen Abbruchfehlers τk(t) durch
Einsetzen der exakten Lösung in das Differenzenverfahren (4.62)

c2
(

∇(divu)(hk, t)
Jh∇

(
Div (∇u)T

)
(hk, t)

)
=
c2

h2

∑

l∈G

(
U ′′(k − l) G(k − l)
N (k − l) M(k − l)

)(
u(hl)

h(∇u)(hl)

)
+τk(t).

Die Differenzen

ek(t) :=

(
u(hk, t)− dk(t)

h(∇u)(hk, t)−Dk(t)

)

zwischen den Werten der exakten Lösung in den Gitterpunkten und der Lösung der Diffe-
renzengleichung (4.62) mit den Anfangswerten

dk(0) = u(hk, 0), d′
k(0) = u(hk, 0),

Dk(0) = h(∇u)(hk, 0), D′
k(0) = h(∇u)(hk, 0)

erfüllen die Gleichung

Këk(t) =
c2

h2

∑

l∈G

(
U ′′(k − l) G(k − l)
N (k − l) M(k − l)

)
ek(t) + τk(t)

mit den Anfangswerten ek(0) = 0, e′
k(0) = 0. Nach Satz 4.2.11 ist damit

‖e(t)‖L ≤ C

∫ t

0

(t− s)‖τ(s)‖L ds

und der Diskretisierungsfehler e strebt mit derselben Geschwindigkeit im Diskretisierungs-
parameter h gegen 0 wie der lokale Abbruchfehler τ . Für diesen gilt wegen Satz 4.2.21 aber

‖τ(s)‖L = O(h2).

Über einem unendlich ausgedehnten Würfelgitter liefert die Methode der Finiten Massen in
den Positionsauslenkungen d damit eine Disktretisierung zweiter Ordnung der akustischen
Wellengleichung, was das Resultat aus Kapitel 4.1.3 bestätigt. Darüberhinaus ist nun sogar
eine Konvergenzaussage bezüglich dem Gradienten (4.44) der akustischen Wellengleichung
möglich. Wie eben gezeigt wird dieser linear durch die Deformationsauslenkungen D ap-
proximiert.
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4.3 Numerische Simulation

Zur Simulation der Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden müssen die linearisierten Be-
wegungsgleichungen (4.39), (4.40) über einem regelmäßigen Gitter aufgesetzt und das zu-
gehörige Differenzenverfahren numerisch gelöst werden.
Im Teilchenmodell mit ausschließlich translatorischen Freiheitsgraden gestaltet sich dies be-
sonders einfach. Hier reduzieren sich die linearisierten Bewegungsgleichungen auf die Ge-
stalt (4.6), zu deren Lösung lediglich die Hesse-Matrix des Potentials (4.5) in endlich vielen
Gitterpunkten k ∈ G benötigt wird. Ist G = � d ein Würfelgitter und ψ das Tensorpro-
dukt (4.11) einer ebenfalls Lipschitz-stetigen, stückweise stetig differenzierbaren Funktion
ψ̃ :

� → �
+ mit kompaktem Träger, so ist die Normierungsbedingung (2.4) nach Lemma

4.1.2 genau dann erfüllt, wenn ∑

k∈ �
ψ̃(x− k) = 1 (4.68)

gilt. Mit der durch (4.13) definierten skalaren Funktion Ũ :
� → �

+ besitzt das Potential
dann auch Tensorproduktstruktur (4.12) und die Berechnung der Matrizen U ′′(k),k ∈ G

beschränkt sich auf die Bestimmung der skalaren Werte

Ũ(k), Ũ ′(k), Ũ ′′(k), k ∈ �

in den Gitterpunkten k innerhalb des Trägers von Ũ bzw. ψ̃.
Liegt den Untersuchungen hingegen das allgemeine Modell deformierbarer Teilchen zu
Grunde, so benötigt man wegen der Beziehung (4.49) außer der Hesse-Matrix des Poten-
tials U zusätzlich die zweiten Ableitungen der Funktionen (4.45) und (4.46). Dabei genügt
es wiederum, diese in den endlich vielen Gitterpunkten k ∈ G zu bestimmen, die innerhalb
des Trägers der Formfunktion ψ liegen. Eine für die Simulation geeigneite Wahl der Form-
funktion ψ̃ stellen die in Abschnitt 2.1.1 eingeführten Bn-Splines für n ≥ 3 dar. Diese sind
nämlich derart konstruiert, daß ihre Überlagerung

∑

k∈ �
Bn(x− k) = γ (4.69)

stets einen skalaren Wert γ ∈ �
annimmt. Durch

Skalierung erreicht man γ = 1 und erfüllt die er-
forderliche Normierungsbedingung (4.68). Da Bn-
Splines einen kompakten Träger besitzen sind nur
die um endlich viele Gitterpunkte k ∈ � ver-
schobenen Splines Bn(x − k) auf dem Träger
von Bn(x) von Null verschieden. Deren Anzahl
wächst mit zunehmendem n, was auch die Größe
des zugehörigen Differenzensterns linear anwach-
sen läßt. Während für n = 3 die um k = −2...2
verschobenen B3-Splines berücksichtigt werden
müssen, liefern für n = 4 bereits die entsprechend
um k = −3...3 verschobenen B4-Splines einen
Beitrag. Nebenstehende Abbildung zeigt den Dif-
ferenzenstern für n = 4 in Dimension d = 2.

(k1, k2)

(k1 − 3, k2 − 3)

(k1 − 3, k2 + 3) (k1 + 3, k2 + 3)

(k1 + 3, k2 − 3)



4.3 Numerische Simulation 67

Die dem Differenzenverfahren zugrunde liegenden Gitterpunktgleichungen aus Satz 4.2.16
sind über einem unendlich ausgedehnten Gitter angegeben und beschrieben dementspre-
chend die Schallausbreitung in unendlich ausgedehnten, adiabatischen Fluiden. Um die vor-
liegende Situation zu simulieren, ordnet man unendlich viele Teilchen entlang den Gitter-
punkten k ∈ G an und rechnet periodisch. Dies reduziert die eigentlich unendlich große
Anzahl von Teilchen auf endlich viele Repräsentanten N . Bei der Berech-
nung der Kräfte müssen damit die zu jedem
Repräsentanten gehörigen Teilchen berücksichtigt
werden, die einen nichtleeren Schnitt mit dem
Simulationsgebiet haben. Nebenstehende Skizze
veranschaulicht diesen Effekt. Insbesondere
benötigt man zur Berechnung der Massendichte
eines randnahen Punktes innerhalb des Simulati-
onsgebiets, den Beitrag sämtlicher Teilchen, die in
das Simulationsgebiet hereinragen.

Periodisches
Simulationsgebiet

Mit Hilfe einer auf dem Träger von ψ exakten Quadraturformel werden die entsprechenden
Tensoren (4.41),(4.43), wie auch die Hesse-Matrix von U diskretisiert und das Differen-
zenverfahren mittels eines geeigenten Zeitintgrators gelöst. Dazu faßt man die Vektoren dk

und Matrizen Dk der Positions- und Deformationsauslenkungen zu einem langen Vektor
z = (dk,Dk)k∈G der Dimension (d + d2)N zusammen. Mit dieser Notation besitzt das
Differenzenverfahren die Darstellung

z′′ = f(z),

wobei die Kräfte f (z) mit den rechten Seiten von (4.39) und (4.40) korresponieren. In beiden
Modellen bietet sich das symplektische Störmer-Verlet-Schema als Zeitintegrationsverfahren
an. Dieses respektiert die physikalischen Eigenschaften eines abgeschlossenen Systems und
erhält neben der Energie auch Impuls und Drehimpuls. Die Approximationen an z und z ′

zum Zeitpunkt tm+1 = tm + τ berechnen sich dabei aus dem Zwischenwert

zm+1/2 = zm +
τ

2
z′
m,

gemäß dem zeitreversiblen Integrationsschema

z′
m+1 = z′

m + τf(zm+1/2), zm+1 = zm+1/2 +
τ

2
z′
m+1.

Mit dem hier vorgestellten Differenzenverfahren ist damit eine einfache Möglichkeit gege-
ben, die Schallausbreitung in adiabatischen Fluiden zu simulieren. Seine Attraktivität liegt
insbesondere darin begründet, daß die numerische Kräfteberechnung mit dem zugehörigen
Differenzenstern mühelos zu realisieren ist.



Kapitel 5
Galerkin Diskretisierung

Ein weiterer Zugang zur numerischen Behandlung der akustischen Wellengleichung basiert
auf ihrer schwachen Formulierung. Diese wurde in Kapitel 3 in den stetig und dicht eingebet-
teten HilberträumenH(div) ↪→ L2(

� d) hergeleitet und ermöglicht nun die Durchführung ei-
ner Galerkin Diskretisierung. Dabei wird das zugehörige inhomogene Anfangswertproblem
(SWG) über einem noch näher zu spezifizierenden Ansatzfunktionenraum Vh ⊆ H(div) dis-
kretisiert. Für gegebene Anfangswerte uh,0,vh,0 ∈ Vh des Ansatzfunktionenraums Vh sucht
man eine Funktion uh :

�
+ 3 t→ uh(t) ∈ Vh, die eine (eindeutige) Lösung des gewöhnli-

chen Differentialgleichungssystems

(DAP)





d2

dt2
〈uh(t),vh〉L2 +B(uh(t),vh) = 〈f (t),vh〉L2 für alle vh ∈ Vh,

uh(0) = uh,0,

u̇h(0) = vh,0

darstellt. Besteht der Ansatzfunktionenraum aus diskreten Verschiebungen uh spezieller Ge-
stalt, so läßt sich die Galerkin Diskretisierung als geringfügig modifizierte Methode der Fi-
niten Massen interpretieren, bei der man mit der diskreten kinetischen Gesamtenergie

ED :=
1

2
ρ̄

∫
|u̇h(x, t)|2 dx (5.1)

anstelle der Summe der kinetischen Energien der Einzelteilchen (2.22) in die Lagrangefunk-
tion eingeht. Es stellt sich nämlich heraus, daß die aus der inneren Energie hervorgehen-
de Linearisierung der Kräfte und Drehmomente um den Gleichgewichtszustand konstanter
Massendichte ρ̄ > 0 bei der Galerkin Diskretisierung auf dieselben Terme führt, wie in der
Methode der Finiten Massen. Die Linearisierung findet dabei über einem regelmäßigen Git-
ter der Gitterweite h > 0 statt.
Es folgt eine ausführliche Stabilitäts- und Konvergenzanalyse der modifizierten Methode
der Finiten Massen, in dem man die äquivalente Galerkin Semidiskretisierung mit geeig-
neten Techniken untersucht. Da der Ansatzfunktionenraum Vh abgeschlossen in H(div) ist,
überträgt sich die kontinuierliche Stabilitätsabschätzung aus Korollar 3.3.8 ins Diskrete und
die Güte der Approximation reduziert sich auf Abschätzungen des Approximationsfehlers
in der Sobolev H1-(Halb)norm. Unter bestimmten Voraussetzungen an die Formfunktion ψ
ist man durch Konstruktion entsprechender Quasiinterpolanten in der Lage, beliebig gute
Abschätzungen dieses Approximationsfehlers anzugeben. Dadurch kann eine beliebig hohe
Konvergenzrate des Verfahrens erzielt werden. Zum Beweis dieser Aussagen gehen wir im
vorliegenden Kapitel systematisch vor und beginnen damit, die Übereinstimmung der linea-
risierten Kräfte und Drehmomente zu beweisen.

68
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5.1 Übereinstimmung der linearisierten Kräfte und Drehmomente

Geht man mit diskreten Ansatzfunktionen uh ∈ Vh in die kontinuumsmechanische kineti-
sche Gesamtenergie (3.9) und die innere Energie (3.10) ein, so leiten sich aus den resultie-
renden diskreten Energien ED := EK(u̇h) und V D := VK(uh) die schwach formulierten
diskreten Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

d

dt

∂ED

∂u̇h
· vh +

∂V D

∂uh
· vh = 0 für alle vh ∈ Vh

eines Systems ab. Deren Linearisierung um den Gleichgewichtszustand (ρ,uh) = (ρ̄, 0) mit
konstanter Massendichte ρ̄ > 0 führt auf die schwache Formulierung

d2

dt2
〈uh(t),vh〉L2 +B

(
uh(t),vh

)
= 0 für alle vh ∈ Vh,

die sich auch als Galerkin Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichung (3.16) auffassen
läßt und als solche analysiert wird. Über dem speziellen Ansatzfunktionenraum

Vh := Vh(
� d) :=

{
vh |vh(x, t) =

∑

k∈G

ψ(x/h− k)
(
qk(t) +Hk(t)(x/h− k)

)}

bedarf es hierfür einer Nachdifferenzierung der symmetrischen, nichtnegativen Bilinearform
B(·, ·) = c2〈div ·, div ·〉L2 aus Satz 3.2.2 nach qk bzw. Hk. Bilden die Gleichgewichtspunkte
q̄i = hk,k ∈ G ein unendlich ausgedehntes Gitter der Gitterweite h > 0, so besteht der
Ansatzfunktionenraum V h gerade aus den diskreten Verschiebungen

u(x, t) =
∑

i

ψ
(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)(
qi(t) +H i(t)H̄

−1
i (x− q̄i)

)}

und man ist in der Lage, neben den Kräften

FD
k := −∂V

D

∂qk

auch die Drehmomente

MD
k := − ∂V D

∂Hk

direkt aus der Bilinearform B zu berechnen. Nach Abschnitt 3.1 und (3.7) ist die diskrete
innere Energie nämlich von der Gestalt

V D =
1

2
ρ̄B(uh,uh), (5.2)

so daß tatsächlich lediglich die Bilinearform B differenziert werden muß.
In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß man bei der Linearisierung der Kräfte und Dreh-
momente über diesem Ansatzfunktionenraum auf dieselben Terme geführt wird wie in der
Methode der Finiten Massen. Die Galerkin Diskretisierung stellt damit eine geringfügig mo-
difizierte Methode der Finiten Massen dar, bei der man mit der diskreten kinetischen Gesam-
tenergie ED (5.1) anstelle der kinetischen Energie E (5.1) in die Lagrangefunktion eingeht.
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Eine Linearisierung der in der Methode der Finiten Massen auftretenden Kräfte F i bzw.
Drehmomente M i um die Gleichgewichtslage (q̄, H̄), q̄ = (q̄1, q̄2, ...), H̄ = (H̄1, H̄2, ...)
mit konstanter Massendichte führte in Abschnitt 4.2.1 auf die Terme

F̄ i = F i(q̄, H̄) = 0, (5.3)

M̄ i = M i(q̄, H̄) = 0, (5.4)

F̄ ij = F ij(q̄, H̄) = −ε′′(ρ̄)
∫

[∇ψ̄i][∇ψ̄j]T dx, (5.5)

Ḡij = Gij(q̄, H̄) = ε′′(ρ̄)

∫
∇ψ̄i �

∂ψ̄j
∂Hj

dx, (5.6)

N̄ ij = N ij(q̄, H̄) = ε′′(ρ̄)

∫
∂ψ̄i
∂H i

�∇ψ̄j dx, (5.7)

M̄ ij = M ij(q̄, H̄) = −ε′′(ρ̄)
∫

∂ψ̄i
∂H i

⊗ ∂ψ̄j
∂Hj

dx. (5.8)

Hierbei werden die Ansatzfunktionen ψ̄i und deren Gradienten ∇ψ̄i in den Gleichgewichts-
punkten H̄

−1
i (x− q̄i) ausgewertet. Legt man wiederum ein regelmäßiges Gitter G der Git-

terweite h > 0 in die Gleichgewichtspunkte q̄i = hk, q̄j = hl mit k, l ∈ G, so nehmen die
nichtverschwindenden Ableitungsterme F̄ ij , Ḡij , N̄ ij und M̄ ij die Gestalt

F̄ kl := ρ̄c2hd−2U ′′(k − l), (5.9)

Ḡkl := ρ̄c2hd−2G(k − l), (5.10)

N̄kl := ρ̄c2hd−2N (k − l), (5.11)

M̄kl := ρ̄c2hd−2M (k − l) (5.12)

an. Dies folgt aus dem Beweis von Satz 4.2.16 mit den Gleichungen (4.28) und der Bezie-
hung (3.7) zwischen der zweiten Ableitung der inneren Energie und der Schallgeschwindig-
keit.
Zum Beweis der anvisierten Behauptung, daß auch die Galerkin Diskretisierung über dem
Ansatzfunktionenraum Vh die obige Linearisierung der Kräfte und Drehmomente liefert,
benötigt man das folgende Lemma. Es gibt Auskunft über die Divergenz einer Ansatzfunk-
tion uh ∈ Vh und ermöglicht die Berechnung der Bilinearform über Vh.

Lemma 5.1.1. Für die Divergenz bezüglich x einer Ansatzfunktion uh ∈ V h gilt

divuh = h−1
(∑

k∈G

(∇ψ)(x/h− k) ·
(
qk +Hk(x/h− k)

)
+ ψ(x/h− k)Hk :I

)
.

Insbesondere ist über dem Gleichgewichtszustand div ūh := divuh(q̄, H̄) = 1.

Beweis. Durch partielle Differentiation der m-ten Komponente um der diskreten Verschie-
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bung uh nach xm erhält man mit

divuh =
∑

m

∂uh,m
∂xm

= h−1
∑

m

∑

k∈G

(∇mψ)(x/h− k)
(
qk +Hk(x/h− k)

)∣∣∣
m

+ ψ(x/h− k)h−1
∑

n

Hk

∣∣
mn
δmn,

unmittelbar die erste Behauptung. Über dem Gleichgewichtszustand (q̄, H̄) sind alle Punkte
q̄k mit k ∈ G von der Form q̄k = hk. Für alle k ∈ G gilt H̄k = hI und somit

div ūh = divuh(q̄, H̄) = h−1
(∑

k∈G

(∇ψ)(x/h− k) · (hk + x− hk) + hψ(x/h− k)
)

=
(
Dr

∑

k∈G

ψ(x/h− k)
)
· x+

∑

k∈G

ψ(x/h− k) = 1

nach Lemma 4.1.2.

Satz 5.1.2. Die aus der inneren Energie V D abgeleiteten Kräfte FD
k und Drehmomente MD

k

besitzen dieselbe Linearisierung um den Gleichgewichtszustand (q̄, H̄) mit konstanter Mas-
sendichte ρ̄, wie die Kräfte F i und Drehmomente M i der Methode der Finiten Massen, in
der die Gleichgewichtspunkte q̄i = hk,k ∈ G ein regelmäßiges Gitter der Gitterweite h > 0
bilden.

Beweis. Aus der im vorherigen Lemma 5.1.1 berechneten Divergenz einer Ansatzfunktion
uh ∈ V h erhält man zum einen

∂

∂qk

(divuh) = h−1(∇ψ)(x/h− k) (5.13)

und zum anderen durch komponentenweises nachrechnen

∂

∂Hk

(divuh) = h−1
(
[(∇ψ)(x/h− k)][x/h− k]T + ψ(x/h− k)I

)
, (5.14)

woraus wegen (5.2) die Kräfte

FD
k = −∂V

D

∂qk

= −1

2
ρ̄
( ∂

∂qk

B(uh,uh)
)
= −1

2
ρ̄c2

∂

∂qk

∫
|divuh|2 dx

= −ρ̄c2h−1

∫
(∇ψ)(x/h− k) divuh dx

sowie die Drehmomente

MD
k = − ∂V D

∂Hk

= −ρ̄c2h−1

∫ (
[(∇ψ)(x/h− k)][x/h− k]T + ψ(x/h− k)I

)
divuh dx

resultieren. Über dem Gleichgewichtszustand (q̄, H̄) ist nach Lemma 5.1.1 die Divergenz
der diskreten Verschiebung div ūh = 1, so daß sowohl die Kräfte F̄D

k := FD
k (q̄, H̄) als auch
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die Drehmomente M̄
D
k := MD

k (q̄, H̄) verschwinden. Für die Kräfte F̄D
k folgt dies aus dem

Transformationssatz und der Normierungsbedingung (2.4). Es ist nämlich
∫
(∇ψ)(x/h− k) dx = hd

∫
(∇ψ)(y) dy = hd∇

∫
ψ(y) dy = 0.

Mit derselben Transformation y = x/h−k auf das Referenzteilchen und Lemma 4.2.1 zeigt
man auch das Verschwinden der Drehmomente M̄

D
k . Bleibt noch die Linearisierung der

Kräfte FD
k und Drehmomente MD

k um den Gleichgewichtszustand durchzuführen. Durch
erneute Differentiation der Kräfte und Drehmomente nach ql bzw. H l, l ∈ G, erhält man
mit den Ableitungen (5.13) & (5.14) und erneuter Transformation auf das Referenzteilchen
dieselben Terme (5.9)-(5.12), wie in der Methode der Finiten Massen.

5.2 Stabilität der Semidiskretisierung

Die Stabilität der Semidiskretisierung folgt wie üblich aus der kontinuierlichen Stabilitäts-
abschätzung und der Abgeschlossenheit des Ansatzfunktionenraumes.

Satz 5.2.1. Der unendlichdimensionale Ansatzfunktionenraum

Vh := Vh(
� d) :=

{
vh |vh(x) =

∑

k∈G

ψ(x/h− k)
(
qk +Hk(x/h− k)

)}
,

der diskreten Verschiebungen u(x) =
∑

i ψ
(
H̄

−1
i (x− q̄i)

){
qi+H i

(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)}
über

dem regelmäßigen Gitter G der Gleichgewichtspunkte q̄i = hk,k ∈ G, ist abgeschlossen
in H(div).

Beweis. Sei
(
v
(n)
h

)
n∈ � eine Cauchyfolge in Vh = Vh(

� d) mit v(n)
h

H(div)−−−−→ v ∈ H(div). Es
ist v ∈ Vh zu zeigen. Hierfür sei Ω ⊆ � d beschränkt. Für alle u ∈ H(div) ist ‖u‖H(div) ≥
‖u‖H(div;Ω). Folglich impliziert die Konvergenz in H(div) die Konvergenz in H(div;Ω)
und die Einschränkung Vh(Ω) := Vh(

� d)
∣∣
Ω

bildet einen endlichdimensionalen ‖·‖H(div;Ω)-
normierten Vektorraum. Dieser ist somit abgeschlossen, d.h.

v
(n)
h

∣∣
Ω

H(div;Ω)−−−−−→ v
∣∣
Ω
∈ Vh(Ω) und v

∣∣
Ω
= v0

∣∣
Ω

mit v0 ∈ Vh(
� d). Durch sukzessives vergrößern der Teilmenge Ω ⊆ � d folgt schließlich die

Behauptung. Ist nämlich Ω1 ⊇ Ω, so existiert wiederum ein v1 ∈ Vh(
� d) mit

v
(n)
h

∣∣
Ω1

H(div;Ω1)−−−−−→ v
∣∣
Ω1
∈ Vh(Ω1) und v

∣∣
Ω1
= v1

∣∣
Ω1
.

Da aber v1

∣∣
Ω
= v0

∣∣
Ω

ist v ∈ Vh.

Satz 5.2.2. Für uh,0,vh,0 ∈ Vh und f ∈ C
( �

+,L
2(

� d)
)

besitzt das diskrete Anfangswert-
problem

(DAP)





d2

dt2
〈uh(t),vh〉L2 +B(uh(t),vh) = 〈f (t),vh〉L2 für alle vh ∈ Vh,

uh(0) = uh,0,

u̇h(0) = vh,0

eine eindeutige Lösung uh :
�

+ → Vh.
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Beweis. Nach Satz 5.2.1 ist Vh ⊆ H(div) abgeschlossen und die Behauptung folgt unmit-
telbar aus Lemma 3.3.5, der Existenz und Eindeutigkeit des kontinuierlichen Problems.

Satz 5.2.3. Bezeichnet | · |B die von der nichtnegativen Bilinearform B(·, ·) = c2〈div ·, div ·〉
induzierte Halbnorm, so gilt für die eindeutige Lösung uh :

�
+ → Vh des diskreten Anfangs-

wertproblems (DAP)

B
(
uh(t),uh(t)

)
+ ‖u̇h(t)‖2L2 ≤ B

(
uh(0),uh(0)

)
+ ‖u̇h(0)‖2L2 +

∫ t

0

‖f(s)‖2
L2 ds

und

|uh(t)|B + ‖u̇h(t)‖L2 ≤
√
2
{
|uh(0)|B + ‖u̇h(0)‖L2 +

∫ t

0

‖f(s)‖L2 ds
}
.

Beweis. Da Vh ⊆ H(div) abgeschlossen ist, folgt die erste Ungleichung unmittelbar mit der
kontinuierlichen Abschätzung aus Korollar 3.3.8, während die zweite Ungleichung aus der
für alle x ∈ � d gültigen Abschätzung ‖x‖1 ≤

√
2|x| zwischen der Summennorm ‖·‖1 und

der euklidischen Norm | · | folgt.

5.3 Konvergenz der Semidiskretisierung

Da die Bilinearform B(·, ·) der inneren Energie H(div)-elliptisch bezüglich L2(
� d) ist, de-

finiert die Bilinearform Bλ : H(div)×H(div)→ �
,

Bλ(u,v) := B(u,v) + λ〈u,v〉L2 ,

für alle λ > 0 ein Skalarprodukt auf H(div). Es bezeichne ‖ · ‖Bλ
die von Bλ(·, ·) induzierte

Norm auf H(div). Wegen der Abgeschlossenheit des Ansatzfunktionenraums Vh ⊆ H(div)
nach Satz 5.2.1 existiert die lineare elliptische Ritz-Projektion Ph : H(div)→ Vh mit

Bλ(Phu,vh) = Bλ(u,vh) für alle vh ∈ Vh (5.15)

und man erhält folgende Konvergenzabgschätzung.

Satz 5.3.1. Ist die exakte Lösung u :
�

+ →H(div) zweimal stetig differenzierbar, so gilt
für alle t ≥ 0

|u(t)− uh(t)|B + ‖u̇(t)− u̇h(t)‖L2 ≤ |u(t)− Phu(t)|B + ‖u̇(t)− Phu̇(t)‖L2

+
√
2

{
|uh(0)− Phu(0)|B + ‖u̇h(0)− Phu̇(0)‖L2

+

∫ t

0

‖ü(s)− Phü(s)‖L2 + λ‖u(s)− Phu(s)‖L2 ds

}
.

Beweis. Nach Definition der ‖·‖Bλ
-Norm ist

√
λ‖u‖L2 ≤ ‖u‖Bλ

für alle u ∈ H(div) und
λ > 0. Mit der Linearität des Projektors Ph, erhält man damit

∥∥∥Phu(t+ h)− Phu(t)

h
− Phu̇(t)

∥∥∥
L2

=
∥∥∥Ph

{u(t+ h)− u(t)

h
− u̇(t)

}∥∥∥
L2

≤ 1√
λ

∥∥∥Ph
{u(t+ h)− u(t)

h
− u̇(t)

}∥∥∥
Bλ

≤ 1√
λ

∥∥∥u(t+ h)− u(t)

h
− u̇(t)

∥∥∥
Bλ

→ 0
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für h→ 0, falls u :
�

+ →H(div) differenzierbar ist. Unter der Voraussetzung, daß u zwei-
mal stetig differenzierbar ist, erhält man folglich

d2

dt2
Phu(t) = Phü(t).

Bezeichnet 〈·, ·〉 := 〈·, ·〉L2 das Skalarprodukt in L2, so ist

〈üh − Phü,vh〉+B(uh − Phu,vh)

= 〈üh − Phü,vh〉+B(uh,vh)−B(Phu,vh)

= 〈üh − Phü,vh〉+B(uh,vh)−Bλ(Phu,vh) + λ〈Phu,vh〉
= 〈üh − Phü,vh〉+B(uh,vh)−Bλ(u,vh) + λ〈Phu,vh〉
= 〈üh − Phü,vh〉+B(uh,vh)−B(u,vh)− λ〈u,vh〉+ λ〈Phu,vh〉
=
{
〈üh,vh〉+B(uh,vh)

}
−
{
〈ü,vh〉+B(u,vh)

}

+
{
〈ü− Phü,vh〉 − λ〈u− Phu,vh〉

}

= 〈{ü− Phü} − λ{u− Phu},vh〉
und damit

d2

dt2
〈uh − Phu,vh〉+B(uh − Phu,vh) = 〈{ü− Phü} − λ{u− Phu},vh〉.

Aus der Stabilitätsabschätzung von Satz 5.2.3 folgt

|uh(t)−Phu(t)|B+‖u̇h(t)−Phu̇(t)‖L2 ≤ +
√
2

{
‖u̇h(0)−Phu̇(0)‖L2+|uh(0)−Phu(0)|B

+

∫ t

0

‖ü(s)− Phü(s)‖L2 + λ‖u(s)− Phu(s)‖L2 ds

}
.

Schließlich ist |uh(t)− Phu(t)|B ≥ |u(t)− uh(t)|B − |u(t)− Phu(t)|B und analog
‖u̇h(t) − Phu̇(t)‖L2 ≥ ‖u̇(t) − u̇h(t)‖L2 − ‖u̇(t) − Phu̇(t)‖L2 , woraus die Behauptung
folgt.

Wählt man die diskreten Anfangswerte uh,0,vh,0 ∈ Vh genügend nahe an den kontinu-
ierlichen u0 ∈ H(div), v0 ∈ L2(

� d), so wird demnach die Güte der Approximation
durch die Approximationseigenschaften des Bλ-orthogonalen Projektors Ph in den jewei-
ligen (Halb-)normen bestimmt. Ist die exakte Lösung u :

�
+ →H(div) eine zweimal stetig

differenzierbare Funktion der Zeit, so hängt die Konvergenzordnung des Verfahrens sogar
ausschließlich von der Ordnung der Terme inf

vh∈Vh
‖u − vh‖H(div), inf

vh∈Vh
‖u̇ − vh‖H(div) und

inf
vh∈Vh

‖ü− vh‖H(div) ab. Für alle u ∈ H(div) ist wegen

|u|B√
λ‖u‖L2

}
≤ ‖u‖Bλ

≤ C‖u‖H(div), C > 0, (5.16)

nach dem Lemma von Céa nämlich

‖u− Phu‖Bλ
= inf

vh∈Vh
‖u− vh‖Bλ

≤ C inf
vh∈Vh

‖u− vh‖H(div). (5.17)
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Lemma 5.3.2. Der SobolevraumH1(
� d) =W 1/2(

� d) =
{
u ∈ L2(

� d)|Du ∈ L2(
� d)
}

ist
stetig in H(div) eingebettet. Genauer ist ‖u‖H(div) ≤

√
d‖u‖H1(

�
d) für alle u ∈ H1(

� d).

Beweis. Für alle u ∈ H1(
� d) ist mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

‖divu‖2
L2(

�
d,

�
) =

∫
�

d

∣∣
d∑

j=1

∂uj
∂xj

∣∣2 dx ≤ d

∫
�

d

d∑

j=1

∣∣∂uj
∂xj

∣∣2 dx ≤ d|u|2H1(
�

d) (5.18)

und folglich

‖u‖2H(div) = ‖u‖2
L2(

�
d) + ‖divu‖2

L2(
�

d,
�
) ≤ d‖u‖2H1(

�
d).

Unter der geringfügig stärkeren Annahme, daß die eindeutige Lösung u(·, t) und deren Ab-
leitungen u̇(·, t) und ü(·, t) im Sobolevraum H1(

� d) liegen, genügt es demnach Methoden
zu entwickeln, die es einem gestatten inf

vh∈Vh
‖u − vh‖H1(

�
d) mit derselben Vorgehensweise

wie inf
vh∈Vh

‖u̇ − vh‖H1(
�

d) und inf
vh∈Vh

‖ü − vh‖H1(
�

d) abzuschätzen. Da sowohl der Sobo-

levraum H1(
� d)als auch der Raum H(div) Ableitungen bis einschließlich vom Grad eins

enthalten, verschlechtert sich dadurch die Konvergenzordnung nicht.

5.3.1 Abschätzungen des Fehlers inf
vh∈Vh

‖u− vh‖H1(
�

d)

Um die Konvergenzordnung des Verfahrens angeben zu können, benötigt man demnach Ab-
schätzungen des Approximationsfehlers inf ‖u − vh‖H1(

�
d) durch geeignete Normen. Für

genügend glatte Funktionen u ∈ Hn(
� d) bieten sich hierfür die Sobolevnormen ‖·‖Hn(

�
d)

oder die Sobolevhalbnormen | · |Hn(
�

d) an, und man sucht neben verschiedenen von h un-
abhängigen Konstanten C > 0 möglichst große γ ∈ � , so daß mit natürlichen n ≥ m ≥ 1
Abschätzungen der Form

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖H1(
�

d) ≤ inf
vh∈Vh

‖u− vh‖Hm(
�

d) ≤ Chγ‖u‖Hn(
�

d), (5.19)

oder
inf

vh∈Vh
‖u− vh‖H1(

�
d) ≤ inf

vh∈Vh
‖u− vh‖Hm(

�
d) ≤ Chγ|u|Hn(

�
d), (5.20)

erfüllt sind. Diese geben wir im vorliegenden Abschnitt unter der folgenden Voraussetzung
an.

(V)





Stets sei ψ(x) =
d∏

µ=1

ψ̃(xµ) das Tensorprodukt von skalarwertigen B-Splines

ψ̃ = Bn und G = � d ein ganzzahliges Würfelgitter der Gitterweite h > 0.

Es stellt sich heraus, daß die Ordnung der Galerkin Diskretisierung gerade durch den Pa-
rameter γ ∈ � gegeben ist. Natürlich hängt dessen Größe neben der Glattheit der exakten
Lösung u ∈ Hn(

� d) und der gewählten Formfunktion ψ :
� d → �

+ wesentlich von den
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Freiheitsgraden qk und Hk ab. Zu diesem Zweck unterscheiden wir zwischen dem Ansatz-
funktionenraum

V
(n−1)
h,q :=

{
vh ∈ Vh |Hk = 0 für alle k ∈ G und ψ(x) =

d∏

µ=1

Bn(xµ)
}
,

der ausschließlich Elemente mit positionellen Freiheitsgraden besitzt und dem vollen An-
satzfunktionenraum

V
(n)
h :=

{
vh ∈ Vh |ψ(x) =

d∏

µ=1

Bn(xµ)
}
.

Besteht die Formfunktion aus einem Tensorprodukt von Bn-Splines, so bestehen Elemente
des Ansatzfunktionenraumes V (n−1)

h,q in jeder Komponente xµ, µ = 1, . . . , d, aus stückweisen
Polynomen (n − 1)-ten Grades, während sie für Elemente vh ∈ V

(n)
h stückweise Polynome

vom Grad n sind. Dies erklärt auch, warum die obige Notation derart gewählt wurde.
Im Folgenden sei zunächst vh ∈ V

(n−1)
h,q , also Hk = 0 für alle k ∈ G. In dieser Situation

bekommt man leicht eine erste Abschätzung des Approximationsfehlers, da die Ansatzfunk-
tionen

vh(x, t) =
∑

k∈G

ψ(x/h− k)qk

aus einem Tensorprodukt von B-Splines bestehen, deren Approximationsgüte bereits 1970
von Bramble-Hilbert angegeben wurde.

Satz 5.3.3. Seien n ≥ m ≥ 1 und u ∈ Hn(
� d). Für d < 2n existiert eine von der Gitter-

weite h unabhängige Konstante C > 0 mit

inf
vh∈V (n−1)

h,q

‖u− vh‖Hm(
�

d) ≤ Chn−m‖u‖Hn(
�

d).

Beweis. vgl. [BrHi70,Theorem 9].

Der gleichmäßigen Anordnung der Teilchen über dem Gleichgewichtszustand ist es zu ver-
danken, daß die Formfunktion ψ translationsinvariant ist und man mit der Fouriertransfor-
mation eine Technik kennt, um an Abschätzungen der Art (5.19) zu gelangen. Insbeson-
dere der Beweis von Satz 5.3.3 beruht wesentlich auf der Fouriertransformierten ψ̂ von
ψ ∈ Hn(

� d,
�
), die bekanntlich durch

ψ̂(w) :=

∫
�

d

ψ(x)e−ix·w dx

fast überall definiert werden kann. Nach Voraussetung besitzt ψ :
� d → �

einen kompakten
Träger, weshalb die Fouriertransformierte ψ̂(w) ∈ C∞(

� d,
�
) eine unendlich oft stetig

differenzierbare Funktion darstellt. Dies wurde Anfang der 70er Jahre von Babuška [Bab70]
und Strang [Str71] ausgenutzt, die damit weitere Abschätzungen der Art (5.19) angeben
konnten. Schließlich fanden 1973 Strang und Fix [StFi73] hinreichende Kriterien, anhand
derer sich die Existenz der gewünschten Abschätzungen einfach nachprüfen läßt.
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Satz 5.3.4. (Strang und Fix) Für ψ ∈ Hn(
� d,

�
) mit kompaktem Träger und natürlichem

n ≥ 1 sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) Für jeden Multiindex ν ∈ � d mit |ν| ≤ n − 1 ist ψ̂(0) 6= 0 und Dνψ̂(2πk) = 0 für
0 6= k ∈ � d.

(ii) Für fast alle x ∈ � d und |ν| ≤ n − 1 exisitert ein λ 6= 0 sowie ein Polynom q vom
Grad < |ν|, so daß ∑

k∈ � d

kνψ(x− k) = λxν + q(x) (5.21)

gilt. Die Funktion auf der rechten Seite von (5.21) ist stetig. Da die Funktion auf der
linken Seite für d < 2n ebenfalls stetig ist, gilt die Gleichung (5.21) in diesem Fall für
alle x ∈ � d.

(iii) Sei n ≥ m ≥ 1. Für jedes u ∈ Hn(
� d,

�
) existieren reelle Koeffizienten αhk mit

k ∈ � d und h > 0 derart, daß
∣∣∣
∣∣∣u−

∑

k∈ � d

ψ(x/h− k)αhk

∣∣∣
∣∣∣
Hm(

�
d,

�
)
≤ Chn−m‖u‖Hn(

�
d,

�
)

mit einer von h unabhängigen Konstanten C > 0 gilt.

Beweis. vgl. [StFi73].

Ist eine der äquivalenten Aussagen des Theorems von Strang und Fix erfüllt, so bilden die
Funktionen ψ(x − k)/λ nach Aussage (ii) wegen

∑
k∈ � d

ψ(x − k) = λ 6= 0 eine Zerle-

gung der Eins und man befindet sich in der Lage, Approximationsaussagen für Elemente vh
des Ansatzfunktionenraums V (n−1)

h,q treffen zu können. Der Grund hierfür ist die Tatsache,
daß der Satz von Strang und Fix mühelos komponentenweise auf vektorwertige Funktionen
u ∈ Hn(

� d) verallgemeinert werden kann. Danach existieren insbesondere genau dann Ge-
wichtsvektoren qk := qhk, die komponentenweise aus den Gewichten αhk bestehen und eine
von h unabhängige Konstante C > 0 mit

∣∣∣
∣∣∣u−

∑

k∈ � d

ψ(x/h− k)qk

∣∣∣
∣∣∣
Hm(

�
d)
≤ Chn−m‖u‖Hn(

�
d),

wenn für ψ ∈ Hn(
� d,

�
) die Bedingung (i) aus Satz 5.3.4 erfüllt ist, also ψ̂(0) 6= 0 und

Dνψ̂(2πk) = 0 für k ∈ � d und |ν| ≤ n − 1, n ≥ m ≥ 1, gilt. Es resultiert folgendes
Korollar.

Korollar 5.3.5. Sei u ∈ Hn(
� d) und n ≥ m ≥ 1. Unter der Voraussetzung (V) existiert

eine von h unabhängige Konstante C > 0 mit

inf
vh∈V (n−1)

h,q

‖u− vh‖Hm(
�

d) ≤
∣∣∣
∣∣∣u−

∑

k∈ � d

ψ(x/h− k)qk

∣∣∣
∣∣∣
Hm(

�
d)
≤ Chn−m‖u‖Hn(

�
d).
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Beweis. Durch Fouriertransformation erhält man

B̂1(w) =

∫ 1/2

−1/2

eiwx dx =
sin(w/2)

w/2

und somit für n ∈ �

B̂n(w) =

(
sin(w/2)

w/2

)n
.

Unter der Voraussetzung (V) besteht die Formfunktion ψ(x) aus einem Tensorprodukt von
Bn-Splines und die Fouriertransformierte besitzt die Darstellung

ψ̂(w) =
d∏

µ=1

B̂n(xµ) =
d∏

µ=1

(
sin(wµ/2)

wµ/2

)n
.

Sicherlich ist ψ̂(0) 6= 0 und Dνψ̂(2πk) = 0 für k ∈ � d und |ν| ≤ n − 1, woraus die
Behauptung aus der Vorbemerkung mit n ≥ m ≥ 1 folgt.

Leider gilt die Poincaré Ungleichung nicht auf dem ganzen
� d, so daß hier die Sobolevnor-

men nicht äquivalent zu den entsprechenden Sobolevhalbnormen sind. Um an Abschätzun-
gen der Art (5.20) in der Sobolevhalbnorm für Elemente vh ∈ V

(n−1)
h,q zu gelangen, bedarf

es deshalb einiger Anstrengung. Eine Lösung besteht in der Konstruktion beschränkter Qua-
siinterpolanten J (n−1)

h : H1(
� d) ⊇ Hn(

� d) : → V
(n−1)
h,q , die Tensorprodukte stückweiser

Polynome vom Grad n − 1 für jedes n ≥ 1 reproduzieren. Da sich die Konstruktion ein
wenig mühsam gestaltet, erscheint es sinnvoll diese zunächst unter der Vorraussetzung (V)
für Tensorprodukte von 3B-Splines ψ̃ = B4 durchzuführen und anschließend (siehe Bemer-
kung 5.3.9) auf beliebige Splines Bn mit n ≥ 1 zu verallgemeinern. Dazu definiert man die
folgenden Polynomräume.

Definition 5.3.6. Sei Ω ⊆ �
offen und p̃s : Ω→ �

für jedes s = 1, ..., d ein stückweises
Polynom vom Grad deg(p̃s). Mit dem Multiindex ν = (ν1, ..., νd) ∈ � d, wo |ν| = ν1+...+νd,
und xν := xν11 . . .xνdd ist, definiert man für x ∈ Ωd ⊆ � d die Polynomräume

Π(n)(Ωd,
� d) :=

{
p | ps(x) =

d∏

µ=1

p̃s(xµ)mit deg(p̃s) ≤ n für jedes s = 1, ..., d
}

und

P(n)(Ωd,
� d) :=

{
p | ps(x) =

∑

|ν|≤n
aν,sx

ν , stückweise für jedes s = 1, ..., d
}
.

Die entsprechenden Räume skalarwertiger Polynome werden mit Π(n)(Ωd,
�
) beziehungs-

weise P(n)(Ωd,
�
) bezeichnet. Ist Ωd =

� d, so schreiben wir Π(n)(
� d) und P(n)(

� d).

Mit dieser Definition gilt folgendes Lemma.
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Lemma 5.3.7. Sei Ωd
h ein d-dimensionaler offener Würfel der Kantenlänge h, der in der Mit-

te des d-dimensionalen offenen Würfels Ω̃d
h der Kantenlänge 7h enthalten ist. Für gegebene

Aufpunkte aj = (aj1 , ..., ajd), j = 1, ..., 4 und Gitterpunkte k = (k1, ..., kd) definiert man für
jedes Polynom p ∈ Π(3)(

� d) die Quasiinterpolante I (3)h : Π(3)(
� d)→ V

(3)
h,q (

� d),

I
(3)
h p(x) :=

∑

k∈ � d

ψ(x/h− k)qk mit qk =

4∑

j1,...,jd=1

[ d∏

µ=1

ωjµ

]
p(hk + haj).

Wählt man die Gewichte ωj := ωjµ , j = 1, ..., 4, für jedes µ = 1, ..., d derart, daß die
zugehörigen Aufpunkte ai := aiµ 6= ajµ =: aj die eindeutige Lösung des linearen Glei-
chungssystems 



1 1 1 1
a1 a2 a3 a4
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34







ω1

ω2

ω3

ω4


 =




1
0
−1

3

0


 (5.22)

sind, so besitzt I (3)h für alle p ∈ Π(3)(Ω̃d
h,

� d) die Eigenschaften

(1) I(3)h p = p |Ωd
h

(2) Es exisitert eine von h unabhängige KonstanteC > 0mit ‖I (3)h p‖H1(Ωd
h
) ≤ C‖p‖H1(eΩd

h
).

Beweis. Der Beweis gliedert sich in zwei Teile. Zunächst zeigen wir, daß die Quasiinter-
polante I (3)h : Π(3)(Ω̃d

h,
� d) ⊆ Π(3)(

� d)→ V
(3)
h,q (Ω

d
h,

� d) ⊆ V
(3)
h,q (

� d) mit derart bestimmten
Gewichten ωjµ(j = 1, ..., 4 für jedes µ = 1, ..., d) und den daraus resultierenden Koeffi-
zientenvektoren qk, Polynome p ∈ Π(3)(Ω̃d

h,
� d) lokal auf Ωd

h reproduziert. Diese Eigen-
schaft gilt genau dann, wenn jede Komponente s = 1, ..., d der Quasiinterpolanten I

(3)
h

mit Gewichten ωjµ und Koeffizienten αk := qk,s Polynome p := ps ∈ Π(3)(Ω̃d
h,

�
) lokal

auf Ωd
h reproduziert. Da das Polynom p ∈ Π(3)(Ω̃d

h,
�
) nach Definition die Tensorprodukt-

struktur p(x) =
∏

µ p̃(xµ) besitzt, genügt es wegen der Tensorproduktstruktur des Splines

ψ(x) =
∏

µ(xµ) eine eindimensionale Quasiinterpolante I (3)h : Π(3)(Ω̃h,
�
)→ V

(3)
h,q (Ωh,

�
),

I
(3)
h p̃(xµ) :=

∑

k∈ � d

ψ̃(xµ/h− kµ)αkµ, αkµ =
4∑

jµ=1

ωjµ p̃(hkµ + hajµ),

mit I(3)h p̃ = p̃ |Ωh
für µ = {1, ..., d} zu konstruieren. Dabei ist es wegen der Translationsin-

varianz des Problems ausreichend, etwa die offenen Intervalle Ωh := (0, h) ⊆ (−3h, 4h) =:

Ω̃h, den Betrachtungen zu Grunde zu legen. Durch Transformation auf ein ganzzahliges Re-
ferenzgitter der Gitterweite 1 müssen die Gewichte ωj , j = 1, ..., 4, demnach derart bestimmt
werden, daß I (3)1 : Π(3)

(
(−3, 4),

� )→ V
(3)
1,q

(
(0, 1),

� )
,

I
(3)
1 p̃(y) :=

2∑

k=−1

ψ̃(y − k)αk, αk =
4∑

j=1

ωj p̃(k + aj),
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für alle Polynome p̃ ∈ Π(3)
(
(−3, 4),

� )
die Reproduktionseigenschaft I (3)1 p̃ = p̃ |(0,1) erfüllt.

Hieraus resultieren vier Gleichungen für die vier Unbekannten Gewichte ωj , nämlich

4∑

j=1

( 2∑

k=−1

(k + aj)
iψ̃(y − k)

)
ωj = yi für y ∈ (0, 1) und i = 0, 1, 2, 3. (5.23)

Die Summation durchläuft hierbei lediglich die ganzzahligen Gitterpunkte k = −1, ..., 2, da
auf dem Intervall (0, 1) nur die um die Punkte -1,0,1,2 zentrierten 3B-Splines ψ̃(y + 1),

ψ(y)

0.5

PSfrag replacements

-3 0 1 4

ψ̃(y), ψ̃(y − 1) und ψ̃(y − 2) einen Beitrag liefern. Es ist (vgl. Satz 2.1.2)

2∑

k=−1

ψ̃(y − k) = 1,
2∑

k=−1

kψ̃(y − k) = y, (5.24)

2∑

k=−1

k2ψ̃(y − k) = y2 +
1

3
,

2∑

k=−1

k3ψ̃(y − k) = y3 + y, (5.25)

woraus durch einfache Rechnung aus den vier Gleichungen (5.23) das lineare Gleichungs-
system (5.22) für die Gewichte ωj, j = 1, ..., 4, resultiert. Da die Determinante

∏
i<j

(ai − aj)
2

für ai 6= aj von Null verschieden ist, ist die Quasiinterpolante eindeutig bestimmt und
I
(3)
h p = p |Ωd

h
für alle p ∈ Π(3)(Ω̃d

h,
� d) nach Konstruktion. Bleibt die Beschränktheit in

der H1-Norm zu zeigen. Sowohl der Bild- als auch der Urbildbereich von I (3)h sind für alle
p ∈ Π(3)(Ω̃d

h,
� d) endlichdimensional, und es existiert sicherlich eine von h unabhängige

Konstante C > 0 mit

‖I(3)h p‖L2(Ωd
h
) ≤ C‖p‖

L2(eΩd
h
).

Jedes Polynom p ∈ Π(3)(Ωd
h,

� d) erfüllt bekanntlich die inverse Abschätzung ‖Dp‖L2(Ωd
h
) ≤

Ch−1‖p‖L2(Ωd
h
), und mit der Ungleichung von Poincaré folgt

|I(3)h p|H1(Ωd
h
) = ‖DI(3)h p‖L2(Ωd

h
) ≤ Ch−1‖I(3)h p‖L2(Ωd

h
) ≤ Ch−1‖p‖

L2(eΩd
h
)

≤ Chh−1|p|H1(eΩd
h
)

(5.26)

für jedes p ∈ Π(3)(Ω̃d
h,

� d). Hierbei bezeichnet C > 0 verschiedene, von h unabhängige
Konstanten, womit alles gezeigt ist.
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Durch Komposition von I (3)h : Π(3)(
� d)→ V

(3)
h,q mit

der orthogonalen Projektion
Q

(3)
h : H1(

� d)→ Π(3)(
� d)

bezüglich der H1-Norm,

〈Q(3)
h u,p〉H1(

�
d) = 〈u,p〉H1(

�
d)

H1(
� d) Π(3)(

� d)

V
(3)
h,q

Q
(3)
h

I
(3)
h

J
(3)
h

-

?

@
@
@

@
@
@@R

für alle p ∈ Π(3)(
� d), erhält man die gesuchte Quasiinterpolante J (3)

h : H1(
� d)→ V

(3)
h,q (

� d)
mit den gewünschten Eigenschaften.

Satz 5.3.8. Seien Ωd
h ⊆ Ω̃d

h d-dimensionale Würfel wie in Lemma 5.3.7. Die Quasiinter-
polante J (3)

h := I
(3)
h ◦Q(3)

h : H1(
� d)→ V

(3)
h,q (

� d) erfüllt die Bedingungen

(1) J (3)
h p = p |Ωd

h
für alle p ∈ Π(3)(Ω̃d

h,
� d).

(2) Für alle u ∈ H1(Ω̃d
h) exisitert eine von h unabhängige Konstante C > 0 mit

‖J (3)
h u‖H1(Ωd

h
) ≤ C‖u‖H1(eΩd

h
)

und für u ∈ H4(
� d) existiert eine weitere von h unabhängige Konstante C∗ > 0 mit

inf
vh∈V (3)

h,q

‖u− vh‖H1(
�

d) ≤ ‖u− J
(3)
h u‖H1(

�
d) ≤ C∗h3|u|H4(

�
d).

Beweis. Für p ∈ Π(3)(Ω̃d
h,

� d) folgt die erste Behauptung unmittelbar aus Eigenschaft (1)
von Lemma 5.3.7. Ist u ∈ H1(

� d), so gilt für die H1-orthogonale Projektion natürlich
‖Q(3)

h u‖H1(eΩd
h
) ≤ ‖u‖H1(eΩd

h
) und man erhält nach Lemma 5.3.7 (2)

‖J (3)
h u‖H1(Ωd

h
) = ‖I(3)h ◦Q(3)

h u‖H1(Ωd
h
) ≤ C‖Q(3)

h u‖H1(eΩd
h
) ≤ C‖u‖H1(eΩd

h
).

Da jedes Element des Polynomraums P(3)(Ωd
h,

� d) weniger Freiheitsgrade als ein Element
des Polynomraums Π(3)(Ω̃d

h,
� d) besitzt, gilt die Reproduktionseigenschaft (1) der Quasiin-

terpolanten J (3)
h auch für jedes p ∈ P(3)(Ω̃d

h,
� d). Damit ist

‖u− J
(3)
h u‖H1(Ωd

h
) = ‖(u− p)− J

(3)
h (u− p)‖H1(Ωd

h
)

≤ ‖u− p‖H1(Ωd
h
) + ‖J (3)

h (u− p)‖H1(Ωd
h
)

≤ C∗‖u− p‖H1(eΩd
h
) ≤ C∗h3|u|H4(eΩd

h
)

nach dem Theorem von Bramble-Hilbert für u ∈ H4(
� d) mit verschiedenen von h un-

abhängigen Konstanten C∗ > 0. Sei i ∈ I und
⋃
i∈I

Ωd
h,i eine Überdeckung des

� d mit offenen

d-dimensionalen Würfeln der Kantenlänge h und endlichem Überdeckungsgrad. Ferner sei
Ω̃d
h,i ⊇ Ωd

h,i der zugehörige Einzugsbereich der Quasiinterpolanten J (3)
h des i-ten Würfels mit



82 Kapitel 5. Galerkin Diskretisierung

der Kantenlänge 7h. Dann exisiteren verschiedene von h unabhängige Konstanten C∗ > 0
mit

‖u− J
(3)
h u‖2H1(

�
d) ≤ C∗

∑

i∈I
‖u− J

(3)
h u‖2H1(Ωd

h,i
) ≤ C∗

∑

i∈I

(
h3|u|H4(eΩd

h,i
)

)2

≤ C∗h6|u|2H4(
�

d)

und alles ist gezeigt.

Bemerkung 5.3.9. Unter der Vorraussetung (V) läßt sich die obige Konstruktion der Qua-
siinterpolanten J (3)

h := I
(3)
h ◦ Q(3)

h : H1(
� d)→ V

(3)
h,q in den Ansatzfunktionenraum V

(3)
h,q der

Konvexkombinationen von Tensorprodukten aus B4-Splines für jedes n ≥ 1 auf beliebige
Ansatzfunktionenräume V (n−1)

h,q verallgemeinern. Hierfür seien Ωd
h,n d-dimensionale offene

Würfel der Kantenlänge h und Ω̃d
h,n d-dimensionale offene Würfel der Kantenlänge (2n −

1)h. Für jedes n ≥ 1 sei Ωd
h,n in der Mitte des Würfels Ω̃d

h,n enthalten und man definiert für
für jedes Polynom p ∈ Π(n−1)(

� d) die Quasiinterpolante I (n−1)
h : Π(n−1)(

� d)→ V
(n−1)
h,q (

� d)
durch

I
(n−1)
h p(x) :=

∑

k∈ � d

ψ(x/h− k)qk mit qk =
4∑

j1,...,jd=1

[ d∏

µ=1

ωjµ

]
p(hk + haj).

Da der Bn-Spline bekanntlich ein stückweises Polynom vom Grad n − 1 darstellt und folg-
lich n Freiheitsgrade besitzt, müssen entsprechend viele Aufpunkte aj = (aj1 , ..., ajd) mit
j = 1, ..., n gewählt werden, damit die Konstruktion wie in Lemma 5.3.7 durchgeführt wer-
den kann. Die Gewichte und die daraus resultierenden Koeffizientenvektoren qk sind dann
derart zu bestimmen, daß die Quasiinterpolante

I
(n−1)
h : Π(n−1)(Ω̃d

h,
� d) ⊆ Π(n−1)(

� d)→ V
(n−1)
h,q (Ωd

h,
� d) ⊆ V

(n−1)
h,q

Polynome p ∈ Π(n−1)(Ω̃d
h,

� d) lokal auf Ωd
h reproduziert. Analog zum Beweis von Lemma

5.3.7 genügt es hierfür, nach Transformation auf ein ganzzahliges Referenzgitter, die Ge-
wichte ωj , j = 1, ..., n, derart zu bestimmen, daß die eindimensionale Quasiinterpolante
I
(n−1)
1 : Π(n−1)

(
(1− n, n),

� )→ V
(n−1)
1,q

(
(0, 1),

� )
,

I
(n−1)
1 p̃(y) :=

∑

k

ψ̃(y − k)αk, αk =
n∑

j=1

ωj p̃(k + aj)

für alle Polynome p̃ ∈ Π(n−1)
(
(1−n, n), � )

die Reproduktionseigenschaft I (n−1)
1 p̃ = p̃ |(0,1)

erfüllt. Die Summe über k hat hierbei n Summanden und läuft über k = 1 − n
2
, ..., n

2
für

gerade n und für ungerade n über k ≤ |n−1
2
|. Da die Fouriertransformierte B̂n von Bn

sowohl B̂n(0) 6= 0, als auch DνB̂n(2Πk) = 0 für ν ≤ n− 1 erfüllt, exisitiert nach dem Satz
5.3.4 von Strang und Fix ein λ 6= 0, sowie ein Polynom q vom Grad ≤ ν mit

∑

k

kνBn(y − k) = λyν + q(y)
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und das resultierende Gleichungssystem für die n unbekannten Gewichte ωj

n∑

j=1

(∑

k

(k + aj)
iB̃n(y − k)

)
ωj = yi für y ∈ (0, 1) und i = 0, ..., n− 1

führt stets auf ein Vandermonde-System



1 1 · · · 1
a1 a2 · · · an
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n







ω1

ω2

ω3
...
ω4




=




λ
∗
∗
...
∗




das für ai 6= aj eindeutig lösbar ist. Wegen der Normierung (2.4) des Splines ist sogar λ = 1
(vgl. Lemma 4.1.2).Mit denselben Argumenten wie im Beweis von Lemma 5.3.7 erhält man
wieder die Beschränkteit in der H1-Norm und hat somit für jedes n ≥ 1 eine Quasiinter-
polante konstruiert, die für alle p ∈ Π(n−1)(Ω̃d

h,
� d) folgende Eigenschaften erfüllt.

(1) I(n−1)
h p = p |Ωd

h
.

(2) ‖I (n−1)
h p‖H1(Ωd

h
) ≤ C‖p‖H1(eΩd

h
) mit C > 0 unabhängig von h.

Ist u ∈ Hn(
� d), so existiert nach dem Theorem von Bramble-Hilbert für alle Polynome

p ∈ P(n−1)(Ω̃d
h,

� d) eine von h unabhängige Konstante C∗ > 0 mit

‖u− p‖H1(eΩd
h
,

�
d) ≤ C∗hn−1|u|Hn(eΩd

h
,

�
d).

Durch Komposition von I
(n−1)
h : Π(n−1)(

� d)→ V
(n−1)
h,q mit der orthogonalen Projektion

Q
(n−1)
h : H1(

� d)→ Π(n−1)(
� d) bezüglich der H1-Norm, erhält man mit denselben Argu-

menten wie im Beweis von Satz 5.3.8 für jedes n ≥ 1 eine Quasiinterpolante

J
(n−1)
h := I

(n−1)
h ◦Q(n−1)

h : H1(
� d)→ V

(n−1)
h,q (

� d),

die folgenden Satz erfüllt.

Satz 5.3.10. Für jedes n ≥ 1 und u ∈ Hn(
� d) existiert unter der Voraussetzung (V) eine

von h unabhängige Konstante C∗ > 0 mit

inf
vh∈V (n−1)

h,q

‖u− vh‖H1(
�

d) ≤ ‖u− J
(n−1)
h u‖H1(

�
d) ≤ C∗hn−1|u|Hn(

�
d).

Es bleibt die interessante Frage, ob sich die Abschätzungen des Approximationsfehlers für
Elemente vh aus dem ganzen Ansatzfunktionenraum V

(n)
h noch verbessern lassen. Im Gegen-

satz zu Elementen aus dem Ansatzfunktionenraum V
(n−1)
h,q mit ausschließlich positionellen

Freiheitsgraden, die in jeder Komponente ein stückweises Polynom (n− 1)-ten Grades dar-
stellen, bestehen diese in jeder Komponente aus stückweisen Polynomen vom Grad n. Daß
sich dadurch eine Konvergenzordnung gewinnen läßt, zeigt der Rest dieses Abschnitts. Der
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Trick besteht wieder in der KonstruktionH1-beschränkter Quasiinterpolanten, die jetzt sogar
Polynome vom Grad n, und nicht nur n− 1, reproduzieren.
Sicherlich gestattet der hierfür verwendete Ansatz die Konstruktion solcher Quasiinterpolan-
ten für jeden beliebigen Bn-Spline in jeder Dimension d. Mit steigendem Polynomgrad
in den Splinefunktionen Bn steigt natürlich auch der Genauigkeitsgewinn, der jedoch sehr
schnell in keinem Verhältnis zum benötigten Rechen- und Speicheraufwand mehr steht. Da in
der Natur mehr als dreidimensionale Strömungen nicht vorkommen, läßt sich die Konstruk-
tion auf die praxisrelevanten Fälle d = 2, 3 mit Splinefunktionen B3 und B4 beschränken.

Lemma 5.3.11. Sei d=2,3 und n=3,4. Ferner sei Ωd
h ein d-dimensionaler offener Würfel der

Kantenlänge h, der in der Mitte des d-dimensionalen offenen Würfels Ω̃d
h der Kantenlänge

(2n-1)h enthalten ist und es bezeichenen Ωd
h ⊆ Ω̃d

h die offenen Intervalle entsprechender
Lage und Länge. Für gegebene Aufpunkte aj = (aj1 , ..., ajd), j = 1, ..., n und Gitterpunkte
k = (k1, ..., kd) definiert man für jedes Polynom fµ ∈ P(n)(

� d,
�
) die Quasiinterpolanten

Ĩ
(n)
h,µ : P(n)(

� d,
�
)→ V

(n)
h (

� d,
�
),

Ĩ
(n)
h,µfµ(x) :=

∑

k∈ � d

ψ(x/h− k)
{
αk + ck · (x/h− k)

}

mit der µ-ten Komponente von qk,

αk := qk

∣∣
µ
:=

n∑

j=1

j∈ � d

ωjfµ(hk + haj),

und dem µ-ten Zeilenvektor von Hk,

ck := Hk

∣∣
(µ,·):=

n∑

j=1

j∈ � d

hγj(∇fµ)(hk + haj).

Wählt man für jedes µ = 1, ..., d die Aufpunkte ajµ etwa als Intervallmittelpunkte des Bn-
Splines, {−1, 0, 1} fürB3 und {−3/2, 1/2, 1/2, 3/2} fürB4, so lassen sich die 2nd Gewichte
(ωj , γj), j = 1, ..., n derart bestimmen, daß Ĩ(n)h,µ für alle fµ ∈ P(n)(Ω̃d

h,
�
) die Eigenschaften

(1) Ĩ(n)h,µfµ = fµ |Ωh
,

(2) Es exisitert eine von h unabhängige Konstante C > 0 mit

‖Ĩ(n)h,µfµ‖H1(Ωd
h
,Ωh)

≤ C‖fµ‖H1(eΩd
h
,eΩh)

,

besitzt. Damit ist

Ĩ
(n)
h :=



Ĩ
(n)
h,1
...

Ĩ
(n)
h,d


 : P(n)(

� d)→ V
(n)
h (

� d)

eine Quasiinterpolante, die für jedes f ∈ P(n)(Ω̃d
h,

� d) die folgenden Aussagen erfüllt:
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(3) Ĩ(n)h f = f |Ωd
h
.

(4) Es exisitert eine von h unabhängige KonstanteC > 0mit ‖Ĩ(n)h f‖H1(Ωd
h
) ≤ C‖f‖H1(eΩd

h
).

Beweis. Nach Voraussetzung ist d = 2, 3 und n = 3, 4 und es sind vier H 1-beschränk-
te Quasiinterpolanten zu konstruieren, die Polynome entsprechenden Grades reproduzie-
ren. Wir zeigen zunächst die Reproduktionseigenschaft (1) im Fall d = 2 und n = 3, wo
ψ(x) =

∏
µB3(xµ) ein Tensorprodukt von eindimensionalen B3-Splines ist. Hier ist eine

zweidimensionale Quasiinterpolante Ĩ(3)h,µ : P(3)(
� 2,

�
)→ V

(3)
h (

� 2,
�
),

Ĩ
(3)
h,µfµ(x) :=

∑

k∈ � 2

ψ(x/h− k)
{
αk + ck · (x/h− k)

}

mit

αk := qk

∣∣
µ
:=

n∑

j=1

j∈ � 2

ωjfµ(hk + haj), ck := Hk

∣∣
(µ,·):=

n∑

j=1

j∈ � 2

hγj(∇fµ)(hk + haj)

zu konstruieren, die Polynome fµ ∈ P(3)(Ω̃2
h,

�
) lokal auf Ωh reproduziert. Wegen der Trans-

lationsinvarianz des Problems genügt es etwa die offenen Intervalle Ωh := (−h/2, h/2) ⊆
(−5h/2, 5h/2) =: Ω̃h den Betrachtungen zugrunde zu legen. Nach Transformation auf ein
ganzzahliges Referenzgitter der Gitterweite 1 ist die Reproduktionseigenschaft Ĩ(3)h,µfµ =
fµ |Ωh

genau dann erfüllt, wenn

Ĩ
(3)
1 f(y) :=

1∑

k=−1
k∈ � 2

ψ(y − k)
{
αk + ck · (y − k)

}

mit

αk :=
n∑

j=1

j∈ � 2

ωjf(k + aj), ck :=
n∑

j=1

j∈ � 2

γj(∇f)(k + aj)

für alle Polynome f := fµ ∈ P(3)
(
(−1/2, 1/2)2,

� )
die Reproduktionseigenschaft

Ĩ
(3)
1 f = f |(−1/2,1/2) (5.27)

erfüllt. Dabei läuft die Summation über die ganzzahligen Gitterpunkte kj = −1, 0, 1 für
j = 1, 2, da auf dem Intervall (-1/2,1/2) nur die ψ̃ = B3-Splines ψ̃(y − 1), ψ̃(y), ψ̃(y + 1)
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von Null verschieden sind. Durchläuft man gemäß nebenstehen-
der Tabelle mit allen zehn Basiselementen des Polynomraums
P(3)(

� 2,
�
) und deren partiellen Ableitungen die Reprodukti-

onsforderung (5.27), so resultieren unter Berücksichtigung der
Beziehungen

1∑

k=−1

ψ̃(y − k) = 1,
1∑

k=−1

kψ̃(y − k) = y

1∑

k=−1

k2ψ̃(y − k) = y2 +
1

4
,

1∑

k=−1

k3ψ̃(y − k) = y

Basis f ∇1f ∇2f
1 0 0
y1 1 0
y2 0 1
y21 2y1 0
y22 0 2y2
y31 3y21 0
y32 0 3y22
y1y2 y2 y1
y21y2 2y1y2 y21
y1y

2
2 y22 2y1y2

13 Gleichungen für die 18 Koeffizienten (ωj , γj). Genauer erhält man zehn Gleichungen für
die neun Koeffizienten ωj und 3 Gleichungen für die γj , die in der unteren Tabelle aufgelistet
sind. Bezeichnen ω, γ ∈ � 9 die aus den jeweiligen Koeffizienten (ωj, γj), � d 3 j = 1, ..., 3
bestehenden Vektoren, so lassen sich die Gleichungen in Form von zwei linearen Glei-
chungssystemen Aω = b und Bγ = c schreiben, wobei sich die Zeilen der Matrizen

Basis f Bedingung für ω(j1,j2) Bedingung für γ(j1,j2)
1

∑
ω(j1,j2) = 1 -

y1
∑
aj1ω(j1,j2) = 0 -

y2
∑
aj2ω(j1,j2) = 0 -

y21
∑
a2j1ω(j1,j2) = − 1

12

y22
∑
a2j2ω(j1,j2) = − 1

12

∑
γ(j1,j2) =

1
3

y31
∑
a3j1ω(j1,j2) = c1

∑
aj1γ(j1,j2) =

2
3
c1

y32
∑
a3j2ω(j1,j2) = c2

∑
aj2γ(j1,j2) =

2
3
c2

y1y2
∑
aj1aj2ω(j1,j2) = 0 -

y21y2
∑
a2j1aj2ω(j1,j2) =

1
3
c2 -

y1y
2
2

∑
aj1a

2
j2
ω(j1,j2) =

1
3
c2 -

A ∈ M
10×9(

�
) und B ∈ M

3×9(
�
) in derselben Reihenfolge befinden sollen, wie sie in der

Tabelle aufgeführt sind. Während B vollen Rang besitzt und das lineare Gleichungssystem
Bγ = c unendlich viele Lösungen besitzt, ist rang(A)=9 und die aus den Basiselementen
{y31, y32} resultierenden Zeilenvektoren A(6,·) und A(7,·) sind linear abhängig. Genauer ist
bei der Wahl der vorgeschlagenen Aufpunkte aj = (aj1, aj2) mit aj1 = aj2 = {−1, 0, 1}
A(6,·) = A(2,·) und A(7,·) = A(3,·), so daß die entsprechenden Komponenten b6 = b2 und
b7 = b3 übereinstimmen müssen, um eine Lösung des linearen Gleichungssystems Aω = b

zu gewährleisten. Durch Wahl der Konstanten c1 = c2 = 0 ist dies problemlos möglich
und es existieren nach komponentenweiser Konstruktion unendlich viele Quasiinterpolanten
Ĩ
(3)
h : P(3)(

� 2)→ V
(3)
h (

� 2), die lokal Polynome dritten Grades f ∈ P(3)(Ω̃2
h,

� 2) repro-
duzieren, also (3) erfüllen. Mit derselben Vorgehensweise lassen sich auch in den übrigen
drei Fällen (d, n)=(2,4), (3,3) und (3,4) unendlich viele Quasiinterpolanten konstruieren, die
Polynome entsprechenden Grades lokal reproduzieren. Lediglich die Dimension der linea-
ren Gleichungssysteme wächst mit größeren Dimensionen d und Polynomgraden n und es
müssen wesentlich mehr Basiselemente durchlaufen werden. Im Falle (d, n)=(3,4) sind dies
bereits dim(P(4)(

� 3,
�
))=35. Bleibt noch die H1-Beschränktheit der Quasiinterpolanten zu
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zeigen. Da in allen 4 Fällen der Bild- und Urbildbereich endlichdimensional ist, sind diese
in der L2-Norm beschränkt und mit der Ungleichung von Poincaré folgt wie in (5.26) die
Behauptung, womit alles gezeigt ist.

Durch Komposition der Quasiinterpolanten Ĩ(n)h mit der zugehörigen orthogonalen Projekti-
on Q̃(n)

h : H1(
� d)→ P(n)(

� d) bezüglich der H1-Norm,

〈Q̃(n)
h u,f〉H1(

�
d) = 〈u,f〉H1(

�
d)

erhält man für alle f ∈ P(n)(
� d) und d = 2, 3 sowie n = 3, 4 Quasiinterpolanten J̃

(n)
h :

H1(
� d)→ V

(n)
h (

� d) mit den gesuchten Merkmalen.

Satz 5.3.12. Sei d=2,3 und n=3,4. Ferner seien Ωd
h ⊆ Ω̃d

h d-dimensionale Würfel wie in
Lemma 5.3.11. Die Quasiinterpolanten J̃ (n)

h := Ĩ
(n)
h ◦ Q̃(n)

h : H1(
� d)→ V

(n)
h (

� d) erfüllen
die Bedingungen

(1) J̃ (n)
h f = f |Ωd

h
für alle f ∈ P(n)(Ω̃d

h,
� d)

(2) Für alle u ∈ H1(Ω̃d
h) exisitert eine von h unabhängige Konstante C > 0 mit

‖J̃ (n)
h u‖H1(Ωd

h
) ≤ C‖u‖H1(eΩd

h
)

und für u ∈ Hn+1(
� d) existiert eine weitere, von h unabhängige Konstante C∗ > 0 mit

inf
vh∈V (n)

h

‖u− vh‖H1(
�

d) ≤ ‖u− J̃
(n)
h u‖H1(

�
d) ≤ C∗hn|u|Hn+1(

�
d).

Beweis. Für alle zulässigen (d, n) und f ∈ P(n)(Ω̃d
h,

� d) folgt die Behauptung (1) unmittel-
bar aus Lemma 5.3.11. Hieraus resultiert für u ∈ H1(

� d) ebenfalls

‖J̃ (n)
h u‖H1(Ωd

h
) = ‖Ĩ(n)h ◦ Q̃(n)

h u‖H1(Ωd
h
) ≤ C‖Q̃(n)

h u‖H1(eΩd
h
) ≤ C‖u‖H1(eΩd

h
).

Damit ist

‖u− J̃
(n)
h u‖H1(Ωd

h
) ≤ ‖u− f‖H1(Ωd

h
) + ‖J̃ (n)

h (u− f)‖H1(Ωd
h
)

≤ C∗‖u− f‖H1(eΩd
h
) ≤ C∗hn|u|Hn+1(eΩd

h
)

nach dem Theorem von Bramble-Hilbert für u ∈ Hn+1(
� d), mit verschiedenen von h un-

abhängigen Konstanten C∗ > 0. Durch Konstruktion einer Überdeckung des
� d mit endli-

chem Überdeckungsgrad folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 5.3.8.

5.3.2 Konvergenzaussagen in der Energiehalbnorm

Zusammen mit dem Konvergenzresultat aus Satz 5.3.1 gestatten es die im vorherigen Ab-
schnitt angegebenen Abschätzungen des Approximationsfehlers nun, die Konvergenzord-
nung des Galerkin Verfahrens anzugeben. Über einem Würfelgitter der Gitterweite h > 0
kann unter geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion und die diskreten Anfangs-
werte eine beliebeig hohe Konvergenzrate erzielt werden. Der folgende Satz zeigt, daß dies
bereits für Ansatzfunktionen mit ausschließlich positionellen Freiheitsgraden möglich ist.
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Satz 5.3.13. Ist die exakte Lösung u :
�

+ →H(div) zweimal stetig differenzierbar und
werden die diskreten Anfangswerte uh,0,vh,0 ∈ V

(n−1)
h,q durch

|u0 − uh,0|B = ‖v0 − vh,0‖L2 = O(hn−1)

entsprechend nahe an den kontinuierlichen Anfangswerten u0 ∈ H(div),v0 ∈ L2(
� d)

gewählt, so gilt unter der Voraussetzung (V) für jedes n ≥ 1 und u, u̇, ü ∈ Hn(
� d) die

Abschätzung
|u− uh|B = O(hn−1),

wobei in die von der Gitterweite h > 0 unabhängigen Konstanten die Halbnormen |u|Hn(
�

d),
|u̇|Hn(

�
d) und |ü|Hn(

�
d) eingehen.

Beweis. Der Beweis basiert auf den Abschätzungen des Approximationsfehlers

inf
vh∈V (n−1)

h,q

‖u− vh‖H1(
�

d)

aus Korollar 5.3.5 oder Satz 5.3.8 für u ∈ Hn(
� d), die unter der Voraussetzung (V) gelten

und für u̇, ü ∈ Hn(
� d) auf die Zeitableitungen inf ‖u̇ − vh‖H1(

�
d), inf ‖ü − vh‖H1(

�
d)

übertragen werden können. Da der Sobolevraum H1(
� d) stetig in H(div) eingebettet ist,

folgt daraus für zweimal stetig differenzierbares u :
�

+ →H(div) mit der angegebenen
Wahl der diskreten Anfangswerte und den Abschätzungen (5.16) sowie (5.17) die Behaup-
tung unmittelbar aus Satz 5.3.1.

Da die linearisierten Kräfte und Drehmomente der bei der Galerkin Diskretisierung nach
Satz 5.1.2 mit denen der Methode der Finiten Massen übereinstimmen, handelt es sich beim
Galerkin Vefahren um eine Modifizierung der Methode der Finiten Massen, bei der man mit
der diskreten kinetischen Gesamtenergie anstelle der kinetischen Energien der Einzelteil-
chen in die Lagrangefunktion eingeht. Wählt man die Formfunktion ψ als Tensorprodukt von
Bn Splines, so sind die Konvergenzraten des vorherigen Satzes gerade die Konvergenzraten
der modizifierten Methode der Finiten Massen. Allerdings ist ψ in der Methode der Finiten
Massen als stückweise stetig differenzierbare, Lipschitz-stetige Funktion mit kompaktem
Träger vorausgesetzt, so daß mindestens n ≥ 3 gewählt werden muß. Für Tensorprodukte
von B3-Splines konvergiert die Lösung der modifizierten Methode der Finiten Massen dem-
nach quadratisch gegen die Lösung der akustischen Wellengleichung, während für kubische
B4-Splines bereits kubische Konvergenz vorliegt. Dies gilt bereits für Ansatzfunktionen mit
ausschließlich positionellen Freiheitsgraden, bei denen die Teilchen keinerlei Deformation
erfahren können. Daß sich diese Konvergenzrate noch um eine Potenz verbessert, wenn mit
vollen Ansatzfunktionen gerabeitet wird, zeigt der folgende Satz, dessen Beweis auf den in
Satz 5.3.12 konstruierten Quasiinterpolanten beruht.

Satz 5.3.14. Sei d = 2, 3 und n = 3, 4. Werden die diskreten Anfangswerte uh,0,vh,0 ∈ V
(n)
h

derart gewählt, daß
|u0 − uh,0|B = ‖v0 − vh,0‖L2 = O(hn)

gilt, so erhält man unter der Vorausstzung (V) für u, u̇, ü ∈ Hn+1(
� d) die Abschätzung

|u− uh|B = O(hn).

Die hierbei auftretende Konstante hängt von den Sobolev-Halbnormen | · |Hn+1(
�

d) der Funk-
tionen u, u̇ und ü ab, nicht aber von der Gitterweite h > 0.
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Beweis. Folgt analog zum Beweis von Satz 5.3.13 aus der Konstruktion der Quasiinterpolan-
ten aus Satz 5.3.12.

Besteht die Formfunktion ψ aus einem Tensorprodukt von B3-Splines, so konvergiert die
Lösung der modifizierten Methode der Finiten Massen für Ansatzfunktionen aus dem voll-
ständigen Ansatzfunktionenraum V

(3)
h demnach sogar kubisch gegen die Lösung der aku-

stischen Wellengleichung. Mit Tensorprodukten von kubischen B4-Splines erhöht sich die
Konvergenzordung entsprechend um eine Ordnung und es liegt Konvergenz vierter Ordnung
vor.



Kapitel 6
Die Methode der Finiten Massen für
hyperelastische Materialien

Die Methode der Finiten Massen wurde ursprünglich zur Simulation kompressibler Strömun-
gen in Flüssigkeiten oder Gasen entwickelt. Durch entsprechende Modifikationen des An-
satzes ist sie auch in der Lage, die Verformungen von elastischen Körpern zu reproduzieren.
Ein wesentlicher Unterschied zu den Bewegungsgleichungen von Fluiden besteht darin, daß
die Elastizitästsgleichungen (A.4) mit Hilfe der Piola-Kirchhoff Transformation über dem
Referenzzustand ausgedrückt werden. Man benötigt deshalb eine geeignete Definition der
Deformation über dem Referenzzustand, sowie eine innere Energie, die das Verhalten des
Materials zumindest für kleine Verformungen eindeutig bestimmt. Dies ist auch der Grund,
weshalb man sich auf die Klasse der hyperelastischen Materialien beschränkt.

6.1 Die Deformation

Das wichtigste Instrument der Elastizitätstheorie ist die Deformation. Sie beschreibt die
Verformungen eines Körpers, dessen Volumen durch den Abschluß einer offenen, zusam-
menhängenden Menge Ω ⊆ � d mit genügend glattem Rand repräsentiert wird. Der Abschluß
von Ω bezeichnet den Referenzzustand, für den etwa der Ausgangszustand Ω̄0 zur Zeit t = 0
eine geeignete Wahl darstellen könnte. Zur Untersuchung der Schallausbreitung ist es jedoch
naheliegend, im Folgenden den Referenzzustand mit dem spannungsfreien Gleichgewichts-
zustand Ω̄ zu identifizieren. Nach der Idee der Methode der Finiten Massen teilt man die
Masse des Körpers auf endlich viele Massenpakete mit endlicher Ausdehnung auf. Bezeich-
net x := q̄i + H̄ iy, so bewegen sich nach (2.2) die Teilchen entlang der Trajektorien

t→ x+ ui(x, t),

wobei
ui(x, t) = qi(t) +H i(t)

(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)
− x.

Da ui(x, 0) = 0 ist, bezeichnet man ui(x, t) als die Verschiebung des i-ten Teilchens und
definiert mit Hilfe der lokalen Massenanteile (2.18) die Gesamtverschiebung

u(x, t) =
∑

i

χ̄i(x)ui(x, t).

In der Mechanik besteht zwischen der Verschiebung und der Deformation die Beziehung
(A.1), was uns zu der folgenden Definition ermutigt.

Definition 6.1.1. Die Funktion ϕ : Ω̄ ⊆ � d → � d mit

ϕ(x, t) =
∑

i

χ̄i(x)ϕi(x, t) (6.1)

90
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und
ϕi(x, t) = qi(t) +H i(t)

(
H̄

−1
i (x− q̄i)

)

bezeichnet man als die Deformation eines Körper Ω über dem Referenzzustand Ω̄.

Man beachte, daß dabei die lokalen Massenanteile χ̄i(x) unabhängig von den Positionen
qi(t) und den Deformationen H i(t) sind, was die Herleitung der Kräfte F i und Drehmonete
M i im übernächsten Abschnitt erheblich vereinfacht.
Neben der Deformation stellt vor allem der Deformationsgradient eine entscheidende Größe
dar, da sowohl die Materialgesetze als auch der Cauchysche Spannungstensor aus Abschnitt
A.3 davon abhängen. Man ist deshalb an dessen Ableitung nach x interessiert.

Lemma 6.1.2. Für den Gradienten der Deformation ϕ bezüglich x gilt

∇ϕ(x) =
∑

i

[ϕi(x, t)][∇χ̄i(x)]T + χ̄i(x)H i(t)H̄
−1
i . (6.2)

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation unterdrückt man die Zeitabhängigkeit von qi und
H i. Bezeichnen H := H iH̄

−1
i und vi = qi+H i

(
H̄

−1
i (x−q̄i)

)
, so ist die k-te Komponente

der Deformation ϕ(x) von der Form ϕk(x) =
∑
χ̄i(x)vi · ek. Wegen

Dl(vi · ek) = Dl

( d∑

n=1

Hmnxn
)
· ek = Dl

d∑

n=1

Hknxn = Hkl

folgt aus

∇ϕkl = Dlϕk =
∑

i

{Dlχ̄i(x)vi · ek + χ̄i(x)Dlvi · ek}

mit vi = ϕi die Behauptung.

6.2 Die innere Energie

Neben der kinetischen Energie benötigt man auch bei hyperelastichen Materialien die innere
Energie des Systems um die Lagrangefunktion aufzustellen und daraus die Bewegungsglei-
chungen abzuleiten. Im Gegensatz zu den elastischen Materialien ist ein (inhomogenes) Ma-
terial genau dann hyperelastisch, wenn es ein Energiefunktional W : Ω̄×M3

+(
�
)→ �

gibt,
dessen Fréchet-Ableitung mit der Antwortfunktion des ersten Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors übereinstimmt (vgl. Definition A.3.8). Dies rechtfertigt den folgenden Ansatz.

Definition 6.2.1. Ein (homogenes) hyperelastisches Material ist durch sein hinreichend oft
stetig differenzierbares Energiefunktional W : M3

+(
�
)→ �

eindeutig bestimmt und es be-
zeichnet

V =

∫
W
(
∇ϕ(x)

)
dx (6.3)

die zugehörige innere Energie.
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6.3 Die Bewegungsgleichungen hyperelastischer Materialien

Aus der kinetischen Energie (2.22) und der inneren Energie (6.3) eines hyperelastischen
Materials leiten sich wie bei adiabatischen Fluiden in Kapitel 2.3 aus der Lagrangefunktion
L = E − V die Bewegungsgleichungen

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0,

d

dt

∂L

∂Ḣ i

− ∂L

∂H i
= 0

ab. Mit den mit negativem Vorzeichen versehenen Kräften

F i :=
∂V

∂qi
(6.4)

und den Drehmomenten
M i :=

∂V

∂H i

(6.5)

sind diese von der ähnlichen Gestalt

miq̈i = −F i,

JmiḦ i = −M i.
(6.6)

Der Unterschied beruht auf der anderen Definition der Kräfte und Drehmomente, die hier
im Gegensatz zu adiabatischen Fluiden nicht als negative Ableitungen der inneren Energie
angesetzt werden. Bei der folgenden Berechnung der Kräfte und Drehmomente spart man
sich damit ein Vorzeichen, das über die Bewegungsgleichungen (6.6) wieder eingeht.

Satz 6.3.1. Bezeichnet F den Deformationsgradienten ∇ϕ, so sind die in den Bewegungs-
gleichungen (6.6) relevanten Kräfte

F i =

∫
W ′(F )∇χ̄i(x) dx (6.7)

und Drehmomente
M i =

∫
W ′(F )

(
∇w̄i(x)

)T
dx. (6.8)

Hierbei bezeichnet w̄i(x) = χ̄i(x)H̄
−1
i

(
x− q̄i

)
und folglich

∇w̄i(x) =
[
H̄

−1
i (x− q̄i)

][
∇χ̄i(x)]T + χ̄i(x)H̄

−1
i .

Beweis. Da W und ϕ genügend glatt sind, erhält man durch Differentiation unter dem Inte-
gral einerseits

∂V

∂qi,m
=

∫ ∑

k,l

∂W

∂Fkl

∂Fkl
∂qi,m

dx

=

∫ ∑

k,l

∂W

∂Fkl
Dl

∂ϕk
∂qi,m

dx

(6.9)
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und andererseits analog

∂V

∂Hi,mn

=

∫ ∑

k,l

∂W

∂Fkl
Dl

∂ϕk
∂Hi,mn

dx. (6.10)

Es ist
∂ϕk
∂qi,m

=
∂

∂qi,m

∑

j

χ̄j(x)qj,k = δmkχ̄i(x),

woraus durch Einsetzen in (6.9) die Darstellung der Kräfte folgt. Mit wi wie oben definiert
erhält man

∂ϕk
∂Hi,mn

=
∂

∂Hi,mn

∑

j

∑

r

Hj,krwj,r =
∑

j

∑

r

δijδmkδnrwj,r

= δmkwi,n

und wegen Dlwi,n = ∇wi,nl folgt die Behauptung für die Drehmomente aus (6.10). Durch
Unterdrückung des Teilchenindex i schließlich findet man

Dlwk = Dlχ
(
H−1(x− q) · ek

)
+ χDl

d∑

j=1

H−1
kj xj

= Dlχ
(
H−1(x− q) · ek

)
+ χH−1

kl ,

womit alles gezeigt ist.

6.4 Externe Kräfte

Für zahlreiche Anwendungen in der Mechanik ist es erforderlich, die Bewegung in einem
externen Kraftfeld mit spezifischer Kraftdichte

f :
� d × � → � d : (x, t) 7→ f(x, t)

beschreiben zu können. Für Potentialkräfte ist das mit unserem Ansatz mühelos möglich. Ist
nämlich

f = −∇U
eine konservative Kraft mit einem zweimal stetig differenzierbaren Potential U :

� d → �
,

so muß die innere Energie lediglich um

V (e) =

∫
U(x)ρ(x, t) dx

erweitert werden. Da sich die Gesamtmassendichte ρ durch Superposition der lokalen Mas-
sendichten ergibt, kann die innere Energie auf das Referenzteilchen transformiert werden
und ist dort von der Gestalt

V (e) =
∑

i

mi

∫
U(qi +H iy)ψ(y) dy.
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Die Bewegungsgleichungen (6.6) der Methode der Finiten Massen erhalten folglich die
zusätzlichen Terme

F
(e)
i :=

∂V (e)

∂qi
= −mi

∫
f(qi +H iy)ψ(y) dy,

M
(e)
i :=

∂V (e)

∂H i

= −mi

∫
[f(qi +H iy)][y]

Tψ(y) dy.



Kapitel 7
Schallausbreitung in hyperelastischen
Materialien

Linearisiert man die Elastizitätsgleichung (A.5) um einen spannungsfreien Grundzustand
und vernachläßigt dabei die quadratischen Terme im Green -St. Venantschen Verzerrungsten-
sor, so erhält man die lineare Elastizitätsgleichung (A.6). Für kleine Deformationsgradienten
∇ϕ→ 0 beschreibt diese die Schallausbreitung in elastischen Materialien. Betrachtet man
ausschließlich isotrope Materialen, auf die keine äußeren Kräfte wirken und die Antwort des
Materials demnach in allen Richtungen gleich ausfällt, so ist die lineare Elastizitätsgleichung

ρ̄ϕ̈ = DivA[∇ϕ]. (7.1)

Der lineare Elastizitätstensor besitzt hierbei die Komponenten

Amnkl = µ(δmkδnl + δmlδnk) + λδmnδkl (7.2)

und hängt von den beiden Lamé-Konstanten µ, λ ∈ �
ab. Da die Verzerrungsenergie eines

Materials nicht negativ sein kann, ist es sinnvoll anzunehmen, daß auch der Tensor A stets
nicht negativ ist. Nach [Gur81, Kapitel 29] ist dies genau dann der Fall, wenn

µ ≥ 0, 2µ+ 3λ ≥ 0 (7.3)

gilt.
Im folgenden Kapitel wird gezeigt, daß die Methode der Finiten Massen für diese Klas-
se von Materialien auf eine konvergente Diskretisierung der linearen Elastizitätsgleichung
(7.1) führt und die Schallausbreitung in hyperelastischen Materialien in korrekter Form er-
faßt. Den Untersuchungen liegen dabei Teilchen zugrunde, die ausschliesslich translatori-
sche Freiheitsgrade besitzen und sich frei im Raum bewegen können. Wie bei adiabatischen
Fluiden ist die Konvergenz bei geeigneter Wahl der Formfunktionen ψ̂i quadratisch und die
Vorgehensweise spiegelt sich im folgenden Diagramm wider.

Elastizitätsgleichung
(A.5)

Linearisierung um Gleichgewicht−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Isotropie, ∇ϕ→ 0, f=0

Lineare
Elastizitätsgleichung

(7.1)

FMM

yDiskreti−sierung
Stabilität

+Konsistenz

xWahl von bψi

+(7.3)

(6.6)
Lagrangesche FMM−
Bewegungsgleichung

Linearisierung um Gleichgewicht−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
über regelmäßigem Gitter

(7.10)
Linearisierte FMM−
Bewegungsgleichung
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7.1 Die lineariserten Bewegungsgleichungen über regelmäßigen Git-
tern

Um die Schallausbreitung in hyperelastischen Materialien mit der Methode der Finiten Mas-
sen beschreiben beschreiben zu können, muß man wie bei adiabatischen Fluiden zunächst die
in Kapitel 6.3 aufgestellten Bewegungsgleichungen (6.6) um den spannungsfreien Gleichge-
wichtszustand linearisieren. Beschränkt man sich dabei auf Teilchen, die lediglich translato-
rische Freiheitsgrade besitzen und deren Punkte y ∈ � 3 des i-ten Teilchens sich entlang der
Trajektorien

t→ qi(t) + y

bewegen, so genügt es, die Lineariserung der Bewegungsgleichungen der Teilchenpositionen

miq̈i = −F i (7.4)

mit den Kräften

F i =

∫
W ′(F )∇χ̄i dx (7.5)

um den Gleichgewichtszustand anzugeben. In Analogie zu Kapitel 4.1 geht man hierfür auch
bei hyperelastischen Materialien von unendlich vielen Teilchen i ∈ I aus, die um die Gleich-
gewichtslage q̄ = (q̄i)i∈I oszillieren. Sind die Teilchen im Gleichgewicht, so bedeutet dies,
daß man annimmt, die Gesamtmassendichte

ρ̄ =
∞∑

i=1

ψ̄i(x) :=
∞∑

i=1

ψ̂i(x− q̄i) (7.6)

ist auf dem ganzen
� d konstant und positiv. Natürlich enthält dieses System unendlich vieler

Teilchen auch unendlich viel innere Energie

V =

∫
W
(
F (x)

)
dx.

In einer Umgebung Uε(q̄), in der die Teilchen genügend nahe an den Gleichgewichtspunkten
liegen, sind die Kräfte F i jedoch wohldefiniert und können dort Taylor-entwickelt werden.
Hierfür benötigt man die Ableitungen

F ij =
∂F i

∂qj
,

die wir zunächst für endlich viele Teilchen N in Komponenten angeben. Die Kraft des i-ten
Teilchens ist dann eine Funktion F i :

� 3N → � 3, q = (q1, ..., qN )
T 7→ F i(q).

Lemma 7.1.1. Für endlich viele Teilchen 1 ≤ i, j ≤ N und 1 ≤ m,n, k, l ≤ 3 ist

∂Fi,m
∂qj,n

=

∫ ∑

k,l

∂2W

∂Fmk∂Fnl

(
F (q)

)
[∇χ̄i][∇χ̄j ]Tkl dx.



7.1 Die lineariserten Bewegungsgleichungen über regelmäßigen Gittern 97

Beweis. Durch Differentiation unter dem Integral erhält man

∂Fi,m
∂qj,n

=

∫
∂

∂qj,n

∑

k

∂W

∂Fmk

(
F (q)

)
Dkχ̄i dx =

∫ ∑

k

∂

∂Fmk

{
∂W

∂qj,n

(
F (q)

)}
Dkχ̄i dx

=

∫ ∑

k

∂

∂Fmk

{
∑

r,l

∂W

∂Frl

∂Frl
∂qj,n

(q)

}
Dkχ̄i dx

=

∫ ∑

k

∂

∂Fmk

{
∑

r,l

∂W

∂Frl
Dl

(
∂ϕr
∂qj,n

(q)

)}
Dkχ̄i dx.

Wegen
∂ϕr
∂qj,n

=
∂

∂qj,n

∑

i

χ̄iqi,r =
∑

i

δijδnrχ̄i = χ̄jδnr

folgt daraus

∂Fi,m
∂qj,n

=

∫ ∑

k

∂

∂Fmk

∑

l

∂W

∂Fnl
Dlχ̄jDkχ̄i dx

=

∫ ∑

k,l

∂2

∂Fmk∂Fnl
W (F )Dkχ̄iDlχ̄j dx.

In der Gleichgewichtslage q̄ ist der Deformationsgradient

∇ϕ̄ =
N∑

i=1

[q̄i + x− q̄i][∇χ̄i]T + χ̄iI = x

N∑

i=1

[ � ][∇χ̄i]T

︸ ︷︷ ︸
=0

+(
N∑

i=1

χ̄i)

︸ ︷︷ ︸
=1

I = I

natürlich die Identität und der auftretende 4-Tensor

∂2W

∂F 2 (I) =
∂T̂

∂F
(I) = A(I)

ist gerade der lineare Elastizitätstensor A : M3(
�
)→M3(

�
). Für diesen definiert man die

folgende Kontraktion, welche eine geschmeidigere Form der Linearisierung gestatten wird.

Definition 7.1.2. Für einen dreidimensionalen Tensor 4-ter Stufe A ∈ � 34 und eine Matrix
M ∈ M3(

�
) entsprechender Dimension bezeichnet

A
〈
M
〉∣∣
mn

:=
3∑

r,s=1

AmrnsMrs

die zugehörige Kontraktion über r und s.
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Schreibt man die Teilchenpositionen in der Form

qi(t) = q̄i + di(t),

so können die di(t) als eine Verschiebung aus dem Gleichgewicht heraus interpretiert werden
und es gilt folgender Satz.

Satz 7.1.3. Bezeichnet ‖·‖ eine beliebe Norm auf dem
� 3, so besitzen auf einer genügend

kleinen Umgebung der Gleichgewichtslage die Kräfte die Darstellung

F i(q) = F i(q̄) +
N∑

j=1

F̄ ijdj +O(‖d‖2),

mit F̄ ij :=
∂F i
∂qj

(q̄) =

∫
A
〈
[∇χ̄i][∇χ̄j]T

〉
dx ∈ M3(

�
).

Beweis. Ist ε > 0 genügend klein, so gilt für die m-te Komponente der stetig differenzier-
baren Funktion F i :

� 3N → � 3 nach dem Satz von Taylor in einer Umgebung Uε(q̄) der
Gleichgewichtslage

Fi,m(q) = Fi,m(q̄) +
3N∑

r=1

∂Fi,m
∂qr

(q̄)(qr − q̄r) +O(‖q − q̄‖2)

= Fi,m(q̄) +
N∑

j=1

3∑

n=1

∂Fi,m
∂qj,n

(q̄)dj,n +O(‖d‖2).

Nach Lemma 7.1.1 erhält man somit unter Berücksichtigung von Definition 7.1.2

Fi,m(q) = Fi,m(q̄)

+
N∑

j=1

3∑

n=1

(∫ ∑

r,s

∂2W

∂Fmr∂Fns

(
F (q̄)

)
[∇χ̄i][∇χ̄j ]Trs dx

)
dj,n +O(‖d‖2)

= Fi,m(q̄) +
N∑

j=1

3∑

n=1

(∫
A
〈
[∇χ̄i][∇χ̄j]T

〉
mn
dx
)
dj,n +O(‖d‖2),

woraus die Behauptung folgt.

Nach diesen Resultaten ist es nun ein Leichtes, zu unendlich vielen Teilchen zurückzukehren
und die Bewegungsgleichungen (7.4) um die Gleichgewichtslage q̄ = (q̄i)i∈I in ihrer lineari-
sierten Form anzugeben. Zusätzlich vereinfacht wird dies durch die Tatsache, daß die Kräfte
im Gleichgewicht verschwinden. Befindet sich das System nämlich im Gleichgewicht, d.h.
di(t) = 0 ∀i ∈ I , so ist die innere Energie extremal und deren Ortsableitung (6.4) ist

F i(q̄) = W ′(I)

∫
∇χi dx = 0. (7.7)
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Satz 7.1.4. Für genügend kleine Störungen di(t) sind die über dem Gleichgewichtszustand
linearisierten Bewegungsgleichungen

d′′
i (t) = − 1

mi

∞∑

j=1

F̄ ijdj(t), (7.8)

wobei F̄ ij =

∫
A
〈
[∇χ̄i][∇χ̄j ]T

〉
dx.

Beweis. Da sich im Träger des i-ten Teilchens nur endlich viele Teilchen befinden, ist die
Summe ∞∑

j=1

F̄ ijdj(t) <∞

endlich und die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 7.1.3 und der Tatsache (7.7), daß die
Kräfte im Gleichgewicht verschwinden.

Gibt man die im obigen Satz hergeleiteten, linearisierten Bewegungsgleichungen (7.8) in den
Gitterpunkten eines regelmäßigen, unendlich ausgedehnten Einheitsgitters an, so resultiert
daraus ein gewöhnliches Differenzenverfahren und eine äußerst effiziente Art und Weise,
die Gleichungen zu lösen. Zu diesem Zweck schreibt man die Gleichgewichtspunkte in der
Form

q̄i = hk, k ∈ G

über einem wie in Definition 4.1.1 eingeführten Gitter G mit Diskretisierungsparameter
h > 0. Geht man davon aus, daß die Massenverteilung aller Teilchen durch dieselbe Lipschitz-
stetige, stückweise stetig differenzierbare Formfunktion

ψ̂i :
� 3 → �

, ψ̂i(y) =
m

h3
ψ
(y
h

)

mit kompaktem Träger und der Normierungsbedingung (2.4) gegeben ist, so besitzen alle
Teilchen dieselbe Masse mi = m. Addieren sich Translationen der Formfunktion um Gitter-
punkte zu einer Konstanten, so ist diese nach Lemma 4.1.2 sogar eindeutig bestimmt. Da es
sich hierbei um denselben Ansatz wie bei adiabatischen Fluiden handelt, ist es wenig über-
raschend, daß sich die Gesamtmassendichte des Gleichgewichtszustandes (7.6) ebenfalls zu

ρ̄ =

∞∑

i=1

ψ̂i(x− q̄i) =

∞∑

i=1

m

h3
ψ
(x− q̄i

h

)

=
m

h3

∑

k∈G

ψ
(x− hk

h

)
=
m

h3

(7.9)

vereinfacht. Auch die Koeffizientenmatrizen F̄ ij der linearisierten Bewegungsgleichungen
(7.8) lassen sich mit dem Potential

U(x) =

∫
ψ(y − x)ψ(y) dy

aus Definition 4.1.3 berechnen. Genauer wird der lineare Elastizitätstensor A über dem Git-
ter in der Hessematrix U ′′ ausgewertet.
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Satz 7.1.5. Die linearisierten Bewegungsgleichungen (7.8) sind in den Gitterpunkten
k, l ∈ G von der Form

d′′
k(t) =

1

ρ̄h2

∑

l∈G

A
〈
U ′′(k − l)

〉
dl(t). (7.10)

Dabei ist A = A(I) : M
3(

�
)→M

3(
�
) der vom Material eindeutig bestimmte lineare

Elastizitätstensor.

Beweis. Über dem Gleichgewichtszustand ist ∇χ̄i = ∇ψ̄i/ρ̄ und mit (7.9) erhält man

F̄ ij =

∫
A
〈
[∇χ̄i][∇χ̄j ]T

〉
dx =

1

ρ̄2

∫
A
〈
[∇ψ̄i][∇ψ̄j ]T

〉
dx

=
1

ρ̄2

∫
A
〈[ m

h3+1
(∇ψ)

(x− q̄i
h

)][ m

h3+1
(∇ψ)

(x− q̄j

h

)]T〉
dx

=
1

h2

∫
A
〈[

(∇ψ)
(x− q̄i

h

)][
(∇ψ)

(x− q̄j

h

)]T〉
dx

= h

∫
A
〈[

(∇ψ)
(
y −

( q̄i − q̄j

h

))][
(∇ψ)(y)

]T〉
dy

nach Transformation auf das Referenzteilchen via y = 1
h
(x − q̄j). Auf dem regelmäßigen

Gitter G ist q̄i = hk, q̄j = hl für k, l ∈ G und es ist

F̄ kl = h

∫
A
〈[
(∇ψ)

(
y − (k − l)

)][
(∇ψ)(y)

]T 〉
dy. (7.11)

unabhängig von der Größe und Position der Teilchen. Das obige Integral definiert eine Funk-
tion H :

� 3 →M 3(
�
) mit

H(x) :=

∫
A
〈
[(∇ψ)(y − x)][(∇ψ)(y)]T

〉
dy.

Deren mn-te Komponente ist mit dem in Definition 4.1.3 eingeführten Potential U von der
Form

H(x)
∣∣
mn

=

∫ ∑

r,s

Amrns(∇rψ)(y − x)(∇sψ)(y) dy

=
∑

r,s

Amrns

∫
[(∇ψ)(y − x)][(∇ψ)(y)]Trs dy

= −
∑

r,s

AmrnsU
′′(x)rs = −A

〈
U ′′(x)

〉∣∣
mn

und somit

H(x) = −A
〈
U ′′(x)

〉
. (7.12)

Durch Einsetzen von (7.12) in (7.11) folgt wegen mi = m = ρ̄h3 aus Satz 7.1.4

d′′
k(t) = +

1

ρ̄h3

∑

l∈G

hA
〈
U ′′(k − l)

〉
dl(t).
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7.2 Energieerhaltung und Stabilität der Finiten Massen- Disktretisie-
rung

Die Stabilität der linearisierten Bewegungsgleichung (7.8) kann mit der in Kapitel 4.1.2 skiz-
zierten Vorgehensweise aus [Yse01] bewiesen werden. Dazu faßt man die Störungen di zu
Folgen d = (d1,d2, . . . ) zusammen und sucht nach Lösungen der zu (7.8) äquivalenten
Operatorgleichung

d′′(t) = Td(t) (7.13)

mit

Td(t) =
(
− 1

mi

∞∑

j=1

F̄ ijdj(t)
)∞
i=1

im Hilbertraum H der Folgen d mit endlicher (gewichteter) Norm

‖d‖2 :=
∞∑

i=1

mi|di|2 <∞.

Zusammen mit einigen Annahmen von ausschließlich theoretischer Bedeutung ist man in der
Lage, eine eindeutige Lösung der Operatorgleichung (7.13) im Hilbertraum H für gegebe-
ne Anfangswerte zu finden. Zum Einen vermöge hierfür die Anzahl der Teilchen innerhalb
des Trägers des i-ten Teilchens für alle i gleichmäßig beschränkt sein. Da sich im Träger
eines jeden Teilchens nur endlich viele andere Teilchen befinden, ist dies durch Übergang
zum Maximum stets erfüllt. Zum Anderen existiere eine gemeinsame obere Schranke für die
Norm der Koeffizientenmatrizen aus (7.8), d.h. ‖F̄ ij‖ ≤M für alle i, j mit M ≥ 0, was der
Forderung gleichkommt, das Abreisen des Materials nicht zuzulassen.

Satz 7.2.1. Für gegebene Anfangswerte d(0),d′(0) ∈ H besitzt die Differentialgleichung
(7.13) eine eindeutige Lösung d,d′ : [0,∞)→H.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist wegen

‖Td‖2 =
∑

i

mi

∣∣∣ 1
mi

∑

j

F̄ ijdj

∣∣∣
2

≤
∑

i,j

1

mi

|F̄ ij|2|dj|2

≤
(∑

i

M2

mi

)∑

j

|dj|2 ≤ C
∑

j

mj|dj|2 = C‖d‖2

T auf H ein beschränkter Operator und die Existenz- und Eindeutigkeitssätze gewöhnlicher
Differentialgleichungen liefern die Behauptung.

Unter der Gesamtenergie E(t) = E(t)+V (t) eines Systems versteht man die Summe aus ki-
netischer EnergieE(t) der Teilchen und der inneren Energie V (t). Um zeigen zu können, daß
die linearisierte Gesamtenergie Elin(t) = E(t) + Vlin(t) eine Erhaltungsgröße ist, benötigt
man die folgenden Eigenschaften des linearen Operators T .

Lemma 7.2.2. Der beschränkte lineare Operator T : H →H ist selbstadjungiert und nicht-
positiv, falls die Lamé-Konstanten die Beziehung (7.3) erfüllen. Dies kommt der sinnvollen
Forderung gleich, daß die Verzerrungsnergie eines elastischen Materials und somit der li-
neare Elastizitätstensor (7.2) nicht negativ sind.
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Beweis. Sei W =
{
d = (di) : di = 0 bis auf endlich viele i ∈ I

}
⊂ H. Wegen der

Symmetrie Amnkl = Aklmn ist

F̄
T

ij =

∫ (
A
〈
[∇χ̄i][∇χ̄j]T

〉)T
dx

=

∫
A
〈
[∇χ̄j][∇χ̄i]T

〉
dx = F̄ ji

und T ist selbstadjungiert auf W. Für isotrope Materialien besitzt der lineare Elastizitätsten-
sor A die Form (7.2) und T ist negativ semidefinit auf W, wenn

∑

i

di ·
(
−
∑

j

F̄ ijdj

)
= −

∑

i,j

∑

m,n

di,m

∫
A
〈
[∇χ̄i][∇χ̄j]T

〉
mn
dxdj,n

= −
∑

m,n

∑

k,l

∫
Amknl

(∑

i

di,mDkχ̄i

)(∑

j

dj,nDlχ̄j

)
dx

= −
∑

n,l

µ

∫ (∑

i

di,nDlχ̄i

)(∑

j

dj,nDlχ̄j

)
dx

−
∑

n,l

µ

∫ (∑

i

di,lDnχ̄i

)(∑

j

dj,nDlχ̄j

)
dx

−
∑

k,l

λ

∫ (∑

i

di,kDkχ̄i

)(∑

j

dj,lDlχ̄j

)
dx

kleiner gleich Null ist. Hierfür untersucht man zunächst, unter welchen Voraussetzungen die
Summe der µ-Terme größer gleich Null ist. Bezeichnet

S :=
∑

i

[di][∇χ̄i]T

die endliche Summe von Matrizen, so ist dies genau dann der Fall, wenn

µ
∑

n,l

(
SnlSnl + SlnSnl

)
≥ 0 (7.14)

ist. Mit der Notation Bnl := SnlSnl + SlnSnl gilt

∑

n,l

Bnl =
∑

n=l

Bnl +
∑

n<l

Bnl +
∑

n>l

Bnl

=
∑

n=l

Bnl +
∑

n<l

(Bnl +Bln)

= 2
∑

n

S2
nn +

∑

n<l

(SnlSnl + 2SnlSln + SlnSln)

= 2
∑

n

S2
nn +

∑

n<l

(Snl + Sln)
2 ≥ 0
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und (7.14) ist genau dann größer gleich Null, wenn µ ≥ 0 ist. Zwischen dem ersten Ele-

mentarsymmetrischen Polynom S1 :=
d∑

n=1

Snn und dem zweiten Polynom S2 besteht die

Beziehung

S2 =
1

2
(S2

1 − P ), P :=
d∑

n=1

S2
nn.

Die Newton Ungleichung [Die02, Lemma 2.2] liefert in Dimension d = 3 die Abschätzung
P ≥ 1

3
S2
1 , woraus
∑

i

di ·
(
−
∑

j

F̄ ijdj

)
= −

∫
2µP + µ

∑

k<l

(Snl + Sln)
2 + λS2

1 dx

≤ −
∫ (2µ

3
+ λ)S2

1 dx ≤ 0

mit Voraussetzung (7.3) folgt. Da W dicht in H liegt und stetige Operatoren stetig auf den
Abschluß fortgesetzt werden können, folgt damit die Behauptung.

Satz 7.2.3. Die linearisierte Gesamtenergie

Elin(t) =
1

2

〈
d′(t),d′(t)

〉
− 1

2

〈
d(t),Td(t)

〉

ist eine Erhaltungsgröße.

Beweis. Nach Definition von H und dem zugehörigen Skalarprodukt 〈·, ·〉H gilt E(t) =
1
2

〈
d′(t),d′(t)

〉
und Vlin(t) = −1

2

〈
d(t),Td(t)

〉
. Da T beschränkt und nach Lemma 7.2.2

auch selbstadjungiert ist, erhält man durch Differentiation

E′
lin(t) =

〈
d′′(t),d′(t)

〉
− 1

2

(〈
d′(t),Td(t)

〉
+
〈
Td(t),d′(t)

〉)

=
〈
d′′(t),d′(t)

〉
−
〈
Td(t),d′(t)

〉
=
〈
d′′(t),d′(t)

〉
−
〈
d′′(t),d′(t)

〉
= 0

mit (7.13).

Korollar 7.2.4. Die kinetische Energie E(t) = 1
2
‖d′(t)‖2 ist für alle Zeiten t durch die

linearisierte Gesamtenergie Elin(0) beschränkt. Insbesondere ist die Linearisierung stabil.

Beweis. Da die linearisierte Gesamtenergie konstant ist und der Operator T ∈ L(H) nicht-
positiv, folgt dies unmittelbar wie im Beweis von Korollar 4.2.14.

7.3 Konsistenz und Konvergenz mit der linearen Elastizitätsgleichung

Unter geeigneten Voraussetzungen an die Formfunktion ψ bilden die über dem Gitter G

linearisierten Bewegungsgleichungen (7.10) aus Satz 7.1.5 eine konsistente Diskretisierung
der linearen Elastizitätsgleichung (7.1)

ρ̄ϕ̈ = DivA[∇ϕ].
Zusammen mit dem Stabilitätsresultat aus Korollar 7.2.4 ist die Diskretisierung demnach
konvergent und die Störungen breiten sich wie Schallwellen entlang des Gitters aus. Der
Beweis dieser Eigenschfaft beruht entscheidend auf dem folgenden Konsistenzkriterium.
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Satz 7.3.1. Für alle vektorwertigen Polynome p :
� 3 → � 3 vom Grad 2p+1 ist die Glei-

chung
h−2

∑

l∈G

A
〈
U ′′(k − l)

〉
p(hl) =

∑

l∈G

U(k − l)DivA
[
(∇p)(hl)

]
(7.15)

genau dann erfüllt, wenn für alle skalarwertigen Polynome P :
� 3 → �

vom Grad 2p+1
∑

k∈G

P (k)A
〈
U ′′(k)

〉
=
∑

k∈G

U(k)A
〈
P ′′(k)

〉
(7.16)

gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn (7.16) für alle homogenen Polynome P vom Grad
kleiner gleich 2p gilt.

Beweis. Schreibt man p(x) = p̃(k − x/h), so erhält man aus (7.15)

h−2
∑

l∈G

A
〈
U ′′(k − l)

〉
p̃(k − l) = h−2

∑

l∈G

U(k − l)DivA
[
(∇p̃)(k − l)

]

und mit m = k−l genügt es über dem unendlich ausgedehnten Gitter G nach Umbenennung
von m in k und p̃ in p

∑

k∈G

A
〈
U ′′(k)

〉
p(k) =

∑

k∈G

U(k)DivA
[
(∇p)(k)

)]
(7.17)

zu zeigen. Darüberhinaus genügt es vektorwertige Polynome der Form p(x) = P (x)en zu
betrachten, deren n-te Komponente ein skalarwertiges Polynom P :

� d → �
enthält. Wegen

DivmA
[
(∇p)(k)

]
=
∑

r

DrA
[
(∇p)(k)

]∣∣
mr

=
∑

r

Dr

∑

n,s

Amrns(Dspn)(k)

=
∑

r,n,s

Amrns(∇2
rspn)(k)

ergibt sich für die rechte Seite von (7.17)
∑

k∈G

U(k)DivmA
[
(∇p)(k)

]
=
∑

k∈G

U(k)A
〈
P ′′(k)

〉∣∣
mn
.

Entsprechend hat man für die m-te Komponente der linken Seite von (7.17)
∑

k∈G

A
〈
U ′′(k)

〉
p(k)

∣∣∣
m
=
∑

k

∑

n

A
〈
U ′′(k)

〉∣∣
mn

pn(k)

=
∑

k

∑

r,n,s

AmrnsU
′′
rs(k)pn(k)

=
∑

k

∑

r,s

AmrnsU
′′
rs(k)P (k)

und (7.15) gilt genau dann, wenn (7.16) für alle reellwertigen Polynome P vom Grad 2p+1
erfült ist. Da aber U unabhängig von den Eigenschaften der Formfunktion gerade ist, gilt
(7.16) automatisch für alle ungeraden Polynome P und insbesondere sogar für alle homo-
genen Polynome ungeraden Grades. Es genügt demnach (7.16) für alle homogenen, geraden
Polynome vom Grad ≤ 2p sicherzustellen.
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Aus Abschnitt 4.1.3 weiß man bereits, daß jedes lineare Polynom P :
� d → �

die Darstel-
lung ∑

l

U(k − l)P (l) = P (k)

besitzt. Die linearisieten Bewegungsgleichungen (7.10) sind konsistent mit der linearen Ela-
stizitätsgleichung (7.1) und die Gleichung

h−2
∑

l∈G

A
〈
U ′′(k − l)

〉
p(hl) = DivA

[
(∇p)(hk)

]

ist in diesem Sinne für alle Polynome vom Grad 3 genau dann erfüllt, wenn (7.16) für alle
skalarwertigen Polynpme P vom Grad 3 oder nur 2 erfüllt ist. Dies ist genau dann der Fall,
wenn ∑

k∈G

P (k)A
〈
U ′′(k)

〉
= A

〈
P ′′(0)

〉
= const

gilt. Ein Kriterium hierfür liefert der folgende Satz.

Satz 7.3.2. Spannen die Translationen U(· − k),k ∈ G, von U den Raum der Polynome
vom Grad 2p auf, so ist die Konsistenzbedingung (7.16) aus Satz 7.3.1 für alle Polynome
vom Grad 2p+1 erfüllt.

Beweis. In den Translationen von U habe P die Darstellung

P (x) =
∑

k∈G

α(k)U(x− k).

Nach Definition und Satz 4.1.3 sind sowohl U als auch U ′′ gerade und man erhält

P (k) =
∑

k∈G

α(k + l)U(l), P ′′(l) =
∑

k∈G

α(k + l)U ′′(k),

woraus
∑

k∈G

P (k)A
〈
U ′′(k)

〉
=
∑

k,l

α(k + l)U(l)A
〈
U ′′(k)

〉
=
∑

l∈G

U(l)A
〈∑

k∈G

α(k + l)U ′′(k)
〉

=
∑

l∈G

U(l)A
〈
P ′′(l)

〉

folgt.

Damit liegt eine völlig identische Situation zu der Schallausbreitung in adiabatischen Flui-
den mit Teilchen konstanter Größe vor. Auch bei isotropen hyperelastischen Materialien ist
die Konsistenz der Finiten Massen Diskretisierung gewährleistet, wenn die Translationen des
Potentials U den Raum der Polynome vom Grad 2p aufspannen. Es ist daher naheliegend, die
Formfunktion ψ auch in diesen Medien als Tensorprodukt einer Lipschitz-stetigen, stückwei-
se stetig differenzierbaren Funktion ψ̃ :

� → �
mit kompaktem Träger zu wählen. Hierfür

bieten sich wieder dieBn-Splines für jedes n ≥ 3 an. Mit dem Potential (4.12) liefert die Me-
thode der Finiten Massen über einem Würfelgitter dann eine konsistente Diskretisierung der
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linearen Elastizitätsgleichung (7.1). Aufgrund der Stabilität der Diskretisierung konvergieren
die Lösungen der Gitterpunktsgleichung (7.10) für jeden zulässigen Bn-Spline quadratisch
gegen die Lösungen der linearen Elasizitätsgleichung.
Der Versuch ist naheliegend, wie bei adiabatischen Fluiden die Konvergenzordung in die
Höhe zu treiben, in dem man mit der kontinuumsmechanischen kinetischen Energie (4.14)
anstelle der kinetsichen Energien der Einzelteilchen in die Lagrangefunktion eingeht. Aus-
gehend von der diskreten Deformation

uh(x, t) =
∑

k∈G

ψ(x/h− k)qk(t)

über einem unendlich ausgedehnten Würfelgitter G der Gitterweite h > 0 resultieren hier
die linearisierten Bewegungsgleichungen

∑

l∈G

U(k − l)d′′
l (t) = c2h−2

∑

l∈G

A
〈
U ′′(k − l)

〉
dl(t).

Leider genügen diese nicht mehr der Konsistenzbedingung (7.16) und es ist nicht offensicht-
lich, ob auf diese Art und Weise eine höhere Konvergenzordnung erzielt werden kann.



Anhang A
Einführung in die Elastizitätstheorie

Der Kern der von Cauchy und Poisson in den 20er Jahren des 19. Jahrhunderts aufgestell-
ten Elastizitätstheorie bildet die Mechanik der als Kontinua aufgefaßten festen Körper. Sie
betrachtet den Zustand von Körpern unter der Einwirkung von Kräften und studiert Ver-
zerrungen und Spannungen, die durch Deformationen im oder am Körper erzeugt werden.
Ihre wesentlichen Bestandteile sind die Kinematik, die Gleichgewichtsbedingungen und die
Materialgesetze. Wir begnügen uns im Folgenden damit, die nichtlineare, dreidimensiona-
le Theorie statisch zu erläutern, da dies den Zugang erleichtert und die relevanten Größen
und Begriffe besser verständlich werden. Zumal der Unterschied zur dynamischen Variante
nur durch einen mit der Massendichte ρ̄ des Referenzzustands multiplizierten, zusätzlichen
Beschleunigungsterm besteht. Diesen werden wir in Abschnitt A.4 bei der Einführung der
linearen Theorie hinzufügen und die lineare Theorie, wegen der durchgeführten Konvergenz-
analyse der Methode der Finiten Massen für hyperelastische Materialen, dynamisch behan-
deln. Eine ausführliche Übersicht über die Elastizitätstheorie findet man in den Büchern von
Ciarlet [Cia88], Marsden und Hughes [MaHu83] oder Truesdell und Noll [TrNo77].

A.1 Kinematik und starre Deformationen

Sei Ω eine beschränkte, offene, zusammenhängende Menge im
� 3 mit genügend glattem

Rand. Der Abschluß Ω̄ von Ω repräsentiert das Volumen eines Körpers vor dessen Verfor-
mung und wird dementsprechend als Referenzzustand bezeichnet. In der Regel ist Ω̄ gerade
die Teilmenge des

� 3, die der Körper im spannungsfreien Grundzustand einnimmt. Eine
Deformation wird duch ein genügend glattes, orientierungstreues Vektorfeld ϕ : Ω̄→ � 3

auf der Referenzkonfiguration beschrieben, welches außer auf dem Rand von Ω injektiv ist.
Der Grund, warum eine Deformation ihre Injektivität auf dem Rand verlieren kann, liegt in
der Tatsache begründet, daß der Körper mit sich selbst in Kontakt kommen kann. Für jeden
Punkt y ∈ � 3 bezeichnet ∂k = ∂

∂yk
die partielle Ableitung nach der Komponente yk in Rich-

tung der Standardbasis {ek}. Ist ϕ =
∑

k ϕkek eine Deformation, so definieren wir in jedem
Punkt y ∈ Ω den Deformationsgradienten

∇ϕ =




∂1ϕ1 ∂2ϕ1 ∂3ϕ1

∂1ϕ2 ∂2ϕ2 ∂3ϕ2

∂1ϕ3 ∂2ϕ3 ∂3ϕ3


 =




∇ϕT1
∇ϕT2
∇ϕT3


 ,

den wir in Anlehnung an die gängige Literatur auch mit F bezeichnen. Da ϕ als orientie-
rungstreu vorausgesetzt wurde gilt

det∇ϕ(y) > 0 für alle y ∈ Ω̄,
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die Matrix F ist insbesondere in jedem Punkt invertierbar. Neben der Deformation ϕ ist es
oft gebräuchlich, die Verschiebung u : Ω̄→ � 3 durch die Beziehung

ϕ = id+ u (A.1)

zu definieren. Hierbei bezeichnet id die identische Abbildung von
� 3|Ω̄ → � 3|Ω̄. Zwischen

dem Verschiebungsgradienten ∇u und dem Deformationsgradienten besteht die Relation

∇ϕ = I +∇u. (A.2)

In jedem Punkt x = ϕ(y) des deformierten Zustandes Ō = ϕ(Ω̄) definiert man die Vek-
toren ∇lϕ(y) =

∑
k∇lϕk(y)ek, welche die lokale Deformation in Richtung des Vektors ek

messen. Da der Vektor ∇lϕ(y) gerade die l-te Spalte der Matrix ∇ϕ(y) ist, kann man somit
aus der Kenntnis des Deformationsgradienten auf die lokale Deformation schließen. Ist die
Deformation ϕ differenzierbar in y ∈ Ω̄, so gilt nach Definition für alle Punkte y+ δv ∈ Ω̄:

ϕ(y + δv)− ϕ(y) = ∇ϕ(y)δv + o(‖δv‖)
und folglich

‖ϕ(y + δv)− ϕ(y)‖2 = δvT ∇ϕT (y)∇ϕ(y)︸ ︷︷ ︸ δv + o(‖δv‖2).

Hierbei bezeichent
C := ∇ϕT∇ϕ

den rechten Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor. Neben dem rechten Cauchy-Greenschen
Verzerrungstensor spielt bei der Beschreibung der Antwortfunktion isotroper elastischer Ma-
terialien der linke Cauchy-Greensche Verzerrungstensor

∇ϕ∇ϕT .

eine entscheidende Rolle.

Definition A.1.1. Eine Deformation heißt genau dann starre Deformation, wenn eine Rota-
tion Q ∈ O3(

�
) und ein Verschiebungsvektor v ∈ � 3 derart existieren, daß

ϕ(y) = Qy − v für alle y ∈ Ω

ist.

Starre Deformationen können mit Hilfe des rechten Cauchy-Greenschen Verzerrungstensors
gut charakterisiert werden. Es gilt folgender Satz.

Satz A.1.2. Eine stetig differenzierbare Deformation ist genau dann starr, wenn der rechte
Cauchy-Greensche Verzerrungstensor C = I erfüllt.

Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 1.8-1].

Als Maß für die Abweichung zwischen einer gegebenen und einer starren Deformation kann
nach diesem Theorem der Green-St. Venantsche Verzerrungstensor

E :=
1

2
(C − I)

betrachtet werden. In der Verschiebung u ist dieser von der Gestalt

E =
1

2
(∇u+∇uT +∇uT∇u). (A.3)
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A.2 Die Gleichgewichtsbedingungen

Auf einen Körper wirken verschiedene Kräfte ein. Sie werden in zwei Klassen unterteilt.

(1) Äußere Volumenkräfte. Dabei handelt es sich um Kräfte, die auf alle Massenteile des
Volumenelements dx wirken. Die auf dx wirkende Volumenkraft wird durch ein Vektorfeld

f : O→ � 3

angegeben, welches die Dichte der äußeren Volumenkraft (pro Einheitsvolumen) beschreibt.

(2) Äußere Oberflächenkräfte. Dabei handelt es sich um Kräfte, die nur auf die Rand-
flächen da des Volumenelements dx wirken. Sie werden durch ein Vektorfeld

g : G→ � 3

angegeben, welches auf einer Teilmenge G des Randes ∂O da- meßbar ist und die Dichte
der äußeren Oberflächenkraft (pro Einheitsvolumen) beschreibt.

Bezeichnet ρ : O→ �
die Massendichte des deformierten Zustands, so ist die Masse je-

der dx- meßbaren Teilmenge U ⊆ Ō durch
∫

U

ρ(x) dx

gegeben. Da die Masse stets positiv ist, ist es vernünftig ρ(x) > 0 für alle x ∈ O zu verlan-
gen. Natürlich kann die äußere Volumenkraft ebenso durch ihre Dichte

h : O→ � 3

pro Einheitsmasse definiert werden. Diese steht dann durch

f = ρh

in Relation zur Dichte f pro Einheitsvolumen.

Beispiel. Eine typische Volumenkraft ist durch ein Gravitationsfeld f(x) = −gρ(x)e3 für
alle x ∈ O, mit der Gravitationskonstanten g, gegeben. Dagegen wird eine äußere Ober-
flächenkraft etwa durch die Bewegung eines anderen Körpers (welcher Art auch immer)
entlang dem Randstück G erzeugt.

A.2.1 Das Axiom des statischen Gleichgewichts

Das folgende Axiom bildet die Grundlage der Kontinuumsmechanik. Es verdankt seinen Na-
men den wesentlichen Beiträgen von Euler [Eul57], [Eul71] und Cauchy [Cau23], [Cau27a]
und besagt, daß sich ein Körper genau dann im statischen Gleichgewicht befindet, wenn das
folgende Spannungsprinzip erfüllt ist.
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Axiom A.2.1. (Spannungsprinzip von Euler und Cauchy) Ein deformierter Körper Ō

befinde sich unter Einwirkung der Volumenkraft f : O→ � 3 sowie der Oberflächenkraft
g : G→ � 3 im statischen Gleichgewicht. Bezeichnet S2 := {v ∈ � 3 : |v| = 1} die
Einheitssphäre im

� 3, so existiert ein Vektorfeld

t : Ō× S2 →
� 3

mit folgenden Eigenschaften:

(1) Für jede Teilmenge U ⊆ Ō und in jedem Randpunkt x ∈ G ∩ ∂U in dem die auswärts
gerichtete Einheitsnormale n ∈ G ∩ ∂U existiert gilt

t(x,n) = g(x).

(2) Für jede Teilmenge U ⊆ Ō ist
∫

U

f(x) dx+

∫

∂U

t(x,n) da = 0.

Hier bezeichnet n die auswärts gerichtete Einheitsnormale entlang ∂U.

(3) Für jede Teilmenge U ⊆ Ō ist
∫

U

x× f(x) dx+

∫

∂U

x× t(x,n) da = 0.

Der Vektor t(x,n) heißt Cauchyscher Spannungsvektor. Nach dem Aktio-Reaktio-Prinzip
gilt

t(x,−n) = −t(x,n).

Aus der Existenz des Cauchyschen Spannungsvektors läßt sich ein Satz von Cauchy [Cau23],
[Cau27b] ableiten, der uns die Darstellung der Spannungsvektoren mittels eines Tensors,
dem sogenannten Cauchyschen Spannungstensor, ermöglicht.

Satz A.2.2. Ist die äußere Volumenkraftdichte f ∈ C(Ō,
� 3) stetig und das Cauchysche

Spannungsvektorfeld
t : Ō× S2 →

� 3, (x,n) 7→ t(x,n)

stetig differenzierbar nach x ∈ Ō für jedes feste n ∈ S2, sowie stetig in n ∈ S2 für jedes
feste x ∈ Ō, so gibt es ein stetig differenzierbares Tensorfeld

T c : Ō→ S
3(

�
),x 7→ T c(x)

mit der Eigenschaft, daß der Cauchysche Spannungsvektor

t(x,n) = T c(x)n für alle x ∈ Ō,n ∈ S2

erfüllt. Ferner gilt

DivT c(x) + f(x) = 0 für alle x ∈ O,

T c(x) = T c(x)
T ,

T c(x)n = g(x) für alle x ∈ G.
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Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 2.3-1].

Der symmetrische Tensor T c(x) heißt Cauchyscher Spannungstensor. Wegen der Bezie-
hung t(x, ek) = T c(x)klel repräsentieren die Elemente der k-ten Zeile des Tensors T c(x)
die Komponenten des Cauchyschen Spannungsvektors t(x,n) im Punkt (x, ek).

Beispiel. Ist T c(x) = −πI, π ∈ �
, so beschreibt der Cauchysche Spannungstensor einen

konstanten Druck. In diesem Fall ist der Cauchysche Spannungsvektor t(x,n) = −πn nor-
mal bezüglich dem elementaren Oberflächenelement. Seine Länge ist konstant und er ist für
π > 0 nach innen gerichtet.

A.2.2 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Nach Satz A.2.2 erfüllt der Cauchysche Spannungstensor ein Randwertproblem über dem
deformierten Zustand. Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieses Randwertproblems ist es,
daß es aufgrund seiner Divergenzform einer Variationsformulierung zugänglich ist, welche
sich im Prinzip der virtuellen Arbeit postuliert. Dieses Prinzip spielt eine Schlüsselrolle in
der Theorie hyperelastischer Materialien, die in Abschnitt A.3.2 eingeführt werden.

Satz A.2.3. Das Randwertproblem

DivT c(x) + f(x) = 0 in O,

T c(x)n = g(x) auf G

ist für alle genügend glatten Vektorfelder v : O→ � 3 mit

v = 0 auf Gv := ∂O−G

äquivalent zu der Variationsformulierung
∫

O

T c : ∇v dx =

∫

O

f · v dx+

∫

G

g · v da.

Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 2.4-1].

A.2.3 Die Piola-Kirchhoff-Transformation

Die Gleichungen

DivT c + f = 0 in O,

T c = T T
c in O,

T cn = g auf G

aus Satz A.2.2 werden auch als Gleichgewichtsbedingungen des deformierten Zustands be-
zeichnet. Der Nachteil dieser Gleichungen besteht in der unbekannten Variablen x. Um diese
Schwierigkeit aus dem Weg zu räumen, werden die Gleichungen in die bekannte Variable y

des Referenzzustands umgeschrieben. Dies geschieht, in dem man die Piola Transformation
T : Ω̄→M3(

�
) auf den Cauchyschen Spannungstensor T c anwendet.
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Definition A.2.4. Der Tensor T : Ω̄→M3(
�
) mit

T (y) =
(
detF (y)

)
T c(x)F (y)−T

heißt der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor.

Im Gegensatz zum Cauchyschen SpannungstensorT c ist der erste Piola-Kirchhoffsche Span-
nungstensor nicht symmetrisch, sondern erfüllt

T (y)T = F (y)−1T (y)F (y)T .

Zusätzlich müssen noch die in den Gleichgewichtsbedingungen auftretenden äußeren Kräfte
in den Referenzzustand übertragen werden. Der Dichte der äußeren Volumenkraft f : O→ � 3

ordnet man hierfür ein Vektorfeld f : Ω→ � 3 derart zu, daß
∫

Ω

f(y) dy =

∫

O

f(x) dx für alle x = ϕ(y) ∈ O

ist. Das Vektorfeld f : Ω→ � 3 gibt die Dichte der äußeren Volumenkraft über dem Refe-
renzzustand an. Wegen dx = detF (y) dy erhält man

f(y) =
(
detF (y)

)
f(x).

Ebenso verfährt man mit der Dichte der äußeren Oberflächenkraft g : G→ � 3. Man ordnet
ihr ein Vektorfeld g : Γ→ � 3 mit

∫

Γ

g(y) da =

∫

G

g(x) da für alle x = ϕ(y) ∈ G

zu und erhält wegen da =
(
detF (y)

)∣∣F (y)−Tn
∣∣ da den Vektor

g(y) =
(
detF (y)

)∣∣F (y)−Tn
∣∣g(x).

Mit diesen Vereinbarungen stellt sich nun Satz A.2.3 über dem Referenzzustand in folgender
Form dar.

Satz A.2.5. Der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor T (y) erfüllt mit
∫
f dy =∫

f dx und
∫
g da =

∫
g da über dem Referenzzustand Ω̄ die Gleichungen





DivT (y) + f(y) = 0 für alle y ∈ Ω,

F (y)T (y)T = T (y)F (y)T für alle y ∈ Ω,

T (y)n = g(y) für alle y ∈ Γ.

(A.4)

Für alle genügend glatten Vektorfelder v : Ω→ � 3 mit

v = 0 auf Γv := ∂Ω− Γ

sind die erste und die dritte Gleichung äquivalent zu der Variationsformulierung
∫

Ω

T : ∇v dy =

∫

Ω

f · v dy +

∫

Γ

g · v da.
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Beweis. Folgt durch einfache Rechnung aus Satz A.2.3.

Für manche Anwendungen ist es nützlich, mit einer symmetrischen Transformation auf den
Referenzzustand arbeiten zu können. Man definiert deshalb den folgenden Tensor.

Definition A.2.6. Der symmetrische Tensor S : Ω̄→ S3(
�
) mit

S(y) = F (y)−1T (y) =
(
detF (y)

)
F (y)−1T c(x)F (y)−T

heißt zweiter Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor.

Mit dessen Hilfe lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen über dem Referenzzustand in
eine einfachere Form bringen.

Satz A.2.7. Der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S(y) erfüllt über dem Refe-
renzzustand Ω̄ die Gleichungen

Div
(
F (y)S(y)

)
+ f(y) = 0 für alle y ∈ Ω,

S(y) = S(y)T ,

F (y)S(y)n = g(y) für alle y ∈ Γ.

Für alle genügend glatten Vektorfelder v : Ω→ � 3 mit

v = 0 auf Γv := ∂Ω− Γ

sind die erste und die dritte Gleichung äquivalent zu der Variationsformulierung
∫

Ω

FS : ∇v dy =

∫

Ω

f · v dy +

∫

Γ

g · v da.

Beweis. Offensichtlich durch Einsetzen der Definition von S in Satz A.2.5.

A.2.4 Äußere Kräfte

Die in den Gleichgewichtsbedingungen durch ihre Dichte auftretenden äußeren Kräfte f und
g haben wir bei unserer Einführung bisher ausgeschlossen. Sie können unterschiedlicher Art
sein.

(1) Tote Lasten. Die äußere Volumenkraft, sowie die äußere Oberflächenkraft werden als
tote Lasten bezeichnet, falls die zugehörigen Dichten f : Ω̄→ � 3, sowie g : Γ→ � 3 un-
abhängig von der Deformation ϕ sind. Dies ist zum Beispiel für ein Gravitationsfeld der Fall,
bei dem

f(y) = gρ(y)e3

ist. Hält man einen Teil des Randes G fest, während auf dem übrigen Teil keine äußeren
Kräfte wirken (g = 0), so ist auch

g(y) = 0 auf Γ
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unabhängig von der Deformation ϕ. Handelt es sich also um tote Lasten, so sind die rechten
Seiten des resultierenden Randwertproblems bekannte Funktionen in der Variablen y ∈ Ω̄.
Betrachtet man etwa eine Drucklast, deren Dichte über dem deformierten Zustand durch

g(x) = −πn(x) ,x ∈ G, π = const

gegeben ist, so ist dies nur für π = 0 eine tote Last. Intuitiv ist das klar: Man denke etwa an
einen leeren Luftballon als Referenzzustand, welcher durch Aufblasen in einen deformierten
Zustand übergeht. In diesem Beispiel findet man

g(y) = −π
(
Cof F (y)

)
n(y) ,y ∈ Γ.

Die zugehörige Randbedingung hat demnach die Form

T (y)n(y) = g(y) =: ĝ
(
y,F (y)

)
,y ∈ Γ,

wobei die Abbildung ĝ : Γ×M3
+(

�
)→ � 3 durch

ĝ(y,F ) = −π( Cof F )n(y)

gegeben ist. Motiviert durch dieses Beispiel kann man stets annehmen, daß es sich bei den
äußeren Kräften entweder um tote Lasten handelt, oder die zugehörigen Dichten über dem
Referenzzustand von der Form

f(y) = f̂
(
y, ϕ(y)

)
,y ∈ Ω,

g(y) = ĝ
(
y,F (y)

)
,y ∈ Γ

mit bekannten Abbildungen f̂ : Ω× � 3 → � 3 und ĝ : Γ×M
3
+(

�
)→ � 3 sind.

(2) Konservative Kräfte Die äußere Volumenkraft, sowie die äußere Oberflächenkraft wer-
den als konservative Kräfte bezeichnet, wenn das jeweilige Integral

∫

Ω

f(y) · v(y) dy =

∫

Ω

f̂
(
y, ϕ(y)

)
· v(y) dy,

∫

Γ

g(y) · v(y) da =

∫

Γ

ĝ
(
y,F (y)

)
· v(y) da

aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit als Fréchet-Ableitung

F ′(ϕ)v =

∫

Ω

f̂
(
y, ϕ(y)

)
· v(y) dy,

G′(ϕ)v =

∫

Γ

ĝ
(
y,F (y)

)
· v(y) da

eines Funktionals F bzw. G der Form

F (τ) =

∫

Ω

F̂
(
y, τ(y)

)
dy,

G(τ) =

∫

Γ

Ĝ
(
y, τ(y),∇τ(y)

)
da
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geschrieben werden kann. Wenn dies der Fall ist, so bezeichnet man die Funktionen F̂ :
Ω × � 3 → �

und Ĝ : Γ × � 3 × M
3
+(

�
)→ �

als Potential der äußeren Volumen- bzw.
Oberflächenkraft. Natürlich ist jede tote Last eine konservative Kraft mit

F̂ (y, ζ) = f̂(y) · ζ für alle y ∈ Ω, ζ ∈ � 3,

oder
Ĝ(y, ζ,F ) = ĝ(y,F ) · ζ für alle y ∈ Γ, ζ ∈ � 3,F ∈ M

3
+(

�
).

A.3 Materialgesetze

Ein wichtiges Problem besteht darin, zu gegebenen äußeren Kräften die Deformation eines
Körpers zu bestimmen. Die Gleichgewichtsbedingungen liefern dazu nur 3 Gleichungen.
Damit sind die 3 Komponenten der Deformation und die 6 Komponenten des ersten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensors (unter Berücksichtigung der Symmetrie des Cauchyschen
Spannungstensors) noch nicht bestimmt. Die fehlenden Gleichungen ergeben sich aus den
Materialgesetzen. Darin kommt zum Ausdruck, daß die Deformationen zu gegebenen Kräften
auch von den Materialeigenschaften abhängen.

A.3.1 Elastische Materialien

Im Gegensatz zu den plastischen Materialien rufen bei elasischen Materialien, die durch
äußere Einwirkungen verursachten Deformationen Kräfte hervor, die diese Deformation rück-
gängig zu machen versuchen. Mathematisch postuliert sich das in folgender Definition.

Definition A.3.1. Ein Material heißt elastisch, wenn es eine Abbildung

Ť : Ω̄×M
3
+(

�
)→ S

3
+(

�
),
(
y,F (y)

)
7→ Ť

(
y,F (y)

)

derart gibt, daß für jeden deformierten Zustand der Cauchysche Spannungstensor T c(x) in
jedem Punkt x = ϕ(y) ∈ Ō das konstitutive Gesetz

T c(x) = Ť
(
y,F (y)

)

erfüllt. Die Abbildung Ť heißt Antwortfunktion des Cauchyschen Spannungstensors.

Hinter dem konstitutiven Gesetz verbirgt sich insbesondere die Annahme, daß die Span-
nungen in lokaler Weise von den Verschiebungen abhängen, und auch nur von deren ersten
Ableitungen. Berücksichtigt man die Beziehungen T = (detF )T cF

−T bzw. S = F −1T

zwischen dem ersten bzw. dem zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor und dem
Cauchyschen Spannungstensor, so findet man Abbildungen

T̂ : Ω̄×M
3
+(

�
)→M

3(
�
), T̂ (y,F ) = (detF )Ť (y,F )F−T ,

Ŝ : Ω̄×M
3
+(

�
)→ S

3(
�
), Ŝ(y,F ) = (detF )F −1Ť (y,F )F−T

mit der Eigenschaft, daß

T (y) = T̂
(
y,F (y)

)
,

S(y) = Ŝ
(
y,F (y)

)
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für alle y ∈ Ω̄ gilt. Da diese Gleichungen äquivalente Definitionen für elastische Materia-
lien darstellen, werden sie ebenfalls als konstitutive Gesetze bezeichnet. Die Abbildungen
T̂ und Ŝ bezeichnet man entsprechend als Antwortfunktionen des ersten und zweiten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensors. Materialien bei denen die Antwortfunktion Ť nicht ex-
plizit vom Ort y abhängt, bezeichnet man als homogene Materialien. Andernfalls werden
sie als inhomogen bezeichnet. Für ein homogenes elastisches Material ist das konstitutive
Gesetz demnach von der Gestalt

T c(x) = Ť
(
F (y)

)
bzw. T (y) = T̂

(
F (y)

)
.

Axiom der Koordinatenunabhängigkeit

Nach einem allgemeinen physikalischen Sachverhalt muß jede observierbare Größe invari-
ant gegenüber einem Wechsel des Bezugssystems sein. Es darf demnach keine Rolle spie-
len, über welcher orthogonalen Basis der Cauchysche Spannungsvektor eines deformierten
Körpers berechnet wird. Diese Tatsache findet sich im sogenannten Axiom der Koordinate-
nunabhängigkeit, welches oft auch als Axiom der Invarianz gegenüber einem Wechsel des
Bezugssystems bezeichnet wird, wieder.

Axiom A.3.2. (Invarianz gegenüber Wechsel des Bezugssystems) Wird der deformierte
Zustand Ō mittels einer orthogonalen Matrix Q ∈ O3

+(
�
) durch σ = Qϕ in einen anderen

deformierten Zustand σ(Ō) gedreht, so gilt für alle y ∈ Ω̄ und n ∈ S2

tσ
(
σ(x),Qn

)
= Qt(x,n).

Hierbei sind die Vektorfelder tσ : σ(Ō) × S2 →
� 3 und t : Ō × S2 →

� 3 die jeweiligen
Cauchyschen Spannungsvektoren.

Satz A.3.3. Für ein elastisches Material ist das Axiom der Koordinatenunabhängigkeit ge-
nau dann erfüllt, wenn für jedes y ∈ Ω̄ und jede orthogonale Matrix Q ∈ O3

+(
�
)

Ť (y,QF ) = QŤ (y,F )QT für alle F ∈ M
3
+(

�
)

gilt. Ferner ist dies genau dann der Fall, wenn eine der folgenden äquivalenten Bedingungen
erfüllt ist:
(i) Sind R ∈ O

3(
�
) und U ∈ S

3
+(

�
) die Matrizen aus der Polarzerlegung F = RU , so

gilt
Ť (y,F ) = RŤ (y,U )RT .

(ii) Es gibt eine Abbildung T̄ : Ω̄×S3
+(

�
)→ S3

+(
�
), so daß für alle y ∈ Ω̄ undF ∈ M3

+(
�
)

Ť (y,F ) = F T̄ (y,C)F T .

(iii) Es gibt eine Abbildung S̄ : Ω̄×S3
+(

�
)→ S3(

�
), so daß für alle y ∈ Ω̄ undF ∈ M3

+(
�
)

Ŝ(y,F ) = S̄(y,C).
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Beweis. Seien T c(x) und T σ
c ((σ(x)) die jeweiligen Cauchyschen Spannungstensoren in

x ∈ Ō und dem via σ = Qϕ rotierten Punkt σ(x) ∈ σ(Ō). Nach dem Axiom der Ko-
ordinatenunabhängigkeit ist für alle n ∈ S2

T σ
c

(
σ(x)

)
Qn = tσ

(
σ(x),Qn

)
= Qt(x,n) = QT c(x)n

und somit T σ
c ((σ(x)) = QT c(x)Q

T . Die geometrische Interpretation des Deformations-
gradienten wiederum besagt, daß ∇σ(y) = Q∇ϕ(y) und das Axiom der Koordinatenun-
abhängigkeit ist genau dann erfüllt, wenn

Ť
(
y,∇σ(y)

)
= Ť

(
y,Q∇ϕ(y)

)
= QŤ

(
y,∇ϕ(y)

)
QT

gilt. Seien R ∈ O3(
�
) und U ∈ S3

+(
�
) die Matrizen aus der Polarzerlegung F = RU .

Wegen der Orthogonalität von R impliziert Ť (QF ) = QŤ (F )QT unmittelbar

Ť (F ) = Ť (RU ) = RŤ (U )RT

und damit (i). In diesem Fall ist Ť (F ) = RŤ (U )RT = FU−1Ť (U )U−TF T und die Wahl
des symmetrischen Anteils U = C1/2 liefert die Existenz einer Abbildung

T̄ : C 7→ C−1/2Ť (C1/2)C−1/2

mit der erforderlichen Eigenschaft Ť (F ) = F T̄ (C)F T . Da für alle Q ∈ O3(
�
)

QŤ (F )QT = QFT̄ (F TF )F TQT = (QF )T̄
(
(QF )T (QF )

)
(QF )T

= Ť (QF )

gilt, bleibt nur noch die Äquivalenz zwischen den letzten beiden Behauptungen zu zeigen.
Wegen Ŝ(F ) = [detF ]F −1Ť (F )F−T und detF =

√
detC ist (ii) äquivalent zu

Ŝ(F ) = S̄(C)

mit S̄(C) =
√
detCT̄ (C).

Axiom des spannungsfreien Grundzustands

Nach Äquivalenz (iii) von Satz (A.3.3) und der Definition der Antwortfunktionen der beiden
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensoren T̂ , Ŝ ist das Axiom der Koordinatenunabhängig-
keit insbesondere auch dann erfüllt, wenn es eine Abbildung S̄ : Ω̄× S3

+(
�
)→ S3(

�
) mit

T̂ (y,F ) = F S̄(C)

gibt. Der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor besitzt als Funktion der Verzerrung E

somit die Darstellung
T (y) = T̂ (y,F ) = F S̃(y,E),

wobei S̃ : Ω̄× S3
+(

�
)→ S3(

�
) durch S̃(y,E) = S̄(I + 2E) definiert ist. Nimmt man an,

daß für alle y ∈ Ω̄
T̂ (y, I) = 0 bzw. S̃(y, 0) = 0
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gilt, so handelt es sich um einen spannungsfreien Grundzustand. Die Fréchet-Ableitung von
S̃ im Punkt E = 0 bezeichnen wir mit S̃

′
(y, 0). Es handelt sich dabei um eine lineare

Abbildung S̃
′
(y, 0) : S3

+(
�
)→ S3(

�
), die als Matrix die Einträge S̃

′|ij,kl = ∂eSij

∂Ekl
besitzt.

Die Taylorentwicklung von S̃ um den spannungsfreien Grundzustand liefert dann

S̃(y,E) = S̃
′
(y, 0)[E] +O(‖E‖2).

Isotropie elastischer Materialien

Während das Axiom der Koordinatenunabhängigkeit für jedes Material gilt, ist die Isotropie
eine reine Materialeigenschaft. Sie bedeutet, daß im Material keine Richtung ausgezeichnet
ist, die Antwort des Materials also in allen Richtungen gleich ausfällt. Die Spannungsvekto-
ren ändern sich demnach nicht, wenn man den nicht deformierten Körper Ω̄ vor der Defor-
mation dreht. Isotropie gilt nicht für geschichtetes Material, Holz oder Kristalle. Um diese
Eigenschaft mathematisch erfassen zu können, betrachten wir einen Punkt x ∈ Ō. Da es
sich um ein elastisches Material handelt, ist der Cauchysche Spannungstensor durch

T c(x) = Ť
(
y,F (y)

)

gegeben. Wenn wir nun die Referenzkonfiguration Ω mittels einer Rotation QT um den
Punkt y ∈ Ω drehen, so kann derselbe deformierte Zustand Ō durch die Komposition

ϕ̃ = ϕ ◦ σ−1 : σ(Ω̄)→ Ō, ỹ 7→ ϕ
(
y +Q(σ(ỹ)− y)

)

mit σ(ỹ) = y + QT (ỹ − y) für alle ỹ ∈ Ω, als Bild der neuen Referenzkonfiguration
σ(Ω̄) erhalten werden. Im gemeinsamen Punkt ϕ(y) = ϕ̃(y) =: x̃ ist der Cauchysche
Spannungstensor demnach

T eϕ(x̃) = Ť
(
y,∇ϕ̃(y)

)
= Ť (y,∇ϕ(y)Q).

Dies motiviert uns zu folgender Definition.

Definition A.3.4. Für ein elastisches Material mit dem Cauchyschen Spannungstensor
T c(x) = Ť (y,F ) bezeichnet man

G(y) =
{
Q ∈ O

3
+(

�
)|Ť (y,FQ) = Ť (y,F ) ,F ∈ M

3
+(

�
)
}

als die Symmetriegruppe des Materials im Punkt y ∈ Ω̄.

Man weist leicht nach, daß G(y) eine Untergruppe von O3
+(

�
) ist. Gilt G(y) = O3

+(
�
) für

alle y ∈ Ω̄, d.h. ist in jedem Punkt y ∈ Ω̄

Ť (y,FQ) = Ť (y,F )

für alle F ∈ M3
+(

�
) und Q ∈ O3

+(
�
), so spricht man von einem isotropen Material. Um den

ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor eines isotropen Materials über einem span-
nungsfreien Grundzustand besser charakterisieren zu können, benötigt man die folgenden
Lemmata.
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Lemma A.3.5. Die verschiedenen Spannungstensoren eines elastischen Körpers genügen
für alle C = I + 2E ∈ S

3
+(

�
),Q ∈ G(y) und y ∈ Ω̄ den Bedingungen

QT̄ (y,C)QT = T̄ (y,QCQT )

QS̄(y,C)QT = S̄(y,QCQT )

QS̃(y,E)QT = S̃(y,QEQT )

QS̃
′
(y, 0)[E]QT = S̃

′
(y, 0)[QEQT ],

wobei Letzteres lediglich über einem spannungsfreien Grundzustand gilt.

Beweis. Sei C ∈ S
3
+(

�
),Q ∈ G(y) und etwa F = C1/2 ∈ S

3(
�
). Dann ist C = F TF ,

also

QT̄ (C)QT = QF−1Ť (F )F−TQT = (FQ−1)−1Ť (F )(FQ−1)−T

= T̄
(
(FQ−1)T (FQ−1)

)
= T̄ (QCQT ).

Mit S̄(C) =
√
detCT̄ (C) und detC = detQCQT folgt

QS̄(C)QT = S̄(QCQT )

und daraus mit F S̃(E) = T̂ (F ) = F S̄(C) die Gleichung

QS̃(E)QT = S̃(QEQT ).

Wegen S̃(0) = 0 ist einerseits S̃(QEQT ) = S̃
′
(0)[QEQT ] +O(‖E‖2) und anderseits

S̃(QEQT ) = QS̃(E)QT = Q
{
S̃

′
(0)[E] +O(‖E‖2)

}
QT

= QS̃
′
(0)[E]QT +O(‖E‖2),

so daß sich S̃
′
(0)[QEQT ] = QS̃

′
(0)[E]QT ergibt.

Lemma A.3.6. Sei A : S3(
�
)→ S

3(
�
) eine lineare Abbildung mit QA[S]QT = A[QSQT ]

für alle Q ∈ O
3(

�
) und S ∈ S

3(
�
). Dann gilt

A[S] = 2µS + λ( spS)I

mit zwei Konstanten µ, λ ∈ �
.

Beweisskizze. Nach [Gur81] wählen wir zunächst einen Vektor e ∈ � 3 mit |e| = 1 und
ordnen ihm die symmetrische Projektionsmatrix

P ev = 〈e,v〉e ,v ∈ � 3,

zu. Mit Hilfe der orthogonalen Householdertransformation H e = I − 2P e und unter Be-
nutzung der Voraussetzungen zeigt man, daß e ein Eigenvektor von A[P e] ist. Den ent-
sprechenden Eigenwert bezeichnen wir mit αe. Da P e symmetrisch ist, existieren nach dem
Spektralsatz zwei weitere reelle Eigenwerte λe, λ

′
e mit entsprechenden Eigenvektoren, die
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auf e senkrecht stehen. Mit Hilfe einer äußerst geschickt konstruierten Matrix Q ∈ O3(
�
)

zeigt man, daß λe = λ′e gilt. Wegen

A[P e]P e = αeP e, A[P e](I − P e) = λe(I − P e)

gilt dann
A[P e] = αeP e + λe(I − P e).

Mit Hilfe der Voraussetzungen zeigt man nun, daß für alle Q ∈ O
3(

�
)

αQe = αe, λQe = λe,

gilt, d.h., sowohl α als auch λ unabhängig von e sind. Mit 2µ = α− λ erhalten wir

A[P e] = 2µP e + λI.

Ist nun S ∈ S
3(

�
) beliebig mit Eigenwerten λ1, λ2, λ3 und paarweise zueinander orthogo-

nalen Eigenvektoren e1, e2, e3, so gilt

S =
3∑

i=1

λiP ei
.

Aus der Linearität von A folgt daher A[S] = 2µS + λ( spS)I.

Dieses Lemma zeigt insbesondere, daß die Forderung nach der Invarianz gegenüber einem
Wechsel des Bezugssystems einer linearen Abbildung A : S3(

�
)→ S3(

�
) die Zahl der

Freiheitsgrade auf 2 reduziert.

Satz A.3.7. Für isotrope elastische Materialien über einem spannungsfreien Grundzustand
gilt

S̃(y,E) = 2µ(y)E + λ(y)( spE)I +O(‖E‖2)

mit zwei Konstanten µ(y), λ(y) ∈ �
, die als Lamé-Konstanten des Materials im Punkt

y ∈ Ω̄ bezeichnet werden.

Beweis. Wegen der Isotropie ist G(y) = O3(
�
) für alle Q ∈ O3(

�
) und somit nach Lemma

A.3.5
QS̃

′
(y, 0)[E]QT = S̃

′
(y, 0)[QEQT ].

Über einem spannungsfreien Grundzustand folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma
A.3.6.

Rivlin und Ericksen [RiEr55] ist es 1955 gelungen die Antwortfunktion isotroper Materia-
lien mit den Hauptinvarianten einer Matrix näher zu beschreiben. Wir werden darauf nicht
eingehen und verweisen den interessierten Leser auf [Vil77].
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A.3.2 Hyperelastische Materialien

Wie man im vorigen Abschnitt gesehen hat, erfüllt bei einem elastischen Material der er-
ste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor T (y) = T̂

(
y,F (y)

)
, womit der Gleichgewichts-

zustand eines elastischen Körpers unter der Wirkung von konservativen Kräften nach Satz
A.2.5 durch das Randwertproblem

Div T̂
(
y,F (y)

)
+ f̂

(
y, ϕ(y)

)
= 0 ,y ∈ Ω,

T̂
(
y,F (y)

)
n = ĝ

(
y,F (y)

)
,y ∈ Γ,

ϕ(y) = ϕ̂(y) ,y ∈ Γv

über dem Referenzzustand beschrieben ist. Hierbei ist ϕ̂ : Γv →
� 3 gegeben. Die erste und

zweite Gleichung sind für alle genügend glatten Vektorfelder v : Ω̄→ � 3, die auf Γv ver-
schwinden, äquivalent zu der Variationsformulierung

∫

Ω

T̂
(
y, F̂ (y)

)
: ∇v(y) dy =

∫

Ω

f̂
(
y, ϕ(y)

)
· v(y) dy

+

∫

Γ

ĝ
(
y,F (y)

)
· v(y) da.

Die hierbei auf der rechten Seite auftretenden Integrale können als Fréchet-Ableitungen
∫

Ω

f̂
(
y, ϕ(y)

)
· v(y) dy = F ′(ϕ)v,

∫

Γ

ĝ
(
y,F (y)

)
· v(y) da = G′(ϕ)v

der Funktionale

F (τ) =

∫

Ω

F̂
(
y, τ(y)

)
dy,

G(τ) =

∫

Γ

Ĝ
(
y,∇τ(y)

)
da

betrachtet werden. Es stellt sich demnach die Frage, ob die linke Seite des Prinzips der
virtuellen Arbeit sich ebenfalls als Fréchet-Ableitung

∫

Ω

T̂
(
y,F (y)

)
: ∇v(y) dy =W ′(τ)v

eines geeigneten Funktionals W schreiben läßt. Wenn dies der Fall ist, so kann äquivalent
zum Prinzip der virtuellen Arbeit, die Fréchet-Ableitung des Funktionals {W − (F + G)}
für alle Variationen v, die auf Γv verschwinden, gleich null gesetzt werden. Dies motiviert
uns zu folgender Definition, die durch den nachstehenden Satz gerechtfertigt wird.

Definition A.3.8. Ein elastisches Material heißt hyperelastisch, wenn es ein Energiefunktio-
nal W : Ω̄×M3

+(
�
)→ �

derart gibt, daß

T̂ (y,F ) =
∂W

∂F
(y,F ) für alle y ∈ Ω,F ∈ M

3
+(

�
)

gilt.
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Satz A.3.9. Die Gleichgewichtsbedingungen

Div
∂W

∂F

(
y,F (y)

)
+ f̂

(
y, ϕ(y)

)
= 0 ,y ∈ Ω,

∂W

∂F

(
y,F (y)

)
n = ĝ

(
y,F (y)

)
,y ∈ Γ

sind für ein hyperelastisches Material unter konservativen Kräften genau dann erfüllt, wenn
die Gesamtenergie

I(ϕ) =

∫

Ω

W
(
y,F (y)

)
dy −

{
F (ϕ) +G(ϕ)

}

für alle genügend glatten, auf Γv verschwindenden Vektorfelder v : Ω̄→ � 3 stationär wird,
also

I ′(ϕ)v = 0

ist.

Beweis. Für jedes genügend glatte Vektorfeld τ : Ω̄→ � 3 betrachten wir die Verzerrungs-
energie

V (τ) :=

∫

Ω

W
(
y,∇τ(y)

)
dy.

Ist v : Ω̄→ � 3 ein beliebiges Vektorfeld, so ist wegen

V (τ + v)− V (τ) =

∫

Ω

{
W
(
y,∇τ(y) +∇v(y)

)
− V

(
y,∇τ(y)

)}
dy

=

∫

Ω

{
∂W

∂∇τ
(
y,∇τ(y)

)
: ∇v(y) + o

(
‖∇v(y)‖

)}
dy

=

∫

Ω

T̂
(
y,∇τ(y)

)
: ∇v(y) dy +

∫

Ω

o
(
‖∇v(y)‖

)
dy

die Fréchet-Ableitung

V ′(τ)v =

∫

Ω

T̂
(
y,∇τ(y)

)
: ∇v(y) dy.

Folglich ist

I ′(ϕ)v =

∫

Ω

T̂
(
y,F (y)

)
: ∇v(y) dy

−
{∫

Ω

f̂
(
y, ϕ(y)

)
· v(y) dy +

∫

Γ

ĝ
(
y,F (y)

)
· v(y) da

}

und die Behauptung folgt aus Satz A.2.5.

Man ist nun natürlich bemüht, anstatt des stationären Punktes das Minimum des Funktionals
der totalen Energie, I(ϕ) = minψ∈Ψ I(ψ), zu bestimmen. Hierfür ist zunächst zu gewähr-
leisten, daß der Raum Ψ wohldefiniert ist. Da jedoch der Spuroperator σ : C1(Ω̄)→ L2(Ω),
χ→ χ|∂Ω stetig auf den Sobolevraum W 1/2(Ω) fortgesetzt werden kann, ist

Ψ = {χ ∈W 1/2(Ω)| σχ = ϕ̂ auf Γv}
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nicht leer und bildet einen affinen Raum. In diesem Ψ = ϕ̂+v liegen nun sowohl ϕ als auch
v. Das Funktional Î(v) := I(v + ϕ̂) = I(Ψ) wird demnach im Punkt (ϕ− ϕ̂) stationär, da

Î ′(ϕ− ϕ̂) = 0 ⇔ Î ′(ϕ− ϕ̂)v = I ′(ϕ)v = 0

für alle auf Γv verschwindenden Variationen v. Aus dieser Erkenntnis ergibt sich unmittelbar
das folgende entscheidende Korollar aus Satz A.3.9.

Korollar A.3.10. Für ein hyperelastisches Material unter konservativen Kräften gilt: Jedes
genügend glatte Vektorfeld

ϕ ∈ T := {τ : Ω̄→ � 3|τ = ϕ̂ auf Γv},

welches die Randbedingungen erfüllt und die totale Energie

I(ϕ) = inf
τ∈T

I(τ)

minimiert, löst das zu den Gleichgewichtsbedingungen gehörige Randwertproblem

Div
∂W

∂F

(
y,F (y)

)
+ f̂

(
y, ϕ(y)

)
= 0 ,y ∈ Ω,

∂W

∂F

(
y,F (y)

)
n = ĝ

(
y,F (y)

)
,y ∈ Γ,

ϕ(y) = ϕ̂(y) ,y ∈ Γv.

Axiom der Koordinatenunabhängigkeit

Erinnert man sich daran, was es für ein elastisches Material bedeutete, invariant gegenüber
einem Wechsel des Bezugssystems zu sein, so motiviert dies zu folgender Definition.

Definition A.3.11. Das Energiefunktional W : Ω̄ × M3
+(

�
)→ �

eines hyperelastischen
Materials erfüllt genau dann das Axiom der Koordinatenunabhängigkeit, wenn die Antwort-
funktion Ť des Cauchyschen Spannungstensors das Axiom der Koordinatenunabhängigkeit
erfüllt.

Satz A.3.12. Das Energiefunktional W : Ω̄ ×M3
+(

�
)→ �

eines hyperelastischen Materi-
als ist genau dann unabhängig gegenüber einem Wechsel des Bezugssystems, falls eine der
beiden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

(i) W (y,QF ) =W (y,F ) für alle F ∈ M
3
+(

�
),Q ∈ O

3
+(

�
).

(ii) Es existiert ein Energiefunktional W̄ : Ω̄× S
3
+(

�
)→ �

mit

W (y,F ) = W̄ (y,F TF ) für alle F ∈ M
3
+(

�
).

Genauer ist W̄ (C) =W (C1/2).

Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 4.2-1].
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Damit ist für jedes y ∈ Ω̄ das Energiefunktional W nur vom Cauchy-Greenschen Verzer-
rungstensor C = F TF abhängig. Aus der Koordinatenunabhängigkeit eines hyperelasti-
schen Materials kann man ferner schließen, daß der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungs-
tensor von der Form

Ŝ(y,F ) = S̄(y,C) = 2
∂W̄

∂C
(y,C)

ist.

Isotropie hyperelastischer Materialien

Auch hier ist die Definition der Isotropie naheliegend und ergibt sich aus der für elastische
Materialien.

Definition und Satz A.3.13. Das Energiefunktional W : Ω̄×M
3
+(

�
)→ �

eines hyperela-
stischen Materials ist genau dann isotrop in y ∈ Ω̄, wenn die zugehörige Antwortfunktion Ť

des Cauchyschen Spannungstensors isotrop y ∈ Ω̄ ist, also

Ť (y,F ) = Ť (y,FQ) für alle F ∈ M
3
+(

�
),Q ∈ O

3
+(

�
)

erfüllt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

Ŵ (y,F ) = Ŵ (y,FQ) für alle F ∈ M
3
+(

�
),Q ∈ O

3
+(

�
)

gilt.

Beweis. Vgl. [Cia88, Thm. 4.3-1].

A.3.3 St. Venant-Kirchhoff Materialien

Nach Satz A.3.7 besitzt unter den Voraussetzungen der Isotropie, eines spannungsfreien
Grundzustands sowie der Unabhängigkeit bezüglich einem Wechsel des Bezugssystems das
einfachst denkbare, elastische Material einen in E linearen Spannungstensor S̃(y,E). Ma-
terialien mit dieser Eigenschaft

S̃(y,E) = 2µ(y)E + λ(y)( spE)I ,E ∈ S
3
+(

�
)

nennt man St. Venant-Kirchhoff Materialien. Mit Hilfe geschickt konstruierter Gedankenex-
perimente weist man nach, daß die skalaren Lamé-Konstanten µ(y) und λ(y) echt größer
als Null sein müssen. Da St. Venant-Kirchhoff Materialien lediglich das Verhalten für kleine
Werte von ‖E‖ modellieren, kann man nicht erwarten, daß sie sich auch bei großen Ver-
zerrungen noch gutartig verhalten. Tatsächlich erreichen sie mit endlicher Energie unendlich
große Kompressionsraten. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, daß St. Venant-Kirchhoff
Materialien hyperelastisch sind. Leider ist ihr Energiefunktional nicht polykonvex und damit
der Existenztheorie von John Ball [Bal77] nicht zugänglich.

Lemma A.3.14. Ist das Energiefunktional eines hyperelastischen Materials unabhängig vom
Bezugssystem, also

W (y,F ) = W̄ (y,C) = W̃ (y,E)
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mit W̃ (y,E) = W̄ (y, I + 2E) und ist oBdA ∂W̃
∂Ekl

= ∂W̃
∂Elk

für k, l = 1, 2, 3, so ist

∂W

∂F
(y,F ) = F

∂W̃

∂E
(y,E)

und folglich

S̃(y,E) =
∂W̃

∂E
(y,E).

Beweis. Komponentenweise erhält man für jedes 1 ≤ k, l ≤ 3

∂W̃

∂Frs
(E) =

∑

k,l

∂W̃

∂Ekl

∂

Frs

1

2

∑

m

(FmkFml − δkl)

=
∑

k,l

∂W̃

∂Ekl

(
1

2
δskFrl +

1

2
δslFrk

)
=

1

2

∑

l

∂W̃

∂Esl
Frl +

1

2

∑

k

∂W̃

∂Eks
Frk

=
∑

k

Frk

(
1

2

∂W̃

∂Esk
+

1

2

∂W̃

∂Eks

)
=
∑

k

Frk
∂W̃

∂Eks

nach Voraussetzung.

Korollar A.3.15. St. Venant-Kirchhoff-Materialien sind hyperelastisch und ihr Energiefunk-
tional ist durch

W (y,F ) = W̃ (y,E) = µ(y)E : E +
1

2
λ(y)( spE)2

mit W̃ (y,E) = W̄ (y, I + 2E) gegeben.

Beweis. Es gilt
∂W̃

∂Ekl
= 2µEkl + λ( spE)δkl

und somit folgt wegen F S̃(E) = T̂ (F ) = ∂W
∂F

(F ) die Behauptung aus Lemma A.3.14.

A.4 Lineare Elastizitätstheorie

Unterliegt ein Körper Ω̄ einem dynamischen Prozeß, so wird die Deformation ϕ : Ω̄ ×� → � 3 gerne als Bewegung bezeichnet. Die Gleichgewichtsbedingungen erweitern sich
über dem Referenzzustand (A.4) um den Beschleunigungsterm ρ̄ϕ̈ und die zeitliche Ent-
wicklung des Systems wird nach (A.4) durch die Bewegungsgleichung

DivT + f = ρ̄ϕ̈ (A.5)

beschrieben. Dabei bezeichnet T = (detF )T ϕF−T den ersten Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensor und ρ̄ die Massendichte zum Referenzzeitpunkt. In der linearen Elastizitäts-
theorie werden in den Gleichungen nur Terme erster Ordnung in den Verschiebungen u ver-
wendet und Terme höherer Ordnung vernachlässigt. Das betrifft den Green-St. Venantschen
Verzerrungstensor (A.3) dessen linearer Anteil

E =
1

2

(
∇u+∇uT

)
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auch infinitessimale Verzerrung genannt wird. Der kritische Schritt der Linearisierung ist
jedoch das konstitutive Gesetz T = T̂ (F ) elastischer Materialien. Um das Verhalten dieser
Gleichung für ∇u→ 0 zu untersuchen, faßt man T̂ (F ) als Funktion von ∇u auf. Wegen
(A.2) erhält man im spannungsfreien Grundzustand

T̂ (F ) = T̂ (I +∇u) = T̂ (I) + T̂
′
(I)[∇u] +O(‖∇u‖2)

= A[∇u] +O(‖∇u‖2).

Hierbei verwendet man die folgende Definition.

Definition A.4.1. Die Fréchet-Ableitung der Antwortfunktion des ersten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensors nach F im spannungsfreien Grundzustand,

A := A(I) := T̂
′
(I),

heißt Elastizitätstensor. Dieser Tensor vierter Stufe besitzt die Symmetrien

Amnkl = Anmkl = Amnlk = Aklmn

und für E ∈ M
3(

�
) ist

A[E]
∣∣
mn

=
∑

k,l

∂T̂ |mn
∂Fkl

(I)Ekl.

Ist W eine schiefsymmetrische Matrix, so können wir ∇u in der Form ∇u = E + W

schreiben. Da die Auswertung des Elastizitätstensors in jeder schiefsymmetrischen Matrix
verschwindet ([Gur81,29]), also A[W ] = 0 für alle schiefsymmetrischen W ∈ M3(

�
) ist,

erhalten wir die linearen Elastizitätsgleichungen

ρ̄ü = DivA[E] + f

= DivA[∇u] + f .
(A.6)

Man beachte, daß diese Gleichung in der Verschiebung u(y, t) = ϕ(y, t) − y und nicht in
der Bewegung ϕ dargestellt wird. Für jedes H ∈ M

3(
�
) ist A[H] ∈ S

3(
�
) invariant unter

der Symmetriegruppe G(y) des Materials im Punkt y ∈ Ω̄. Nach Lemma A.3.6 hat dies die
wichtige Konsequenz, daß jedes (homogene) isotrope Material zwei Konstanten µ, λ ∈ �

mit
A[E] = 2µE + λ( spE)I

besitzt. Die Divergenz DivA[I] = 0 verschwindet und die linearen Elastizitätsgleichungen
(A.6) haben in der Bewegung ϕ dieselbe Gestalt

ρ̄ϕ̈ = DivA[∇ϕ] + f . (A.7)



Anhang B
Bezeichnungen

Dieser Anhang gibt einen Überblick über die wichtigsten Bezeichnungen und Konventionen
dieser Arbeit.

B.1 Allgemeine Konventionen

H Hilbertraum

〈a, b〉H Skalarprodukt auf H

‖·‖H Norm auf dem Hilbertraum H

N⊥ Orthogonales Komplement von N ⊆ H

N⊕M Direkte Summe von N,M ⊆ H

H↪→L Stetig und dicht eingebetteter Hilbertraum H in L

d Raumdimension

e1, ..., ed Einheitsbasis des
� d

u× v Kreuzprodukt zweier Vektoren

[u][v]T Äußeres Kreuzprodukt [u][v]Tkl = (ukvl) zweier Vektoren

u · v Standardskalarprodukt auf
� d

|u| Euklidische Norm des Vektors u

I Einheitsmatrix I = (δkl)

A� x Tensorprodukt A� x
∣∣
mns

= Amnxs von Matrizen mit Vektoren

A⊗B Kroneckerprodukt A⊗B
∣∣
mnkl

= AmnBkl zweier Matrizen

A :B Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen
A :B =

∑
k,lAklBkl = sp(ATB)

‖A‖F Frobenius-Norm einer Matrix ‖A‖F =
√
A :A

sp(A) Spur
∑

k Akk einer Matrix

Cof (A) Cofaktor Cof (A) = det(A)A−T einer invertierbaren Matrix

A1/2 Quadratwurzel einer symmetrisch positiv definiten Matrix
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Md(
�
) Algebra der reellen d× d-Matrizen

O
d(

�
) Gruppe der orthogonalen, reellen d× d-Matrizen

S
d(

�
) Halbgruppe der symmetrischen, reellen d× d-Matrizen

Md
+(

�
) Gruppe der reellen d× d-Matrizen mit positiver Determinante

Od
+(

�
) Halbgruppe der orthogonalen, reellen d × d-Matrizen mit positiver

Determinante

Sd+(
�
) Halbgruppe der symmetrischen, reellen d × d-Matrizen mit positiver

Determinante

B.2 Differentialkalkül

Seien f : Ω ⊆ � d → �
, u : Ω ⊆ � d → � d und W : Md(

�
)→ �

genügend glatt.

∇f Gradient von f

∇2f Hesse-Matrix von f

∇kf k-te Komponente des Gradienten von f bezüglich des Arguments

Dkf k-te partielle Ableitung ∂f
∂xk

von f nach xk ∈ Ω

∇2
klf (k, l)-te Komponente der Hesse-Matrix von f

Dαu Partielle Ableitung der Ordung |α| für α ∈ � d

divu Divergenz des Vektorfeldes u ∈ � d

DivA Divergenz einer Matrix A ∈ M
d(

�
)

W ′(F ) Gateaux-Ableitung ∂W
∂F

∣∣
kl
= ∂W

∂Fkl
(F ) von W in F ∈ M

d(
�
)

B.3 Funktionenräume

Die aufgeführten Funtionenräume haben alle denselben Bild- und Urbildbereich. Sind Bild-
und Urbildbereich verschieden, so werden diese getrennt angegeben und wir schreiben etwa
C(

� d,
�
) für den Raum aller stetigen Funktionen von

� d nach
�

.

C(
�
) Raum der stetigen Funktionen auf

�

Cn(
�
) Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf

�

C∞(
�
) Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf

�

C∞
c (

�
) Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf

�
, die außer-

halb einer kompakten Teilmenge verschwinden

L2(
� d) Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf

� d
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H(div) Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf
� d, deren Divergenz

ebenfalls quadratintegrierbar ist

Hn(
� d) Sobolevraum W n/2(

� d) der quadratintegrierbaren Funktionen u ∈ L2(
� d),

deren schwache Ableitungen Dνu ∈ L2(
� d), |ν| ≤ n ∈ � d existieren

B.4 Methode der Finiten Massen

Die folgenden Größen sind über dem Gleichgewichtszustand zusätzlich mit einem Quer-
strich versehen.

B.4.1 Teilchengrößen

i, j Teilchenindizes

mi Masse des i-ten Teilchens

qi Position des i-ten Teilchens

H i Verformung des i-ten Teilchens

F i Kraft des i-ten Teilchens

M i Deformationskraft des i-ten Teilchens

J Trägheit der Deformation der Referenzkonfiguration

ψ Normierte Formfunktion, siehe (2.3)

ψ̂i Formfunktion des i-ten Teilchens, siehe (2.3)

ψi Transformierte Formfunktion des i-ten Teilchens, siehe (2.13)

χi Lokaler Massenanteil des i-ten Teilchens

Ei Kinetische Energie des i-ten Teilchens

δQi Wärmezuwachs

B.4.2 Felder

ρ Gesamtmassendichte

v Geschwindigkeit

j Massenfluß

ε Dichte der inneren Energie

ε̃ Spezifische innere Energie
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B.4.3 Energien

V Innere Energie der Methode der Finiten Massen

VK Kontinuierliche innere Energie

VD Diskretisierte kontinuierliche innere Energie im Galerkin-Verfahren

Vlin Linearisierte innere Energie

Ṽ Integraldiskretisierte innere Energie

E Kinetische Energie der Methode der Finiten Massen

Ē mittlere kinetische Gesamtenergie

Ê Fluktuationsenergie

EK Kontinuierliche kinetische Energie

ED Diskretisierte kontinuierliche kinetische Energie im Galerkin-Verfahren

E Gesamtenergie des Systems

Elin Linearisierte Gesamtenergie des Systems

L Lagrangefunktion

B.5 Elastizität

Ω Referenzkörper

O Deformierter Körper ϕ(Ω)

ϕ Deformation des Referenzkörpers Ω

F Deformationsgradient ∇ϕ
C Rechter Cauchy-Greenscher Verzerrungstensor C = F TF

E Green-St. Venantscher Verzerrungstensor E = 1
2
(C − I)

f,f Dichte der äußeren Volumenkraft über O,Ω

g, g Dichte der äußeren Oberflächenkraft über O,Ω

T c Cauchyscher Spannungstensor

Ť Antwortfunktion des Cauchyschen Spannungstensors

T Erster Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor

T̂ Antwortfunktion des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

A Elastizitätstensor A = T̂
′
(I)

W Energiefunktional eines Hyperelastischen Materials
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des, Mémoire de l’académie de Berlin XV (1757), 316-361.

[Eul59] Euler, L.: De la propagation du son, Mémoire de l’académie de Berlin XV
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