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Einleitung

Mehrkorpersysteme sind in Forschung und industrieller Entwicklung von gleicher-
mafen hoher Bedeutung, da sie in so verschiedenen Gebieten wie Astrophysik, Mo-
lekulardynamik, Fahrzeugtechnik, Robotik oder Biomechanik auftreten. Ein Mehr-
korpersystem beschreibt ein oder mehrere Objekte als Verbund von starren oder
elastischen Korpern, zwischen denen bestimmte Kréfte wirken. Bei mechanischen
Systemen sind die einzelnen Korper durch masselose Verbindungen wie Gelenke,
Federn oder Dampfer verkniipft.

Ein zentrales Problem, das bei der Modellbildung von Mehrkorpersystemen auf-
tritt, ist die Beschreibung solcher Verbindungen. Dem wird in der Modellierung
meist durch Zwangsbedingungen Rechnung getragen, die durch Einschrankung auf
ein bestimmtes Koordinatensystem oder durch nichtlineare Nebenbedingungen ein-
gefithrt werden konnen. In Fahrzeugdynamik, Biomechanik und Robotik werden
anstelle dieser Zwangsbedingungen haufig Feder-Dampfer-Elemente verwendet, die
oftmals durch grofle Dampfungskonstanten gekennzeichnet sind. Auf der Ebene der
mathematischen Formulierung fiihrt dies auf stark geddmpfte mechanische Systeme,
das heifit auf Bewegungsgleichungen, in denen starke Dampfungskrifte gegeniiber
anderen Kriften dominieren.

Da es sich aufgrund der starken Dampfung um steife Differentialgleichungen handelt,
kommen bei der Wahl eines geeigneten Integrators zur numerischen Approximati-
on der Losung keine explizite Verfahren in Betracht, weil diese Verfahren nur bei
winzigen Schrittweiten und entsprechend hohem Rechenaufwand eine akzeptable
Genauigkeit erreichen wiirden. In numerischen Experimenten zeigt sich aber, dass
gewisse implizite Methoden, beispielsweise RadaullA-Verfahren, zur Erreichung ei-
ner vorgegebenen Genauigkeit eine Schrittweitenwahl unabhéngig von der Grofie des
Déampfungsparameters gestatten. Hierfiir liegen jedoch keine theoretische Erkennt-
nisse vor. Deshalb wird in dieser Arbeit untersucht, welche Schwierigkeiten bei der
numerischen Behandlung von stark geddmpften mechanischen Systemen auftreten.
Anhand der Klasse der Runge-Kutta-Verfahren soll gezeigt werden, welche Bedin-
gungen ein Verfahren erfiillen muss, um effizient fiir eine numerische Simulation
eingesetzt werden zu koénnen.



2 FEinleitung

In Kapitel 1 stellen wir zunédchst das allgemeine Umfeld stark geddmpfter mechani-
scher Systeme vor. Bei der Einfithrung der Bewegungsgleichung fiir unser Ausgangs-
system, einer singulidr gestorten gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, sollen zentrale Fragestellungen fiir die analytische und numerische Behandlung
konkretisiert werden. Nach der Bereitstellung zweier Transformationen dieser Diffe-
rentialgleichung zu Beginn von Kapitel 2 charakterisieren wir glatte Losungen durch
eine asymptotische Entwicklung nach Potenzen des Kehrwerts des Dampfungspara-
meters. Hierbei wird deutlich, dass sich die glatten Losungen im Grenzfall sehr grofier
Déampfungskonstanten den Losungen eines differential-algebraischen Gleichungssy-
stems vom Index 2 anndhern. Die analytische Untersuchung des Ausgangssystems
wird abgeschlossen durch eine Charakterisierung des qualitativen Verhaltens der
Losungen, das in der Existenz einer attraktiven invarianten Mannigfaltigkeit zum
Ausdruck kommt.

Numerische Verfahren zur Zeitintegration unseres Problems werden in Kapitel 3
vorgestellt. Die impliziten Runge-Kutta-Verfahren werden durch bestimmte Voraus-
setzungen, die sich aus der Problemstruktur ergeben, auf spezielle Klassen von Me-
thoden eingegrenzt. Bei der Fehleranalysis fiir die Ausgangsdifferentialgleichung sind
numerische Losungen der auftretenden differential-algebraischen Systeme mafigeb-
lich beteiligt. Fehlerschranken fiir die Runge-Kutta-Approximationen dieser Systeme
stellen wir mit Techniken aus [6] bereit.

Kapitel 5 beinhaltet Fehleranalysen der Runge-Kutta-Verfahren fiir das stark ge-
ddmpfte mechanische System. Die nétigen technischen Details, also Existenz und lo-
kale Eindeutigkeit der Runge-Kutta-Losungen, Einfluss von Rundungsfehlern sowie
lokaler Fehler und Fehlerfortpflanzung werden in Kapitel 4 behandelt. Zur Berech-
nung der globalen Fehler wird eine asymptotische Entwicklung fiir die numerischen
Losungen benétigt, die zu Beginn von Kapitel 5 hergeleitet wird. Die Behandlung
eines Anwendungsbeispiels aus der Biomechanik in Kapitel 6 schliefit die Arbeit ab.



Kapitel 1

Stark gedampfte mechanische
Systeme

1.1 Problemfeld

Bei Modellbildungen in der Mehrkorperdynamik bieten sich verschiedene Méglich-
keiten, um die in der Einleitung angesprochenen Verbindungsglieder zu modellieren.
Werden die Gelenke oder Kopplungen durch Feder-Dampfer-Elemente beschrieben,
so ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie hat die
explizite Darstellung

M(y)i = f(,5) — 2 D)y — 5 VU (). (1)

52
Hierbei steht die Zuordnung t — y(t) fiir die Bewegung des mechanischen Systems,
also die Anderung des Ortes als Funktion der Zeit. M bezeichnet eine symmetri-
sche, positiv definite Massenmatrix. Auf der rechten Seite der Differentialgleichung
sind in f Krifte zusammengefasst, die sich etwa aus konservativen oder schwach
gedampften Kraftanteilen zusammensetzen kénnen. Die dominanten Terme mit sehr
kleinen, positiven Konstanten € und ¢ enthalten eine symmetrische, positiv semide-
finite Dadmpfungsmatrix D und den Gradienten VU = (0U/dy)T eines Potentials
U.

Abhéngig vom Grofenverhéltnis zwischen € und ¢ fithrt (1.1) auf zwei problemati-
sche Fille. Ist € > 6, so liegt ein steifes oszillatorisches System vor [13]. Der Fall
e K 0 liefert ein stark geddmpftes mechanisches System, das in der vorliegenden
Arbeit studiert werden soll. In der Praxis tritt oftmals auch der Fall auf, dass beide
Parameter in etwa gleich grofl sind, also ¢ ~ § < 1. Dieses Problem kann durch

3
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Kombination der Ergebnisse aus [13] und den Resultaten dieser Arbeit behandelt
werden.

In [13] untersucht Lubich die Integration steifer oszillatorischer mechanischer Sy-
steme mit Runge-Kutta-Verfahren, wobei starke Dampfungskrifte wie sie in (1.1)
auftreten nicht beriicksichtigt werden. Ausgangssystem ist eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung, gegeben durch

M)ij = F.1) ~ VU ). (1.2

Fiir diesen Fall zeigt sich der Zusammenhang zwischen dem mechanischen System
(1.2) und differential-algebraischen Gleichungen sehr schén an einem einfachen Bei-
spiel. Ein Pendel, aufgebaut aus einem Massepunkt, der mit einer steifen, als mas-

selos angenommenen Feder verbunden ist, 1édsst sich durch kartesische Koordinaten
(y1,y2) beschreiben als (siehe [3], S. 134)

. 1 n 2 2
h = —5—F—= +y 1),

.. 1 Y2
Yo = —gm(y% +y;—1) - 1.

Hierbei ist 5% eine Federkonstante mit sehr kleinem, positiven Parameter 6. Weiter
wird angenommen, dass die Feder in Ruheposition die euklidische Lénge 1 und der
materielle Punkt die Masse 1 besitzen. Die Gravitationskonstante wird ebenfalls
gleich 1 gesetzt. Fiir Anfangswerte mit beschriankter Energie zeigt sich, dass die
Bewegung des Systems (1.3) nahe an der Bewegung des mathematischen Pendels
liegt ([16], S. 11 ff.). Formulieren wir das mathematische Pendel als mechanisches
System mit der naheliegenden Zwangsbedingung, dass der euklidische Abstand des
Massepunktes zum Aufhéngepunkt gleich eins ist, so ergibt sich ein differential-
algebraisches System

yl - _y1>\7
jjg = _y2)\ — 1, (14)
0 = yf + y% — 1.

Unter bestimmten Voraussetzungen lésst sich fiir die numerische Lésung von steifen
mechanischen oszillatorischen Systemen durch implizite Runge-Kutta-Verfahren ein
dhnliches Verhalten feststellen. Im Grenziibergang 6 — 0 konvergieren Runge-Kutta-
Losungen von (1.2) mit Schrittweiten h > ¢ gegen die Runge-Kutta-Losungen eines
zugehorigen differential-algebraischen Systems vom Stérungsindex 3. Dieses Verhal-
ten ist auch der Grund fiir die Schwierigkeiten in der numerischen Behandlung von
steifen oszillatorischen mechanischen Systemen. Im obigen Beispiel ist der Grenzfall
zu (1.3) durch das Index-3-System (1.4) gegeben.
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Ein anderer klassischer Zugang, Mehrkorpersysteme zu modellieren besteht, in der
Verwendung mechanischer Systeme mit Zwangsbedingungen (constrained mechani-
cal systems). Die Bewegung des mechanischen Systems wird dabei mit einem Satz
gewOhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschrieben. Die Gelenke wer-
den durch Zwangsbedingungen modelliert, die in nichtlinearen Nebenbedingungen
realisiert sind. Dieser Zugang fiihrt auf differential-algebraische Gleichungssysteme,
die im Fall holonomer Zwangsbedingungen vom Stérungsindex 3 sind. Ein Ansatz
differential-algebraische Gleichungssysteme - auch mit Index kleiner als 3 - approxi-
mativ zu 16sen beruht auf Regularisierungsmethoden (siehe [12], [2]). Hierbei werden
mechanische Systeme mit Zwangsbedingungen in Systeme wie (1.1) umgeformt. Dies
geschieht in der Absicht, dass die resultierenden steifen Differentialgleichungen durch
geeignete implizite Zeitintegrationsverfahren behandelt werden kénnen.

Zu Systemen wie (1.1) gibt es in der Mechanik eine ganze Reihe von Anwendungs-
beispielen. Wir wollen hier allerdings Beispiele betrachten, bei denen die starken
Dampfungskrifte dominieren, der Term %VU (y) also nicht auftritt. Ein oft zi-
tiertes Beispiel, in dem viele Feder-Dampfer-Elemente zu simulieren sind, ist ein
Lastwagenmodell, das sehr gut dokumentiert und auch in MATLAB [15] implemen-
tiert ist (etwa [3], [20], siehe Abbildung 1.2). In dieser Arbeit soll aber abschlieBend
zur [llustration und Bedeutung von stark geddmpften mechanischen Systemen in
Anwendungen ein Menschmodell unter biomechanischen Gesichtspunkten betrach-
tet werden, wie es in [10] vorgestellt wird (siche Abbildung 1.3). Im vorliegenden
Beispiel wird das biomechanische Verhalten des Menschmodells nach einem Unfall
simuliert. Um die Herkunft von Bewegungsgleichungen wie (1.1) zu motivieren, sol-
len diese in Kapitel 6 anhand eines einfachen Falls hergeleitet werden.

1.2 Bewegungsgleichungen

Ein stark geddmpftes mechanisches System ldsst sich durch eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung

M(y)jj = Fy.3) ~ D)y (1.5

beschreiben. Hierbei ist € eine sehr kleine, positive Konstante, wir setzen also generell
0<exl

voraus. Die physikalischen Effekte der Dampfung sind in der Dampfungsmatrix D
wiedergegeben. Durch M sei eine Massenmatrix bezeichnet. Die Bewegung des stark
geddmpften mechanischen Systems wird durch die Losung y(t) € R? dieser Differen-
tialgleichung fiir Zeiten t aus einem e-unabhédngigem Intervall [0,7] beschrieben.
Grundsitzlich nehmen wir an, dass die Funktionen M : R? — R4, f . R? — R4



Stark geddmpfte mechanische Systeme

— A~

[
]

Abbildung 1.1: Symbolisierung von Feder-Dampfer-Ele-
menten in der Mechanik.
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Abbildung 1.2: Lastwagenmodell aus der Fahrzeugmecha-
nik, nach [3].

Abbildung 1.3: Menschmodell aus der Biomechanik bei der
Simulation eines Unfalls, aus [10].
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und D : R* — R¥9 ausreichend viele beschrinkte Ableitungen besitzen. Weitere
Voraussetzungen, die im Laufe dieser Arbeit benttigt werden, sind:

Fiir alle y € R? sei M(y) symmetrisch und positiv definit. (1.6a)

Fiir alle y € R? sei D(y) symmetrisch, positiv semidefinit und (1.6b)
von kostantem Rang m. '

Die Matrix D besitzt einen nichttrivialen Kern, dessen Dimension generell mit [
bezeichnet sei, es gilt also

m=d — .

Wegen Voraussetzung (1.6b) verschwindet D(y)y auf einer (d+I)-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit

M° = {(y,v) € R*: D(y)v = 0} C R*, (1.7)

Vom Standpunkt der singuldren Storungstheorie ist (1.5) ein singulédr singuldr ge-
stortes Problem [18].

Bemerkung. Die Bewegung des mechanischen Systems wird durch eine zeitab-
héngige Funktion ¢ +— y(t) beschrieben. Die Funktionen in (1.5) sind also streng
genommen als zeitabhéngige Funktionen zu formulieren, zum Beispiel ¢ — M (y(t))
im Fall der Massenmatrix,. Um die Notation nicht zu iiberladen, wollen wir die
Schreibweise aus (1.5) beibehalten und notieren folglich kurz M (y(t)) = M(y),

fty(8),5(t) = f(y,9) und D(y(t)) = D(y).

Fragestellungen im kontinuierlichen Fall

Erinnern wir uns an die Beobachtungen am Beispiel des Federpendels (1.3), so stellt
sich auch fiir die Bewegung stark gedampfter mechanischer Systeme die Frage, inwie-
weit Losungen von (1.5) mit Losungen differential-algebraischer Systeme iiberein-
stimmen. Diese Sichtweise hangt direkt mit der Problemstellung zusammen, glatte
Losungen von (1.5) zu approximieren. Ein Zugang liegt hierbei in der Konstruktion
von e-Entwicklungen.

Ein anderes Problem ist die mathematische Beschreibung des qualitativen Verhal-
tens der mechanischen Bewegung. Ein einfaches Beispiel um dieses Verhalten zu
verdeutlichen, ist ein Pendel, bei dem ein Massepunkt {iber eine starre Verbindung
mit einem Feder-Dampfer-Gelenk verbunden ist, siche Abbildung 1.4. Simulieren
wir die Bewegung dieses Pendels und weisen dem Gelenk eine grofie Dampfungskon-
stante zu, so nihert sich der Abstand zwischen den beiden Kopplungspunkten P,
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und P; des Gelenks schnell einem festen Wert. Die Relativgeschwindigkeit v zwi-
schen P, und P3 wird betragsméfig schnell klein, wie in Abbildung 1.5 zu erkennen
ist. Dies ist ein typisches Verhalten der Bewegung stark geddmpfter mechanischer
Systeme. Ein Weg, dieses Verhaltensmuster mathematisch zu beschreiben, ist durch
das Konzept attraktiver invarianter Mannigfaltigkeiten gegeben (siehe [17], [14]).

Ziele und Fragen der numerischen Behandlung

Eines der wichtigsten Ziele dieser Arbeit ist es, Runge-Kutta-Verfahren zu klas-
sifizieren, die die Bewegungsgleichungen von stark geddmpften mechanischen Sy-
stemen effizient integrieren. Generelle Mafigabe ist dabei, Schrittweiten zu verwen-
den, die nicht durch den kleinen Dampfungsparameter € beschrankt werden. Diese
Klassifikation ergibt sich im Rahmen einer Konvergenzanalyse fiir die Runge-Kutta-
Approximationen von (1.5).

Die zu erwartenden analytischen Ergebnisse lassen die Vermutung zu, dass die
Fehler der numerischen Losungen der beteiligten differential-algebraischen Syste-
me einen entscheidenden Anteil zu den globalen Fehlerschranken beitragen. Daher
sind zunéchst Fehlerabschiatzungen fiir diese differential-algebraischen Systeme von
Interesse.

In Analogie zum kontinuierlichen Fall stellen wir uns auch die Frage, ob eine e-
Entwicklung fiir numerische Losungen von (1.5) existiert. Mit dieser e-Entwicklung
konnte sofort ein Konvergenzresultat angegeben werden, das den Fall von Anfangs-
werten behandelt, die eine gleichméBig in e glatte Losung gestatten. Aufgrund dieser
rigorosen Bedingungen an die Startwerte stellt sich dann allerdings die Frage, ob
noch ein Zusammenhang mit numerischen Losungen zu allgemeineren Angangswer-
ten hergestellt werden kann.
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Py

Abbildung 1.4: Pendel mit Kugel P; und Feder-Démpfer-
Element, das an zwei Punkte P; und P, gekoppelt ist.
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Abbildung 1.5: Qualitatives Verhalten des Abstandes y von
P und P; und der Relativgeschwindigkeit v von P;.



10

Stark gedampfte mechanische Systeme



Kapitel 2

Analytische Eigenschaften

2.1 Transformationen

Fiir die spateren Beweisfithrungen wird es sich als notwendig erweisen, die Diffe-
rentialgleichung (1.5) in zwei andere Formulierungen zu iiberfiihren. Als wesentliche
Voraussetzung benotigen wir hierzu die Symmetrie und die positive Definitheit bezie-
hungsweise Semidefinitheit der Matrizen M und D. Beiden Transformationen liegt
zu Grunde, dass unter der Voraussetzung (1.6b) fiir D(y) eine Blockdiagonalisierung

wowen = (o 1, ) (2.)

existiert. Z(y) € R™™ ist dann eine symmetrische, positiv definite Matrix; die
Transformationsmatrix Q(y) € R¥? ist orthogonal.

Lemma 1. Unter den Voraussetzungen (1.6a) und (1.6b) ist (1.5) dquivalent zu
einer gekoppelten Differentialgleichung der Ordnung 1

gy = S (y)z,
M) = Fly,2) — - ( 8 I(,)n ) z, 22)

e
wobei M (y) wieder symmetrisch und positiv definit ist. Insbesondere kann die Trans-

formation S(y) so gewdihlt werden, dass M und ]’F beliebig oft differenzierbar und
unabhdngig von € sind.

Beweis. Wir betrachten die Blockdiagonalisierung (2.1) und verwenden die gleichen
Bezeichnungen. Die Abbildungen A : R — RY — R™™ und Q : R — R¢ — R4

11
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konnen als Funktionen gewéahlt werden, die beliebig oft differenzierbar und un-
abhéngig von € sind (Theorem I1.5.11 in [11], S. 115). Zu beachten ist hier, dass die
Diagonalisierung von g(y) mit einer stetigen Transformationsmatrix nicht moglich
ist, falls sich die Eigenwerte fiir ein ¢ € [0, T] kreuzen (siehe Rellichs Beispiel in [11],
S. 111). Zu A lasst sich jedoch eine Cholesky-Zerlegung A(y) = (LLT)(y) finden,
wobei L(y) : R — R™ ™ als beliebig oft differenzierbare und von ¢ unabhiingige
Funktion gew&hlt werden kann. Setzen wir

s6) = @0 mirco)= ({0,

so ergibt sich
D) =50 (1. ) S 23)

Durch Einfithrung einer Variablen y = v ist (1.5) &quivalent zu einer Differential-
gleichung erster Ordnung

Z'/ = U?
2.4
M(y)o = f(yw)—éD(y)v- &4

Einsetzen der Transformation v = S~7(y)z und der entsprechenden Zeitableitung
v=S"T(y)z +DS(y,v)z in (2.4) liefert

gy = STy,
(MS )z = fly,5 " (y)z) — M(y)DS(y, S~ " (y)z)z — é(DST)(y)Z-

Dabei ist (DS(y, v))‘ = (V,5;(y),v), wobei 3;(y) die Elemente von S~ (y) be-
ij

zeichnet. Durch Multiplikation der zweiten Gleichung von links mit S~!(y) und mit
den Bezeichnungen

M(y) = (S MS (), Fly.2) = 57 £y, ST (0)2) = My)DS(y, 5" (1)2)z)

folgt (2.2). Dass sich die Symmetrie und die positive Definitheit von M auf M
iibertrigt, folgt durch direktes Nachrechnen. Als Kompositionen beliebig oft dif-
ferenzierbarer Funktionen sind M und f beliebig oft differenzierbar. Somit ist die
Behauptung gezeigt. |

Mit (2.2) konnen nicht alle Resultate bewiesen werden, da die Massenmatrix in
modifizierter Form immer noch auf der linken Seite der zweiten Differentialgleichung
steht. Deshalb wird noch die folgende Umformulierung bereitgestellt und bewiesen.
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Lemma 2. Unter den Voraussetzungen (1.6a) und (1.6b) ist (1.5) dquivalent zu
einer gekoppelten Differentialgleichung der Ordnung 1
uw = F(u,z),
: 1 (2.5)
i = —LA@)+ p(u,2)
€

mit einer positiv definiten Matriz A(u). Die dabei auftretende Transformation lisst
sich so konstruieren, dass F : R**™ x R™ — R?*™ A : R — R™™ und auch
@ R¥=m x R™ — R™ als Funktionen gewdhlt werden kénnen, die beliebig oft diffe-
renzierbar und unabhdngig von € sind.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung (1.6a) ldsst sich die Massenmatrix in eine
Zerlegung M (y) = (MY2M'/?)(y) mit symmetrischen, positiv definiten Matrizen
M'2(y) aufspalten. Diese konnen als beliebig oft differenzierbare und von e un-
abhéngige Funktionen gewéhlt werden. Aus (2.4) erhalten wir nunmehr

y = v,

M) = M) (o) - DM ) 20

wobei ﬁ(y) = (M~Y2DM~/?)(y) eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix
ist. Zu D existiert wie in (2.1) eine Blockdiagonalisierung mit einer orthogonalen Ma-
trix Q(y) und einer positiv definiten Matrix A(y). Diese Funktionen kénnen ebenfalls
als beliebig oft differenzierbare und von £ unabhéngige Funktionen gew#hlt werden.
Multiplizieren wir Q7 von links an die zweite Gleichung von (2.6), so ist diese unter
der Transformation v = T'(y)w mit T(y) = (M~Y2Q)(y) und der entsprechenden
Zeitableitung v = T'(y)w + DT (y,v)w dquivalent zu

= Tyw,

T (y)(T(y) + DT (y, T(ywyw) = (Q"M ) (y)f(y, T(y)w)

L@ DM Ty

Dabei ist (D7 (y,v)) } = (V,tij(y),v), wobei t;;(y) die Elemente von T'(y) bezeich-
ij

net. Diese Differentialgleichungen sind mit
Fly,w) =(@Q"M ) (y) f(y, T(y)w) — T~ (y)DT (y, T (y)w)w
und der Blockdiagonalisierung von D gleichwertig zu

y = T(yw,
, ~ 1L/0 0 (2.7)
w:f(yaw>_g(0 A(y))w'
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Passend zum Format von A setzen wir

F=(fR)' w=@ma" T = () DY)

und erhalten

y = ifl(y)erTz(y)q,
= fi(y,p,q),
q = —éA(y)qufz(y,p,Q)-

Mit

u=(y,p)L €R* ™ z=qgeR™,

_ (T ol 2) = Pl
F(u,x)—( Fi(w,p. 0) ) d o(u, z) := fa(u, z)

folgt (2.5). Die neu definierten Funktionen F' und ¢ sind als Kompositionen von
beliebig oft differenzierbaren Funktionen wieder beliebig oft differenzierbar und un-
abhéngig von €. Somit ist die Behauptung gezeigt. ]

Bemerkungen. (1) Eine Umformung von (2.2) in eine Differentialgleichung erster
Ordnung ohne Massematrix auf der linken Seite ist moglich, denn M (y) ist invertier-
bar (insbesondere wieder symmetrisch und positiv definit). Allerdings ergébe sich
bei dieser Vorgehensweise eine voll besetzte Matrix auf der rechten Seite. In spéteren
Beweisen wird allerdings ein dquivalentes System mit einer Matrix in Blockstruktur
benotigt, wie es in (2.5) bezichungsweise (2.7) hergeleitet wurde.

(2) Die dquivalenten Formulierungen (2.2) und (2.5) werden im Folgenden sténdig
zur Herleitung von Abschéitzungen gebraucht. Da numerische Verfahren unter die-
sen Transformationen nicht invariant sind, wird die Ausgangsgleichung (1.5) immer
wieder in Betracht gezogen.

2.2 Asymptotische s-Entwicklung der glatten Lo-
sung

Im folgenden Theorem werden glatte Losungen von (1.5) studiert, das heifit Losun-
gen, die geniigend oft stetig differenzierbar und deren Ableitungen unabhéngig von
€ beschrénkt sind. Von besonderem Interesse ist dabei, dass sich wie in den Féllen
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von singuldr gestorten Problemen (vergleiche [9], S.388 f.) und steifen oszillatori-
schen mechanischen Systemen (vergleiche [13], Theorem 2.2) die glatten Losungen
in einer e-Entwicklung beziehungsweise *-Entwicklung mit Koeffizienten (y*,3*),
k > 0, darstellen lassen.

Im vorliegenden Problem treten bei der Konstruktion einer asymptotischen e-Ent-
wicklung Schwierigkeiten auf, insbesondere durch den Term D(y)y, der von Positi-
on und Geschwindigkeit des stark gedédpften mechanischen Systems abhéngt. Das
standardgeméBe Vorgehen (siche etwa Theorem 2.2 in [13]) wére, die Funktionen
in (1.5) nach y° beziehungsweise (y°,3°) zu entwickeln, als existent angenommene
e-Entwicklungen fiir y und ¢ einzusetzen und die Koeffizienten des resultierenden
Systems nach Potenzen in e zu vergleichen. Zur Konstruktion der Koeffizienten
(y°,9°) ergibe sich so als erstes System eine Ordnung-2-Differentialgleichung und
eine algebraische Gleichung

M@y")i® = f°49°) — D"y

0 = D(y)y".

Oy

Wiirde in der Differentialgleichung dieses Systems nur eine Unbekannte y! oder ¢!
auftreten, so konnte sie auf kanonische Weise durch die Einfithrung eines Lagrange-
Multiplikators mit der algebraischen Gleichung gekoppelt werden. Im obigen Fall ist
dies aber nicht moglich. Aus diesem Grund ist es fiir das mechanische System (1.5)
notig, von der Umformulierung (2.2) auszugehen.

Bemerkung. In vielen der folgenden Beweise, auch in den weiteren Kapiteln, wer-
den in den Abschétzungen immer wieder verschiedene reelle Konstanten auftreten.
Diese sollen nicht durchnummeriert, sondern generell mit C' bezeichnet werden.

Theorem 1. Sei N > 1 eine beliebige natiirliche Zahl und (1.6a) sowie (1.6b)
erfillt. Zu 0 < e < gq ezistiert eine (d+1)-dimensionale Mannigfaltigkeit M¢, kon-
struzert durch eine Bijektion

\Ils . MO N Ma . <y07y0) — (y€7y€)

mit U = id 4+ O(g), und ein von & unabhingiges Intervall [0,T), so dass folgendes
gilt: Ist (y(0),y(0)) € ME®, so ist fir die Losung (y(t),y(t)) von (1.5) zu diesem
Startwert

(y(t),9(t)) € M®+ O(eN) fir 0<t<T,

und es existieren asymptotische e-Entwicklungen
yt) = y[)(t) + eyl(t) 4+ 4 ENyN(t) + O(EN+1)7

. -0 -1 NN N+1 (2.8)
g(t) = PO +ey () +--- ey (1) + 0™ ),
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wobei (y°(t), 7°(t)) € MO und (y*(t), y*(t)) fir0 < k < N Lésungen von differential-
algebraischen Gleichungen sind, die auf Seite 25 in (DAE 0),...,(DAE k) formuliert
sind. Die ersten N Ableitungen von y sind unabhdngig von e beschrdankt.

Beweis. Die Behauptungen folgen aus drei Beweisschritten. Aus den geschilderten
Griinden betrachten wir die Umformulierung aus Lemma 1. Zunéchst konstruieren
wir die asymptotischen e-Entwicklungen (2.8). In Beweisteil (b) zeigen wir, dass
Losungen von (1.5) mit Anfangswerten aus MO fiir Zeiten ¢ € [0, 7] bis auf O(e)
in M°® liegen. Damit lédsst sich die Beschranktheit der Ableitungen von y zeigen.

(a) Sei also angenommen, dass eine e-Entwicklung der exakten Losung (y(t), z(t))
von (2.2) bekannt ist, das heifit

y(t) = y°(t) +ey'(t) +- -+ Ny () + O,
2(t) = 22t) +et(t) + -+ VN (@) + O(ENT.

Zunéchst werden die Funktionen aus (2.2) im Hinblick auf die obigen e-Entwick-
lungen um 3°, 2° beziehungsweise (y°, 2°) entwickelt. Wir erhalten

M(y): = M(yO)Z'Jr%(M(y)Z) =y
= M)+ + V2N + 0N +

8% (M(y)(z'o eV 4 O(eN“)))

y=yo
ey’ + -+ NyN OV + ..,

S T(y)z = ST(yO)ZJr@(ST(y)Z) . Jy =91+

= ST)E"+ NN+ O +

2 (5T 4 v+ NN 4 0N

Y=Yo

ey + - +eVyN + O] + ..,

Fy,2) = F&° 2%+ f,(0% 20y — o + F(°, 20z — 2% + ...
= JO° 20 + F0°, 0y + -+ Ny + OV
L0, 202 + -+ eV N OV + .
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Nun setzen wir diese Taylor-Entwicklungen und entsprechende e-Entwicklungen in
(2.2) ein und fiihren einen Koeffizientenvergleich durch. Der Koeffizient mit ¢!
verschwindet genau dann, wenn

(8 I?n)zozo (2.9)

gilt. Die Koeffizienten mit £° verschwinden genau dann, wenn die Gleichungen
3= ST,

~ vy 0 0
0y:0 _ 0,0\ _ 1
M - fot- (g p )
erfiillt sind. Da in diesem System z!' nicht bestimmt werden kann, fithren wir via

< 8 IO > 2t =GT\ (2.10)

einen Lagrangemultplikator A\° ein, wobei die von 3° unabhingige Matrix G durch
G = [0 I,,,] € R™*4 gegeben ist. Weil die ersten d —m Zeilen der Matrizen nur Nullen
als Eintridge enthalten, kann gleichwertig

Gzl =)0 (2.11)
formuliert werden. Ebenso schreiben wir dquivalent zu (2.9)
Gz’ = 0. (2.12)

Mit (2.10) ergibt sich

M(y*)2" = f(y°,2°) — GTN. (219)

Die Bewegungsgleichungen (2.13) und (2.12) stellen ein differential-algebraisches
Gleichungssystem vom Index 2 in (%, 2%, \?) dar, das fiir alle konsistenten Anfangs-
werte (y°(0),2°(0)) eine eindeutige Losung besitzt [6]. Genauer ist mit der ersten
Gleichung aus (2.13) Nebenbedingung (2.9) dquivalent zu D(y°)S~*(y°)z" = 0. Dar-
aus wird ersichtlich, dass die Anfangswerte (y°(0),2°(0)) konsistent sind, falls die
Bedingung (y°(0), S~(y°(0))2°(0)) € M erfiillt ist. Um dies anschaulich fiir das
Ausgangssystem (1.5) noch besser zu verstehen, transformieren wir das differential-
algebraische System zuriick in die Variablen (y°,9°, \°). Aus der ersten Gleichung
von (2.13) folgt 2° = ST(y°)y° und Differentiation nach der Zeit liefert nunmehr
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20 = ST(y)i° + Dg(yo,y'o)yo. Dabei ist (Dg(y,y))‘ (Vysij(y),v), wobei s;;(y)

die Elemente von S7(y) bezeichnet.

ii

Setzen wir diese Bezichungen in die zweite Gleichung von (2.13) ein, so folgt
(MST)()i° = F(y°,579%) — M°)DS(y°,5°)5° — GTA,
0 = GST()"

Mit den in Lemma 1 eingefiihrten Definitionen von M und ferhalten wir schlieSlich
das differential-algebraische System

M@G@")iI® = f2u° 5% — SE°)GTA

0 = G5" (") 244

in den Variablen ¢°, 3°, A\°. Dabei ist
1037 = £ 5°) - M) (DS, 5957 (6") + ST (DS, 5°) )i

Die vorliegende Zwangsbedingung lésst sich auch als

0 0 T one0
<0 Im)S(y)y =0

formulieren; mit (2.3) ist dies gleichwertig zu D(y°)y° = 0. Also besitzt das diffe-
rential-algebraische System (2.14) fiir Anfangswerte (y°(0),7°(0)) € MO eine ein-
deutig bestimmte Losung. Unter der durchgefiihrten Riicktransformation bleibt der
Storungsindex invariant. Dieser wird in der Bemerkung, die sich an den Beweis an-
schliefit, nachgerechnet.

Die Konstruktion der weiteren Koeffizienten erfolgt analog zur obigen Vorgehens-
weise. Koeffizienten mit ¢! verschwinden genau dann, wenn

gto= ST + H(Y 2y,

M = Bt - (g f )

gilt, wobei
~ . - - 0 (~, .
By ) = B+ RN — o (M) o
y y=1o
~ 0 B
HY(y", 2% y") = 8_<S T(y)zo> y'
Y Y=Yo
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gesetzt werden. Da die Variable z? nicht bestimmt werden kann, fithren wir erneut
einen Lagrange-Multiplikator A\; durch

0 0 2 AT\1
<0 Im>z—G)\ (2.15)

ein. Diese Zwangsbedingung ist wiederum gleichwertig zu
G2 =\l
Somit gilt

gto= ST+ HU R, Y, (216)
M(y0>2-,1 _ &)1(y0,20,20,y1,21) —_GT\L

Die Gleichungen (2.16) und (2.11) bilden bei bekannten Variablen 3°, 20, 2° wieder
ein differential-algebraisches Gleichungssystem vom Index 2 in den Unbekannten
y', z', Al Der Anfangswert y'(0) ist frei wihlbar, denn die Zwangsbedingungen
(2.11) wirken nur auf die Geschwindigkeiten 2!, und 2!(0) ist eindeutig bestimmt,
falls es im Bild von M ~(y°(0))G7 liegt. Dies wird ersichtlich, wenn die Bedingung
21(0) € Im(M~'(y°(0))GT) in (2.11) ausgenutzt wird, denn die Eindeutigkeit von
21(0) folgt dann sofort aufgrund der Invertierbarkeit von G M ~(°(0))GT. Mit I'm/(-)
sei das Bild der linearen Abbildung bezeichnet, welche die Matrix beschreibt.

Die Veranschaulichung in der Geometrie unseres Problems folgt erneut, indem wir
das differential-algebraische System (2.16), (2.11) in die Variablen y!, ¢, A! trans-
formieren. Hierzu gehen wir vor wie fiir das vorige differential-algebraische Glei-
chungssystem. Zunichst liefert das Einsetzen von 2° = ST(y%)7° in die erste Glei-
chung von (2.16)

Zl — ST(yO)yl + Zl + ST(yO)Hl(yO,ST(yO)y'O,yl).
Differentiation nach der Zeit ergibt
2= ST + DS, 905 + Dy iyt ),

wobei D} die Zeitableitung des letzten Terms in der Gleichung von 2! bezeichnet

und DS wie oben definiert ist. Setzen wir diese Resultate in die zweite Gleichung
von (2.16) und die Bedingung fiir z' in (2.11) ein, so geht daraus das differential-
algebraische Gleichungssystem

M(yo)gjl — (I)1<y0’yo7g07y17y1) —S(yO)GT)\l,

2.17
0 = GST(W)y' +GST(W)H (v°, 9% y') = X 247
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in den Variablen y', 7!, A! hervor, wobei
o' = SO — MST(DSy' — D),
HY(y, 3, yY) = H'G° ST ()i ")

gesetzt wurde. Die Funktion ®! hiingt nur von den Variablen 3°,9°, 4% y*, ' ab,
wovon der Leser sich durch Betrachtung der auftretenden Funktionen leicht iiber-
zeugen kann. Dieses System ist eindeutig lésbar, wenn y*(0) frei wiithlbar ist. Dies ist
hier der Fall, wie bei der Argumentation fiir das System (2.16) nachvollzogen wur-
de. Ist ¢*(0) im Bild von (M~18)(y°(0))GT, so gilt fiir ein p € R™ die Gleichheit
91(0) = (M19)(y°(0))GT i, wegen (2.11) also

G(STM18)(°(0)GT = A°.

Da G vollen Rang hat, ist dieses lineare Gleichungssystem eindeutig lésbar, 3(0)
ist also eindeutig bestimmt. Das System (2.17) ist daher eindeutig 16sbar, falls

§'(0) € Im((M7'9) (5" (0))G7).

Dieses Bild ist gleich dem orthogonalen Komplement von Ker(DS”(y°(0))) beziig-
lich des M (y°(0))-Skalarproduktes. Berechnen wir den Tangentialraum von MY in
(v°,9"), so ist klar, dass Ker(a%o(D(yO)y'O)) x Ker(DST(y")) C Tiyo40M° gilt;
(0,9%(0)) liegt also im M (y°)-orthogonalen Komplemet dieses Tangentialraums.

Der Koeffizientenvergleich mit £? liefert ein weiteres differential-algebraisches Glei-
chungssystem vom Index 2 in Unbekannten y?, 22, A2. Mit dieser Methodik werden
die Koeffizientenfunktionen y*(¢) und 2*(¢) beziehungsweise 4*(¢) konstruiert. Setzen
wir fiir ¢ € [0, 7]

v () = y°(t) +ey'(t) + -+ Ny (1),

0 . NN (2.18)
25(t) = 2°(t)+ez (t)+---+e 27 (¢)

mit den oben konstruierten, von & unabhiingigen Koeffizienten y*(¢) und z%(t), so
folgt eine abgebrochene e-Entwicklung. Ein dquivalenter Ubergang zu °(t) ist durch
die Transformation der differential-algebraischen Gleichungssysteme moglich.

Der Defekt dieser abgebrochenen e-Entwicklung ist fiir beliebiges N von der Grofien-
ordnug O(e). Dies wird ersichtlich, wenn wir die Funktionen aus (2.2) um y° be-
ziehungsweise (y°, 2°) entwickeln. Aus den resultierenden Taylor-Entwicklungen und
mit den e-Entwicklungen von y, 9, z und 2 erhalten wir

ys — SfT(yfs)Zfs_‘_0(8N4r1>7

L R N R T
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Dass W¢ bijektiv ist folgt aus der Existenz der Umkehrabbildung

(\DE)_I :ME_>MO7 (ys,ys) s (yOJJO).

(b) Nun zeigen wir, dass fiir jede Losung von (2.2) mit Anfangswerten, die
y(0) —y7(0) = O(e"),  2(0) — 2°(0) = O(e™)

erfiillen, fiir Zeiten ¢ € [0, 7] auch
y(t) =y (1) = O(e™),  2(t) — 2°(t) = O(e™)

gilt. Hierzu subtrahieren wir (2.19) von (2.2). Dann ist

J—9° = S (y)z = STT(Y)2" + O(eN),

M(y)z — M(y°) = fly,2) —1 f(y5, 2% (2.20)
< 8 I(,)n ) (= 2°) + O(eY).

9

Setzen wir Ay =y —y°, Az =2z — 25, Az =% — 2% so ist (2.20) mit der Lipschitz-

—

stetigkeit von S~7, M und fNEiquiva,lent zZu

Ay = ST (y)Az+O([Ayll) + O™,

Wwa: = 2§ P )asrotml+asy +oe). O

Da M (y) symmetrisch und positiv definit ist, benutzen wir wie in Lemma 1 eine
Zerlegung M (y) = M*?(y) M*/?(y) mit positiv definitem und symmetrischem M*/2.
Als Konsequenz ldsst sich (2.21) umformen zu

Ay = ST (y)Az +O(||Ayl)) + O™,
— 1 —
M7 (y)Az = —EB(?J)MW(?J)AZ +O([|Ay] + | Az]) + O(e™)

mit einer Matrix

~ 0 O ~_
By =5 (g [ )5,
die symmetrisch und positiv semidefinit ist. Mit Aw = MY/2(y)Az folgt

Ay = STT(y)M 2 (y)Az + O(||Ayll) + O(EN),

1~ (2.22)
A = —=B(y)M"*(y)Aw + O(|[Ay[ + [| Awl]]) + O(").
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Nun benutzen wir wie in Lemma 1 eine Blockdiagonalisierung, die die positiven
Eigenwerte von den Nulleigenwerten von B trennt, also

Q" (y)B(y)Q(y) = < 8 g?y) ) :

Q(y) und A(y) konnen mit derselben Argumentation wie im Beweis von Lem-
ma 1 als glatte Funktionen gewéhlt werden. Hiermit und mit der Transformation
QT (y)Aw = (Awy, Aws)T spalten wir die zweite Zeile von (2.22) in die gekoppelte
Differentialgleichung

Auy = O(||Ay]| + [|Awy ]| + [| Awa]]) + O,
1~ (2.23)
Ay = —;A(y)Awqub(t)

auf, wobei ||b(t)|| < C(||Ayl| + ||Aw:| + ||Aws|]) + O(V) ist. Nach diesen Umfor-
mungen ist es nun moglich, Abschitzungen fiir die einzelnen Groéflen herzuleiten.
Fiir die Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung gilt mit Variation
der Konstanten

Awy(t) = R(t)Awq(0) +/R€(t)R€1(T)b(T) dr

wobei R.(t) der Propagator der homogenen linearen Differntialgleichung
1~
Ay = —=A(y(t)) Awy (2.24)
5

ist. Eine Abschitzung fiir ||R.(t)|| ergibt sich, indem wir (2.24) von links mit Aw3
multiplizieren. Es ist

. d a
Awy Ny = [| Ay | || Aws || < —— ]| Aws |,

denn wegen der positiven Definitheit von A(y) gilt —z7A(y)z < —a||z|? mit einem
reellwertigen, positiven a. Division beider Seiten der obigen Gleichung mit ||Aws]|,
Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und zuletzt des
Lemmas von Gronwall liefert die Ungleichung

1Awa(t)]] < e[| Awy(0)]].

Damit und aus der Losung Aws(t) = R.(t)Awy(0) des homogenen Problems folgt
sofort ||R.(t)|] < e™%', fiir das Propagatorprodukt unter dem Integral gilt die Ab-
schiitzung || R.(t) R (1) < e~ =®7). Somit folgt aus der Losung fiir die inhomogene
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lineare Differentialgleichung

t

[Bus@)l < [ & 27 (COIAYN + [Bur (7] + [ Bwalr))) dr +OEY).

0

t ~
Wegen [e ¢t dr <
0

SN

geht daraus

[Aw(#)]| < C max (IIAy(T)II + [|Aw ()] + I|Aw2(7)|l> +0(e")  (2.25)

0<r

mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten C' hervor. Eine Schranke fiir max || Aws||
erhalten wir durch Bildung des Maximums {iber beide Seiten der obigen Gleichung.
Es ergibt sich

max || Awy(r)]| < Ce max (||Ay()]| + [ dwi ()] + [Auwn(r)]) + OEM).

0<r<t¢

Auflésungen von Ungleichungen dieser Art werden an mehreren Stellen der Ar-
beit auftreten. Auch wenn es sich um eine einfache Rechnung handelt, soll sie
an dieser Stelle einmal exemplarisch durchgefithrt werden. Zunéchst wenden wir
die Dreiecksungleichung fiir das Maximum auf der rechten Seite an, um den Term
Ce maxo<r<¢ ||Aws(7)|| zu isolieren und anschlieflend auf die linke Seite zu bringen.
Dann ist

(1 - Ce) max [ Awz(r)] < Ce gass, (I[Ay(r) | + [ Aws()]) +O(),

Division beider Seiten mit 1 — Ce > £ ergibt === = 14 O(e) = O(1) und mit einer
Konstanten C' > 0, die nicht von ¢ abéngt folgt

max [|Auws(r) | < O max ([[Ay(r)]| + [ Awi (7)) +OE™).

0<r<t¢t

Setzen wir dies in (2.25) ein, so ist
|Aws(t)]| < C= max, ([|Ay(r)]| + [[Awi()]) + OE). (2.26)

Multiplikation der ersten Gleichung (2.23) von links mit Aw] und Ausnutzung der
Gleichheit Aw{ Ay = ||Aw; || - L||Aw:|| liefert

d
ZlAwi ] = O(|Ay] + [[Aw || + [[Aw[]) + O(™).
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Hieraus folgt durch Anwenden des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrech-
nung und aus dem Lemma von Gronwall

|Aw (@) < € max (I1ay()] + [Aws()]) +O().

Setzen wir die Abschétzung fiir max [|Aws|| ein, so liefern Dreiecksungleichung und
Division mit 1 — Ce > 3 erneut

|Awi(B)] < € mas [ Ay(r)]| + O(™). (2.27)

Einsetzen von (2.27) in (2.26) ergibt
N
1Aw (1)} < € max || Ay(7)]| + O(™).
Da aber Q7 (y)Aw = (Awi, Awy)T gewihlt war und Q(y) orthogonal und somit
beschrénkt ist, folgt mit geeigneter Konstante C unabhéngig von e
lAw(®)]| < C max [|Ay(r)]| + O(="). (2.28)

Ganz analog verfahren wir mit Ay. Aus der ersten Gleichung von (2.23) erhalten
wir

Ay = O(l|Aw]) + O([|Ayll) + O"H).

Wiederum ergibt sich wegen Ay”Agy = ||Ay|| - £||Ay]| in der ersten Gleichung von

(2.25)

d
Ayl = O(Awll) + O(Ayl) + O™

und mit dem Lemma von Gronwall und (2.28) folgt

N
|89 < € max | Ay(r)]| + O).

Die Berechnung von max ||Ay|| wie oben liefert nun
1Ay(®)IF = lly(t) — (@)l = O(e™).
Wegen (2.28) ist auch ||Aw(t)|| durch O(e™) beschriinkt und aus (2.22) folgt dann

IAG(®) = l19(t) — y= (@)l = O(e™).

(c) Um zu zeigen, dass Losungen mit Anfangswerten (y°, %) glatt sind, betrachten
wir wieder (2.20). Mit der Lipschitzstetigkeit von S=7, M und f folgt sofort

ST (y)z — ST (y)z" = O™, fly,2) — f(y°.2°) = O(eMH)
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und hieraus ist ebenfalls ersichtlich, dass
Y o — O(€N+1)

gelten muss, was aber aus der e-Entwicklung der Losung a priori klar ist. Mit
M(y)z — M(y°)2° = M(y°)(2 — 2°) + O(eN 1) folgt

-5 =0(N).

Indem wir (2.19) und (2.2) nach der Zeit ¢ differenzieren und die dadurch erhaltenen
Systeme wieder subtrahieren, gilt mit der analogen Argumentationsweise

j—iF=0(EY), -3 =0(E"1.

Fahren wir auf diese Weise fort, so lasst sich fiir allgemeines 1 < k < N induktiv
folgern, dass

y(k) — ys(k) = O(gN_k+2)’ (k) _ 28(’“) _ O(gN_k+1)

ist. Damit sind alle Behauptungen gezeigt und der Beweis ist abgeschlossen. [ ]

Zusammenfassung der differential-algebraischen Gleichungssysteme

Zum Uberblick sollen nun nochmals die differential-algebraischen Systeme aufgefiihrt
werden. Zur Konstruktion der Koeffizienten (y*(¢),9*(t)) der glatten Lésung von
(1.5) erhalten wir die Koeflizienten fiir k£ = 0 aus

M) = 5% - SE)GTN, (DAE 0)

0 = GST(y")y’.

Fiir k > 1 ergeben sich (y*(t),7*(t)) aus
M(y())yk = (I)k(yoa yO’ y07 s 7yk_17 ?Jk_l» yk_la yka yk) - S(yO)GTAk7 (DAE k)

0 = GSTW )+ GST(W ) H (y°,9°, ...,y L gkt of) — AF

mit G = [0 I,,,] € R™*?, der Transformationsmatrix S aus Lemma 1 sowie Funktio-
nen ®* und H* in denen Terme zusammengefasst sind, die nur von den spezifizierten
Variablen abhéngen. Von den Koeffizienten der e-Entwicklungen von (y(t), z(t)) er-
halten wir (y°(¢),2°(t)) aus

M’(yo)zo ]?(yo, 29— G, (DAE 0)
0 = G2°
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Fiir k¥ > 1 ergeben sich (y*(t), 28(t)) aus

Pt o= ST BNy A ),
MEP)E = TR, 20,50, .. yfl L skt gk k) QT AR (DAE k)
0 = GzF— )1

mit Funktionen @“ und H k_ wobei fiir gewisse Variablen Linearititen beriicksichtigt
werden kénnen. H* ist beispielsweise linear in z° fiir alle i = 1...,k — 1, k-linear in

y', (k — 1)-linear in y>.

Bemerkung. Der Ubergang von (y°, 2°) zu (y°,%°) ist nicht nur iiber die Riick-
transformation der differential-algebraischen Gleichungen méglich, sondern kann
auch direkt vollzogen werden. Mit der Taylor-Entwicklung fiir S~ (y)z gilt

N
STz = ST 4+ VN 4OV + Y F A
k=1
= ST +e(ST(W0) + HY) + ...
+eN (ST (Y)Y + HY) + O(eN ),

was mit den Gleichheiten fiir 7°, . . . , * aus den differential-algebraischen Gleichungs-
systemen (DAE 1°), ..., (DAE k’) dquivalent zu der Existenz einer e-Entwicklung
von g(t) ist:

y(t) = §°(t) + g (t) + - + Vg () + O™ ).

) W OO eM

(1.5) (DAE k) (v, %)
Lemma 1 /%

(y, 2) (y*, 2F) (y°(0), 2°(0)) konsistent o

(2.2) (DAE k) (y",2%)

Abbildung 2.1: Beweisverfahren im Uberblick
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In Abbildung 2.1 sind die Zusammenhénge zur Veranschaulichung der Vorgehens-
weise im Beweis von Theorem 1 skizziert.

Bemerkung. Sowohl das differential-algebraische System (DAE 0) - (DAE k) als
auch das System (DAE 0’) - (DAE £’) hat den Stoérungsindex 2+k. Es ergibt sich also
eine Folge von differential-algebraischen Gleichungssystemen mit Index 2,3,4,5,....

Beweis. Es geniigt, den Storungsindex des Systems (DAE 0) - (DAE k) zu be-
rechnen; fiir die differential-algebraischen Gleichungssysteme (DAE 0’) - (DAE £’)
konnen wir ganz analog verfahren. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll auf die
Angabe der Positions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvariablen teilweise
verzichtet werden.

Die Bestimmung des Storungsindex folgt durch Induktion iiber k. Wir betrachten
zunéchst das System (DAE 0) und zeigen, dass der Storungsindex dieses differential-
algebraischen Gleichungssystems 2 ist. Hierzu differenzieren wir die Zwangsbedin-
gung nach der Zeit und erhalten

0=GST(y")i° + GST(y°)y°. (2.29)

Somit folgen 4j° und \° aus

M  SGT g\ f
GST 0 AT —GSTy0 )
Einsetzen von §° = M~*(f — SGTA°) in (2.29) liefert
X = (GSTMTISGT) TN GSTM T f + GSTY),

denn GSTM~1SGT ist invertierbar. Setzen wir die Losung von A° nun in die Glei-
chung fiir 4j° ein, so ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, die wir als Differentialgleichung erster Ordnung

-0 _ .0
y—’U,

’l')O — M—l(f _ P(GSTM_1f+GSTyO>> (230)

mit P = SGT(GSTM~'SGT)~! formulieren. Nun betrachten wir (DAE 0’), formu-
liert als System erster Ordnung, in einer gestorten Version

P = 04y (t),
MO0 = f(g0,00) — GTAO + 6, (t),

(2.31)

o O
I

)

N

3

NS
=)

®D>
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wobei durch v, (¢), 61(¢) und 6, (¢) Stoérungen vorgegeben seien. Wie fiir (DAE 0) lei-
ten wir auch fiir dieses System zwei gekoppelte Differentialgleichungen der Ordnung
1 her und erhalten

y./b = ,l;b + 1,
o o= M ( F— P(GSTM™'f + GSTod + GSTM ™10, + 6,) + 01).

Dieses System entspricht der Differentialgleichung (2.30), gestort durch

_ mn :
0= ( —Mﬁl(P(GSTMel + 51) + 81) ) ’
und wie in [3] folgt nun, dass

t

190() —5°@)]| < € max / v ds.

to<s<t

to<s<t

||1/)6(t) —2°(t)|| £ C max / —M~Y(P(GSTMO, + 6,) + 6y) ds

gilt, das differential-algebraische Gleichungssystem (DAE 0) also den Stérungsindex
2 hat.

Fiir den Induktionsschritt (k—1) — k& sei als Voraussetzung bereits gezeigt, dass
das differential-algebraische System (DAE 0 ... DAE (k—1)) den Index 2-(k—1)
hat. Betrachten wir den Induktionsanfang genau und schliefen auf folgende Schrit-
te, so ist klar, dass der Storterm 8 (¢) in jedem Schritt als Stérung mit der héchsten
Zeitableitung auftritt; 6;(¢) fir ¢ > 1 und auch 0;(t) sowie v;(¢) kommen nur in nied-
rigeren Ableitungen vor. Um die Behauptung also fiir k£ zu zeigen, ist nachzuweisen,

dass 61(t) in Abschétzungen fiir Hy () —y()l, Hvk( ) — v(t)|| in seiner (k+1)-ten
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Zeitableitung auftritt. Wir studieren also das System

~

yO = 7;6 +71(t)a

>~ )
|

v+ (),
= F(y°,00) — S(O)GTN + 64 (1),

@é) <.

M(g0)ok = @F(y0, 00,80, ... gk, ok) — S(g0)GTAE + 6,(t),
0 = GST(YO)® + GST (y0)0 + & (1),

0 = GST(y0)0* + G ST (y0)oh
F 0 (@ST RV H R, D, ) + ).

Rechnerisch gehen wir wie beim Induktlonsanfang vor. Die Differentialgleichung mit
0% multiplizieren wir von links mit M ~!(y%). Das Ergebnis setzen wir in die Zwangs-

bedingung ein, in der o auftritt, also in die Letzte der obigen Zwangsbedingungen.

Das ergibt eine Darstellung von Ak (welche insbesondere linear von Me—1 abhéngt),
die wiederum in die Gleichung fiir v* einsetzt wird. So leiten wir fiir den gestorten

Wert von ©* schlieBlich die Differentialgleichung

ok = M~ (cpk— GST M1k + G ok 4+ L (GSTH’“> +GSTM*19’“—>\’C*1+6,€}+9,€>

dt

—_—

her. Nur in dieser Gleichung tritt der Lagrangemultiplikator A¥=1 auf, der auch unter

allen Variablen allein von 6§k+1) abhingt. Die Gleichung fiir %" ist also fiir den Index
des Gesamtsystems entscheidend. Im Vergleich zu ihrer ungestorten Version ist sie
unter der Voraussetzung, dass gestortes und ungestortes System von den gleichen
Anfangswerten initialisiert werden, gestort durch

§= M1 <P[GSTM*10’“ i A 9k).

Mit demselben Argument wie im Induktionsanfang ergeben sich nun entsprechende
Abschétzungen. Die fiir den Index entscheidende Abschéitzung ist durch

t

J650) = O] < © amax, [ 217 (PIGSTM 0" — 371 4 6]+ 0,) ds

to<s<t
to
gegeben. Da AF—! linear von 6§k+1) abhéngt, hat das differential-algebraische Glei-
chungssystem (DAE k ... DAE 0) den Stérungsindex k + 2. [
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2.3 Existenz einer attraktiven invarianten Man-
nigfaltigkeit

Vorbereitend formulieren wir ein Resultat iiber attraktive invariante Mannigfaltig-
keiten, das auf Untersuchungen von Kirchgraber, Lasagni, Nipp und Stoffer basiert
[17], [14].

Wir betrachten eine Abbildung ¥ : X — X auf einem Banachraum X. Das Paar
(X, V) bildet ein diskretes dynamisches System. Durch eine Folge (ay)nen,, wobei
any1 = V(ay) sei, ist ein Orbit gegeben. Er wird durch ag erzeugt. Eine Teilmenge
N C X heifit invariant, falls U(N) C N gilt. N heifit attraktiv, falls jeder Orbit
(an)nen, gegen N konvergiert, also dist(a,, N') — 0 fiir n — oo gilt.

Theorem 2. Seien X, X' Banachrdume und Y eine abgeschlossene, beschrdnkte
Teilmenge von X'. Weiter sei eine Abbildung ¥ : X XY — X XY gegeben, die fiir
n € No als Y(&n,mn) = (§nt1s Mns1) geschrieben wird, wobei

gn—i-l = £n+F(€nann)a

Mh+1 = g(fnann) (2'32>

Die Funktionen F und G seien Lipschitzstetig, wobei die Lipschitzkonstanten von F
in den Variablen &, und n, mit L¢e beziehungsweise Le, und die Lipschitzkonstanten
von G auf analoge Art und Weise mit Lye und L,, bezeichnet seien. Erfiillen diese

Lipschitzkonstanten
Lee + Ly + 24/ LepLpe < 1, (2.33)
so gilt:

(i) Es gibt eine Lipschitzstetige Funktion s : X — Y, so dass die folgende Impli-
kation gilt:
no=s(&) = n,=s(&,) fir allen. (2.34)

Die Menge N = {(£,5(€)) : £ € X} C X XY st also eine invariante
Mannigfaltigkeit fir (2.32).
(ii) N st attraktiv, denn fir alle (§,,m,) € X XY gilt mit p = ALg, + Ly, < 1
1741 = (&)l < plimn — s(&a)l-

(1ii) Es gilt die Eigenschaft der asymptotischen Phase, das heifft zu jedem Paar
(€0,m0) € X X Y ezistiert ein (§5,m5) € N, so dass die Losungen (&,,1,) und
(& mk) von (2.82), die von (&o,m0) beziehungsweise (5,m5) erzeugt werden,
mat
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gegeneinander konvergieren. Weiter gilt

1(€0:10) = (&6 10) || < C2 - {10 — s(&o) - (2.36)

Die Konstanten Cy und Cy hingen nur von den Griflen in (2.33) ab.

N st also eine attraktive invariante Mannigfaltigkeit beziiglich V.

Beweis: [17] und [14].

In Abschnitt 1.2 wurde die geometrische Besonderheit des qualitativen Verhaltens
der Losungen von stark geddmpften mechanischen System schon beispielhaft be-
schrieben. Dabei féllt auf, dass auftretende Bewegungen oder Schwingungen von
Korpern, die an Verbindungselemente mit starken Dampfungskraften gekoppelt sind,
sehr schnell abklingen. Das folgende Theorem zeigt, dass dieses Verhalten im kon-
tinuierlichen Fall durch die schnelle Annéherung der Losungen (y,y) von (1.5) an
eine attraktive invariante Mannigfaltigkeit erfasst werden kann.

Theorem 3. (i) Erfiillen die Anfangswerte (y(0),9(0)) = (yo,Yo) von (1.5) die Be-
dingung D(yo)go = O(g), so existiert zu dem stark gedampften mechanischen System
(1.5) eine attraktive invariante Mannigfaltigkeit N©. Lisungen, die auferhalb von
N¢ starten, nihern sich der Mannigfaltigkeit mit exponentieller Geschwindigkeit.

Genauer gilt: Zu einer analytischen Losung (y(t),y(t)) von (1.5) mit Anfangswerten
(Yo, Yo) gibt es ein Paar (y*(t),y*(t)) € N¢, so dass fir (yo,90) — (v5, vg) = O(1) zur

Zeitt >0 .
1Cy(8), 9(1) = (v (1), 5" ()]l = O(e %)
mit geeigneter Konstante C unabhdngig von t und € gilt.

(1) Fiir beliebiges N > 1 liegen die attraktive invariante Mannigfaltigkeit N und die
Mannigfaltigkeit M® der abgebrochenen e-Entwicklungen O(e™)-nahe beieinander,
das heift fiir alle (y5,y¢) € M® und fir alle (y*,y*) € N¢ gilt

dz’st((yg,yf),./\fe) = 0(eN), dist((y*,y'*),/\/lg) = 0(eN).

Lisungen von (1.5), die auf N verlaufen, besitzen also ebenfalls e-Entwicklungen,
die bis auf O(e™) eindeutig sind.

Beweis. Die Beweisidee liegt darin, fiir die Losungen von (1.5) ein System wie
(2.32) zu formulieren und die Voraussetzungen von Theorem 2 nachzuweisen. Der
wesentliche Aufwand resultiert aus der Abschétzung der Lipschitzkonstanten, um
die Bedingung (2.33) zu verifizieren. Auch hier erweist sich die Differentialgleichung
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(1.5) als ungiinstiges Ausgangssystem. Wir ziehen daher die Umformulierung aus
Lemma 2 zur Untersuchung heran.

Wir betrachten (2.5) und fassen die Losungen dieses Systems als von Zeit und An-
fangswerten abhéngige Funktionen auf, also

w:[0,T] x R*™™ x R™ — R*™™_ (t, ug, 20) — u(t, ug, o),

z:[0,T] x R*™™ x R™ — R™, (t,uo,z0) — z(t,ug, o).

Statt u(t, ug, xo) und z(t, ug, o) schreiben wir im Folgenden kurz w(t) und x(t). Fiir
die erste Gleichung von (2.5) wird der Hauptsatz der Differential und Integralrech-
nung, fiir die zweite Gleichung wird Variation der Konstanten auf einem Intervall
0, h] angewandt. Das fithrt auf

u(h) = uo+/F(u(s),x(s)) ds,
0 (2.37)

h
o(h) = R+ [ RU(WAs)pluls),a(s) ds,
0
wobei R.(h) der Propagator zu der zweiten Gleichung von (2.5) sei. Mit

F(u,x) :/0 F(u(s),z(s)) ds,

G(u,z) = Re(h)zo + / R.(h)R-\(s)p(u(s), 2(s)) ds,
£n+1 = u(h)a én = Up, Mn+1 = x(h)a " = Zo

ist dies ein System der Form (2.32). Um Theorem 2 anwenden zu kénnen ist noch die
Lipschitzstetigkeit der beteiligten Funktionen und die Bedingung (2.33) zu zeigen.

Hierzu differenzieren wir F nach den Anfangswerten. Mit der Notation U; = 8‘9—12),

— Ou _ oF — Oz — Oz _ or i ;
Us = 500 Fu= % und analog X; = B X2 = 3,00 Fo = 55 ergibt sich

h
S—Z = /FU(S>X1(S) + Fx(S)Zl(S) dS,
g—j; = /Fu(s)Xg(s) + Fi(8)Zx(s) ds.
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Schranken fiir die Lipschitzkonstanten von F folgen dann aus

|57 < [ IR meel+ 111X s
p (2.38)
H%ﬂS/WMMWﬁMH@@M&@M&

Es miissen also |Ui(s)]], [[U209)|l, I X1(s)]], ||X2(s)|| abgeschétzt werden, denn
|Fu(s)|| und || F,.(s)|| sind lokal beschrinkt, da F' eine Funktion mit beschrink-
ten Ableitungen ist. Um diese Abschétzungen vorzunehmen, differenzieren wir die
erste Gleichung von (2.5) nach den Anfangswerten uo und zo und erhalten mit der
eingefiihrten Notation

U, = FU + F,X,

. (2.39)
U2 - FUUQ +FxX2

Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung und der Linearitéit des
Integrals folgt sofort

h
U]l < |!U1(0)H+/HFu(S)HHUl(S)HJrHFx(S)HHXﬂS)H ds,

h
[U2(h)]| < ||U2(0)||+/IIFu(S)||||U2(8)|I+IIFJ;(S)IIIIXQ(S)II ds,

und wegen ||U1(0)|| = 1 sowie ||U2(0)|| = 0 weiter

LM < 1+O%ES}EL(”F:D(S)HHXl(S)H)+/||Fu<8)“”U1(S)” ds,

0<s<h

1U2(R)]| < max(I!Fz(S)HIIX2(S)H)+/|\Fu(S)IHIU2(8)H ds.

Auf diese Ungleichungen lésst sich das Lemma von Gronwall anwenden, und als
Konsequenz erhalten wir mit || F,(s)|| < C, und ||F.(s)| < C,

Jo@)l < (14 Co masx (X (s)]]) ) ",

(2.40)
[U2(h)|| < Cmorggg}gl(HXz(S)lDehC“-
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||IU1|| und ||Us|| héngen also noch von || X;|| und || X2|| ab. Die Schranken fiir diese

Normen ergeben sich aus der zweiten Gleichung von (2.37), denn || 88_53“ = || X1|| und
||g—xgo|| = || X2||. Analog zur obigen Vorgehensweise differenzieren wir nun die zweite

Gleichung von (2.5) nach den Anfangswerten und erhalten

. 1 1
X, = ——Aw)X, — =By (u, 2)U; + @ Uy + 0. X1,
IS5 g
1 1 (2.41)
X2 g —gA('U/)XQ — gBQ(U, x)UQ + SOuUZ + SOxX27

wobei By (u, z)U; = (:2-(A(u)x))U; und By(u, x)Uy := (-2 (A(u)x))U, gesetzt wur-

dug dzo
de und wir wieder kurzoBi(u(t),x(t)) = B;(u, ) schreiben. Mit der gleichen Argu-
mentation wie im Beweis von Theorem 1 folgt aus (2.5) allgemein fiir beliebieges

te0,T]

[e3

o)+ [ 20 p(us) 2(s)) | ds

lz@) < e =

IA

— ot E
e 2(0)]] + = max i (u(s), 2(s))]|

und da die Funktion ¢ stetig ist, ist ||¢(¢)]| fur ¢ € [0,7] beschrankt. Mit der
Voraussetzung D(yo)yo = O(e) ist ||A(u(0))z(0)|| = O(e), und somit gilt auch
lz(0)]| = O(e). Da die Funktionen B; und B linear von x(f) abhéngen, lassen
sich die Normen durch

Bl < Ce, || Befl < Ce,

beschréinken, wobei C' Konstanten sind, die nicht von £ und ¢ abhéngen. Mit (2.41)
verfahren wir genauso wie zuvor mit den Differentialgleichungen fiir U; und U,. Mit
—%Bi(u, x)U; + o Ui + 0. X; =: bi(t) fiir i = 1,2 geht daraus mit Variation der
Konstanten die Abschéitzung

h
Xl < IIB‘%"H-||X1(0)||+/||6‘E<h‘s)a||l|bl(8)ll ds,
0

IX2(R)| < fle="

h
|- [ X2(0)[] + / le= === l[[ba(s)| ds
0
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hervor. Wegen || X71(0)|| = 0 und || X2(0)|| = 1 schliefen wir

IXiW) < [ e =0 ba(s)] ds,

o\v

h
a®l < e e 0| ds
0

h
Nutzen wir [e "% ds < £ aus, so folgt
o g

0

3

W < S max || = ZBOUS) + ou(0i(6) + eals) X 5)]|
eI < % + = max ||~ ZBa0)Us(s) + pu(6)Usls) + 2(5)Xa(9)]|

Ungleichungen dieser Art wurden bereits im Beweis von Theorem 1 behandelt. Wir
gehen hier genau gleich vor und isolieren in der ersten Ungleichung zunéchst ||.X ||
auf der rechten Seite durch Verwenden der Dreiecksungleichung. Bilden wir das
Maximum {iber beide Seiten, fassen die Terme mit max || X || zusammen und teilen
dann durch (1 — Ce) > 1, so gilt

ma | X, (s) | < Ce max | - éBms)Ul(s) + a5,

0<s<h 0<s<h

und durch Einsetzen folgt

| X1(h)|| < Cle + € 0123<Xh

‘_ ZBi(s)U1(s) + @u(s)Us(s )H

Analog verfahren wir mit der Ungleichung fiir X5 und erhalten

max || Xa(s)|| < Ce <"+ Ce nax
0<s<h <s<h

) a éBQ(S)UQ(S) + %(S)UQ(S)H

und daraus

| X2(R)|| < (14 Ce)e =" + C(e + £?) max

0<s<h

)_ = By(8)Us(8) + ¢u(8)Us(s )H

Somit haben wir fiir || X;(h) und || X3(h)|| Abschéztungen gewonnen, die von ||U||
und ||Us|| abhéngen. Mit Anfangswerten (yo,9o), fir die D(yo)yo = O(e) gilt, ist
| B1(u, x)|| = O(e), ||B2(u,x)|| = O(¢e), und mit (2.40) ergibt sich mit der gleichen
Argumentationsweise wie fiir || X7 (h)| und || X2 (h)||

max [[Uy(s)]| < Ce"™,  max [|Us(s)]| < Ce"e<
O<s<h 0<s<h
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und damit
|UL(h)|| < CeC(1+e+¢2), ||Us(h)| < CetCu(e 2l +e+e2 +&%).

Nun lassen sich mit geeigneten Konstanten C' auch || X (h)|| und || X2 (h)|| nach oben
abschétzen. Es gilt

| X1(h)| < CehC“(6+€2) und || Xa(h)|| < CelCue (1 +e4+el+e )

Mit diesen Abschétzungen kénnen nun Schranken fiir die Lipschitzkonstanten be-
rechnet werden, denn es ist

h h
[52] < c [ ds+ . [0 ds

hC, max ||Uy(s)|| + hC, max || X;(s)]]
0<s<h 0<s<h
Ch

IN

IN

und

<
Hag;OH < hCy max [|Us(s)l| +hC, max [ Xz(s)]
< Ch

fiir h aus einem beschrénkten, von £ unabhéngigem Zeitintervall [0, ko] C [0,7],
wobei hg klein genug sei. Fiir die Lipschitzkonstanten

oOF H

S (u(r).a(r)) oF |

o (u(r).2(7)

ng = max

und Lg, = max
0<7t<h

0<r<h

gelten somit die Abschétzungen
Lee < Ch, Lgy < Ch.

Fiir Hg—iH und Hg—z)ﬂ gilt

\bgH<HXm>H<c¢C@+5><C€

und
gH<HX2 (Ml < (14 Ce)e™ =" + CetPe (e + &2 + &%)

< (14 0()

|5
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fiir h € [0, ho] C [0, T)]. Fiir die Lipschitzkonstanten von G erhalten wir also
Ly < Ceund L,, < po+ O(h)
mit einem pg strikt kleiner als 1 fiir € < h. Somit ist
Lee 4 Ly + 21/ LenLne = Ch + Ce + 2/ Ceh < 1,

also kann Theorem 2 angewendet werden. Es gibt eine Funktion s : R?¥~™ — R™
mit Lipschitzkonstante A = 20(¢)/(1 — O(h) — O(¢)) , so dass

Nz = {(ug, s(ug)) : u € R¥™}

invariant unter ¥ ist. U ist die Funktion, die die analytischen Losungen des stark
geddmpften mechanischen Systems darstellt: W(ug, zg) = (u(h), z(h)) mit

h
u(h) = ug —I—/O F(u(s),z(s)) ds und

h
2(h) = Ro(h)ao + / Ro(h)R: (s)p(u(s), 2(s)) ds.

Orbits von ¥ werden mit dem Faktor p = AO(h) + O(e) = O(e) < 1 angezogen, das
heifit fiir alle (ug, o) € R2™ x R™ gilt

lz(h) = s(u(h))|| < pllzo — s(uo)]-
N, ist also eine attraktive invariante Mannigfaltigleit. Fiir Orbits

(y(t),y(t)) = (u(nh),z(nh)) e R24=™ x R™ und
(" (),97(t) = (u"(nh),s(u’(nh))) € N*

gilt nach n Schritten, also zum Zeitpunkt ¢ = nh mit Theorem 2 weiter

lu(t) = w*(@)]| = [lu(nh) — w"(nh)]| < C1p"|[z0 — s(ug)ll;
l2(t) = s(u* (@) = llz(nh) = s(u*(nh))|| < Cap™||lzo — s(ug)|l-

Der Parameter p ist in der Gréenordnung von O(e). Daraus folgt, dass sich p™ wie
O(e=9%) verhilt, wobei C' eine Konstante ist, fiir die e < Ch gilt. Mit fortschreiten-
der Zeit nihern sich Losungen mit beliebigen Startwerten der Mannigfaltigkeit N
also mit exponentieller Geschwindigkeit.

(#7) Um die zweite Aussage zu beweisen, betrachten wir eine abgebrochene e-Ent-
wicklung (y°(t), y°(t)) € M und zeigen, dass sich durch ein Zuriickgehen in der Zeit
iiber die differential-algebraischen Gleichungssysteme (DAE k) und einem Vorwérts-
schreiten in der Zeit mit der Differentialgleichung (1.5) ein Paar (y*(¢),y*(t)) € N*
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finden lisst, das O(e")-nahe an (y°(t),y°(¢)) liegt. Mit einem Dimensionsargument
folgt dann die Behauptung.

Sei also fir ¢t € [0,7] eine abgebrochene e-Entwicklung (y°(t),y°(¢)) vorgegeben,
deren Anfangswerte O(¢¥*1) - nahe an M® liegen. Ist ( (t),y(t)) eine Losung von
(1.5), die eine e-Entwicklung (2.8) besitzt, so ist (y°(0),4°(0)) — (y(0), (0)) von der
Grofenordnung O(eV+1). Mit Theorem 1 folgt weiter, dass dann

(y°(1),5° (1)) — (y(t),5(t)) = O(")
fiir ¢ € [0, T] gilt. Die abgebrochenen e-Entwicklungen
voo= P ) ey )+ Ny (),
o= ) eyt -+ (1)
sind nach Theorem 1 bis auf O(e”) eindeutig; das heift fiir ¢ € [0, 7] gilt
(v°(1),5°(t)) € M*+ O(eM).

Die Koeffizienten dieser abgebrochenen e-Entwicklung wurden fiir £ =0,..., N aus
der differential-algebraischen Gleichung (DAE k) bestimmt, die sich fiir ¢ € [0, 7] in
der Gestalt

Jt) = )55 @), N ),
0 = "y ),9" (1)
formulieren ldsst, wobei wir kurz f* und ¢* fiir die entsprechenden Funktionen
auf der rechten Seite von (DAE k) schreiben. Wollen wir fiir diese differential-

algebraischen Gleichungen nun in der Zeit zuriick gehen, so werden fiir ein festes
t € [0,T] durch das System

Jt—s) = fFFE—s),9(t-s),
0 = ¢"(/'t—s),9"(t—>s))

fir s € [0,#] und konsistente Anfangswerte y*(¢), ¥*(¢) eindeutige Losungen y*(s),
*(s) beschrieben. Ist etwa s = t — t, fiir ein t, € [0,], so erhalten wir eindeutig
bestimmte Losungen y*(ty), 9*(t), die von e unabhingige Koeffizienten zu einer
abgebrochenen e-Entwicklung (y°(t), y°(to)) darstellen. Daraus folgt, dass auch

(y°(t0), ° (o)) € M® + O(™),

gilt; das heiit beziiglich der exakten Losung (y(t),y(t)) gilt

(4" (t0), 97 (to)) — (y(to), (to)) = O(™)

)\k(t — s)),
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fiir to € [0,¢]. Nun propagieren wir von (y(to), y(to)) via (1.5) N Schritte der Lénge
h bis zum Zeitpunkt ¢ € [0, T]. Mit dem ersten Teil des Theorems folgt dann, dass
es ein (y*(t),y*(t)) € N* gibt, so dass

wobei (y(t),y(t)) wieder die exakte Losung bezeichnet. Somit gilt fiir ¢ € [0, T

(= (@), 97 () — (v (), 5" (&)l
(=), 9°()) — (w(®), g + [ (y(@), 9(@)) — (¥* (1), 5" ()]
CeN

IA A

mit einer geeigneten Konstanten C, die nicht von h und e abhéngt. Daraus folgt,
dass zu fest vorgegebenem (y°,y°) € M*®

dist((yf,gs),/\@) — 0(Y)

gilt. Weil die beiden Mannigfaltigkeiten M® und N°¢ dieselbe Dimension haben,
besitzen alle (y*(t),4*(t)) € N® bis auf O(e”") eindeutige e-Entwicklungen. Also ist
(17) gezeigt und der Beweis abgeschlossen. |
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Kapitel 3

Zeitintegration

3.1 Runge-Kutta-Verfahren

In diesem Abschnitt soll kurz in die Anwendung der Runge-Kutta Verfahren auf
die vorliegenden Probleme eingefiihrt werden. Fiir technische Details sei auf [8]
und [9] verwiesen. Eine Sperzifikation der benotigten Voraussetzungen schrinkt die
Runge-Kutta-Verfahren auf eine bestimmte Klasse von Verfahren ein. Um die Kon-
vergenz dieser Verfahrensklasse fiir die differential-algebraischen Systeme nachzu-
weisen, benotigen wir Resultate aus [6].

In der numerischen Mathematik sind Runge-Kutta-Verfahren zunéchst zur approxi-
mativen Losung von explizit gegebenen Ordnung-1-Differentialgleichungen

= f(ty(t) (3.1)

entwickelt worden. Als Einschrittverfahren liefern sie ausgehend von einer bekann-
ten Nédherung y, Approximationen y,.; an die exakte Losung y(t,41) zu einem
Zeitpunkt t,,,1 aus einem Zeitintervall [tg, tenq| durch

Ynt1 = Yn + D Z biYri (3.2a)
i=1
mit inneren Stufen .
j=1
die firi=1,...,s .

41
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erfiillen miissen. Die Koeffizienten a;;, b;, ¢; bestimmen das Verfahren. Oft werden
sie zur Darstellung des Verfahrens in einem Butcher-Tableau zusammengefasst. Die
natiirliche Zahl s bezeichnet die Anzahl der Stufen; h sei von nun an generell die
Schrittweite des Runge-Kutta-Verfahrens. Falls a,; = 0 fiir ¢ < j ist, sprechen wir
von einem expliziten, sonst von einem impliziten Verfahren.

Um Runge-Kutta-Verfahren (3.2) auf gewohnliche Differentialgleichungen und dif-
ferential-algebraische Gleichungssysteme anwenden zu kénnen, wollen wir statt des
explizit gegebenen, nichtautonomen Systems (3.1) im Fall der Ordnung 1 autonome,
implizit formulierte Systeme

Fy,y) =0
betrachten. In der Formulierung des Runge-Kutta-Verfahrens fiihrt dies statt der
Bedingung (3.2¢) auf
F(Ypi,Yy) = 0. (3.2d)
Der Vorteil dieser Schreibweise liegt darin, dass das Verfahren in der Formulierung
(3.2a), (3.2b), (3.2d) auch auf Systeme wie (DAE k’) anwendbar ist.

Viele Differentialgleichungen treten in zweiter Ordnung auf. Zwar lésst sich eine Dif-
ferentialgleichung beliebiger Ordnung immer als System der Ordnung 1 formulieren,
dennoch wollen wir fiir den Ordnung-2-Fall ein Runge-Kutta-Verfahren angeben.
Wir betrachten dazu ebenfalls die implizite Darstellung

F(y,9,4) = 0.

Das stark geddmpfte mechanische System (1.5) oder auch die differential-algebra-
ischen Systeme (DAE k) geniigen dieser Darstellung. Ein Runge-Kutta-Verfahren
angewandt auf obige Gleichung liefert Approximationen (y,.1,9n11) an die exakte
Losung (y(tn11), Y(tni1)) zu Zeitpunkten ¢, € [to, teng] Via

Yni1 = Yn +h Y biVois G =Gn+h D bV (3.3a)

i=1 =1

mit inneren Stufen

Yni =Yp + h Z ainnjv Ynz =h Z Cll'anj <33b)
j=1 J=1
die firi =1,...,s L
F(Ym’: Yoi, Ym) =0 (SSC)

erfiillen miissen.

Die Bewegungsgleichung (1.5) ist wegen den starken Dampfungskriften eine steife
Differentialgleichung. Aufgrund ihres Stabilitdtsverhaltens sind also implizite Ver-
fahren expliziten Methoden vorzuziehen. Die Konstruktion impliziter Runge-Kutta-
Verfahren stiitzt sich wesentlich auf die folgenden Bedingungen:
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Zlebicf_lzéfl'irk::1,...,pundi:1,...,s. (3.4)
ijlaljcf’l = % firk=1,...,qundi=1,...,s. (3.5)
S bkt =% (1 k) firk=1,...,rund j=1,...,s. (3.6)

Die Bedingung (3.4) bedeutet, dass das Runge-Kutta-Verfahren die Ordnung p hat,
(3.5) definiert die sogenannte Stufenordnung q des Verfahrens.

Aufgrund der speziellen Problemstruktur werden sich weitere Voraussetzungen als
notwendig erweisen. Hierzu ist es ndtig, die Stabilitdtsfunktion R eines Runge-Kutta-
Verfahrens zu betrachten. Wir erhalten sie aus der Anwendung des Verfahrens auf
die lineare Testgleichung ¥ = Ay mit z = hA, Re A <0, als

R(z) =1+ 2" (I —2Q)™'1

mit b = (b1,...,bs), @ = (a;;);,—; und dem s-Tupel 1 = (1,...,1)" (siche [9]).
Somit konnen wir zwei weitere Bedingungen formulieren, die sich als ganz zentral
erweisen werden:

Q@ ist invertierbar und es gilt |R(c0)| = |1 — bTQ 71| < 1. (3.7)

Q hat keine Eigenwerte auf der negativen reellen Halbachse,

und fiir alle reellen w > 0 gilt |R(—w)| < 1. (38)

Generell wird vorausgesetzt, dass die Ordnung p des Verfahrens, wenn es auf nicht-
steife Probleme angewandt wird, grofler als die Stufenordnung ¢ ist, das heifit es
gelte p > q + 1. Desweiteren sei durchweg g > 1 vorausgesetzt.

Die wichtigste Klasse von numerischen Verfahren, die diese Bedingungen erfiillen,
sind RadaullA-Verfahren. Sie basieren auf Radau-Quadraturformeln. Fiir Details
zur genauen Konstruktionsweise sei an dieser Stelle auf [9], S. 72 ff. verwiesen. In
den Tabellen 3.1 und 3.2 sind die Koeffizienten der RadaullA-Verfahren fiir die
Ordnungen 3 und 5 angegeben.

Konvergenzresultate fiir differential-algebraische Systeme vom Index 2

Nun sollen Konvergenzresultate fiir differential-algebraische Systeme vom Index 2,
wie sie in [6] hergeleitet und bewiesen wurden, aufgefithrt werden, denn im folgenden
Abschnitt wird auf diese Resultate mehrmals zuriickgegriffen.
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15 _1
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Abbildung 3.1: RadaullA-Verfahren der Ordnung 3

4—/6 88—7/6 296—169v6  —2+3v6
10 360 1800 225
446 | 296+169v6 88476 —2-3V6
10 1800 360 225
1 16—/6 16+/6 1

36 36 9
16—/6 16+/6 1
36 36 9

Abbildung 3.2: RadaullA-Verfahren der Ordnung 5

Wir formulieren das differential-algebraische Gleichungssystem allgemein als

v = fly,2), (3.9)
0 = g(y),
wobei f und g geniigend oft differenzierbar seien. Ist
19y () f:(y, 2)) || < const. (3.10)

in einer Umgebung der exakten Losung, so ist (3.9) ein System vom Stoérungsindex
2. Weiterhin geben wir konsistente Anfangswerte yo, zo fiir (3.9) vor; es muss also

9(vo) =0, gy(yo)f(ym 2) =0 (3.11)

gelten. Auf das System (3.9) lésst sich das Runge-Kutta-Verfahren (3.2) anwenden.
Wir erhalten Approximationen y,,; und z,,; an die exakte Losung durch (3.2a)
mit entsprechenden inneren Stufen Y,,; und Z,,; via (3.2b). Fiir diese inneren Stufen
muss (3.2d) gelten, also

Beim Studium der Existenz und Eindeutigkeit von Runge-Kutta-Losungen fiir (3.9)
geniigt es, Anfangswerte zu betrachten, die die Konsistenzbedingungen (3.11) mit
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Stérungen der GroSenordnung O(h?) bezichungsweise O(h) erfiillen, denn exakte
Losungen werden durch y,.1, 2,11 lediglich angenéhert, so dass auch (3.9) nur bis
auf leichten Storungen erfiillt ist.

Theorem 4 (Existenz und lokale Eindeutigkeit der Runge-Kutta-L6sung).
Falls fiir die Anfangswerte (yo, zo)

9(o) = O(h2), gy(yo)f(yo,zo) =O(h)

gilt, die Bedingung (3.10) in einer h-unabhdingigen Umgebung von (yo, zo) erfillt
ist und die Runge-Kutta-Matriz Q invertierbar ist, so besitzt das nichtlineare Glei-
chungssystem

Yi = yo+ hzaijf(ym Z;),
— (3.12)

0 = g(V3)
fiir h < hg eine Losung. Diese ist lokal eindeutig und erfillt
Y: —yo = O(h), Zi—20=0(h).

Beweis: [6] S. 31-32.

Um letztlich globale Fehlerschranken fiir die approximativen Losungen ableiten zu
konnen ist es unumgénglich, den Einfluss von Storungen auf die Losungen des Sy-
stems (3.12) zu untersuchen. Von groflem Nutzen ist, dass die Stérungen des folgen-
den Resultats auf verschiedene Arten interpretierbar sind, beispielsweise als Run-
dungsfehler oder Fehler in den iterativen Losungen des nichtlinearen Gleichungssy-
stems. In den Konvergenzresultaten fiir (DAE k) werden wir entscheidend ausnutzen,
dass Storungen auch als Konsistenzdefekt interpretiert werden konnen, der entsteht,
wenn die exakte Losung in das Verfahren eingesetzt wird.

Zu bemerken ist weiterhin, dass die Abschitzungen des folgenden Theorems das
diskrete Anaolgon zu Abschétzungen sind, wie sie in der Berechnung des Storungs-
index von (3.9) auftreten (vergleiche mit Beweis der Bemerkung auf Seite 27). Dem
Auftreten einer Zeitableitung im kontinuierlichen Fall entspricht hier die Division
durch h.

Theorem 5 (Einfluss von Stérungen). Seien Y;, Z; wie in (3.12) und gestirte
Werte Y;, Z; vorgegeben, die dem System

Yi = Go+hY ayf(V;, Z;) + hé;,

=1

0 = g(Y)+6



46 Zeitintegration

geniigen. Unter den Voraussetzungen von Theorem 4 und falls
:7/\0 — Yo = O(hQ), 6@ = O(h), 01 = O(hZ)
qilt, folgen fiir h < hg die Abschdtzungen
17 =il < ©(1g — woll + Rllell + liel]),
~ C . Iy
1Zi= 2l < T (llgu(w)@ — wo)ll + BllGo — woll + hlIs] + 61]).

Hierbei ist 6 = (61,...,05) und 8 = (0y,...,6;).

Beweis: [6] S. 33-34.

Nun muss nur noch der lokale Fehler abgeschétzt werden, um die Konvergenzresul-
tate abzuleiten. Dazu betrachten wir wieder ungestorte Angangswerte yo = y(to),
2o = 2(tp) und wenden einen Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens (3.2) auf (3.9) an.
Das folgende Lemma liefert Schranken fiir diesen lokalen Fehler.

Lemma 3 (Lokaler Fehler). Fulls das Runge-Kutta- Verfahren (3.2) firp > q+1
und q > 1 die Bedingungen (3.4) und (3.5) erfiillt, so gilt fiir den lokalen Fehler

y1 —y(to+h) = O(h™™), P(to)(y1 — y(to + h)) = O(h""?),

Falls p = q ist, gelten in der y-Komponente die Abschdtzungen
y1 —y(to+h) = O(h*™),  P(to)(y1 — y(to + h)) = O(h**).
P ist hier die durch
P(t) =1 — (f:(g,£:) " 9,)(y(t), 2(t))
gegebene Projektion.

Beweis: [6] S. 35.

Nun stehen alle Mittel bereit, um globale Fehlerschranken anzugeben.

Theorem 6 (Kovergenz in der y-Komponente). Sei die Bedingung (3.10) in
einer Umgebung der Lisung (y(t), z(t)) von (3.9) erfillt und seien die Anfangswerte
konsistent. Unter der Voraussetzung (3.7) und falls der lokale Fehler

yi —y(to+h) =O(h"),  P(to)(yr — y(to + h)) = O(A"™) (3.13)
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mit oben definiertem P erfiillt, konvergieren die Lisungen vy, des Runge-Kutta-Ver-
fahrens (3.2) mit Ordnung r, fir t, = to+ nh € [to, tena| gilt also

Yn — y(tn) = O(R").
Falls y; — y(to + h) = O(h"Y) ist, gilt insbesondere g(y,) = O(h™™).

Beweis: [6] S. 36-39.

Bemerkung. (1) Mit Lemma 3 folgt, dass der globale Fehler in der y-Kompo-
nente mindestens Ordnung ¢ + 1 besitzt. Fiir viele wichtige Verfahren kann die
Voraussetzung (3.13) noch verschérft werden, vergleiche Theorem 5.9 in [6].

(2) Falls ag; = b; fur i =1, ..., s gilt, erhalten wir sogar ¢(y,) = g(Yns) = 0.

Theorem 7 (Kovergenz in der z-Komponente). Sei die Bedingung (3.10) in
einer Umgebung der Liosung (y(t), z(t)) von (3.9) erfillt und seien die Anfangswerte
konsistent. Weiter sei die Voraussetzung (3.7) angenommen, der globale Fehler der

y-Komponente von der Gréfenordnung O(h¥), sowie g(y,) = O(h**1). Der lokale
Fehler in der z-Komponente sei

21 — 2(to + h) = O(hF).

Dann konvergieren die Lisungen z, des Runge-Kutta-Verfahrens (3.2) mit Ordnung
k, firt, =ty + nh € [to, tena) gilt also

Zn — 2(t,) = O(h").

Beweis: [6] S. 40.

Bemerkung. Falls die Bedingungen (3.4) und (3.5) mit p > ¢ erfiillt sind, gilt als
Konsequenz von Lemma 3 und Theorem 6 also z, — z(t,) = O(h*).

3.2 Fehler des Runge-Kutta-Verfahrens fiir die dif-
ferential-algebraischen Systeme

Theorem 8 (Fehlerabschitzung fiir das differential-algebraische System
vom Index 2). Seien die Bedingungen (3.4), (3.5) und (3.7) fir das Runge-Kutta-
Verfahren (3.2) erfillt und seien konsistente Anfangswerte y3, 43, Ay zu (DAE 0)
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gegeben. Wenden wir das Verfahren auf (DAE 0) an, so ergeben sich fiir den globalen
Fehler die Schranken

Un = Y (ta) = O(RT), g = 9°(ta) = O(AT), Ay = A(t,) = O(R7)  (3.14)

im Sinne gleichmdfiger Konvergenz fir 0 <t, <T.

Beweis. Mit

Fro0 -0 0 _ yo
F P = (a0 i) - sens) )
9% 9°) = GS"(yo)y’

ist (DAE 0) mit den Variablen 7 = (y°, 7°) beziehungsweise £ = \° ein System der
Form

o= f(n¢),
0 = g(n).

Fiir diese differential-algebraischen Gleichungssysteme vom Index 2 ist
0 —1
. Fy—1 _ T 0 T, 0\ .
0,701 = || ([ G503, 65707 [MW)S( wer |) |

_ ||<—G(STM—1S)( GT> | = H ( M (%) [ ]?n D_l H
— Mo < const,

wobeil die Massenmatrix in

aufgespalten wurde. Der Block || M2(3°)|| ist beschréinkt, da M nach Voraussetzung
und S wie in Lemma 1 gesehen beliebig oft differenzierbar und von ¢ unabhéngig
sind.

Mit dem Nachweis dieser Grundvoraussetzung sind die Resultate aus Kapitel 4 in
[6] anwendbar. Aus Lemma 3 erhalten wir die lokalen Fehler

i — 1 (t) = O(h*™), P(t)(y) — 1" (tr)) = O(h*™?), A} = X°(t1) = O(h?),

aus den Theoremen 6 und 7 ergeben sich die gewiinschten globalen Fehler. |
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Bemerkung. Falls b; = ag; fiir alle i = 1,..., s sowie die Bedingungen (3.4) - (3.6)
mit p < 2¢ und p < r + g + 1 erfiillt sind, gilt fiir die lokalen Fehler

vl =y (t) = O™, ) —3°(t) = O(h"™)

und das Resultat fiir den globalen Fehler verbessert sich entsprechend, das heifit wir
erhalten durch Anwendung von Theorem 6

U — Y (tn) = O(RT), g — §°(ta) = O(R).

Theorem 9 (Fehlerabschitzung fiir das differential-algebraische System
vom Index 2+4Kk). Das Runge-Kutta-Verfahren (3.2) erfille (5.7) und besitze
die Stufenordnung q > 1. Seien weiter konsistente Anfangswerte y3, 43, Ay fiir
das differential-algebraische System (DAE 0, ... DAE k) gegeben. Wenden wir das
Runge-Kutta-Verfahren auf (DAE 0,...,DAFE k) an, so ergibt sich fir den globalen
Fehler fir k <gq

Yo = Y*(ta) = O(RT8), g — 98 (ta) = O(R*T7F),

Xy = M (tn) = O(hTF) (8.15)

im Sinne gleichmdajfiger Konvergenz fir 0 <t, <T.

Beweis. Um den Beweis zu fiihren, betrachten wir den Fall £k = 1. Der Nachweis
fiir allgemeines k kann durch ein Induktionsargument erbracht werden. Die Vorge-
hensweise erfolgt dabei analog zum vorgestellten Fall.

Der Fall & = 0 wurde bereits in Theorem 8 bewiesen. Um das Resultat fiir das
System differential-algebraischer Gleichungen (DAE 0, DAE 1) zu beweisen, werden
wiederum die Resultate aus Kapitel 4 von [6] verwendet. Der Beweis ist in zwei
wesentliche Schritte unterteilt. Zunéchst leiten wir mit Theorem 6 Schranken fiir
(" (cih), 7 (ch)T —(Y;Y, V)T und ||AY(c;h) — AL|| her, wobei die exakten Losungen
(y'(cih), 5 (c;h))T und A(c;h) in der Rolle von Y, beziehungsweise Y; und die Runge-
Kutta-Approximationen (Y;',¥;'))” und A} in der Rolle von Y; beziehungsweise Y;
sind. Sind die Defekte ¢; und 6; sowie die Fehler in den Anfangswerten nachgerechnet,
so lasst sich Theorem 6 anwenden und wir erhalten die gewiinschten Schranken. Die
Berechnung der lokalen Fehler erfolgt mit den gleichen Techniken wie im Beweis
von Lemma 3. Im zweiten Beweisschritt leiten wir mit Theorem 6 und Theorem
7 Abschéitzungen fiir die globalen Fehler (yl,9t) — (y*(¢,), ¥ (t,)) beziehungsweise
AL — AL(t,) durch Nachweisen der entsprechenden Voraussetzungen der Theoreme
her.

(a) Beim Studium der lokalen Fehler ist es angesichts der Notation angenehm,
zunéchst nur einen Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens zu betrachten, das heifit
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im Hinblick auf (3.2) setzen wir n = 1. Um die lokalen Fehler bestimmen zu kénnen,
sind zunéchst die Defekte ¢; und 6; zu berechnen. Hierzu betrachten wir einerseits
(DAE 1), die sich dquivalent umformulieren l&sst zu

() S O DA D AN
(54 = Pesoaroro,
0 = W00,

wobei F! = M~Y®! — SGTA!)) und ¢! = GSTy! + GSTH! — \° seien. Die ex-
akten Losungen y°(t), 7°(¢), #°(¢) sind aus (DAE 0) zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7]
bekannt. Somit sind die analytischen Losungen y'(t),3'(¢) zu gegebenen Anfangs-
werten wohlbestimmt. Fiir die Approximationen der Losungen von (DAE 1) durch
das Runge-Kutta-Verfahren (3.2) gilt allerdings

1 1 S 1
A Yo Y;
/ = )V +n b - , 3.17a
() =(3) 2 (5) (3.175)
;! v - v}
(Y;l):(y(%)juhz;aij(%). (3.17D)

J

(3.16)

Die inneren Stufen miissen

MDY = o'V, v, V2, VL VY — S(Y2)GTAL)
= FYY2 90 Y0 VY AD, (3.17¢)
0 = GSTYO)Y! + GST(YO)H (YL, Y, Y1) — AY

geniigen. Fiir die eingefiihrten Funktionen F! und F! ist insbesondere die Beziehung

FU (M (), 5" (6), A (1) = F (4°(1), 0°(6), 5°(8), y (1), 9" (£), A} (£)) (3.18)
erfiillt.

Um die Defekte zu berechnen, benétigen wir fiir die Runge-Kutta-Approximationen
Y YO, A? aus Lemma 3 die Fehlerabschitzungen

P (e;h) — YO = O(hTY), §%(cih) — Y2 = O(he*1), (e;h) — A% = O(h9).  (3.19)

(2 3

Um §°(c;h) — Y;? abzuschitzen, betrachten wir die Bedingung (3.2c) fiir (DAE 0),
also
MDY = FOPY) = S(V)GTAL,

. 3.20
0 = GS"(Y)Y (320
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Da §°(c;h) die exakte Losung von (DAE 0) zum Zeitpunkt ¢ = ¢;h ist, gilt insbeson-
dere
M (y°(cih))i (cih) = f(y°(cih), 4 (cih)) — S(y°(c:ih))GT X (cih).
Entwickeln wir die glatten beschrénkten Funktionen in dieser Gleichung um Y;?
beziehungsweise (Y, YO) so ergibt sich aus der Subtraktion mit der ersten Gleichung
von (3.20) und mit (3.19)
i°(cih) = Y = O(h?).

Durch geeignete Interpretation der exakten beziehungsweise der Runge-Kutta-Lo-
sungen lassen sich tiber die beiden Systeme (3.16) und (3.17) die Defekte berechnen.
Wie bei Theorem 5 schon angesprochen, fassen wir die exakte Losung (y!,¢') als
gestorte Runge-Kutta-Approximation auf. Also ist zunéchst der Defekt zu berech-
nen, der sich ergibt, wenn (y'(c;h),9'(c;h)) in (3.17) eingesetzt wird. Wir haben

daher < zigzzzg ) = < ) Z% < e ) 1 hd;. (3.21)
Setzen wir

(Hm ) = () ) e () ) e i (ol ) v
und

1 -1 -1 g 1(a+1)
y'(cih) ) ( y'(0) ) ( §(0) ) iht [yt (0) +1
. = 7 +ch| % + e a1 + O(h?
( i (cih) ij(0) §'(0) g ()
in (3.21) ein und fassen die Terme mit Ableitungen gleicher Ordnung zusammen,

so ergibt sich mit der Voraussetzung fiir die Stufenordnug des Verfahrens fiir den
Defekt

q”

N 1 1(g+1) (O) Cq+1
ho; = —cthet (Y ——Ej ; O(h?+?
(yl(q-‘r)(o) q+1 a’]j + ( )
Der Defekt in (3.17b) ist also nicht gréfer als O(h?) und der Defekt in (3.17a) und

(3.17b) ist von der GroBenordnung O(h?), wenn die exakte Losung eingesetzt wird.

Kehren wir also wieder zu (3.21) zuriick, wo wir die exakten Losungen in (3.17Db)
eingesetzt hatten. Gleichwertig zu (3.21) ist

(i) - (-
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wobei 5; durch

b = Zaij<F1(on7Y;‘07}.‘/j()?yl(cjh)vyl(cjh)v)‘l(cjh))

=1

—F (e, egh). 0 (esh), N (egh)

gegeben ist. Indem wir die Gleichheit (3.18) benutzen, ldsst sich obige Differenz
durch Linearisierung der Funktionen detailliert untersuchen. Mit elementarer Re-
chenarbeit ergibt sich ohne weitere Schwierigkeiten

5 = O(ly(esh) — Y2+ [15°(esh) — Y71l + [5°(ech) — ¥2) = O(n).
Der Gesamtdefekt ist durch die Summe der berechneten Teildefekte gegeben,
hé; = hoé; + hé;,

es folgt also

8; = O(hY).

Setzen wir y'(c;h), y'(c;h) in die zweite Gleichung von (3.17c) ein, so ergibt sich
mit (3.19) der Defekt 6; = O(h?), denn unter Ausnutzung der Zwangsbedingung aus
(DAE 1) zum Zeitpunkt ¢ = ¢;h gilt

GST(YO)g (eih) + GST (Y)Y HN YD, Y, ! (cih)) — A
— (GST(Y0) - GS" (5 (1)) i (cih)
+GST(YO)H (YL, YL,y (i) — GST(y°(c:h) H' (y(cih), 9 (eih), v (eih)
—(A7 = X(eih))
+GST (y"(eih))g' (cih) + GST (4 (cih)) H' (y°(cih), §° (cih), y* (cih)) = X(cih)
= O(lly°(c:h) = Y2l + [15°(cih) = Y2l + [ A°(esh) — ADY)).-
Als Voraussetzung zur Anwendung des Runge-Kutta-Verfahrens sind konsistente

Anfangswerte zu wihlen. Das heifit die Konsistenzbedingungen auf (3.11) sind fiir
Startwerte y'(to) = g, ¥'(to) = g und M (tg) = A} fiir ¢y € [0, T] zu erfiillen, also

GST(yo)vp + GS™ (o) H' (¥, 9o: %) — Ao =0
und
G () (M (58) (@ (48, 58, 38, 98 58) — S(HRIGTA)) = 0.

Wegen (3.16) gilt dies aber exakt. Die Startwerte weisen also keine Defekte auf, so
dass

Yo — Y (to) =0, 95— 7' (te) =0.
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Somit lasst sich Theorem 6 anwenden und wir erhalten

IN

Y(c;h) V! _ q
H < gl(cih) > - ( Y} ) H el o) = o, (3.22)

C .
IN(eih) = Afl < —(Rllé]l + [10])) = O(h*™)

mit Konstanten C' unabhéngig von h. Die Grofien § und 6 sind durch § = (64, ..., 8,)7
beziehungsweise 6 = (04, ..,0,)T gegeben.

Fiir Schritte n > 1 erfolgt die Abschétzung der lokalen Fehler analog zur obigen
Vorgehensweise, wobei benétigt wird, dass die Fehler der inneren Stufen wie in
(3.19) gegeben sind, also durch

Y% — 4 (t, + cih) = O(h*), Y5 — §°(tn + cih) = O(Rh*™),

3.23
A%, — \O(t, + ¢;h) = O(h9). (3.23)

Die Argumentation hierfiir erfolgt wieder mit Techniken aus [6]. Wie im Beweis von
Theorem 6 betrachten wir zur Untersuchung der Fehlerfortpflanzung zwei Runge-
Kutta-Losungen (¥, 7) und (¥, ), wobei wir letztere als exakte Losungen der dif-
ferential-algebraischen Gleichung (DAE 0) zum Zeitpunkt ¢ = nh interpretieren.
Dabei sei (7, Q) in der Rolle des hier angewandten Runge-Kutta-Verfahrens. Hierfiir
lasst sich wie im Beweisteil ¢) und d) von Theorem 6 zeigen, dass

|| ( Ay ) | < Cho™, |GSTEDR < Coht! (3.24)

vorausgesetzt werden kann, wobei (Ay2, Ay2)T = (y° —14°(nh), 5% —9°(nh))T gesetzt
wird. Wenden wir Theorem 6 hierauf an, wobei die auftretenden Defekte beide in
der GréBenordnung von h9™! liegen, so ergeben sich Abschitzungen

(3 pteom ) < (H(AQ"NW“)
94 (Yn» Un) ( Ayn ) |
+| < A ) [ + %),

083 = (55 (657 60)7"). 657))

ist. Mit (3.24) liefert dies (3.23).

C
0 _ O < =
|An; = A(tn +cih)|| < h(

wobel

yO=y9, y0=99
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(b) Nun folgen die Schranken (3.15) fiir den globalen Fehler fiir k¥ = 1 wie im Beweis
von Theorem 6, der die weiteren Abschétzungen

Yo =y (tn + cih) = O(h%), Y, — 4 (tn + c:ih) = O(h?),
AL = Aty + ¢;h) = O(ht™).

fiir den nachsten Induktionsschritt &k = 2 liefert. [



Kapitel 4

Fehleranalysis

In diesem Kapitel sollen die nétigen Hilfsmittel bereitgestellt werden, um Konver-
genzresultate fiir die globalen Fehler der Runge-Kutta-Approximationen des stark
gedampften mechanischen Systems beweisen zu konnen. Bevor wir uns dem Einflufl
von Storungen, den lokalen Fehlern und der Fehlerfortpflanzung zuwenden, wollen
wir die Existenz und lokale Eindeutigkeit der Runge-Kutta-Losungen nachweisen.

Dazu betrachten wir zunéchst einen Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens (3.3) an-
gewandt auf (1.5). Die Runge-Kutta-Gleichungen lassen sich auch schreiben als

Y1 = Yo + hyo + I’ Z biaiY;, G =0+ hz biY; (4.1a)

i,j=1 i=1

mit inneren Stufen

}/7; =Y + Cihyo + h2 Z aijajkYk, }/Z == y() + h Z (Iiji'/j, (41b)
Jik=1 j=1
die firz=1,...,s

MYY: = [(¥. ¥) — LDV, (4.10)

erfiillen miissen.

Fiir (4.1) verwenden wir Transformationen, wie sie in Lemma 2 auftreten. Unter
diesen ist das Runge-Kutta-Verfahren zwar nicht invariant, doch die entscheidende
Idee dieser Vorgehensweise liegt darin, dass dominierende Terme exakt transformiert
werden konnen und die iibrigen Funktionen nur in unbedeutenden Groflenordnun-
gen abweichen. Genauer bedeutet dies, dass der Ubergang von ID(y)y zu T A(u)x
in den inneren Stufen des Runge-Kutta-Verfahrens exakt vollzogen werden kann.
Damit konnen die angesprochenen Resultate zur Fehleranalysis mit grundlegenden
Techniken aus [6] nachgewiesen werden.

95
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4.1 Existenz und lokale Eindeutigkeit

Im folgenden Lemma beweisen wir die Existenz und lokale Eindeutigkeit der Runge-
Kutta-Losungen (4.1).

Lemma 4. Fulls die Runge-Kutta-Matriz Q invertierbar ist, keine Eigenwerte auf
der negativen reellen Halbachse besitzt und fir die Anfangswerte D(yo)yo = O(h)
gilt, so existiert zu (4.1) fiir 0 < e < h < hq lokal eine eindeutige Lisung, wobei hyg
gentigend klein gewdhlt werden muss, aber unabhdingig von € ist.

Beweis. Um den Beweis zu fithren, formulieren wir (4.1) zundchst mit den Schritten
um, die wir schon bei der Koordinatentransformation in Lemma 2 durchgefiihrt
haben. Als Konsequenz ergibt sich ein System der Form (2.5) in den inneren Stufen
(U;, X;) der transformierten Runge-Kutta-Losungen. Durch eine Homotopie fiir diese
inneren Stufen ldsst sich dann die Behauptung beweisen.

(a) Es ist leicht zu zeigen, dass das Runge-Kutta-Verfahren unter der Transformation
des Systems (4.1) in ein System erster Ordung invariant ist. Deshalb kann wie im
Beweis von Lemma 2 die Namensgebung gedndert werden. Mit den Bezeichnungen
th =uv1, Vi =V, Y; = V; ergibt sich das zu (4.1) dquivalente Verfahren

Y1 =%Yo + hUO + h2 Z biaijVj, V1 = Vg + h Z bz‘/z (42&)
4,j=1 i=1
mit . .
Y; = yo + c;hwg + 12 Z aija Ve, Vi=vo+ hz ai;V;, (4.2b)
k=1 j=1
wobei diese inneren Stufen fiirt=1,...,s
Y, =V,
1 (4.2¢)

M(Y)Vi = f(Y;, Vi) = —D(Y)V;

erfiillen miissen.

Mit der Zerlegung der Massenmatrix M (Y;) = MY2(Y;)M'/2(Y;) und einer Block-
diagonalisierung fiir D(Y;) = (M~Y2DM~'/?)(Y;) wie in (2.1) ist (4.2¢) gleichwertig
7u

Yi =V

TaArl/2 . (AT As—1/2 1 AT A1 r1/2 (4.2(1)
(QTMF)(Y))Vi = (@M )X f (Y, Vi) — (@7 DM ) (Y)Vi.
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Runge-Kutta-Verfahren sind im allgemeinen nicht invariant unter positionsabhéngi-
gen, aber invariant unter konstanten Transformationen. Um den Ubergang von
1D(y)y zu A(u)x jedoch exakt zu beschreiben, verwenden wir fiir (4.2d) die Trans-
formationen

V,=T(Y)W;, Vi=T(y)W,, (4.3)
wobei die Matrix T wieder durch T(y) = (M~'/2Q)(y) gegeben sei. Durch Einsetzen
von (4.3) in (4.2) ergibt sich das Runge-Kutta-Verfahren

Y1 = Yo + hT(yo)w() + h2 Z bZaUT(yO)VV], wip = W + hz szVZ (44&)

i,j=1 i=1

mit inneren Stufen

Y;‘ = Yo + CihT<y0)’w0 + h2 Z aijajkT(yg)Wk, Wz = Wy + hz aijo (44b)
j=1

j,k=1
fiir die
Y, = T(Y)W;
. _ 4.4
T = Fw - (0400 ) (149

wit F(V;, Wi) = (QM-Y2)(Y,)f(V;, B(Y)W,) gilt. Die Matrix T~}(¥)T(yo) besitzt
die Inverse T~ (yo)T'(Y;), die von der GréBenordnung I + O(h) ist. Wir formulieren
(4.4c) daher als

Y, = T(Y)W,

(1+0m) (Fvw -2 (0 4 )W

W, !
g

Mit derselben Variablentrennung wie im Beweis von Lemma 2 ergeben sich durch
f=(f,F)", w=(pqT, T(y) = (T}, T) in passenden Dimensionen die Runge-
Kutta-Approximationen

yi = yo+hT(y) < ]q?;) > +h? Z biai; T (yo) ( C};] ) )
j

ij=1
pP1 = Do+ hzbipi; g1 =qo+ hzbin‘
i=1 i=1
mit inneren Stufen

- P
Y: = yo+chT(y) ( Po ) +h? Z aijaxT (yo) ( . ) :
do Py Qr

b = po—i-hZGiija Qi ZQO+hZaiij>
j=1 Jj=1
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die den Gleichungen

= omran ().
P = [(Yi, P, Qi)+ O(h), (4.5)

G = BYi P.Q) — AW, + O() AV, +O()

e
geniigen. Fiir Y; = T(yo)(P;, Q)T erhalten wir aus der inneren Stufe fiir Y; von
obigem Verfahren wieder

Vi = yo+h Y ayTiwo)((po:a0)” + 0 asn(Pi Q)"

j=1 k=1
= Y+t hzaijT<yO><Pja Q)" =yo+ hzaijy;‘-
=1 j=1

Mit
F(Y;, Pi,Q;) = (T(y°)(P;, Q)T + O(h), i(Yi, P, Qs) + O(h))7,
BYi P Q) = ¥ P, @) + O( L) AYW, + O(h) und
Ui = (Kapi)a Xi = Qz

geméafl der Notation von Lemma 2 ergibt sich das gewiinschte Runge-Kutta-Verfah-
ren

Ui :Uo‘i‘hijlUj, Ty :xo—i—thle (46&)
i=1 i=1
mit inneren Stufen
Uz' :u0+h2aijUj, Xz :xo—i—hZainj, (46b)
j=1 j=1
wobel fiir diese
Ui = F(U;, X3),
- 1 _ (4.6¢)
X; = _EA<Ui)Xi + o(Us, X5)

erfiillt sein muss. Insbesondere sei hier darauf verwiesen, dass ¢ von ¢ (und h)
abhéngt.
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Nun betrachten wir via

alle unbekannten Runge-Kutta-Losungen als Funktionen in (U;, X;).

(b) Um die Existenz und lokale Eindeutigkeit zu beweisen, gehen wir vor wie in [6]
oder [9]. Fiir (U;, X;) aus (4.6) definieren wir eine Homotopie

Ui(T) = uo+ hZaU Xi(m)+(r—1) hZaw (uo, xo),
o (4.7)
Xi(r) = x0+hZaU Xi(1)+ (1 —1) hZaU (uo, x0)
J=1
mit 0 < 7 < 1. Statt der zweiten Gleichung in (4.6¢) schreiben wir aus Griinden der
Ubersichtlichkeit
X, =Y(U;, X;)
Hierbei ist zu beachten, dass fiir 7 = 0 die Losung durch U; = ug, X; = 9 gegeben

ist, fiir 7 = 1 ist das System &quivalent zu (4.6). Differenzieren wir (4.7) nach 7 und
bezeichnen mit "’ nun die Ableitung nach 7, so folgt

U = hz% WU, XUy + Fo(Us, X)X5) + 1Y aiiF(ug, o),

. = (4.8)
Xz, = hZ(IUET(U],X]> +hZaijT(u0,x0),
Jj=1 j=1
wobei
a 1 I / ~ ’ ~ /

ist und B den Tensor
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bezeichnet. Mit den Notationen

U = (U,...,U)", X =(Xy,..., X)), 1=(1,...,1)7,
{F,} = blockdiag(F, (U1, X1),...,F,(U,, X)),
{F,} = blockdiag(F, (U1, X1), ..., Fo(Us, X)),
{@L} = blockdiag SOu(U17X1)7 . 7§5u(Us>Xs))a
(U, X1), - @:(Us, X)),

(

(
{@.} = Dblockdiag(p, 1)y -
{B} = blockdiag(B(Uy, X1), ..., B(Us, Xy)),
{A} = blockdiag(A(U,), . )

\_/\.
—~

»
~—

erhalten wir aus (4.8) firi=1,...,s

( I- h(@@f){ﬁu} —h(Q® D{F,} ) ( v )
MA@ D)(=H{B}+{?.}) I-h@Q&I)(—{A}+{E:}) X
_ ( hA1 ® F(ug, x)) ) .

hA1 ® (— LA(uo)zo + P(uo, To))]

Das Symbol ® bezeichnet das Kronecker-Produkt. Liegen die Anfangswerte (o, 9o)
in einer Umgebung der glatten Losung, das heifit D(yo)jo = O(h), so ist auch
A(ug)rg = O(h). Skalieren wir nun den unteren Block des obigen Systems mit 7, so
ergibt sich

( I—h(Qe {F,} —h(Q @ ){F,} ))(U’/)

@& DB} +e{3.) - (@@ D(—{A} (7.} (4.9
WAL ® F(u, 1)) > |

N ( hA1L @ (— +A(uo)zo + £@(uo, 20))]

mit einer rechten Seite, die von der GréBenordnung O(h) ist. Falls die Runge-Kutta-
Matrix @ invertierbar ist und keine Eigenwerte auf der negativen reellen Halbach-
se besitzt, existiert zu der Matrix aus diesem linearen Gleichungssystem eine be-

schrankte Inverse der Form
I+ 0O(h) O(h)
( 0(1) o) ) (4.10)

Dabei ist weiter vorauszusetzen, dass alle (U;, X;) in einer (h-unabhéngigen) Um-
gebung W von (ug,xo) liegen, wobei h ausreichend klein sei, etwa h < hg. Dann
folgt, dass (4.9) mit Anfangswerten U(0) = Lug beziehungsweise X (0) = Lz, eine
eindeutige Losung in W auf einem nichtleeren Intervall [0, 7% besitzt, das so gro8
gewahlt werden kann, bis die Losung W verlasst. Aus (4.9) und (4.10) folgt

U = O(h) (4.11)
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und wegen U;(7) = ug + [ U; (t) dt gilt fiir 7 < 7* auch U;(7) = ug + O(7h). Ebenso
0

liefern (4.9) und (4.10)
X =0(h) (4.12)

und fiir 7 < 7* gilt auch X;(7) = zg + O(7h).

Es folgt also (U;(7), X;(7)) € W fiir alle 7 < 1 falls h geniigend klein gewahlt ist,
das heifit das Anfangswertproblem (4.9) mit Startwerten wie in der Voraussetzung
gegeben besitzt eine Losung fiir 0 < 7 < 1. Die Losung von (4.1) existiert also und
es gilt

Ui—uo=0(h), X;—z9=0(h).

Die lokale Eindeutigkeit folgt aus Lemma 5 mit Storungen 6; = 6; = 0.

4.2 Einfluss von Stérungen

Nun betrachten wir zusétzlich zu (4.1) ein gestortes System

Di=T0+hygo+ 02 biay¥,, Gy =5+ h DY, (4.13a)

i,j=1 i=1

mit inneren Stufen

Yi = 0o + cihijy + b > ajapYy, Yi=jo+hY ayY;, (4.13D)
Jk=1 j=1
die firz=1,...,s
o~ ~ 1 o~ .
MY,)Y; = f(Y;,Y:) — =D(Y2)Y; + d; (4.13c)
5

geniigen. Fiir diese beiden Systeme von Runge-Kutta-Approximationen gilt mit den
Bezeichnungen Ayy = yo — %o, Ao = Yo — /?)\07 AY; = Y; — 27 AYi = Yz - Yi,
AY; = Y; — Y, sowie vorliegenden Stérungen in den Anfangswerten Ayg, Ag und
einer Storung d; das folgende Resultat.

Lemma 5. Seien die Voraussetzungen von Lemma 4 gegeben, sei D(yo)yo = O(h)
und seien in den Anfangswerten Storungen Ay = O(h), Ay = O(h) vorgegeben.
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Dann gibt es Matrizen T = T(yo) und S; = S(%,}Afi), so dass die transformierten

Variablen
AU\ ([ Ay Aug\ [ Ao
AX; )\ TAY; ) Azy )\ T 'Ago

.....

.....

JATH < C(Au] + | Azol| + 6+ £8),
. . . (4.14)
laXil < € (5 (11 auoll + |1 Azo]) + A6 + -0)

geniigen, wobei 6 = max;||6;|, 0 = max;||0s]| ist und C Konstanten sind, die von e
und h unabhdngig sind, 0 < ¢ < h < hyg.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung wieder in zwei Schritten. Die Idee, den Ein-
fluss der Storungen zu berechnen, liegt darin, iiber die Differenz der transformierten
Runge-Kutta-Verfahren (4.1) und (4.13) zu einer Abschitzung fiir AU;, AX; zu
kommen, die nur von den vorliegenden Stérungen abhéngt, siehe Abbildung 4.1.
Weil D(y) singulér ist, bietet sich wieder der Weg iiber die Umformulierungen von
Lemma 2 an. Im ersten Beweisschritt transformieren wir (4.13) so, dass %D(S/\;)Yl
ebenfalls exakt wiedergegeben wird. Unter Beriicksichtigung dieses Ubergangs fas-
sen wir die Differenz der Transformationen von (4.1) und (4.13) geeignet zusammen.
Im zweiten Beweisschritt lassen sich dann die Runge-Kutta-Verfahren in (u, z) und
(@, ) subtrahieren. Nun miissen nur noch spezielle Terme in Abhéngigkeit von Awuyg
und Axg abgeschéitzt werden.

(4.1b) . (410) .. (420 . . (4.3) .. (4.5) ..
(?Jo,?Jo) B (Yszi) — Y, — (Yzw‘/;) B (YE,Wi) — (Ui,Xi)

Differenz: Differenz
Storungen Ayg, Ao = (4.14)

o~ (4.13b) o~ (4.13¢) o ~ D -~ - ~ -~
Yo, 90) — (¥3,Y) — YVi— (Y, Vi) —— (Y, W) —— (Us, X5)

)

Abbildung 4.1: Beweisverfahren im Uberblick

(a) Fiir die Groflen in (4.13) benutzen wir also analoge Transformationen wie im
Beweis von Lemma 4. Zunéchst iiberfithren wir (4.13c) wieder in eine Differential-
gleichung der Ordnung 1 und erhalten Runge-Kutta-Gleichungen wie in (4.2a) und
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(4.2b) fir yy, vy, 2, 1//\; Diese sollen in den Zwischenschritten nun nicht mehr auf-
gefithrt werden. Mit denselben Matrixzerlegungen fiir M und D miissen die inneren
Stufen der gestorten Runge-Kutta-Gleichungen das System

}/';i = ‘//\;7
@QTMYHT)V; = (QTM 12)(V) £(Vi, Vi)

~

(@ DMYYTYVi+ (@M (T

erfiillen. Zu beachten ist hierbei, dass D und @\ nicht etwa gestorte Matrizen sind,
sondern in Lemma 2 so bezeichnet wurden. Mit Transformationen

-~

U= TO)W,, Vi=TE)W,s, (4.15)

wobei wiederum T'(y) = (M~Y 2Q)(y) ist, ergibt sich ein Runge-Kutta-Verfahren,
das bis auf Stérungen (4.4) entspricht. Die Gleichung fiir die inneren Stufen ist
insbesondere durch

Yi = TY)W,
% i N T 170 O 17 AT A r—1/2(7V)
gegeben und lisst sich mit (T-X(Y;)T(H))~* = I + O(h) umformulieren zu

Y, = TY)W,

W; = (I+O(h))(f(?i,/w7i)—§(o y

~ W+ OTM~Y2(V:\d.
0 Aty )T QTMET)).

Trennen wir die Variablen wie in Lemma 2, so folgt ein Verfahren

Vi = T)(P.Q)",
P, = _1(:‘7ﬁ @)"’dzl‘l'o(h)
éi = _2(:,&7@)__14( )W +O(h)A(?z’)/Wi+di2+O(h)a

wobel wir
(dia, dig)" = Sid; mit S; = 5@072‘) = T_l@\o)(T@Ml/z)(?i)

setzen. Mit Definitionen von Fund @ ¢ wie in Lemma 4 und Variablensubstitutionen
U (Y“ PZ) X Qz erhalten wir schliefllich das Runge-Kutta-Verfahren

Uy =To+h» blU; Zi=%+h> bhX (4.16a)
=1 =1
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mit inneren Stufen

ﬁi:a0‘|‘hzaijUja )?iz/foJthainja (4.16D)
j=1 Jj=1
die
UZ‘ == ﬁ(ﬁz,)?z)+6za
- 1 . L (4.16¢)
€

mit §; = d;; und 0; = d;» geniigen. Um die Differenz der Runge-Kutta-Verfahren
(4.16) und (4.6) betrachten zu kénnen, miissen genau diese Umformungen durch-
gefithrt werden. Daher konnen wir die folgenden Transformationen fiir die Differen-
zen von (4.13) und (4.1) ansetzen. Es ist

( Zg ) N gg B < 3,(; ) N < Tflg(j?zo)vo ) N ( TJ%Z?O)?JO >

do
und analog
(B)=(2)=(8)=(rBhm) = (i)
Zo % W T (7o) 0o T W)io )’

als Differenz ergibt sich also

(578) (romndonnn)

To — To T(Ho) Ago + O([| Ayol|)

Der ’O-Term’ spielt fiir die nachfolgenden Beweisschritte keine weitere Rolle. Dies
motiviert die Einfithrung der Gréfien

Aug \ Ayo AU\ AY; (4.17)
Azg ) \ T (H0)AY% )’ AX; ) \ T ' )AY; )’ '
Die Gleichheit zwischen den Vektoren darf nicht dariiber hinweg tauschen, dass

Augy € R™*™ sowie Azg € R™, aber Ayy, Aty € R? sind.

Die entscheidenden Transformationen zur exakten Wiedergabe von %A(u)x waren
Vi = T(Y;)W; beziechungsweise ‘A/, = T(Y;)W;; hier miissen wir also genauer vorgehen.
Wie oben ist

(%)= (i) (%)= (s,
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(35 (oo s, )

Nun folgt eine ldngere Rechnung, um die Differenz in der zweiten Zeile des Block-
vektors prizise genug abzuschétzen. Die Abschétzung nehmen wir fiir den spéteren
Gebrauch gleich in Abhéngigkeit von Aug, Az und AU;, AX; vor. Wir betrachten
zunéchst die Entwicklungen

T Y)Y = T (@)Y + £(50) (Y — %)Y,

und daher

+ R[@\O,K](K - AO)E - AO)i/tL
PPN RPN i~ 2 (4.18)
T V)Y = T (W)Y + L)Y — )Y
+ R[@\Oaﬁ](i}z - AOv}//\; - @\O)Yz
mit
~ . 0 1, \<
L)Y —y)Y = a_(T WY) (Y —y),
Y Y=%o

Rly,YI(Y =y Y —p)Y = /BLF(@/ +s(Y —y))(Y —y,Y —y)Y ds  und
0
BLFQ(Y —3,Y —y) = »5(T7'0)| (—u.Y -y
Yy y=¢

wobei BLF fiir eine Bilinearform steht, die in Y — y bilinear ist und von ¢ abhéngt.
Die Variable ( ist ein Punkt auf der Verbindungsgeraden zwischen y und Y. Die
Differenz der beiden Terme aus (4.18) liefert unter Ausnutzung der Rechenregeln
fir Linear- und Bilinearformen und der Gleichheit Y; = Y; + AY;

Y)Y - T (?)ff
“YGo)AY; + £(00)(Y: — To)AY; + £(70) (AY,)Y,
+ RlGo, (Vi = G0, Vi — 50)Vi — RlGo, V(Y — G, Vi — G0) Vs
+ (R, Yil(Y; — o, AY:) + R[Go, Yi(AY;, Y; — Go)
+ R, Yil(AY;, AY)))Y.

Da Y; = O(1), Yi — o = O(h), AY; = O(h) und die Linear- und Bilinearformen
durch ihre hnearen Anteile beschrankt sind, gilt mit AY; = Agg + h 25:1 a;;AY;
THY)Yi = T (Y)Y = T7'(50)Ado + hzam (W) AY;
j=1

O(||AY;|| + R||AY;|| + R3[| + B2 Y])).
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-~

Wir erhalten also mit (4.17), Y; = O(1), Y; = O(1) und AY = (AY;):_, insgesamt

< AUZ > . Ayo + CihAy() + h2 Zj‘,k:l aijajkél.'/k
AX; T~ (o) Agio + h Y"1 ai T~ (To) AY; + Ry

(A ~ ([ AU; 419
_<A$O>+hzalj<AXj> (4.19)

0
+ . . ,
( O([|Auo|| + hl| Azoll + R( AU + | AX])) )

wobei Ry = O([|Ayo| + Al Agoll + h* | AY]).
(b) Nun subtrahieren wir die Runge-Kutta-Verfahren (4.16) und (4.6). Dies liefert

i=1 =1
mit i .
AUZ = AUO + hz aijAUj, AXZ =g+ h Z G,Z‘jAXj, (420b)
j=1 Jj=1

wobel fiir die inneren Stufen

AU, = F(Ui, X;) — F(U;, X;) — 6

)

: 1 e P (4.20c)

gilt. Die Differenzen der Funktionen F und ¢ sind durch Taylor-Entwicklungen um
(U;, X;) einfach abzuschitzen. Es ergibt sich

: AU;
At = ofl ( 3y, ) -s.

| 1 o WA (4.21)
AX; = ——(AU)X; — A(U)X;) + O(g” ( AXZZ» ) 1) — 6.

3

Also bleibt der Term A(U;)X; — A(U;)X; in der zweiten Gleichung abzuschétzen.
Hierzu betrachten wir erneut eine Taylorentwicklung von A(U;)X; beziehungswei-
se A(ﬁz))?, um Uy, die nach den ersten Entwicklungsgliedern mit entsprechenden
Resttermen abgebrochen werden kann. Wie bei der Abschétzung der auf Seite 65

~

behandelten Differenz T-(Y;)Y; — T*I(Q)Yi folgt durch einfache Rechenarbeit

A(UNX; — A(U)X; = A(Tig) AX; + O(h|| AX;|) + O(h|| AU, (4.22)



Fehleranalysis 67

denn unter der Voraussetzung D(yq)jo = O(h) folgt aus (4.6) fiir 0 < ¢ < h, dass
1%l = Oh) gl

Aus (4.19) ergibt sich direkt

(8% )1 = 1( &) rr@en(5Y)

0
_l’_ . .
( O(l| Augl| + hl|Azoll + R*(JAU|| + |AX]])) > |

und somit

AU - -
1{ A% ) 1= 08wl + A0l + AQIAT] + |AXI)),

Setzen wir dies sowie (4.22) in (4.21) ein, so ist
AU; = O([[ Ao + | Azo|| + h(IAU] + |AX]) — &,

) 1 h
AXi+ ZA@)AX; = O(Z(I1duol + | Azo)) (4.23)
h?, -
+O(ZUAU]+[AX])) - 6.

Mit dem Eintrag aus (4.19) fir AX; folgt fiir die zweite Zeile dieses Systems

) 1 5 )
AXZ + EA(UO) (A10+hZGZJAXJ

j=1

+O (I Auoll + Bl Ao + R(JAT] + [ AX])) )
h . .
= O(= (Il Auol + [ Aol + A(IAU + [AX])) ) - 6.

Nach Skalierung mit  erhalten wir fiir 0 < e < h < hy und wegen der Beschrénkt-
heit von A

s

€ . - .
EAXZ + A(uo)ZaijAXj

J=1

. . 1 1 €
= O(h| AU + hAX ) + Ol Augl| + 1 Azo]) = -6

Mit derselben Notation wie in Lemma 4 (siehe Seite 60) ist dieses Gleichungssystem
in AX = (AXy,...,AX,)T gleichwertig zu

(%Is®lm+a®A)AX =

_ (4.24)

. . 1
ORIIAD|| + hIAX]) + O (5 (Aol + | Azol))) = 56
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Fir 0 < ¢ < hist $I; ® I, invertierbar, und weil A(uy) und @ keine negativen
Eigenwerte haben, ist die Matrix auf der linken Seite invertierbar. Thre Inverse ist
von der Groenordnung O(1), also folgt aus (4.24)

. . . 1 €
AX = O(hAU]) + O AX]) + O 3 (1 Auol| + | Azo]) ) = 6.

Zur Auflssung dieser Gleichung nach || AX || argumentieren wir wieder wie im Beweis
von Theorem 1 und mit § = max;_; _,||6;|| erhalten wir schlielich

. . 1 5
|AX]| = OMIAT]) + O (5 (1 Aus | + | Aoll) + +6). (4.25)
Eingesetzt in die erste Gleichung von (4.23) folgt
AU; = O(h||AU || + || Aug|| + [|Azo| + £0) — &,

und mit § = max;—1__, ||6;| ergibt sich hieraus

.....

AU = O(|| Aug|| + || Azl + 6 + £6).

Nutzen wir diese Abschétzung in (4.25) aus, so ist
. 1 5
|AX]| = Ol Aus + [ Aoll) + b8 + —6).

Aus diesen Schranken folgen die Abschétzungen von ||AU;|| und ||AX;| fiir Indizes
1=1,...,s. Somit ist die Behauptung des Lemmas bewiesen. [ ]

4.3 Fehler nach einem Schritt

Wir bestimmen zunéchst den Fehler nach einem Schritt. Mit der gleichen Argumen-
tation und einem Induktionsargument lédsst sich dann auf den Fehler von Schritt n
zu Schritt n + 1 schlieflen.

Lemma 6. Mit den Voraussetzungen von Lemma &5 gilt fir die transformierten
Variablen nach einem Schritt

Aup = Au0+0(h(HAuoH+\|A:c0\|)+h(5+h59),
h
Az, = R(—EA>Ax0+O(||Au0||+h||Ax0||+h26+50).

Hierbei bezeichnet R die Stabilitdtsfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens.
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Beweis. Aus der ersten Gleichung von (4.20a) und mit (4.14) folgt sofort die Be-
hauptung fiir Au; mit der Schranke fiir |AU;|| aus (4.14), denn

Auy = Aug+h Y bAU; = Aug + O(h(||Aug|| + [|Azo| + 6 + £0)).

i=1
Mit den Abschétzungen fiir ||AU;|| und ||AX;]|| ergibt sich aus der zweiten Zeile von
(423) mit 0 = max;—1....s Hel”

: 1 h
AX; = ——A(uo) AX; + O(E(IIAUoII + || Azo|| + ho) + 9). (4.26)

Mit (4.14) errechnen wir aus der Gleichheit in der zweiten Komponente der Formel
(4.19) weiter, dass

AX; = Axg+h Z ai; AX; + O(|| Aug|| + h||Azo|| + h?6 + he) (4.27)

Jj=1

gilt und nach einem Schritt ist

Azy = Axzg+h Y bAX; + O([| Aug|| + k|| Azo|| + 18 + he). (4.28)

=1

Ignorieren wir zunéchst die Storterme in (4.26), (4.27) und (4.28), so ist

Azy = Azg+h) bAX,

=1

j=1

wobel

AX; = —EA(aO)AXi
g

erfiillt sein muss. Dies sind Runge-Kutta-Gleichungen der linearen Differentialglei-

chung

1
w = ——Aw.
€

Die Runge-Kutta-Losung dieser Differentialgleichung ist nach einem Schritt durch
h
w1 = R( - —A) Wo
€

gegeben, wobei dann R die Stabilitdtsfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens be-
zeichnet. Ziehen wir die Storterme in Betracht und setzen (4.27) in (4.26) ein, so
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ergibt sich mit der Notation wie in Lemma 4 und AX = (AXy,...AX,) sowie
b= (by,...,by)T

. h -1 1
AX = (I®A) (1— (A®(——)A)) <_ —-11®Ax0+0(ﬂ)) (4.29)
£ £
mit 3 = (|| Augl| + hl|Azol| + h26) + 6. Auch (4.28) formulieren wir als
Azy = Azg + h(bT @ I)AX + O(|| Aug| + h||Azo|| + h?6 + hef)

und Einsetzen von (4.29) liefert

Az, = Aa:o+h(bT®A)(I—(O®(—§)A))_l(—§'1®A$o+0(ﬁ)>

") o)

- R(— SA)AxOJrh(bT@A) (1— (@o (-2

+O(||Aug|| + h||Azol| + h?S + heb).

Nun ist noch der zweite Summand der obigen Gleichung abzuschétzen, und dazu
bestimmen wir die Grofienordnung von (I — (Q ® (—2)A))~". Es ist

(1—(a®<—§)A)) :—§<—O®A>(—%((’2®A)‘1+[)

und daraus folgt

h -1 € 1\ 1 h -1 €
(1-3aea) =(1-jaea) (-av4a) =o(3).
denn fiir 0 < € < h < hg mit ausreichend kleinem hg liefert die Neumannsche Reihe,
dass (I —£(—Q@A) ™) =T1+0(£) und (—2(~Q® A)) ™" = O(%). Also kénnen

die Restterme zusammengefasst werden und es ergibt sich
h
Azy = R< . gA)Aggo n O(HAUOH + || Axo|| + h26 + ge>.

Somit ist die Behauptung gezeigt und der Beweis abgeschlossen. ]

Aus den Beweisen der bisherigen Lemmata dieses Paragraphen lasst sich durch ana-
loge Vorgehensweisen der Fehler von Schritt n zu Schritt n + 1 rekonstruieren.

Folgerung (Fehler von Schritt n zum Schritt n+ 1). Die Runge-Kutta-Matrix
Q besitze keine Eigenwerte auf der negativen reellen Halbachse und sei invertierbar.
Weiter setzen wir voraus, dass die ungestorten beziehungsweise gestorten Runge-
Kutta-Approximationen, gegeben durch (y,, ¢,) und (@\n,ﬁn), fir 0 < nh < T exi-
stieren und dass

-~

D(yn)yn = O(h), D(yn)y, =O(h) fir0<nh<T (4.30a)
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gilt. Fiir die Anfangswerte setzen wir wieder

D(yo)go = O(h) , D(yo)y, = O(h) und

- o (4.30b)
yo—y0:O(h) y Yo — Yo = (h)

voraus. Weiter seien Transformationsmatrizen 7' = T'(y,,) und S,; = S(Un, }//\'m) wie
in Lemma 5 gegeben. Damit betrachten wir die transformierten Variablen

(20) (A% ) (2)= (A%, ). o

wobel Wir Ay, = Yn — Un, AUn = Un —Ejn, AYi = Yoi—Y i, AY, = Yo — Y, setzen.
Die Stoérung d,,; des Verfahrens (4.13) im n-ten Schritt wird zu

Oni = ((Snitni)j)j=1,.n-m 10 Oni = ((Snitlni);)j=n-m+1,..n (4.30d)
transformiert. Dabei bezeichnen 6 und 6 nun die Schranken
10nil] <6, |0nil| <O firO0<mnh<Tundallei=1,...,s. (4.30e)
Diese Schranken der Stérung seien von der Gréflenordnung
6=0(h), e =0(h). (4.30f)

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir den Fehler von Schritt n nach Schritt n 4+ 1
mit A, = A(u,)

Aty = Aup + O(h(||Aun|| + (| Az]]) + hé + hs@),
4.31)

L (

Agpiy = R(—gAn) Amn+0<||Aun||+h||Amn||)+h26+50).

Beweis. Weil der Beweis analog zu entsprechenden Teilen der Beweise von Lemma 4,
Lemma 5 und Lemma 6 gefiihrt wird, werden nur die wesentlichen Punkte nochmals
zusammenfassend dargestellt. Das Runge-Kutta-Verfahren im Schritt n + 1 wird
formuliert als

S S
Yni1 = Yn + hijn + B* Z biaijYnj,  Yny1 =Yn +h Z biYni

i,j=1 i=1

mit inneren Stufen
Yoi = Yn + Cihin + B* Z aijajkynka Yoi = U + h Z ainnj
=1

Jk=1
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die firz=1,...,s
. ) 1 )
€
erfilllen. Das zugehorige gestorte Verfahren in den Variablen 7, @n, }A/m-, R
und einer Stérung d,,; wird formuliert wie in (4.13). Wir transformieren beide Runge-

Kutta-Verfahren wie im Beweis von Lemma 4 beziehungsweise Lemma 5, und mit
derselben Argumentation wie im Beweis von Lemma 5 setzen wir

Auy, ) Ay, AU\ _ Ao (4.32)
Az, )~ \ T @AY, )7 \ AX. )~ \ T71G,) AV, '

AUnz _ Aun - AU"J
(ax0) = (82) rm (22

i=1 (4.33)

und

0
+ . . ,
(OWA%H+WA%H+WNAWHHAXW))

mit AU = (AUM, . ,AUnS)T und AX = (Aan, . ,AXnS)T. Via Subtraktion der
beiden transformierten Runge-Kutta-Verfahren und mit (4.32) und (4.33) ergibt sich
ein Runge-Kutta-Verfahren analog zu (4.20)

Aty = Aty + 0 Y bAUyy, Az = Az + 7Y bAX,, (4.34a)
i=1 i=1
mit inneren Stufen
AUnl = Aun + h Z aijAUnj, AX,M =, + h Z aijAan (434b)
j=1 j=1

wobel fiir diese

. 1 ~ o~
AXyi = —=(AUni) Xni — A(Uni) X i) (4.34c)
€
gilt. Mit den Voraussetzungen (4.30a) und transformierten Variablen geméif (4.32)
und (4.33) fassen wir die Funktionen auf der rechten Seite iiber Taylor-Entwick-
lungen zusammen (vergleiche (4.20c), (4.21), (4.22)) und gelangen so zu einer For-
mulierung

AU = O Aunll + [ Az + AIAT| + JAX])) = b0

. 1, ~ h . )
AXpi+ AU AXn = O(Z(|18unll + | Azoll + AT + [ AX]))) = bus
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aus der sich mit 6, = max; ||6u|, 0, = max;||0,;]] und fiir 0 < € < h < hy eine
Abschétzung wie (4.14) ergibt:

JATI < C (1 Aunll + 1Az, | + 8+ 26,).

. 1 €
X < — — .
[A%ull < C(5(8unll + Az, ) + hé, + -6,

Analoge Argumentation zu Lemma 6 liefert schliefSlich die Gleichungen aus der Be-
hauptung. [ ]

4.4 Fehlerfortpflanzung

Mit der Folgerung von Abschnitt 4.3 kénnen wir nun ein Lemma {iber die Fehler-
fortpflanzung formulieren.

Lemma 7. Falls das Runge-Kutta- Verfahren die Voraussetzungen (4.30a) - (4.30f)
und die Stabilitatsbedingungen (3.7) sowie (3.8) erfillt, existiert die Runge-Kutta-
Léosung (Yn,Yn) fir 0 < mh < T, 0 < e < h < hy, und fir die transfromierten
Variablen gilt

|Awll < [ Auoll + C (Bl Azol| +6 + <)),

Jazall < C(l1auoll + (0" + B Azol| + 6 +e6).

Beweis. Die Existenz der Runge-Kutta-Losung folgt mit einem induktiven Argu-
ment. Dies zeigen wir im Anschluss an Theorem 13. Aus der Folgerung zu Lemma
6 ist bekannt, dass nach einem Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens fiir den Fehler

|t it < Al + O (R(||Aun]| + 1Az, ) + B8 + het),
h
1820l < IR( = ZA0) | 1820 + O Aun ]| + hl| A || + 25 +20)
gilt. Zunéchst ist [|[R(—2A,)| abzuschitzen. Weil A, symmetrisch und positiv de-
finit ist, gibt es eine orthogonale Matrix S € R™™ mit STA,S = A, wobei die

Diagonalmatrix A = diag(Aq,..., ) € R™*™ die Eigenwerte \; von A, enthélt, die
alle positiv sind. Wegen Voraussetzung (3.8) ist folglich

IR(=2a)1 = 15"R( = 2A)s) = |r( - 2A))

.....
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Als Konsequenz hiervon ergibt sich
( | At ) ) ( 1+0(h)  Oh) ) ( A ) N ( O(hs + heo) )
[Aznia]l )=\ OQ)  p+O(h) | Az, | O(h*6 +20) )

Um (||Au,||, ||Az,|[)T abzuschétzen, transformieren wir die (2x2)—Matrix dieses
Systems in Diagonalgestalt. Dies lasst sich durchfiithren, denn die Eigenwerte sind
ohne Einschrinkung wegen p # 1 verschieden und lassen sich auf elementare Art
und Weise als p3 = 14+ O(h) und ps = p+ O(h) bestimmen. Mit einer Transforma-
tionsmatrix X der Gestalt

ist

(o 6 ) = (5 )

Hiermit haben wir
[ Auy| ) 1 < pa 0 ) ( | Aty | ) < O(hé + heb) )
<X X
< |Az] ) = 0w )X\ Jas) ) T\ ome+e0)
und weil fiir (||Auy,_1]], [|Az,_1]|)T die analoge Abschitzung gilt, ist

| Au | > 1 ( pi 0 > < | At | )
< X X
( | Ay o 0 ,LL% Az, ol

()G ) ()

Mutatis mutandis erhalten wir
[[Awn|| ) -1 ( pyo 0 ) ( [| Aol )
< X . | X
( Azl ) = 0 ps Az
n n—j
IR ANTH 0 O(hb + heb)
F2 X ( 0wy )X ( O(h25+20) )

Mit den bereits berechneten Eigenwerten p; und po ist

()2 (1) - Condai o Bean )
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und die Restterme ergeben sich durch
~ (70 O(hé$ + heb)
J:
B i 1+0(h)  O(h) O(hé + heb)
= o) p"7+0(h) O(h*6 + ¢6)
J:

nO(hé + heb)
nO(hd + heb) + 377, p"7O(h*6 + €0)
LO(h6 + heb)
O(h6 + hed) + O(h?6 + €b)

é26+56) ) ’

IA
TN TN

denn n < % und Z?:l p" 7 = O(1) fiir p < 1. Somit folgt die Behauptung. [ |
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Kapitel 5

Konvergenzresultate

Nachdem nun die wesentlichen technischen Details aus Kapitel 4 zur Verfiigung
stehen, sind wir in der Lage die Hauptresultate der Arbeit - globale Fehlerschranken
fiir die numerischen Losungen von (1.5) - zu formulieren und zu beweisen. Da wir
diese Schranken fiir die e-Entwicklung (y°,9°) formulieren, ist zunéchst noch zu
zeigen, dass auch die numerische Losung (y,, 9,,) in Analogie zur analytischen Losung
eine e-Entwicklung besitzt.

5.1 Asymptotische e-Entwicklung der numerischen
Losung

Theorem 10. Sei ein Runge-Kutta-Verfahren (3.8) mit Stufenordnung q gegeben,
das den Stabilititsbedingungen (3.7) und (3.8) geniigt. Weiter sei der Anfangswert
(v, U5) auf der Mannigfaltigkeit M® aus Theorem 1, das heifit die exakte Lisung von
(1.5) mit Startwerten (y§, y5) ist glatt. Dann besitzt das stark geddmpfte mechanische
System (1.5) fir 0 < € < h < hqg eine eindeutig bestimmte Runge-Kutta-Lisung
(ve,u5) gemdf (3.8). Die Approzimationen (y:,v:) lassen sich fir nh € [0,T)] als
e-Entwicklungen

Yo = yp ey, + -+ eyl + 0,

5.1
G2 = G0 g e+ et 4 O (5.1)

darstellen, wobei y*, y* fir k = 0,...,q Runge-Kutta-Lésungen der differential-
algebraischen Systeme (DAE 0) - (DAE k) sind. Die Anfangswerte (y§, &) fiir
die Runge-Kutta-Verfahren zu diesen differential-algebraischen Systemen werden als
Koeffizienten von e* in der e-Entwicklung von (y5,y5) gewdhlt.

7
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Beweis. Die Behauptung folgt aus zwei Beweisschritten. Zunéchst berechnen wir
analog zum analytischen Fall den Defekt, der entsteht, wenn abgebrochene e-Ent-
wicklungen der Runge-Kutta-Losung in das Runge-Kutta-Verfahren (3.3) eingesetzt
werden. Im zweiten Schritt folgt dann die Behauptung des Theorems durch Anwen-
dung von Lemma 7.

(a) Wir betrachten also abgebrochene e-Entwicklungen

Un = Yo+ eyt +elyl, 52
o R '

der numerischen Losung sowie abgebrochene Entwicklungen fiir die inneren Stufen

=0

= YR eVh4e e

nt?

R S R s &

n’

iy <)

wi = YO+ eVl 4o etV

wobei y¥, 9%, Y5 Yk YVE Koeffizienten aus dem Runge-Kutta-Verfahren fiir das Sy-
stem (DAE 0) - (DAE k) sind. Wir setzen diese Entwicklungen in (3.3a) beziehungs-
weise (3.3b) ein und vergleichen das Resultat fiir k = 0, ..., ¢ nach Koeffizienten *
mit e-Entwicklungen fiir den néchsten Zeitschritt, die (5.2) entsprechen. Wegen der
Linearitdt in (3.3a) und (3.3b) folgt sofort, dass in diesen Runge-Kutta-Gleichungen
kein Defekt auftritt. Allerdings ergibt sich ein Defekt d,,; durch Einsetzen in (3.3c).
Diese Bedingung fiir die inneren Stufen ist hier wieder gegeben durch

~

= o~ 1~ .
€
Der Defekt d,,; wird im nachfolgenden Lemma berechnet.

(b) Nun lassen sich die Defekte in (5.1) durch Anwendung von Lemma 7 berech-
nen. Da die Anfangswerte (y§, 75) nach Voraussetzung auf der Mannigfaltigkeit M*®
liegen, folgt sofort, dass

s — o = O(e™), 5 — 9o = O(**)

gilt. Die Restterme in (5.1) ergeben sich nun durch Betrachtung von r, = y= — ¥,
beziehungsweise 7, = 95 — @n. Wir wenden Lemma 7 an; r,, und 7, sind in der Rolle
von Ay, beziehungsweise Ay,,. Fiir Stufenordnung ¢ erhalten wir mit der Kenntnis
von d,,; aus Lemma 8 sowie (4.30d) und (4.30e)

§=0(™Y), 6=0().

Also folgt
ry < O, < Cettt

und damit die Behauptung des Theorems. ]
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Lemma 8 (Defekt der abgebrochenen Entwicklungen). Der Defekt d,; aus
(5.3) ist gegeben durch

dni = €*S(Y) G AL + O™,

wobei S(Y%) = S(Yi) + O(e) gilt. S ist definiert wie in Lemma 1 und GT ist
wieder durch G = [0 I,,,] erklirt. A*, bezeichnet die Runge-Kutta-Approzimation an
Ne(t, + c;h) aus (DAE k’) und ist fiir k < q von der Grifenordnung

A, =0(1).

Beweis. Wie schon gesehen sind die Runge-Kutta-Gleichungen (3.3a) und (3.3b)
linear mit Koeffizienten, die nicht von € abhéngen, es tritt also kein Defekt auf. Des-
weiteren ist (3.3c) von derselben Form wie die entsprechende Differentialgleichung
(1.5) beziehungsweise die differntial-algebraischen Systeme (DAE 0°) - (DAE £’) und
(DAE 0) - (DAE k). Statt (5.3) betrachten wir also

Ym' = S‘T(?m)?m-,
A

> s 5 1/0 0\ - e

mit Bezeichnungen gem&fl Lemma 1. Wir berechnen Taylor-Entwicklungen von M
und f um Y% beziehungsweise (Y,2, Z9.) und setzen die abgebrochenen e-Entwick-

lungen ein. Ordnen der Koeffizienten nach Potenzen von &* fiir k = 0,. .., q liefert
aufgrund der Runge-Kutta-Relation (3.2d) fiir (DAE 0’) - (DAE &’) die Gleichung

SV (Vi) dps = e*GTAL, + O(e7HY).

Dies ist dieselbe Verfahrensweise, wie sie im Beweis von Theorem 1 zur Konstruktion
der Koeffizienten der e-Entwicklungen angewandt wurde. Mit S(Y,,;) = S(Y,2)+0(e)
gilt also die erste Behauptung. Ganz analog wie im Beweis von Theorem 9 berechnen
wir fiir £ = 0 und k = 1 die Schranken

A 20t + eih) = O(h), AL, — ALt + csh) = O(he™)
und induktiv folgt A%, — A\*(¢, + c;h) = O(h?™%). Fiir k < q ist AF, also durch eine

Konstante beschrankt. ]

Bemerkung. In Abbildung 5.1 sind die Beziehungen zwischen den wichtigsten
Variablen des analytischen Teils und ihren entsprechenden Runge-Kutta-Approxi-
mationen in einem Diagramm dargestellt.
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5.2 Globale Fehlerabschitzungen

Nun lédsst sich mit Theorem 10 und den Fehlerabschéatzungen fiir die differential-
algebraischen Gleichungssysteme (DAE 0,...,DAE k) aus Theorem 9 das folgende
Konvergenzresultat beweisen.

Theorem 11. Sei ein Runge-Kutta-Verfahren (3.3) mit Stufenordnung q gegeben,
das den Stabilititsbedingungen (3.7) und (3.8) geniigt. Weiter sei der Anfangswert
(v5, U5) auf der Mannigfaltigkeit M® aus Theorem 1, das heifit die exakte Lisung von
(1.5) mit Startwerten (y§, y5) ist glatt. Dann besitzt das stark geddmpfte mechanische
System (1.5) fiir 0 < € < h < hqy eine eindeutig bestimmte Runge-Kutta-Lisung
(Y5, 15) gemdfS (3.3) und fir den globalen Fehler gilt

Yp — ys(tn) = yg - yo(tn) + O(ghq)a
U = 9 (tn) = Gn —9°(tn) + O(eh?)

gleichmdfig fir e < h < ho und 0 < t, < T. Hierbe: sind y°, ¥° und y°(t),
y°(t) die Runge-Kutta-Lésungen beziehungsweise exakten Lisungen der differential-
algebraischen Gleichung (DAE 0) vom Index 2, wobei die Anfangswerte (y0, ) aus
der e-Entwicklung von (y§, y5) gegeben sind.

(5.4)

Beweis. Mit e-Entwicklungen von (y°(t), 9°(t)) sowie (¥, 7) aus den Theoremen 1
und 10 gilt

yr =¥ (tn) = (Yo — 9" () +e(yn —y' (ta)) + - ..
et - () £ 0 .
Un =9 (tn) = (Un —9°(t ))+6(yi—'( ) A '
+e%(y? — y?(t,)) + O(he?).

Mit Theorem 9 gilt fiir k =1,...,q

ey —y"(ta)) = O("AT),
H(in — 9" (t)) = O("R*TH).
Fiir ¢ < h sind daher alle Summanden in (5.5) sowohl in den Positions- als auch

Geschwindigkeitstermen durch O(gh?) beschriinkt. Da noch das Restglied O(g?™!)
auftritt, folgt die Behauptung. |



(u, ) ‘ (Un, Tn)
(2.5) (4.6)
Lemma 2 ‘
(v,9) Runge-Kutta-Verfahren (3.2) bzw. (3.3) (Y, i)
(1.5) | (4.1)
Theorem 1 ’ Theorem 10
(%, 9°) | (Y5, 95)
aus (2.8) (5.1)
Theorem 1 Theorem 10
Lemma 1 (y*, %) (Y%, 4%)
(DAE k) ‘
(y,2) (v, 2") (yr, 2F)
(2.2) (DAE k) |

Abbildung 5.1: Zuammenhang der Variablen im Kontinuierlichen und Ubergang zu
diskreten Losungen durch die geeigneten Runge-Kutta-Verfahren
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Theorem 12. Mit den Voraussetzungen von Theorem 11 gilt fir s-stufige RadaullA-
Verfahren fiir den globalen Fehler

(Wn ) — (W (ta), 57 (ta)) = O(R* 1) + O(eh?)

Beweis. Fiir RadaullA-Verfahren sind Ordnung und Stufenordnung durch die natiir-
lichen Zahlen p = 2s— 1 beziehungsweise ¢ = s gegeben (siehe [9], S. 73). RadaullA-
Verfahren erfiillen auch alle Voraussetzungen aus der Bemerkung zu Theorem 8, es
gilt also

(U 00) = (47 (t0), 9% (tn)) = O(R* 7).
Aus (5.4) folgt die Behauptung. [

5.3 Existenz einer attraktiven invarianten Man-
nigfaltigkeit fiir die numerischen Lésungen

Die Anfangswerte (y5,95) liegen nur in Ausnahmeféllen auf der Mannigfaltigkeit
ME. Eher zu erwarten sind Anfangswerte, die nicht auf M¢, aber geniigend nahe an
dieser Mannigfaltigkeit liegen.

Eine #hnliche Situation haben wir bereits im kontinuierlichen Fall betrachtet. In
Theorem 3 konnten wir beobachten, dass fiir Anfangswerte, die O(¢g) - nahe an der
Mannigfaltigkeit MY aus Voraussetzung (1.7) liegen, eine attraktive invariante Man-
nigfaligkeit N existiert, an die sich die kontinuierlichen Lésungen mit exponentieller
Geschwindigkeit anniihern. Zudem stimmt A® fiir beliebiges N bis auf O(e?) mit
ME iiberein. Ein diskretes Analogon hierzu zeigen wir in Theorem 13. Um dieses
Resultat zu beweisen, benotigen wir ebenfalls Theorem 2.

Theorem 13. Sei ein Runge-Kutta-Verfahren (3.8) mit Stufenordnung q gegeben,
das den Stabilititsbedingungen (3.7) und (3.8) geniigt. Falls der Anfangswert (yo, o)
die Voraussetzung D(yo)go = O(h) erfillt, existiert ein (y§,y5) € M°, so dass die
Runge-Kutta-Losungen (Yn, Un) und (y5,95) zu den entsprechenden Anfangswerten
fir0<e<h<hyund0<t,<T

(Yns In) — Wny Un) = O(hp™ +€717) (5.6)

mit p < 1 unabhdngig von h, € und n erfiillen.

Beweis. Der Beweis verlauft im Wesentlichen analog zum Beweis von Theorem 3.2,
[13]. Der vorgegebene Startwert sei mit (o, ¥o) bezeichnet, um ihn von anderen
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Startwerten zu unterscheiden, die im Laufe des Beweises auftreten. Nach Vorausset-
zung gilt

D(%o)90 = O(h), (5.7)
der Anfangswert (i, 7o) ist daher O(h) - nahe an der Mannigfaltigkeit M*. Es gibt
also ein (y(0),4(0)) € M, so dass (y(0),5(0)) — (%o, %) = O(h) gilt. Wir benutzen
(y(0),9(0)) als Anfangswert einer glatten Losung von (1.5) und betrachten nun
Runge-Kutta-Verfahren mit Niaherungslosungen (y,,, 9,) zu Anfangswerten (yo, %o),
die (5.7) erfiillen und die O(h) - nahe an (%, 9o) liegen. Aus Lemma 7 und Theorem
11 ist bekannt, dass solche Runge-Kutta-Losungen

gleichméfBig fiir e < h < hg und 0 < t,, < T erfiillen. Im Hinblick hierauf interpretie-
ren wir die exakte Losung (y(¢,), 9(t,)) nun als Stérung der Runge-Kutta-Losungen
(Yn, Un) und befinden uns somit in der Situation von Lemma 6 beziehungsweise der
anschliefenden Folgerung. Deshalb fithren wir wie in Lemma 5 transformierte Va-

riablen
()= (ot )

cin, wobei T'(y) = (M~Y2Q)(y) wic in (4.15) gegeben ist. In diesen Variablen lisst
sich das Runge-Kutta-Verfahren fiir (1.5), also (4.6), als eine Rekursion der Form
(2.32) schreiben. Wir formulieren das Runge-Kutta-Verfahren (4.6) im Schritt n + 1
als

Upil = Uy +hbTﬁn(Un(tn,un,xn),Xn(tn,un,xn)),

1
xn+1 = In ‘I' hbT( - E{An}Xn(tm Unp, xn)"" (59)
B (Un(tns s 20), X (b, 7)) ).
Hierbei interpretieren wir die inneren Stufen, die in U, = (U,,...,U,)T und
X = (X1, ..., Xns)T zusammengefasst sind, als Funktionen, die von t,, u, sowie
x, abhdngen. Weiter sind
ﬁn<Un>Xn) = ( (Unl7Xn1)7 JF(UTLSJX'IZS)>T7
&n(UanrJ = ( (Unlenl) s

,@(Uns, X)),
{A,} = blockdiag(A(Un1),...,A(U,s)),
b = (by,...,b)".
Die Gleichungen (5.9) beschreiben ein nichtautonomes System. Deshalb setzen wir
én = (tnvun)7 M = Tn,
F =hb"F,,

G =t 17 (= (A Xal) + 5 )
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und somit ist (5.9) eine Rekursion der Form (2.32). Die Abschétzungen fiir die
Lipschitzkonstanten ergeben sich hier wesentlich einfacher als im kontinuierlichen
Fall. Fiir Runge-Kutta-Losungen (uy,x,) und (4,,Z,) gilt mit der Definition der
Lipschitzstetigkeit

€1 = Enrill < N1&n = Eall + 1F (Eny 1) — F (s )|

< € — &all + Legllén — Eall + Legllm — nll,
st = Aagall = 1G(Ens 1) — G 7a)

< Lugllén = &all + Lol — ull-

Andererseits sind wir mit Au,1 = Upy1 — Upyr und AZy 1 = Tpy1 — Tpep in der
Situation von der Folgerung zu Lemma 6 mit Storungen 6 = 6§ = 0, mit (4.31) gilt
nunmehr

Auppr = Aup + O(h||Auy || + hl|Az,|),
h
Aty = R(==A0) Az, + O(|Au|]) + O(h]| A

Hieraus lassen sich die Lipschitzkonstanten direkt ablesen. Wir haben
Leg = O(h), Ley = O(h), Lye = O(1), Lyy = po + O(h),

wobei po eine obere Schranke von ||R(—2A,)| bezeichnet. Dieses po ergibt sich mit
der analogen Argumentation wie in Lemma 7. Zunéchst gelten diese Lipschitzkon-
stanten nur lokal entlang y(¢) fiir ¢t € [0,7], was aus den Voraussetzungen fiir die
verwendete Folgerung sofort ersichtlich ist. AuBlerhalb dieser Umgebung konnen wir
F und G so modifizieren und fortsetzen, dass (2.33) mit globalen Lipschitzkonstanten
gilt. Wir kénnen also Theorem 2 auf (5.9) mit den definierten Gréfen &,, 7,, F und
G anwenden. Wegen (i) gilt: Es gibt eine Lipschitzstetige Funktion s : R% — R,
so dass fiir alle n

M =su(é) = 1 =su(6)

gilt. Wegen ¢ = (t,u) erhalten wir also fir 0 < ¢ < T die (d+I)-dimensionale
Mannigfaltigkeiten M:(t) = {(&,s,(€)) : £ € R**™T1}. In den Variablen (y,9) gilt
somit fiir alle n

(Yo, 90) € M5(0) = (Yns9n) € M (tn).

Aus Teil (¢i7) von Theorem 2 folgt, dass zu jedem (yo,%0) ein (y5,95) € M (0)
existiert, so dass die Losungen (yy, ¥) und (¥, %) von (2.32) zu den entsprechenden
Anfangswerten gegeneinander konvergieren:

1> 9n) = (s Un) | < Crp™ [ (%0, 90) = (45 o) Il
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wobei p = po + O(h) < 1 ist. Fiir alle (yo, 90), die O(h) - nahe an (%o, 7o) liegen und
(5.7) erfiillen, gibt es daher ein (y§,ys) € M7 (0) fir das mit (2.36)

(YnrUn) = (Y5, Us) + O(p"h) (5.10)
gilt.

Um auf das Endresultat zu schlieBen wird nun auf Theorem 10 zuriickgegriffen.

P

Wir betrachten abgebrochene e-Entwicklungen (5.2), die wir wieder mit (¥y, 9,,) be-
zeichnen. Thre Koeffizienten (y*,¢*) seien wiederum als Runge-Kutta-Losungen der
differential-algebraischen Systeme (DAE 0) - (DAE ¢) gegeben, wobei die Anfangs-
werte (y&,9) aus der e-Entwicklung von (y§,75) € M vorgegeben seien, es gilt
also R

(Do, 90) € M+ O(e™). (5.11)
Die Menge M7, ;, aller abgebrochenen e-Entwicklungen (s ,,) ist eine (d-+1)-dimen-

sionale Mannigfaltigkeit. Anwendung von Theorem 11 mit Startwerten (370,/9\0) wie
in (5.11) liefert unter Beachtung der Stérung O(£7™!) in Lemma 7

(Ts 9) = (U (80), 57 (£0)) = O(eh?),

die Mannigfaltigkeiten M® und M, ;, liegen also O(eh?) - nahe beieinander. Fiir
(vg,u5) € Me folgt aus (5.1) direkt

(W5 05) = (Fns 9) + O™, (5.12)

somit gilt

(Yn-9n) € M5 + O(e™).
Weil (7o,90) O(h) - nahe an M liegt, gilt mit (5.10) insbesondere fiir alle Paare
(ys, 95) € M#, die in einer O(h)-Umgebung von (7o, 7o) liegen, dass

(Yns Un) = (Uns Un) + O(p"h), (5.13)

also

(Uns ) € M (tn) + O(p"h).
Da (5.12) und (5.13) gleichméfig fiir e < h < hg und 0 < t,, < T gelten, folgt
s ) = () = O(p"h + €7+,
Die Mannigfaltigkeiten M;(t,) und Mg, liegen O(p™h + €9*') - nahe beieinander.

Der Beweisschluss folgt nun mit demselben Dimensionsargument wie im Beweis
von Theorem 3. Weil beide Mannigfaltigkeiten dieselbe Dimension (d+I) haben,
ist ein Umkehrschluss moglich. Zu jedem Startwert (yg,vs5) € M;(0) existiert ein
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(45, 95) € M*® = MG, +0(e7t1), so dass Runge-Kutta-Losungen (y;;, ) und (y5,, 95,
zu den entsprechenden Anfangswerten

W 9n) = (Wns ) + O(p"h + &™)
erfiillen. Mit dieser Gleichheit und (5.10) folgt

(yna yn) - (yfw y?i) = O(pnh + 5q+1)'
Dies ist die Behauptung des Theorems. |

Mit den Theoremen 11 und 13 kann nun der Nachweis fiir die Existenz von Runge-
Kutta-Losungen (yy,, ¥,) aus Lemma 7 nachgetragen werden. Aus dem Beweis ergibt
sich gleichzeitig die Giiltigkeit von (4.30a) fiir alle (yy, y,) mit 0 < nh < T.

Folgerung. Falls fiir die Anfangswerte (yo, 7o) des Runge-Kutta-Verfahrens (4.1)
D(yo)9o = O(h) gilt und das Runge-Kutta-Verfahren die Voraussetzungen von Lem-
ma 4 erfiillt, so existieren Runge-Kutta-Losungen (y,, 9,) fiir alle 0 < nh < T und
sie erfiillen D(y,)y, = O(h) fiir alle n € N,.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 haben wir
bereits in Lemma 4 gezeigt, dass unter den dort angegebenen Voraussetzungen eine
Losung (y1,71) existiert und lokal eindeutig ist.

Setzen wir voraus, dass (y,,¥,) existiert, lokal eindeutig ist und
D (yn)3nll < Coh (5.14)

mit einer festen Konstanten Cy gilt, so ist zu zeigen, dass auch (Y41, Yni1) existiert
und lokal eindeutig ist. Dazu geniigt es nachzuweisen, dass ||D(yn11)Uns1]] < Coh
ist, denn mit dieser Voraussetzung kénnen wir mit derselben Argumentation wie im
Beweis von Lemma 4 auf die Existenz und lokale Eindeutigkeit schlieflen.

Wegen D(yo)yo = O(h) gilt (5.6). Zusammen mit (5.4) und der Abschétzung aus
(3.14) fir (DAE 0) gilt fiir ¢ > 1

1(Yns 9n) = (y(tn), 5t < Ci(R® + hp"), (5.15)

wobei C] nicht von Cj abhéingt. Unter der Voraussetzung (5.14) gelten dann fiir die
Runge-Kutta-Losungen (Y41, §n+1) die Abschidtzungen

1, Y1) = Wtasn), §(tarr) )| < CoCLCo(R* + hp") (5.16)

dabei héngt Cy nicht von Cy und C; ab. Die Abschitzungen (5.16) ergeben sich,
indem der Beweis der Folgerung von Seite 70 mit den Voraussetzungen (5.14) und



Konvergenzresultate 87

(5.15) unter strikter Verwendung der Konstanten Cy und Cj nachvollzogen wird.
Mit Theorem 1 ist klar, dass fiir alle ¢ € [0, T]

1Dy @)y ()] < Cse

gilt. Damit, mit der Lipschitzstetigkeit der Funktion (y(¢),9(t)) — D(y(t))y(t) und
mit (5.16) erhalten wir

1D (Ynt1)9n+1l < cntrh
mit einer Rekursion ¢, 1 = C(p"+a)c,+C5 und einem a < 1, wobei ¢; = (Cp+a)co
und || D(yo)vol| < coh gilt. Diese Rekursion konvergiert gegen einen Grenzwert c.
Setzen wir C := ¢, so folgt die Behauptung. [ ]



88

Konvergenzresultate



Kapitel 6

Ein Anwendungsbeispiel

In der Einleitung und im ersten Kapitel wurde die Bedeutung stark geddmpfter
mechanischer Systeme fiir Anwendungen aus einigen Disziplinen der Physik- und
Ingenieurwissenschaften bereits angedeutet. Nun soll diese anhand eines mechani-
schen Menschmodells von Hans [10] illustriert werden. Dabei wird insbesondere auf
eine moglichst realitdtsgetreue Modellierung der Gelenke geachtet. Die Zeitintegra-
tion von zwei einfachen Beispielen schlieit die Arbeit ab.

Fiir den Biomechaniker stellt sich zunéchst die generelle Frage, nach welchem Prin-
zip er die Bewegungsgleichungen aufstellt. Ein haufig verwendeter Ansatz liegt darin,
das System mit einem maximalen Satz von Koordinaten darzustellen und Verbin-
dungen zwischen den starren Koérpern, wie etwa menschliche Gelenke, durch Zwangs-
bedingungen zu formulieren. Die Bewegung des mechanischen Systems wird dann
durch gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschrieben. Zwangsbe-
dingungen liegen in Form von algebraischen, im allgemeinen nichtlinearen Gleichun-
gen, vor.

Ein anderer Ansatz ist die Verwendung von Minimalkoordinaten. Bei diesem Kon-
zept werden starre Korper so mit einem minimalen Satz an Koordinaten beschrieben,
dass die Zwangsbedingungen automatisch erfiillt sind. Betrachten wir beispielswei-
se ein System von zwei starren Korpern im dreidimensionalen Raum, die iiber ein
Scharniergelenk miteinander verbunden sind, so existieren insgesamt sieben Frei-
heitsgrade. Eine mogliche Beschreibung durch Minimalkoordinaten wére, die Orien-
tierung eines Korpers im Raums durch die Festlegung von drei kartesischen Koor-
dinaten und drei Winkeln zu beschreiben und die Lage des anderen Koérpers durch
die Vorgabe eines Winkels fiir das Scharniergelenk festzulegen. Somit ist das System
durch die Festlegung von sieben Koordinaten eindeutig beschrieben.

Aus der Sicht der Biomechanik liegt bei beiden beschriebenen Ansétzen ein wesent-
licher Nachteil in der Modellierung menschlicher Gelenke iiber Zwangsbedingungen.
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Perfekte Zwangsbedingungen beschreiben exakte Bewegungen, wie sie etwa durch
ein Scharnier- oder Kugelgelenk vorgegeben werden. Durch die Bandapparate in
menschlichen Gelenken ist eine grofie Zahl von Bewegungen moglich, die grob dem
Bewegungsspektrum von mechanischen Kugel- oder Scharniergelenken folgen. Im
Detail der Bewegungsabldufe sind vom biomechanischen Standpunkt aus jedoch we-
sentliche Unterschiede festzustellen.

Um auch diese Details besser simulieren zu kénnen, beschreibt Hans [10] alle Gelen-
ke seines Menschmodells durch Feder-Dampfer-Elemente. Fiir menschliche Gelenke,
die in der Biomechanik als Scharniergelenk charakterisiert werden, werden beispiels-
weise zwei Feder-Dampfer-Verbindungen, fiir Kugelgelenke nur eine verwendet. Mit
geeigneten Kraft- und Ddmpfungskonstanten lassen sich so auch kompliziertere Ge-
lenke, wie etwa das menschliche Knie, realitdtsgetreu modellieren. Ein weiterer Vor-
teil dieses Konzepts liegt in der Aufstellung von Bewegungsgleichungen, wie aus dem
Beispiel des Stabpendels im néchsten Abschnitt ersichtlich wird. Diese lassen sich
einerseits sehr schnell und einfach aufstellen. Andererseits ist die Grofle des Systems
unabhéngig von der Anzahl der Zwangsbedingungen, denn zusétzliche Bedingungen
erweitern das System nur um Feder-Dampfer-Elemente, &ndern aber an der Anzahl
der Freiheitsgrade nichts. Alle Zwangsbedingungen, mit denen nicht nur Gelenke,
sondern auch Kollisionen simuliert werden konnen, sind implizit in den auftretenden
Kriften und Drehmomenten formuliert.

Die groBe Flexibilitit, die von diesem Prinzip ausgeht, wird an den in [10] studierten
Anwendungen deutlich, von denen zwei Simulationsbeispiele in den Abbildungen 6.1
und 6.2 aufgefiihrt sind.

Die Bildersequenz 6.1 zeigt die Simulation einer Reckturniibung, die Abbildung 6.2
das Verhalten des Menschmodells bei einem Verkehrsunfall. Es sei bemerkt, dass fiir
die Zeitintegration der Bewegungsgleichungen RadaullA-Verfahren verwendet wur-
den, wie sie in dieser Arbeit analysiert werden. Anstatt die komplizierten Modelle
fiir diese Simulationen zu betrachten, sollen im folgenden Abschnitt exemplarisch
Bewegungsgleichungen fiir ein Stab-Pendel mit Feder-Dampfer-Element aufgestellt
werden, das in Abbildung 6.3 nochmals dargestellt ist. Feder-Dampfer-Verbindungen
dieses Typs werden bei den obigen Simulationsbeispielen mehrfach eingesetzt, und
das Aufstellen der Bewegungsgleichungen erfolgt nach dem selben Prinzip.

Ein physikalisches Problem, das in der Simulation 6.2 auftritt, ist die Kollisionser-
kennung. Der Losungsanstaz, der hier verwendet wird, nutzt ebenfalls starke Damp-
fungskrafte aus und wird im néchsten Abschnitt anhand eines einfachen Beispiels
erklart.
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I

Abbildung 6.1: Menschmodell aus der Biomechanik bei der Simulation einer
Reckturniibung, aus [10].
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Abbildung 6.2: Menschmodell aus der Biomechanik bei der Simulation eines
Unfalls, aus [10].

Py

Abbildung 6.3: Pendel mit Kugel P, und Feder-Dampfer-
Element, das an zwei Punkte P; und P, gekoppelt ist.
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6.1 Simulationsbeispiele

Bewegungsgleichungen des Stabpendels mit Feder-Dampfer-Element

In diesem Abschnitt wollen wir die Bewegungsgleichungen fiir das Stabpendel aus 6.3
geméf der in [10] verwendeten Vorgehensweise aufstellen. Wir betrachten dazu ein
korperfestes Inertialsystem (K.S), dessen Ursprung wir im Schwerpunkt des Korpers
P; wihlen, und ein raumfestes Inertialsystem (R.S) mit Ursprung im Aufhéngepunkt
P; des Pendels, siche Abbildung 6.4. Dabei vermittelt die Transformationsmatrix

011(t) 012(t) 013(t>
O(t) = | 02l(t) o092(t) o023(t)
031 (t) 032 (t) 033 (t)

zwischen Vektoren des korperfesten und des raumfesten Inertialsystems. Zum Zeit-
punkt ¢ gilt etwa fiir den ersten kanonischen Basisvektor von K .S die Transformation

1 011 (t)
o) 0 = | 092(t)
0/ ks 031(t) / g

Im Falle des Pendels betrachten wir ein beschleunigtes Bezugssystem mit rotatori-
scher, ebener Bewegung um die z-Achse von RS. Die Transformationsmatrix O(t)
ist dann durch
cospt  sinpt 0
O(t)=| —sinpt cospt 0
0 0 1

erklart. Um den Zustand des starren Korpers, in unserem Fall der massebehafte-
ten Kugel P, vollstdndig zu beschreiben, ist weiter die Kenntnis seiner Position
y1, seiner Geschwindigkeit v; und seines Drehimpulses L; nétig. Zu Zwecken der
Zeitintegration fasst man alle Groflen zu einem Vektor

Y(t) = (ya(t), vi(t), o1(t), 0a(t), o0s(t), Ly (t))"

zusammen, wobei o;(t) fir ¢ = 1,2,3 die Spalten der Matrix O(t) bezeichnen. Zur
Beschreibung der Bewegung von P; ist die zeitliche Anderung %Y(t) des Zustands-
vektors zu berechnen. Hat der starre Kérper P, die Masse m, so ist diese zeitliche
Anderung fiir 1, v; und L einfach anzugeben. Die Bewegungsgleichungen fiir einen
starren Korper sind

Mi(t) = f(ty(t),v(t)),
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Abbildung 6.4: Raumfestes (RS) und korperfestes (K.S)
Inertialsystem des Pendels mit Ursprung in P5 beziehungs-
weise Pj.

wobei in diesem Fall die Massenmatrix durch M = m - I3 gegeben ist. In f ist die
Summe aller Kréfte zusammengefasst und in 7" sind alle Drehmomente aufsummiert,
die zum Zeitpunkt ¢ auf den starren Korper wirken.

Die Krifte, die auf P; ausgeiibt werden, ergeben sich aus der Kraftkonstanten &
beziehungsweise der Dampfungskonstanten d des Feder-Dampfer-Elements. Diese
wirken auf den Punkt P, und wir erhalten

Dabei bezeichnen ys(t) und vy (t) Position und Geschwindigkeit des Punktes P,. Der
Vektor y, lasst sich zum Zeitpunkt ¢ als Vektorzug ys = y; + a darstellen, wobei
a(t) = O(t) - (0,1,0)" den Vektor von P; nach P, beziiglich RS darstellt und [ die
Lange des Stabes sei.

Das Kreuzprodukt eines Vektors mit der Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
gibt seine zeitliche Anderung an. Mit der noch zu bestimmenden Winkelgeschwin-
digkeit w(t) ist die zeitliche Anderung von vy dann durch vy(t) = vy (t) + w(t) x a(t)
gegeben. Somit ergibt sich fiir f schliellich

Fy1(8), 01 (1) = k(1 () + a(t) + d(vi (t) + w(t) x a(t)).

Das auf P; wirkende Drehmoment ist

T(t) = a(t) x f(t).
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Fiir die reine Schwerpunktbewegung ergeben sich also keine weiteren Probleme. Die
rotatorische Bewegung ist etwas schwieriger zu bestimmen. Hierzu benétigen wir
zundchst den Tréagheitstensor Ixg von P, der wie die Masse als konstant ange-
nommen wird. Im vorliegenden Beispiel ist er als Trégheitstensor einer Kugel mit
Radius r durch Ixg = —r - I3 gegeben. Im raumfesten Inertialsystem berechnet sich
die Darstellung des Tragheltstensors Irs via

IRS(t) = O(t)[KSO(t)Ta

denn der Ursprung von K.S wurde im Korperschwerpunkt gewéhlt. Dann ist die
Winkelgeschwindigkeit mit dem Drehimpuls von P; durch

w(t) = Ins(t)Li(t)

gegeben. Damit kann nun die zeitliche Anderung der Spaltenvektoren von O(t) durch

0i(t) = w(t) x 04(t)

fiir i = 1,2,3 angegeben werden. Also ist Y'(t) und somit die Bewegung von P
vollsténdig bestimmt und kann zusammengefasst werden:

vi(t)
ftyi(t), vi(t))
w(t) x o1(t)
w(t) X o0s(t)
w(t) x 03(t)

Ti(t)

,_.

M~

In den ersten beiden Komponeneten tritt ein System der Form (1.1) auf, denn mit
91(t) = vi(t) haben wir

Mi(t) = k(y: (1) + a(t)) + d(a(t) + w(t) x alt)).

Wir erhalten daraus ein stark geddmpftes Feder-Pendel, indem wir d in Relation zu
k sehr grofl wahlen.

Modellierung der Kollisionserkennung

Die Modellierung von Kollisionen in [10] wird anhand eines einfachen, eindimensio-
nalen Beispiels ersichtlich. Wir betrachten einen materiellen Punkt P, der aus einer
Anfangshohe 3, mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy auf die Erde aufprallt, siehe
Abbildung 6.5. Dabei sei eine y-Achse entgegengesetzt zur Fallrichtung vorgegeben,
die Erdoberfliche wird durch den 0-Punkt simuliert.
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Yo+ P

Abbildung 6.5: Modell zur Kollisionserkennung beim freien
Fall eines materiellen Punktes P

Besitzt der materielle Punkt P die Masse 1, so wird dieses einfache Modell durch
eine Differentialgleichung

beschrieben, wobei g hier die Gravitationskonstante bezeichnet. Falls y(t) < 0 ist,
liegt eine Kollision vor und wir ersetzen —g durch eine Kraft

f=k-y*(t)+d-y(t)-v(t)

mit einer Kraftkonstanten £ und einer Dampfungskonstanten d. Wie beim Stabpen-
del erreichen wir eine starke Dampfung, indem wir d in Relation zu k£ grof§ wéhlen.

6.2 Zeitintegration

Wir wollen abschliefend die Kollisionserkennung und das Stabpendel mit Feder-
Déampfer-Element aus dem vorhergehenden Abschnitt mit zwei Runge-Kutta-Ver-
fahren integrieren. Beide Anwendungsbeispiele wurden als Code in MATLAB pro-
grammiert. Der zu integrierende Vektor hat fiir die Kollisionserkennung die Lange 2
und fiir das Stabpendel die Lange 18. Als implizites Runge-Kutta-Verfahren, das die
Bedingungen (3.7) und (3.8) erfiillt, benutzen wir einen in MATLAB implementier-
ten Code von RADAUS5 [4]. Dieser wurde in der Tabelle 3.2 als RadaulIA-Verfahren
mit Ordnung 5 vorgestellt. Stellvertretend fiir die expliziten Runge-Kutta-Verfahren
verwenden wir die MATLAB-Routine ODE45. Dieses Verfahren ist ein Zeitintegra-
tor, der in einer Arbeit von Dormand und Prince [1] vorgestellt wird. In [19] ist eine
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genaue Beschreibung der Routine zu finden. Mit diesen beiden Verfahren simulieren
wir beide Beispiele mit unterschiedlich groflen Dampfungskonstanten.

In den vorigen Kapiteln konnte gezeigt werden, dass nur die Klasse impliziter Runge-
Kutta-Verfahren, die insbesondere den Voraussetzungen (3.7) und (3.8) geniigt (und
zu der beispielsweise RADAUS z#hlt), zur Integration stark geddmpfter mechani-
scher Systeme geeignet ist. Bei Anwendung impliziter Verfahren, die nicht in diese
Klasse fallen, verlieren die bewiesenen Konvergenzresultate ihre Giiltigkeit.

Dieser Unterschied lésst sich allerdings an den beiden Modellen aufgrund der klei-
nen Systemgroflen nicht demonstrieren. Hierzu wire ein komplexeres Modell, wie
etwa die Crash-Simulation 6.2 zu betrachten. Hans stellt in [10] fest, dass dieses
Beispiel nur mit RADAUS5 und mit keinem der anderen impliziten Verfahren, die in
MATLAB als Routinen vorliegen, effizient zu simulieren ist. Die komplexe Unfall-
simulation 6.2 einzufiithren und numerisch zu behandeln wiirde aber den Rahmen
dieser Arbeit sprengen.

Zeitintegration der Kollisionserkennung

Zunichst betrachten wir eine Kollision mit relativ moderaten Dampfungskraften.
Wir simulieren den Aufprall eines 1 kg schweren materiellen Punktes aus einer An-
fangshohe yo von einem Meter. Die Anfangsgeschwindigkeit vy betrage 10m/s, die
Kraft- und Démpfungskonstanten withlen wir als & = 4 - 10 N/m? beziehungswei-
se d = 4-103Ns/m?. Das Ergebnis einer Zeitintegration iiber 2 Sekunden ist in
Abbildung 6.6 dargestellt.

Aufgrund der relativ schwachen Dampfung wird eine verhéltnisméfig grofie Ein-
dringtiefe in den Untergrund - sie betrégt fast 10 cm - erreicht. Auch die Hohe von
nahezu 40 cm, die der Punkt vom Boden zuriickspringt, lasst Riickschliisse auf die
milde Dampfung zu. Nach einer Sekunde ist ein Stillstand erreicht und der materielle
Punkt liegt auf der Erdoberflache.

Zum Vergleich der vorgestellten Runge-Kutta-Verfahren betrachten wir eine Kolli-
sion mit hoherer Ausgangsgeschwindigkeit und wéhlen vy = 100 m/s. Die Kraft-
konstante setzen wir k = 10°N/m? und die Dampfungskonstante steigern wir je
Simulation von d = 10* Ns/m? bis d = 5 - 10"Ns/m? in Schritten mit Faktor 5
beziehungsweise 2. Diese Simulationen werden je mit ODE45 und RADAUS5 {iber
eine Zeit von 0.6 Sekunden durchgefiihrt. Fiir beide Integrationsverfahren wahlen
wir gemifl des ODEFILE-Standards in MATLAB die Toleranzen RelTol = 1079
und AbsTol = 1078. Das Losungsverhalten ist in Abbildung 6.7 in einem Abschnitt
von 0 bis 0.1 Sekunden dargestellt. Die betriachtliche Energie des Systems geht durch
die sehr starke Ddmpfung sofort verloren und jegliche Bewegung kommt direkt beim
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Abbildung 6.6: Aufprall eines Massepunktes mit yo = 1m,
vo = 10m/s, k = 40000N/m? und d = 4000Ns/m?. Zeit t
gegen Position y.

0.6f b

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
t

Abbildung 6.7: Aufprall eines Massepunktes mit y, = 1m,
vo = 100m/s, k = 10°N/m? und d = 10"Ns/m?. Zeit t
gegen Position y.
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Aufprall zum Erliegen. In einem noch begrenzteren Ausschnitt wird auch deutlich,
dass die Losung zur Zeit t = 0.01 hinreichend oft stetig differenzierbar ist.

Um explizites und implizites Verfahren zu vergleichen, tragen wir in Abbildung
6.8 die durchschnittliche Schrittweite von RADAUS und ODE45 gegen die jeweils
verwendeteten Dampfungskonstanten auf. Wie zu erwarten ist, miissen bei den ex-
pliziten Verfahren mit steigenden Démpfungskonstanten immer kleinere Zeitschritte
gewéahlt werden, um die exakte Losung mit einem akzeptablen Fehler zu approximie-
ren. RADAUSb hingegen bewéltigt alle Simulationen mit relativ grofien Schrittweiten.
In Abbildung 6.9 ist zu erkennen, dass ODE45 auch die Vorziige des deutlich gerin-
geren Rechenaufwandes sehr schnell verliert. Fiir die Dampfungskonstante 10% ist
die Anzahl der FlieSpunktoperationen bei RADAU5 noch doppelt so grofl wie bei
ODE45, bei d = 5 - 10° ist das implizite Verfahren bereits im Vorteil. Zur Absiche-
rung dieser Ergebnisse vergleichen wir die berrechneten Losungen in Abhéngigkeit
von den Dampfungskonstanten mit einer Referenzlosung. Beide Verfahren erreichen
dabei bis auf nicht erwihnenswerte Unterschiede dieselben Genauigkeiten, die in der
Grofenordnung der gewihlten Toleranz AbsTol = 10~% liegen.

Zusammenfassend bleibt also festzuhalten, dass explizite Verfahren Losungen der
Bewegungsgleichungen der Kollisionserkennung unter Verwendung starker Damp-
fungskréfte nur mit sehr kleiner Schrittweite exakt genug approximieren kénnen.
Auch die Tatsache, dass bei expliziten Methoden keine nichtlinearen Gleichungssy-
steme gelost werden miissen, zahlt sich beim Rechenaufwand nicht aus.

Zeitintegration des Stabpendels

Um komplexe menschliche Gelenke, beispielsweise das Knie, in Simulationen wie
sie in den Abbildungen 6.1 und 6.2 dargestellt sind zu modellieren, wurden in [10]
Feder-Dampfer-Elemente mit grofien Dampfungskonstanten verwendet. Ein Feder-
Déampfer-Element dieses Typs wollen wir nun fiir eine Simulation mit dem Stabpen-
del verwenden und wiederum die Ddmpfungskonstante zum Vergleich von ODE45
und RADAUS variieren.

Die Bewegung des im vorigen Abschnitt beschriebenen Stabpendels simulieren wir
zunichst iiber die Zeit von 10 Sekunden mit einer Kraftkonstanten von k = 10°N/m?
und einer Dampfung mit d = 10*Ns/m?2. Dem materiellen Punkt ordnen wir einen
Radius von 0.01 m und eine Masse von 1 kg zu. Der Stab wird als masselos mit
Lange 1 angenommen. Die Anfangslinge der Feder wird idealisiert als 0 gesetzt,
der Anfangswinkel der Auslenkung des Stabes betragt %ﬂ. In Abbildung 6.10 ist die
Zeit gegen den Abstand des Punktes P, zu P3 und die Relativgeschwindigkeit v des
Punktes P, aufgetragen. Sie berechnet sich aus v = (vq, 7/||7||), wobei r den Vek-
tor von P, nach P3 bezeichnet. Die starke Dampfung wird dadurch ersichtlich, dass
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Abbildung 6.8: Durchschnittliche Schrittweite - Damp-
fungskonstante d.
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Abbildung 6.9: FlieBpunktoperationen - Dampfungskon-
stante d.
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sich die Lange der Feder sehr schnell auf ein kleines Intervall beschrinkt. Erhcht
man die verwendete Dampfungskonstante, so wird dieses Intervall immer kleiner.
Die Relativgeschwindigkeit, die zu Beginn der Simulation noch grof3 ist, nahert sich
sehr schnell einem Wert nahe 0 an. Hier treten positive und negative Werte auf,
denn das Feder-Dampfer-Element wird aufgrund der Schwingung des Stabpendels
abwechselnd zusammengezogen und gestreckt. Hat der Stab vertikale Position er-

reicht, so ist die Auslenkung der Feder am grofiten, denn die Zuglast des materiellen
Punktes ist in dieser Position am héchsten.

—4
10 x 10

Abbildung 6.10: Simulationsergebnis des Stabpendels: qua-
litatives Verhalten des Abstandes y von P, und P; und der
Relativgeschwindigkeit v von Ps.

Die Verwendung von hohen Kraft- und Daémpfungskonstanten fithrt uns hier sehr
nahe an den Grenzfall dieses Stabpendels. Das System verliert kaum Energie und
die Bewegung des materiellen Punktes ist fast identisch zu der Bewegung eines

mathematischen Pendels mit entsprechenden Ausgangsdaten. Diese Beobachtung
steht in Einklang mit Theorem 11.

Zum Vergleich des expliziten und impliziten Verfahrens vergréflern wir wieder die
Diampfungskonstanten von 10! bis 10® in Schritten mit Faktor 10. Wir integrieren die
jeweiligen Pendelmodelle iiber eine Zeit von einer Sekunde und wéhlen die restlichen
Groflen wie fiir das Modell aus Abbildung 6.10. Absolute und relative Toleranz fiir
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die Integrationsverfahren werden wieder durch AbsTol = 1078 und RelTol = 107°
festgelegt.

Dimnf K RADAU5 ODE45
ampfungskonstante d _ -
in Ns/m? Fheﬁpgnkt— . Fheﬁpgnkt— '
operationen | Schritte | operationen | Schritte
10* 6.51 - 10° 209 3.39 - 108 75027
102 1.68 - 10° 46 3.4-10° 753265
10° 1.67-10° 37 - -
10* 3.79 - 10° 60 - -
10° 8.91-10° 128 - -
10° 1.26 - 107 185 - -
107 2.18 - 107 291 - -
108 4.43-107 583 - -

In der Tabelle sind FlieBpunktoperationen und die Anzahl der Schritte unter Be-
zug auf die jeweils eingesetzte Dampfungskonstante zusammengefasst. Bei RADAU5S
wéchst der Aufwand in etwa proportional zu grofler werdenden Dampfungskonstan-
ten (ab d = 10%). Der héhere Rechenaufwand fiir d = 10 ist durch den grofien
Unterschied zur Kraftkonstanten der Feder (k = 10°) zu erkldren. Dieses Simu-
lationsbeispiel fillt in die Klasse der steifen oszillatorischen mechanischen Systeme
(1.2). Die verschiedenen Beispiele gehen also mit wachsenden Dampfungskonstanten
von steifen oszillatorischen mechanischen Systeme in stark geddmpfte mechanische
Systeme iiber.

ODEA45 konnte nur fiir kleine Dédmpfungskonstanten ein Ergebnis in einer akzepta-
blen Zeit liefern. Die Simulationen fiir d = 10® bis d = 10® wurden abgebrochen, da
das explizite Verfahren zu kleine Schrittweiten wéahlen musste.

Um einen Vergleich zu erhalten, berechnen wir aus den ersten 30000 Schritten von
ODE45 die durchschnittliche Schrittweite. Die Ergebnisse wurden in Abbildung 6.11
gegen die zugehorigen Dampfungskonstanten aufgetragen und mit den entsprechen-
den Resultaten von RADAUS verglichen. RADAUSb integriert die Beispiele mit nicht
nennenswerter Steigerung der Schrittweite wihrend diese bei ODE45 proportional
zur Dampfungskonstanten verringert werden muss, um die exakte Losung genau
genug zu approximieren.

Fassen wir die Ergebnisse aus beiden Beispielen nochmals zusammen, so konnten
bei der Kollisionserkennung noch alle Simulationen mit dem expliziten Verfahren in
einem verniinftigen Zeitrahmen durchgefiihrt werden. Bereits beim Stabpendel ist
dies nicht mehr moglich, wogegen die in dieser Arbeit untersuchten impliziten Ver-
fahren vom RadaullA-Typ unabhéngig von den Dampfungskonstanten gleichméafig
gute Ergebnisse liefern.
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Abbildung 6.11: Durchschnittliche Schrittweite - Damp-
fungskonstante d.
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