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Zusammenfassung

Diskretisierungsverfahren  zur Unter suc hung von Atomen in
zeitabhangig en elektrisc hen Feldern und in extrem starken
Magnetf eldern

In der vorliegendenArbeit werdenAtome in aul3ererelektrischerund magneti-
schenFeldernmit numerischerMethodenuntersuchtlm Vordegrund stehtdie
Behandlungvon Wasserstdfund Alkaliatomenunter Einfluf3 ultrakurzerelektri-
scherFeldimpulse(sogenanntefT rains”) und Viel-Elektronen-Atomean extrem
starlenMagnetfeldernBei allen Systememwurdezur Losungdesquantenmecha-
nischenProblemadie Methodeder Finiten Elementegegebenertllsin Kombina-
tion mit derMethodeder DiskretenVariablenverwendetDieseVerfahrenwerden
im erstenTeil derArbeit ausflhrlichdamgestellt.

Im zweiten Teil der Arbeit wird zunachstauf zeitabhéngigeProblemeder
Atomphysik, insbesonderé&Vellenpalketdynamikin Rydbeg-Atomen eingeyan-
genunddie Bedeutungler Wellenpaletdynamikfir dasGebietdesQuantencha-
oskurz am BeispieldesdiamagnetischeiVasserstdatomsbeleuchtetDer Kern
der Untersuchungerzur Quantendynamiloilden Simulationendessogenannten
gekicktenWasserstdhtoms.Dabeiwird WasserstdfeinerFolge periodischerul-
trakurzerelektrischerPulseausgesetztklassischeUntersuchungemrzeigen,dafd
der Phasenraunfiir bestimmteParameterbereichim regulareund irreguléareBe-
reiche aufgeteiltist. Im Mittelpunkt der quantenmechanischasntersuchungen
desvollstéandigendreidimensionaleriProblemsstehendie Verbindungerzu den
klassischertigenschaftemndderVergleichmit denin derLiteraturvorhandenen
eindimensionalemguantenmechanischéviodellen. Die Untersuchungemverden
schlielichauf Alkaliatomeund Systemanit alternierendemnd zeitlich zufalls-
verteiltenelektrischerPulsenausgedehnt.

Im dritten Teil der Arbeit werdendie Hartree-lock-Gleichungernn adiabati-
schemMaherungnit derMethodederFiniten Elementegeldst.Durchdie Paralleli-
sierungdesProgrammcodetst esmdglich, die zur Modellierungvon Neutronen-
sternatmosphéaremotwendigergroRenMengenatomarerDatenvon Ubemrgangen
in Viel-Elektronen-Atomerin extrem starken Magnetfeldernzu berechnenEin
Schwerpunktiegt auf derBerechnungon Eisenionen.
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1 Einleitung

Die EntwicklungderComputertechnologiderletztenJahrzehnt@atesin Verbin-
dungmit modernemumerischenverfahrenmdglichgemachtdenKenntnisstand
nichtintegrabler Quantensystementscheidendu erweitern.Grof3e Fortschritte
konnteninsbesonderé atomphysikalischeisystemergemachtwerden,die fur
die GebieteQuantenchaognd Astrophysikrelevantsind.

GgyenstandlesQuantenchaosst die quantenmechanischgehandlungklas-
sischchaotischeBystemaindderenVerhaltenm semiklassischehimes.Klassi-
schegChaosdst UiberdasexponentielleAuseinanderlaufebenachbartefrajektori-
endefiniert. AufgrundderUnschérferelatiomachtderBegriff derTrajektorieund
damitauchdie klassischeDefinition von Chaosin der Quantenmechanikeinen
Sinn. WegendesKorrespondenzprinzipsrwartetman dennochSpurendesklas-
sischenChaosim semiklassischehimesvorzufinden Ein unterdieserFragestel-
lung umfassendintersuchteatomphysikalischeSystemist z.B. dasWasserstdf
atomim starken Magnetfeld([Hasag&vaetal. 1989, [Friedrich, Wintgen1989,
[Schweizerl999).

Ein Schwerpunkter ErforschungdesQuantenchaom der Atomphysikliegt
derzeitaufderUntersuchungon hochangergtenAtomen,die zeitabhangigeex-
ternenFeldernausgesetzsind. Der Anstol3,sich mit diesenSystemerzu befas-
sen,reicht bereitsin dasJahr1974 zurick, als [Bayfield, Koch1974 in einem
Experimentmit RydbegatomerunterEinflussvon Mikrowelleneinevon der An-
regungsfrequenabhangigdonisationsschwelldeobachterkonnten.Umfassen-
detheoretischérbeitenkonntenschlielilichdiesesverhaltermit denklassischen
chaotischerPhasenraumstrukturesrklaren(fiir einenUberblick siehe[Casatiet
al. 1994)).

Ein in Verhaltenund Theorie ahnlichesSystemist das sogenanntegekickte
Wasserstdhtom. Dabeiwird dasWasserstdatom analogzum gekicktenRotor
[Ott 1993 einerFolge periodischerultrakurzerelektrischer~eldpulseausgesetzt
(sog., Trains®). In der Literatur findet man mittlerweile einige Arbeiten, die das
Systemklassischbehandeln(z.B. [Grozdanw, Taylor 1987, [Burgdorfer1989,
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[Yoshidaet al. 2000a]),[Reinholdetal. 1997) und bislangersteine experimen-
telle Realisierung[Reinholdetal. 1997, jedochmit Alkaliatomen. Das Haupt-
problemder quantenmechanischéehandlungoestehtin der starken Kopplung
an das Kontinuum.Wahrendnoch einige Arbeiten mit eindimensionalemuan-
tenmechanischeklodellenpubliziertwurden([Yoshidaetal. 19994,[Y oshidaet
al. 2000a][Yoshidaet al. 20004, [Perssoretal. 2003) sindquantenmechanische
Behandlungedesvollstandigerdreidimensionale®ystemsehrrar[Melles atal.
1993].

In dervorliegendenArbeit werdenDiskretisierungserfahrenbenutzt,um ei-
nequantenmechanisctBzehandlunglesvollstandigerdreidimensionale®ystems
desgekicktenwWassersdg durchfihrereukdnnenZum Einsatzkommendabeidie
Methodeder DiskretenVariablenund die Methodeder Finiten Elemente Haupt-
augenmerkwird dabeiauf den Vergleich mit denin der Literatur vorhandenen
Ergebnisserder eindimensionalemuantenmechanischéehandlungerund der
Vergleichmit klassischefRechnungegelegt. DartiberhinausverdengekickteAl-
kaliatomeunddiein derLiteraturwenigervertretenerSystemenit alternierenden
elektrischenPulsen([Carnagie 1984, [Casatietal. 1994, [Tannianetal. 200Q)
und mit einerZufallssequenxon elektrischerPulsen([Burgdorfer1989,[Melles
etal. 1993])behandelt.

Der zweite Themenlomplex der vorliegendenArbeit, bei dem Diskretisie-
rungs\erfahreneffizient eingesetzwerdenkonnten,sind Atome in Neutronen-
sternmagnetfelderrn jingsterZeit konntenerstmalsmit den Réntgensatelliten
Chandra und XMM-Newton im Spektrumdes NeutronensterndE 1207.4-5209
AbsorptionsfeaturelseobachtetverdenSanwal etal. 2002].Um die beobachteten
Neutronensternspektrenterpretiererzu kénnen,ist die Kenntnisumfangreicher
atomareDatender Elementein der Neutronensternatmosphametwendig.Neu-
tronenstern@aberMagnetfeldederGroRenordnung0® T [Trimperetal. 1977.
Wahrenddas Problemvon Wasserstdfund Helium in extrem starlen Magnet-
feldern mittlerweile umfassendoehandeltwurde (siehez.B. [Braunetal. 1993,
[Thurneretal. 1993, [Ruderet al. 1994], [Jonesetal. 1999), sind Enegienund
insbesonder®szillatorstarkenhdheretElementam fir Neutronensternatmosphé-
renrelevantenFeldstérlebereichsehrrar ([Miller, Neuhaused991], [Mori, Hai-
ley 2002]). Da Neutronensternéetztlich Uberrestevon Eisenlernenkollabierter
Sternesind, wird in ihrer Atmosphéareein hoherAnteil an Eisenionenvermutet
[Rajagopalet al. 1997]. Fur die Modellierungvon Modellatmosphéaremnverden
oftmals die Datenvieler tausendatomarerUbegangebendtigt. Um dieseDaten
in angemessenéeit bereitstellerzu kdnnen,ist esnotwendig,eineneffizienten
Programmcodeu entwickeln. Dazuwerdenin dieserArbeit die Hartree-fock-



Gleichungenin adiabatischeN&aherungmit der Methodeder Finiten Elemente
geléstundderProgrammcodearallelisiert NebendemVergleichmit bereitsvor-
handeneititeraturwerterwurdeninsbesonder®atenvon Eisenionerberechnet.

In Kapitel 2 werdendie Methodeder DiskretenVariablenund die Methode
derFiniten Elementevorgestellt.Effizienz- und Konvergenztestgrfolgenanhand
einigerSystemeadernichtrelatvistischenQuantenmechanik.

Kapitel 3 gibt einenkurzenUberblick iiber Zeitintegrationserfahrender zeit-
abhéngigerschrodingegleichung

In Kapitel 4 werdenzunachstls Beispielfur Quantenchaom der Atomphy-
sik Wellenpaletdynamikim diamagnetischekVasserstdatom vorgestellt.Nach
Formulierungder ProblemstellunglesgekicktenWasserstdatoms,wird dasSy-
stemzunéchsmnit klassischemin-unddreidimensionaleModellenbehandeltind
schlieRlichmit denMethoderdervoranggangeneiapitelndasvollstéandigedrei-
dimensionalguantenmechanischroblemgeldst.Der SchwerpunktlerUntersu-
chungerliegt auf Vergleichenmit klassischerRechnungenind eindimensionalen
guantenmechanischd®echnungerausder Literatur. Darlberhinausverdenge-
kickte Alkaliatomeund der Einfluf3 alternierendeund zufallsverteilter Pulseun-
tersucht.

In Kapitel 5 wird nacheinemkurzenUberblick tiber den Standder Neutro-
nensternspektrosipiezunachstlie Eigenschaftewon Wasserstdfin Neutronen-
sternmagnetfelderbeschriebenZur LosungdesProblemsder Viel-Elektronen-
Atome in extrem starlen Magnetfelderrwird die Methodeder Finiten Elemente
zurLdsungderHartree-ck-Gleichungein adiabatischeNaherungenutzt Da-
mit werdenexemplarisclEnegienundOszillatorstarknderElementeHelium bis
Eisenin NeutronensternmagnetfeladoerechnetEine Beschreiling der Paralle-
lisierungsmethoddesProgrammcodeschlieRerdasKapitel ah

EineZusammerdssungler Ergebnissenit einemAusblick auf offeneProble-
meerfolgtin Kapitel 6.
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Einheiten und Konventionen

In dieserArbeit werdensoweit nicht andersanggebenatomareEinheiten(h =

e =me= ac=1) verwendetLangenwerdenin EinheitendesBohrscherRadius
ag = hj/amec ~ 0.53 - 10719 m und Enegienin HartreesEy = a?mec? = 27.2

eV damestellt.Die atomareEinheitfur die Zeit ist 7o = h3/me4 ~ 0.024 fs. Als

ReferenzgroR&ir die Magnetfeldstérk 5 =|B|/ By wird

By = 2a’mZc? Jeh ~ 4.70-10° T (1.1)
undfur die elektrischeFeldstarle @ = |F|/ Fp
Fy = a®mic®/eh ~ 5.14- 10" VIm 1.2)

verwendetZum Vergleich mit der Literatur ist dasMagnetfeldoftmalsin Tesla
undEnegienin eV angegeben.



2 Diskretisierungsverfahren in
der Quantenmec hanik

Ein weitverbreiteteAnsatzzur Lésungder Schrédingegleichungst die Entwick-
lung derWellenfunktionnachglobalenBasisfunktionen

(M) = Zami(r”) : 2.1)

In die SchrodingegleichungeingesetzterhaltmaneinlinearesGleichungssystem,
desserLdsungdie Entwicklungsloefiizientena; liefert. Fur die in dieserArbeit
betrachteteisystemealer Atomphysikist der Ansatz(2.1) jedochnur bedingtein-
setzbarlm Falle starker MagnetfeldezeigendieseEntwicklungenim Ubemgangs-
bereichder Dominanzvon Kugel- zu Zylindersymmetrieein schlechtesKornver-
genz\erhalten.Fir zeitabhangigd’roblememutennumerischsehraufwendige
zeitabhangigBasisfunktionerverwendeiverden.Sindexterneelektrischd-elder
vorhandenist dasKontinuummiteinzubeziehenyasmit einerendlichdimensio-
nalenBasisausglobalenFunktionenschwerzu bewerkstelligenist. Ein mégli-
cherAnsatzbestehtauseinerBasisausEigenzustandedesfeldfreienAtomsund
Sturm-LiouvillescheBasisfunktionerjMelles etal. 1993.

Fir die ebenangesprochenddroblemebietenDiskretisierungserfahreneine
effizienteLosung.Dabeiwird die Wellenfunktiony(7;) auf einemGitter mit den
Gitterpunktenr; damgestellt.ZwischendenGitterpunkterwird die Wellenfunktion
durchlokale Basisfunktionery; () interpoliert:

P(F) = Zfi(mw(ﬁ) : (2.2)

In dervorliegendenrArbeit wurdenan Diskretisierungserfahrendie Methodeder
FinitenElementaunddie MethodederDiskretenVariableneingesetztBei zeitab-
hangigenProblemerund Eigenwertberechnungedie mit der dreidimensionalen
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Schrédingegleichungbeschrieberwerden,wurde mit der Methodeder Diskre-
ten VariablendasProblemauf die LosungeinesSystemsgekoppeltereindimen-
sionalerDifferentialgleichungeauriickgefiihrtDieseMethodewurdezuerstvon
[Melezhik 1986]auf Atomein &uRererieldernangavandtundistin derphysika-
lischenChemieweitverbreitet(z.B. [Lill etal.1983, [Light et al. 1985]). Dieses
Gleichungssystensawie die Hartree-feck-Gleichungerin adiabatischeNahe-
rungwerdendannmit derMethodederFiniten Elementegeldst.

Die MethodederFiniten Elementevurdeurspringlichftr die Strukturmecha-
nik entwickelt undist mittlerweile zur Losungvon Differentialgleichungennter
schiedlichsteProblemeweitverbreitet Die Grundideebestehdarin,denRaumin
kleine Teilbereiche(sog.finite Elemente)aufzuteilenund auf jedemTeilbereich
InterpolationspolynomanzusetzenderenKoeffizientenso zu wéhlensind, daf3
die Losungmaglichstgut mit denBedingungerfir die tatsachliche.ésungver-
einbarist. Fur die Losungvon DifferentialgleichungestetigerProblemewird die
Differentialgleichungn ein aquivalentes/ariationsproblentiberfihrt.Fir die Ex-
tremwertedesFunktionalserhaltmandannein Gleichungssysterfiir die Koeffizi-
entenderPolynomentwicklungDie MethodederFinitenElementewird in zahlrei-
chenBichernausfihrlichbehandeli{[Marsal 1989, [Bathe1984, [Zienkiewicz
1984]). Fur die Anwendungauf dasWasserstdproblemim starken Magnetfeld
seiinsbesonderauf[Shertzerl 989, [Shertzeretal. 1989 und[RamMoharetal.
1990]hingewiesen.

Im Folgendernwerdendie Diskretisierungserfahrenvorgestelltund zur Unter
suchungvon Konvergenzund Effizienz zunachstauf wohlbekannteSystemeder
nichtrelatvistischenQuantenmechaniangevandt.

2.1 Grundla gen der Methode der Diskreten
Variablen

Um die Grundideader Methodeder diskretenVariablenzu erlautern seizunachst
nocheinmaldie EntwicklungderWellenfunktionnacheinerglobalenBasisg,, ()
in einerkartesische®imensionzur Lésungder Schrédingegleichung

Hyi(x) = Eppi(z) (2.3)

betrachtet:

bi(x) =) abgn(x) . (2.4)
n=1
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Die Entwicklungsloefizientena?, lautenin der ¢,, (z)-Basis:

al, = / é% () i) dz . (2.5)

Die Basisfunktionenp;(z) seiendie EigenfunktioneneinesHamilton-Operators
undbildeneinenHilbertraummit denOrthonormalitéatsundVollstandigleitsrela-
tionen

/d.'L' ¢:n($)¢n($) =0mn (2.6)
> G (@r)bm (@) = d(ak —z1) 2.7)
m=1

SetztmandenAnsatz(2.4) in die Schrodingegleichung(2.3) ein, soliefert Mul-
tiplikation mit ¢, () und Integrationtberdie z-Achsezusammemnit (2.6) das
Gleichungssystem

iaﬁ, /dw;';,(x)ﬁqsn(x) =a B i=1,.,00 . (2.8)
n=1

Bei einernumerischerBehandlungst mangezwungensichin (2.8) aufeineend-
liche Basisund damitein endlichesGleichungssysterau beschrankn.Die unbe-
kanntenKoeffizientena?, werdendanndurchDiagonalisierungler Hamiltonma-
trix

YR = [do3,(0)Hn(0) 29

bestimmt.Durch ErweiterungdesendlichenBasissystemé$iihrt diesesvVorgehen
zuimmergenauereitigenfunktionerund EigenwertenWie grof3die Basisfur ei-
nevorgegebendsenauigleit gevahltwerdenmuf3,laitsichmit Konvergenzunter
suchungereststellenDa diesesVerfahreneinemVariationserfahrenentspricht,
nenntmanesVariable Basis Representation (VBR) oderSpektraldarstellung.

Wird in (2.9) dasIntegral mit numerischeQuadratumit N Stutzpunkterbe-
rechnet,

N
HEBR =" ¢* (w1) Hwpdn(r) (2.10)
k=1
sosprichtmanvon der Finite Basis Representation (FBR). Die z;, sinddie Stitz-
punkteunddiewy, die Integrationsg&ichtederQuadratufz.B. einerGaul3-Legen-
dre-Intgration). Die Orthonormalitats-und Vollstandigleitsrelationen(2.6) und
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(2.7)lautenin dieserDarstellung

N

> n(@r)wrdn(@h) = Smn (2.11)
k]:vl

> ¢ (@) Veorwidm (@) = 0 (2.12)
m=1

Existiertfur ein zu Idsendedroblemeine Quadratuyso dafdie Summen(2.11),
(2.12) mit denRelationen(2.6), (2.7) Ubereinstimmengdannsind die Ergebnisse
von FBR und VBR identisch.Die Entwicklungsloeffizienten(2.5) lautenin der
FBR

N
ah, = > wpdh(zk)Pi(zi) - (2.13)
k=1

Beschrankmansichauf M Basisfunktionensolautetdie Entwicklungder Wel-
lenfunktion

M N
@) = D) Wt (@n)(Tn)dm(z) (2.14)
mJ;I n=1
= Z wnfn(m) (2.15)
n=1
mit
"pn = \/w_n"p(mn) (2-16)
und
M
(@) = Vor Y dm(@n)dm(z) (2.17)
m=1

Die fx bildeneineorthonormaleBasisin einerdiskretisierterDarstellung Wahlt
manN = M soerhaltman

M
fa@) =" dm(@)TH, (2.18)
m=1

mit demunitarenTransformationsoperator

Trn = V/wnm (zn) - (2.19)

10
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Die Relationen(2.11)und(2.12)lautenmit dieserDefinition

(TT)mn = Omn (2.20)
(THT)p =0 - (2.21)
DieseTransformatiorflhrt aufdie Diskrete Variablen-Dar stellung (DVR), die zur

FBRisomorphist. Die Transformationsrgelfir einenbeliebigenOperatorA lau-
tet:

APVE — 7t gpFBET (2.22)

Durch die Transformatiorvon FBR zu DVR wird die Darstellungmit N Basis-
funktionenin eineDarstellungmit N Quadraturpunktefiberfihrt.

In derKoordinatendarstellunigt der Potentialoperato?” desHamiltonopera-
torsH = T + V multiplikativ. DaherlaBtsichmit der Definition

Vinn = V(€n)0mn (2.23)

die FBR desPotentialoperators

FBR Z wnd)k -Tn mn)¢l (wn) (2-24)

mit Hilfe desTransformationsoperato(2.19)folgendermalRedarstellen:

VEBE ZT+menTn, . (2.25)

Wendetman die Transformationserschrift (2.22) auf den Hamiltonoperatosan,
erhaltmanmit (2.25)die DVR:

HPVE — T pFBRET+ (2.26)
= TTFPRTT 4 TVIBRTY
= TTFBRET* LV
Die Verallgemeinerungler Methodeder diskretenVariablenfiir mehrdimen-

sionaleProblemdst mit geringemAufwandmaoglichundfindetsichz.B.in [Schwei-
zer2001].

11
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2.2 Die Schroding ergleic hung in der
Diskreten-V ariab len-Dar stellung

Im Folgenderwird die Anwendungder Diskreten-\ariablen-Methodauf die L6-
sungder Schrédingegleichungfir Wasserstdfund Alkaliatome in homogenen
elektrischerund magnetischeffreldern,die, falls beide Feldervorhandenparal-
lel orientiertsind,angevandt.Hierdurchemibt sich einestarle Vereinfachungdes
Problemsund desnumerischerAufwands.Dennochléaft sich die Methodeauch
einfachflir gekreuzteslektrischeund magnetisché&eldererweitern.
DerHamiltonoperatom Anwesenheitron parallelerelektrischerundmagne-
tischenFeldernlautetin spharischetKoordinatern(z.B. [FalRbinderl997):

10,0 1

d
_ __- Y2 - 12 Y-Sl
H(r,0,¢) = 529 oy T o2k 0,9) 2B8¢+U(n0,¢) , (2.27)
wobei 5 5 52
2 — 1 e _ 1 _
L6.9) =~ 505 \ 5698 * smo 942 (2.28)
und
ﬂ2
U(r,0,¢):?rzsin20+F-r-cost9+V(r) i (2.29)

Dabeisind 8 und F' dasmagnetischeind elektrischeFeldund V (r) im Falle des
Wasserstd$ dasL-Coulomb-PotentialFtr Alkaliatomekénnenphanomenologi-
schePotentialeverwendetverden. Es habernsichModellpotentialeder Form

=L e ) @0

bewéhrt (genauereg Kapitel 2.6.5).Die Parametem,, werdenso bestimmt,dald
EigenwertaundWellenfunktionemmaglichstnaheanexperimentelletWerten,oder
anVemgleichswerterausder Quantendefekttheorigegen.

UberdemUnterraum) = {6, ¢} existiertzumOperator(2.28)ein vollstandi-
gesOrthonormalsysterausEigenfunktionen:

1
(L4 dom)( + M)\ "2 im| cos(mg) ,m >0
@+ 1){ = [m])! ) B (cos6) { sin(|m|@) , m <0
(2.31)
Die Eigenwertezu denEigenfunktioner(2.31)sind\, = I(l + 1) wobeir zusam-
menfassendir die Quantenzahlehundm steht.Die Pl‘m| sind die assoziierten
Legendrepolynome.

Xim(0,9) = (27T
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2.2 Die Schrédingegleichungin derDiskreten-\ariablen-Darstellung

Bei demhier vorausgesetzteRall reinerelektrischetbzw. magnetischeFel-
der und bei parallelenFeldernist die z-Komponentales Drehimpulsesine Er-
haltungsgréRedeshalldaftsich die Winkelvariable¢ absepariererDer parama-
gnetischeferm—i30/0¢ in (2.27)bewirkt einevom Magnetfeldabhéngig&Ener
gieverschieling, die in denfolgendenRechnungemicht explizit bericksichtigt
werdenmuf3.Die Endegebnissaverdennachtraglichmodifiziert.

Der Operator(2.28)lautetin diesemFall
0 0

69— (2.32)

2 _ - Y&
L0 = - sna06 0%

mit denEigenfunktionen

(o A+ )+ M)\ E m
xi:(6) = (277 (2l+1)(l—\m|)!) P/™ (cosf) . (2.33)

Die Magnetquantenzal tauchthieralsfesterParameternuf. Die Diskretisierung
desWinkelunterraumgaitsichauf die Variabled beschrankn.Der §-Unterraum
wird durch N Knotenpunkted,, diskretisiert. An diesenGitterpunktenwerden
danneindimensional&unktionervon r betrachtet:

Y(r,0k) = Yi(r) - (2.34)
Fir die gesuchtéVellenfunktiony(r, #) wird folgenderAnsatzgemacht:
N N
P(r0) =) (Z xu(G)(x);;3> Yr(r) - (2.35)
k=1 \v=1

Dabeiist (x 1), die Inverseder quadratischeMatrix xx, = {x.(6x)}, beste-
hendausdenerstenN Eigenfunktionen(2.33)andenGitterpunkterdy,. Die Exi-
stenzderInverserfir ungeradeV wurdevon [Nikiforov etal. 1991 bewiesen.
SetztmandiesemAnsatzin die zeitunabhangig8chrddingegleichungmit dem
Hamiltonoperato(2.27)ein, erhaltmanein Systengekoppeltereindimensionaler
Differentialgleichungefilr die radialenFunktionenyy,:

N
> (D () + Ky (1) 5 (1) = B (1) (2.36)
j=1
mit L d o d
Dy;(r) = <_ﬁ%r2% +U(r, ok)) Okj (2.37)

13



2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

und
Kij==§%jSEYKl+l)xM(xlhj : (2.38)
Mit denDefinitionen o
Y1 (r)
e(r) = ' , (2.39)
NG
D(r) = (DIO(T) D/O(r)> , (2.40)
K(r) = (KIO(T) K,O(T)> (2.41)

lat sich das Differentialgleichungssyster{®2.36) als tibersichtlicheMatrixglei-
chung

(D(r) + K(r)) ¢(r) = Ey(r) (2.42)

darstellen.DiesesDifferentialgleichungssysteféf3t sich auf ein symmetrisches
Systemabbilden.Gehtmanvon einernormiertenwWellenfunktions aus,soist:

N oo
> Gy [ =1 2.49)
G k=1 0
mit
, N
Gyj = Z(Xfl)uk(xfl)uj . (2.44)
v=1
Definiertman
G 0
G—( 0 G ) (2.45)

undmultipliziert damitdasDifferentialgleichungssyste(@.42),soerhaltman

(Ds(r) + Ky(r)) ¢(r) = EG ¢(r) (2.46)

14



2.2 Die Schrédingegleichungin derDiskreten-\ariablen-Darstellung

mit
D,(r) = (G'éj(") G,_%,(r)) , (2.47)
K.(r) = (G'é((r) G’-?{’@«)) (2.48)
und
(G'-D')(r) = (—#%M%JFU(@@)) G (2.49)
, , 1 N+m
(G -K i) = 55 3 W0+ ey - (250)
I=m

Dadie Legendrepolynomeur KlassederorthogonalerPolynomegehérenbilden
die ZeilenderMatrix xy, ein Orthogonalsystem

N+m

> xi0)xi(85) = w—Ik(Skj ; (2.51)

l=m

wenndie wy, IntegrationsgavichteeinerGaul3-Lgendre-Intgrationmit N Stltz-
stellenundéy, die NullstellendesLegendrepolynom®;; , x sind.

Ist nur ein externesMagnetfeldvorhandenso laR3t sich die Paritatserhaltung
zur Reduzierungdes Speicher und Rechnenauf@ndsnutzen.Dazu beschrankt
mansichbeidenBasisfunktioner{2.33)auf N Basisfunktionemit ausschlief3lich
positiver bzw. negativer Paritat. Die 8-Achsewird in 2N Knotenpunkterdiskre-
tisiert, bei der Bildung der Matrix xr, = {x.(6x)} werdendanndie Basisfunk-
tionenandenerstenN Diskretisierungspunkteausgevertet.Bei derBerechnung
von Eigenwertenhat man nebeneffizientererRechnungerden weiterenVorteil,
daRdie gefundenerkEigenwerteund -funktionenwegen der festenParitat einfa-
cherdenkorrektenQuantenzahlemugeordnetwerdenkdnnen.

Eine Darstellungfur denFall beliebigzueinandeorientierterelektrischemund
magnetischeFelderfindetsichin [Fal3binderl997.
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2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

2.3 Grundla gen der Methode der Finiten
Elemente

GegeberseieineDifferentialgleichung
Df(#) =0 (2.52)

mit demDifferentialoperatob und dergesuchter.ésungsfunktionf () mit 7~ €
Q C R" unddenRandbedingungen

f(?) = ¢(7) aufl’,demRandvon} . (2.53)

Im Falle einesstetigenProblemslaft sich die Differentialgleichungnittels der
Umformulierungin ein aquivalentesVariationsproblenin die fir dasFinite-Ele-
mente-\érfahrenmnotwendigdntegralformiberfihrenDazumul3zunéchsein zur
DifferentialgleichungrassendeBunktional

- / QG (f(7) + / dTg(7) (2.54)
Q T

gefunderwerden DerDefinitionsbereicif2 wird in Teilbereiche&;, die sogenann-
tenfiniten Elemente aufgeteilt,wobeiu;2; = Q. DamitlaRtsich dasFunktional
(2.54)als Summeliberdie finiten Elementeschreiben:

H:Z(/QidQG(f(F))+/FidF¢(f-’)) : (2.55)

In jedemElement,spezifiziertdurchdenIndex 7, wird die Losungsfunktionf (7)
durcheineEntwicklungnachlokalenBasisfunktionelP,g’) mit denEntwicklungs-
koeifizientenqbgj) interpoliert:

FO=5"ep" . (2.56)
k

DieserAnsatzwird in dasFunktional(2.54)eingesetztinddie Variation
JI=0 (2.57)

bzgl. der EntW|ckIungsIoe1f|Z|enten¢k) durchgefuhrt.Damit ergibt sich fir N
finite ElementemtjewellsM lokalenBasisfunktionen

oI o () oIl o (N)
5O e F 55 SN+ +a¢<N> Y

M
(2.58)

oIl =
8
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2.4 Wahlderfiniten Elemente

Da die Variationenéqsgf) unabhéngigroneinandedurchgefuhrtiwerdenkdnnen,
emgibt sichdasalgebraisch&leichungssystem

6

o\

Z_g‘ = : =0 . (2.59)
BZ?I)

DasAuffindeneineszu einergegebenemifferentialgleichungpassendeRunktio-
nalsistim Allgemeineneinenichttriviale Aufgabe.Fir ein SystemlinearerDiffe-
rentialgleichungen

Af+b=0 (2.60)
mit dem seIbstadjungierte@peratorA laitsich ein geschlossenekusdruckfir
ein zugehdriges-unktionalangeber{siehez.B. [Zienkiewicz 1984):

n:/(fT-Af+2fT-E)dQ . (2.61)
Q

Damit ergibt sich analogzu (2.59) ein linearesalgebraischesleichungssystem
mit einersymmetrischergebanderteMatrix L:

om
—=Lp+¢ . 2.62
93 ¢ (2.62)

Fur Eigenwertgleichungeergebensich anstattalgebraische6Gleichungssysteme
verallgemeinert&igenwertproblemeur Bestimmungder lokalen Entwicklungs-

koeifizienten¢>§f) (vgl.Kap.2.6).

2.4 Wahl der finiten Elemente

Bei denin dieserArbeit behandelterquantenmechanischdProblemenwurden
unterschiedlichéufteilungendesRaumesn finite Elementeverwendetund sol-
len im Folgendenkurz beschriebenwverden.Die Wahl einesproblemangepaliten
Finite-Elemente-Gitterbat erheblicherEinflu? auf die Kornvergenzgeschwindig-
keit desVerfahrens.

Die einfachsteAufteilungdesRaumesnit demDefinitionsbereichzmin , Zmaz)
bestehtaus N aquidistanterfiniten Elementenmit der Definition der Element-
grenzen

1—1
Z; =

: (zmaz - zmin) + Zmin , t=1,.,N+1 . (2.63)
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2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

In Problemerder Atomphysikist die Wellenfunktionim Allgemeinenin Kern-
nahestrukturreicherlsbeigroRererradialenAbstanden:. EinederKnotenstruk-
tur desWasserstdé in Kugelkoordinatenim Intervall [0, 7,4, ] henorragendan-
gepalitdefinitionist einequadratischédufweitungder Elementgrenzen

(i—1)°

Trmaw ; Z = ].7 7J\Z’ + 1 . (264)

ri =

Die GroRederfiniten Elementevachstinearan:

21 —1

W’I'maz 5 1= ].,...,N . (265)

hi=rip1 —ri=
Fir die Hartree-ock-Gleichungernin adiabatischeN&aherungmit dem Definiti-
onsbereich0, z;,q,] Wurde u.a.von [Préschell982 zur DruchfihrungdesNu-
merov-VerfahrensineexponentielleAufweitung benutzt:

Zi = %e"" mit p; =p1+ (1 —1)hy . (2.66)
Dabeiist hn die Schrittweiteund p; der Anfangswertder bestimmt,wie nahe
die ersteStitzstellez; am Ursprungliegt. Bei den Rechnungerin Kapitel 5.3
zeigtesich,dalRdie quadratischédufweitungder Finite-Elemente-Grenzdfir die
Losungder Hartree-lock-Gleichungenn adiabatischeNaherungmit der expo-
nentiellenAufweitungbeziglichderKornvergenzgeschwindkeitvergleichbaiist.

2.5 Interpolationspol ynome

Die Wellenfunktionwird auf jedemfiniten Elementdurcheine Entwicklungnach
K lokalenBasisfunktionerdamestellt(; ist der Index desfiniten Elements):

K
P O(r) = ¢ P(x) (2.67)
k=1

Dabeiwird auf jedemElementmit denElementgrenzefr;, r;+1] undderLange
h; dielokale Koordinate

" , z€0,1] (2.68)
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2.5 |Interpolationspolynome

eingefuhrtZwischenderglobalenvariablenr undderlokalenVariablenz besteht
derZusammenhang

r=ri+hx , dr=hds . (2.69)

Als lokale Basisfunktionerwurdenin dieserArbeit Hermite-Interpolationspoly-
nome,Lagrange-InterpolationspymnomeundB-SplinesverwendetDie B-Spline-
Interpolationhat sich bei allen Problemerals UberlegenerwiesenBei Lagrange-
und Hermite-InterpolatiorspielenbestimmteKoordinatendie Knotendesfiniten
ElementsgineentscheidendRolle. Bei dquidistanteKnoterverteilunglautendie
lokalenKoordinaterderKnoten

k-1

mk:K_l )

k=1,...,K) . (2.70)
Die AnzahlderKnoten K ist mit der Polynomordnungerknipft.Im einfachsten
Fall habendie finiten Elementenur 2 Knoten, jeweils an ihren Elementgrenzen.
Die Hinzunahmeweitererknotenfiihrt zu besseangepaliteRolynomsatzeho-
hererOrdnung Dabeiist aberVorsichtgebotendazuhohePolynomordnungenu
Oszillationenfiihrenkdénnen.

2.5.1 Lagrang e-Interpolation

Die Lagrange-Interpolatiostellt den einfachstenFall der Interpolationdar. Die
Lagrange-Interpolationspyponomesind Polynomeder OrdnungK — 1 unddurch
die Bedingung

andenKnotenz; derElementesindeutigbestimmtKonkretlautendie Lagrange-
Interpolationspolynome

(z=zj) (2.72)

zW

j=1 i .'L']
G

Die Bedingung(2.71)impliziert, daRdie Entwicklungsloefiizientery”) in (2.67)

denWertenderglobalenWellenfunktiony(r) andenKnotenpunkterentsprechen.
Die Stetigleit derinterpoliertenwWellenfunktionwird durchdie Forderung

P = it (2.73)

19



2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

gewahrleistet.In Abbildung 2.1 ist eine BasisausLagrange-Polynomef. Ord-
nungfir quadratisctaufgeveitetefinite Elementgrenzemit 10 finiten Elementen
undjeweils 3 Knotendargestellt.Die Abstédndeder Knoteneinesfiniten Elements
mussemicht zwingendaquidistansein.

0

M
4 9 16 25 36 49 64 81 , 100

| W\
0.5 IW
I

0
Abb. 2.1 BasisausLagrange-Polynome?. Ordnungfir quadratisclaufgeveitete

Finite-Elemente-Grenzefir 10 finite Elementanit jeweils 3 Knoten.

2.5.2 Hermite-Interpolation

Die Hermite-Interpolationspolymaesind durchdie Bedingungen

dPy(x
Pi(z;) = 0k; 5 ;95 ) =0 , (2.74)
- dPy(z
Pe(z;) =0 SHE ) = Ok; (2.75)

eindeutigbestimmt Siehaberdie Ordnung2 K —1. Die EntwicklungnachHermite-
Interpolationspolynomeauf demjitenfiniten Elementlautetdamit entsprechend
(2.67)
K . .
TRIOESY <Pk(a:) 0 4 hiﬁk(m)w';”) . (2.76)

k=1
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2.5 |Interpolationspolynome

DerFaktorh; ergibt sichausderSubstitution(2.69).Die gegeniibederLagrange-

Interpolationzusatzlichauftretendeﬂ(oeﬁizientenzp’ii) entsprecheenWerten
derAbleitungderglobalenFunktionsy(r) andenKnotenderElementeNebender
Stetigleit derWellenfunktionwird nunauchdie Stetigleit der Ableitungverlangt:

v =t
v =y (2.77)

Dasist derentscheidend¥orteil gegenubederLagrange-Interpolatiorin Abbil-
dung2.2sindBeispielefir einelokaleBasisausHermite-Interpolationspolyrmen
fr zweiunddrei Knotenpro finitem Elementdagestellt.

0.8

0.6 |

0.4 -

0.2}

-0.2

x x
Abb. 2.2 Hermite-Interpolationspolynommit a) 2 Knoten pro finitem Element

(Polynome3.Ordnung)und b) 3 Knoten pro finitem Element(Polynome5.Ord-
nung).Durchgezogenekinien: Py, gestrichelte_inien: Py,.

Mit denAbklrzungen

P, fir k ungerade
pi(z) = ~(lc+1)/2(~’0) - g (2.78)
Py ja(z) fur k gerade

() .
¢(i) _ ¢(k+1,g/2 fur k ungerade (2.79)
k hi'" fiir k gerade '

i¥ k)2
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2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

emgibt sicheinelbersichtlicher®arstellungvon (2.76):
) 2K .
() =3 pe(@)g) (2.80)
k=1

2.5.3 B-Spline-Interpolation

Die Interpolationmit B-Splinesunterscheidesichma3geblictvon Lagrangeund
Hermite-InterpolationDie EntwicklungeinerWellenfunktionnachB-Splineslau-
tet:

P(r) =D aiBi(r) . (2.81)
=1

Fureinegegebeneknotensequengry, ..., 7, } sinddie B-Splinesdefiniertdurch
die Rekursionsformeln

1, mm<r<r;
Bii(r) = { 0 szonst. i (2.82)
und
r—r;
Biy(r) = ———— B s_
ik () P 1(r)
Ti —-T
—  Bitigea(r) (2.83)
Titk — Ti+1

EssindPolynomevom Gradek — 1 undbildeneineZerlegungderEins.Einehohe
Knotenzahlfihrt im Gegensatzur Lagrange-und Hermite-Interpolatiorjedoch
nicht zu Oszillationen Ein wesentlichetJnterschiedzur Lagrange-und Hermite-
Interpolationm RahmereinesrFinite-Elemente-Ansatzést die globaleDefinition
derB-Splinesdaherentfélltin (2.67)der (i)-Index fur ) (r). Esergebensich,wie
im Folgendemochausfihrlicheigezeigtfir die B-Spline-Interpolatiorin Verbin-
dungmit Finite-Elemente-Methoderwei verschieden8etrachtungsweisen:

o Aufteilung desRaumesn finite Elementemit zwei Knoten(jeweilsanden
Elementgrenzenhit einernichtlokalenBasis;benachbartéinite Elemente
habengemeinsamdasis-FunktionenMit dieserAuffassundaitsich for-
mal wieder eine lokale Entwicklung entsprechend2.67) durchfihren je-
dochmit Basis-Funktionendie sich iibermehrereElementeerstreclen.
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2.5 |Interpolationspolynome

e GlobaleBetrachtunglesRaumesnit im Prinzip einemfiniten Elementmit
hoherKnotenzahlundentsprechendielen Basisfunktionen.

In Abbildung2.3sindBeispieleeinfacheB-Spline-Basissystenmir Interpolation
von Funktionenim Intenvall [0, 5] gezeigt Eswurdehier eineeinfacheiquidistan-
teKnotensequengro =0, ...,75 = 5} gewahlt.In 2.3asindB-Splines2.0Ordnung
aufgetragenUm an den Randerndes Interpolationsinteralls die Zerlegung der
Einszugewéahrleistenmuf3die Knotenfolgeumdie Knotenr_; = —1 undrg = 6

erweitertunddie RandsplineswelcheauchauRerhallwlesinterpolationsinteralls
nicht verschwindenhinzugenommenverden.ln 2.3bsind fir dasgleichelnter-

polationsinterall B-Splines3.0rdnungaufgetragenDer hoherenOrdnungent-
sprechendnussenweitereKnoten(r_s = —2,r_; = —1,r4 = 6,77 = 7) und
Randsplinefinzugenommemwerden,umim gesamternterpolationsinterall die

ZerlegungderEinszu ermdglichen.

1 ‘ 0.8
€)) 0.7 |
08 1osl
06} 1057
0.4
0.4+ 1031
0.2} 1921
0.1f

0 0

-1 0 1 2 3 4 5 6 -2-1012r34567

Abb. 2.3 VollstandigeB-Spline-Basissatzeur Interpolationim Intervall [0, 5] (a)
2.0rdnungb) 3.0rdnung

Durch die freie Wahl der Knotensequenfil3t sich die unbefriedigendeéNot-
wendigleit von KnotenpunkterauRerhalldesinterpolationsinteralls vermeiden.
Dazuvollzieht maneinenGrenzibegang,bei denenman die Knotenpunkteau-
Rerhalbdesinterpolationsinteralls gegendie Knotenpunkteder Intervallgrenzen
streberlaf3t. FurdasBeispielin Abbildung2.3bvollziehtmandenGrenzibegang

r_o,7_1 —To und rs < rg,77 (2.84)
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2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

undmanerhélteine B-Spline-BasisgerenRandsplineswul3erhalldesinterpolati-
onsintenalls verschwinder{Abbildung2.4a).

In Abbildung2.4b)ist eineB-Spline-Basisnit quadratisclaufgeveiteterKno-
tenund multiplen KnotenandenGrenzendesinterpolationsinterslls damgestellt.
Basenmit quadratischaufgeveitetenKnotenwurdenin der vorliegendenArbeit
fur alle Problemeder Atomphysikverwendet.

(b)

0 1 2 3 4 5149 16 25 36 49 64 81 100
T T

Abb. 2.4 a) B-Spline-Basis3.Ordnungzur Interpolationim Intervall [0, 5] mit den
multiplenKnotenr _ =r_; = rg = 0undrs = r¢ = r; = 5. b) B-Spline-Basis
3.0rdnungmit quadratischaufgeveitetenKnoten und multiplen Knoten an den
Grenzerdeslinterpolationsinteralls [0, 100].

2.6 Anwendung des
Finite-Elemente-V erfahrens auf die
Schréding ergleic hung

Zur ErlauterungderwesentlicherGesichtspunktéer Methodewird zunéchstie

eindimensionalezeitunabhangigé&chrodingegleichungbehandelt.Zu gegebe-
nemPotentialV (z) lautetdie Schrédingegleichung

2
(_%% V() - E) $(z) =0 . (2.85)
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-¥rfahrensaufdie Schrédingegleichung

Nach(2.61)lautetdasFunktionalzumbzgl.(2.85)aquialenterVariationsproblem
dlI=0

o 1 d2
— + __- - _
= / dzyt(2) ( 572 T V() E) ¥(z) . (2.86)
Im Folgendenwird essich als glinstigerweisendenkinetischenTermin (2.86)

umzuformenMittels partiellerintegrationerhaltman
> d 1 [, dt(e) i)
+( _ e — |t &
/dzlﬂ ( >¢(z) Y7 (2) dzzp(z)] N + /dz T .
~ (2.87)

Der ersteTerm auf der rechtenSeiteverschwindeunter der Voraussetzundin-
reichendschnellabfallendenVellenfunktionenNumerischwird maneinenendli-
chenlintegrationsbereichvahlenmiissenDannverschwindeter Term strengge-
nommennicht mehrvollstandig,wéhlt manjedochein hinreichendgrof3esinte-
grationsinter@ll [2min, Zmaez], SOKannmanihn vernachlassigerbamit wird das
Funktional(2.86)zu

Zmaz

M= Z/d “W /d V)V (2)(z) - B /dzw(z)w(z)

Zmin Zmin Zmin

(2.88)
Daslntegrationsinterall wird in NV finite Elementezerleggt unddie Wellenfunktion
aufjedemElementdurchlokale Basisfunktionergemary2.67)interpoliert. Damit
emgibt sichfur dasFunktional(2.88)die Darstellung

N K
m=3 5 (v'H - By s)v(") (2.89)

i=1 kj=1
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2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

mit
| [ dPy(z) dP;(z)
@ _ 1 w (z) dP;(z
Hy = 2hi/d$ dz  do
0
1
+hl/d.’L'V(£L'z+hzx)Pk($)PJ($) R (2.90)
0
1
S o= h / dzPy(z)P;(z) . (2.91)
0

z ist die lokale Variableauf demiten finiten Elementmit der linken Grenzez;
und derLangeh;. Der erstelntegrandin (2.91) und der Integrandin (2.90) sind
Polynome,so daf3sich die Integrale mit einer Gaul3-Lgendre-Intgration exakt
berechnemassenFirzahlreicheProblemeder Quantenmechani&rgibt sichauch
fur dasV (z) enthaltendéntegral ein PolynomalsIntegrand.Die Stiitzstellenzahl
der Gaul3-Lgendre-Intgraion richtet sich nachder Art desPotentialsund der
gewahlteninterpolationsmethod&onvergenzuntersuchmgenhabengezeigt,dafi
auchfur diein dieserArbeit betrachteteotentialedie eine Polynomdarstellung
deslintegrandemicht zulassendie Gaul3-Lgendre-Intgration mit hinreichender
Genauigleit durchfuihrbaiist.

DurchUmnummerierungierKoeﬁizientempJ(.i) und MatrixelementeH,g? ,S,(c?
wird der Index fiir die Elementnummeeliminiert und manerhéaltdie lokale Ma-
trixrelation

= Z '(puH;u/'(pu - E'ﬂbusmﬂpu . (2.92)

pr=1

AnwendungdesVariationsprinzip9Il = 0 mit

B1I oIl
=—0h+...+ 77—
or """ B

fuhrt auf ein verallgemeinerteEigenwertproblem

STl S (2.93)

ni n1
Z Hp,uwu =F Z S;uﬂpu (294)
v=1 v=1
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-¥rfahrensaufdie Schrédingegleichung

zur Bestimmungder Enegiewerte E und der unbekannterkoeffizienten),, und
damitder Wellenfunktion.Die Dimensionn,; derMatrizenH,, undS,, undde-
ren Gestalthangtwiederumvon der Art der Interpolationabh Die wesentlichen
Eigenschafterder Matrizenfur die in 2.5 beschriebeneimterpolationserfahren
werdenin 2.6.2beschrieben.

2.6.1 Numerisc he Losung des Eigenwer tproblems

Um dasverallgemeinert&igenwertproblen{2.94) zu I6sen,wurdein dieserAr-
beit dasProgrammpa&t ARPACK verwendet ARPACK ist eine Sammlungvon
Fortran77-Programmezur LésunggroRerEigenwertproblemdn derPraxissind
oft nicht samtlichenumerischmdglichen Eigenwerteeines Eigenwertproblems
gefragt,man mochtevielmehr gezielt ab einem bestimmtenWert eine geringe
Zahlvon Eigenwerterund ggf. Eigenfunktionerbestimmenin diesenFallenist
eine vollstandigeDiagonalisierungnicht notwendig.Minimum und Anzahl der
Enegiewerte kdnnenbei ARPACK vorgegebenwerden.Das Verfahrenberuht
auf einerVariantedesArnoldiverfahrensdie sogenanntéimplicit RestartedAr-
noldi Method”. Im Falle symmetrischeMatrizen, wie z.B. in (2.94), wird das
Verfahrenéaquialent zu einer Variantedes Lanczos-\érfahrens die sogenannte
“Implicitly Restarted_anczosMethod”. DieseMethodekannalsVerbindungdes
Arnoldi/Lanczos-\érfahrensmit der “Implicitly Shifted QR"-Technik betrachtet
werdenIm Folgenderwird derin ARPACK implementiertéAlgorithmuskurz be-
schriebenEineausfuhrlicherdarstellungfindetmanin [Lehoucgetal.1994.

GesuchtseienEigenwerteeiner Matrix A € C**™ mit bestimmtenEigen-
schaften(z.B. die betragsmaRidleinstenEigenwerteab einervorgegebenerun-
terenGrenze).Es wird zunachstmit dem Startwektor v; die m-facheArnoldi-
FaktorisierungAV,,, = VpHy, + fméL durchgefiihrt.Dabeisind die Spalten
vonV,, € C"*™ die VektoreneinerorthogonalerBasisdesKrylov-Unterraums
Km(A,#) = Span{#,, At , A5y, ..., A" 5}, VE fi = 0und H,, € C™xm
ist eine obereHessenbea-Matrix. Flr hermitischeMatrizen A ist H,, einere-
elle, symmetrischeridiagonaleMatrix und man erhélt eine m-fachelLanczos-
FaktorisierungDie folgendeniterationsschritteverdenbis zur Konvergenzdurch-
gefihrt:

1. BerechnunglerEigenwerte{)\; : j = 1,2, ...,m} von Hy,. Die Eigenwerte
werdennachvom BenutzervorgegebenerKriterien in einenSatzvon Ei-
genwertermit dengewiinschterEigenschafte{); : j = 1,2,...,k} und
in einenSatzvon Eigenwerten{; : j = k+ 1,k + 2,...,m} , welchedie
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2 Diskretisierungserfahrenin der Quantenmechanik

Kriterien nichterfillen, sortiert.

2. Durchfuhrungvon p = m — k Schrittender QR-Iterationmit den un-
erwinschterEigenwerter{}; : j = k + 1,k + 2,...,m} als Verschie-
bungeny; fiir die QR-Zerlggungvon H,,, — p;1 . Man erhéltschlieflich

H, = QulHpQuMit Q= QO - ... QW

3. “Restart”:diem-facheArnoldi-Faktorisierungvird mit Q5 multipliziert. Q,
bestehtausdenerstenk Spaltenvon Qm._'Dasergibt einek-facheArnoldi-
FaktorisierungAV;,Qx = Vi QrH,, + f,,éF wobeiH, = H,, (1 : k,1:
k)

4. Die k-facheArnoldi-lterationwird zu einerm-fachenerweitert.

Bei verallgemeinertecigenwertproblemeder Form Az = AM & wird zunéchst
eineSpektraltransformation

AF=MMZeS (A—cM)F=(N—0)MZ (2.95)
durchgefuhrunddanndasEigenwertproblem

(A—oM) *MZ=70 mit 6= ﬁ (2.96)

betrachtet.

2.6.2 Matrixstrukur der verschiedenen
Interpolationsverfahren

Matriz en mit Lagrang e-Interpolation

Um Stetigleit zu gewahrleistenjst nach(2.73)derFunktionsweram K -tenKno-

ten desiten Elementsderselbewie am erstenKnotendes (i + 1)ten Elements.
Entsprechenergibt sichandenElementgrenzenin Uberlappder die finiten Ele-

mentereprasentierendefeilmatrizen.n Abbildung2.5ist die StrukturderMatri-

zenH,, undS,, fir Lagrange-Polynom®.Ordnungd.h.6 Knotenpro Element)
und siebenfiniten Elementendargestellt. Allgemein ergebensich fir K Knoten
und N finite ElementeMatrizen der Dimensionn; = (K — 1) - N + 1 mit

no = (K2 — 1) - N + 1 nichtverschwindendeMatrixelementen.
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-¥rfahrensaufdie Schrédingegleichung

1.Element
———

—
7.Element

Abb. 2.5: Strukturder MatrizenH,,,, und S, fir Lagrange-Polynom&.Ordnung
(d.h.6 Knotenpro Element)undsieberfiniten Elementen.

Matrizen mit Hermite-Interpolation

DabeiderHermite-Interpolatiomach(2.77)neberder Stetigleit derWellenfunk-
tion auchdie Stetigleit der 1.Ableitungverlangtwird, ergibt sichandengemein-
samerKnotenbenachbartefiniter Elementewie in Abbildung 2.6 ersichtlichist,
einentsprechendroReretJberlappin derMatrixstruktur Die DimensionderMa-
trizen betragthiern; = 2- N - (K —1) +2mitng = 4- (K2 -1)- N + 4
nichtverschwindendeMatrixelementen.
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1.Element
—~

7/
~——

7.Element

Abb. 2.6 Strukturder Matrizen H,,, und S,,,, fir Hermite-Polynome.Ordnung
(d.h.3 Knotenpro Element)undsiebenfiniten Elementen.

Matriz en mit B-Spline-Interpolation

Wie in Kapitel 2.5.3er0rtert erstreclensichdie B-Splinesi.A. Ubermehrerdinite
Elementelnfolgedesserrhaltmaneine Matrixstrukturwie siefir unserbisheri-
gesBeispielin Abbildung 2.7 damgestelltist. Die Ordnungder B-Splinesist mit
derbisherigerBezeichnungsweisalerdingsum Einshdheralsbei derLagrange-
und Hermite-Interpolationdadurchsind auf jedemfiniten Elementebenélls 6
lokale Basisfunktionerdefiniert. Allgemein betréagtdie Dimensionder Matrizen
ni = N+ K—1mitng = (2K — 1) - N + (K — 1)? nichtverschwindenden
Matrixelementenk ist hier die OrdnungderB-Splines.
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-¥rfahrensaufdie Schrédingegleichung

1.Element
—f—

———

7.Element

Abb. 2.7. Struktur der Matrizen H,,, und Sy, fur B-Splines6.0Ordnung(d.h. 6
Basis-Funktioneipro Element)undsieberfiniten Elementen.

2.6.3 Der anharmonisc he Oszillator

Die Potentialfunktionbeim eindimensionalenanharmonische®szillator lautet
mit anharmonischefiermenbis einschlie3lich4.Ordnung(die Vorfaktorensind
willkirlich gewahilt):

— 1 2 1 3 1 4

V(z) = 5% +3z +4z : (2.97)
Der Potentiaherlauf mit denersten10 Enegieeigenwertenst in Abbildung 2.8
graphischdamgestellt.Es ergebensich positive, nichtentarteteenegieeigenwerte.
Die Enegiedesl0.Zustandkorvergiertmit denin denvorigenKapitelnbeschrie-
benenFinite-Elemente-¥rfahrengegenden Wert Eyy = 18.750312668492. In
Abbildung 2.9ist ein Vergleich der Finite-Elemente-¥rfahrenmit dendrei oben
beschriebeneinterpolationstechni&n damgestellt. Auf der Ordinateist der rela-
tive FehlerbeziglichdesReferenzwerted;, und auf der Abszissedie Anzahl
dernichtverschwindendeMatrixelementen, aufgetragenEswurdenauffiniten
Elementenmit gemal(2.63) aquidistanterElementgrenzefeweils 6 Basisfunk-
tionenbenutztund die Anzahl derfiniten Elementevariiert. Offensichtlichist der
Speicherbedatfei Hermite-und Lagrange-Interpolatiohei gleicherGenauigleit
um fasteinenFaktor 2 héheralsbeiderB-Spline-Interpolation.
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10. 8

Eigenwert-Nr

z

Abb. 2.8 DasPotentialdesanharmonische@szillatorsV (z) = 222 + 123 4+ 124
mit denerstenlO Enegieeigenwerten.
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Abb. 2.9 Zusammenhangwischenden nichtverschwindendeMatrixelementen
no undder relatven Genauigleit bei der Berechnungler Enegieeigenwertales
anharmonische®szillatorsfiir Hermite-,Lagrange-undB-Spline-Interpolation.
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2.6.4 Das Hulthén-P otential

DasHulthén-Potentialvurde als Approximationdes Yukawva-Potentialsnit ana-
lytischenLdsungerfir den2-NukleonerS-Zustandl=0) eingefuhrt Eslautet

e—'r/a

Vir)=-Vor—=7

e mit a>0 . (2.98)

DiesesPotentialverhéltsich fir kleine Werte von r» wie dasCoulomb-Potential
V. = —Vua/r undfallt fur groBeWertevon r exponentiellah Dadurchist die
Anzahl der mdglichenEnegieeigenwertém Gegensatzum Coulomb-Potential
begrenztund wird durch den Parametera bestimmt.Es gilt fur Vo = 1 (siehe
z.B.[Fligge1971)

n<v2a (2.99)

unddasSpektrumlautet:
2 _ 2
B, = — (M) . (2.100)
4dna

Firr z.B. a = /15 emgebensich finf EnegieeigenwerteDiesewurdenwieder
mit der Finite-Element-Methodenit dendrei obenbeschriebenemterpolations-
verfahrenberechnetDa analytischeLdsungenbekanntsind, &Rt sich der rela-

tive Fehlerleicht bestimmen.n Abbildung 2.10 ist jeweils der relative Fehler
desl. und 5. Zustandegyegen die CPU-Zeitenbei simultanerBerechnungaller

funf ZustandeaufgetragenEs wurdenfinite Elementemit quadratischaufgevei-

tetenFinite-Element-Grenzenndje 6 Basisfunktionerverwendetinddie Anzahl

der finiten Elementevariiert (40-300finite Elemente) Die Rechnungermwurden
auf einer 200MHz PentiumPro-CPWurchgefihrtDie Datenwurdenmit Poly-

nomen3.0rdnunggefittet, da sich aufgrundnumerischeiGegebenheiterbei der

Eigenwertberechnunmit ARPACK mit jedemzusatzlicherfiniten Elementdie

CPU-Zeitnicht zwingenderhoht.Es emibt sich Giberdie gesamteAbszisseeine

offensichtlicheUberlegenheitder B-Spline-Interpolationwelchehin zu gréReren
Genauigleitenimmerdeutlichemwird.

2.6.5 H-Atom und Alkali-Atome mit und ohne
Magnetf eld

Mit AusnahmelerBeschréankungufZustandemit [ = 0 ohneexterneelektrische
und magnetischd-eldermuf bei der Eigenwertbestimmungder Elementeder 1.
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T T
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Abb. 2.10 VerleichderInterpolationserfahrenbzgl. der Relationvon Genauig-
keit und Geschwindigkit am BeispieldesHulthén-Potentialbei der simultanen
Berechnungaller Enegiewerte(sieheText).

Hauptgruppedasvolle dreidimensionald’roblemgeldstwerden.Wie in Kapitel
2.2 gezeigtwurde, la3t sich dasProblemmit der Methodeder DiskretenVaria-
blen auf ein gekoppeltesDifferentialgleichungssysteron Funktionenmit einer
VariablenumformulierenDie MatrixgleichungdesDifferentialgleichungssystems
lautet:

1 d ,d ,
(_WJTQJGJFW(T)—E-G)MT):O : (2.101)

Dabeiist G geméafy2.45)definiertundesist

Wij(r) =V (r,Q)Grj + (Ko)rj(r) . (2.102)
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DasDifferentialgleichungssysteif2.101) a3t sich analogder eindimensionalen
Schrodingegleichung(2.85)behandelnDasFunktionallautet:

5 d e
/wﬁ¢+ ) (-g g GG+ -E-G) i) . (2109

SpaltetmandenkinetischenTermin (2.103)aufin

1 d,d _1d 1 d?
—— —— 2.104
w2dr dr  rdr + 2dr2 ( )
soerhaltmanaufdie gleicheWeisewie in (2.87)die Relation

)z/?(r) = % / dr 12 %y)adqflg) (2.105)

d
2 + _t %20
/drr v ( 2r2 dr er

undmit denendlichenintegrationsgrenzeachlief3lichdasFunktional

" 2¢+ 2 + e
/d /drw W (r)d(r)
- E /drr2zﬁ+(r)GzZ(r) . (2.106)

0

Die Matrizenin (2.89)lautenjetzt:

1
@_ 1 L \2dPk(z) dPj(z)
Hyi = 2h,~G/d$ (ri + hix) Ir Iz
0
+ h,-/d:c (ri + hiz)*W (r; + hiz) P (z) P (2) (2.107)
0
(2.108)

5 = h6 [ dr s haP PR

Esemgebersichfir die verschiedenemterpolationserfahrenim Prinzipdie glei-
chenMatrixstrukturenwie in 2.6.2,jedochbestehtedesMatrixelementbei Ver-
wendungvon M diskretenVariablenbereitsauseinerMatrix derDimensionM x
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M. Dementsprechenerhdhtsich die Dimensionn; der Matrizenum einenFak-
tor M unddie AnzahlnichtverschwindendeWatrixelementeng um einenFaktor
M?2. In Abbildung 2.11ist die Abhangigleit desrelativen Fehlersvon der An-

0001 T T T T T T T T
Lagrange 3.0rdnung——
AN Lagrange 5.0rdnung-->--—-
0.0001F g Hermite 3.0rdnung--*-— 3
Hermite 5.0rdnung-—&
T B-Splines 3.0rdnung-#--
1le-05F o B-Splines 4.0rdnung -o-- 3
Eﬂm N _._ B-Splines 8.0rdnung: -
< 1e-06F Ol Ty, D b
- ey Teem
S e
R 1e-07t g e ]
I \\\:S\ N
S-S
38 1e-08 | A 4
« et
le-09 = E
o\ “Ex
‘e,
le-10 ¢ e, E
.
le-11+ . ]
e
le_lz 1 1 1 1 1 1 1 1
100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
o

Abb. 2.11 Vergleich der Interpolationserfahrenbzgl. der Relationvon Genauig-
keit und Anzahl nichtverschwindendeMatrixelementen, am Beispiel der Be-
rechnungles2sq-Zustands/on Wasserstdf

zahldernichtverschwindendeMatrixelementdur die verschiedeneimterpolati-
onstechnikenundfir verschieden®©rdnungerder Polynomebei derBerechnung
des2sq-Zustandsvon Wasserstdfdamgestellt. Offensichtlichsind die Fehlerbei
gleicher Anzahl von Basisfunktionerpro finitem Elementund gleichemnyq fir
LagrangeundHermiteinterpolatiovergleichbarwéahrendB-Spline-Interpolation
mit einer BasisfunktionwenigervergleichbareGenauigleit liefert. B-Spline-In-
terpolationhat zusatzlichdenVorteil, da3B-SplineshéhererOrdnungverwendet
werdenkdnnen(schwarzeKreise: B-Splines8.0rdnung) ohnedalOszillationen
auftretenwasbeivergleichbarem, zu einergroRererGenauigleit fuhrt. Fur die
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Geschwindigkit desVerfahrensn Verbindungmit ARPACK ist jedochdie Ma-
trixdimensionn, die entscheidend&rolie.

Zur Berechnungon EnegienundWellenfunktionervon Alkali-Atomenmuf3-
teim Prinzipdasvolle Mehrkdrperproblengeléstwerden.Jeniedrigerder Dreh-
impuls des ValenzelektronsdestogroRerist die Uberlappungmit der kernna-
hen Elektronenhille Dadurchwird die Kernladunggeringerabgeschirmund es
kommtim Vergleichmit Wasserstdfzu einerAbsenkungder EnegienveausMit
derVerwendungphéanomenologischétotentialdassersich Alkali-Atome jedoch
ebenélls alseffektive 2-Korperprobleméerechnenin dieserArbeit wurdenpha-
nomenologisch@otentialeder Form

V(r) = —%(1 +(Z —1)e" ™" + agre”®7) (2.109)

verwendetDie Parametefir Alkali-Atome sindin Tabelle2.1aufgefihrt. In Ab-

Tab. 2.1: Parameterfir das

Z @ a2 a3 | AE/E Modell-Potential  (2.109)
Li 3 3.395 3.212 3.207| 0.00007 ("Werte fir Natrium ent-
Nal | 11 7.902 23510 2.688| 0.00068 nommenaus [Hanssenet al.

1979)).
K |19 3.491 10591 1.730| 0.0026

Rb | 37 3.431 10.098 1.611| 0.0073
Cs |55 33 11.0 151 | 0.0064

bildung 2.12ist die RelationzwischenGenauigleit und CPU-Zeitder verschie-
denenlinterpolationsmethodehei der simultanenBerechnungder erstensechs
Zustandevon Natriumin einemMagnetfeldvon 4700 Teslaauf einer Pentium-
1I-CPU mit dem Prozessortakton 300 MHz damgestellt.Es wurden17 Diskre-
te Variablenzur Diskretisierungdes 8-Raumsund zwischen30 und 300 finite
Elementebenutzt. Die diskretenDatenpaaravurdenwie in 2.6.4 gefittet. Am
glnstigsterhabensich jeweils Lagrange-und Hermite-Polynomé.Ordnungund
B-Splines8.0rdnungerwiesen Die Rechnungnmit B-Spline-Interpolationist bei
gleicherGenauigleit deutlichschnelledurchzufihrenln Abbildung2.13wurden
zu denselbenphysikalischerParameterrund Diskretisierungsgitterdie erstené
Zustandevon RubidiumberechnetDie Unstetigleitender Kurvender Lagrange-
Interpolatiorberuheraufnumerischetffektenin Verbindungmit ARPACK. Zwi-
schen63 und119finiten ElementerbenttigteARPACK 8 Lanzcositerationergn-
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Abb. 2.12 VemrleichderInterpolationserfahrenbzgl. der Relationvon Genauig-
keit und CPU-Zeitenbei der simultanenBerechnungler ersten6 Zustandevon

sonster?. Auch hier liefert die B-Spline-Interpolatiordie Ergebnisseameffizien-

testen.
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Abb. 2.13 VerleichderInterpolationserfahrenbzgl. der Relationvon Genauig-
keit und CPU-Zeitenbei der simultanenBerechnungler ersten6 Zustandevon
Rubidiumin einemMagnetfeldvon 4700T.
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3 Zeitintegrationsverfahren

Bei denin dieserArbeit berechnete®ropagationemon Wellenpaletenist esnot-

wendig,ZeitintegrationserfahrenderSchrédingegleichungzu verwendendie ei-

neeffizienteRechnundietenundderennumerischeFehlerdennoch.angzeitent-
wicklungenerlauben Aus der Schrédingegleichungfolgt, daf3sich ein Startwel-
lenpalet(to) geman

P(t) = U(t, to)(to) (3.1)
entwickelt, mit demunitarenZeitentwicklungsoperator

t

U(t,tg) = exp (—i H(t')dt'> ) (3.2

to

Firkonsenative Systemevereinfachtsich(3.2) zu
U(t, to) = exp (—iH(t — to)) . (33)

Bei numerischerBerechnungemufZmansichfir ein endlichesBasissystenent-
scheidenln dieserBasisdarstellunjiegt derHamiltonoperatom Form einerend-
lichdimensionalerHamiltonmatrixvor. Die direkte Berechnungler Matrixexpo-
nentiationin (3.2) z.B. mittels Padé-Approximationst zu aufwendig,da der Re-
chenaufvandkubischmit der Matrixdimensionansteigtund die Matrizenim All-
gemeinensehrgrof sind. Im Folgendenwerdeneinige der gadngigenMethoden
diskutiert.Da in dieserArbeit ausschliel3lictsystemebetrachtewverden,die die
meisteZeit keineexplizite Zeitabhéngigkit haben(Behandlungler periodischen
elektrischerPulseerfolgtin Kapitel 4.4), beziehersichdie folgendenKapitel auf
Exponentialfunktionewler Form (3.3).

DaseinfachsteZeitintegrationswerfahrender Schrédingegleichungbestehtin
derTaylorentwicklungder Exponentialfunktior(3.3):

exp (—iHdt) =1 — iHdt + ... . (3.4)
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SolcheEntwicklungensind jedochnumerischinstabilund daherfir Langzeitent-
wicklungenunbrauchbardasie nicht unitérsind und damitdie Zeitumkehrirvari-
anzderSchrédingegleichungverletzen.

Eine Mdglichkeit, dieseProblemezu umgehenpietet die zeitsymmetrische
Beziehung

Wbt + dt) — (t — dt) = (exp(—iHdt) — exp(iHdt)) P(t) . (3.5)

TaylorentwicklungemerExponentialfunktionefilhrendannaufdie explizite Glei-
chung

B(t+ dt) = p(t — dt) — 2idtHy(t) . (3.6)

DiesesVerfahrerwurdez.B.in Zusammenhangit derFinite-Differenzen-Metho-
devon [Askar,Cakmak197g und mit der FourierMethodevon [K osloff, Kosloff
1983] verwendetDie Effizienz dieserMethodewird im Zusammenhangit der
Methodeder Finiten Elementedurchdie Form derdie Massenmatrixs enthalten-
denderSchrédingegleichung

o0
Hy(t) = iS50 (1) 3.7)

verringert.Dahermuf3in denGleichunger(3.4) und(3.6) anstellevon H derOpe-
rator H' = S—!H verwendetverden Dadie zu H' gehérendéatrix jedochvoll
besetzist, ist der Speicher und Rechenaufwndbei denin der Praxisauftreten-
den hochdimensionaleBasissystemenmicht vertretbar Glinstigerist es, an der
symmetrischemnind positv definitenMatrix S eineCholesk-Zerlegung

S=LLT (3.8)

durchzufiihrenDie TeilmatrizenLZ und L™ behalterdie Bandstrukturder Matrix
S bei. Numerischkdnnendie Cholesly-Zerlegungund die Matrix-VektorMul-
tiplikationenin der Schrodingegleichung,die nachder Cholesk-Zerlegungdie
Form

i%zz =L 'H(ILT) W) (3.9)
mit ¢y = L4 annimmt,effizientz.B. mit der PORT-Programmbibliotheldurch-

geflhrtwerden.In denGleichungen(3.4) und (3.5) mussentsprecheng3.9) H
unde(t) durchL—tH(LT)~! und+(t) ersetztverden.

42



Eine modernesund vielversprechendezgeitintegrationserfahrenstellendie
sogenanntelxponentiellenintegratorendar [Hochbrucketal.1997. Dabeiwird
die Matrixexponentiatiormit deri.A. sehrgroBenHamiltonmatrix(dim =~ 200 —
20000) auf die Exponentiatioreiner wesentlichkleinerenMatrix zurtickgefuhrt
(dim < 50). Mittels Krylov-Unterraumappmimation erhéaltmanals Naherungs-
ausdruck

exp (—i6tH) 9 & ||[i)]| Vo exp(Bn) €1 (3.10)

Die Matrix V,, bestehtausdenSpaltenektoren

0= A ; (3.11)
141l
7, = ! 1 0tH v, ib- U
n+1  — bn+1’n n £ i, Ui
mit denElementerderMatrix B,
bin = U-(—idtH-v,) . (3.12)

é; sindhier die kanonischeliinheits\ektoren Der BetragdesResiduemektors
7 = [[$ll bat 1,0 Fg16n - (exp(Bn) - é1) (3.13)

dient dabeials Maf3 der Genauigleit der Approximation.Bei vorgegebenelGe-
nauiglkeit kanndie Zeitschrittweitemit Hilfe desResiduerektorsdynamischan-
gepasstverden.DiesesVerfahrenist ebenélls unitér Eine ausfihrlichereDar
stellungfindet sichin [Fréhlich 1999. Im Zusammenhangit der Methodeder
Finiten Elementeist aufgrundder Cholesk/-Zerlegungder Rechenauf@ndhoch
undeignetsichdaherbessefir Darstellungemnit globalenBasissystemen.

DasVerfahrendassichfir alle Rechnungeim dieserArbeit alsdaseffiziente-
steerwieserhat,ist die sogenannt€ayley- oderCrank-Nicholson-Approximation
Derzu (3.1) aquivalenteAusdruck

exp (%Hdt) bt + dt) = exp (—%Hdt) b(t) (3.14)

lautetmit einerTaylorentwicklungl.Ordnung

(1 + %Hdt) P(t+dt) = (1 - %Hdt) (t) . (3.15)

43



3 Zeitintegrationserfahren

DieseApproximationist unitéarund korrektin der Ordnungdt?. Im Gegensatzu
denobenbeschriebenelerfahrenkannhier aufdie Cholesk-Zerlegungverzich-
tetwerdenlm Zusammenhangit derMethodederFinitenElementdautet(3.15)

(s + %Hdt) B(t+ dt) ~ (s - %Hdt) »(t) (3.16)

und erfordertlediglich eine Matrix-VektorMultiplikation und die Losungeines
linearenGleichungssystemsit einerdiinnbesetztergebanderteMatrix.
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4 Atome unter Einflul3
periodisc her elektrisc her Pulse

Zu Beginn des20. Jahrhundertsvurde erkannt,daf3 sich Atome nicht mit Me-
thodender klassischerMechanik beschreiberiassen,was schlie3lichzur Ent-
wicklung der Quantenmechanikihrte. NachdemKorrespondenzprinzigehtdie
Quantenmechanifir groBeQuantenzahlem die klassischeMechanikiiber Die
VerbindungzwischenQuantenmechanikndklassischeMechanikundinsbeson-
dereder Ubemgangsbereickst bis heuteein aktuellerForschungsggenstandyon
spezielleminteressesind in diesemZusammenhan@ystemedie in der klassi-
schenRechnungchaotische¥erhaltenzeigen.Dabeistellt sich die Frage,inwie-
fern sichdasin derklassischerPhasenraumbeschreitg manifestierteaChaosbei
derQuantenmechanisch&ghandlunglesSystembemerkbamacht.Diesed-or-
schungsgebietird als,,Quantenchaosbder,Quantenchaologiebezeichnet.

Fur Untersuchungeaum QuantenchaogtinstigeSystemesind Rydbeg-Ato-
me in externenmagnetischenund elektrischenFeldern. Diese Systemezeigen
in bestimmtenParameterbereicheim der klassischerPhasenraumbeschreityg
chaotisched/erhalten,sie kbnnenmit der Quantenmechanikehrgut beschrie-
benwerdenundlassersichexperimentellrealisierenEin mittlerweile hinsichtlich
QuantenchaosmfassendintersuchteSystemst dasdiamagnetisch@é/asserstdf
atom[Schweizerl995. In 4.1werdenandiesemBeispieldie grundleggenderMe-
thodenwie Poincaré-Schnittend Wellenpaletdynamik welcheauchfir die Un-
tersuchunglerabKapitel 4.2 folgendenzeitabhangigesystemebenutztwerden,
vorgestellt.

Der Schwerpunktder quantendynamischedntersuchungeuieserArbeit ist
dasWasserstdatom und Alkaliatome, welche dem Einfluf3 ultrakurzerperiodi-
scherelektrischePulse,sogenanntefT rains” ausgesetaverden.Auch dieseSy-
stemezeigen,ghnlichwie der,gekickte Rotor* [Ott 1993, in derklassischerBe-
handlungchaotische¥erhaltenund wurdenbereitsexperimentellrealisiert[Frey
etal. 1999],[Tannianetal. 200Q.
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4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

4.1 Ein Beispiel fur Quantenc haos: das
diamagnetisc he H-Atom

Der HamiltonoperatodesdiamagnetischeMVasserstdatomslautetin Zylinder-
koordinaten:

1 L? 1 1
H=-(pP+pP+ =2 - ——— +25%p% . 4.1
(Bt ) -t @)
Um numerische&chwierigleitenbei derklassischemehandlunglurchdie Singu-
laritéat desCoulombtermsu umgehenist esglinstig,semiparabolischKoordina-

tenzuverwendenDerZusammenhangwischerZylinder- undsemiparabolischen
Koordinatenautet

= vz, (4.2)
Vr—z

W +)2

= w

= (u=v*/2

ISR T R ~
|

Mit denskaliertenGroR3en

po=08)"un , v=028" (4.3)
p~H =DPu p~u =Dv (44)
€ = (26)_2/3E [ lz == (2B)1/3Lz , 'E: 26'[;

kannman(4.1)in die regularisierteHamiltonfunktion

2= 30 + 50 + 52 (s ) - €GP + )4 g + ) (49
Uberfuhrenwelchefir I, = 0 keine Singularitaterenthalt.Die Systemdynamik
wird jetztnurnochdurchdenParametederskalierterEnegie e bestimmt.Die aus
(4.5)resultierendemamiltonscheBewegungsgleichungelassersichnumerisch
z.B. mittelsRunge-Kutta-\erfahrenintegrieren.

Um sicheinenUberblickiiberdie Phasenraumstruktau verschafien, betrach-
tetmandenPoincaré-Schnitt

P, ={(v,p,)|H(p =0,v,p,,p,) =€} , (4.6)
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4.1 Ein Beispielfiir Quantenchaoglasdiamagnetischél-Atom

d.h., Schnittpunkteder Trajektorienmit der Enegie e mit der x = 0-Ebene.In
Abbildung 4.1 sind Poincaré-Schnitteu verschiedeneskaliertenEnegien dar
gestellt.Bei e = —1.0 sindentlangderv = 0-Achsedie elliptischenFixpunkte
der stabilenfundamentale®ahnen[—] (parallelzum Magnetfeld)und [0] (senk-
rechtzum Magnetfeld)und entlangder p, = 0-Achsedie hyperbolischerfix-
punkte der instabilenfundamentalerBahn [+] (quasizirkular)gut zu erkennen.
Mit zunehmendeEnegie verschwinderdie regularenStrukturen.Eine umfang-
reicheUntersuchundindetmanin [Schweizerl995.

Quantenmechanisclerliert der Begriff der Phasenraumtrajektorigufgrund
der Unscharferelationhren Sinn. Es ist abermoglich, Wellenpalete begrenzter
Ausdehnungu konstruierendie zumindesffir kurze ZeitenderklassischerBe-
wegungfolgen (sog.Koharenzzustandefir grol3eZeitenzerlauftdasWellenpa-
keti.A. aufgrundder Dispersion.Fir dasPotentialdesharmonischerOszillators
konnte Schrodingeljedochlokalisierte dispersionsfreidVellenpalete konstruie-
ren, welchefir beliebiglangeZeitender klassischerBewegungfolgen. Fiir das
Coulombpotentiaist dasaufgrundnicht aquidistanteEnegieniveausnicht még-
lich. Dennochindensichin derLiteratureinigeVorschlagdir Koharenzzustande
desWasserstdatoms die jedochnichtdie Eigenschaftewon Koharenzzustanden
in Schrédingerscher8inneaufweiser{Klews 1999.

Einein denKoordinaterz und p gauR3férmigéNellenfunktionlautet:

o)

a.
Vgaus (P 23 po, 20;92,09) = Nexp (—7(2 —20)" = o - Po)2)

x exp (ip)z + ip)p)

Die Zeitentwicklungder Wellenfunktionin einemauf3ererMagnetfeldwur-
de mit den Diskretisierungserfahrenaus Kapitel 2 und der Zeitintegration aus
Kapitel 3 berechnetDa dasMagnetfeldparitatserhaltenit, lassersichdie Rech-
nungemmit symmetrisierteWellenpaleten

Ip;g&m(p’ Z) = wgaufi(paz;p(]aanpgapg)

+(_1)m+l¢gaUﬁ(p7 23 Po, _z07p(p)7 _pg)

zu fester Paritat durchfiihren.Dabei kann die in Kapitel 2.2 beschriebende-
schrankunglerBasisfunktionerderDiskreten-\ariablen-MethodaufFunktionen
zu festerParitatausgenutziverden.

Eine auchim Folgendenwichtige Funktion zur Untersuchungperiodischer
Vorgangeder Quantendynamilst die Autokorrelationsfunktion

Ct) =@ 1900 (4.7)

47



4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

vV=2ev —

Abb. 4.1 Poincaré-Schnitteles diamagnetischeiWasserstdé zu unterschiedli-
chenskaliertenEnegien.

d.h.derUberlappdeszeitentwicleltenWellenpaletsmit demStartwellenpaét.

In Abbildung 4.2 sind die Autokorrelationsfunktioneron Wellenpaletender
Form(4.7),diezurEnegiee = —0.5 mit derMagnetquantenzalht = 0, mit posi-
tiver Paritatbei einemauereMagnetfeldauf denfundamentale®ahnerstarten.
Hier spiggelt sich unmittelbardie Struktur desklassischerPhasenraumwieder
Die WellenpaleteaufdenBahner[—] und[0] zeigernoffensichtlichoszillatorisches
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4.1 Ein Beispielfiir Quantenchaoglasdiamagnetischél-Atom

Verhalten sie sind auf denstabilenklassischerBahnen,gefangen“.Der Phasen-
raumbereichum denhyperbolischerFixpunktder Bahn[+] ist beie = —0.5 ir-
reguléar. Entsprechendtarkist die Dispersiondesdort startendenNellenpalets.
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4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

0.6
0.4
0.2

1.0 T T T T T T T
0.8
0.6
0.4
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Abb. 4.2. Autokorrelationsfunktionewon Wellenpaletenmit den Quantenzahlen

[y

m™ = 0%, die auf denFixpunktender Bahnen[—],[0] und[+] starten Die Para-
metersinda) [-] e = —0.5,B =6T,a, =a, =0.2,b)[0]e = —-0.5,B =6
T a,=a,=01c) [+ e=-0.5 B =235T,a, = a, = 0.05. Die Zeiten
sindbei denBahnen[—] und[0] in Einheitender klassischerumlaufperiodepei
derBahn[+] ausSymmetrigriindenin Einheitenderhalbenklassischetmlauf-

periodeanggeben.
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4.2 AllgemeineszumgekicktenWasserstdatom

4.2 Allgemeines zum gekickten

Wasser stoffatom
Unter dem sogenanntengekickten Wasserstdatom* verstehtman Wasserstdf
atome die einerperiodischeriolge von ultrakurzenelektrischerFeldpulseraus-

gesetztwverden(sog., Trains"). Ein eIektrischePulsﬁ(t) verursachamElektron
denimpulstbertrag

Ap=— / F(t)dt . (4.8)

Die DauerdesPulsesT'p ist dabeiwesentlichkiirzerals die klassischéJmlaufpe-
riodeT,, = 27n® desElektronsd.h.esgilt

Tp/Tn <1 . (4.9)

Fir dieseSituationist es hinreichend,den Impulstibertrag4.8) durch einené-
formigenPulszu approximierenDamit lautetder HamiltonoperatodesSystems
fur einenTrain mit S elektrischerPulsen

=2
p 1
=P _ iy, 4.1
=+ Vot (4.10)
mit demexternenPotential
S—-1
Veat (t) = =7 AF Y 6(t — kT) . (4.11)

k=0

Zwischenden Pulsenbewegt sich dasElektronim gewohnlichenkonsenativen
CoulombpotentiabhneexterneFelder Wenndie Richtungaller elektrischerPulse
dieselbast, z.B. entlangderz-Achse soliegt Rotationssymmetriem die z-Achse
vor. In diesemFall ist die z-KomponentaesDrehimpulsegineErhaltungsgrofie.

DurchdaselektrischeFeldist die Kopplungan dasKontinuumgegebenwas
zur lonisationfuhrt. Die Fouriertransformationon (4.11)lautet:

Vezt(t):_r.Ap_Zr.ApZCOS (27rmt) ‘ (4.12)
m=1

T T T

Da 4.12alle Oberschwingungemit gleicherStarke enthélt,ist die Kopplungan
dasKontinuumstarler als bei denbislanguntersuchtemrtverwandtenSystemen

51



4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

wie demgekicktenRotor (z.B. [Ott 1993), dem gekicktenharmonischerDszil-
lator [Gardineretal. 1997 oderdemWasserstdatomin einemMikrowellenfeld
(z.B.[Casatietal. 1987, [Jenseretal.1991). Diesist fur die Numerikdie Haupt-
schwierigleit. EntwicklungennachBasisfunktionergetundenerZustandeschei-
den damit aus, mit der Ausnahmeder Behandlungvon Resonanzerzwischen
gelundenerzZustanderiDhar et al. 1983]. Ein Ansatzverfolgt die Entwicklung
nacheinergemischterBasisausgehundenenVNasserstdéigenfunktionerund ei-
ner SturmscherBasis[Melles at al. 1993]. Da die SturmscherFunktionenein
vollstandigegOrthogonal-Systerbilden, kdnnendie Kontinuumszustéandmitbe-
handeltwerden.

Diein jungereiZeit publiziertentheoretischerbeiten,die dasProblemquan-
tenmechanischehandelnarbeitenmit EntwicklungennachsturmscherFunktio-
nen[Yoshidaetal. 20003 und der generalisierteriPseudospektralmethodieers-
sonetal. 2002] aberjeweils nurim RahmereineseindimensionaleModells.

Bei denin dieserArbeit verwendeterDiskretisierungserfahrenstellen die
Kontinuumszustandkein prinzipielles Problemdar. Statt einer geeigneterBa-
sismusseinefir die gewiinschteGenauigleit ausreichend®aumdiskretisierung
durchgefiihrtund zur UnterdrickungnumerischbedingterReflexionenam Inte-
grationsranchinreichendgrof3erintegrationsradiusestimmtwerden.Die Rech-
nungenbehandelrdasvollstandigedreidimensionald’roblemund konntenauch
auf Alkaliatomeausgedehnierden.

Zur Motivation,auchhinsichtlichderFragestellungedesQuantenchaosyer
denjedochzunéchseinige EigenschaftemesklassischbehandelterSystemse-
leuchtet.

4.3 Gekicktes Wasser stoffatom: klassisc hes
Modell

Um sich einenglobalenEindruck der Dynamik im Phasenraunzu verschatfen,
bietetessichan,analogzumgekicktenRotor[Ott 1993 sogenannt&trobosikop-
SchnittedesPhasenraumsau fertigen. Dabeiwerdenjeweils nur unmittelbarvor
dem nachsterelektrischenPuls die Koordinatendes Elektronsim Phasenraum
aufgetragenZwischenden Pulsenbewegt sich das Elektron im gewéhnlichen
1/r-Potential Die Dynamikwird bestimmtdurchdie Abbildungsgleichungedes
Kepplerproblemgjie auchin BuichernderHimmelsmechaniku findensind (z.B.
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4.3 GekicktesWasserstdatom:klassisched/odell

[Stiefel,Scheifelel971):

Fk-‘,—l = [1 - (I/Tk) 0129 Cz(—ZEkU]%)] Fk
+ [rk o C1(—2Ey0};) + 7 - Pr 0 C2(—2Ey0;)| Pre (4.13)

Perr = (U/rip){=(1/r) ok C1(=2Ego}) 7
+ [Tk Co(—2EkU]26) + 7 - Pr ok C (—2Ek0}2€)] ﬁk} . (4.149)

Dabeibezeichnem} undp;, denOrt undimpulsunmittelbamachdemék-tenStol3,
Tk+1 UNd P41 Ort und Impuls unmittelbarvor demk + 1-ten Stof3.Die oy, sind
die LosungerdergeneralisierteKepplegleichung

T = ry o, C1(—2E0}) + 0}, C3(—2E0}) + 0fy Co(—2E0})7% - P -(4.15)

Hierin ist T die vorgegebenePeriodendaueder elektrischerimpulseund C,, (u)
die Stumpf’schenFunktionen

=> (-1 2k+n) . Cn(0) = - (4.16)
k=0
Davonwerdenbendétigt:
) sy _ sin(v)
Co(v*) = cos(v), Ci(v*) = ma
Oy = L0 gy - 1o Sl)
v v
Co(—v?) = cosh(v), C1(—v?) = wa
Ca(—v?) = 7“’5}15}? ~1 oy(=v?) = 7smh(v”3) —Y . @17

Der elektrischePuls@ndertdenimpuls und die Enegie desElektronsfolgender
malien:

ﬁk — ﬁk"'Aﬁ )
2
B o Bo+pe Aj+ B0 ﬁ) . (4.18)
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4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

Die SystemdynamikiesklassischerCoulombproblemsst fur alle Enegienahn-
lich. Verschieden&negieniveauslassensich mit den Skalierungstransformatio-
nen[Landau,Lifshitz 196Q

3

~ ¥
1 444

n’7 (4.19)
n g,
n’t ,

-3

Vp n" v, ,

AF = nTlAp

aufeinandeabbildenn ist hierein SkalierungsparameteaterderklassischeWVir-
kungentspricht.

Im Folgenderwird zunachstaseindimensional&lassischéviodel betrachtet.
Die Systemdynamilseidabeiauf die positive z-AchsebeschranktDaseindimen-
sionaleModell kann auf ein zeitunabhangigeSystemmit zwei Freiheitsgraden
kanonischtransformiertwerden.SolcheSystemewerdendanniblicherweiseals
Systermmit 1% Freiheitsgradebezeichnet.

In Abbildung4.3sindstroboslopischePhasenraumschnittér vom Kernweg-
gerichteteStolRemit denimpulsibertraged\p = 0, Ap = 0.005 und Ap = 0.05
mit der Periodendauefl” = 27 damestellt.Im oberstenBild (Ap = 0) sind
die UblichenTori deseindimensionalefCoulombproblemzu sehen Sobalddas
Elektron den periodischerStoRenausgesetzivird, ist in Ubereinstimmungnit
[Hillermeier etal. 1993 schonfiir sehrschwacheSto3edergesamtéPhasenraum
globalchaotisch.

Fir StoRan RichtungdesKerns,Abbildung4.4,kdnneneinigeTori schwache
StoRelberlebenjedochsind auchin diesemFall fir beliebigkleine Stdl3echao-
tische BereichevorhandenDie durchgezogenehinien bei Ap = —0.005 und
Ap = —0.05 stellendie Grenzezwischenpositiver und negativer Gesamtener
gie dar. OffensichtlichkanndasElektronfir Ap < 0 positive Enegie erlangen,
dasAtom wird ionisiert. Je gréRerder UberlappdesungestorterTorus, auf dem
dasElektronstartet,mit dendenelektrischerPulseniberlebendefiori ist, desto
geringerist die lonisationsvahrscheinlichkit [Frey etal. 1999. Alle chaotischen
Bereichebilden einendynamischverbundenenchaotischerSee.Elektronenmit
negativer Enegie, die sich bei Einsetzender elektrischenPulsein einemchao-
tischenBereichdes Phasenraumbefinden,gelangenalle, zumindestim Limes
groRRerZeiten,in denBereichpositiver Enegie.

Einen bessererkindruck, wie strukturreichder Phasenraunim Falle nega-
tiver Impulsibertragesein kann, kann man sich durch Transformationdes Pha-
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4.3 GekicktesWasserstdatom:klassisched/odell

1 1 1 1 1 1 1 1

1 15 2 2.5 3 3.5 4 45 g 5

Abb. 4.3 Poincaré-SchnittdesgekicktenWasserstdatomsbei einerPulsperiode
vonT = 27 mit positvemImpulsibertrag.

senraumsauf semiparabolisch&oordinaterverschafien. Beim eindimensionalen
Modell kannmansichin kartesischeiKoordinateraufz.B. die z-Achseundin se-
miparabolischerKoordinaterauf die pu-Achsebeschréankn. Fir denOrt und Im-
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4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

Abb. 4.4 Poincaré-SchnittdesgekicktenWasserstdatomsbei einerPulsperiode
vonT = 27 mit negatvemImpulsibertrag.

puls desElektronsin semiparabolischeKoordinaterergibt sichin Abhangigleit
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4.3 GekicktesWasserstdatom:klassisched/odell

von Ort undImpulsin kartesischefoordinaten

po= V2z (4.20)
bp = pz'\/%

In Abbildung4.5ist derunterePhasenraumschnatsAbbildung4.4in semipara-
bolischenKoordinaterdamgestellt.DasuntereBild in Abbildung4.5 stelltdenim
oberenBild eingezeichneteAusschnittvergroRertdar.
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4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 p 3.8

Abb. 4.5. Poincaré-SchnittdesgekicktenWasserstdatomsin semiparabolischen
KoordinaterbeieinerPulsperioderonT' = 27 mit Ap = —0.05. Im unterenBild
ist derobeneingezeichnet@usschnitivergroRertdamgestellt.
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4.3 GekicktesWasserstdatom:klassisched/odell

Um sicheingenauereBild vonderDynamikzu verschafen, ist esaufschluf3-
reich, denVerlaufvon Ort und Impuls einzelnerTrajektorienauchzwischenden
Pulsenin Abhangigleit von derZeit aufzutragenin Abbildung4.6ist derVerlauf
derTrajektoriezu sehenin demdasElektronaufeinemdie Pulsemit Ap = —0.05
undT = 27 (globalePhasenraumstruktgieheAbb. 4.4) iberlebendefforusmit
dem Startpunktim Phasenraunp, = 0.2, g9 = 2.1 startet.Die Trajektorieist
offensichtlichperiodisch.

T L T T T T T

0 5 10 15 20 25 t 30

1 1

O 1 Il 1
0 50 100 150 200 250 300 350
t

Abb. 4.6 Ort und Impuls als Funktionder Zeit einer Trajektoriemit po = 0.2,
go = 2.1, Ap = —0.05undT = 27.
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4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

In Abbildung 4.7 ist der zeitliche Verlauf der Trajektorieaus Abbildung 4.6
damgestellt jedochmit umgedrehtePulsrichtung EntsprechendenPhasenraum-
schnittender Abbildungen4.3 und 4.4 andertsich die SituationdramatischDer
nur sehrgeringeUnterschiedm Impulsibertragtihrt dazu,dal dasAtom nach
t & 2200 a.u.ionisiertwird.

12 T T T T

10 B
— 8 i
o6 1

4

g ‘ﬂllm‘u\mu\mm‘uuuwmllhlllmu.m‘. il il um\mm|l|m||l|lm|nunlhl|l| N mlll ) |
0 500

1000 1500 2000
t

Abb. 4.7: Ort und Impuls als Funktionder Zeit einer Trajektoriemit po = 0.2,
go = 2.1, Ap = 0.05 undT = 2x. DasAtom wird nacht ~ 2200 a.u.ionisiert.
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4.3 GekicktesWasserstdatom:klassisched/odell

Fir dasdreidimensionalé&ystemlautetder Hamiltonoperatoin Zylinderko-
ordinaterzwischendenPulsen
_ptn L2 1 (4.21)

2 T R
Hier wurde wieder vorausgesetztjal alle Pulseentlangder z-Achse gerichtet
sind.Daherist die z-KomponentelesDrehimpulse€ineErhaltungsgréRanddas
dreidimensional®roblemdesgekicktenWasserstd$ laldtsichauf ein zeitabhén-
gigeszweidimensionaleRroblem bzw. auf ein zeitunabhangigeBroblemmit 2%
Freiheitsgradereduzieren.

Wegender héherenDimensiondesPhasenraumkssensich keine einfachen
stroboslopischenPhasenraumschnitteie im eindimensionaleModell fertigen.
EineMdglichkeit, dennochdie globalenPhasenraumstrukturemwischerdemein-
und dreidimensionaleModell zu vergleichen,bieten Froeschlé-SchnittgFroe-
schlé1972]. Dabeiwird im Phasenrauneine diinneSchichtum Ort und Impuls
einesFreiheitsgrades;.B. p und p,, betrachtetNur wennsich dasElektronun-
mittelbarvor demPulsin demvorgegebenemBereichp® + Ap, p% + Ap, aufhélt,
wird derPunktim z-p,-Koordinatensysteraufgetragen.

In Abbildung4.8ist derVemrleichzwischerdemeindimensionaleiodell mit
Ap = —0.2, T = 27 unddemdreidimensionaleModell mit Ap, = —0.2,T =
27, L, = 0.025 damgestellt.Der Phasenraumschnittn dreidimensionalerall
wurdebeip ~ 0.1 undp, ~ 0 durchgefihrtDie regularenStrukturerbleibenbei
diesemPhasenraumschniiin Wesentlichererhalten.Die chaotischerBereiche
sind bei gleicherAnzahl von Startpunkterim Phasenraunm dreidimensionalen
Fall wenigerdicht mit Punktengefillt, dademElektronein groRereiPhasenraum
zur Verfugungsteht.

H
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4.4 Gekicktes Wasser stoffatom:
quantenmec hanisc he Behandlung

4.4.1 Allg emeines zur Numerik

Die Zeitentwicklungguantenmechanisch2usténdeunterEinfluultrakurzer pe-
riodischerelektrischerPulsebasiertin der vorliegendenArbeit im wesentlichen
aufdenDiskretisiserungserfahrenausKapitel 2. ZwischendenPulserentwickelt
sichdasWellenpaletgemaldesZeitpropagationsoperatodesfeldfreienWasser
stoffs O(t) = exp(—iHgt). Numerischwurdedafiirdie in Kapitel 3 vorgestellte
Cayley-Entwicklungverwendet.

Aus 4.11 gehthenwor, dalder ZeitentwicklungsoperataginschlieRlicheines
o-férmigenelektrischerPulsesentlangder z-Achsedurch

Ty
O(Ty,T-) =exp |—iHyg(Ty —T-) —iFZ% o(t —T)dt
T_

(4.22)

gegebenist. VollziehtmandenGrenziibegang(T,. — T-) — 0 erhaltman
Opuis = exp(—iFz) . (4.23)

Damit lautet der Zusammenhangwischender Wellenfunktion unmittelbarvor
demPulsy(T-) undderWellenfunkionunmittelbamachdemPuls«(T'.)

B(Ty) = exp(—iFDH(I_) . (4.24)

Der Operator(4.23)laRtsichim Falle kleinerFelderanalogder Cayley-Forment-
wickeln,undmanerhalt

(1 + %F : 2) W(Ty) = (1 - %F : 2) W(T-) . (4.25)

NumerischlaRtsich (4.25)durcheineeinfacheMatrix-VektorMultiplikation und
der LosungeineslinearenGleichungssystemisnplementierenin Abbildung 4.9
ist dasPrinzipderZeitintegrationeinschliel3lichkderelektrischerPulsedamestellt.
Die elektrischenPulsekdnnendie Atome zu enegetischsehrhohenRydbeg-
Niveausanrggenund koppelndie gelundenenZustandean dasKontinuum.Der
Integrationsradiusst sogfaltig zuwahlen damitamintegrationsrandderdie Wir-
kung einerunendlichhohenPotentialbarrierdnat, keine elastischeStreuungvon
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Puls Puls Puls

Cayley Cayley

(L4 iF - 2)0(T+) i (1—$F-2)y(T-) '

Abb. 4.9 Prinzip desZeitintegrationserfahrensZwischenden Pulsenerfolgt die
Zeitentwicklungmit der Cayley-Approximationmit dem feldfreien Wasserstdf
HamiltonoperatarDie Wirkung des elektrischenPulseswird gemaf3(4.25) be-
rechnet.

TeilendesWellenpaletsauftritt. Um die StreuunggénzlichauszuschlieRemyurde
einevon[Yoshidaetal. 19994 vorgeschlagengMasking Function“implementiert.
Die MaskingFunctionlautetmit demintegrationsradius,,,,, unddemMasking-
Radiusr s

f(r) = sin* [%] fur r>ry (4.26)
f(r) = 1 sonst.

DieseFunktionist in Abbildung 4.10 damgestellt.In denfolgendenRechnungen
wurde meistdasVerhaltnis(r,,40 — rar) /Tmae = 0.1 gewdhlt und dasWellen-
paket nachjedemZeitschrittmit (4.26) multiplizert. Damit sind zwar Reflexionen
am IntegrationsrandcausgeschlossefedochwerdenauchAnteile desWellenpa-
kets ausgeldschtdie evtl. jenseitsdesIntegrationsradiugiurch die elektrischen
Pulsewiederin daslntegrationsgebieturiickgestoRewiirden.DurchBeobachten
derZeitentwicklungder Norm desWellenpaletsnachjedemZeitschrittkannman
entscheidemb derIntegrationsradiususreichendst. DasFestlggenvonvernunf-
tigen Integrations-und Maskingradiiund damitverbundendie Anzahl derfiniten
Elementeum Konvergenzzu erreichenstellt bei demin dieserArbeit benutzten
Methodedie Hauptschwierigkit dar Da sich die unterschiedlicherstartwellen-
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f(r)

™™ Tmaz

Abb. 4.10 Um Reflexionen am Integrationsrandzu vermeiden,wird die Wel-
lenfunktion fur » > 73 mit der Masking Function f(r) = sin*[(7(r —
Tmaz))/(2(rm — Tmaz)] gefaltet.

paketein denunterschiedlicheRarameterbereichaneistin kaumvorhersagbarer
Weiseentwickeln, ist manauf dasAusprobierenverschiedeneintegrationsgitter
angeaviesen.

Umdie DynamikderWellenpaletezu untersuchergpieltdiein (4.7)definierte
Autokorrelationsfunktioreine wichtige Rolle. Im Folgendenwird dabeije nach
derenStrukturund eventuellenLiteraturnergleichenz. T. auchdasBetragsquadrat
derAutokorrelationsfunktion

C*(t) = | (#)%(0))I” (4.27)

benutzt.

Eine weiterewichtige Grol3eist nebender Norm und der Autokorrelations-
funktion der zeitliche Verlauf des Erwartungswertsder Drehimpulsquantenzahl
()¢, derdurchdie Gleichung

(@I [ (®)] = ) (e + 1) (4.28)

bestimmtist. Nahertsich (I); der Anzahl der diskretenVariablenbzw. der damit
zusammenhéngendémzahlderin derEntwicklung(2.35)enthaltenet.egendre-
polynome st davon auszugeherdaldie DiskretisierungbeziiglichdesWinkelsd
nichtausreichendst.

In klassischerRechnungerspigyeln sich sie regularenPhasenraumstrukturen
unmittelbarim lonisationserhalterdesgekicktenWasserstds wieder[Frey etal.
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1999].FirVemnleichezwischerdieserRechnungenndderquantenmechanischen
Behandlungvird die sogenannt8urvival Probability d.h.die Wahrscheinlichkit,
daRdasAtom nichtionisiertwird, durchdenUberlappmit dengelundenenWas-
serstofeigenzustandeberechnet:

Pour(t) = Y [(nim[())* . (4.29)

nlm

Die lonisationsvahrscheinlichkit ergibt sichdamitzu
Pron(t) =1 — Psyr(t) (4.30)

Numerischist man gezwungensich auf die Beriicksichtigungeiner Untermen-
ge derWasserstdéigenfunktionerzu beschrankn,wasaberin der Praxiswenig
Schwierigleitenbereitet.

Fir den Vergleich mit eindimensionalerklassischerRechnungersollte das
Startwellenpaktzumeinenmaglichstnaheder z-Achselokalisiertseinundande-
rerseitsexperimentellleicht realisierbarsein.In denfolgendenRechnungenver-
denvorwiegendsog.parabolisch€ustandd Stark-Zustandegls Startwellenfunk-
tion verwendetSiesindLésungerderfeldfreienSchrédingegleichung stellenje-
dochim Gegensatzu denherkdmmlichennim)-Zustanderauchim Falle schwa-
cheraulRereelektrischeiFeldereineakzeptabldasisanEigenzustéandedar. Die-
seZustanddassersichals Superpositiorvon |nlm)-Zustandermarstellen:

_ m (n=1)/2 (n-1)/2 1
|nkm) = ;(—1) v2l+1 ( (m—k)/2 (m+k)/2 —m ) |nlm)( |
4.31

Der Ausdruckin dengrofRenKlammernstellt dasWigner3j-Symboldarundent-
sprichtim wesentlichelenClebsch-Gordan-Befizientenk = —(n—1), —(n—
3),...,(n—3), (n—1) istdie sog.parabolisch®uantenzahljie einfachgesagein
MalRfir die VerschielingderDichteverteilungentlangderz-Achsedarstellt.Eine
ausfuhrlichereDarstellungder Stark-Zustéandéindet sich z.B. in [Bethe,Salpeter
1957].

In Abbildung 4.11 sind verschieden&ochangergte Stark-Zustandabgebil-
det,dieim Folgendernverwendetverden.

Abbildung4.12zeigtdie Auswirkungunterschiedlicheintegrationsradiemmuf
den Verlauf der Survival Probability und die Norm desZustandsyy = |n =
20,k = 19,m = 0), der hochfrequenterlektrischenPulsender Starle Ap =
7.5 - 10~* mit der PeriodendauefT’ = T,—20/40 = 1.3 - 10®) a.u.ausgesetzt
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n=20,k=19,m=0>

n=20,k=1m=0>

m=9k=0m=0>

Abb. 4.11 WahrscheinlichkitsdichtenverschiedeneStark-ZustandeVon oben
nachunten:|nkm) = |20,19,0),|20,1,0) und|9,0,0) . Jehtherdie Quanten-
zahlk, destostérler ist die Lokalisierungentlangder z-Achse.

wird. Die Survival Probability ist fur die drei verschiedenerntegrationsradien
ry = 10* a.u.,r, = 1.4 -10* au.undrs = 2 - 10° a.u. nahezuidentisch,

67



4 AtomeunterEinflu3 periodischeelektrischeiPulse

obwohl die Norm fir kleinerelntegrationsradieririiher zu kleinerenWertenhin
abféllt, da tiber den Integrationsranddriftende Anteile desWellenpalets mittels
MaskingFunctionabgeschnittemerden.Qualitativ ergibt sichein &hnlichesBild
wie in [Perssoretal. 2003, wo ein eindimensionale$/odell mit den gleichen
Parameterrberechnetvurde.Offensichtlichist die numerisctberechnet&urvival
ProbabilitygegentbederWahldesintegrationsradiusvesentlicrunempfindlicher
alsdie Norm.
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Abb. 4.12 Einflul3 des Integrationsradiusauf die Entwicklung der Survival-

Probability (SP) und der Norm (N) im HochfrequenzbereichGestartetwurde

mit dem Stark-Zustandn = 20,k = 19,m = 0), welcherden hochfrequen-

ten Feldimpulsenmit Ap = 7.5 - 10~ und ﬁ der klassischerPeriodendauer

(T = T—20/40 = 1.3- 10% a.u.)ausgesetawird. Die Integrationsradietetrugen

r1 = 10*a.u.,r, = 1.4-10* a.u.undrs = 2-10° a.u.
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4.4.2 Resonanzen

FirdenFall, daRdie Frequenzer elektrischerPulseder Ubergangsfrequendis-

kreter quantenmechanisch&ustandeédhnlich ist, haben[Dhar etal. 1983 mit-

tels einer einfachenEntwicklung nachwenigenBasiszustandeausgelundenen
WasserstdeigenfunktionerResonanzenachgaviesen.n Abbildung4.13ist die

Dynamik desZustandeqy(0)) = |n = 9,k = 0,m = 0) unter EinfluB ul-

trakurzerelektrischerPulseder PeriodeT = 5357 a.u.und der Feldstarle F' =

2 -10~2 damestellt.Die Pulsfrequenentsprichider Ubemgangsfrequenzwischen
n = 9-undn = 10-Wasserstdzustandenlm unterenBild ist der zeitliche Ver

lauf desUberlappsdesWellenpaletsmit denZustanderdern = 9- undn = 10-

Mannigfaltigkeit, genauer

8

Paso(t) = D (9,010 (4.32)
=0
9

Poio(t) = Y [(10,1,0[(1) (4.33)
=0

damestellt.Da P,—9(t) + P,=10(t) = 1, liegt eine Resonanzwischendiesen
beidenEnegieniveausvor. Eine Entwicklung nach gelundenenZustanderund
ohneBerucksichtigungdes Kontinuums,wie in [Dharetal. 1983 ist in diesem
Fall gerechtfertigt.

In Abbildung 4.14ist die Dynamik bei gleichenParameternjedochmit dem
Startzustandy(0)) = |n = 9,1 = 0,m = 0) damgestellt.Es ergibt sich eben-
falls eine Resonanzwischenn = 9- undn = 10-WasserstdzustandenAuf-
fallig ist derVerlaufder Autokorrelationsfunktiondie andie Intensitatserteilung
der Beugungvon koharenteniicht am Beugungsgitteerinnert. Auf die forma-
le Ahnlichkeit von Beugungsgittetind gekicktemWasserstdatomwurdebereits
in [Dhar etal. 1983 hingewiesen.

Derdie Resonanzewerursachend®lechanismusvird durchGleichung(4.12)
offen gelegt. Stimmt die Frequenzeiner der Fourierkomponentermit der Uber
gangsfrequenzweierZustanddiberein sokommteszur Resonanz.
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Abb. 4.13 Der Stark-Zustandy(0)) = |n = 9,k = 0,m = 0) unter Ein-
fluR ultrakurzerelektrischerPulseder PeriodeT = 5357 a.u.und der Feldstér
ke F = 2 -10~3. Oben:die Autokorrelationsfunktionmitte: Entwicklung des
Erwartungswertgl), unten:die Wahrscheinlichkiten Ef:(] [€9,1,0](t))]? und
Z?:o [(10,1,0[¢(t)}|?. Die Zeitensind in Einheitender Puls-Periodendauer
aufgetragen.
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Abb. 4.14 Der Wasserstdéigenzustandy(0)) = |n = 9,1 = 0,m = 0) unter

EinfluR3 ultrakurzerelektrischerPulseder PeriodeT = 5357 a.u.und der Feld-

starke F = 2 - 10~2. Oben:die Autokorrelationsfunktionmitte: Entwicklung

desErwartungswertgl), unten:die Wahrscheinlichkiten 35 (9,1, 0[¢(t))|?

und E?:o [(10,1,0|¢(t))|. Die Zeitensindin Einheitender Puls-Periodendauer
T aufgetragen.
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4.4.3 Quantenlokalisierung

Unter Quantenlokalisierungerstehtman die Unterdriickungklassischerchaoti-
scherDiffusionim RahmenquantenchaotischesntersuchungerQuantenlokali-
sierungwurdezuerstfir dengekicktenRotoraufgrundtheoretischetntersuchun-
genvermutefCasatietal. 1987. EskonntegezeigwerdendallQuantenlokalisie-
rungaufdie in derFestkdrperphysikekannteAnderson-Lokalisierunguriickge-
fuhrt werdenkann[Anderson1959, [Fishmanetal. 1983. Schlief3lichkonnteflir
Rydbeg-Atomein MikrowellenfeldernQuantenlokalisierungachgeviesenwer-
den[Jenseretal.199], [Casatietal. 1997.

In [Yoshidaetal. 20004 wurdeim RahmeneineseindimensionaleModells
Quantenlokalisierunfeim gekicktenWasserstdfnachgaiesen.Dabeiblieb die
Frageoffen, ob auchim dreidimensionalefall Quantenlokalisierunguftritt. Ab-
bildung4.15zeigtAutokorrelationsfunktionefiir die gleichenParametemvie von
[Yoshidaetal. 20003 verwendetals Startzustandientendie Zusténdd(0)) =
|n,k = n — 1,m = 0) mit denHauptquantenzahlen = 5,10, 20, 30, 40, 50,
alsodie parabolischerzustandemit der, einfach gesagtstarksten_okalisierung
entlangder z-Achse.Die skalierteFrequenazler elektrischerPulseentlangder z-
Achsemit demImpulsiibertragAp = 0.01 betrug? = 16.8. Die gestrichelten
Linien zeigendie klassischeAutokorrelationsfunktion

PiL(t) = / dqdpdE f(q,p,t) . (4.34)
E,—-A.<Hyg<E,—A,

Dabeiist f(g, p, t) dieklassisch&Vahrscheinlichkitsdichtam Phasenraunk,, =

—1/2n? undA,, = 1/4(n — 1)* — 1/4n?. Dahier die quantisierterEneigienive-
ausmiteingehenjst (4.34) nicht exakt skalenivariant. Der genaueVerlauf von

P]g’cf (t) hangtvon derWahl der Starttrajektorierah Eszeigtsichjedoch,dalRder
qualitative Verlauf bei einer grol3erAnzahl von Starttrajektorierauchbei unter

schiedlicheVerteilungim Phasenraurstetsahnlichist undinsbesonderéir lan-

ge Zeitenbzw. einergroRenAnzahl von elektrischenStéRenabnimmt,wahrend
die quantenmechanisch&utokorrelationsfunktioroszillatorisches/erhaltenmit

naherungsweiskonstanterAmplituden zeigt. Darin manifestiertsich die Quan-
tenlokalisierunglesgekicktenWasserstds.

Die Ergebnisseder dreidimensionalemuantenmechanischd®echnungsind
fur kleinereHauptquantenzahlemhezwnunterscheidbarom eindimensionalen
Fall. Fir héheren kommteszunehmendu Abweichungerin der Amplitude der
Autokorrelationsfunktiondie Frequenzleibt jedochnahezwrnverandertOffen-
sichtlichist derzur Quantenlokalisierun§ihrendeMechanismusuchim dreidi-
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mensionalertall vorhanden.

In Abbildung 4.20 sind die Autokorrelationsfunktionewon Stark-Zustanden
der Hauptquantenzahi = 20 mit unterschiedlichemparabolischeQuantenzah-
len aufgetragendie dengleichenelektrischerPulsenwie dern = 20-Zustandin
Abbildung4.15ausgesetzind.Mit abnehmendet-Quantenzahdinddie Zustén-
de starler auf der negativen z-Achselokalisiert. Lokalisierungauf der negativen
z-Achseist gleichbedeutendit Lokalisierungauf der positiven z-Achse,jedoch
mit umgedrehterlektrischerPulsenln Kapitel 4.3 hatsichgezeigtwie drastisch
sichdie eindimensional®ynamik bei Umkehrungder Pulsrichtungindert.Man
kénnteannehmengdaf3sich bei abnehmendek-Quantenzahéine @hnlichdrasti-
scheAnderungder Systemdynamilkeigt, wasjedochoffensichtlichnicht der Fall
ist. In dereindimensionaleynamikist die positive und negative z-Achsedurch
die Coulombsingularitatinuberwindbagetrenntlm mehrdimensionaleRall exi-
stiertfur dasElektronjedochstetseinenichtverschwindend&Vahrscheinlichkit,
sichin beliebigerRichtungum die CoulombsingularitdbufzuhaltenDaherliegt
im mehrdimensionalefall im Prinzip stetseine Mischungder eindimensional
strenggetrennterSystemenmit bzgl. der z-Achsepositvenund negativen elekri-
schenStoRervor.
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Abb. 4.15 Autokorrelationsfunktioneri(i(t)|1o)|? der Stark-Zustandén,k =
n —1,m = 0) mit denHauptquantenzahlen= 5, 10, 20, 30, 40, 50 unterEinfluf}
hochfrequenteFeldimpulsemit 7 = 16.8 und Ap = 0.01. Die gestricheltd_inie
ist die klassischedutokorrelationsfunktior(sieheText).
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Abb. 4.16 Autokorrelationsfunktioneder Stark-Zustandén = 20, k, m = 0) mit
den parabolischerQuantenzahlet = 1,7,13,19 unter Einflu hochfrequenter
Feldimpulsemit 7 = 16.8 und Ap = 0.01.
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4.4.4 Vergleic h mit klassisc hen Rechnungen

GemaldesGrundproblemslesQuantenchaostellt sichdie Frage jnwieweit sich
daschaotisché/erhaltender klassischerBehandlunglesSystemadesgekickten
Wasserstdatoms,wie in Kapitel 4.3 damgestellt,in derquantenmechanisch&e-
handlungoemerkbamacht.[Reinholdetal. 1997 fuhrtenin Parameterbereichen,
in denenregulére Strukturenim Phasenraumorhandersind, klassischeMionte-
Carlo-Rechnungedurch.Dabeizeigtesich, daf3sich die Regularitatunmittelbar
im lonisationserhaltenniederschlagtle groRerder Uberlappdes Starttorusmit
denregularenStrukturenist, destogeringerist die lonisationsvahrscheinlichkit.
Das Korrespondenzprinzitaf3t fir Rydbeg-Atome ein éhnlichesVerhaltener-
warten.Jedochzeigte sich bereitsin den voranggangenerKapiteln, dald quan-
tenmechanisch&ffekte wie ResonanzerzwischendiskretenEnegieniveausbei
periodischeAnregungund Quantenlokalisierunginegrof3eRolle spielen.

Im unterenBild der Abbildung4.17ist die Survival Probabilityin Abh&éngig-
keitvonderskalierterFrequenzberechnemit klassischeionte-Carlo-Methoden
von[Reinholdetal. 1997 fur WasserstdfundKalium aufgetragenAls Ausgangs-
zustanddiente ein mikrokanonischeg€nsemblewelchesder Enegie einesn =
388-Zustandsentspricht Die Drehimpulsquantenzaldt dabeil = 1 unddie Ma-
gnetquantenzalginem Experimentgemafistatistischverteilt. Die charakteristi-
scheZunahmeder Survival Probabilityim Bereichzwischen? ~ 0.8 — 5 tritt
auchbei einfachen eindimensionaleklassischemModellenauf undlaftsichein-
deutigmit denreguléarenStrukturender stroboskpischenPhasenraumschnitte
Verbindungoringen[Frey etal. 1999.

In denquantenmechanisch&echnungedieserArbeit tretendieseStrukturen
nicht ausgepragauf. In Abbildung 4.18 ist der Verlauf der Survival Probability
in Abhangigleit von der skaliertenFrequenzbei elektrischenPulsender Stéarle
Ap = —0.3 fUr die Startzustdndén = 20,k = 19,m = 0) (oben)und|n =
9,1 = 0, m = 0) (unten)nachjeweils 50 Pulsenaufgetragen.

Es zeigensich allerdingsbei der Anzahl der von den Wellenpaletendurch-
streiftenPhasenraumzelleim Abhangigleit von der FrequenzahnlicheStruktu-
ren.Die Anzahlder PhasenraumzellemachAblauf der Zeit 7 lassersichausder
Autokorrelationsfunktiorwie von [Heller 1987 angeyeberberechnen:

NL - ;0/ (1 - ;) ORI (4.35)

T

Im obererBild derAbbildung4.17ist die AnzahlderPhasenraumzellén Abhan-
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Abb. 4.17 Oben:Anzahl der durchstreiftenPhasenraumzelledes Startzustands
[tho) = |n = 9,k = 0,m = 0) nach50 bzw. 100 elektrischerPulsenmit Ap =
—0.3 in Abhé&ngigleit der skaliertenFrequenz Unten: Survival-Probabilityvon
Wasserstdf undKalium-Zustandemit n = 388 in Abhangigleitvonderskalier
tenFrequenzderechnetit CTMC (entnommeraus[Reinholdetal. 1997).

gigkeit der skaliertenFrequenzler elektrischerPulsefir 50 und 100 Pulseauf-
getragenDie Parametemwurden,sowneit moglich, denSkalierungsgesetzgn.19)
gemallden Parameterrnvon [Reinholdetal. 1997 fiir den Startzustandy) =
|n = 9,1 = 0,m = 0) angepassOffensichtlichdurchstreiftdasWellenpaletin
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Frequenzbereicheim denenesin derklassischerRechnungrerstarktzu lonisie-
rungkommt,entsprechenchehrPhasenraumzellen.
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Abb. 4.18 Survival Probabilityin Abh&ngigleit von der skaliertenFrequenzbei
elektrischerPulsender Starle Ap = —0.3 fur die Startzusténdén = 20,k =
19, m = 0) (oben)und|n = 9,1 = 0, m = 0) (unten)nachjeweils 50 Pulsen.
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4.4.5 Experimentelle Aspekte

Bislangfindet sichin der Literatur ersteine experimentelleRealisierungdesge-
kicktenRydbegatomdFrey etal. 1999. DabeiwurdenKalium-AtomedurchLa-
serpulsevom GrundzustandufRydbegniveauslerHauptquantenzahlen ~ 388
angergt. Die klassischkorrespondierende/mlaufdauermetragtl;,,—3ss ~ 9 ns.
Nachder Anregungpassieremie Atome Elektrodendurchdie mittelseinesPuls-
generatorsnit Frequenzerzwischen20 Mhz und 230 Mhz die elektrischerPulse
realisiertwerden.Die elektrischerPulsehabeneinezeitlicheDauervon Tp = 2
ns.Damitist die Voraussetzun#.9)erfiillt. Nachdendie Atome 10 bis 50 elektri-
schenPulsenausgesetawvurden,wurdedie lonisationsvahrscheinlichkit gemes-
sen.

Mit demin dieserArbeit vorgestellterVerfahrenist eszwar prinzipiell mog-
lich, auchdie Dynamik von Wellenpaletenmit Anregungen,die mit denenim
durchgefuhrterExperimentvergleichbarsind, zu berechnenJedochist der Re-
chenaufvanddurchdengrol3enintegrationsradiusind die damitverbundenenohe
Anzahlfiniter Elementeunddie langencharakteristischeBeitensehrhoch.

Firdie in dieserArbeit berechnetemVellenpalete mit Anfangszustandeder
Hauptquantenzahlen ~ 5 — 50 ist mit Elektroden,die mit modernenPulsge-
neratorengesteuertwerden,die Bedingung(4.9) nicht zu erfullen. Mittlerwei-
le ist esjedochgelungen periodischelLaserpulsemit einer zeitlichenDauerim
Attosekunden-Bereichu erzeuger{z.B. [Kien etal. 1999). In diesemBereichist
es jedochschwierig, zeitliche Aquidistanzder Pulsezu gewahrleisten Es stellt
sichdie Frage wie grol3die Abweichungerder PeriodendauezwischendenPul-
senseindarf,umdennoctErgebnisseleridealisierterSimulationerexperimentell
nachwllziehenzu kénnen.

Abbildung4.19zeigtdie Resonanzwischendenn = 9- undn = 10-Niveaus
ausKapitel 4.4.2bei zufélligen Abweichungenvon der exaktenPulsperiodd” =
5357 von 5% (oberesBild) und 10% (unteresBild). Bei einer Abweichungvon
5% bleibt dasResonanzerhaltenim Wesentlicherunberihrt.Bei einer Abwei-
chungvon 10% tritt bereitsnach300 PulseneineerheblicheAbweichungein, die
Wahrscheinlichkit desElektrons,sich auf denn = 9- undn = 10-Niveauszu
befindenpetragtiediglich ~ 0.8.

UnempfindlicheilgegeniberzeitlicherAbweichungerder Periodendauezeigt
sichdasSystemim Parameterbereiclin dem,wie in Kapitel 4.4.3gezeigtQuan-
tenlokalisierungauftritt. Abbildung 4.20 zeigt den Verlauf der Autokorrelations-
funktion des Startzustandgyy = |n = 20,k = 19,m = 0) mit den&uferen
Parameterrentsprechend\bbildung 4.15 bei zufalligen Abweichungervon der
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Abb. 4.19 AnderungdesResonanzerhaltendeizufalliger Abweichungvonstren-
gerPeriodizitatderelektrischerPulsebei Abweichungervon 5% (oben)und 10%
(unten).Die ParameteentsprechedenDatenausAbbildung4.13.

exaktenPeriodendaueum 5% (oberesBild) und 10% (unteresBild). In beiden
Féllentretennur sehrgeringeAbweichungervon deridealisierterRechnungauf.
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Abb. 4.20 Autokorrelationsfunktionemwon Stark-Zustandeim Hochfrequenzbe-
reich bei zuféalliger Abweichungvon strengerPeriodizitatder elektrischenPulse
bei Abweichungervon 5% (oben)und 10% (unten).Die Parameterentsprechen
denDatenausAbbildung4.15.
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446 Gekickte Alkaliatome

Vom experimentellenStandpunktist die Dynamik von gekicktenAlkaliatomen
interessanterda Experimentemit Alkaliatomeni.A. leichter zu realisierensind
als mit Wasserstdf Naiv konntemanannehmengdaR die Dynamik von Alkali-
Rydbegzustandenvegender Wasserstdéhnlichkeit den Ergebnisserder voran-
gegangeneikKapitelnsehrahnlichist. Durchdie elektrischerPulsekanndasElek-
tron jedochin Kernnahegeratenwo sich die Quantendefekteyerursachidurch
dasFeldderandererElektronenauswirlen.

Beim SystemdesdiamagnetischeRydbegatomsmachtesich bei Wellenpa-
keten,die anfanglichauf klassischerperiodischenOrbits des Wasserstdatoms
lokalisiertsind, der Einflu3 der kernnaherilektronendurch Streuungvon Teilen
desWellenpaletsaufanderéWasserstdfori bemerkbafSchweizefJans199§.

In Abbildung4.21ist dieselbeRechnungwie in 4.14,jedochfir Lithium dar
gestellt.Die Unterschiedesind gravierend.In Tabelle4.1 sinddien = 8,9, 10-
Niveausvon Lithium ohne externe Felder aufgefuihrt. Darausgeht hervor, daf3
die Pulsperiodel’ = 5357 der Ubegangsperiod@ern = 8,1 = 1-undn =
9,1 = O-LithiumniveausTy i+:9,0 = 5516 am nachsterkommt. Tats&chlichist
P,_5(t) + P,—9(t) ~ 1. Durchdie Quantendefekt&ird die /-Entartungaufge-
hoben.Dadurchstimmt die Ubemgangsperiodauf Niveausmit héherenDrehim-
pulsquantenzahleschlechtemit der Periodeder elektrischerPulsetbereinund
werdendeshalbnicht bevdlkert, wasmanaucham zeitlichenVerlaufvon < I >
erkennenkann. Es liegt eine fast exakte Zweizustands-Resonarmmvischenden
n = 8,1 = 1- undn = 9, 0-Niveausvor. Die Wahrscheinlichkit, daldern = 10-
Zustandwie im Falle desWasserstd bevolkertwird, istnahezwgleichO (gepunk-
teteLinie).

Entsprichtdie Periodeder elektrischerPulseexakt der Ubergangperiodewi-
schendemn = 8,I = 1- unddemn = 9,0-Lithiumniveau(T' =~ 5515), so
ergibt sich eine Besetzungder n = 8- undn = 9-Niveausentsprechendb-
bildung4.22.n = 7-NiveaushdhererDrehimpulsquantenzakhlabendie Enegie
E; ~ —0.01. Die Ubemgangsperiodewischendemn = 8,1 = 1-Niveauundden
n = 7-NiveausbetragtT ~ 2730 undentsprichtdamitungefahrdererstenOber
frequenzderanreggenderelektrischerPulse(5515/2 = 2757.5). Dadurchkommt
eszueinerBevolkerungdern = 7-Niveaus.

Nebendem vemglichen mit Wasserstdf gednderterResonanzerhaltengeht
auchdiein Kapitel4.4.3gezeigteQuantenlokalisiserungerloren. Abbildung4.23
zeigtein VergleichdesVerlaufsder Autokorrelationsfunktiorvon Wasserstdf Li-
thiumundNatriumim Falle hochfrequenteelektrischelPulse Die Parameteent-
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n=28

n=9

n =10

-0.0086640404334
-0.0079045845348
-0.0078141798%62
-0.0078125154263
-0.0078125000097
-0.0078125000016
-0.0078125000000
-0.0078125000000

-0.0067654 778635
-0.0062375944081
-0.0061740378683
-0.0061728508881
-0.0061728395622
-0.0061728395082
-0.00617283950867
-0.0061728395067
-0.0061728395067

-0.0054289238165
-0.0050472441083
-0.0050008832742
-0.0050000085808
-0.0050000000445
-0.0050000000002
-0.0050000000000
-0.0050000000000
-0.0050000000000

O©CoO~NOUTPA,WNPEO—

-0.0050000000000

Tab. 4.1 Enegienvon Lithium-NiveausderHauptquantenzahlen= 8,9, 10. Die

Datenwurdenmit demin Kapitel 2 vorgestellterVerfahrenberechnet.

sprechemenerderAbbildung4.15mitn = 20 (|¢%) = |n = 20,k = 19, m = 0),
7 = 16.8, Ap = 0.01). Die Startzustandeon Natrium und Lithium wurdenmit
denin Kapitel 2 vorgestelltenVerfahrenberechnetOffensichtlichkommteszu
einerAufhebungderQuantenlokalisierung.

Im Falle von Ein-Elektron-AtomerhdhererKernladungszahbkt dasProblem
durcheine Z-Skalierungdesexternenelektrischerfeldeswiederauf dasWasser
stoffproblemzurtckfihrbarBei vollbesetzterAlkaliatomenerfahrenAnteile des
Wellenpalets,die in Kernnéhevordringen,ein der héherenKernladungentspre-
chendstarlereselektrisched=eld. Eine globale Skalierungder elektrischerPulse
ist nichtmoglich.
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Abb. 4.21: Entwicklungder Autokorrelationsfunktiondem Uberlappmit Zustan-
dendern = 8,9, 10-Mannigfaltigkeitenund desErwartungswertgler Drehim-
pulsquantenzah{l) desLithium-Zustandgie) = |Li n = 9,1 = 0, m = 0) unter
EinfluBkurzerFeldimpulsemit F = 2 - 10~2 mit derPeriodeT’ = 5357.
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0 o ‘ ¥ ‘ ¥ L =
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AnzahlderPulse
Abb. 4.22 Entwicklung der Autokorrelationsfunktionund der Uberlappmit Zu-
standerdern = 7,8, 9-MannigfaltigkeitendesLithium-Zustandgg) = |Li n =
9,1 = 0,m = 0) unterEinfluR kurzer Feldimpulsemit F = 2 - 10~2 mit der
Periodel” = 5515.
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Abb. 4.23 Autokorrelationsfunktionewler Stark-Zustandén = 20,k = 19,m =
0) fir Wasserstdf NatriumundLithium unterEinfluR hochfrequenteFeldimpul-
semit 7 = 16.8 undAp = 0.01.
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4.5 Ultrakurz e alternierende elektrisc he Pulse

Die Variantedesgekicktenwasserstdatomsanit alternierendereldimpulserwu-
dein derLiteraturbislangnurdirftig behandel{[ Tanniaretal. 2000],[Carnegie 1984,
[Casatietal. 1994). Daszu (4.11)analogesxternePotentiallautet

S—-1
Veat () = 7- AF D> _(-1)F6(t — kT) . (4.36)
k=0

Wie beim herkémmlichengekicktenWasserstdatom gibt es auchhier Parame-
terbereichein denender Phasenraunm regulareund irreguléreBereicheaufge-
teilt ist. Abbildung 4.24 zeigt einenstroboslopischerPhasenraumschnitbit Im-
pulsiibertradgemwon |Ap| = 0.3 und der Frequenzv = 27. Eswurdendie Pha-
senraumpunkteinmittelbarnachjedem Puls, unabhangigvon der Pulsrichtung,
geplottet. Daher ergibt sich eine offensichtliche Uberlagerungregularer Struk-
turen.[Tannianetal. 200Q fuhrtenfur die gleichenParameterdreidimensionale
Froeschlé-Schnittam p = 0.1 undp, = 0 durch.Die wesentlicherPhasenraum-
strukturenbleibenerhalten.Liegt der Starttoruswie in Abbildung 4.24 so, dal3
eine groReUberlagerungnit regularenStrukturengegebenist, so ergibt sichin
denklassischefRechnungeron[Tannianetal. 200q0 eineErhdhungderSurvival
Probability Verandertmandie Frequenzso ,wandern“die regularenStrukturen
unterdemStarttorushinweg, die lonisierungsvahrscheinlichkit steigt.

In Abbildung4.25ist im unterenBild die Survival Probabilitydervollstandi-
gendreidimensionaleRechnungiach50 alternierenderfPulsenmit demskalier
tenImpulsiibertragAp| = 0.3 in Abhangigleit von der skaliertenFrequenzauf-
getragenDer AusgangszustandarwiederderStark-Zustandk)) = |n = 20,k =
19, m = 0). Wie schonbeimgekicktenWasserstdfmit festerPulsrichtungst von
denPhasenraumstrukturemchtszu erkennenNachdenklassischerRechnungen
von [Tannianetal. 2000 sollte sich ein eindeutigerPeakum die skalierte Fre-
quenzy = 1 zeigen.Auch beider AnzahlderdurchstreifterPhasenraumzellan
Abbildung4.250ben,ist davon nichtszu erkennen.

Auch bei diesemSystemwerdenklassischeEigenschaftemurchquantenme-
chanischeeigenheiterverwischt.
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Abb. 4.24; StroboslopischePhasenraumschnittit Impulsiibertragemon |Ap| =
0.3 und der Frequenzv = 2x. Die durchgezogeneinie entsprichteinemunge-

stortenTorusderEnegie £ = —%.
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Abb. 4.25 Oben:Anzahl der durchstreiftenPhasenraumzelledes Startzustands
|o) = |n = 20,k = 19,m = 0) nach50 alternierendermlektrischerPulsenmit
|Ap| = 0.3 in Abhangigleit derskaliertenFrequenzUnten:Survival-Probability
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4.6 Zufallsver teilte elektrisc he Pulse

Um die Dynamik atomarerZustandebei Beschusson Festkdrperoberflachezu
simulieren,wurde von [Mellesetal. 1993 das Modell des mit elektrischens-
Pulsenangergten Atoms vorgeschlagenDie zeitlichen Abstandezwischenden
PulsenunterliggendemZufall.

Im Folgendenwird der Einflul3 verschiedeneWariantenvon Zufallspulsse-
quenzemit jeweils 50 Pulsermit demStartzustanfi)o) = |n = 20,k = 19, m =
0) beieinermittlerenPeriodendaueronT' = 2990 untersucht.

In Abbildung 4.26 obenwurde die elektrischeFeldstarle F = 0.015 und
die RichtungdesFeldeskonstantgehalten Daslinke Bild zeigt die Besetzungs-
wabhrscheinlichkitgehundeneZustandenit derDrehimpulsquantenzahbchden
50 Pulsen.Das rechteBild zeigt die Besetzungsahrscheinlichkit getundener
Zustandenit der Hauptquantenzahi. Die lonisationsvahrscheinlichkit betragt
nach50 Pulsenls, = 0.276. Andertmandie zeitliche Zufallssequenzer Pulse,
erhéltmansehrahnlicheErgebnisse.

In Abbildung 4.26 untenwurde die Feldstarle wieder konstantgehalten je-
dochmit alternierendeRichtung.Die Verteilungauf die gelundenenZustande
ist beziglichderl-Quantenzahéehrahnlichwie im oberenBild. Die lonisations-
wahrscheinlichkitist mit Iy, = 0.223 ebenélls sehrahnlich.

In Abbildung 4.27 obenwurdeauchdie elektrischeFeldstarle zufallsverteilt.
Die mittlere Feldstérle betrug ' = 0.015. Die RichtungdesFeldeswurde kon-
stantgehaltenDie lonisationsvahrscheinlichkit betragtl;o = 0.256.

Im unterenTeil der Abbildung4.27wurdebei einerzufallsverteiltenmittleren
Feldstarke F' = 0.015 die RichtungdesFeldesalternierencangesetztDie lonisa-
tionswahrscheinlichkit betragtlso = 0.255.

ZusammerdssenkannmanfeststellendaRnachhinreichendvielen Pulsen
bei mittlerer Periodendaueund Feldstérle die Detailsder Zufallssequenkeinen
wesentlicherkinfluR auf die lonisationsvahrscheinlichkit haben.
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Abb. 4.26 WahrscheinlichkitenderBesetzungon gelundenerzustandernn Ab-
hangigleitderQuantenzahlehundn nach50 zeitlich zufalligenelektrischerPul-
senmit einer mittleren Pulsperiodevon T = 2990. Oben:konstanteFeldstérle
F = 0.015 in konstanteRichtung,unten:konstante~eldstarle £ = 0.015, alter
nierendePulse.
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Abb. 4.27. WahrscheinlichkitenderBesetzungon gelundenerzustandernn Ab-
hangigleitderQuantenzahlehundn nach50 zeitlich zufalligenelektrischerPul-
senmit einermittlerenPulsperiodeson T = 2990. Oben:zuféllige Feldstarke mit
demMittel F = 0.015 in konstanteRichtung,unten:zufallige Feldstarle mit dem

Mittel £ = 0.015, alternierendéulse
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5 Viel-Elektr onen-Atome in
Neutronensternma gnetf eldern

Die quantitatve Analyse deselektromagnetischeSpektrumseinesNeutronen-
sternserlaubtprinzipiell die BestimmungseinerParametemwie Oberflachentem-
peratur Masse RadiusundMagnetfeld Aus derKenntnisdieserParametefassen
sichdannRuckschlueuf die innereStruktur ziehen.Die Berechnungsyntheti-
scherSpektrenerfolgt anhandvon ModellatmosphérergjerenVergleich mit der
Beobachtunglie korrektenSternparametdiefern. Fir die Modellierungbendtigt
manjedochKenntnisseiberStrahlungstranspound Opazitatenywelchedurchdie
in der Sternatmosphareorhandenerklementeund denin denElementermég-
lichen atomarenUbemgéngenmitbestimmtwerden. WahrendatomareDatenwie
Enegieniveausund Oszillatorstéarkn von Wasserstdfund Helium auchin Ma-
gnetfeldstarkn, wie sie bei Neutronensternewermutetwerden(B ~ 108 T), in
ausreichendezahl vorhandersind, sind Datenvon schwererElementersehrrar.

Ein einfachesArgumentfiir die in NeutronensterneauftretendemMagnetfel-
derderobengenannterGrofReist die magnetisch&luRerhaltungB - R? = const.
in PlasmakugelnGehtmanvoneinemSternmittlererGroReaus mit einemRadius
von R; = 10°m und einemMagnetfeldvon B; = 0.1 T soemibt die FluRerhal-
tungB; - R? = By -Rfc beieinemKollapsaufdentypischerNeutronensternradius
R; = 10*m ein Magnetfeldvon B; = 108 T.

In einemBallonexperimentwurde dasRontgenspektrumron Her X-1 erfaf3t
[Trimperetal. 1977 (sieheAbb.5.1). Interpretiertmandie Linie bei 58 keV als
Zyklotronemmissionslinieyerursachdurch einenUbemgangvon freien Elektro-
nenvom erstenangergtenLandaunveau(Drehimpulsquantenzaljl = 1, Spin-
quantenzaht = —1 oderj = 0 unds = 1) zumGrundzustandj = 0,s = —1),
sokannmanausdenanalytischbekannteandaunveaus

mc

1/2
Ej,s:mc2<[1+<pz)2+(2j+s+l)BB] —1> (5.1)
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HER X-1 Abb. 5.1: Rontgenspektrurmon Her X-1

- (entnommenaus [Trimperetal. 1977).
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auf ein Magnetfeldvon 5.3 - 108 T schlieRenHierbeiist B, = (m?c®)/eh =
44.14 - 10® T und p, der Impuls des Elektronsentlangdes Magnetfelds.Man
kannallerdingsauchdie Linie bei42 keV alseineAbsorptionslinieinterpretieren,
woraussichein Feldvon4 - 108 T ergibt.

Es liegt auf der Hand, daR3sich die Struktur der Atomhille in magnetischen
FelderndieserGrof3enordnungtarkverandertAllgemeinlafiitsichfeststellendafd
die WahrscheinlichkitsdichtenginfachgesagtsenkrechzumMagnetfeldzusam-
mengedrickverden[Ruderetal. 1994.

In jungsterZeit wird mit den RontgensatelliterChandra und XMM-Newton
umfangreicheNeutronensternspektroggiebetriebenlm Vordegrundstehenda-
bei Untersuchungersolierter Neutronensternaja die Strahlungder Oberflache
nicht von der starken Emmissioneiner Akkretionsscheibeaiberlagertwird. Die
meistenUntersuchungemit Chandra und XMM-Newton konntenkeineHinweise
auf Absorptionsliniererbringen(Ein Uberblickfindetsichin [Pavlov etal. 2003
und [Becker, Aschenbacl2003), dennocHiefertensie neueAnsatzefur dasVer-
standnisvom Aufbau der NeutronensternatmosphéréRaviov etal. 2003 konn-
ten diese Spektrenmit ihrem Modell einer Wasserstdatmosphéren Einklang
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Abb. 5.2 Chandra/ACIS-SpektrundesNeutronensternsE 1207.4-5209entnom-
menaus[Hailey, Mori 2007). Die Absorptionsfeatureegenbei~ 0.7 keV und
~ 1.4 keV.

bringenund OberflachentemperatURadiusund Masse-Radius-&thaltniseiniger
Neutronensternbestimmen.

Das ersteund bislangeinzige Neutronensternspektrurdas Absorptionslini-
en zeigt, ist dasSpektrumvon 1E 1207.4-5209Sanwal et al. 2002], sieheAb-
bildung 5.2 (entnommenaus [Hailey, Mori 2003). [Sanwal et al. 2002] haben
zur Erklarungder Linien dasVorhandenseiwon einfachionisiertemHelium bei
B = (1.4 — 1.7) - 10° T vorgeschlagenMereghettietal. 2003 haltenauchei-
ne Eisenatmospharmit einemMagnetfeldvon 102 T fiir mdglich, jedoch pra-
sentierersie kein eigenedModell sonderrverweiserauf [Rajagopalet al. 1997].
[Hailey, Mori 2003 konntendasSpektrumandie ErgebnissehresAtmosphéaren-
modellsfitten, ausgehengon einemhohenAnteil anheliumahnlicherSauerstdf
undNeonin einemMagnetfeldvon ~ 108 T.

Auch an der Universitat Tubingenwerdeninsbesonderén der Arbeitsgrup-
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5 Viel-Elektronen-Atomén Neutronensternmagnetfeldern

pe von Prof.WernerNeutronensternatmosphareadelle entwickelt. Da Neutro-
nensterndetztendlichkollabierteEisenlernevon massereiche8ternersind,wird
hier jedochvon einerAtmosphareausEisenionerausggangenZur Modellierung
benétigtmandie atomarerDatenTausendebis Millionen Ubergéngealler lonisa-
tionsstufenIn diesemKapitel wird ein Verfahrenvorgestellt, mit demin kurzer
Zeit diese Datenmengerproduziertwerdenkdnnen.Dazu werdendie Hartree-
Fock-Gleichungerin adiabatischeNaherungmit der Methodeder Finiten Ele-
mentemit B-Spline-Interpolatiorgeldst.AbschlieRendvird der Programm-Code
parallelisiert.

Um sich die wesentlicherVerhéltnisse Symmetrien Quantenzahleand nu-
merischerMethodenklarzumachenwird im Folgenderzunachsasserstdfbe-
trachtetbevor dannabKapitel5.2aufdie schwererefElementesingegangerwird.

5.1 Wasserstoff im starken Magnetf eld

5.1.1 Hamiltonoperator

Der nichtrelativistischeHamiltonoperatorfiir Wasserstdfin einemstarlen Ma-
gnetfeldentlangder z-Achselautet(siehez.B. [Fal3binderl997)

H:—%A—%+ﬂlz+%ﬂ2p2—ﬂ : (5.2)
Die erstenbeidenTermereprasentiereden Operatorfir die kinetischeEnegie
unddasCoulombpotentiakwischenKernund Elektron.Der 3. und4. Termstellt
die para-bzw. diamagnetisch&Vechselirkung dar. Der 5. Term ist die Ener
gieverschielbingaufgrundder Wechselirkung zwischerElektronenspirund Ma-
gnetfeld.Hier wurdebereitsdavon ausggangengdalider Elektronenspirantipar
allel zum Magnetfeldausgerichtetst. Bei einemFeld von 2 - 108 T wiirde ein
Spinflip eineEnegieerhthungon 25 keV bedeutenwaszu einerlonisierungdes
H-Atomsfihrenwirde.

5.1.2 Entwic klung nach orthogonalen Basisfunktionen

Bei einemMagnetfeldvon By = 4.7 - 10° T ist die Coulombkraftgleichgro
wie die Lorentzkraftbzw. der Coulombradiuggleich dem Larmorradius.Unter
halb diesesFeldstberwigyt die Kugelsymmetriedes Coulombfelds,so daf3sich
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5.1 Wasserstdfim starken Magnetfeld

Entwicklungenin spharischetoordinateranbieten:

p(r,0,9) = ZRM )Yim (0, 9) (5.3)

Im GegensatzumfeldfreienFall, wo derGesamtdrehimpulksineErhaltungsgrofe
ist, muRflr B # 0 eine Superpositionvon Drehimpulszustandeangesetziver-
den.Die z-Komponentedes Drehimpulseswelche mit der Magnetquantenzahl
m verknupftist, ist auchbei externemMagnetfeldeine ErhaltungsgroRegben-
sodie Paritatr. Y, (8, ¢) sind die Kugelflachenfunktionennd als radialabhan-
gige FunktionenR,,; kommenvollstandigeBasisfunktionerwie z.B. die Sturm-
LiouvilleschenFunktionenin Betracht.(5.3) und (5.2) fihrenzusammemit der
zeitunabhangigeB8chrodingegleichungauf gavdhnlicheEigenwertproblemeur
Bestimmungder Enegienund Wellenfunktionen.

OberhalldesReferenzfeldd3, Gberwiegt die ZylindersymmetrielesMagnet-
felds.Dahersind Entwicklungenin Zylinderkoordinatereweckmafig:

$(z,p, ¢ ZPm brm(p: ) - (5.4)

Dabeiist v die QuantenzahderQuantisierungler z-Achse welchewie die Haupt-
quantenzahh beimfeldfreienWasserstdfmit derKnotenzahiderWellenfunktion
verknupftist, n ist hier die Landauguantenzaiid

¢nm(p> ¢) = = eim¢ (ﬁ) ’ e_QL:QL_L;n (é> (55)
ar+/mnl(n —m!) ar, aj
sinddie Landaufunktionemit demLarmorradiusy;, = 4/1/3. Die Landaufunk-

tionensind die Wellenfunktionenvon freien Elektronenim auf3ererMagnetfeld.
Siesindorthogonalundnormiert:

27

/ dé / pdp &t bnim! = Onm Ommy - (5.6)
0

0

Fur 3 — oo verbleibtvon derEntwicklung(5.4)lediglich
V(z,p,0) = Pum(2) - dom(p,9) - (5.7)

Auch bei Neutronensternmagnetfeldestellt (5.7) einebrauchbaréaherungiar,
dadasersteangergte Landaunveaubei einemFeldvon z.B. 2 - 108 T eineum
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5 Viel-Elektronen-Atomén Neutronensternmagnetfeldern

25 keV hohereEnegie besitztund damit Bindungszustandausgeschlossesind.
Man sprichtbei demeinfachenProduktausz-abhéngigeFunktionundeinerLan-
daufunktiondes niedrigstenLandaunveausin diesemZusammenhangon der
.adiabatischefNaherung"“.

5.1.3 Energieniveaus

In Abbildung 5.3 sind die im feldfreien Fall niedrigstenfiinf Enegieniveausin
Abhangigleit von Magnetfeldaufgetragen.Am linken RanddesDiagrammsist
zu erkennen,wie sich die im Grenzall 3 — 0 enepgetischentarteterNiveaus
bei steigendenMagnetfeldzunehmendufspaltenZunachstdominiertim Hamil-
tonoperators.2 der paramagnetisch&erm. ZustandeunterschiedlicheMagnet-
gquantenzahleerrhalteninnerhalbeinern-Mannigfaltigkeit unterschiedlich&ner
gie (Zeeman-Hiekt). Der zunehmend&influl? desdiamagnetischeiermsfihrt

1 0 —2 1 / / 1 1 il 1 1

/ -

J iny

] -
— <7 7 —
g ——
1 0 i \\%s‘\\ i
\\\‘v -
AN

10° ‘ |
10" S \

10-*  10-% 10~ 10-', 10°  10° 102  10°

g
Abb. 5.3 Enegieniveaus der Wasserstdfustande mit den Hauptquanten-
zahlenn = 1,...,5 in Abhéngigleit vom Magnetfeld (Enthommen aus

[Ruderetal. 1994).
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5.1 Wasserstdfim starken Magnetfeld

=0 B=1 B=10 B=100 B=1000
e =0T [-27 [-3° 071" [-2° [3% jne 017 [-2" [ e [ [-3 ]
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Abb. 5.4 Termschemades Wasserstd§ flr 5 verschiedenéMlagnetfeldstarkn
(Entnommeraus[Ruderetal. 1994).

zueinerDurchmischungon ZusténdeminterschiedlicheDrehimpulsquantenzahl.
Oberhalbvon etwa 8 = 10~2 beginnenZustandemit positiver Magnetquanten-
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zahl auf hohereLandaunveausgehobenzu werdenund damit stark an Enegie
zuzunehmenAb etwa 8 = 10 korvergierendie Niveausmit v > 0, &hnlichzum
feldfreienFallwo E ~ 1/n?, gegeneineRydbegseriemit E ~ 1/v2. Die Enegie
derZustandemit v = 0 daggenwerdenmit zunehmenderfeldweiterabgesenkt
und divergierenlogarithmischim Grenzall 5 — oo. DieseZustandenenntman
»Tightly BoundStates'.

Nochdeutlichewird die Gruppierungn RydbegserierunddasAbsenlender
tightly boundStatesn Abbildung5.4. Die z-Paritatder Zustandewelcheausder
v-Quantenzahliberr, = (—1)” henorgeht,istandenNiveausdurchein + bzw.
— gekennzeichnet.

Fir Ein-Elektron-AtomehdhererKernladungszahgilt qualitatv dasgleiche
TermschemaQuantitatv ergebensich die EnegienveausausdenWasserstdhi-
veausmittelsdesSkalierungsgesetzes

E(Z,B)=27*-E(Z=1,B/Z% . (5.8)

5.2 Die Hartree-Foc k-Gleic hung en in
adiabatisc her Naherung

Im Folgendenwird dasHartree-fock-Verfahrenals Lésungserfahrenfir Mehr-
elektronenatomin extremstarken Magnetfeldernvorgestellit.

5.2.1 Grundla gen

Dain Neutronensternmagnetfelaedie ZylindersymmetriedesMagnetfeldsdo-
miniert, liegt esauf der Hand,denHamiltonoperatofiir ein N-Elektronensystem
in Zylinderkoordinateranzusetzten:

N .
182 18 182 82 o 1.

H = e ) —B2p2% _

,-:21 2<8p2+p8p+p23¢2+322>i Zﬂ6¢i+2ﬂ pi=F

1 1 1
-t == (5.9
Vi +z 2 Zz; |7 — 751
i#i

Auch hier wird davon ausggangen,dal3die Spinsaller Elektronenantiparallel
zumMagnetfeldausgerichtesind.
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5.2 Die Hartree-fock-Gleichungerin adiabatischeNdherung

Bei VernachlassigundesletztenTerm,derdie Coulombwechs&irkung zwi-
schenden Elektronenbeschreibtkénnte man den Hamiltonoperatomls Summe
von EinteilchenoperatoreauffasserundmittelseinesProduktansatzdgr die Ge-
samtwellenfunktionl (77, ...,7%) = ¥1(r7) - ... - ¥ (r) erhdltmanN unabhan-
gige Einteilchen-Schrédingeteichungen

hihi(77) = € (77) (5.10)

unddie Gesamtengie desSystemsmibt sicheinfachausder SummederEinteil-
chenenggie ¢;. Da eine physikalischsinrvolle GesamtwellenfunktiorinesFer
mionensystemantisymmetrisclunter Teilchervertauschungeinsoll, bestehtei-
neersteVerbesserundiesesehreinfacherModellsim AnsatzderGesamtwellen-
funktionin Form einerSlaterdeterminanteusEinteilchenwellenfunktioneg;:

) Pi(F1) - ()

T=—| : . (5.11)
v YN(T) - YN(TN)

Damit ist dem Pauli-Prinzip Rechnunggetragenwelchesausschliefl3tdaf sich
zwei Elektronenim gleichenZustandbefinden.n extrem starlen Magnetfeldern
werdenanalogzu 5.7 in adiabatischeN&herungdie Einteilchenwellenfunktionen
alsProdukteeinerz-abhangigerrunktionund einerLandaufunktiorangesetzt:

,wi(zap: ¢) = Pllimi (Z) ) ¢0mi (p7 ¢) ’ X(S) . (512)

Im Folgendenist die Rechnungauf dasniedrigsteLandaunveaubeschranktund
fur die Magnetquantenzahlegilt m < 0. Die Landaufunktiorfir n = 0 lautet:

bom(p; d) = _ 1 imie (ﬁ>me‘2'32%Lm (ﬁ) (5.13)
0om p) aL\/']W U,L —m a% . .

Da die Coulombwechse@lirkung der Elektronenuntereinandeeine nichtver
nachlassigbarBtérungdarstellt,ist eineSeparatiorin Einteilchengleichungewie
in (5.10) nicht mdglich. Eine weitverbreiteteNaherungsmethodzeur Berechnung
vonWellenfunktionerund Enegienvon Mehrelektronensystemest dasHartree-
Fock-Verfahren Beim Hartree-fock-Verfahrenwird daseinfacheEinteilchenbild
beibehalterunddie Elektron-Elektron-Véchselvirkung durcheffektive Potentiale
bertcksichtigtDie Enegie wird als Funktionalder Gesamtwellenfunktio® auf-
gefasstBei einerVariationder Gesamtwellenfunktiomnterder Nebenbedingung
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orthonormierteEinteilchenwellenfunktionen

N

§ (W, HE) = ei(hilghi)| =0 (5.14)

i=1

liefert das Minimum des Enegiefunktionalsdie ,beste” Slaterdeterminantem
SinnedesRitzschenVariations\erfahrens Die Lagrangeschearametere; sind
nachKoopmansTheoremdie Einteilchenenagien.Die Summealler Einteilchen-
enegienist jedochnicht die Gesamtengie desAtoms, dain jedeme; die Wech-
selirkung mit allen andererElektronenenthaltenist und damit bei einereinfa-
chenSummatiordoppeltgezahltwerdenwirde.

Bevor die Hartree-ock-Gleichungeraus(5.14)abgeleitetverden,ist esgin-
stig, den Hamiltonoperator(5.9) in eine Summevon Einteilchenoperatorennd
eineSummevon Mehrteilchenoperatoreaufzuteilen:

N
1
H—i;hﬁi Z} 9ij (5.15)
i#i
mit
1/ 82 10 1 62 0
hilp,d) = —= | o=+ -+ 5= —i , (5.7
(p,9) 9 (6‘p2 + p0p + p? 8¢? ! a¢i) ( )
hi(s) = -8 (5.18)
hi( ¢)——la—2 Z (5.19)
i\%5 P, 20922 pzz T Zz2 3 .
P S (5.20)
|7 — 7]
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5.2 Die Hartree-fock-Gleichungerin adiabatischeNdherung

Die Gesamtengjie lautetmit dieserAufteilung

N
Yihid
3. [ witwr
3 // B (PO () g2 (P )5 (7o) dr iy
iy J

jz#i
- 5 [ e e @Endn, 620
iy J

JFi

(U, H)

Il

MI»—A‘

DN =

In derintegrationliberr ist die IntegrationiiberOrts-undSpinraumenthaltenDas
erstelntegral enthéltdie kinetischeEnegie, dasCoulombpotentiakwischerKern
und Elektronund die Wechselirkung zwischenLadungund Spin desElektrons
unddemMagnetfeld.DaszweiteIntegral représentiertlie Coulomb-Wechselwir-
kung zwischenden Elektronenund dasdritte Integral die Austauschwechselwir-
kungderElektronenaufgrunddesPauliprinzips.

5.2.2 Die Einteilc henintegrale

DaserstelntegrallautetunterderBericksichtigunglerOrthonomiertheitlerWel-
lenfunktionemausgeschrieben:

27

/ ¥ hitpidr = / dé [ pdpd: (0, H)hi(p, 9)di(0,8) — B

27 e}

0 0
+ [ @ 0/ dg 0/ pdpP; ()67 (0, )iz, 0, P Bi(py9) - (5.22)

Die Indizesan P; und ¢; reprasentieremlie Quantenzahlemlesiten Elektrons.
Die erstenbeidenTermesindidentischmit der Enegie einesfreien Elektronsim
niedrigsterLandaunveau:

E=8 (% + s) . (5.23)
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Da wie obenerlautertfur alle Elektronens = —1/2 ist, verbleibtvon (5.22) nur
noch:

[ witoviar = / dz / dg / pdp P72 (0, $)hs(2, 9, ) Pi(2) 6> )

i . 182 Z
/dz/d¢/ﬂdpp (p, ®) <—§ﬁ - W) Pi(2)¢i(p, 9)

/ dzPi(z [ ; 68 S V;ff(z)]P,-(z) (5.24)

mit demeffektivenPotential

27

Vi) = - [ as / PGP0 e d) (629
VA i
0
Die Umformungenvon (5.25) in [Proschell983 fur die Magnetquantenzahlen
m = 0 undm = —1 lassersichleicht auf beliebigem erweiternund manerhalt

die numeriscHheichterberechenbarBorm
2Z 2
Vill(z) = - f / dyexp( VB zy——) - (%) . (5.26)

L{ sinddie assoziiertehaguerrepolynome.

5.2.3 Die Zweiteilc henintegrale

Die Coulombwechse&lirkung zwischendenElektronenwird in (5.21)durchdas
ersteDoppelintgral reprasentiertDiesesIntegral &Rt sich unter der Annahme
identischeiSpinfunktioneraller Elektronenumformenin:

//¢ (F1)¥; (F2) gr2ts (T1); (F2)dridre =

/ dz / dzo P} (21) P} (22) V) (21, 22) (5.27)

—0o0 —0Q0
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5.2 Die Hartree-fock-Gleichungerin adiabatischeNdherung

mit
Z1722 /d¢1/d¢2/ //)2dp2¢z (p15¢1)¢z(p1,¢1)
Xi". =05 (P2, 62) 05 (P2, b2) - (5.28)
|75 — 751
Auch diesenAusdruckkannmananalogzu denFallenfir m = 0 undm = -1,

wie in [Proschell 987 gezeigt,in dasnumerischeffizienterberechenbartegral

Vi (1 2) = s
x /dyexp(—\/mzi - zjly — %)L—mi(yf)ll_mj(yz) O

umformen.L; = LY sinddie gewdhnlichenLaguerrepolynome.

DaszweiteDoppelintgralreprasentiertlie Elektronen-Austausch-#&¢hselirkung
undlaitsichanalogzu (5.27)reduziererauf:

//¢ 5 (72) g12; (71 ) (72 )dridre =
= / d2s Py (1) Py () Pi(z2) Py (:)ViE* (21, 22)  (5.30)
mit
Vz’fz(zl’@) :/d¢1/d¢2/l’1dp1/P2d02¢f(p1,¢1)¢j(l)2,¢2)
0 0 0 0
i o )6 (o) (5.3)
i J

Analog zur direkten Elektron-Elektron-Véchselirkung kann man auchdiesen
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Ausdruckvereinfachen:

2

Vo) =
o0 2

X /dyexp(—\/ﬁlzz' - zjly - %)
0

mi;—m; 2
) e ()] e

Damitverbleiberin (5.21)nurnochintegrale,in deneniberdie z-Achseintegriert
wird:

(U, HY) = i]zwﬂ7%+wmﬂaw

5.2.4 Durchfihrung der Variation

Im Folgendenwird die Variation(5.14)mit denin denletztenAbschnittenbereit-
gestellterAusdriiclendurchgefihrt.

Aufgrund der Orthonormalitatder Landaufunktionerund Spinfunktionener-
haltman

N N o0
Sathlvd =Y 6 [ PG (5.34)
i=1 =1
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Mit (5.33)und (5.34)lautetdasVariationsprinzip5.14)

Z(S/dzP [ a 2+fof(z)]Pz’(z)

N oo oo
+ % Z (‘5/d2/dzp ZVi7 (2, 2') Pi(2) P; (")
7

N o0

+ 6Zei/13iz(z) . (5.35)
i=1 o0

Die Variationder WellenfunktionP;(z) ergibtim einzelnen:

T 102 oy
§ | dzPi(2) 352 + V7 (2)| Pi(2)

:2/dz6Pi(z [ L o° + V()| P(z) , (5.36)

20922
) 7dz 7dz Pi(z)P;(2")Vi} (2, 2") Pi(2) P;(2')

=2 / dz0Pi(z / d2'Pi(2")P;(?')V;7'(2,2") , (5.37)
g 70 dz 7dz’H(z)Pj(z’)V;fw(z,z’)R-(z’)Pj(z)

=2 7dz6P,- / dz'P;(z")Pi(2 )V (2,2') , (5.38)
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) / P?(2) =2 / dz0P;(2)P;(z) . (5.39)

Einsetzerin (5.35)und Ausklammernvon § P;(z) ergibt

0 = 7dz6P,'(z) ([ ;862 +T/fff(z)] Pi(2)

+ Z Pi(z / dz'P;(2") (2 )V} (2, 2)
j=1
J#
N
- Y r / dz' P (") Pi(2" ) ViE" (2, 2") +e,~P,~(z)> .(5.40)
j=1
J#
Gleichung(5.40) ist erflllt, wenn der Ausdruckin denrundenKlammernver-
schwindet:

2 072
N o0
+| Y [ @ REREVYE) | Ae
z
i

ZMZ

P;(z / dz'P;(2")Pi(2)V7(2,2') =0 . (5.41)
J#z

Die Gleichunger{5.41)sinddie Hartree-ock-Gleichungein adiabatischeN&he-
rung.Siestellenein Systermgeloppelterntegro-Differentialgleichugendar. Uber
die Elektron-Elektron-Véchselirkungsintegraleist die LosungdesitenElektrons
mit allenandererElektronerverknipft.

Die Losungdes Gleichungssystemgb.41) erfolgt in dieser Arbeit iterativ.
Dabei muf3 zu gegebenerwWellenfunktionenP; in jedem Schritt der Lagrange-
Parameter; bestimmtwerden.Durch linksseitigeMultiplikation von (5.41) mit

108



5.2 Die Hartree-fock-Gleichungerin adiabatischeNdherung

den normiertenWellenfunktionenP;(z) und Integration Uber die z-Achsekann
mannache; aufléserunderhalt:

o« = [ P@|-iz+v 6| pe)
N o0 o0
. ( / dz / 42 Py() Py (VP (2, /) Pi(2) Py (/)
i=1 —oo —o0
J#

- / dz / dz']-’,-(z)Pj(z')Vifw(z,z')Pj(z)R-(z')> . (5.42)

5.2.5 Ablauf des Iterationsverfahrens

Die LosungdesGleichungssystemexfolgtiterativ in folgendenSchritten:

1. Manbeschdt sichzunachsiNaherungslosungeR; desz-Anteils derWel-
lenfunktionen(sieheKapitel 5.3.3).

2. Die Wechselirkungsintgralewerdenberechnet.
3. Die Lagrangeparametef werdengemafy5.42)berechnet.

4. Gleichung(5.41)wird fur jedesElektrongeldst,d.h. neueP; ausgerechnet.
Die Lésungerfolgtin dieserArbeit mit der Methodeder Finiten Elemente
(sieheKapitel 5.3) welcheauf daseinfachelineareGleichungssystertb.55)
fuhrt.

5. Die Gesamtengriewird gemafy5.33)berechnet.

6. Mit denneuenP; beginntmanvonneuenmit Schritt2, bisdie Gesamtener
gie ausSchritt5 innerhalbeinervorgegebenerGenauigleit konvermiert.

Damiterhaltmaneineselbstlonsistentd.6sungderHartree-lock-Gleichungen.
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5.2.6 Grenzen der adiabatisc hen Naherung

AusdenSkalierungsbeziehungelesCoulombproblemgehthenor, dalldie adia-
batischeNaherunggut erfllt ist, wennzwischenMagnetfeldund demin Kapitel
5.1.2erlauterterReferenzfeldB, = 4.7 - 10° T die Bedingung

B> 7?-B, (5.43)

erfullt ist. FUr hdhereElementein Neutronensternmagnetfeldast (5.43)fir die
aulererkElektronenmeistnocherfullt, da diesedurchdie partielle Abschirmung
der innerenElektroneneiner geringereneffektiven Kernladungausgesetzsind.
Die innersterElektronenbewvegensich aberunterEinfluR nahezuderkompletten
KernladungZ.B. fur Eisenmit derKernladungZ = 26 ist Z2 - By = 3 - 10® T,

Deshalbsinddie mit deradiabatischeNaherungberechneteEnegienfur hdhere
Elementdn niedrigenNeutronensternmagnetfeldemit Vorsichtzu geniefRen.

Furdie Spektrosbkpiesindallerdingsnicht die absoluterEnegieninteressant,
sonderndie Enegiedifferenzerder Ubergéange An denUbemgangensind vor al-
lem die &uRBererElektronen(e > —3keV) beteiligt. Die ungenauerAnteile zur
Gesamtengjie durchdie innerenElektronerentfallenin derDifferenznéherungs-
weise.[Rajagopaktal. 1997 haberdarauthingeviesendaf3die Enegienderau-
RerenElektronendesEisensmit deradiabatischeiNaherungbereitsbei3 - 103 T
aufetwa 1% genauberechnewerdenkénnen.

Bei einemMagnetfeldvon By,.;; = 4.414-10° T Uibersteigtlie Zyklotronener
gie die Ruheenggie der Elektronen.Dennochist bei FelderndieserGrof3enord-
nungeinenichtrelatvistischeBehandlungm RahmerderadiabatischeiNaherung
gerechtfertigtZum einenist die Bewegungentlangder z-Achseflur Elektronenm
niedersterLandaunveaunichtrelatvistisch,solangedie Bindungsenagie wesent-
lich kleiner als die Ruheenagie der Elektronenist. Zum andererhatdie Landau-
funktion bei einerrelativistischerBehandlunglie gleicheForm [Lai 2001].

5.3 Losung der Hartree-Foc k-Gleic hung en mit
der Methode der Finiten Elemente

Im Folgendernwerdendie Hartree-ck-Gleichunger{5.41) mit derin Kapitel 2

beschriebeneiMethodeder Finiten Elementegeléstund weitere Details desim

RahmerdieserArbeit erstellterProgrammgur LésungdesN-Elektronenproblems
in extremstarlen Magnetfelderrbeschrieben.
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5.3.1 Formulierung als &quiv alentes Variationspr oblem

Bei der Behandlungder Hartree-ock-Gleichungemmit der Methodeder Finiten
Elementemul3,wie in Kapitel 2.3 beschriebenzunéchsein Funktionalll gefun-
denwerden,welchesmittels desVariationsprizipsdII = 0 die gesuchtd_6sung
liefert. Die Hartree-ock-Gleichungernn adiabatischeNaherung(5.41) besitzen
bereitsdie Form derGleichung(2.60)

APi(2) +b(z) =0 (5.44)
mit
A:d_2—veff ) — € — i 7Odz’P2 Pz, 2") (5.45)
dz? f '
Jj= —00
j#i
und
N o0
W)= 3 Pie) / &Py () PWVE (2, 2) . (5.46)
j=1 —0o0

unddasFunktionalgemarly2.61)lautet
= / (Pi2)APi(2) +2P(2)b(e)dz) (5.47)

Nachdensichin Kapitel 2 die B-Spline-Interpolatiorder Hermite-undLagrange-
Interpolationals Uberlegen erwiesenhat, werdenim Folgendennur Entwicklun-
gennachB-SplinesbetrachtetDie Entwicklungdergesuchtem.dsungsfunktionen
P;(z) nachB-Splineslautet:

=Y af'Bi(z) . (5.48)
k

NachderAufteilung desRaumsn finite Elementewird ausdemintegralin (5.47)
eine Summevon Integralen tiber die lokalen Koordinatender finiten Elemente.
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Zusammenmnit der Entwicklung(5.48)erhaltman:

L Z /dm(j)Zag)al(i)Bk(x(j))ABl(x(j))
j o Kl
+2 / e 3" ol By (29)b(z) (5.49)
0 k
= Y [ Y alal?a) +23 o0 (5.50)
j k,l k
(5.51)
mit .
A9 — / 2D By (29 AB,(z9)) (5.52)
0
und .
b) — / 2D By(zD)b(a@)) (5.53)
0

DerIndex i andenB-Spline-Entwicklungskefizientendeutetan,daf3essichum
die Entwicklung der Wellenfunktiondesiten Elektronshandeltund der Index j
stehtfur dasjte finite Element.Die lokale Koordinatedes jten finiten Elements

lauft von 0 bis a:%?m AnwendungdesVariationsprinzips

on ;
— (1) —
0l = E 2al) da,) =0 (5.54)

fihrt schliefRlichauf

5 (Z o 40) 4 bggg) o

j 1

= AN Y (5.55)
jl J
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Die LdsgngdeslinearenGleichungssysten(§.55) liefert die gesuchterKoeffizi-
entenai’) der EntwicklungderWellenfunktionnachB-Splines.

5.3.2 Ausnutzung der Paritatseig ensc haften

Auchin AnwesenheitlesMagnetfeldsst die ParitateineErhaltungsgrof3ésiehe
Kapitel 5.1). Deshalbist esmdglich, bei der Berechnungler P; nur die positive
z-Achsezu berlicksichtigenDie Wellenfunktionauf dernegativen z-Achseergibt
sichaus

Pi(=2) = (-1)"Pi(2) . (5.56)

Die Integrale,welcheim Funktional(5.47)zu berechnersind,lassersichmit der
Paritatseigenschafb.56)auf Integraleliberdie positive z-Achsezurtckfiihren:

/ a:P () T P (2) = [ipeiER@ [ d:P,(~2) P

0
d2 x . d2
_ / d=Pi(z) o3 Pi(2) + / d2(—1)" Pi(2) w02 Po(2)
0 0
=2 / dzPZ-(z)j—;PZ-(z) . (5.57)

Aus (5.25)folgt unmittelbar daRV; 7 (z) = V¢// (—z). Damitemibt sichanalog
zu(5.57)

/ dzPi(2)VE T (2)Pi(z) = 2 / dzP2(2) VT (2) (5.58)
00 0
und
/ d2Py(2)ePi(2) = 2 / dzP2(2)ei . (5.59)
—0o0 0
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DaVPi(z,2") = V(|2 — 2'|) emgibt sichfir denTerm, der die Coulombwech-
selvirkung fir dasElektronenthélt:

(/dz'P2 Wiz = 2'))

0 i=1
i#i
/dz’P2 VD’(|z+z’|))]
x N
-I-/dsz(—z) Z /dz'P2 Wik =z =2
0 j=1
J#

/dz P2(—2YWPH(| - 2+ an)]

N o0
=2 / dzP(z) | ) ( / dz' P} (') (Vg (|2 = 2'l) + V;-?"(Iz+z'l))>
j 0

J:
J#

S

(5.60)

Fir dendie Elektronenaustauschwechs@kung enthaltenderTerm ergibt sich
analog

7odzP,~ ( / dz'P;(z )VE$(|z—z'|)>
% 371 _so
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_ z/dza- /dz’P (") (V= (| — 2')
0 J#i

+(_1)Vi+Vj1/iJE,'z(|z+zl|)) . (561)

DieserTermist offensichtlichdereinzige,in demdie ParitéatenderWellenfunktio-
nenbeiderBerechnungineRollenspielen.
Damitsindalle IntegraleaufIntegraleliberdie positive z-Achsezurtickgefiihrt.

5.3.3 Wabhl der Startwellenfunktionen

Die Wahl verniinftigerStartwellenfunktioneiist ausschlaggeberfidr die Korver
genzunddie Konvergenzgeschwindkgitgegenphysikalischsinrnvolle, selbstlon-
sistenteL 6sungenWegendenin Kapitel 5.1 erlautertenSymmetrienist esver
ninftig, die Startwellenfunktionein derForm

P,(Z) = Dy, (z) : exp(amiw |Z|) Amiv; <0 (5.62)
mit demPolynom

v=v;

v (2 Z b2 (5.63)

anzusetzerDamitist die korrekteAnzahI dery,- Knotenauf der z-Achseundder
Abfall derWellenfunktionfirr |z| — oo gegeben.

Die durchdenFaktorexp(am,;», |2|) gegebenéJnstetigleit bei z = 0 1aBtsich
durcheinenAnsatzder Form

P,(Z) = DPv; (z) ’ exp(amilli : Z2) (564)

vermeidenDer Ansatz(5.64)konntejedochdie Korvergenzgeschwindiggitnicht
verbessermnd die Diskontinuitatbei 2 = 0 desAnsatzeq5.63)ist meistbereits
nachdemersteniterationsschrittzerschwunden.

Die Wahl der Parametera,,,,, und b,,,; hangenvon der Elektronen-konfi-
guration,der Kernladungszahlind dem Magnetfeldab, missenm Allgemeinen
jedochnicht sehrgenauder EndlésungentsprechenBei grob falscherWahl der
Parametererhalt man meistenssinusformigeWellen, welchewegendemunend-
lich hohenPotentialvall durch den abgeschnittenerechtenRanddes Integrati-
onsgebietdei 2,4, StehendeMellen entsprechenEin ersterHinweis fir ver
nunftige Parametetiefern die Losungerfir dasWasserstdproblemfir B — oo

115



5 Viel-Elektronen-Atomén Neutronensternmagnetfeldern

Parameterl v=1 |v=2|v=3|v=4
aopo —4 —4 —4 —4
a_1, -1 -1 -0.8 | -0.8
b_10 0 0.2 0 2
b 11 1 0 —10 0
b_12 0 -2 0 —16
b_13 0 0 3 0
b_14 0 0 0 1

Tab. 5.1 Parametemdglicher Startwellenfunktionerzur Berechnungangergter
Heliumzustanddir 8, = 50...500. Die Elektronenhabendie Quantenzahlen
my = 0,v; = 0undmy = —1, v, = 1...4. In diesenParameternst die Norm der
Wellenfunktionnochnicht berlicksichtigt.

[Louden1959 oderLdsungenandereNerfahrenauf der SeiteschwéchereMa-
gnetfeldern@ab4.7 - 10° T). Man kanndanndasMagnetfeldlangsamerhéherund
jeweils die LosungdesvorherberechnetekleinerenMagnetfeldsals Startwellen-
funktion verwendenMit etwas Erfahrungist dasAbschéatzerverninftigerPara-
meterkeinegrofReSchwierigleit.

In Tabelle5.1sindbeispielhaftParametefir angergte Helium-Zustandeuf-
gefuhrt,die fur die skaliertenMagnetfelders, = 50...500 zur Konvergenzfihr-
ten. Ein Elektron befindetsich jeweils in einem Zustandmit den Quantenzah-
lenm; = 0undv = 0, sodallediglich der Parameterag, festgelgt wer-
denmuf3.Das2. Elektronbefindetsichin einemZustandmit denQuantenzahlen
my = —1, 15 = 1...4. In Abbildung5.5sinddie normierterStartwellenfunktionen
desElektronsmit » > 0 mit denParameterrausTabelle5.1 graphischdamgestellt.

Bei der Vorgabevon Startwellenfunktionersind die Koeffizientender Ent-
wicklung nachLagrange-Interpolationsfpynomen geradedie Funktionswerteder
Wellenfunktionan denKnotenpunktenBei Hermite-Interpolatiorerhéltmandie
Koeffizientenaus den Funktionswerterund der erstenAbleitung der Funktion.
Bei der B-Spline-Interpolatiormul® dasInterpolationsproblenmit vollsténdigen
Randbedingungen

’(/J(T‘j) = ZaiBi(rj) ] =1..m (5.65)
i=1
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Abb. 5.5 Normierte StartwellenfunktionemlesElektronsmit » > 0 zur Berech-
nungangergterHeliumzustandgemanRabelle5.1.

und
¥'(rj) =Y ;i Bi(r)) (5.66)
=1

gelostwerden.{r1, ..., } ist die KnotensequengeméfXKapitel 2.5.3.Die Glei-
chungen(5.65)und(5.66)fuhrenaufinhomogenequadratischéneareGleichungs-
systemedereneindeutigeL6sungdie gesuchterKoeffizientena; zur Darstellung
der Anfangswellenfunktiorin einer B-Spline-Basidliefern. Eine ausfihrlichere
Darstellungiindetsichin [Oevel 1994.

Die Randbedingund’(0) = 0 bei Berechnungion ZustédnderungeradePa-
ritét 1aRt sich mit der B-Spline-Interpolatiorbesonderginfach beriicksichtigen.
Dazuwird in der Entwicklung (5.65) B; ignoriert. Alle weiterenB-Splinesver
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schwinderbei z = 0 (sieheKapitel 2.5.3).

5.3.4 Konvergenzverhalten

Um die Gesamtengjie mit einerrelativen Genauigleit von z.B. 10~5 zu berech-
nen,sindim Allgemeinend-5 Iterationsschrittausreichendn Abbildung5.6ist
die Entwicklung der Wellenfunktionendes erstenangergten Helium-Zustands

(mi =01, =0,ms = —1 v, = 1) bei B = 50 wahrendder ersten3 Ite-
rationsschritteabgebildetlm Folgenderwird die Besetzungler Orbitaleoftmals
mit derabkirzenderschreibweis€ (—m1) v1 — ... — (—mn) vn) anggeben.

Im obersterBild sindmit durchgezogeneasndin denunterenBildern mit ge-
strichelterLinie Startwellenfunktionegemafrabelle5.1damgestellt.Nachdiesen
3 lterationsschritteréandertsich der Enegiewert noch minimal und korvergiert
gegen—419.7031 eV, die graphischeéarstellungder Wellenfunktionist dannal-
lerdingsnicht mehrvon demuntersterBild in Abbildung5.6 zu unterscheiden.

In Abbildung 5.7 ist der relative Fehlerder Gesamtengfie in Abhangigleit
von der Anzahlder Iterationsschrittéir die Berechnungler Grundzustandsener
gienvon Helium, Kohlenstof, Silizium und EisenaufgetragenDer Schnittpunkt
der Kurvenmit der Ordinateist der relatve Fehlerder Gesamtengjie der Start-
wellenfunktionerunddamitvon derenWahl abhéangig.

In Abbildung5.8ist die AbhangigleitdesrelatvenFehlersvonderAnzahlder
finiten Elementebeilnterpolationmit B-Splines6. Ordnungfiir die Grundzustande
undangergterZustandevon Helium undKohlenstof dagestellt.Die Unterschie-
de desKonvergenz\erhaltenseziglichder Anzahl der finiten Elementeist nur
geringvon derKernladungszatdbhangig.

118



5.3 LésungderHartree-fock-Gleichungemit derMethodederFinitenElemente

2 T T T T T T T

E = -376.0765 eV
I5Am=0v=0 1

Pi(z) 1} ]

05 m=-1v=1

6 7 8

T T m|

E = —407.8763 eV

E = —419.2258 eV

E = —419.6780 eV

1

6 7, 8

Abb. 5.6 EntwicklungderWellenfunktionerdesHeliumzustand§00-11)wéahrend
derersten3 IterationsschritterDie Startwellenfunktiondurchgezogenkinie im
obersterBild, sonstgestricheltd inie) wurdegemalTabelle5.1 gewahit.
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Abb. 5.7. Der relative Fehlerder Gesamtengjie in Abhangigleit von der Anzahl
derlterationsschrittdiir die Berechnungler Grundzustandsengienvon Helium,
Kohlenstof, Silizium undEisen.
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Anzahlderfiniten Elemente
Abb. 5.8 Der relative Fehlerder Gesamtengjie in Abhangigleit von der Anzahl
derfiniten Elementebei Interpolationmit B-Splines6. Ordnungfiir die Berech-
nungderGrundzustandsengienvon Helium undKohlenstof undderangergten
Zustéandeson Helium (00-11)undKohlenstof (01-10-20-30-4650).
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5.4 Ergebnisse

Mit demin Kapitel 5.3 beschriebenehdsungserfahrenwurdenGrundzustande
undangergteZustandelerElementevon Helium bis EisenberechnetDie Gestalt
der Wellenfunktionenzu exemplarischerKonfigurationenund Datentabellerzu
Enegienund Oszillatorstarknwerdenin diesemKapitel vorgestellt.

Die Magnetfeldersind zum Vergleich mit Literaturwertenentwederlin Tesla,
in atomarerEinheitenoderin Z-skalierteratomarerkEinheitenangeyeben.

5.4.1 Energien
Helium

Im GrundzustandesHeliumsbefindeticheinElektronim Zustandn; = 0,v, =
0 und dasandereim Zustandm, = —1,v = 0, wasdenbeidentiefstliegenden
Tightly-Bound-StateslesWasserstdé entsprichi(sieheAbbildung5.4).

In Tabelle5.2 ist die Enegie desHeliumgrundzustandms Abhangigleit von
der Magnetfeldstark undin Tabelle5.3 die Enegieneinigerangergter Helium-
zustandebei Bz = 50 zusammemit bereitsvorhandeneriiteraturwertenauf-
gefuhrt.[Ruderetal. 1994 I6stendie Hartree-lock-Gleichungerin adiabatischer
Naherungmit dem Numerov-Verfahren,[Jonesl989 benutztendie sogenannte
unrestricted Hartree-Fock-Method with even-tempered Gaussian basis functions.

[Mori,Hailey 2003 erweiterndie Losungder Hartree-ck-Gleichungerin
adiabatischeN&herungnittelsNumero/-Verfahrerdurchstérungstheoretischide-
thodenaufhthereLandau-Leels.In Tabelle5.2sindjedochderenErgebnissenit
Beschrankunguf dasniederstd.andaunveauangeeben.

Da mit Ausnahmevon [Jonesetal. 1999 alle Rechnungerauf den Hartree-
Fock-Gleichungein adiabatischelNaherunderuhensolltendie Ergebnisséiber
einstimmen.Die Abweichungendie im Promille-Bereichliegen, ergebensich
durchdie GenauigleitderRechnungeimsbesonderim KernnahdPréschell 982.

In Abbildung 5.9 sind die z-KomponentenP;(z) der Wellenfunktionender
beidenElektronenvon Helium mit unterschiedlichernregungenbei 8, = 50
aufgetragernzZu erkenneristderin Kapitel 5.1 erlauterteZusammenhangwischen
v-Quantenzahlund Knotenzahlder Wellenfunktion. Dabeiist zu beachtendal’
sichdie WellenfunktionunterBeachtungler Paritatseigenschaftuf dernegativen
z-Achsefortsetzt.
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Bz | Enegie[eV] | Ruder Jones Mori

1 -134.29 | -134.29 | -146.94| -134.36

2 -176.30 | -176.30 | -186.85| -176.34

5 -249.80 | -249.80 | -258.19| -249.71
10 -322.22 | -322.22 | -329.27| -322.31
20 -412.27 | -412.22 | -418.22| -412.19
50 -563.65 | -563.61 | -568.39| -562.74
100 -706.98 | -706.99 | -710.95| -705.91
200 -879.03 | -879.04 -879.14
500 | -1156.62 | -1156.63 -1158.49
1000 | -1409.12 | -1409.13 -1410.90

Tab. 5.2 Enegiender Grundzustandeon Helium bei unterschiedlicheMagnet-

feldstérle. Die Elektronenhabendie Quantenzahlenn; = 0,»; = 0 und
T)’L2=—1,V2=0.
(m1,v1) | Enegie[eV] | Ruder | Jones | Mori Miller
(0,2) -421.74 -421.71| -426.39| -423.29| -413.7
(0,2) -416.19 -416.17| -420.88| -418.34| -408.8
(-1,1) -419.70 -419.68| -424.38| -421.72| -412.2
(-1,2) -415.27 -415.25| -419.95| -416.61| -407.8
(-1,3) -411.03
(-1,4) -410.11
(-2,0) -521.40 -521.37| -525.97| -521.73
(-2,1) -419.50 -419.49| -424.18| -421.45
(-2,2) -414.86 -414.83| -419.52| -416.26

Tab. 5.3 Enegienangergter Heliumzustanddei 3, = 50. Das1. Elektronhat
die Quantenzahlewie in derTabelleangggebenDas?2. Elektronerhatdie Quan-
tenzahlermy = 0,5 = 0.
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Abb. 5.9 z-KomponenteerWellenfunktionerdesGrundzustandsndangergter
Zustandevon Heliumbei 8, = 50.
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Hohere Elemente

BeiderBesetzunglerEnegieniveausverdernzuerstdie Tightly-Bound-Stateson
Elektronerbevdlkert. Bei hdhererElementerkannmansicham Termschemales
Wasserstdé (Abb. 5.4) klar machengdal3es,abhangigrom Magnetfeld,zu Kon-
figurationerkommenkann,bei denenesenegetischgtinstigeiist, wenndie Elek-
tronenstattder Tightly-Bound-Statesnit denkleinstenMagnetquantenzahledie
Niveausmit » = 1 undwiedermit m = 0 beginnend,dannzu kleinerenMagnet-
guantenzahlefortschreitendesetzenMit abnehmenderiviagnetfeldwerdendie
Tightly-Bound-Statesangehobernso daRdasBesetzerderv = 1-Niveausfur zu-
nehmendeichtereElementadie Enegie absenkt.

In Abbildung 5.10sind die z-Komponenterder Einteilchenwellenfunktionen
desGrundzustandson vollbesetztenEisenbei 108 T damgestellt.Dabeibefinden
sich 21 Elektronenauf » = 0-Niveausmit denMagnetquantenzahlen = 0 bis
m = 20. Die restlichen5 Elektronenbefindensich auf v = 1-Niveausmit den
Magnetquantenzahlen = 0 bism = 4. Die v = 1-Niveaussindin dieserKon-
stellationim Mittel sonaheam Kern,daRsicheinegegeniiberinerfortlaufenden
Besetzungonv = 0-NiveauseineAbsenkungder Enegie ergibt.

In denTabellen5.4 bis 5.7 sind die GrundzustandsengienhdhererElemente
bei denMagnetfelderr0.1 - 108, 0.5 - 108, 108 und5 - 102 T aufgefiihrt.Bei den
Datenvon Mori ist hierjedochbereitsder EinfluR h6herel.andaunveauserick-
sichtigtworden,die Abweichungernvon deradiabatischeiNaherunghehmermmit
derKernladungszaldu (sieheauchKapitel 5.2.6).Die Zahlin eckigenKlammern
gibt an,wieviele Elektronenrsichin v = 1-Niveaushefinden.

Wie zu Beginn desKapitels5 erlautert,ist in der Atmosphéareson Neutronen-
sternereinhoherAnteil anEisenin allenlonisationsstufeau erwarten.ln Tabelle
5.8 sinddie Grundzustandsengienvon Eisenionerin Magnetfelderrvon 102 bis
5-10° T aufgetragenln Tabelle5.9 sind Enegienvon Zustandenin denensich
dasElektronmit der niedrigstenbzw. betragsmaRigroitenMagnetquantenzahl
im v = 1-Niveaubefindet,aufgefiihrt.In der TabelletretenLiicken bei denZu-
sténderauf, beidenersichbereitsm GrundzustandweiodermehrElektronenn
v = 1-Niveausbefinden Die Oszillatorstérkn bei Ubemgingerzwischendiesen
ZustanderunddenGrundzustéandefolgenin Kapitel 5.4.3in Tabelle5.15.

Bei der numerischerBerechnungvon Zustéandenpei denendie angergten
ElektronenZustandeniedrigerMagnetquantenzahldresetzenstellt sichdasPro-
blem, da3sich die Elektronender v = 0-Zustandesehrdicht am Kern befinden,
wahrenddie z-Komponenteder Wellenfunktionder angergten Elektronenweit
vom Kern entferntflach auslauft(sieheAbbildung 5.11). Anstattdie Anzahl der
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finiten ElementezuerhéhenumdenBereichin Kernndherotz desgrofRerintegra-
tionsradiusfein genugzu diskretisierenjst eseffizienter, lediglich einenkleinen
Teil desgesamtenntegrationsgebiett;n Kernnahdan quadratisctaufgeveitetefi-

nite Elementeaufzuteilen Der flachauslaufendé&chweifder Wellenfunktiondes
angergtenElektrondafitsicherfahrungsgemafit 2 bis 3 finiten Elementerhin-

reichendgenauerfassen.

Ein weiteresElement,welchesin Neutronensternatmosphareermutetwird,
ist Silizium. In Tabelle5.10 sind Enegien von angergten Siliziumzustanderin
den MagnetfelderrskalierterEnegie 5 = 200, 500, 1000 aufgefihrt.Ein Elek-
tron befindetsichim Zustand(m, 1), die andererElektronenbefindensichin den
Zustander(m;,0), i = 0, ...,12, m; # m. Die Oszillatorstarken bei Ubergangen
zwischendiesenZustanderund demGrundzustandbefindetsichin Tabelle5.14.
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3.5 T T T

v = 0-Zustande

P (2)

v = 1-Zustande

15+ E

o

0.5 1 15 P 2

Abb. 5.10 Wellenfunktionender Elektronenim Eisen-Grundzustanflei B =
108 T.
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Z | Enegie[keV] Ivanos Neuhausen  Mori
3 -0.5167 -0.54042 -0.516 -0.5160
4 -0.8474 -0.89833 | -0.89833 | -0.8897
5 -1.239 -1.33229 -1.238 -1.238
6 -1.687 -1.83895 -1.678 -1.687
7 -2.184 -2.41607 -2.17 -2.186
8 -2.752[1] | -3.08253[1] -2.71 -2.754[1]
9 -3.373[1] | -3.82966[1] -3.36 -3.373[1]
10 | -4.041[1] | -4.65087[1] -4.049[1]

Tab. 5.4 Enegien der Grundzustandeler Elementemit den Kernladungszahlen
Z = 3...10 bei einemMagnetfeldvon 0.1 - 108 T. Die Zahlenin eckigenKlam-
merngebenan, wieviele Elektronensichin Orbitalenmit der Quantenzaht = 1
befinden(sieheText).

Z | EnegielkeV] | Ivanos | Neuhauser,  Mori

3 -0.9459 -9.6180 -0.944 -0.9449

4 -1.582 -1.61624| -1.580 -1.580

5 -2.349 -2.41101| -2.347 -2.349

6 -3.236 -3.33639 -3.22 -3.237

7 -4.234 -4.38483| -4.22 -4.353

8 -5.336 -5.55032 -5.32 -5.338

9 -6.535 -6.82794| -6.51 -6.544
10 -7.826 -8.21365| -7.819 -7.834
11 -9.205 -9.197 -9.224
12 | -10.729[1] -10.27[1] | -10.750[1]
13| -12.331[1] -12.32[1] | -12.364[1]
14 | -14.020[2] -14.00[1] | -14.062[2]

Tab. 5.5 Enegien der Grundzustandeler Elementemit den Kernladungszahlen
7 = 3...14 bei einemMagnetfeldvon 0.5 - 108 T. Die Zahlenin eckigenKlam-
merngebenan, wieviele Elektronensichin Orbitalenmit der Quantenzahd = 1
befinden(sieheText).
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Z | Enegie[keV] Ivanor Neuhauser Mori Jones
3 -1.211 -1.22443 -1.209 -1.214

4 -2.044 -2.07309 -2.042 -2.056

5 -3.057 -3.10924 -3.054 -3.085

6 -4.236 -4.31991 -4.20 -4.288

7 -5.568 -5.69465 -5.54 -5.657

8 -7.045 -7.22492 -7.02 -7.176

9 -8.658 -8.90360 -8.63 -8.845

10 -10.400 -10.72452| -10.39 -10.664 | -10.70
11 -12.266 -12.25 -12.625

12 -14.249 -14.23 -14.745

13| -16.352[1] -16.34[1] | -16.973[1]

14 | -18.619[1] -18.60[1] | -19.408[1] | -19.09
15| -21.002[1] -20.95[1] | -21.987[1]

16 | -23.482[2] -23.43[2] | -24.718[2]

17| -26.130[2] -26.07[2] | -27.618[2]

18 | -28.890[2] -28.82[2] | -30.766[2]

19| -31.756[2] -34.036[2]

20 | -34.750[3] -37.500[3] | -35.48
21| -37.865[3]

22 | -41.083[3]

23| -44.426[4]

24 | -47.877[4]

25| -51.430[5]

26 | -55.108[5] -55.10[6] | (55.410[5]) | -56.01

Tab. 5.6. Enegien der Grundzustandeler Elementemit den Kernladungszahlen
Z = 3...26 beieinemMagnetfeldvon 108 T. Die Zahlenin eckigenKlammernge-
benan,wieviele Elektronersichin Orbitalenmit derQuantenzahd = 1 befinden
(sieheText). Der Wert fir Z = 26 von Mori wurdeebentlls ohneBericksichti-
gunghohereLandaunveausherechnet.
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Z | EnegielkeV] Ivanos Neuhause Mori Jones
3 -2.080 -2.08931 -2.076 -2.078
4 -3.591 -3.61033 | -3.584 -3.586
5 -5.465 -5.49950 | -5.456 -5.476
6 -7.679 -7.73528 -7.60 -7.695 -8.03
7 -10.214 -10.29919| -10.20 -10.231
8 -13.055 -13.17543| -13.00 -13.099
9 -16.185 -16.34997| -16.10 -16.264
10 -19.594 -19.81072| -19.57 -19.702 | -20.24
11 -23.268 -24.64 -23.406
12 -27.199 -27.17 -27.436
13 -31.376 -31.35 -31.675
14 -35.793 -35.74 -36.154 | -36.76
15 -40.438 -40.35 -40.915
16 -45.308 -45.22 -45.881
17 -50.395 -50.30 -51.067
18 -55.693 -55.95 -56.530
19 -61.196 -62.181
20 -66.901 -68.031 | -68.37
21| -72.899[1] -74.184[1]
22 | -79.112[1] -80.602[1]
23| -85.530[1] -87.263[1]
24 | -92.148[1] -94.259[1]
25| -98.964[1] -101.25[1]
26 | -106.134[2] -106.09[2] | -108.64[2] | -108.18

Tab. 5.7. Enegien der Grundzustandeler Elementemit den Kernladungszahlen
7 = 3...26 bei einemMagnetfeldvon 5 - 108 T. Die Zahlenin eckigenKlam-
merngebenan, wieviele Elektronensichin Orbitalenmit der Quantenzahd = 1
befinden(sieheText).
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Anz.e- | 1-10°T | 5-10°5T | 1-10°T | 2-10°T | 5-10° T
2 16667 | 32163 | 42210 | 54984 | 77045
3 21465 | 41738 54967 | 71861 | 101192
Z 25400 | 49668 65571 | 85043 | 121447
5 | 28897[1]| 56460 74677 | 98067 | 138952
6 | 32117[1]| 62393 82644 | 108697 | 154343
7 | 34909[1]| 67636 89697 | 118122 | 168021
8 | 37362[1]| 72306 95086 | 126539 | 180259
9 | 39558[2]| 76486 | 101623 | 134090 | 191258

10 | 41620[2]| 80239 | 106688 | 140884 | 201167
11 | 43449[2]| 83614 | 111247 | 147003 | 210106
12 | 45075[2] | 86782[1] | 115349 | 152516 | 218168
13 | 46521[2] | 89633[1] | 119038 | 157477 | 225433
14 | 47869[3] | 92182[1] | 122348 | 161932 | 231965
15 | 49066[3] | 94454[1] | 125308 | 165920 | 237820
16 | 50121[3]| 96472[1] | 127944 | 169476 | 243045
17 | 51047[3]| 98254[1] | 130278 | 172627 | 247684
18 | 51865[4] | 99817[1] | 132331 | 175401 | 251774
19 | 52504[4] | 101175[1]| 134118 | 177821 | 255349
20 | 53216[4]| 102358[2]| 135671[1]| 179910 | 258443
21 | 53737[4]| 103386[2]| 137030[1]| 181689 | 261084
22 | 54166[4] | 104240[2]| 138164[1]| 183174 | 263291
23 | 54508[4] | 104931[2]| 139087[1]| 184396 | 265126
24 | 54783[5] | 105469[2] | 139813[1]| 185351 | 266578
25 | 54982[5] | 105867[2] | 140356[1]| 186003 | 267686
26 | 55109[5] | 106134[2]| 140728[1]| 186595 | 268446

Tab. 5.8 Grundzustandsengienvon EisenionenDie Enegie ist in -eV, dasMa-
gnetfeldin Teslaangeyeben.
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z[a.u.]

Abb. 5.11 Einteilchenzustandeon vollbesetztenEisenbei5 - 10° T. DasElektron
mit derniedrigsterMagnetquantenzaliefindetsichim v = 1-Zustand.
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Anz.e” [ 1-108T [ 5-108T [ 1-10°T [ 2-10°T [ 5-10° T
2 13504 24463 31188 39462 53265
3 19239 36134 46829 60233 83045
4 23665 45191 59013 76491 | 106530
5 52713 69155 90062 | 126220
6 59167 77871 | 101748 | 143228
7 64809 85500 | 111991 | 158173
8 69797 92252 | 121070 | 171448
9 74240 98272 | 129173 | 183317
10 78215 | 103664 | 136439 | 193976
11 81781 | 108505 | 142970 | 203572
12 112857 | 148846 | 212220
13 116768 | 154133 | 220012
14 120280 | 158885 | 227026
15 123424 | 163145 | 233325
16 126230 | 166952 | 238965
17 128724 | 170340 | 243993
18 130925 | 173336 | 248452
19 132855 | 175968 | 252379
20 178260 | 255809
21 180233 | 258775
22 181912 | 261303
23 183317 | 263420
24 184466 | 265203
25 185309 | 266613
26 186094 | 267667

Tab. 5.9 EnegienangergterEisenionenDasElektronmit derbetragsmanigrof3-
tenMagnetquantenzaldefindetsichim Zustandv = 1. Die Enegiensindin -eV,

dasMagnetfeldin Teslaangeyebenin derTabelletretenLiickenbei denZustéan-
denauf, bei denensich bereitsim Grundzustandwei oder mehr Elektronenin

v = 1-Niveaushefinden.
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m| B =200 B=500 | B=1000
0.94-103T | 2.35-108T | 4.7-10° T
0 - -21986.45 | -29185.88
1 | -16692.36 | -24185.71 | -32033.49
2 | -17199.10 | -24949.67 | -33020.15
3 | -17466.26 | -25349.61 | -33535.90
4 | -17629.70 | -25594.70 | -33852.82
5 | -17737.69 | -25757.97 | -34064.70
6 | -17813.01 | -25872.86 | -34214.35
7 | -17867.71 | -25956.79 | -34324.08
8 | -17909.01 | -26020.07 | -34407.10
9 | -17941.81 | -26069.49 | -34472.13
10 | -17969.86 | -26109.96 | -34525.47
11| -17997.06 | -2614553 | -34572.31
12 | -18030.42 | -26180.94 | -34618.79
13 - 2622552 | -34677.22

Tab. 5.10 Enegien angergter Silizium-ZustandeEin Elektron befindetsichim
Zustand(m, 1), die andererElektronenbefindensichin denZustanden(m;, 0),
1 =0,...,12, m; # m. Die Grundzustandsengienbei diesenMagnetfelderrsind
Eg—200 = —18156.73[1] eV, Eg—500 = —26402.84 eV, Eg—1000 = —34923.53
evV.
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5.4.2 Magnetf eldabhangigkeit der Spektrallinien

Betrachtetman einenNeutronensterizgl. seinesMagnetfelderlaufsals einfa-
chenmagnetischeDipol, solltesichaufgrunddemausderklassischettlektrody-
namikbekannterVerlaufdesmagnetischeDipolfeldes

S g
B = N3 7?; —rM (5.67)
derBetragdesFeldesvon denPolenzum Aquatorum einenFaktor 2 &ndern Fiir
die Spektroskpie stellt sich die Frage,wie stark die Enegie-Niveausund ins-
besonderalie Enegiedifferenzendurch diesenMagnetfeldgradientebeeinflufdt
werden.In Abbildung5.12ist derVerlaufder EnegiendesHeliumgrundzustands
und der erstenbeidenangergten Zustande zu denenaufgrundvon Auswahlre-
geln Ubemgéangemdglich sind, in Abhangigleit vom Magnetfeldim Bereichvon
108 bis 2 - 10® T aufgetragenDie Enegienandernsich um bis zu rund 25%, je-
dochist ausAbbildung 5.13 ersichtlich,daRdie Wellenlangen\ = AE derbei
denUbemgéngeremittiertenelektromagnetischewellensichnur geringandert.

In Tabelle5.11 sind die Enegien desKohlenstof-Grundzustandsind ange-
regter Kohlenstofzustanden Magnetfeldernvon 10® bis 1.5 - 10° T aufgefuihrt.
Ein Elektronbefindetsichim Zustand(my, vo) wie im Kopf der Tabelleangege-
ben,die andererkElektronenn denv = 0-Niveauanit denbetragsmaRigleinsten
Magnetquantenzahlen # mg. In Abbildung5.14sindobendie Enegienin Ab-
hangigleit vom Magnetfeld untendie Wellenlangerbei Ubergéangenvom Grund-
zustandzu angergtenZustandern Abhéangigleitvom Magnetfeldgrafischdaige-
stellt. Mit zunehmenderivlagnetfeldist eineimmergeringere,Verwaschung‘der
SpektralliniendurchdenMagnetfeldgradientedesNeutronensternsu erwarten.
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Abb. 5.12 AbhangigleitderEnegie desHeliumgrundzustandsndderangergten
Zustandemit derKonfiguration(00-11)und (00-20)vom Magnetfeld.

35 T T T T (1 o) T T
o — (1.0) <-> (2.0) I

25 T - - _
g 20
~< 15 -
10

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Magnetfeld[108 T]
Abb.5.13 WellenlangerderHelium-UbegéangezwischendenZustéanderausAb-
bildung5.12.
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B[I°T] | (0,0) ©,1) @.1) 2.1) G.1)
1.0 | -4236.15 | -3226.85| -3745.85| -3913.34 | -3996.97
1.5 | -4940.88 | -3782.03| -4371.30| -4563.36 | -4659.75
2.0 | -5502.01 | -4226.81| -4870.03| -5081.15 | -5187.50
2.5| -5975.17 | -4603.43| -5290.98| -5517.87 | -5632.49
3.0 | -6387.87 | -4933.00| -5658.40| -5898.85 | -6020.61
3.5 | -6756.01 | -5227.76| -5986.34| -6238.74 | -6366.80
4.0 | -7089.70 | -5495.53| -6283.73| -6546.84 | -6680.58
45| -7395.83 | -5741.64| -6556.66| -6829.50 | -6968.40
5.0 | -7679.30 | -5969.92| -6809.48| -7091.26 | -7234.91
5.5 | -7943.77 | -6183.22| -7045.43| -7335.47 | -7483.54
6.0 | -8192.03 | -6383.71| -7266.97| -7564.73 | -7716.91
6.5 | -8426.28 | -6573.12| -7476.06| -7781.04 | -7937.09
7.0 | -8648.26 | -6752.82| -7674.26| -7986.04 | -8145.73
7.5| -8859.42 | -6923.92| -7862.82| -8181.04 | -8344.18
8.0 | -9060.92 | -7087.36| -8042.79| -8367.12 | -8533.54
8.5 | -9253.76 | -7243.91| -8215.06| -8545.20 | -8714.75
9.0 | -9438.78 | -7394.24| -8380.37| -8716.05 | -8888.60
9.5 | -9616.69 | -7538.90| -8539.34| -8880.34 | -9055.75
10.0 | -9788.10 | -7678.37| -8692.54| -9038.63 | -9216.79
10.5 | -9953.55 | -7813.10| -8840.42| -9191.41 | -9372.21
11.0 | -10113.51| -7943.43| -8983.42| -9339.12 | -9522.48
11.5 | -10268.39| -8069.71| -9121.89| -9482.14 | -9667.96
12.0 | -10418.56| -8192.22| -9256.17| -9620.81 | -9809.01
12.5 | -10564.35| -8311.21| -9386.54| -9755.43 | -9945.93
13.0 | -10706.04| -8426.93| -9513.25| -9886.26 | -10078.99
13.5| -10843.89| -8539.57| -9636.56| -10013.55| -10208.45
14.0 | -10978.15| -8649.32| -9756.65| -10137.52| -10334.52
14.5 | -11109.02| -8756.36| -9873.72| -10258.36| -10457.41
15.0 | -11236.71| -8860.83| -9987.96| -10376.25| -10577.29

Tab. 5.11 EnegiendesKohlenstof-GrundzustandandangergterKohlenstofzu-
standebei unterschiedlicheMagnetfeldstark. Ein Elektronhatdie Quantenzah-
len wie in der Tabelleanggeben,die restlichen5 Elektronenbefindensich im
Grundzustandj.h.(m,0).
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Abb. 5.14 Oben:grafischeDarstellungderEnegienausTabelle5.11.Unten:Wel-
lenlangebei Ubergangenvon denangergtenZustanderzum Grundzustand.

138



5.4 Ergebnisse

5.4.3 Oszillator starken

Furdie AnalyseatomareiSpektrerist neberdenEnegieniveausauchdie Bestim-
mungvon Linienintensitatervon groRerBedeutungAls Maf3flr die Linieninten-
sitatist esiiblich, die dimensionslose®szillatorstarkenzuverwendenDie gré3te
Bedeutungkommt den Dipoliilbegangenzu, da sie die Ubergangemit der groR-
ten Ubemgangsvahrscheinlichkit sind. AusfiihrlichereDarstellungerder Theorie
elektromagnetischdybemgéngefindetmanz.B. in [Friedrich199Q.

DasDipolmatrixelementinesAM = ¢ Dipol-Ubergangszwischenzwei Zu-
standen¥; und ¥ ; einesN-Elektronen-Atomsst definiertdurch

N
r
p%) ¥y 2 C;_Z|\I'i> . (5.68)

DasBetragsquadraton (5.68)
dy) = |p? (5.69)

bezeichneiman als Dipolstérle. Die Oszillatorstérk ermibt sich ausder Dipol-
starke durchMultiplikation mit der Enegiedifferenzder Zustandel; und ¥4 in
Einheitenvon E; = Z2 - Ey:

0 _ (Er—Ei\ ()
i = (TZ’) g . (5.70)
Liegendie Vielteilchenzusténda Form von Slaterdeterminantevor, lassersich
Vielteilchenmatrixelementeauf Matrixelementeder Einteilchenwellenfunktionen
zuruckfuhrenAllgemein gilt fir einenVielteilchenoperatgmer sich als Summe
von Einteilchenoperatoreschreiberal3t, mit denVielteilchenzustadnden

T; = (N1)~1/2det (¢§,?(Fn)) und T = (N1)~1/2det (¢§,{)(Fn)) (5.71)

die BeziehundFriedrich199Q

N
‘I’f|ZV = (T W) Y WPV B . (5.72)
m,n=1
Dabeiist
(T T;) = det(Amn) Mit Apn = @ [90) (5.73)
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unddie Matrix B ist die Inversederin (5.73)definierterMatrix A. Furdie Berech-
nungvon Dipolstarlenlautetder Vielteilchenoperatogemal5.68)

N e

v=>y = . (5.74)

a
m=1 Z

Fur 2-ElektronensystemerhaltmanunterBerlcksichtigungier Orthogonali-
tatder Landaufunktionermus(5.72)die Dipolstarkenfir AM = 0-Ubemgange:

(0)

pf, —(Sml,ml’(st,mT
X ((P |z|Pm1V1)<PI 1979 |Pm2V2> + <P7,n’1ui |Pm1V1><PrIn’2yé |Z|Pm2l/2))
_6m2,m1’6m1,m2’
X ((Prln’luilzlpszQMPl ! ’|Pm11/1> <Prln’ ’|Pm2V2><Pm’ ! |Z|Pm11/1)) 3
(5.75)

fur AM = 1-Ubergénge:
DY) = =Py | Prnsin)Progy | Pz

ma |
X <6m2,m’25m1+1,m'1 W

+<P721’1u{|Pm2V2><PI’ LIt mivg

|Pryus)
[ Imo| ||
X <5ml,m’26mg+1,rn’1 E + 5m2,m’16m1+1,m’2 2,8 (5 76)

undfur AM = —1-Ubemgange:

ma
+ (5m1,m’1(5m2+1,m’2 |2,B—Z|>

p(le) <Pl’ ’|Pm1V1><PI’ ’|Pm2u2

)
[Imi] |m|
X <6m2’ml26m1_11m'1 ﬁ +5m1,m'16m2—1,m’2 2’?2
|P

<PI 4 ’|Pm2V2)<PI Luh - miny

|mf |
2Bz

)
ms
+ 6m2,m'1 6m1—1,m'2 |2,82|> (5 77)

X <5m1,m’25m2—1,m'1
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Die analogenAusdricle flur hohereElementesind wegen ihrer Unhandlichleit
undihrer strukturellenAhnlichkeit nicht aufgefiihrt Aus denAusdriicken5.75bis
5.77ist unmittelbareinsichtig,daf3die Auswahlregeln

Am = +1 Av = gerade (5.78)
und
Am =0 Av =ungerade (5.79)

gelten.

In Tabelle5.12sind Oszillatorstarken von Ubemgangerzwischendem Grund-
zustandundangergterZustandevon Helium aufgefiihrt Das2. Elektronbefindet
sichimmerim Zustand(0, 0). Zum Vergleichmit Literaturwerterist dasMagnet-
feld in Z-skaliertenatomarertinheitenanggebenDie Wertestimmenin deran-
gegebenerGenauigleit, sowveit vorhandenmit denDatenvon [Ruderetal. 1994
perfektiberein.

(m,I/) — (m',u') ﬂz—5 ﬂZZ 10 ﬂz=50 ,BZZ 100 ,Bz=500
(1,0) = (1,1) 0.500 0.410 0.239 0.184 0.099
(1,0) — (2,0) | 0.0735| 0.0464 | 0.0154 | 0.00936 | 0.00285
(2,0) = (2,1) | 0598 | 0511 | 0.318 0.250 0.138
(2,0) — (3,0) | 0.045 | 0.0287 | 0.00974| 0.00602 | 0.00190
(3,0) = (3,1) 0.661 0.577 0.375 0.299 0.167
(3,0) — (4,0) | 0.0336| 0.0217 | 0.00752| 0.00469 | 0.00151
(4,0) — (4,1) 0.702 0.621 0.417 0.337 0.191

Tab. 5.12 Oszillatorstarknvon HeliumibegangenDas?2. Elektronbefindetsich
im Zustand(0,0).

In Tabelle5.13sind Oszillatorstarkn von Kohlenstofiibergangeraufgefihrt.
Die Ubemangefinden zwischenden Zustanden(m,0) — (m, 1) statt. Die an-
derenElektronenbefindensichin denZustanden(m;,0),¢ = 0, ...,5, m; # m.
Vergleicht mandie Oszillatorstarken mit denenvon [Miller ,Neuhauset99]], so
weichendiesezwischen5% und 20% ah Tendenziellist die Ubereinstimmung
bei héherenMagnetfelderrund kleinerenMagnetquantenzahldresserim Rah-
mendieserArbeit konntenicht mehrgeklartwerdenwelcheOszillatorstéarkndie
genaueresind.

141



5 Viel-Elektronen-Atomén Neutronensternmagnetfeldern

m | B=200] B=500] B = 1000
0| 0.0477 | 0.0126 | 0.00628
1] 0.0707 | 0.0270 | 0.0152
2| 0101 | 0.0450 | 0.0269
3| 0136 | 0.0668 | 0.0413
4] 0.172 | 0.0917 | 0.0585
5] 0205 | 0119 | 0.0793

Tab. 5.13 Oszillatorstérken von Kohlenstofilbemgange. Die Ubemgangefinden
zwischendenZustander(m,0) — (m, 1) statt.Die andererElektronenbefinden
sichin denZustander(m;,0),i =0, ..., 5, m; # m.

In Tabelle5.14sind die Oszillatorstarkenvon Siliziumibegangeraufgefihrt.
Die Ubeméangefinden dabeiwie bei den Kohlenstofoszillatorstérkenin Tabelle
5.13zwischendemGrundzustandind demangergtenZustand,n demein Elek-
tron die Quantenzahle(mn, 1) besitzt,statt.Bei 5 = 200 hatein Elektronbereits
im Grundzustandlie Quantenzahlerf0, 1), dasOrbital mit den Quantenzahlen
(13,0) istdaggenunbesetztDeshalbtretenin der TabelleLiickenauf.

In Tabelle5.15 sind Oszillatorstérkn der UbemgangezwischenGrundzustan-
denundangergtenZustandervon EisenionerausdenTabellen5.8 und 5.9 auf-
geflhrt.
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5.4 Ergebnisse

m | =200 B =2500] B=1000
0 - 0.340 | 0.0297
1 | 0.0836 | 0.185 | 0.0121
2 | 0.0791 | 0.0792 | 0.0105
3 | 0.0599 | 0.0517 | 0.0112
4 | 0.0490 | 0.0448 | 0.0130
5 | 0.0461 | 0.0448 | 0.0154
6 | 0.0476 | 0.0482 | 0.0187
7 | 0.0517 | 0.0539 | 0.0226
8 | 0.0576 | 0.0613 | 0.0273
9 | 0.0647 | 0.0701 | 0.0327
10 | 0.0724 | 0.0802 | 0.0388
11| 0.0800 | 0.0912 | 0.0458
12| 0.0852 | 0.103 | 0.0536
13 - 0.113 | 0.0628

Tab. 5.14 Oszillatorstérkn von SiliziumiibegangenDie Ubemgangefinden zwi-
schendenZustander{m, 0) — (m, 1) statt.Die andererElektronerbefindensich
in denZustanden(m;,0),7 = 0,...,12, m; # m. Dabei 3 = 200 ein Elektron
bereitsim Grundzustandlie Quantenzahle(0, 1) besitzt,gibt esbeim = 0 und

m = 13 keineUbemgéangenachobigemSchema.
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5 Viel-Elektronen-Atomén Neutronensternmagnetfeldern

Anz.e- | 1-108 | 5-10% [ 1-10° | 2-10% | 5-10°
2 0.9048] 0.8287| 0.7825| 0.7274| 0.6418
3 0.9310] 0.8630| 0.8208| 0.7691| 0.6864
4 0.94421] 0.8803]| 0.8401| 0.7905| 0.7096
5 0.8903] 0.8513| 0.8027| 0.7225
6 0.8965| 0.8579| 0.8094| 0.7291
7 0.9002| 0.8614| 0.8127| 0.7315
8 0.9021| 0.8628] 0.8133| 0.7304
9 0.9026| 0.8623| 0.8116| 0.7265
10 0.9018] 0.8603| 0.8079| 0.7200
11 0.9000| 0.8568| 0.8022| 0.7108
12 0.8516| 0.7943] 0.6987
13 0.8446| 0.7843] 0.6836
14 0.8356| 0.7714 0.6650
15 0.8243] 0.7554| 0.6422
16 0.8099| 0.7355| 0.6144
17 0.7917] 0.7106| 0.5809
18 0.7684] 0.6792| 0.5000
19 0.7378] 0.6394| 0.4905
20 0.5882 0.4308
21 0.5224] 0.3598
22 0.4367| 0.2784
23 0.3291] 0.1908
24 0.2040| 0.1077
25 0.08741 0.0433
26 0.0161| 0.0081

Tab. 5.15 Oszillatorstérknvon EisenionenBerechnetvurdendie Ubergangezwi-
schendenZustédnderausdenTabellen5.8und5.9.
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5.5 Parallelisierung

5.5 Parallelisierung

Bei derModellierungsynthetischeNeutronensternatmosphéanaerdeni.A. viele

Hunderttausendis hin zu Millionen atomaretUbergangederin der Atmosphére
vermuteterElementén mannigaltigenAnregungs-undlonisationsstufeiverick-
sichtigt. Daherist es notwendig,einenProgrammcodeu entwickeln, derin an-

nehmbareZeit entsprechengiele Zustandeéberechnerkann.Aus Abb. 5.15geht
am Beispielder Berechnungler Grundzustéandeon Eisenionerhenor, dal’die

CPU-Zeitenstarkvon der Anzahlder ElektronenabhangenDesweitererkdnnen
die CPU-Zeiten falls eine hohe Genauigleit der Enegiewerte gewiinschtwird,

inshesonderdei einer grolRerenAnzahl von Elektronen,sehrgrof3 werden.Als

Beispieldazusindin Abbildung5.16 die CPU-Zeitenin Abhéangigleit desrela-

tiven Fehlersbedingtdurchunterschiedlichénzahlfiniter Elementebei der Be-

rechnungdesEisengrundzustand=i2 - 10® T aufgetragen.

Esbietetsichan, auf Parallelrechnermlie Losungder Gleichungen(5.41) auf
mehrereProzessorenu verteilen Glunstigsterdlls stimmtdie AnzahlderElektro-
nenmit derAnzahlderProzessoreiiberein sodalpro ProzessoderZustandvon
je einemElektronberechnetvird. Ubersteigtdie Anzahlder Prozessoredie der
Elektronenpietetessichan,mehrereGesamtzustandearallelzu berechnen.

Die ParalleleVersiondesin Kapitel 5.3 beschriebeneseriellenProgrammco-
desarbeitetim Detail folgendermassen:

1. JedenProzessvird, je nachAnzahlderzurVerfligungstehendefrozesso-
ren,die Berechnung/on einemodermehrererElektronenzugeteilt.

2. Derroot-Prozestiestdie zur BerechnungerforderlicherParametewie Ma-
gnetfeld IntegrationsradiusStartwellenfunktionemsw einundteilt sieden
andererProzessemit.

3. JederProzesderechnetie Potentialeg(5.25),(5.25)und (5.31)fir die ihm
zugeteilterElektronen.

4. JedeProzessostfur dieihm zugeteilterElektronendie Gleichunger(5.41)
undberechnetlie Einteilchenenagien(5.42).

5. JederProzesgeilt die vonihm berechnetelVellenfunktionerallenanderen
Prozessemit.

6. Die Gesamtengie (5.21) wird berechneund mit der Gesamtengjie des
vorherigenlterationsschritteverglichen. Ist die Differenz groRerals ge-
wunschtwird mit Schritt3 fortgefahren.
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5 Viel-Elektronen-Atomén Neutronensternmagnetfeldern
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Abb. 5.15 Relationzwischender CPU-Zeitfir 5 Iterationsschritteund der An-
zahlderElektronenbei der Berechnung/on Eisenionermit 15 finiten Elementen
undB-Splines6. Ordnungauf einerSingle-Processexaschinemit einemAthlon
XP1600+Prozessor

Furdie VerteilungderProzessaufdie KnoteneinesParallelrechnerainddie Inter-
prozesskmmunikationwurde MPI verwendetDie Rechnungemvurdenauf dem
Phonix-Clusterdes|nstituts fir TheoretischeAstrophysikin Tubingendurchge-
fuhrt. Der Phonix-Clustebestehtaus 16 Knotenmit je 2 ProzessorerdesTyps
Athlon XP 1600+.Die Knotensind mit 100MBit-Etherneterbunden.

Die Geschwindigkit desNetzwerksbeeinfluRtdie Performancaicht wesent-
lich, da nur geringeKommunikationstattfindet.Berechnetman z.B. vollbesetz-
tesEisenmit m = 15 finiten Elementerund B-Splinesder Ordnungk = 6 auf
26 Prozessorerso betragtbei NutzungdesDatentypsreal*8 die GrolRedesdie
Einteilchen-Vé¢llenfunktiondarstellendehdsungsektors(m + k — 1) -8 Bytes=
160 Bytes.DieseDatenmengavird per MPI-Broadcaswon jedemProzessan je-
denanderergesendetdadurchmiissemachjedemiterationsschritin diesenpra-
xisnahenBeispiel insgesamtund 98 kByte gesendetverden.Obwohl z.B. bei
2-Elektronensystemdrerechneauf einemkKnotenmit 2 Prozessorenachjedem
Iterationsschritthur 160 Bytes ausgetauschiverdenmiissenwird dennochkein
Speeduon 2 erreicht,dasichdie ProzessorerinenSpeicherhsteilen.

In Abbildung 5.17 ist die RelationzwischenCPU-Zeitund der Anzahl der
KnotendesPhonix-ClusterdeiderBerechnunglesEisengrundzustandei5- 102
T aufgetragenUberdenBalkenist die maximaleAnzahlder Elektronenangeye-
ben,dieproProzessogerechnetverden Auf 13 KnotenberechnejederProzessor

146



5.5 Parallelisierung

jeweils ein Elektron desvollbesetzterEisens.Bei 12 Knoten berechner? Pro-
zessorerje 2 Elektronenund die restlichen22 Prozessoreie ein Elektron. Mit

abnehmendefnotenzahberechneimmermehrProzessoreje 2 Elektronenpis
schlieRlichauf6 Knotenvon2 Prozessorehereits3 Elektronerberechnetverden.
Mit weiterabnehmenddfnotenzahkanndasSchemaweiterfortgefiihrtwerden.

5500

22FE.
5000 - §

4500 [ §

4000 [ :

3500 - :

3000 | :

CPU-Sekunden

2500 i

2000 - ]

1500

1000

le-06 relativer Fehler 1e-05

Abb. 5.16 RelationzwischenCPU-Zeitundrelativem Fehlerbei der Berechnung
des Eisengrundzustandsei einem Magnetfeldvon 2 - 10° T bei Variation der

Anzahlderfiniten Elemente Eswurdenl0 bis 22 finite ElementeverwendetDie

Enegie korvemiertgegendenWert £, = —186595.2790 eV.
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5 Viel-Elektronen-Atomén Neutronensternmagnetfeldern
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Abb. 5.17. RelationzwischenCPU-Zeitund Anzahl der Knoten(mit je 2 Athlon
XP1600+Prozessorerei der BerechnunglesEisengrundzustand®ie Zahlen
UberdenBalkengebendie maximaleAnzahlderElektronenan,die pro Prozessor
gerechnetverden(sieheText).
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6 Zusammenfassung und
Ausblick

In der vorliegendenArbeit wurdenzur numerischerBehandlungvon aktuellen
ProblemerderAtomphysikDiskretisierungserfahrenverwendetUntersuchtvur-
deneffektive Ein-Elektronen-Problemmit und ohneexpliziter Zeitabhangigkit
sowie zeitunabhangig®iel-Elektronen-ProblemeZum Einsatzkamendabeidie
Methodeder DiskretenVariablenund die Methodeder Finiten Elemente.Zwei
Schwerpunktaler Untersuchungebildetenzum einendie Quantendynamikon
Wasserstdfund AlkaliatomenunterEinflu3 ultrakurzer periodischeelektrischer
Pulseund zum andererdie Berechnungron Enegien und Oszillatorstarken der
ElementeHelium bis Eisenin extrem starken MagnetfeldernNachder physikali-
schenModellbildungwurdendie daraufangevendetemumerischeVerfahrenin
ProgrammcodesmgesetztDer Codefur dasProblemderViel-Elektronen-Atome
in extremstarlenMagnetfelderrwurdeparallelisiert.

Nach ausgiebigerKonvergenztestanhandbekanntelSystemeder nichtrela-
tivistischenQuantenmechaniktellte sich die B-Spline-Interpolatiorfir die Me-
thodeder Finiten Elementdfiur Problemedie durchgaenthnlicheDifferentialglei-
chungenbeschriebemverden,als am effizientesterheraus Partielle Differential-
gleichungenwurdenmit der Methodeder DiskretenVariablenauf Systemege-
wohnlicherDifferentialgleichungeamformuliert.

Zur Integrationder zeitabhangige®chrodingegleichungwurdenverschiede-
ne ZeitintegrationswerfahrenuntersuchtDabeistellte sich in Verbindungmit der
Methodeder Finiten Elementedie Cayley-Approximationalsamgiinstigsterner
aus.

Die Untersuchungron Wasserstdfund Alkaliatomenunter Einfluf3 ultrakur
zerelektrischePulsewird durchdie Eigenschaftemesklassischersystemamo-
tiviert. KlassischlaRtsich ein Zusammenhangwischenlonisierungsvahrschein-
lichkeit in Abhangigleit von der Pulsfrequenzind regularerPhasenraumstruktu-
renherstellenBei derdreidimensionalegquantenmechanisch&ghandlungeigt
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6 ZusammerdssungindAusblick

einVemngleichzwischerklassischundquantenmechanisdierechnetetonisations-
wahrscheinlichkit nur einegeringeAhnlichkeit.

In bereitsveroffentlichtenArbeiten,in denenmit eindimensionalemuanten-
mechnanischeModellenbeim gekicktenWasserstdatom Quantenlokalisierung
nachgaiesenwerdenkonnte,blieb die Frageoffen, ob sich auchbei einerdrei-
dimensionalerBehandlungQuantenlokalisierunginstellt[Yoshidaet al. 20004.
Mit denMethodendervorliegenderrbeit konntedieseFragepositiv beantvortet
werden[Klews,Schweize2001].

Hinsichtlich experimentelletUntersuchungedesgekicktenWasserstdé und
ahnlicherSystemewurde untersuchtwie genaudie Periodizitatder elektrischen
PulseeingehalterwerdenmufR,um nocheine Ubereinstimmungnit idealisierten
Modellenzu erzielen.Da sich Experimentebequememit Alkaliatomenals mit
Wasserstdfdurchfuhrenlassen stellt sich die Frage,inwieweit sich dasVerhal-
ten desgekicktenWasserstdé in gekicktenAlkaliatomenwiederfindet Es zeigt
sich,daf3sichdie Dynamikin Parameterbereichem denerResonanzeauftreten,
bereitsdurchdie geringenQuantendefekteithiums deutlichunterscheidet.

Bei derUntersuchungon Wasserstdfmit ultrakurzen periodischenalternie-
renderelektrischerPulserzeigtsichebentlls,dalsichdie klassischvorhandenen
regularenPhasenraumstrukturercht sichtbarin derquantenmechanisdserech-
netenlonisationsvahrscheinlichkit niederschlagen.

Eine Sequenz/on zeitlich zufallsverteiltenPulsenmit variierendePulsinten-
sitdtkannals Modell fur die Elektronen-Dynamikn Atomen,mit denenFestkor
peroberflachebescholRewerdendienen.Firdie lonisierungsvahrscheinlichkit
ist nacheinergrof3ererZahlvon Pulsenim Wesentlichemur die AnzahlderPulse
mafgebendndnichtdie DetailsderzufalligenPulsfolge.

Zur LésungdesProblemsron Viel-Elektronen-Atomerin extremstarlenMa-
gnetfeldernvurdendie Hartree-ck-Gleichungetin adiabatischeNaherungmit
der Methodeder Finiten Elementegeldst.Um die zur Modellierungvon Neutro-
nensternatmospharemtwendigerzahlreicherDatenatomaretUbemgangeeffizi-
entberechnerzu kdnnenwurdeder Programmcodearallelisiertund der Zusam-
menhangzwischenPerformanceind Genauigleit in Verbindungmit der Anzahl
derfiniten ElementeherausgearbeiteRie Genauigleit der Enegienund Oszilla-
torstarlenwurde,soweit vorhandenmit Literaturwerterverglichen.Exemplarisch
wurdeneinige Datenvon Grund-und Anregungszustandevon Kohlenstof, Sili-
zium, EisenundEisenionerberechnet.

FurdasProblemdesgekicktenWasserstdé unddiein dieserArbeit behandel-
tenverwandtenSystemestehteinesystematisch&ntersuchungnit nochhdherer
Anregungder Ausgangszustandéjr die manaufgrunddesKorrespondenzprin-
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zips eine besserdJbereinstimmungnit den klassischerEigenschaftererwartet,
nochaus.Esist zwar mit denvorgestelltenDiskretisierungserfahrenprinzipiell
moglich, Systememit nochhéhererAnregungzu berechnendernumerischeiuf-
wand fir umfangreicheParameterstudieist dabeijedochaufgrunddesgrof3en
Integrationsradiusind der entsprechentiohenAnzahlfiniter Elementebetracht-
lich.

Der Programmcoderlaubtdas Zuschalteneinesstatischenzu den elektri-
schenPulsenparallelenMagnetfelds Damit kdnnteuntersuchtverden,ob dieses
Feld einenstabilisierenderkinflud auf die gekicktenAtome hat. DiesesSystem
hatbislangkeinenEingangin die Literaturgefunden.

Im Hartree-fock-Codezur BerechnungtomaremDatenin Neutronensternma-
gnetfelderrsolltenhthereLandaunveausniteinbezogenverdendainsbesondere
fur die BerechnunglerWellenfunktionerkernnaheElektronenschwereElemen-
te aufgrundderadiabatischeNaherunghur einemagigeGenauigleit zu erwarten
ist. AuBerdenkanndamitderberechenbar®lagnetfeldbereickergroRertverden.
Mit derFormulierungdesProblemsm RahmereinesMultik onfigurationsansatzes
wurdebereitsbegonnen.

Wunschensweiist aucheine Automatisierungler Wahl der Startwellenfunk-
tionen des Iterationserfahrens,damit es maoglich ist, ohne Kontrolle der Zwi-
schenegebnisseinegroReMengeanatomarerlbergangerzu berechnen.
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