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Zusammenfassung

Diskretisierungsverfahren zur Unter suc hung von Atomen in
zeitabhängig en elektrisc hen Feldern und in extrem starken
Magnetf eldern

In der vorliegendenArbeit werdenAtome in äußerenelektrischenund magneti-
schenFeldernmit numerischenMethodenuntersucht.Im Vordergrundstehtdie
Behandlungvon Wasserstoff und AlkaliatomenunterEinfluß ultrakurzerelektri-
scherFeldimpulse(sogenannter„Trains”) und Viel-Elektronen-Atomein extrem
starkenMagnetfeldern.Bei allenSystemenwurdezur Lösungdesquantenmecha-
nischenProblemsdie MethodederFinitenElementegegebenenfalls in Kombina-
tion mit derMethodederDiskretenVariablenverwendet.DieseVerfahrenwerden
im erstenTeil derArbeit ausführlichdargestellt.

Im zweiten Teil der Arbeit wird zunächstauf zeitabhängigeProblemeder
Atomphysik, insbesondereWellenpaketdynamikin Rydberg-Atomeneingegan-
genunddie BedeutungderWellenpaketdynamikfür dasGebietdesQuantencha-
oskurz amBeispieldesdiamagnetischenWasserstoffatomsbeleuchtet.Der Kern
der Untersuchungenzur Quantendynamikbilden Simulationendessogenannten
gekicktenWasserstoffatoms.Dabeiwird Wasserstoff einerFolgeperiodischer, ul-
trakurzerelektrischerPulseausgesetzt.KlassischeUntersuchungenzeigen,daß
der Phasenraumfür bestimmteParameterbereichein reguläreund irreguläreBe-
reicheaufgeteilt ist. Im Mittelpunkt der quantenmechanischenUntersuchungen
desvollständigendreidimensionalenProblemsstehendie Verbindungenzu den
klassischenEigenschaftenundderVergleichmit denin derLiteraturvorhandenen
eindimensionalenquantenmechanischenModellen.Die Untersuchungenwerden
schließlichauf Alkaliatomeund Systememit alternierendenundzeitlich zufalls-
verteiltenelektrischenPulsenausgedehnt.

Im dritten Teil der Arbeit werdendie Hartree-Fock-Gleichungenin adiabati-
scherNäherungmit derMethodederFinitenElementegelöst.DurchdieParalleli-
sierungdesProgrammcodesist esmöglich,die zur Modellierungvon Neutronen-
sternatmosphärennotwendigengroßenMengenatomarerDatenvon Übergängen
in Viel-Elektronen-Atomenin extrem starken Magnetfeldernzu berechnen.Ein
Schwerpunktliegt auf derBerechnungvon Eisenionen.
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1 Einleitung

Die EntwicklungderComputertechnologiederletztenJahrzehntehatesin Verbin-
dungmit modernennumerischenVerfahrenmöglichgemacht,denKenntnisstand
nichtintegrablerQuantensystemeentscheidendzu erweitern.GroßeFortschritte
konnteninsbesonderein atomphysikalischenSystemengemachtwerden,die für
dieGebieteQuantenchaosundAstrophysikrelevantsind.

GegenstanddesQuantenchaosist die quantenmechanischeBehandlungklas-
sischchaotischerSystemeundderenVerhaltenim semiklassischenLimes.Klassi-
schesChaosist überdasexponentielleAuseinanderlaufenbenachbarterTrajektori-
endefiniert.AufgrundderUnschärferelationmachtderBegriff derTrajektorieund
damit auchdie klassischeDefinition von Chaosin der Quantenmechanikkeinen
Sinn.WegendesKorrespondenzprinzipserwartetmandennochSpurendesklas-
sischenChaosim semiklassischenLimesvorzufinden.Ein unterdieserFragestel-
lung umfassenduntersuchtesatomphysikalischesSystemist z.B. dasWasserstoff-
atomim starken Magnetfeld([Hasagewaet al. 1989], [Friedrich,Wintgen1989],
[Schweizer1995]).

Ein SchwerpunktderErforschungdesQuantenchaosin derAtomphysikliegt
derzeitaufderUntersuchungvonhochangeregtenAtomen,diezeitabhängigenex-
ternenFeldernausgesetztsind. Der Anstoß,sich mit diesenSystemenzu befas-
sen,reicht bereitsin dasJahr1974 zurück,als [Bayfield,Koch1974] in einem
Experimentmit RydbergatomenunterEinflussvonMikrowelleneinevon derAn-
regungsfrequenzabhängigeIonisationsschwellebeobachtenkonnten.Umfassen-
detheoretischeArbeitenkonntenschließlichdiesesVerhaltenmit denklassischen
chaotischenPhasenraumstrukturenerklären(für einenÜberblick siehe[Casatiet
al. 1994]).

Ein in Verhaltenund TheorieähnlichesSystemist dassogenanntegekickte
Wasserstoffatom.Dabei wird dasWasserstoffatom analogzum gekicktenRotor
[Ott 1993] einerFolgeperiodischer, ultrakurzerelektrischerFeldpulseausgesetzt
(sog.„Trains“). In der Literatur findet manmittlerweile einigeArbeiten,die das
Systemklassischbehandeln(z.B. [Grozdanov, Taylor1987], [Burgdörfer1989],
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1 Einleitung

[Yoshidaet al. 2000a]),[Reinholdet al. 1997]) und bislangersteineexperimen-
telle Realisierung[Reinholdet al. 1997], jedochmit Alkaliatomen.Das Haupt-
problemder quantenmechanischenBehandlungbestehtin der starken Kopplung
an dasKontinuum.Währendnoch einige Arbeiten mit eindimensionalenquan-
tenmechanischenModellenpubliziert wurden([Yoshidaet al. 1999b],[Yoshidaet
al. 2000a],[Yoshidaet al. 2000b], [Perssonet al. 2002]) sindquantenmechanische
BehandlungendesvollständigendreidimensionalenSystemssehrrar [Mellesatal.
1993].

In der vorliegendenArbeit werdenDiskretisierungsverfahrenbenutzt,um ei-
nequantenmechanischeBehandlungdesvollständigendreidimensionalenSystems
desgekicktenWassersoffs durchführenzukönnen.ZumEinsatzkommendabeidie
MethodederDiskretenVariablenunddie MethodederFinitenElemente.Haupt-
augenmerkwird dabeiauf den Vergleich mit den in der Literatur vorhandenen
Ergebnissender eindimensionalenquantenmechanischenBehandlungenund der
Vergleichmit klassischenRechnungengelegt.DarüberhinauswerdengekickteAl-
kaliatomeunddie in derLiteraturwenigervertretenenSystememit alternierenden
elektrischenPulsen([Carnegie1984], [Casatiet al. 1994], [Tannianet al. 2000])
undmit einerZufallssequenzvon elektrischenPulsen([Burgdörfer1989],[Melles
et al. 1993])behandelt.

Der zweite Themenkomplex der vorliegendenArbeit, bei dem Diskretisie-
rungsverfahreneffizient eingesetztwerdenkonnten,sind Atome in Neutronen-
sternmagnetfeldern.In jüngsterZeit konntenerstmalsmit denRöntgensatelliten
Chandra und XMM-Newton im SpektrumdesNeutronensterns1E 1207.4-5209
Absorptionsfeaturesbeobachtetwerden[Sanwaletal.2002].Um diebeobachteten
Neutronensternspektreninterpretierenzu können,ist die Kenntnisumfangreicher
atomarerDatenderElementein derNeutronensternatmosphärenotwendig.Neu-
tronensternehabenMagnetfelderderGrößenordnung

�����
T [Trümperet al. 1977].

WährenddasProblemvon Wasserstoff und Helium in extrem starken Magnet-
feldern mittlerweile umfassendbehandeltwurde (siehez.B. [Braunet al. 1993],
[Thurneret al. 1993], [Ruderet al. 1994], [Joneset al. 1999]), sind Energienund
insbesondereOszillatorstärkenhöhererElementeim für Neutronensternatmosphä-
ren relevantenFeldstärkebereichsehrrar ([Miller , Neuhauser1991], [Mori, Hai-
ley 2002]).Da Neutronensterneletztlich Überrestevon Eisenkernenkollabierter
Sternesind, wird in ihrer Atmosphäreein hoherAnteil an Eisenionenvermutet
[Rajagopalet al. 1997]. Für die Modellierungvon Modellatmosphärenwerden
oftmalsdie Datenvieler tausendatomarerÜbergängebenötigt.Um dieseDaten
in angemessenerZeit bereitstellenzu können,ist esnotwendig,eineneffizienten
Programmcodezu entwickeln. Dazu werdenin dieserArbeit die Hartree-Fock-
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Gleichungenin adiabatischerNäherungmit der Methodeder Finiten Elemente
gelöstundderProgrammcodeparallelisiert.NebendemVergleichmit bereitsvor-
handenenLiteraturwertenwurdeninsbesondereDatenvon Eisenionenberechnet.

In Kapitel 2 werdendie Methodeder DiskretenVariablenund die Methode
derFinitenElementevorgestellt.Effizienz-undKonvergenztestserfolgenanhand
einigerSystemedernichtrelativistischenQuantenmechanik.

Kapitel 3 gibt einenkurzenÜberblicküberZeitintegrationsverfahrenderzeit-
abhängigenSchrödingergleichung.

In Kapitel 4 werdenzunächstalsBeispielfür Quantenchaosin derAtomphy-
sik Wellenpaketdynamikim diamagnetischenWasserstoffatomvorgestellt.Nach
FormulierungderProblemstellungdesgekicktenWasserstoffatoms,wird dasSy-
stemzunächstmit klassischenein-unddreidimensionalenModellenbehandeltund
schließlichmit denMethodendervorangegangenenKapitelndasvollständigedrei-
dimensionalequantenmechanischeProblemgelöst.DerSchwerpunktderUntersu-
chungenliegt auf Vergleichenmit klassischenRechnungenundeindimensionalen
quantenmechanischenRechnungenausder Literatur. Darüberhinauswerdenge-
kickte Alkaliatomeund der Einfluß alternierenderundzufallsverteilterPulseun-
tersucht.

In Kapitel 5 wird nacheinemkurzenÜberblick überdenStandder Neutro-
nensternspektroskopiezunächstdie Eigenschaftenvon Wasserstoff in Neutronen-
sternmagnetfeldernbeschrieben.Zur LösungdesProblemsder Viel-Elektronen-
Atome in extrem starken Magnetfeldernwird die Methodeder Finiten Elemente
zurLösungderHartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherungbenutzt.Da-
mit werdenexemplarischEnergienundOszillatorstärkenderElementeHeliumbis
Eisenin Neutronensternmagnetfeldern berechnet.EineBeschreibungderParalle-
lisierungsmethodedesProgrammcodesschließendasKapitel ab.

EineZusammenfassungderErgebnissemit einemAusblickaufoffeneProble-
meerfolgt in Kapitel 6.
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1 Einleitung

Einheiten� und Konventionen

In dieserArbeit werdensoweit nicht andersangegebenatomareEinheiten ���
	� 	
� e 	�����	 ��� verwendet.Längenwerdenin EinheitendesBohrschenRadius��� 	�������� e ��� ���  �!#"����%$'& � m und Energien in Hartrees( H 	)�+*�� e�,*-��.0/ � .
eV dargestellt.Die atomareEinheit für die Zeit ist 1 � 	2�435�5� ��6 � ��� � .87 fs. Als
Referenzgrößefür dieMagnetfeldstärke 9:	<; =>; �8? � wird? � 	@.�� * � *e � * � � �A��7 � / �:"0����B T (1.1)

undfür dieelektrischeFeldstärke CD	<; EF; ��G �G � 	H� 3 � *e � 3 � � �I�  %�J� 7 "���� &K& V/m (1.2)

verwendet.Zum Vergleich mit der Literatur ist dasMagnetfeldoftmals in Tesla
undEnergienin eV angegeben.
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2 Diskretisierungsverfahren in
der Quantenmec hanik

Ein weitverbreiteterAnsatzzurLösungderSchrödingergleichungist dieEntwick-
lungderWellenfunktionnachglobalenBasisfunktionenL �NMO � 	QP�R � RTSUR �NMO �V�

(2.1)

In dieSchrödingergleichungeingesetzt,erhältmaneinlinearesGleichungssystem,
dessenLösungdie Entwicklungskoeffizienten � R liefert. Für die in dieserArbeit
betrachtetenSystemederAtomphysikist derAnsatz(2.1) jedochnur bedingtein-
setzbar. Im FallestarkerMagnetfelderzeigendieseEntwicklungenim Übergangs-
bereichder Dominanzvon Kugel- zu Zylindersymmetrieein schlechtesKonver-
genzverhalten.Für zeitabhängigeProblememüßtennumerischsehraufwendige
zeitabhängigeBasisfunktionenverwendetwerden.SindexterneelektrischeFelder
vorhanden,ist dasKontinuummiteinzubeziehen,wasmit einerendlichdimensio-
nalenBasisausglobalenFunktionenschwerzu bewerkstelligenist. Ein mögli-
cherAnsatzbestehtauseinerBasisausEigenzuständendesfeldfreienAtomsund
Sturm-LiouvillescherBasisfunktionen[Melles etal. 1993].

Für die ebenangesprochenenProblemebietenDiskretisierungsverfahreneine
effizienteLösung.Dabeiwird die Wellenfunktion W:�NMO R � auf einemGitter mit den
GitterpunktenMO R dargestellt.ZwischendenGitterpunktenwird dieWellenfunktion
durchlokaleBasisfunktionenX R �YMO � interpoliert:W:�YMO � 	QP R X R �NMO � WZ�NMO R �V�

(2.2)

In dervorliegendenArbeit wurdenanDiskretisierungsverfahrendie Methodeder
FinitenElementeunddieMethodederDiskretenVariableneingesetzt.Bei zeitab-
hängigenProblemenundEigenwertberechnungen,die mit derdreidimensionalen

7



2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

Schrödingergleichungbeschriebenwerden,wurde mit der Methodeder Diskre-
ten VariablendasProblemauf die LösungeinesSystemsgekoppeltereindimen-
sionalerDifferentialgleichungenzurückgeführt.DieseMethodewurdezuerstvon
[Melezhik1986]auf Atomein äußerenFeldernangewandtundist in derphysika-
lischenChemieweitverbreitet(z.B. [Lill et al.1982], [Light et al. 1985]).Dieses
Gleichungssystem,sowie die Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNähe-
rungwerdendannmit derMethodederFinitenElementegelöst.

Die MethodederFinitenElementewurdeursprünglichfür dieStrukturmecha-
nik entwickelt undist mittlerweilezur Lösungvon Differentialgleichungenunter-
schiedlichsterProblemeweitverbreitet.Die Grundideebestehtdarin,denRaumin
kleine Teilbereiche(sog.finite Elemente)aufzuteilenund auf jedemTeilbereich
Interpolationspolynomeanzusetzen,derenKoeffizientenso zu wählensind, daß
die Lösungmöglichstgut mit denBedingungenfür die tatsächlicheLösungver-
einbarist. Für die Lösungvon DifferentialgleichungenstetigerProblemewird die
Differentialgleichungin einäquivalentesVariationsproblemüberführt.FürdieEx-
tremwertedesFunktionalserhältmandanneinGleichungssystemfür dieKoeffizi-
entenderPolynomentwicklung.DieMethodederFinitenElementewird in zahlrei-
chenBüchernausführlichbehandelt([Marsal1989], [Bathe1986], [Zienkiewicz
1984]). Für die Anwendungauf dasWasserstoffproblemim starken Magnetfeld
seiinsbesondersauf [Shertzer1989], [Shertzeretal. 1989] und[RamMohanet al.
1990]hingewiesen.

Im FolgendenwerdendieDiskretisierungsverfahrenvorgestelltundzurUnter-
suchungvon Konvergenzund Effizienz zunächstauf wohlbekannteSystemeder
nichtrelativistischenQuantenmechanikangewandt.

2.1 Grundla gen der Methode der Diskreten
Variab len

Um dieGrundideederMethodederdiskretenVariablenzu erläutern,seizunächst
nocheinmaldieEntwicklungderWellenfunktionnacheinerglobalenBasis

SU[ �]\ �
in einerkartesischenDimensionzur LösungderSchrödingergleichung^_ W R �`\ � 	H( R W R �`\ � (2.3)

betrachtet: W R �`\ � 	baP[�c & � R[ S [ �`\ �d�
(2.4)
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2.1 GrundlagenderMethodederDiskretenVariablen

Die Entwicklungskoeffizienten� R[ lautenin der
SU[ �`\ � -Basis:� R[ 	@e Sgf[ �`\ � W R �]\ �%h \ �

(2.5)

Die Basisfunktionen
SUR �]\ � seiendie EigenfunktioneneinesHamilton-Operators

undbildeneinenHilbertraummit denOrthonormalitäts-undVollständigkeitsrela-
tionen e h \ Sgfi �`\ � S [ �`\ � 	kj i [ l

(2.6)aPi c & S fi �`\Um � S i �`\on � 	pj%�]\Um:q<\�n �V�
(2.7)

SetztmandenAnsatz(2.4) in die Schrödingergleichung(2.3)ein, so liefert Mul-
tiplikation mit

S fi �`\ � und Integrationüberdie \ -Achsezusammenmit (2.6) das
GleichungssystemaP[�c & � R[ e h \ S fi �`\ � ^_ So[ �]\ � 	 � Ri ( Rsr 	 � l �J�J� lYt �

(2.8)

Bei einernumerischenBehandlungist mangezwungen,sichin (2.8)aufeineend-
liche Basisunddamitein endlichesGleichungssystemzu beschränken.Die unbe-
kanntenKoeffizienten � R[ werdendanndurchDiagonalisierungder Hamiltonma-
trix _�u+v�wi [ 	Qe h \ S fi �`\ � ^_ S [ �]\ � (2.9)

bestimmt.Durch ErweiterungdesendlichenBasissystemsführt diesesVorgehen
zuimmergenauerenEigenfunktionenundEigenwerten.Wie großdieBasisfür ei-
nevorgegebeneGenauigkeit gewähltwerdenmuß,läßtsichmit Konvergenzunter-
suchungenfeststellen.Da diesesVerfahreneinemVariationsverfahrenentspricht,
nenntmanesVariable Basis Representation (VBR) oderSpektraldarstellung.

Wird in (2.9)dasIntegral mit numerischerQuadraturmit x Stützpunktenbe-
rechnet, _zy v+wi [ 	b{Pm c & Sgfi �`\Um � ^_}| m S [ �`\~m � l

(2.10)

sosprichtmanvon derFinite Basis Representation (FBR). Die \Um sinddie Stütz-
punkteunddie

| m dieIntegrationsgewichtederQuadratur(z.B.einerGauß-Legen-
dre-Integration).Die Orthonormalitäts-und Vollständigkeitsrelationen(2.6) und
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

(2.7) lautenin dieserDarstellung{Pm c & S fi �]\ m � | m SU[ �]\ m � 	Hj i [ l
(2.11){Pi c & Sgfi �`\Um ��� | m | n S i �]\�n � 	pj�m�n �
(2.12)

Existiert für ein zu lösendesProblemeineQuadratur, sodaßdie Summen(2.11),
(2.12)mit denRelationen(2.6), (2.7) übereinstimmen,dannsind die Ergebnisse
von FBR und VBR identisch.Die Entwicklungskoeffizienten(2.5) lautenin der
FBR � R[ 	 {Pm c & | m S f[ �`\ m � W R �`\ m �d�

(2.13)

Beschränktmansichauf � Basisfunktionen,so lautetdie EntwicklungderWel-
lenfunktion WZ�]\ � 	 �Pi c & {P[�c & | [�S fi �`\ [ � W:�`\ [ � S i �`\ � (2.14)	 {P[�c & W [ X [ �`\ � (2.15)

mit W [ 	 � | [ WZ�]\ [ � (2.16)

und X [ �]\ � 	 � | [ �Pi c & Sgfi �`\ [ � S i �`\ �d�
(2.17)

Die X { bildeneineorthonormaleBasisin einerdiskretisiertenDarstellung.Wählt
man x�	p� soerhältmanX [ �]\ � 	��Pi c & S i �`\ �����i [ (2.18)

mit demunitärenTransformationsoperator� i [ 	 � | [�S i �]\ [ �d�
(2.19)
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2.1 GrundlagenderMethodederDiskretenVariablen

Die Relationen(2.11)und(2.12)lautenmit dieserDefinition� ��� � � i [ 	pj i [ l
(2.20)� � � �:� m�n 	kj m�n �
(2.21)

DieseTransformationführt aufdieDiskrete Variablen-Darstellung (DVR), diezur
FBR isomorphist. Die Transformationsregelfür einenbeliebigenOperator� lau-
tet: �Z� u+w 	 � � � y v�w � �

(2.22)

Durch die Transformationvon FBR zu DVR wird die Darstellungmit x Basis-
funktionenin eineDarstellungmit x Quadraturpunktenüberführt.

In derKoordinatendarstellungist derPotentialoperator̂
�

desHamiltonopera-
tors

^_ 	 ^��� ^�
multiplikativ. Daherläßtsichmit derDefinition^� i [ 	 ^� �]\ [ � j i [ (2.23)

dieFBR desPotentialoperators^�Fy v�wm�n 	�{P[�c & | [ Sgfm �]\ [ � ^� �`\ [ � S n��]\ [ � (2.24)

mit Hilfe desTransformationsoperators(2.19)folgendermaßendarstellen:^�Fy v+wm�n 	HP i [ � �m i ^� i [ � [ n �
(2.25)

Wendetmandie Transformationsvorschrift (2.22) auf denHamiltonoperatoran,
erhältmanmit (2.25)die DVR:^_ � u�w 	 � ^_zy v�w � �

(2.26)	 � ^� y v�w � � ��� ^�#y v+w � �	 � ^� y v�w � � � ^� �
Die Verallgemeinerungder Methodeder diskretenVariablenfür mehrdimen-

sionaleProblemeistmit geringemAufwandmöglichundfindetsichz.B.in [Schwei-
zer2001].
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

2.2 Die Schröding ergleic hung in der
Diskreten-V ariab len-Dar stellung

Im Folgendenwird die AnwendungderDiskreten-Variablen-Methodeauf die Lö-
sungder Schrödingergleichungfür Wasserstoff und Alkaliatome in homogenen
elektrischenund magnetischenFeldern,die, falls beideFeldervorhanden,paral-
lel orientiertsind,angewandt.Hierdurchergibt sicheinestarkeVereinfachungdes
Problemsund desnumerischenAufwands.Dennochläßt sich die Methodeauch
einfachfür gekreuzteelektrischeundmagnetischeFeldererweitern.

DerHamiltonoperatorin Anwesenheitvonparallelenelektrischenundmagne-
tischenFeldernlautetin sphärischenKoordinaten(z.B. [Faßbinder1997]):_ � O l���l S � 	�q �. O *z�� O O * �� O � �. O *�� * � ��l S � q r 9 �� S �)� � O l���l S � l

(2.27)

wobei � * � ��l S � 	�q ����J� ��� �� � ���J� � �� � � ������ � � *� S *o� (2.28)

und � � O l���l S � 	 9�*. O * ���J� * � � G " O "��N� � � � � � O �d�
(2.29)

Dabeisind 9 und G dasmagnetischeundelektrischeFeldund
� � O � im Falle des

Wasserstoffs das
&  -Coulomb-Potential.Für Alkaliatomekönnenphänomenologi-

schePotentialeverwendetwerden.EshabensichModellpotentialederForm� � O � 	�q �O>¡ ��� ��¢)q ��� � $~£,¤�  � � * O8� $~£N¥�  ��¦ (2.30)

bewährt (genaueresin Kapitel 2.6.5).Die Parameter� [ werdensobestimmt,daß
EigenwerteundWellenfunktionenmöglichstnaheanexperimentellenWerten,oder
anVergleichswertenausderQuantendefekttheorieliegen.

ÜberdemUnterraum§�	©¨ ��l S�ª existiert zumOperator(2.28)einvollständi-
gesOrthonormalsystemausEigenfunktionen:« n i � ��l S � 	 � .�¬ � ��� j � i � �]­ � ; ��; �Y®��.�­ �k�5� �¯­~q�; �°; �Y® � $ ¤±³²µ´ i ´n � �,� � � ��¶ �,� � �]� S � l �¸· ����J� ��; ��; S � l �¸¹ �

(2.31)
Die EigenwertezudenEigenfunktionen(2.31)sind ºo»F	H­��¯­ ����� wobei ¼ zusam-

menfassendfür die Quantenzahlen­ und � steht.Die
²µ´ i ´n sind die assoziierten

Legendrepolynome.
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2.2 Die Schrödingergleichungin derDiskreten-Variablen-Darstellung

Bei demhier vorausgesetztenFall reinerelektrischerbzw. magnetischerFel-
der und bei parallelenFeldernist die ½ -KomponentedesDrehimpulseseineEr-
haltungsgröße,deshalbläßtsichdie Winkelvariable

S
abseparieren.Der parama-

gnetischeTerm q r 9 � � � S in (2.27)bewirkt einevomMagnetfeldabhängigeEner-
gieverschiebung,die in den folgendenRechnungennicht explizit berücksichtigt
werdenmuß.Die Endergebnissewerdennachträglichmodifiziert.
DerOperator(2.28)lautetin diesemFall� * � � � 	�q ����J� � �� � ���J� � �� � (2.32)

mit denEigenfunktionen« n�� � � 	 � .�¬ � ��� j � i � �]­ � ; ��; ® ���.�­ �p��� �¯­~q�; ��; �N® � $ ¤± ²µ´ i ´n � �,� � � �d�
(2.33)

Die Magnetquantenzahl� tauchthieralsfesterParameterauf.Die Diskretisierung
desWinkelunterraumsläßtsichauf die Variable

�
beschränken.Der

�
-Unterraum

wird durch x Knotenpunkte
� m diskretisiert.An diesenGitterpunktenwerden

danneindimensionaleFunktionenvon O betrachtet:WZ� O l�� m � 	pW m � O �d�
(2.34)

FürdiegesuchteWellenfunktionW:� O l�� � wird folgenderAnsatzgemacht:WZ� O l�� � 	¾{Pm c &Z¿ {P» c & « » � � � � « � $g&» m+À W³m%� O ���
(2.35)

Dabeiist � « $'&N� » m die InversederquadratischenMatrix « m »>	Á¨ « »�� � m � ª , beste-
hendausdenerstenx Eigenfunktionen(2.33)andenGitterpunkten

� m . Die Exi-
stenzderInversenfür ungeradex wurdevon [Nikiforov etal. 1991] bewiesen.

SetztmandiesenAnsatzin diezeitunabhängigeSchrödingergleichungmit dem
Hamiltonoperator(2.27)ein,erhältmaneinSystemgekoppelter, eindimensionaler
Differentialgleichungenfür die radialenFunktionenW³m :{PÂ c &ÄÃ�Å
Æm Â � O ����Ç Æm Â � O ��È W Â � O � 	p(<W³m%� O � (2.36)

mit Å
Æm Â � O � 	 � q �. O * hh O O * hh O �)� � O l�� m � � j�m Â (2.37)

13



2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

und Ç Æm Â 	 �. O * i � {Pn c i ­��]­ �p��� « m�n�� « $g& � n Â �
(2.38)

Mit denDefinitionen

WZ� O � 	 ÉÊÊÊÊË
W & � O ����W { � O �

Ì,ÍÍÍÍÎ l
(2.39)

Å � O � 	 � Å Æ � O � �� Å Æ � O � � l
(2.40)Ç � O � 	 � Ç Æ � O � �� Ç Æ � O � � (2.41)

läßt sich dasDifferentialgleichungssystem(2.36) als übersichtlicheMatrixglei-
chung � Å � O ����Ç � O ��� WZ� O � 	H(ÏW:� O � (2.42)

darstellen.DiesesDifferentialgleichungssystemläßt sich auf ein symmetrisches
Systemabbilden.GehtmanvoneinernormiertenWellenfunktionW aus,soist:{PÂ�Ð m c &�Ñ Æm Â e a� h OÒO * W³m%� O � W Â � O � 	 � (2.43)

mit Ñ Æ m Â 	 {P» c & � « $g& � » m � « $g& � » Â �
(2.44)

Definiertman Ñ 	 � Ñ Æ �� Ñ Æ � (2.45)

undmultipliziert damitdasDifferentialgleichungssystem(2.42),soerhältman� ÅµÓ � O ����Ç Ó � O ��� W:� O � 	H( Ñ WZ� O � (2.46)
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2.2 Die Schrödingergleichungin derDiskreten-Variablen-Darstellung

mit

ÅµÓ � O � 	 � Ñ Æ " Å Æ � O � �� Ñ Æ " Å Æ � O � � l
(2.47)Ç Ó � O � 	 � Ñ Æ "�Ç Æ � O � �� Ñ Æ ",Ç Æ � O � � (2.48)

und � Ñ Æ " Å
Æ � m Â � O � 	 � q �. O * hh O O * hh O �)� � O l�� � � Ñ Æ m Â l
(2.49)� Ñ Æ "�Ç Æ � m Â � O � 	 �. O * { � iPn c i ­��]­ �p��� � « $'& � nJm�� « $g& � n Â �
(2.50)

DadieLegendrepolynomezurKlassederorthogonalenPolynomegehören,bilden
dieZeilenderMatrix « m » ein Orthogonalsystem

{ � iPn c i « n�� � m � « n�� � Â � 	 �| m j�m Â l
(2.51)

wenndie
| m IntegrationsgewichteeinerGauß-Legendre-Integrationmit x Stütz-

stellenund
� m die NullstellendesLegendrepolynomsP

ii � { sind.

Ist nur ein externesMagnetfeldvorhanden,so läßt sich die Paritätserhaltung
zur ReduzierungdesSpeicher- und Rechnenaufwandsnutzen.Dazu beschränkt
mansichbeidenBasisfunktionen(2.33)auf x Basisfunktionenmit ausschließlich
positiver bzw. negativer Parität.Die

�
-Achsewird in .�x Knotenpunktendiskre-

tisiert, bei der Bildung derMatrix « m » 	Á¨ « » � � m � ª werdendanndie Basisfunk-
tionenandenerstenx Diskretisierungspunktenausgewertet.Bei derBerechnung
von Eigenwertenhat mannebeneffizientererRechnungendenweiterenVorteil,
daßdie gefundenenEigenwerteund -funktionenwegender festenParität einfa-
cherdenkorrektenQuantenzahlenzugeordnetwerdenkönnen.

EineDarstellungfür denFall beliebigzueinanderorientierterelektrischerund
magnetischerFelderfindetsichin [Faßbinder1997].
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

2.3 Grundla gen der Methode der Finiten
Elemente

GegebenseieineDifferentialgleichungÅ XÒ�NMO � 	 � (2.52)

mit demDifferentialoperatorD unddergesuchtenLösungsfunktionXÒ�NMO � mit MOÕÔ§HÖ)× [ unddenRandbedingungenXÒ�YMO � 	 S �NMO � auf Ø , demRandvon § �
(2.53)

Im Falle einesstetigenProblemsläßt sich die Differentialgleichungmittels der
Umformulierungin ein äquivalentesVariationsproblemin die für dasFinite-Ele-
mente-VerfahrennotwendigeIntegralformüberführen.Dazumußzunächsteinzur
DifferentialgleichungpassendesFunktionalÙ 	@e4Ú h § Ñ �TXÒ�NMO ���+� e�Û h Ø S �NMO � (2.54)

gefundenwerden.DerDefinitionsbereich§ wird in Teilbereiche§ R , diesogenann-
tenfiniten Elemente,aufgeteilt,wobei Ü R § R 	�§ . Damit läßtsichdasFunktional
(2.54)alsSummeüberdiefinitenElementeschreiben:Ù 	 P R � e Ú�Ý h § Ñ �TXÒ�NMO ���+� e Û�Ý h Ø S �NMO � � �

(2.55)

In jedemElement,spezifiziertdurchdenIndex
r
, wird die LösungsfunktionXÒ�NMO �

durcheineEntwicklungnachlokalenBasisfunktionen
²AÞ R�ßm mit denEntwicklungs-

koeffizienten
S Þ RJßm interpoliert:àX Þ R�ß 	QP m S Þ RJßm ² Þ RJßm �

(2.56)

DieserAnsatzwird in dasFunktional(2.54)eingesetztunddie Variationj Ù 	 � (2.57)

bzgl. der Entwicklungskoeffizienten
S Þ RJßm durchgeführt.Damit ergibt sich für x

finite Elementemit jeweils � lokalenBasisfunktionenj Ù 	 � Ù� S Þ & ß& " j S Þ & ß& �Õ�,���á� � Ù� S Þ & ß� " j S Þ & ß� �Õ���,�á� � Ù� S Þ { ß& " j S Þ { ß& �Õ�,�,�`� � Ù� S Þ { ß� " j S Þ { ß�(2.58)
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2.4 Wahl derfinitenElemente

Da die Variationenj S Þ R�ßm unabhängigvoneinanderdurchgeführtwerdenkönnen,
ergibt sichdasalgebraischeGleichungssystem

� Ù� MS 	 ÉÊÊË
â�ãâ�ä�å ¤]æ¤
...â�ãâ5ä åèç æé

Ì,ÍÍÎ 	 � �
(2.59)

DasAuffindeneineszueinergegebenenDifferentialgleichungpassendenFunktio-
nalsist im AllgemeineneinenichttrivialeAufgabe.FüreinSystemlinearerDiffe-
rentialgleichungen ^� MX � Mê 	 � (2.60)

mit demselbstadjungiertenOperator
^� läßt sich ein geschlossenerAusdruckfür

einzugehörigesFunktionalangeben(siehez.B. [Zienkiewicz 1984]):Ù 	 e4Ú � MXÄë " ^� MX � . MXìë " Mê �%h § �
(2.61)

Damit ergibt sich analogzu (2.59) ein linearesalgebraischesGleichungssystem
mit einersymmetrischen,gebändertenMatrix � :� Ù� MS 	 � MS � M� �

(2.62)

Für EigenwertgleichungenergebensichanstattalgebraischerGleichungssysteme
verallgemeinerteEigenwertproblemezur Bestimmungder lokalenEntwicklungs-
koeffizienten

S Þ RJßm (vgl.Kap.2.6).

2.4 Wahl der finiten Elemente

Bei den in dieserArbeit behandeltenquantenmechanischenProblemenwurden
unterschiedlicheAufteilungendesRaumesin finite Elementeverwendetundsol-
len im Folgendenkurz beschriebenwerden.Die Wahl einesproblemangepaßten
Finite-Elemente-GittershaterheblichenEinflußauf die Konvergenzgeschwindig-
keit desVerfahrens.

DieeinfachsteAufteilungdesRaumesmit demDefinitionsbereichí ½ i R [gl ½ iî£Nï5ð
bestehtaus x äquidistantenfiniten Elementen,mit der Definition der Element-
grenzen½ R 	 r q �x " �]½ iì£Yï q°½ i R [ ��� ½ i R [ l r 	 � l �J��� l x �p�ñ�

(2.63)
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

In ProblemenderAtomphysikist dieWellenfunktionim Allgemeinenin Kern-
nähestrukturreicheralsbeigrößerenradialenAbständenO . EinederKnotenstruk-
tur desWasserstoffs in Kugelkoordinatenim Intervall í � l O iì£Yï�ð hervorragendan-
gepaßteDefinition ist einequadratischeAufweitungderElementgrenzenO R 	 � r q ��� *x * O iî£Nï l r 	 � l �J��� l x �p�ñ�

(2.64)

Die GrößederfinitenElementewächstlinearan:ò R 	 O R � & q O R 	 . r q �x * O iî£Nï l r 	 � l �J��� l x �
(2.65)

Für die Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherungmit demDefiniti-
onsbereichí � l ½ iì£Yï5ð wurdeu.a.von [Pröschel1982] zur DruchführungdesNu-
merov-VerfahrenseineexponentielleAufweitungbenutzt:½ R 	 �¢ ��ó Ý mit ô R 	kô & � � r q ��� ò { �

(2.66)

Dabei ist
ò { die Schrittweiteund ô & der Anfangswert,der bestimmt,wie nahe

die ersteStützstelle½ & am Ursprungliegt. Bei den Rechnungenin Kapitel 5.3
zeigtesich,daßdiequadratischeAufweitungderFinite-Elemente-Grenzenfür die
Lösungder Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherungmit der expo-
nentiellenAufweitungbezüglichderKonvergenzgeschwindigkeitvergleichbarist.

2.5 Interpolationspol ynome

Die Wellenfunktionwird auf jedemfiniten ElementdurcheineEntwicklungnachÇ
lokalenBasisfunktionendargestellt(

r
ist derIndex desfinitenElements):W Þ RJß � O � 	bõPm c & W Þ RJßm ² m �`\ �d�

(2.67)

Dabeiwird auf jedemElementmit denElementgrenzení O R l O R � &�ð undderLängeò R
die lokaleKoordinate \ö	 � O q O R �ò R l \ Ô í � l � ð (2.68)
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2.5 Interpolationspolynome

eingeführt.ZwischenderglobalenVariablenO undderlokalenVariablen\ besteht
derZusammenhang O 	 O R � ò R \ l h O 	 ò R h \ �

(2.69)

Als lokale Basisfunktionenwurdenin dieserArbeit Hermite-Interpolationspoly-
nome,Lagrange-InterpolationspolynomeundB-Splinesverwendet.Die B-Spline-
Interpolationhatsichbei allenProblemenalsüberlegenerwiesen.Bei Lagrange-
undHermite-InterpolationspielenbestimmteKoordinaten,die Knotendesfiniten
Elements,eineentscheidendeRolle.Bei äquidistanterKnotenverteilunglautendie
lokalenKoordinatenderKnoten\ m 	ø÷ q �Ç q � l � ÷ 	 � l ���J� l Ç��¾�

(2.70)

Die AnzahlderKnoten
Ç

ist mit derPolynomordnungverknüpft.Im einfachsten
Fall habendie finiten Elementenur 2 Knoten,jeweils an ihren Elementgrenzen.
Die HinzunahmeweitererKnotenführt zu besserangepaßtenPolynomsätzenhö-
hererOrdnung.Dabeiist aberVorsichtgeboten,dazuhohePolynomordnungenzu
Oszillationenführenkönnen.

2.5.1 Lagrang e-Interpolation

Die Lagrange-Interpolationstellt deneinfachstenFall der Interpolationdar. Die
Lagrange-InterpolationspolyonomesindPolynomederOrdnung

Ç q � unddurch
dieBedingung ² m �`\ Â � 	pj m Â (2.71)

andenKnoten \ Â derElementeeindeutigbestimmt.KonkretlautendieLagrange-
Interpolationspolynome ² R �`\ � 	 õ $'&ù ú¯û ¤ú�üû Ý �`\öq�\ Â ��]\ R q<\ Â � �

(2.72)

Die Bedingung(2.71)impliziert, daßdieEntwicklungskoeffizientenW Þ R�ßm in (2.67)
denWertenderglobalenWellenfunktionW:� O � andenKnotenpunktenentsprechen.
Die Stetigkeit derinterpoliertenWellenfunktionwird durchdieForderungW Þ R�ßõ 	pW Þ R � & ß& (2.73)
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

gewährleistet.In Abbildung 2.1 ist eineBasisausLagrange-Polynomen2. Ord-
nungfür quadratischaufgeweitetefinite Elementgrenzenmit 10finitenElementen
undjeweils3 Knotendargestellt.Die AbständederKnoteneinesfiniten Elements
müssennicht zwingendäquidistantsein.

0

0.5

1

0 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Abb. 2.1: BasisausLagrange-Polynomen2. Ordnungfür quadratischaufgeweitete
Finite-Elemente-Grenzenfür 10 finite Elementemit jeweils3 Knoten.

O

2.5.2 Hermite-Interpolation

Die Hermite-Interpolationspolynomesinddurchdie Bedingungen² m �`\ Â � 	kj m Â l h ² m��]\ �h \ ýýýý ï c ï ú 	 � l
(2.74)à² m��`\ Â � 	 � l h à² m��]\ �h \ ýýýýý ï c ï ú 	kj�m Â (2.75)

eindeutigbestimmt.SiehabendieOrdnung. Ç q � . DieEntwicklungnachHermite-
Interpolationspolynomenauf dem

r
tenfiniten Elementlautetdamit entsprechend

(2.67) W Þ RJß � O � 	 õPm c & Ã ² m �`\ � W Þ R�ßm � ò R à² m �`\ � W�þ Þ RJßm È �
(2.76)
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2.5 Interpolationspolynome

DerFaktor
ò R

ergibt sichausderSubstitution(2.69).Die gegenüberderLagrange-
InterpolationzusätzlichauftretendenKoeffizienten W þ Þ R�ßm entsprechendenWerten
derAbleitungderglobalenFunktion W:� O � andenKnotenderElemente.Nebender
Stetigkeit derWellenfunktionwird nunauchdieStetigkeit derAbleitungverlangt:W Þ RJßõ 	kW Þ R � & ß& lW-þ Þ RJßõ 	kW-þ Þ R � & ß& �

(2.77)

Dasist derentscheidendeVorteil gegenüberderLagrange-Interpolation.In Abbil-
dung2.2sindBeispielefür einelokaleBasisausHermite-Interpolationspolynomen
für zweiunddrei Knotenpro finitemElementdargestellt.
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Abb. 2.2: Hermite-Interpolationspolynomemit a) 2 Knoten pro finitem Element
(Polynome3.Ordnung)und b) 3 Knotenpro finitem Element(Polynome5.Ord-
nung).DurchgezogeneLinien:

² m , gestrichelteLinien:

à² m .
ÿ ÿ

Mit denAbkürzungen� m �]\ � 	 � ² Þ m � & ß�� * �]\ � für ÷ ungeradeà² m � * �]\ � für ÷ gerade

l
(2.78)S Þ R�ßm 	 � W Þ R�ßÞ m � & ß�� * für ÷ ungeradeò R W þ Þ RJßm � * für ÷ gerade
(2.79)
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

ergibt sicheineübersichtlichereDarstellungvon(2.76):W Þ R�ß � O � 	 * õPm c &
� m4�`\ � S Þ RJßm �

(2.80)

2.5.3 B-Spline-Interpolation

Die Interpolationmit B-SplinesunterscheidetsichmaßgeblichvonLagrange-und
Hermite-Interpolation.Die EntwicklungeinerWellenfunktionnachB-Splineslau-
tet: WZ� O � 	 [P R c & � R ? R � O �d�

(2.81)

Für einegegebeneKnotensequenz̈ O & l ���J� l O i ª sinddie B-Splinesdefiniertdurch
dieRekursionsformeln? R Ð & � O � 	 ¶ � l O R ¹ O ¹ O R � &� l

sonst.
(2.82)

und ? R Ð m%� O � 	 O q O RO R � m $'& q O R ? R Ð m $'& � O �� O R � m q OO R � m q O R � & ? R � & Ð m $g& � O ���
(2.83)

EssindPolynomevomGrade÷ q � undbildeneineZerlegungderEins.Einehohe
Knotenzahlführt im Gegensatzzur Lagrange-und Hermite-Interpolationjedoch
nicht zu Oszillationen.Ein wesentlicherUnterschiedzur Lagrange-undHermite-
Interpolationim RahmeneinesFinite-Elemente-Ansatzesist dieglobaleDefinition
derB-Splines,daherentfällt in (2.67)der � r � -Index für WZ� O � . Esergebensich,wie
im Folgendennochausführlichergezeigt,für dieB-Spline-Interpolationin Verbin-
dungmit Finite-Elemente-Methodenzwei verschiedeneBetrachtungsweisen:� Aufteilung desRaumesin finite Elementemit zwei Knoten(jeweils anden

Elementgrenzen)mit einernichtlokalenBasis;benachbartefinite Elemente
habengemeinsameBasis-Funktionen.Mit dieserAuffassungläßt sich for-
mal wiedereine lokale Entwicklung entsprechend(2.67) durchführen,je-
dochmit Basis-Funktionen,diesichübermehrereElementeerstrecken.
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2.5 Interpolationspolynome� GlobaleBetrachtungdesRaumesmit im Prinzipeinemfiniten Elementmit
hoherKnotenzahlundentsprechendvielenBasisfunktionen.

In Abbildung2.3sindBeispieleeinfacherB-Spline-BasissystemezurInterpolation
vonFunktionenim Intervall í � l  ð gezeigt.Eswurdehiereineeinfacheäquidistan-
teKnotensequenz̈O � 	 � l �J��� l O B 	  ª gewählt.In 2.3asindB-Splines2.Ordnung
aufgetragen.Um an denRänderndesInterpolationsintervalls die Zerlegungder
Einszugewährleisten,mußdieKnotenfolgeumdieKnoten O $g& 	�q � und O�� 	��
erweitertunddie Randsplines,welcheauchaußerhalbdesInterpolationsintervalls
nicht verschwinden,hinzugenommenwerden.In 2.3bsind für dasgleicheInter-
polationsintervall B-Splines3.Ordnungaufgetragen.Der höherenOrdnungent-
sprechendmüssenweitereKnoten( O $ * 	�q�. l O $'& 	 q � l O � 		� l O�
 	Á/ ) und
Randsplineshinzugenommenwerden,um im gesamtenInterpolationsintervall die
ZerlegungderEinszuermöglichen.
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Abb. 2.3: VollständigeB-Spline-Basissätzezur Interpolationim Intervall í � l  ð (a)
2.Ordnung(b) 3.Ordnung.

� �

(a) (b)

Durch die freie Wahl der Knotensequenzläßt sich die unbefriedigendeNot-
wendigkeit von KnotenpunktenaußerhalbdesInterpolationsintervallsvermeiden.
Dazuvollzieht maneinenGrenzübergang,bei denenmandie Knotenpunkteau-
ßerhalbdesInterpolationsintervallsgegendie Knotenpunkteder Intervallgrenzen
strebenläßt.FürdasBeispielin Abbildung2.3bvollziehtmandenGrenzübergangO $ * l O $g&�
 O�� und O B�� O � l O�
 (2.84)
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

undmanerhälteineB-Spline-Basis,derenRandsplinesaußerhalbdesInterpolati-
onsintervallsverschwinden(Abbildung2.4a).

In Abbildung2.4b)ist eineB-Spline-Basismit quadratischaufgeweitetenKno-
tenundmultiplenKnotenandenGrenzendesInterpolationsintervallsdargestellt.
Basenmit quadratischaufgeweitetenKnotenwurdenin der vorliegendenArbeit
für alleProblemederAtomphysikverwendet.
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Abb. 2.4: a)B-Spline-Basis3.Ordnungzur Interpolationim Intervall í � l  ð mit den
multiplenKnoten O $ * 	 O $'& 	 O � 	 � und O B 	 O�� 	 O 
 	  . b) B-Spline-Basis
3.Ordnungmit quadratischaufgeweitetenKnoten und multiplen Knoten an den
GrenzendesInterpolationsintervalls í � l ���0� ð .

� �

(a) (b)

2.6 Anwendung des
Finite-Elemente-V erfahrens auf die
Schröding ergleic hung

Zur ErläuterungderwesentlichenGesichtspunktederMethodewird zunächstdie
eindimensionale,zeitunabhängigeSchrödingergleichungbehandelt.Zu gegebe-
nemPotential

� �]½ � lautetdie Schrödingergleichung� q �. h *h ½ * � � �]½ � q<( � W:�]½ � 	 � �
(2.85)
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-Verfahrensauf dieSchrödingergleichung

Nach(2.61)lautetdasFunktionalzumbzgl.(2.85)äquivalentenVariationsproblemj Ù 	 �
Ù 	 ae$ a h ½ W � �]½ � � q �. h *h ½ * � � �¯½ � q�( � W:�]½ �¾�

(2.86)

Im Folgendenwird essich als günstigerweisen,denkinetischenTerm in (2.86)
umzuformen.Mittels partiellerIntegrationerhältman

aea h ½ W � �]½ � � q h *h ½ *�� WZ�¯½ � 	��TqìW � �]½ � hh ½ W:�]½ ��� a $ a � ae$ a h ½
h W � �¯½ �h ½ h W:�]½ �h ½ �

(2.87)
Der ersteTerm auf der rechtenSeiteverschwindetunterder Voraussetzunghin-
reichendschnellabfallenderWellenfunktionen.Numerischwird maneinenendli-
chenIntegrationsbereichwählenmüssen.DannverschwindetderTermstrengge-
nommennicht mehrvollständig,wählt manjedochein hinreichendgroßesInte-
grationsintervall í ½ i R [~l ½ iî£Nï8ð , sokannmanihn vernachlässigen.Damit wird das
Funktional(2.86)zu

Ù 	��������e� � Ý�� h ½
�. h W � �]½ �h ½ h WZ�¯½ �h ½ � �������e� � Ý�� h ½ W

� �¯½ � � �¯½ � WZ�]½ � qö( �������e� � Ý�� h ½ W
� �¯½ � WZ�]½ �¾�

(2.88)
DasIntegrationsintervall wird in x finite Elementezerlegt unddieWellenfunktion
auf jedemElementdurchlokaleBasisfunktionengemäß(2.67)interpoliert.Damit
ergibt sichfür dasFunktional(2.88)die Darstellung

Ù 	 {P R c & õPm Â c & Ã W Þ RJßm _ Þ RJßm Â W Þ R�ßÂ q°(ÏW Þ RJßm"! Þ R�ßm Â W Þ R�ßÂ È (2.89)
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

mit _ Þ RJßm Â 	 �. ò R &e � h \ h ² m �]\ �h \ h ² Â �`\ �h \� ò R &e � h \ � �`\ R � ò R \ � ² m��]\ � ² Â �]\ � l
(2.90)

! Þ R�ßm Â 	 ò R &e � h \ ² m%�]\ � ² Â �`\ ���
(2.91)\ ist die lokale Variableauf dem

r
ten finiten Elementmit der linken Grenze\ R

und der Länge
ò R

. Der ersteIntegrandin (2.91)und der Integrandin (2.90)sind
Polynome,so daßsich die Integralemit einerGauß-Legendre-Integration exakt
berechnenlassen.FürzahlreicheProblemederQuantenmechanikergibt sichauch
für das

� �]½ � enthaltendeIntegral ein PolynomalsIntegrand.Die Stützstellenzahl
der Gauß-Legendre-Integration richtet sich nachder Art desPotentialsund der
gewähltenInterpolationsmethode.Konvergenzuntersuchungenhabengezeigt,daß
auchfür die in dieserArbeit betrachtetenPotentiale,die einePolynomdarstellung
desIntegrandennicht zulassen,die Gauß-Legendre-Integration mit hinreichender
Genauigkeit durchführbarist.

DurchUmnummerierungderKoeffizientenW Þ RJßÂ undMatrixelemente
_ Þ R�ßm Â , ! Þ RJßm Â

wird der Index für die Elementnummereliminiert undmanerhältdie lokaleMa-
trixrelation Ù 	 [ ¤P# » c & W # _ # »5W³»:q<(FW # ! # »5W³» �

(2.92)

AnwendungdesVariationsprinzipsj Ù 	 � mitj Ù 	 � Ù� W & j5W & �p�,���5� � Ù� W [ j5W [ (2.93)

führt auf einverallgemeinertesEigenwertproblem[ ¤P» c & _ # » W » 	H( [ ¤P» c & ! # » W » (2.94)
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-Verfahrensauf dieSchrödingergleichung

zur Bestimmungder EnergiewerteE und der unbekanntenKoeffizienten W³» und
damitderWellenfunktion.Die Dimension$ & derMatrizen

_ # » und ! # » undde-
ren Gestalthängtwiederumvon der Art der Interpolationab. Die wesentlichen
Eigenschaftender Matrizenfür die in 2.5 beschriebenenInterpolationsverfahren
werdenin 2.6.2beschrieben.

2.6.1 Numerisc he Lösung des Eigenwer tpr oblems

Um dasverallgemeinerteEigenwertproblem(2.94)zu lösen,wurdein dieserAr-
beit dasProgrammpaket ARPACK verwendet.ARPACK ist eineSammlungvon
Fortran77-Programmenzur LösunggroßerEigenwertprobleme.In derPraxissind
oft nicht sämtlichenumerischmöglichenEigenwerteeinesEigenwertproblems
gefragt,man möchtevielmehr gezielt ab einembestimmtenWert eine geringe
Zahl von Eigenwertenundggf. Eigenfunktionenbestimmen.In diesenFällenist
eine vollständigeDiagonalisierungnicht notwendig.Minimum und Anzahl der
Energiewerte könnenbei ARPACK vorgegebenwerden.Das Verfahrenberuht
auf einerVariantedesArnoldiverfahrens,die sogenannte“Implicit RestartedAr-
noldi Method”. Im Falle symmetrischerMatrizen, wie z.B. in (2.94), wird das
Verfahrenäquivalent zu einer VariantedesLanczos-Verfahrens,die sogenannte
“Implicitly RestartedLanczosMethod”.DieseMethodekannalsVerbindungdes
Arnoldi/Lanczos-Verfahrensmit der “Implicitly ShiftedQR”-Technikbetrachtet
werden.Im Folgendenwird derin ARPACK implementierteAlgorithmuskurzbe-
schrieben.EineausführlichereDarstellungfindetmanin [Lehoucqet al.1996].

GesuchtseienEigenwerteeiner Matrix � Ô&% [('%[ mit bestimmtenEigen-
schaften(z.B. die betragsmäßigkleinstenEigenwerteab einervorgegebenenun-
terenGrenze).Es wird zunächstmit dem Startvektor ) & die � -facheArnoldi-
Faktorisierung� � i 	 � i _ i � MX i M� ëi durchgeführt.Dabei sind die Spalten
von

� i Ô*% [(' i die VektoreneinerorthogonalenBasisdesKrylov-Unterraums+ i �¯� l M) & � 	 ! � � $Ò¨�M) & l �µM) & l ��*�M) & l ���J� l � iZ$'& M) & ª , �-,i MX m 	 � und
_ i Ô.% i ' i

ist eine obereHessenberg-Matrix. Für hermitischeMatrizen � ist
_ i eine re-

elle, symmetrischetridiagonaleMatrix und man erhält eine � -facheLanczos-
Faktorisierung.Die folgendenIterationsschrittewerdenbiszurKonvergenzdurch-
geführt:

1. BerechnungderEigenwertë5º Â0/�1 	 � l . l �J��� l � ª von
_ i . Die Eigenwerte

werdennachvom BenutzervorgegebenenKriterien in einenSatzvon Ei-
genwertenmit dengewünschtenEigenschaften̈5º Â2/31 	 � l . l ���J� l ÷ ª und
in einenSatzvon Eigenwerten̈5º Â /41 	 ÷ �@� l ÷ � . l �J�J� l � ª , welchedie
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

Kriteriennicht erfüllen,sortiert.

2. Durchführungvon

� 	 � q ÷ Schrittender QR-Iterationmit den un-
erwünschtenEigenwerten̈8º Â /51 	 ÷ � � l ÷ � . l �J�J� l � ª als Verschie-
bungen 6 Â für die QR-Zerlegungvon

_ i q76 Â�8 . Man erhältschließlich_ Æi 	�9 $'&i _ i 9 i mit 9 i 	:9 Þ � ß "��,�,�0" 9 Þ<; ß .
3. “Restart”:diem-facheArnoldi-Faktorisierungwird mit 9Fm multipliziert. 9Fm

bestehtausdenerstenk Spaltenvon 9 i . Dasergibt einek-facheArnoldi-
Faktorisierung� � i 9FmD	 � i 9Fm _ Æi � MX Æi M� ëi wobei

_ Æm 	 _ Æi � � / ÷ l � /÷ �
4. Die k-facheArnoldi-Iterationwird zueinerm-fachenerweitert.

Bei verallgemeinertenEigenwertproblemenderForm �>M\<	 ºo� M\ wird zunächst
eineSpektraltransformation�öM\ö	@ºo� M\>= �]�kq@?'� � M\ö	 �¯º
q.? � � M\ (2.95)

durchgeführtunddanndasEigenwertproblem�]�kq@?'� � $'& � M\ö	 M\ � mit
� 	 �ºµq@? (2.96)

betrachtet.

2.6.2 Matrixstrukur der verschiedenen
Interpolationsverfahren

Matriz en mit Lagrang e-Interpolation

Um Stetigkeit zugewährleisten,ist nach(2.73)derFunktionswertam
Ç

-tenKno-
ten des

r
ten Elementsderselbewie am erstenKnoten des � r � �5� ten Elements.

Entsprechendergibt sichandenElementgrenzenein Überlappderdie finitenEle-
menterepräsentierendenTeilmatrizen.In Abbildung2.5ist dieStrukturderMatri-
zen

_ # » und ! # » für Lagrange-Polynome5.Ordnung(d.h.6 KnotenproElement)
und siebenfiniten Elementendargestellt.Allgemein ergebensich für

Ç
Knoten

und x finite ElementeMatrizen der Dimension $ & 	¾� Ç q ��� " x � �
mit$ � 	 � Ç *îq �5��" x �k� nichtverschwindendenMatrixelementen.
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Abb. 2.5: StrukturderMatrizen

_ # » und ! # » für Lagrange-Polynome5.Ordnung
(d.h.6 Knotenpro Element)undsiebenfinitenElementen.

Matriz en mit Hermite-Interpolation

DabeiderHermite-Interpolationnach(2.77)nebenderStetigkeit derWellenfunk-
tion auchdie Stetigkeit der1.Ableitungverlangtwird, ergibt sichandengemein-
samenKnotenbenachbarterfiniter Elementewie in Abbildung2.6ersichtlichist,
einentsprechendgrößererÜberlappin derMatrixstruktur. Die DimensionderMa-
trizen beträgthier $ & 	¸. " x " � Ç q ���-� . mit $ � 	 7 " � Ç *#q �5�î" x � 7
nichtverschwindendenMatrixelementen.
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Abb. 2.6: Strukturder Matrizen

_ # » und ! # » für Hermite-Polynome5.Ordnung
(d.h.3 Knotenpro Element)undsiebenfinitenElementen.

Matriz en mit B-Spline-Interpolation

Wie in Kapitel2.5.3erörtert,erstreckensichdieB-Splinesi.A. übermehrerefinite
Elemente.InfolgedessenerhältmaneineMatrixstrukturwie siefür unserbisheri-
gesBeispiel in Abbildung 2.7 dargestelltist. Die Ordnungder B-Splinesist mit
derbisherigenBezeichnungsweiseallerdingsumEinshöheralsbeiderLagrange-
und Hermite-Interpolation,dadurchsind auf jedemfiniten Elementebenfalls 6
lokale Basisfunktionendefiniert.Allgemein beträgtdie Dimensionder Matrizen$ & 	 x �HÇ q � mit $ � 	 �¯. Ç q ���-" x � � Ç q ��� * nichtverschwindenden
Matrixelementen.

Ç
ist hier dieOrdnungderB-Splines.
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Abb. 2.7: Struktur der Matrizen

_ # » und ! # » für B-Splines6.Ordnung(d.h. 6
Basis-FunktionenproElement)undsiebenfinitenElementen.

2.6.3 Der anharmonisc he Oszillator

Die Potentialfunktionbeim eindimensionalen,anharmonischenOszillator lautet
mit anharmonischenTermenbis einschließlich4.Ordnung(die Vorfaktorensind
willkürlich gewählt): � �]½ � 	 �. ½ * � �! ½ 3 � �7 ½ 6 �

(2.97)

Der Potentialverlauf mit denersten10 Energieeigenwertenist in Abbildung 2.8
graphischdargestellt.Es ergebensichpositive, nichtentarteteEnergieeigenwerte.
DieEnergiedes10.Zustandskonvergiertmit denin denvorigenKapitelnbeschrie-
benenFinite-Elemente-VerfahrengegendenWert ( & � 	 ����� /  ���!�� .N��� � 7��0. . In
Abbildung2.9 ist ein VergleichderFinite-Elemente-Verfahrenmit dendrei oben
beschriebenenInterpolationstechnikendargestellt.Auf der Ordinateist der rela-
tive FehlerbezüglichdesReferenzwertes( & � und auf der Abszissedie Anzahl
dernichtverschwindendenMatrixelemente$ � aufgetragen.Eswurdenauf finiten
Elementenmit gemäß(2.63)äquidistantenElementgrenzenjeweils 6 Basisfunk-
tionenbenutztunddie Anzahlderfiniten Elementevariiert.Offensichtlichist der
SpeicherbedarfbeiHermite-undLagrange-Interpolationbei gleicherGenauigkeit
um fasteinenFaktor2 höheralsbeiderB-Spline-Interpolation.
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Abb. 2.8: DasPotentialdesanharmonischenOszillators
� �¯½ � 	 &* ½0* � &3 ½�3 � &6 ½ 6mit denersten10 Energieeigenwerten.
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Abb. 2.9: ZusammenhangzwischendennichtverschwindendenMatrixelementen$ � und der relativenGenauigkeit bei der Berechnungder Energieeigenwertedes
anharmonischenOszillatorsfür Hermite-,Lagrange-undB-Spline-Interpolation.
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

2.6.4� Das Hulthén-P otential

DasHulthén-Potentialwurdeals ApproximationdesYukawa-Potentialsmit ana-
lytischenLösungenfür den2-NukleonenS-Zustand(l=0) eingeführt.Eslautet� � O � 	�q � � � $~  � £� q � $U  � £ mit �g� � �

(2.98)

DiesesPotentialverhältsich für kleine Wertevon O wie dasCoulomb-Potential��� 	 q � ��� � O und fällt für großeWertevon O exponentiellab. Dadurchist die
Anzahl der möglichenEnergieeigenwerteim Gegensatzzum Coulomb-Potential
begrenztund wird durch den Parametera bestimmt.Es gilt für

� � 	 �
(siehe

z.B. [Flügge1971]) $�¹ � . � l
(2.99)

unddasSpektrumlautet: ( [ 	�q � . � * q�$ *74$ � � �
(2.100)

Für z.B. � 	 � �5 
ergebensich fünf Energieeigenwerte.Diesewurdenwieder

mit derFinite-Element-Methodemit dendrei obenbeschriebenenInterpolations-
verfahrenberechnet.Da analytischeLösungenbekanntsind, läßt sich der rela-
tive Fehler leicht bestimmen.In Abbildung 2.10 ist jeweils der relative Fehler
des1. und 5. Zustandesgegendie CPU-Zeitenbei simultanerBerechnungaller
fünf Zuständeaufgetragen.Eswurdenfinite Elementemit quadratischaufgewei-
tetenFinite-Element-Grenzenundje 6 BasisfunktionenverwendetunddieAnzahl
der finiten Elementevariiert (40-300finite Elemente).Die Rechnungenwurden
auf einer200MHz PentiumPro-CPUdurchgeführt.Die Datenwurdenmit Poly-
nomen3.Ordnunggefittet,da sich aufgrundnumerischerGegebenheitenbei der
Eigenwertberechnungmit ARPACK mit jedemzusätzlichenfiniten Elementdie
CPU-Zeitnicht zwingenderhöht.Es ergibt sich überdie gesamteAbszisseeine
offensichtlicheÜberlegenheitderB-Spline-Interpolation,welchehin zu größeren
Genauigkeitenimmerdeutlicherwird.

2.6.5 H-Atom und Alkali-Atome mit und ohne
Magnetf eld

Mit AusnahmederBeschränkungaufZuständemit ­'	 � ohneexterneelektrische
und magnetischeFeldermußbei der Eigenwertbestimmungder Elementeder 1.
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Abb. 2.10: Vergleichder Interpolationsverfahrenbzgl. derRelationvon Genauig-
keit undGeschwindigkeit am BeispieldesHulthén-Potentialsbei dersimultanen
BerechnungallerEnergiewerte(sieheText).
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Hauptgruppedasvolle dreidimensionaleProblemgelöstwerden.Wie in Kapitel
2.2 gezeigtwurde, läßt sich dasProblemmit der Methodeder DiskretenVaria-
blen auf ein gekoppeltesDifferentialgleichungssystemvon Funktionenmit einer
Variablenumformulieren.Die MatrixgleichungdesDifferentialgleichungssystems
lautet: � q �. O * hh O O * hh O Ñ �"� � O � q<( " Ñ � MW:� O � 	 � �

(2.101)

Dabeiist Ñ gemäß(2.45)definiertundesist� m Â � O � 	 � � O l § Â � Ñ m Â � � Ç Ó � m Â � O � �
(2.102)
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DasDifferentialgleichungssystem(2.101)läßt sich analogder eindimensionalen
Schrödingergleichung(2.85)behandeln.DasFunktionallautet:Ù 	 ae � h O�O * MW � � O � � q �. O * hh O O * hh O Ñ �"� � O � q<( " Ñ � MW:� O ���

(2.103)

SpaltetmandenkinetischenTermin (2.103)auf in�. O * hh O O * hh O 	 �O hh O � �. h *h O * l
(2.104)

soerhältmanauf diegleicheWeisewie in (2.87)die Relationae � h OÒO * MW � � O � � q �. O * hh O O * hh O Ñ � MWZ� O � 	 �. ae � h O+O * MW � � O �h O Ñ h MWZ� O �h O (2.105)

undmit denendlichenIntegrationsgrenzenschließlichdasFunktionalÙ 	 �.   �����e � h OÒO * MW � � O �h O Ñ h MW � O �h O �   �����e � h OÒO * MW � � O ��� � O � MWF� O �
q@(   �����e � h OÒO * MW � � O � Ñ MW � O � �

(2.106)

Die Matrizenin (2.89)lautenjetzt:_ Þ R�ßm Â 	 �. ò R Ñ &e � h \#� O R � ò R \ � * h ² m%�`\ �h \ h ² Â �`\ �h \� ò R &e � h \#� O R � ò R \ � * � � O R � ò R \ � ² m �`\ � ² Â �`\ � l
(2.107)

! Þ RJßm Â 	 ò R Ñ &e � h \#� O R � ò R \ � * ² m �]\ � ² Â �]\ �d�
(2.108)

Esergebensichfür dieverschiedenenInterpolationsverfahrenim Prinzipdieglei-
chenMatrixstrukturenwie in 2.6.2,jedochbestehtjedesMatrixelementbei Ver-
wendungvon � diskretenVariablenbereitsauseinerMatrix derDimension���
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-Verfahrensauf dieSchrödingergleichung� . Dementsprechenderhöhtsichdie Dimension$ & derMatrizenum einenFak-
tor � unddie AnzahlnichtverschwindenderMatrixelemente$ � um einenFaktor�©* . In Abbildung 2.11 ist die Abhängigkeit desrelativen Fehlersvon der An-
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Abb. 2.11: Vergleichder Interpolationsverfahrenbzgl. derRelationvon Genauig-
keit und Anzahl nichtverschwindenderMatrixelemente$ � am Beispiel der Be-
rechnungdes .�  � -Zustandsvon Wasserstoff.

$ �
¡� � ���k� �
�� �£¢

zahldernichtverschwindendenMatrixelementefür die verschiedenenInterpolati-
onstechnikenundfür verschiedeneOrdnungenderPolynomebei derBerechnung
des .4  � -Zustandsvon Wasserstoff dargestellt.Offensichtlichsind die Fehlerbei
gleicherAnzahl von Basisfunktionenpro finitem Elementund gleichem $ � für
Lagrange-undHermiteinterpolationvergleichbar, währendB-Spline-Interpolation
mit einer BasisfunktionwenigervergleichbareGenauigkeit liefert. B-Spline-In-
terpolationhatzusätzlichdenVorteil, daßB-SplineshöhererOrdnungverwendet
werdenkönnen(schwarzeKreise:B-Splines8.Ordnung),ohnedaßOszillationen
auftreten,wasbei vergleichbarem$ � zueinergrößerenGenauigkeit führt. Fürdie

37



2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik

Geschwindigkeit desVerfahrensin Verbindungmit ARPACK ist jedochdie Ma-
trixdimension$ & dieentscheidendeGröße.

ZurBerechnungvonEnergienundWellenfunktionenvonAlkali-Atomenmüß-
te im Prinzipdasvolle Mehrkörperproblemgelöstwerden.JeniedrigerderDreh-
impuls des Valenzelektrons,destogrößerist die Überlappungmit der kernna-
henElektronenhülle.Dadurchwird die Kernladunggeringerabgeschirmtund es
kommtim Vergleichmit Wasserstoff zueinerAbsenkungderEnergieniveaus.Mit
derVerwendungphänomenologischerPotentialelassensichAlkali-Atome jedoch
ebenfallsalseffektive2-Körperproblemeberechnen.In dieserArbeit wurdenphä-
nomenologischePotentialederForm� � O � 	©q �O � �-� ��¢)q ��� � $g£ ¤   � � * O8� $~£ ¥   � (2.109)

verwendet.Die Parameterfür Alkali-Atome sindin Tabelle2.1aufgeführt.In Ab-¤ ¥§¦ ¥�¨ ¥4© ª¬«®­�«
Li 3 3.395 3.212 3.207 0.00007

Nā 11 7.902 23.510 2.688 0.00068

K 19 3.491 10.591 1.730 0.0026

Rb 37 3.431 10.098 1.611 0.0073

Cs 55 3.3 11.0 1.51 0.0064

Tab. 2.1: Parameterfür das
Modell-Potential (2.109)
( ¯ Werte für Natrium ent-
nommenaus [Hanssenet al.
1979]).

bildung 2.12 ist die RelationzwischenGenauigkeit und CPU-Zeitder verschie-
denenInterpolationsmethodenbei der simultanenBerechnungder erstensechs
Zuständevon Natrium in einemMagnetfeldvon 4700Teslaauf einerPentium-
II-CPU mit demProzessortaktvon 300 MHz dargestellt.Es wurden17 Diskre-
te Variablenzur Diskretisierungdes

�
-Raumsund zwischen30 und 300 finite

Elementebenutzt.Die diskretenDatenpaarewurden wie in 2.6.4 gefittet. Am
günstigstenhabensich jeweils Lagrange-undHermite-Polynome5.Ordnungund
B-Splines8.Ordnungerwiesen.Die Rechnungmit B-Spline-Interpolationist bei
gleicherGenauigkeit deutlichschnellerdurchzuführen.In Abbildung2.13wurden
zu denselbenphysikalischenParameternundDiskretisierungsgitterndie ersten6
Zuständevon Rubidiumberechnet.Die UnstetigkeitenderKurvenderLagrange-
InterpolationberuhenaufnumerischenEffektenin Verbindungmit ARPACK. Zwi-
schen63und119finitenElementenbenötigteARPACK 8 Lanzcositerationen,an-
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2.6 AnwendungdesFinite-Elemente-Verfahrensauf dieSchrödingergleichung
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Abb. 2.12: Vergleichder Interpolationsverfahrenbzgl. derRelationvon Genauig-
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Natriumin einemMagnetfeldvon 4700T.
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sonsten7. Auch hier liefert dieB-Spline-InterpolationdieErgebnisseameffizien-
testen.
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2 Diskretisierungsverfahrenin derQuantenmechanik
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3 Zeitintegrationsverfahren

Bei denin dieserArbeit berechnetenPropagationenvon Wellenpaketenist esnot-
wendig,ZeitintegrationsverfahrenderSchrödingergleichungzuverwenden,dieei-
neeffizienteRechnungbietenundderennumerischerFehlerdennochLangzeitent-
wicklungenerlauben.Aus derSchrödingergleichungfolgt, daßsichein Startwel-
lenpaket W:�\° � � gemäß W:�\° � 	 � �\° l ° � � WZ�\° � � (3.1)

entwickelt, mit demunitärenZeitentwicklungsoperator� �\° l ° � � 	�±³²§´ � q r e@µµ � _ �\°�þ ��h °�þ � �
(3.2)

FürkonservativeSystemevereinfachtsich(3.2)zu� �\° l ° � � 	¶±³²§´F��q r _ ��°+q.° � ��� �
(3.3)

Bei numerischenBerechnungenmußmansichfür ein endlichesBasissystement-
scheiden.In dieserBasisdarstellungliegt derHamiltonoperatorin Formeinerend-
lichdimensionalenHamiltonmatrixvor. Die direkteBerechnungder Matrixexpo-
nentiationin (3.2) z.B. mittelsPadé-Approximationist zu aufwendig,daderRe-
chenaufwandkubischmit derMatrixdimensionansteigtunddie Matrizenim All-
gemeinensehrgroß sind. Im Folgendenwerdeneinige der gängigenMethoden
diskutiert.Da in dieserArbeit ausschließlichSystemebetrachtetwerden,die die
meisteZeit keineexplizite Zeitabhängigkeit haben(Behandlungderperiodischen
elektrischenPulseerfolgt in Kapitel 4.4),beziehensichdie folgendenKapitel auf
ExponentialfunktionenderForm(3.3).

DaseinfachsteZeitintegrationsverfahrenderSchrödingergleichungbestehtin
derTaylorentwicklungderExponentialfunktion(3.3):±³²§´Ï��q r _ h ° � 	 � q r _ h ° �p���J� �

(3.4)

41



3 Zeitintegrationsverfahren

SolcheEntwicklungensind jedochnumerischinstabilunddaherfür Langzeitent-
wicklungenunbrauchbar, dasienicht unitärsindunddamitdieZeitumkehrinvari-
anzderSchrödingergleichungverletzen.

Eine Möglichkeit, dieseProblemezu umgehen,bietet die zeitsymmetrische
Beziehung·�¸�¹»º*¼�¹�½G¾�·¬¸\¹¿¾.¼�¹�½ÁÀÂ¸\ÃJÄÆÅ�¸Ç¾�È£ÉÊ¼�¹�½¿¾�ÃJÄÆÅ�¸\È£ÉÊ¼�¹�½�½Æ·¬¸\¹�½ÌË

(3.5)

TaylorentwicklungenderExponentialfunktionenführendannaufdieexpliziteGlei-
chung ·¬¸\¹»ºÍ¼�¹�½ÁÀ�·�¸\¹¿¾@¼4¹�½G¾ÏÎDÈ£¼�¹ÇÉÐ·�¸�¹�½ÑË

(3.6)

DiesesVerfahrenwurdez.B.in Zusammenhangmit derFinite-Differenzen-Metho-
devon [Askar,Cakmak1978] undmit derFourier-Methodevon [Kosloff, Kosloff
1983] verwendet.Die EffizienzdieserMethodewird im Zusammenhangmit der
MethodederFinitenElementedurchdie Form derdieMassenmatrixÒ enthalten-
dendenSchrödingergleichung ÉÐ·�¸�¹�½ÓÀ¶È Ò@ÔÔ ¹

·�¸�¹�½
(3.7)

verringert.Dahermußin denGleichungen(3.4)und(3.6)anstellevon

É
derOpe-

rator

ÉÊÕ(À Ò×Ö3Ø É verwendetwerden.Dadiezu

É2Õ
gehörendeMatrix jedochvoll

besetztist, ist derSpeicher- undRechenaufwandbei denin der Praxisauftreten-
den hochdimensionalenBasissystemennicht vertretbar. Günstigerist es,an der
symmetrischenundpositiv definitenMatrix Ò eineCholesky-ZerlegungÒ À�ÙdÙÁÚ (3.8)

durchzuführen.Die Teilmatrizen

Ù
und

Ù Ú
behaltendie BandstrukturderMatrixÒ bei. Numerischkönnendie Cholesky-Zerlegungund die Matrix-Vektor-Mul-

tiplikationen in der Schrödingergleichung,die nachder Cholesky-Zerlegungdie
Form È ÔÔ ¹

à·"À�Ù Ö3Ø ÉÍ¸�ÙdÚ�½ Ö3Ø à· (3.9)

mit

à·ÛÀÜÙ Ú ·
annimmt,effizient z.B. mit derPORT-Programmbibliothekdurch-

geführtwerden.In denGleichungen(3.4) und (3.5) mussentsprechend(3.9)

É
und

·¬¸\¹�½
durch

Ù Ö3Ø ÉÍ¸�Ù Ú ½ Ö3Ø und

à·�¸\¹�½
ersetztwerden.
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Eine modernesund vielversprechendesZeitintegrationsverfahrenstellendie
sogenanntenexponentiellenIntegratorendar [Hochbrucket al.1997]. Dabeiwird
dieMatrixexponentiationmit deri.A. sehrgroßenHamiltonmatrix(

¼�ÈÞÝàß:ÎNá�á¬¾Î4á4á4á�á
) auf die Exponentiationeiner wesentlichkleinerenMatrix zurückgeführt

(

¼4È�ÝãâåäNá
). Mittels Krylov-Unterraumapproximation erhältmanalsNäherungs-

ausdruck Ã³Ä§Å-¸�¾�È�æi¹ÇÉ�½èç·"ßÂé5ç·�é»ê(ëdÃJÄ§Å�¸�ì¬ëí½ïîð Ø Ë (3.10)

Die Matrix

êñë
bestehtausdenSpaltenvektorençò Ø À ç·é ç·0é ó

(3.11)çò ëNô Ø À õö ëNô Øø÷ ë�ù ¾�Èkæi¹ÇÉ çò ëú¾
ëû ü�ý Ø ö
ü ÷ ë çò üwþ

mit denElementenderMatrix

ì ë
ö ü ÷ ë À çò ü»ÿ ¸�¾�È�æi¹ÇÉ ÿ çò ë(½ Ë (3.12)îð ü sindhier diekanonischenEinheitsvektoren.DerBetragdesResiduenvektorsç� À é5ç·¬é ö ë4ô Ø ÷ ë çò ëNô Ø îð ë ÿ ¸\Ã³Ä§Å�¸wì�ëí½ ÿ îð Ø ½ (3.13)

dient dabeials Maß der Genauigkeit der Approximation.Bei vorgegebenerGe-
nauigkeit kanndie Zeitschrittweitemit Hilfe desResiduenvektorsdynamischan-
gepasstwerden.DiesesVerfahrenist ebenfalls unitär. Eine ausführlichereDar-
stellungfindet sich in [Fröhlich 1998]. Im Zusammenhangmit der Methodeder
Finiten Elementeist aufgrundderCholesky-ZerlegungderRechenaufwandhoch
undeignetsichdaherbesserfür Darstellungenmit globalenBasissystemen.

DasVerfahren,dassichfür alleRechnungenin dieserArbeit alsdaseffiziente-
steerwiesenhat,istdiesogenannteCayley- oderCrank-Nicholson-Approximation.
Derzu (3.1)äquivalenteAusdruckÃ³Ä§Å � ÈÎ ÉÊ¼�¹��Ð·�¸�¹3º*¼�¹�½ÁÀ¶ÃJÄ§Å � ¾ ÈÎ ÉÊ¼�¹��Ð·�¸\¹�½

(3.14)

lautetmit einerTaylorentwicklung1.Ordnung� õ º ÈÎ ÉÊ¼�¹ � ·�¸�¹»º*¼�¹�½Óß � õ ¾ ÈÎ ÉÊ¼�¹ � ·�¸�¹�½ÌË
(3.15)
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3 Zeitintegrationsverfahren

DieseApproximationist unitärundkorrekt in derOrdnung

¼4¹��
. Im Gegensatzzu

denobenbeschriebenenVerfahrenkannhier aufdieCholesky-Zerlegungverzich-
tetwerden.Im Zusammenhangmit derMethodederFinitenElementelautet(3.15)� Ò º ÈÎ ÉÊ¼4¹ � ·¬¸\¹�º*¼4¹�½Óß � Ò ¾ ÈÎ ÉÊ¼�¹ � ·�¸\¹�½ (3.16)

und erfordert lediglich eine Matrix-Vektor-Multiplikation und die Lösungeines
linearenGleichungssystemsmit einerdünnbesetzten,gebändertenMatrix.
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4 Atome unter Einfluß
periodisc her elektrisc her Pulse

Zu Beginn des20. Jahrhundertswurde erkannt,daßsich Atome nicht mit Me-
thodender klassischenMechanik beschreibenlassen,was schließlichzur Ent-
wicklung derQuantenmechanikführte.NachdemKorrespondenzprinzipgehtdie
Quantenmechanikfür großeQuantenzahlenin die klassischeMechaniküber. Die
VerbindungzwischenQuantenmechanikundklassischerMechanikundinsbeson-
derederÜbergangsbereichist bis heuteein aktuellerForschungsgegenstand.Von
speziellemInteressesind in diesemZusammenhangSysteme,die in der klassi-
schenRechnungchaotischesVerhaltenzeigen.Dabeistellt sichdie Frage,inwie-
fern sichdasin derklassischenPhasenraumbeschreibungmanifestierteChaosbei
derQuantenmechanischenBehandlungdesSystemsbemerkbarmacht.DiesesFor-
schungsgebietwird als„Quantenchaos“oder„Quantenchaologie“bezeichnet.

Für UntersuchungenzumQuantenchaosgünstigeSystemesindRydberg-Ato-
me in externenmagnetischenund elektrischenFeldern.Diese Systemezeigen
in bestimmtenParameterbereichenin der klassischenPhasenraumbeschreibung
chaotischesVerhalten,sie könnenmit der Quantenmechaniksehrgut beschrie-
benwerdenundlassensichexperimentellrealisieren.Ein mittlerweilehinsichtlich
QuantenchaosumfassenduntersuchtesSystemistdasdiamagnetischeWasserstoff-
atom[Schweizer1995]. In 4.1werdenandiesemBeispieldiegrundlegendenMe-
thodenwie Poincaré-SchnitteundWellenpaketdynamik,welcheauchfür die Un-
tersuchungderabKapitel 4.2 folgendenzeitabhängigenSystemebenutztwerden,
vorgestellt.

Der Schwerpunktder quantendynamischenUntersuchungendieserArbeit ist
dasWasserstoffatom und Alkaliatome,welchedem Einfluß ultrakurzerperiodi-
scherelektrischerPulse,sogenannter„Trains“ ausgesetztwerden.Auch dieseSy-
stemezeigen,ähnlichwie der„gekickteRotor“ [Ott 1993], in derklassischenBe-
handlungchaotischesVerhaltenundwurdenbereitsexperimentellrealisiert[Frey
et al. 1999],[Tannianet al. 2000].
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse

4.1 Ein Beispiel für Quantenc haos: das
diama gnetisc he H-Atom

Der HamiltonoperatordesdiamagnetischenWasserstoffatomslautet in Zylinder-
koordinaten:É À õÎ���� �	 º � �
 º Ù��
� � � ¾ õ
 � � º�� � º õÎ�� � � � Ë (4.1)

Um numerischeSchwierigkeitenbeiderklassischenBehandlungdurchdieSingu-
larität desCoulombtermszu umgehen,ist esgünstig,semiparabolischeKoordina-
tenzuverwenden.DerZusammenhangzwischenZylinder- undsemiparabolischen
Koordinatenlautet � À � � º�� ó (4.2)� À � � ¾�� ó� À ¸ � � º � � ½��4Î ó� À � � ó� À ¸ � � ¾ � � ½��4Î Ë
Mit denskaliertenGrößenà� ÀÂ¸wÎ � ½ Ø���� � ó à� Àå¸ÞÎ � ½ Ø���� � ó (4.3)à��� À ��� ó à��� À ��� ó

(4.4) ÀÂ¸wÎ � ½ Ö � ���"! ó$# 
 À ¸ÞÎ � ½ Ø���� Ù 
 ó à¹ÁÀ�Î � ¹
kannman(4.1) in die regularisierteHamiltonfunktionÎ À õÎ ¸ à��� � º à��� � ½�º&õÎ # �
 � õà� � º à� � � ¾  ¸ à� � º à� � ½�º õ% à� � à� � ¸ à� � º à� � ½ (4.5)

überführen,welchefür
# 
 Ààá

keineSingularitätenenthält.Die Systemdynamik
wird jetztnurnochdurchdenParameterderskaliertenEnergie  bestimmt.Die aus
(4.5)resultierendenHamiltonschenBewegungsgleichungenlassensichnumerisch
z.B. mittelsRunge-Kutta-Verfahrenintegrieren.

Um sicheinenÜberblicküberdiePhasenraumstrukturzuverschaffen,betrach-
tet mandenPoincaré-Schnitt&(' À*)Æ¸ � ó ��� ½"+ ÉÍ¸ � À¶á ó � ó ��� ó ��� ½ÁÀ  ", ó (4.6)
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4.1 Ein Beispielfür Quantenchaos:dasdiamagnetischeH-Atom

d.h., Schnittpunkteder Trajektorienmit der Energie  mit der

� À á
-Ebene.In

Abbildung 4.1 sind Poincaré-Schnittezu verschiedenenskaliertenEnergien dar-
gestellt.Bei  À ¾ õ Ë á sind entlangder � À	á -Achsedie elliptischenFixpunkte
derstabilenfundamentalenBahnen- ¾/. (parallelzumMagnetfeld)und - á0. (senk-
recht zum Magnetfeld)und entlangder

� � À á
-Achsedie hyperbolischenFix-

punkteder instabilenfundamentalenBahn - º1. (quasizirkulär)gut zu erkennen.
Mit zunehmenderEnergie verschwindendie regulärenStrukturen.Eine umfang-
reicheUntersuchungfindetmanin [Schweizer1995].

Quantenmechanischverliert der Begriff der Phasenraumtrajektorieaufgrund
der Unschärferelationihren Sinn. Es ist abermöglich, Wellenpaketebegrenzter
Ausdehnungzu konstruieren,die zumindestfür kurzeZeitenderklassischenBe-
wegungfolgen(sog.Kohärenzzustände).Für großeZeitenzerläuftdasWellenpa-
ket i.A. aufgrundderDispersion.Für dasPotentialdesharmonischenOszillators
konnteSchrödingerjedochlokalisiertedispersionsfreieWellenpakete konstruie-
ren,welchefür beliebig langeZeitender klassischenBewegungfolgen. Für das
Coulombpotentialist dasaufgrundnicht äquidistanterEnergieniveausnicht mög-
lich. Dennochfindensichin derLiteratureinigeVorschlägefür Kohärenzzustände
desWasserstoffatoms,die jedochnichtdieEigenschaftenvon Kohärenzzuständen
in SchrödingerschemSinneaufweisen[Klews1999].

Einein denKoordinaten

�
und � gaußförmigeWellenfunktionlautet:·(2�3�4"5�¸ � ó �76 �98 ó � 8 6 � 8 
 ó � 8 	 ½ À : ÃJÄ§Å<;�¾<= 
Î ¸>� ¾�� 8 ½ � ¾?= 	Î ¸ � ¾ �98 ½ �A@B ÃJÄÆÅDCwÈ � 8 
 �®ºÍÈ � 8 	 �FE Ë

Die Zeitentwicklungder Wellenfunktionin einemäußerenMagnetfeldwur-
de mit den DiskretisierungsverfahrenausKapitel 2 und der Zeitintegration aus
Kapitel3 berechnet.DadasMagnetfeldparitätserhaltendist, lassensichdieRech-
nungenmit symmetrisiertenWellenpaketen·HG�IKJ/J2�3�4L5 ¸ � ó �k½ À · 2�3�4L5 ¸ � ó ��6 � 8 ó � 8 ó � 8 
 ó � 8 	 ½ºú¸Ç¾ õ ½ J ôNM · 2�3�4L5 ¸ � ó ��6 � 8 ó ¾O� 8 ó � 8 	 ó ¾ � 8 
 ½
zu fester Parität durchführen.Dabei kann die in Kapitel 2.2 beschriebeneBe-
schränkungderBasisfunktionenderDiskreten-Variablen-MethodeaufFunktionen
zu festerParitätausgenutztwerden.

Eine auch im Folgendenwichtige Funktion zur Untersuchungperiodischer
VorgängederQuantendynamikist dieAutokorrelationsfunktionP ¸\¹�½ÁÀQ+KR�·�¸�¹�½S+£·¬¸�á�½7TS+ ó

(4.7)
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

UV0W

XY Z\[^]`_

]�abZdcAe f

]�abZhgie c

]NajZdcAekg

]NajZdcAe l

Abb. 4.1: Poincaré-SchnittedesdiamagnetischenWasserstoffs zu unterschiedli-
chenskaliertenEnergien.

d.h.derÜberlappdeszeitentwickeltenWellenpaketsmit demStartwellenpaket.
In Abbildung4.2sinddie Autokorrelationsfunktionenvon Wellenpaketender

Form(4.7),diezurEnergie  Àå¾ áñË ä mit derMagnetquantenzahl

Ý À á
, mit posi-

tiverParitätbeieinemäußerenMagnetfeldaufdenfundamentalenBahnenstarten.
Hier spiegelt sich unmittelbardie StrukturdesklassischenPhasenraumswieder.
DieWellenpaketeaufdenBahnen- ¾/. und - á0. zeigenoffensichtlichoszillatorisches
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4.1 Ein Beispielfür Quantenchaos:dasdiamagnetischeH-Atom

Verhalten,siesindauf denstabilenklassischenBahnen„gefangen“.Der Phasen-
raumbereichum denhyperbolischenFixpunkt der Bahn - º1. ist bei  À ¾ áíË<ä ir-
regulär. Entsprechendstark ist die Dispersiondesdort startendenWellenpakets.
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse
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Abb. 4.2: Autokorrelationsfunktionenvon Wellenpaketenmit denQuantenzahlen
Ý|{�À á ô

, die auf denFixpunktenderBahnen - ¾/. , - á�. und - º1. starten.Die Para-
metersinda) - ¾/.  À	¾ áíË<ä , ì À~}

T,

= 	 À = 
 À áíË<Î
, b) - á0.  Àà¾ áíË<ä , ì ÀQ}

T,

= 	 À = 
 À áñË õ
, c) - º1.  Àà¾ áñË ä , ì À&ÎíË �kä T,

= 	 À = 
 À&áíË á�ä
. Die Zeiten

sindbei denBahnen- ¾/. und - á0. in EinheitenderklassischenUmlaufperiode,bei
derBahn - º1. ausSymmetriegründenin EinheitenderhalbenklassischenUmlauf-
periodeangegeben.
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4.2 AllgemeineszumgekicktenWasserstoffatom

4.2 Allg emeines zum gekickten
Wasser stoffatom

Unter demsogenannten„gekicktenWasserstoffatom“ verstehtmanWasserstoff-
atome,die einerperiodischenFolgevon ultrakurzenelektrischenFeldpulsenaus-
gesetztwerden(sog.„Trains“).Ein elektrischerPuls

ç� ¸\¹�½
verursachtamElektron

denImpulsübertrag � ç� À ¾�� ç� ¸\¹�½�¼4¹ÌË
(4.8)

Die DauerdesPulses�N� ist dabeiwesentlichkürzeralsdieklassischeUmlaufpe-
riode � ë À Î0�N� � desElektrons,d.h.esgilt��� � � ë�� õ Ë (4.9)

Für dieseSituationist es hinreichend,den Impulsübertrag(4.8) durch einen

æ
-

förmigenPulszu approximieren.Damit lautetderHamiltonoperatordesSystems
für einenTrain mit S elektrischenPulsenÉ À ç� �Î ¾ õ� º*ê���� µ ¸\¹�½ (4.10)

mit demexternenPotentialê ���
µ
¸�¹�½ÁÀ ¾ ç� ÿ � ç�1� Ö3Øû� ý 8 æ§¸\¹G¾�� � ½ Ë (4.11)

Zwischenden Pulsenbewegt sich dasElektron im gewöhnlichenkonservativen
CoulombpotentialohneexterneFelder. WenndieRichtungallerelektrischenPulse
dieselbeist, z.B.entlangder

�
-Achse,soliegt Rotationssymmetrieumdie

�
-Achse

vor. In diesemFall ist die

�
-KomponentedesDrehimpulseseineErhaltungsgröße.

DurchdaselektrischeFeld ist die KopplungandasKontinuumgegeben,was
zur Ionisationführt. Die Fouriertransformationvon (4.11)lautet:ê ���

µ
¸�¹�½ÁÀå¾ ç� ÿ � ç�� ¾ Î ç� ÿ � ç�� �ûJ ý ØF�L�9� �

Î0�3Ý ¹� � Ë
(4.12)

Da 4.12alle Oberschwingungenmit gleicherStärke enthält,ist die Kopplungan
dasKontinuumstärker als bei denbislanguntersuchtenartverwandtenSystemen
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse

wie demgekicktenRotor (z.B. [Ott 1993]), demgekicktenharmonischenOszil-
lator [Gardineret al. 1997] oderdemWasserstoffatomin einemMikrowellenfeld
(z.B. [Casatietal. 1987], [Jensenet al.1991]). Diesist für dieNumerikdieHaupt-
schwierigkeit. EntwicklungennachBasisfunktionengebundenerZuständeschei-
den damit aus,mit der Ausnahmeder Behandlungvon Resonanzenzwischen
gebundenenZuständen[Dhar et al. 1983]. Ein Ansatzverfolgt die Entwicklung
nacheinergemischtenBasisausgebundenenWasserstoffeigenfunktionenundei-
ner SturmschenBasis [Melles at al. 1993]. Da die SturmschenFunktionenein
vollständigesOrthogonal-Systembilden,könnendie Kontinuumszuständemitbe-
handeltwerden.

Die in jüngererZeit publiziertentheoretischenArbeiten,diedasProblemquan-
tenmechanischbehandeln,arbeitenmit EntwicklungennachsturmschenFunktio-
nen[Yoshidaet al. 2000a] und der generalisiertenPseudospektralmethode[Pers-
sonet al. 2002]aberjeweilsnur im RahmeneineseindimensionalenModells.

Bei den in dieserArbeit verwendetenDiskretisierungsverfahrenstellen die
Kontinuumszuständekein prinzipiellesProblemdar. Statt einer geeignetenBa-
sis musseinefür die gewünschteGenauigkeit ausreichendeRaumdiskretisierung
durchgeführtund zur UnterdrückungnumerischbedingterReflexionenam Inte-
grationsrandhinreichendgroßerIntegrationsradiusbestimmtwerden.Die Rech-
nungenbehandelndasvollständigedreidimensionaleProblemund konntenauch
auf Alkaliatomeausgedehntwerden.

Zur Motivation,auchhinsichtlichderFragestellungendesQuantenchaos,wer-
denjedochzunächsteinigeEigenschaftendesklassischbehandeltenSystemsbe-
leuchtet.

4.3 Gekicktes Wasser stoffatom: klassisc hes
Modell

Um sich einenglobalenEindruckder Dynamik im Phasenraumzu verschaffen,
bietetessichan,analogzumgekicktenRotor[Ott 1993] sogenannteStroboskop-
SchnittedesPhasenraumszu fertigen.Dabeiwerdenjeweils nur unmittelbarvor
dem nächstenelektrischenPuls die KoordinatendesElektronsim Phasenraum
aufgetragen.Zwischenden Pulsenbewegt sich das Elektron im gewöhnlichenõ � � -Potential.Die Dynamikwird bestimmtdurchdieAbbildungsgleichungendes
Kepplerproblems,dieauchin BüchernderHimmelsmechanikzufindensind(z.B.
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4.3 GekicktesWasserstoffatom:klassischesModell

[Stiefel,Scheifele1971]):ç� � ô Ø À � õ ¾7¸ õ � � � ½F� �� P � ¸Ç¾®Î ! � � �� ½�� ç� �º � � � � � P Ø ¸�¾®Î ! � � �� ½�º ç� � ÿ ç� � � �� P � ¸�¾®Î ! � � �� ½ � ç� � (4.13)ç� � ô Ø À ¸ õ � � � ô Ø ½i)k¾-¸ õ � � � ½�� � P Ø ¸�¾®Î ! � � �� ½ ç� �º � � � P 8 ¸Ç¾®Î ! � � �� ½»º ç� � ÿ ç� � � � P Ø ¸Ç¾®Î ! � � �� ½ � ç� � , Ë (4.14)

Dabeibezeichnen

ç� � und

ç� � denOrt undImpulsunmittelbarnachdem

�
-tenStoß,

ç� � ô Ø und

ç� � ô Ø Ort und Impulsunmittelbarvor dem

�úº õ
-tenStoß.Die

� � sind
dieLösungendergeneralisiertenKepplergleichung� À � � � � P Ø ¸�¾®Î ! � � �� ½»º�� �� P � ¸Ç¾®Î ! � � �� ½�º�� �� P � ¸Ç¾®Î ! � � �� ½ ç� � ÿ ç� � Ë (4.15)

Hierin ist T die vorgegebenePeriodendauerder elektrischenImpulseund
P ë3¸��3½

dieStumpff ’schenFunktionenP ë3¸>� ½ÓÀ �û� ý 8 ¸Ç¾ õ ½ � � �¸ÞÎ`� º���½K� ó P ë3¸�ák½ÓÀ õ�s� Ë
(4.16)

Davon werdenbenötigt:P 8 ¸ ò � ½ÓÀ �L�9� ¸ ò ½ ó P Ø ¸ ò � ½ÁÀ ����� ¸ ò ½ò óP � ¸ ò � ½ÓÀ õ ¾ �K��� ¸ ò ½ò � ó P � ¸ ò � ½ÓÀ ò ¾ ��� � ¸ ò ½ò � óP 8 ¸�¾ ò � ½ÓÀ �L�9��¡ ¸ ò ½ ó P Ø ¸Ç¾ ò � ½dÀ ��� ��¡
¸ ò ½ò óP � ¸�¾ ò � ½ÓÀ �L�9��¡ ¸ ò ½G¾ õò � ó P � ¸Ç¾ ò � ½ÁÀ ������¡ ¸ ò ½Ó¾ òò � Ë

(4.17)

Der elektrischePulsändertdenImpulsunddie Energie desElektronsfolgender-
maßen: ç� �£¢ ç� � º � ç� ó! � ¢ ! � º ç� � ÿ � ç� º ¸ � ç� ½��Î Ë

(4.18)
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse

Die SystemdynamikdesklassischenCoulombproblemsist für alle Energienähn-
lich. VerschiedeneEnergieniveauslassensich mit denSkalierungstransformatio-
nen[Landau,Lifshitz 1960] ç� ¢ � � ç� ó (4.19)ç� ¢ � Ö»Ø ç� ó¹ ¢ � � ¹ ó� ë ¢ � Ö�� � ë ó� ç� ¢ � Ö»Ø � ç�
aufeinanderabbilden.

�
ist hiereinSkalierungsparameter,derderklassischenWir-

kungentspricht.
Im Folgendenwird zunächstdaseindimensionaleklassischeModelbetrachtet.

Die Systemdynamikseidabeiaufdiepositive

�
-Achsebeschränkt.Daseindimen-

sionaleModell kannauf ein zeitunabhängigesSystemmit zwei Freiheitsgraden
kanonischtransformiertwerden.SolcheSystemewerdendannüblicherweiseals
Systemmit

õ Ø� Freiheitsgradenbezeichnet.
In Abbildung4.3sindstroboskopischePhasenraumschnittefür vomKernweg-

gerichteteStößemit denImpulsüberträgen

� � Àåá
,

� � ÀÛáíË á4ákä
und

� � À áíË á�ä
mit der Periodendauer� À Î�� dargestellt. Im oberstenBild (

� � À�á
) sind

die üblichenTori deseindimensionalenCoulombproblemszu sehen.Sobalddas
Elektron den periodischenStößenausgesetztwird, ist in Übereinstimmungmit
[Hillermeieret al. 1992] schonfür sehrschwacheStößedergesamtePhasenraum
globalchaotisch.

FürStößein RichtungdesKerns,Abbildung4.4,könneneinigeTori schwache
Stößeüberleben,jedochsindauchin diesemFall für beliebigkleineStößechao-
tischeBereichevorhanden.Die durchgezogenenLinien bei

� � À ¾ áíË á4ákä
und

� � À ¾ áíË á�ä
stellendie Grenzezwischenpositiver und negativer Gesamtener-

gie dar. OffensichtlichkanndasElektronfür

� � âÜá
positive Energie erlangen,

dasAtom wird ionisiert.Jegrößerder ÜberlappdesungestörtenTorus,auf dem
dasElektronstartet,mit dendenelektrischenPulsenüberlebendenTori ist, desto
geringerist die Ionisationswahrscheinlichkeit [Frey etal. 1999]. Alle chaotischen
Bereichebilden einendynamischverbundenenchaotischenSee.Elektronenmit
negativer Energie, die sich bei Einsetzender elektrischenPulsein einemchao-
tischenBereichdesPhasenraumsbefinden,gelangenalle, zumindestim Limes
großerZeiten,in denBereichpositiverEnergie.

Einen besserenEindruck, wie strukturreichder Phasenraumim Falle nega-
tiver Impulsüberträgesein kann,kannman sich durchTransformationdesPha-
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4.3 GekicktesWasserstoffatom:klassischesModell
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Abb. 4.3: Poincaré-SchnittedesgekicktenWasserstoffatomsbei einerPulsperiode
von � À�Î�� mit positivemImpulsübertrag.

senraumsauf semiparabolischeKoordinatenverschaffen.Beim eindimensionalen
Modell kannmansichin kartesischenKoordinatenaufz.B.die

�
-Achseundin se-

miparabolischenKoordinatenauf die

�
-Achsebeschränken.Für denOrt und Im-
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse
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Abb. 4.4: Poincaré-SchnittedesgekicktenWasserstoffatomsbei einerPulsperiode
von � À�Î�� mit negativemImpulsübertrag.

pulsdesElektronsin semiparabolischenKoordinatenergibt sich in Abhängigkeit
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4.3 GekicktesWasserstoffatom:klassischesModell

von Ort undImpulsin kartesischenKoordinaten� À � Î`� ó
(4.20)� � À � 
 ÿ � Î`� Ë

In Abbildung4.5ist derunterePhasenraumschnittausAbbildung4.4in semipara-
bolischenKoordinatendargestellt.DasuntereBild in Abbildung4.5stellt denim
oberenBild eingezeichnetenAusschnittvergrößertdar.
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse
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Abb. 4.5: Poincaré-SchnittedesgekicktenWasserstoffatomsin semiparabolischen
KoordinatenbeieinerPulsperiodevon � À Î0� mit

� � À ¾ áíË á�ä
. Im unterenBild

ist derobeneingezeichneteAusschnittvergrößertdargestellt.
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4.3 GekicktesWasserstoffatom:klassischesModell

Um sicheingenaueresBild vonderDynamikzuverschaffen,ist esaufschluß-
reich,denVerlauf von Ort und ImpulseinzelnerTrajektorienauchzwischenden
Pulsenin Abhängigkeit vonderZeit aufzutragen.In Abbildung4.6 ist derVerlauf
derTrajektoriezusehen,in demdasElektronaufeinemdiePulsemit

� � À ¾ áíË á�ä
und � À Î0� (globalePhasenraumstruktursieheAbb. 4.4)überlebendenTorusmit
demStartpunktim Phasenraum

� 8 À áñË Î , ¤ 8 À Î§Ë õ startet.Die Trajektorieist
offensichtlichperiodisch.
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Abb. 4.6: Ort und Impuls als Funktionder Zeit einerTrajektoriemit

� 8 À áñË Î ,¤ 8 À ÎíË õ , � � À ¾ áíË á�ä und � À Î�� .
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse

In Abbildung 4.7 ist der zeitlicheVerlauf der TrajektorieausAbbildung 4.6
dargestellt,jedochmit umgedrehterPulsrichtung.EntsprechenddenPhasenraum-
schnittender Abbildungen4.3 und 4.4 ändertsich die Situationdramatisch.Der
nur sehrgeringeUnterschiedim Impulsübertragführt dazu,daßdasAtom nach
¹Óß Î�ÎNá�á

a.u.ionisiertwird.
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Abb. 4.7: Ort und Impuls als Funktionder Zeit einerTrajektoriemit

� 8 À áñË Î ,¤ 8 À ÎíË õ , � � À¶áíË á�ä und � À:Î�� . DasAtom wird nach

¹Vß:Î4Î4á4á
a.u.ionisiert.
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4.3 GekicktesWasserstoffatom:klassischesModell

Für dasdreidimensionaleSystemlautetder Hamiltonoperatorin Zylinderko-
ordinatenzwischendenPulsenÉ À � �
 º � �	Î º Ù��
Î � � ¾ õ
 � � º � � Ë (4.21)

Hier wurde wieder vorausgesetzt,daßalle Pulseentlangder

�
-Achsegerichtet

sind.Daherist die

�
-KomponentedesDrehimpulseseineErhaltungsgrößeunddas

dreidimensionaleProblemdesgekicktenWasserstoffs läßtsichauf ein zeitabhän-
gigeszweidimensionalesProblem,bzw. auf einzeitunabhängigesProblemmit

Î Ø�
Freiheitsgradenreduzieren.

Wegender höherenDimensiondesPhasenraumslassensich keineeinfachen
stroboskopischenPhasenraumschnittewie im eindimensionalenModell fertigen.
EineMöglichkeit,dennochdieglobalenPhasenraumstrukturenzwischendemein-
und dreidimensionalenModell zu vergleichen,bietenFroeschlé-Schnitte[Froe-
schlé1972].Dabeiwird im PhasenraumeinedünneSchichtum Ort und Impuls
einesFreiheitsgrades,z.B. � und

� 	
, betrachtet.Nur wennsich dasElektronun-

mittelbarvor demPulsin demvorgegebenenBereich� 8 º � � , � 8 	 º � � 	 aufhält,
wird derPunktim

�
-

� 

-Koordinatensystemaufgetragen.

In Abbildung4.8ist derVergleichzwischendemeindimensionalenModell mit

� � À ¾ áñË Î
, � À Î�� unddemdreidimensionalenModell mit

� � 
 À ¾ áñË Î
, � ÀÎ0�

,

Ù 
 À áñË ákÎ4ä
dargestellt.Der Phasenraumschnittim dreidimensionalenFall

wurdebei �D¥ áñË õ und

� 	 ¥ á durchgeführt.Die regulärenStrukturenbleibenbei
diesemPhasenraumschnittim Wesentlichenerhalten.Die chaotischenBereiche
sind bei gleicherAnzahl von Startpunktenim Phasenraumim dreidimensionalen
Fall wenigerdicht mit Punktengefüllt, dademElektronein größererPhasenraum
zur Verfügungsteht.
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse

-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4z

q

� 


p

3D

1D

Abb. 4.8: Oben:Poincaré-Schnittdes1D-Modelsmit
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Ù 
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4.4 GekicktesWasserstoffatom:quantenmechanischeBehandlung

4.4 Gekicktes Wasser stoffatom:
quantenmec hanisc he Behandlung

4.4.1 Allg emeines zur Numerik

Die ZeitentwicklungquantenmechanischerZuständeunterEinflußultrakurzer, pe-
riodischerelektrischerPulsebasiertin der vorliegendenArbeit im wesentlichen
aufdenDiskretisiserungsverfahrenausKapitel2. ZwischendenPulsenentwickelt
sichdasWellenpaketgemäßdesZeitpropagationsoperatorsdesfeldfreienWasser-
stoffs ¦ ¸�¹�½ À Ã³Ä§Å�¸�¾�È£É¨§®¹�½ . Numerischwurdedafürdie in Kapitel 3 vorgestellte
Cayley-Entwicklungverwendet.

Aus 4.11gehthervor, daßder Zeitentwicklungsoperatoreinschließlicheines
æ
-förmigenelektrischenPulsesentlangder

�
-Achsedurch¦ ¸ � ô ó � Ö ½ÓÀ¶ÃJÄ§Å�©�¾�È£É § ¸ � ô.¾ � Ö ½G¾�È � î�v� Ú�ªÚ`« æ§¸\¹¿¾ � ½Ç¼�¹­¬ (4.22)

gegebenist. Vollzieht mandenGrenzübergang

¸ � ô ¾ � Ö ½ ¢ á erhältman¦®�S¯ M G À�Ã³Ä§Å�¸Ç¾�È � î�4½ Ë (4.23)

Damit lautet der Zusammenhangzwischender Wellenfunktionunmittelbarvor
demPuls

·�¸ � Ö ½ undderWellenfunkionunmittelbarnachdemPuls

·�¸ � ô ½·¬¸ � ôÓ½ÁÀ7ÃJÄ§Å�¸Ç¾�È � î��½Ç·�¸ � Ö ½ÑË (4.24)

DerOperator(4.23)läßtsichim Falle kleinerFelderanalogderCayley-Forment-
wickeln,undmanerhält� õ º ÈÎ � ÿ î�0�Ð·¬¸ � ôÓ½ÓÀ � õ ¾ ÈÎ � ÿ î�0�Ð·¬¸ � Ö ½ÑË (4.25)

Numerischläßtsich(4.25)durcheineeinfacheMatrix-Vektor-Multiplikation und
der LösungeineslinearenGleichungssystemsimplementieren.In Abbildung 4.9
ist dasPrinzipderZeitintegrationeinschließlichderelektrischenPulsedargestellt.
Die elektrischenPulsekönnendie Atome zu energetischsehrhohenRydberg-
Niveausanregenund koppelndie gebundenenZuständean dasKontinuum.Der
Integrationsradiusist sorgfältig zuwählen,damitamIntegrationsrand,derdieWir-
kung einerunendlichhohenPotentialbarrierehat, keineelastischeStreuungvon
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°° °
±�²�³k´ ±�²µ³k´ ±�²�³¶´

·
¸N¹�º ³¶» º ¸N¹�º ³¶» º

¼½>¾N¿ÁÀÂ"ÃÅÄ`ÆÇAÈ�É ½ Ês¿ È�Ë ½>¾dÌ�ÀÂ"ÃÍÄ0ÆÇ"È�É ½ Ê�Ì È
Abb. 4.9: PrinzipdesZeitintegrationsverfahrens:ZwischendenPulsenerfolgt die
Zeitentwicklungmit der Cayley-Approximationmit demfeldfreienWasserstoff-
Hamiltonoperator. Die Wirkung deselektrischenPulseswird gemäß(4.25) be-
rechnet.

TeilendesWellenpaketsauftritt. Um dieStreuunggänzlichauszuschließen,wurde
einevon[Yoshidaetal. 1999a] vorgeschlagene„MaskingFunction“implementiert.
Die MaskingFunctionlautetmit demIntegrationsradius� JÏÎ � unddemMasking-
Radius�µÐ Ñ ¸ � ½ À ��� �7ÒDÓ

�Ó¸ � ¾ � JÏÎ ��½Îí¸ �µÐ ¾ � JÏÎ �k½µÔ für �¨Õ�� Ð ó
(4.26)

Ñ ¸ � ½ À õ
sonst.

DieseFunktion ist in Abbildung 4.10dargestellt.In denfolgendenRechnungen
wurdemeistdasVerhältnis

¸ � JÏÎ � ¾ � Ð ½�� � JÏÎ � ß	áíË õ gewählt und dasWellen-
paketnachjedemZeitschrittmit (4.26)multiplizert.Damit sindzwar Reflexionen
am Integrationsrandausgeschlossen,jedochwerdenauchAnteile desWellenpa-
kets ausgelöscht,die evtl. jenseitsdesIntegrationsradiusdurch die elektrischen
Pulsewiederin dasIntegrationsgebietzurückgestoßenwürden.DurchBeobachten
derZeitentwicklungderNormdesWellenpaketsnachjedemZeitschrittkannman
entscheiden,obderIntegrationsradiusausreichendist. DasFestlegenvonvernünf-
tigen Integrations-undMaskingradiiunddamitverbundendie Anzahlderfiniten
Elemente,um Konvergenzzu erreichen,stellt bei demin dieserArbeit benutzten
Methodedie Hauptschwierigkeit dar. Da sich die unterschiedlichenStartwellen-
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Ö
×ÙØÛÚÝÜ`Þ

Ü"ßSà�áÜAâ
Abb. 4.10: Um Reflexionen am Integrationsrandzu vermeiden,wird die Wel-
lenfunktion für �ãÕ �AÐ mit der Masking Function

Ñ ¸ � ½ À ��� ��Ò - ¸>�Ó¸ � ¾� J/Î ��½�½��§¸ÞÎí¸ �µÐ ¾ � JÏÎ �k½�. gefaltet.

paketein denunterschiedlichenParameterbereichenmeistin kaumvorhersagbarer
Weiseentwickeln, ist manauf dasAusprobierenverschiedenerIntegrationsgitter
angewiesen.

Um dieDynamikderWellenpaketezuuntersuchen,spieltdiein (4.7)definierte
Autokorrelationsfunktioneinewichtige Rolle. Im Folgendenwird dabeije nach
derenStrukturundeventuellenLiteraturvergleichenz.T. auchdasBetragsquadrat
derAutokorrelationsfunktionP � ¸�¹�½ÁÀä+ R\·¬¸\¹�½"+ ·¬¸�á�½�TL+ �

(4.27)

benutzt.
Eine weiterewichtige Größeist nebender Norm und der Autokorrelations-

funktion der zeitliche Verlauf desErwartungswertsder Drehimpulsquantenzahl
R # T µ , derdurchdie Gleichung+åR�·�¸\¹�½"+ Ù � + ·�¸�¹�½�T"+�ÀæR # T µ ¸�R # T µ º õ ½ (4.28)

bestimmtist. Nähertsich

R # T µ der AnzahlderdiskretenVariablenbzw. derdamit
zusammenhängendenAnzahlderin derEntwicklung(2.35)enthaltenenLegendre-
polynome,ist davonauszugehen,daßdieDiskretisierungbezüglichdesWinkels ç
nicht ausreichendist.

In klassischenRechnungenspiegelnsichsie regulärenPhasenraumstrukturen
unmittelbarim IonisationsverhaltendesgekicktenWasserstoffs wieder[Frey etal.
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1999].FürVergleichezwischendiesenRechnungenundderquantenmechanischen
Behandlungwird diesogenannteSurvivalProbability, d.h.dieWahrscheinlichkeit,
daßdasAtom nicht ionisiertwird, durchdenÜberlappmit dengebundenenWas-
serstoffeigenzuständenberechnet:& G ¯µè ¸�¹�½ÁÀ ûë�M J +åR>� # Ý�+ ·¬¸\¹�½�T"+ � Ë (4.29)

Die Ionisationswahrscheinlichkeit ergibt sichdamitzu&\é^ê ë3¸\¹�½ÁÀ õ ¾ & G ¯µè ¸\¹�½ÌË (4.30)

Numerischist man gezwungen,sich auf die Berücksichtigungeiner Untermen-
gederWasserstoffeigenfunktionenzu beschränken,wasaberin derPraxiswenig
Schwierigkeitenbereitet.

Für den Vergleich mit eindimensionalenklassischenRechnungensollte das
Startwellenpaketzumeinenmöglichstnaheder

�
-Achselokalisiertseinundande-

rerseitsexperimentellleicht realisierbarsein.In denfolgendenRechnungenwer-
denvorwiegendsog.parabolischeZustände(Stark-Zustände)alsStartwellenfunk-
tion verwendet.SiesindLösungenderfeldfreienSchrödingergleichung,stellenje-
dochim Gegensatzzudenherkömmlichen

+ � # Ý|T
-Zuständenauchim Falleschwa-

cheräußererelektrischerFeldereineakzeptableBasisanEigenzuständendar. Die-
seZuständelassensichalsSuperpositionvon

+ � # Ý|T
-Zuständendarstellen:+ �d�§Ý|TÓÀ û M ¸Ç¾ õ ½ J � Î # º õ � ¸>� ¾ õ ½��NÎ ¸�� ¾ õ ½��4Î #¸\Ý ¾��í½��NÎ ¸\Ý&º��í½��NÎ ¾�Ý ��+ � # Ý|TÑË

(4.31)
Der Ausdruckin dengroßenKlammernstellt dasWigner-3j-Symboldarundent-
sprichtim wesentlichendenClebsch-Gordan-Koeffizienten.

� Àå¾-¸>� ¾ õ ½ ó ¾-¸�� ¾�k½ ó ËRËRË ó ¸��®¾¨��½ ó ¸���¾ õ ½
ist diesog.parabolischeQuantenzahl,dieeinfachgesagtein

Maßfür dieVerschiebungderDichteverteilungentlangder

�
-Achsedarstellt.Eine

ausführlichereDarstellungderStark-Zuständefindet sich z.B. in [Bethe,Salpeter
1957].

In Abbildung 4.11sind verschiedenehochangeregteStark-Zuständeabgebil-
det,die im Folgendenverwendetwerden.

Abbildung4.12zeigtdieAuswirkungunterschiedlicherIntegrationsradienauf
den Verlauf der Survival Probability und die Norm desZustands

· 8 À$+ � ÀÎ4á ó �7À õ"ë ó Ý À á9T
, der hochfrequentenelektrischenPulsender Stärke

� � Àì Ë ä ÿ õ á Ö Ò mit der Periodendauer

¸ � À � ë ý � 8 �µíká@À õ Ë � ÿ õ á � ½ a.u.ausgesetzt
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îåïÙðòñhóõôäðòö�ó`÷ ðòöùø

îåïÙðòúNö�óõôäðüûSó`÷ ðòöùø

îåïÙðòúNö�óõôäðüû�ñhó`÷ ðòöùø
ý þ

Abb. 4.11: WahrscheinlichkeitsdichtenverschiedenerStark-Zustände.Von oben
nachunten:

+ �d�ÆÝÅTúÀÿ+ Î4á ó õ"ë ó á9T ó + ÎNá ó õ ó á9T
und

+ ë ó á ó á9T
. Jehöherdie Quanten-

zahlk, destostärker ist dieLokalisierungentlangder

�
-Achse.

wird. Die Survival Probability ist für die drei verschiedenenIntegrationsradien� Ø À õ á Ò a.u., � � À õ Ë í ÿ õ á Ò a.u. und � � À Î ÿ õ á�� a.u. nahezuidentisch,
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obwohl die Norm für kleinereIntegrationsradienfrüher zu kleinerenWertenhin
abfällt, da über den IntegrationsranddriftendeAnteile desWellenpaketsmittels
MaskingFunctionabgeschnittenwerden.Qualitativ ergibt sichein ähnlichesBild
wie in [Perssonet al. 2002], wo ein eindimensionalesModell mit den gleichen
Parameternberechnetwurde.Offensichtlichist dienumerischberechneteSurvival
ProbabilitygegenüberderWahldesIntegrationsradiuswesentlichunempfindlicher
alsdieNorm.
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Abb. 4.12: Einfluß des Integrationsradiusauf die Entwicklung der Survival-
Probability (SP) und der Norm (N) im Hochfrequenzbereich.Gestartetwurde
mit dem Stark-Zustand

+ �&À ÎNá ó �ÛÀ õ"ë ó Ý À á9T
, welcherden hochfrequen-

ten Feldimpulsenmit

� � À ì Ë ä ÿ õ á Ö Ò und ØÒ 8 der klassischenPeriodendauer
( � À � ë ý � 8 �µíká-À õ Ë � ÿ õ á � a.u.)ausgesetztwird. Die Integrationsradienbetrugen� Ø À õ á Ò a.u., � � À õ Ë í ÿ õ á Ò a.u.und � � À:Î ÿ õ á�� a.u.
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4.4.2
	

Resonanz en

Für denFall, daßdie FrequenzderelektrischenPulsederÜbergangsfrequenzdis-
kreter quantenmechanischerZuständeähnlich ist, haben[Dhar etal. 1983] mit-
tels einereinfachenEntwicklungnachwenigenBasiszuständenausgebundenen
WasserstoffeigenfunktionenResonanzennachgewiesen.In Abbildung4.13ist die
Dynamik desZustandes

+ ·�¸�ák½�T.À + �	À ë ó � À á ó Ý À á9T
unter Einfluß ul-

trakurzerelektrischerPulseder Periode� À ä`��ä ì a.u.und der Feldstärke
� ÀÎ ÿ õ á Ö�� dargestellt.Die PulsfrequenzentsprichtderÜbergangsfrequenzzwischen

� À ë
- und

�7À õ á
-Wasserstoffzuständen.Im unterenBild ist derzeitlicheVer-

lauf desÜberlappsdesWellenpaketsmit denZuständender

�@À ë
- und

�ÍÀ õ á
-

Mannigfaltigkeit, genauer& ë ý 
 ¸\¹�½ À �û M ý 8 +åR ë ó�#Çó á�+ ·¬¸\¹�½�TL+ � ó (4.32)& ë ý Ø 8 ¸\¹�½ À 
û M ý 8 +åR õ á ó�#Çó á�+ ·�¸�¹�½�TL+ � (4.33)

dargestellt.Da

& ë ý 
 ¸�¹�½×º & ë ý Ø 8 ¸\¹�½ ß õ , liegt eine Resonanzzwischendiesen
beidenEnergieniveausvor. Eine Entwicklung nachgebundenenZuständenund
ohneBerücksichtigungdesKontinuums,wie in [Dharet al. 1983] ist in diesem
Fall gerechtfertigt.

In Abbildung4.14 ist die Dynamik bei gleichenParametern,jedochmit dem
Startzustand

+ ·�¸�ák½�TgÀ + � À ë ó�# À á ó Ý�À á9T
dargestellt.Es ergibt sich eben-

falls eine Resonanzzwischen

�ÜÀ ë
- und

�ÜÀ õ á
-Wasserstoffzuständen.Auf-

fällig ist derVerlaufderAutokorrelationsfunktion,dieandie Intensitätsverteilung
der Beugungvon kohärentemLicht am Beugungsgittererinnert.Auf die forma-
le Ähnlichkeit von BeugungsgitterundgekicktemWasserstoffatomwurdebereits
in [Dhar etal. 1983] hingewiesen.

DerdieResonanzenverursachendeMechanismuswird durchGleichung(4.12)
offen gelegt. Stimmt die Frequenzeinerder Fourierkomponentenmit der Über-
gangsfrequenzzweierZuständeüberein,sokommteszur Resonanz.
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Abb. 4.13: Der Stark-Zustand

+ ·¬¸�á�½�T"À + � À ë ó � À�á ó Ý À�á9T
unter Ein-

fluß ultrakurzerelektrischerPulseder Periode� À ä0��ä ì a.u.und der Feldstär-
ke
� À Î ÿ õ á Ö�� . Oben:die Autokorrelationsfunktion,mitte: Entwicklung des

Erwartungswerts

R # T
, unten:die Wahrscheinlichkeiten � �M ý 8 +åR ë ó�#�ó á�+ ·¬¸\¹�½�T"+ � und� 
M ý 8 + R õ á ó�#Çó á�+ ·¬¸\¹�½�TL+ � . Die Zeiten sind in Einheitender Puls-Periodendauer�

aufgetragen.
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Abb. 4.14: Der Wasserstoffeigenzustand

+ ·¬¸�ák½�TïÀ + �:À ë ó�# À á ó Ý À á�T
unter

Einfluß ultrakurzerelektrischerPulseder Periode� À ä0�kä ì a.u.und der Feld-
stärke

� À Î ÿ õ á Ö�� . Oben:die Autokorrelationsfunktion,mitte: Entwicklung
desErwartungswerts

R # T
, unten:die Wahrscheinlichkeiten � �M ý 8 + R ë ó�#�ó á�+ ·�¸�¹�½�T"+ �

und � 
M ý 8 + R õ á ó�#Çó á�+ ·¬¸\¹�½�TL+ � . Die Zeitensind in EinheitenderPuls-Periodendauer� aufgetragen.
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4.4.3
 Quantenlokalisierung

Unter Quantenlokalisierungverstehtmandie Unterdrückungklassischerchaoti-
scherDiffusion im RahmenquantenchaotischerUntersuchungen.Quantenlokali-
sierungwurdezuerstfür dengekicktenRotoraufgrundtheoretischerUntersuchun-
genvermutet[Casatietal. 1987]. Eskonntegezeigtwerden,daßQuantenlokalisie-
rungauf die in derFestkörperphysikbekannteAnderson-Lokalisierungzurückge-
führt werdenkann[Anderson1958], [Fishmanetal. 1982]. Schließlichkonntefür
Rydberg-Atomein MikrowellenfeldernQuantenlokalisierungnachgewiesenwer-
den[Jensenet al.1991], [Casatiet al. 1997].

In [Yoshidaet al. 2000a] wurdeim RahmeneineseindimensionalenModells
QuantenlokalisierungbeimgekicktenWasserstoff nachgewiesen.Dabeiblieb die
Frageoffen,obauchim dreidimensionalenFall Quantenlokalisierungauftritt. Ab-
bildung4.15zeigtAutokorrelationsfunktionenfür diegleichenParameterwie von
[Yoshidaet al. 2000a] verwendet,alsStartzustanddientendie Zustände

+ ·¬¸�á�½�T�À+ � ó ��À �@¾ õ ó Ý À á9T
mit denHauptquantenzahlen

� À ä ó õ á ó Î4á ó ��á ó í�á ó äNá
,

alsodie parabolischenZuständemit der, einfachgesagt,stärkstenLokalisierung
entlangder

�
-Achse.Die skalierteFrequenzderelektrischenPulseentlangder

�
-

Achsemit demImpulsübertrag

� à� À áíË á õ
betrug

à� À õ }íË % . Die gestrichelten
Linien zeigendieklassischeAutokorrelationsfunktion& � M����� ¸\¹�½ÓÀ?�

��� Ö�� ��� § � ����� Ö�� � ¼ ¤ ¼ � ¼ !
Ñ ¸ ¤ ó � ó ¹�½ÑË (4.34)

Dabeiist

Ñ ¸ ¤ ó � ó ¹�½ dieklassischeWahrscheinlichkeitsdichteim Phasenraum,! ëgÀ¾ õ �NÎ��S�
und

� ë À õ �µí�¸�� ¾ õ ½�� ¾ õ �µí9�S�
. Da hier die quantisiertenEnergienive-

ausmiteingehen,ist (4.34) nicht exakt skaleninvariant.Der genaueVerlauf von
& � M����� ¸�¹�½ hängtvon derWahl derStarttrajektorienab. Eszeigtsichjedoch,daßder
qualitative Verlauf bei einergroßerAnzahl von Starttrajektorienauchbei unter-
schiedlicherVerteilungim Phasenraumstetsähnlichist undinsbesonderefür lan-
ge Zeitenbzw. einergroßenAnzahl von elektrischenStößenabnimmt,während
die quantenmechanischeAutokorrelationsfunktionoszillatorischesVerhaltenmit
näherungsweisekonstantenAmplitudenzeigt. Darin manifestiertsich die Quan-
tenlokalisierungdesgekicktenWasserstoffs.

Die Ergebnisseder dreidimensionalenquantenmechanischenRechnungsind
für kleinereHauptquantenzahlennahezuununterscheidbarvom eindimensionalen
Fall. Für höhere

�
kommteszunehmendzu Abweichungenin derAmplitudeder

Autokorrelationsfunktion,die Frequenzbleibt jedochnahezuunverändert.Offen-
sichtlich ist derzur QuantenlokalisierungführendeMechanismusauchim dreidi-
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mensionalenFall vorhanden.
In Abbildung 4.20sind die Autokorrelationsfunktionenvon Stark-Zuständen

der Hauptquantenzahl

� À	Î4á
mit unterschiedlichenparabolischenQuantenzah-

len aufgetragen,die dengleichenelektrischenPulsenwie der

�ÍÀÂÎ4á
-Zustandin

Abbildung4.15ausgesetztsind.Mit abnehmender

�
-QuantenzahlsinddieZustän-

de stärker auf der negativen

�
-Achselokalisiert.Lokalisierungauf der negativen

�
-Achseist gleichbedeutendmit Lokalisierungauf derpositiven

�
-Achse,jedoch

mit umgedrehtenelektrischenPulsen.In Kapitel4.3hatsichgezeigt,wie drastisch
sichdie eindimensionaleDynamikbei UmkehrungderPulsrichtungändert.Man
könnteannehmen,daßsich bei abnehmender

�
-Quantenzahleineähnlichdrasti-

scheÄnderungderSystemdynamikzeigt,wasjedochoffensichtlichnicht derFall
ist. In dereindimensionalenDynamikist die positive undnegative

�
-Achsedurch

dieCoulombsingularitätunüberwindbargetrennt.Im mehrdimensionalenFall exi-
stiert für dasElektronjedochstetseinenichtverschwindendeWahrscheinlichkeit,
sich in beliebigerRichtungum die Coulombsingularitätaufzuhalten.Daherliegt
im mehrdimensionalenFall im Prinzip stetseine Mischungder eindimensional
strenggetrenntenSystememit bzgl. der

�
-Achsepositivenundnegativenelektri-

schenStößenvor.

73



4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 10 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 10 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 10 100

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 10 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 10 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 10 100

�ÐÀù�4á �ÊÀ íká �ÊÀ ä4á

�ÐÀ:ä �ÊÀ õ á �ÊÀ Î4á

A
ut

ok
or

re
la

tio
ns

fu
nk

tio
n

AnzahlderPulse

Abb. 4.15: Autokorrelationsfunktionen

+ R\·�¸�¹�½L+ · 8 T"+ � der Stark-Zustände

+ � ó � À�K¾ õ ó Ý	À�á�T
mit denHauptquantenzahlen

�ÐÀ:ä ó õ á ó ÎNá ó �4á ó íká ó ä4á
unterEinfluß

hochfrequenterFeldimpulsemit

à� À õ }íË % und

� à� ÀåáíË á õ
. Die gestrichelteLinie

ist dieklassischeAutokorrelationsfunktion(sieheText).
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Abb. 4.16: AutokorrelationsfunktionenderStark-Zustände

+ �ÊÀ�Î4á ó � ó ÝàÀ¶á�T
mit

denparabolischenQuantenzahlen

�¶À õ ó ì ó õ � ó õAë
unterEinfluß hochfrequenter

Feldimpulsemit

à� À õ }íË % und

� à� À�áñË á õ
.
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4.4.4A Vergleic h mit klassisc hen Rechnung en

GemäßdesGrundproblemsdesQuantenchaosstellt sichdieFrage,inwieweit sich
daschaotischeVerhaltender klassischenBehandlungdesSystemsdesgekickten
Wasserstoffatoms,wie in Kapitel 4.3dargestellt,in derquantenmechanischenBe-
handlungbemerkbarmacht.[Reinholdet al. 1997] führtenin Parameterbereichen,
in denenreguläreStrukturenim Phasenraumvorhandensind, klassischeMonte-
Carlo-Rechnungendurch.Dabeizeigtesich,daßsichdie Regularitätunmittelbar
im Ionisationsverhaltenniederschlägt.Jegrößerder ÜberlappdesStarttorusmit
denregulärenStrukturenist, destogeringerist die Ionisationswahrscheinlichkeit.
Das Korrespondenzprinzipläßt für Rydberg-Atome ein ähnlichesVerhaltener-
warten.Jedochzeigtesich bereitsin denvorangegangenenKapiteln, daßquan-
tenmechanischeEffekte wie ResonanzenzwischendiskretenEnergieniveausbei
periodischerAnregungundQuantenlokalisierungeinegroßeRolle spielen.

Im unterenBild derAbbildung4.17ist die Survival Probabilityin Abhängig-
keit vonderskaliertenFrequenz,berechnetmit klassischenMonte-Carlo-Methoden
von[Reinholdetal. 1997] für Wasserstoff undKaliumaufgetragen.Als Ausgangs-
zustanddienteein mikrokanonischesEnsemblewelchesder Energie eines

�ÜÀ� %`%
-Zustandsentspricht.Die Drehimpulsquantenzahlist dabei

# À õ
unddie Ma-

gnetquantenzahleinemExperimentgemäßstatistischverteilt. Die charakteristi-
scheZunahmeder Survival Probability im Bereichzwischen

à� ß áíË % ¾ ä tritt
auchbei einfachen,eindimensionalenklassischenModellenauf undläßtsichein-
deutigmit denregulärenStrukturender stroboskopischenPhasenraumschnittein
Verbindungbringen[Frey et al. 1999].

In denquantenmechanischenRechnungendieserArbeit tretendieseStrukturen
nicht ausgeprägtauf. In Abbildung 4.18 ist der Verlauf der Survival Probability
in Abhängigkeit von der skaliertenFrequenzbei elektrischenPulsender Stärke
� à� À ¾ áíË �

für die Startzustände

+ �åÀ ÎNá ó �7À õAë ó Ý�À á9T
(oben)und

+ � Àë ó�# À�á ó ÝàÀ á9T
(unten)nachjeweils50 Pulsenaufgetragen.

Es zeigensich allerdingsbei der Anzahl der von denWellenpaketendurch-
streiftenPhasenraumzellenin Abhängigkeit von der FrequenzähnlicheStruktu-
ren.Die AnzahlderPhasenraumzellennachAblauf derZeit B lassensichausder
Autokorrelationsfunktionwie von [Heller 1987] angegebenberechnen:õ: C

À Î
B

C� 8 � õ ¾ ¹
B
��+ P ¸\¹�½L+ � ¼4¹ÑË

(4.35)

Im oberenBild derAbbildung4.17ist dieAnzahlderPhasenraumzellenin Abhän-
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Abb. 4.17: Oben:Anzahl der durchstreiftenPhasenraumzellendesStartzustands
+ · 8 T�À + �*À ë ó �ÊÀÂá ó ÝãÀÂá�T

nach50 bzw. 100elektrischenPulsenmit

� � À¾ áñË �
in Abhängigkeit der skaliertenFrequenz.Unten: Survival-Probabilityvon

Wasserstoff- undKalium-Zuständenmit

�ÐÀù� %9%
in Abhängigkeit vonderskalier-

tenFrequenzberechnetmit CTMC (entnommenaus[Reinholdetal. 1997]).

gigkeit der skaliertenFrequenzder elektrischenPulsefür 50 und 100 Pulseauf-
getragen.Die Parameterwurden,soweit möglich,denSkalierungsgesetzen(4.19)
gemäßden Parameternvon [Reinholdet al. 1997] für den Startzustand

+ · 8 T@À+ � À ë ó�# À á ó Ý À á9T
angepasst.OffensichtlichdurchstreiftdasWellenpaket in
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Frequenzbereichen,in denenesin derklassischenRechnungverstärktzu Ionisie-
rungkommt,entsprechendmehrPhasenraumzellen.
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Abb. 4.18: Survival Probability in Abhängigkeit von der skaliertenFrequenzbei
elektrischenPulsender Stärke

� à� À�¾ áñË �
für die Startzustände

+ � À ÎNá ó � ÀõAë ó ÝàÀ á9T
(oben)und

+ �ÊÀ ë ó�# À�á ó ÝàÀ á9T
(unten)nachjeweils50 Pulsen.
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4.4.5D Experimentelle Aspekte

Bislangfindet sich in der Literatur ersteineexperimentelleRealisierungdesge-
kicktenRydbergatoms[Frey et al. 1999]. DabeiwurdenKalium-AtomedurchLa-
serpulsevomGrundzustandaufRydbergniveausderHauptquantenzahlen

� ¥ � %`%
angeregt. Die klassischkorrespondierendeUmlaufdauerbeträgt � ë ý � �E� ß ë

ns.
NachderAnregungpassierendieAtomeElektroden,durchdiemittelseinesPuls-
generatorsmit Frequenzenzwischen20 Mhz und230Mhz die elektrischenPulse
realisiertwerden.Die elektrischenPulsehabeneinezeitlicheDauervon � � ß Î
ns.Damitist dieVoraussetzung(4.9)erfüllt. NachdemdieAtome10bis50elektri-
schenPulsenausgesetztwurden,wurdedie Ionisationswahrscheinlichkeit gemes-
sen.

Mit demin dieserArbeit vorgestelltenVerfahrenist eszwar prinzipiell mög-
lich, auchdie Dynamik von Wellenpaketenmit Anregungen,die mit denenim
durchgeführtenExperimentvergleichbarsind, zu berechnen.Jedochist der Re-
chenaufwanddurchdengroßenIntegrationsradiusunddiedamitverbundenehohe
Anzahlfiniter Elementeunddie langencharakteristischenZeitensehrhoch.

Für die in dieserArbeit berechnetenWellenpaketemit Anfangszuständender
Hauptquantenzahlen

� ß ä ¾�ä4á
ist mit Elektroden,die mit modernenPulsge-

neratorengesteuertwerden,die Bedingung(4.9) nicht zu erfüllen. Mittlerwei-
le ist es jedochgelungen,periodischeLaserpulsemit einerzeitlichenDauerim
Attosekunden-Bereichzuerzeugen(z.B. [Kien etal. 1998]). In diesemBereichist
es jedochschwierig,zeitliche Äquidistanzder Pulsezu gewährleisten.Es stellt
sichdie Frage,wie großdie AbweichungenderPeriodendauerzwischendenPul-
senseindarf,umdennochErgebnissederidealisiertenSimulationenexperimentell
nachvollziehenzukönnen.

Abbildung4.19zeigtdieResonanzzwischenden

�ÐÀ ë
- und

�ÐÀ õ á
-Niveaus

ausKapitel 4.4.2bei zufälligenAbweichungenvon derexaktenPulsperiode� Àä`��ä ì
von

ä F
(oberesBild) und

õ á F
(unteresBild). Bei einerAbweichungvon

ä F
bleibt dasResonanzverhaltenim Wesentlichenunberührt.Bei einerAbwei-

chungvon

õ á F
tritt bereitsnach300PulseneineerheblicheAbweichungein,die

Wahrscheinlichkeit desElektrons,sich auf den

�:À ë
- und

�:À õ á
-Niveauszu

befinden,beträgtlediglich ¥ áíË % .
UnempfindlichergegenüberzeitlicherAbweichungenderPeriodendauerzeigt

sichdasSystemim Parameterbereich,in dem,wie in Kapitel 4.4.3gezeigt,Quan-
tenlokalisierungauftritt. Abbildung 4.20zeigt denVerlauf der Autokorrelations-
funktion desStartzustands

· 8 À + � À Î4á ó � À õAë ó Ý À á�T
mit den äußeren

ParameternentsprechendAbbildung 4.15 bei zufälligenAbweichungenvon der
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Abb. 4.19: ÄnderungdesResonanzverhaltensbeizufälligerAbweichungvonstren-
gerPeriodizitätderelektrischenPulsebeiAbweichungenvon5%(oben)und10%
(unten).Die ParameterentsprechendenDatenausAbbildung4.13.

exaktenPeriodendauerum

ä F
(oberesBild) und

õ á F
(unteresBild). In beiden

FällentretennursehrgeringeAbweichungenvonderidealisiertenRechnungauf.
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Abb. 4.20: Autokorrelationsfunktionenvon Stark-Zuständenim Hochfrequenzbe-
reich bei zufälliger Abweichungvon strengerPeriodizitätder elektrischenPulse
bei Abweichungenvon 5% (oben)und 10% (unten).Die Parameterentsprechen
denDatenausAbbildung4.15.
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4.4.6T Gekic kte Alkaliatome

Vom experimentellenStandpunktist die Dynamik von gekicktenAlkaliatomen
interessanter, da Experimentemit Alkaliatomeni.A. leichter zu realisierensind
als mit Wasserstoff. Naiv könntemanannehmen,daßdie Dynamik von Alkali-
RydbergzuständenwegenderWasserstoffähnlichkeit denErgebnissender voran-
gegangenenKapitelnsehrähnlichist. DurchdieelektrischenPulsekanndasElek-
tron jedochin Kernnähegeraten,wo sich die Quantendefekte,verursachtdurch
dasFeldderanderenElektronen,auswirken.

Beim SystemdesdiamagnetischenRydbergatomsmachtesichbei Wellenpa-
keten,die anfänglichauf klassischenperiodischenOrbits desWasserstoffatoms
lokalisiertsind,derEinflußderkernnahenElektronendurchStreuungvon Teilen
desWellenpaketsaufandereWasserstofftori bemerkbar[Schweizer,Jans1998].

In Abbildung4.21ist dieselbeRechnungwie in 4.14,jedochfür Lithium dar-
gestellt.Die Unterschiedesind gravierend.In Tabelle4.1 sind die

�ÛÀ % ó ë ó õ á
-

Niveausvon Lithium ohneexterneFelderaufgeführt.Darausgeht hervor, daß
die Pulsperiode� À�ä0�kä ì der Übergangsperiodeder

�ÜÀ % ó�# À õ
- und

�ÜÀë ó�# À á
-Lithiumniveaus� � ÷ ØVU 
 ÷ 8 À ä�ä õ } am nächstenkommt. Tatsächlichist

& ë ý � ¸\¹�½Vº & ë ý 
 ¸\¹�½ ß õ . Durch die Quantendefektewird die
#
-Entartungaufge-

hoben.Dadurchstimmt die Übergangsperiodeauf Niveausmit höherenDrehim-
pulsquantenzahlenschlechtermit der Periodeder elektrischenPulseübereinund
werdendeshalbnicht bevölkert, wasmanaucham zeitlichenVerlauf von

â # Õ
erkennenkann. Es liegt eine fast exakte Zweizustands-Resonanzzwischenden
�ÊÀ % ó�# À õ

- und

�ÊÀ ë ó á
-Niveausvor. Die Wahrscheinlichkeit, daßder

�ÊÀ õ á
-

Zustandwie im FalledesWasserstoffs bevölkertwird, ist nahezugleich0 (gepunk-
teteLinie).

Entsprichtdie PeriodederelektrischenPulseexakt derÜbergangperiodezwi-
schendem

�	À % ó�# À õ
- und dem

� À ë ó á
-Lithiumniveau( � ß ä�ä õ ä ), so

ergibt sich eine Besetzungder

�àÀ %
- und

�àÀ ë
-NiveausentsprechendAb-

bildung4.22.

�7À ì
-NiveaushöhererDrehimpulsquantenzahlhabendie Energie!XW

ßÜ¾ áíË á õ
. Die Übergangsperiodezwischendem

�@À % ó�# À õ
-Niveauundden

�.À ì
-Niveausbeträgt� ßåÎ ì �4á undentsprichtdamitungefährdererstenOber-

frequenzderanregendenelektrischenPulse(

ä4ä õ ä9�4ÎèÀ Î ì ä ì Ë<ä
). Dadurchkommt

eszueinerBevölkerungder

�ÊÀ ì
-Niveaus.

Nebendem verglichen mit Wasserstoff geändertenResonanzverhaltengeht
auchdiein Kapitel4.4.3gezeigteQuantenlokalisiserungverloren.Abbildung4.23
zeigteinVergleichdesVerlaufsderAutokorrelationsfunktionvonWasserstoff, Li-
thiumundNatriumim FallehochfrequenterelektrischerPulse.Die Parameterent-
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l

�ÐÀ % �ÐÀ ë �ÐÀ õ á
0 -0.00866404041534 -0.00676547786395 -0.00542892381615
1 -0.00790458457348 -0.00623759440051 -0.00504724410963
2 -0.00781417989762 -0.00617403786378 -0.00500088327472
3 -0.00781251542963 -0.00617285088311 -0.00500000858058
4 -0.00781250007097 -0.00617283956212 -0.00500000004415
5 -0.00781250000016 -0.00617283950632 -0.00500000000012
6 -0.00781250000000 -0.00617283950617 -0.00500000000000
7 -0.00781250000000 -0.00617283950617 -0.00500000000000
8 -0.00617283950617 -0.00500000000000
9 -0.00500000000000

Tab. 4.1: EnergienvonLithium-NiveausderHauptquantenzahlen

�ÐÀ % ó ë ó õ á
. Die

Datenwurdenmit demin Kapitel 2 vorgestelltenVerfahrenberechnet.

sprechendenenderAbbildung4.15mit

�ÐÀ ÎNá
(

+ · 8 TÁÀæ+ �ÊÀ:ÎNá ó �úÀ õ"ë ó ÝàÀ á9T
,à� À õ }íË % , � à� À áíË á õ ). Die Startzuständevon NatriumundLithium wurdenmit

den in Kapitel 2 vorgestelltenVerfahrenberechnet.Offensichtlichkommt eszu
einerAufhebungderQuantenlokalisierung.

Im Falle von Ein-Elektron-AtomenhöhererKernladungszahlist dasProblem
durcheine Y -SkalierungdesexternenelektrischenFeldeswiederauf dasWasser-
stoffproblemzurückführbar. Bei vollbesetztenAlkaliatomenerfahrenAnteile des
Wellenpakets,die in Kernnähevordringen,ein der höherenKernladungentspre-
chendstärkereselektrischesFeld.EineglobaleSkalierungderelektrischenPulse
ist nicht möglich.
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Abb. 4.21: EntwicklungderAutokorrelationsfunktion,demÜberlappmit Zustän-
dender

�ÜÀ % ó ë ó õ á
-Mannigfaltigkeitenund desErwartungswertsder Drehim-

pulsquantenzahl

R # T
desLithium-Zustands

+ · 8 TÓÀ~+ ÙÓÈS�2À ë ó�# À á ó Ý À�á�T
unter

EinflußkurzerFeldimpulsemit
� À�Î ÿ õ á Ö � mit derPeriode� À�ä0�kä ì .
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Abb. 4.22: Entwicklungder Autokorrelationsfunktionund der Überlappmit Zu-
ständender

�ÊÀ ì ó % ó ë
-MannigfaltigkeitendesLithium-Zustands

+ · 8 TÓÀQ+ ÙÁÈS�ÊÀë ó�# À á ó Ý À á9T
unterEinfluß kurzerFeldimpulsemit

� À Î ÿ õ á Ö � mit der
Periode� À�ä�ä õ ä .
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Abb. 4.23: AutokorrelationsfunktionenderStark-Zustände

+ �@À Î4á ó � À õ"ë ó Ý Àá�T
für Wasserstoff, NatriumundLithium unterEinflußhochfrequenterFeldimpul-

semit

à� À õ }ñË % und

� à� À áíË á õ
.
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4.5 Ultrakurz e alternierende elektrisc he Pulse

Die VariantedesgekicktenWasserstoffatomsmit alternierendenFeldimpulsenwu-
dein derLiteraturbislangnurdürftigbehandelt([Tannianetal.2000],[Carnegie1984],
[Casatiet al. 1994]). Daszu (4.11)analogeexternePotentiallautetê ���

µ
¸\¹�½ÓÀ ç� ÿ � ç�1� Ö»Øû� ý 8 ¸�¾ õ ½ � ô Ø æ§¸\¹G¾�� � ½ Ë (4.36)

Wie beim herkömmlichengekicktenWasserstoffatomgibt esauchhier Parame-
terbereiche,in denender Phasenraumin reguläreund irreguläreBereicheaufge-
teilt ist. Abbildung4.24zeigteinenstroboskopischenPhasenraumschnittmit Im-
pulsüberträgenvon

+ � � +VÀ áñË �
und der Frequenz� À Î�� . Es wurdendie Pha-

senraumpunkteunmittelbarnachjedemPuls,unabhängigvon der Pulsrichtung,
geplottet.Daher ergibt sich eine offensichtlicheÜberlagerungregulärer Struk-
turen. [Tannianet al. 2000] führten für die gleichenParameterdreidimensionale
Froeschlé-Schnitteum � À:áíË õ und

� 	 À á
durch.Die wesentlichenPhasenraum-

strukturenbleibenerhalten.Liegt der Starttoruswie in Abbildung 4.24 so, daß
einegroßeÜberlagerungmit regulärenStrukturengegebenist, so ergibt sich in
denklassischenRechnungenvon[Tannianetal. 2000] eineErhöhungderSurvival
Probability. Verändertmandie Frequenz,so „wandern“die regulärenStrukturen
unterdemStarttorushinweg, die Ionisierungswahrscheinlichkeit steigt.

In Abbildung4.25ist im unterenBild die Survival Probabilitydervollständi-
gendreidimensionalenRechnungnach50 alternierendenPulsenmit demskalier-
tenImpulsübertrag

+ � à� +�À áñË �
in Abhängigkeit von derskaliertenFrequenzauf-

getragen.DerAusgangszustandwarwiederderStark-Zustand

+ ·HTdÀæ+ �ÐÀ ÎNá ó �ïÀõAë ó ÝàÀ á9T
. Wie schonbeimgekicktenWasserstoff mit festerPulsrichtungist von

denPhasenraumstrukturennichtszuerkennen.NachdenklassischenRechnungen
von [Tannianet al. 2000] sollte sich ein eindeutigerPeakum die skalierteFre-
quenz

à� À õ zeigen.Auch bei derAnzahlderdurchstreiftenPhasenraumzellenin
Abbildung4.25oben,ist davonnichtszuerkennen.

Auch bei diesemSystemwerdenklassischeEigenschaftendurchquantenme-
chanischeEigenheitenverwischt.
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Abb. 4.24: StroboskopischerPhasenraumschnittmit Impulsüberträgenvon

+ � � +�ÀáñË �
und der Frequenz� ÀàÎ�� . Die durchgezogeneLinie entsprichteinemunge-
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Abb. 4.25: Oben:Anzahl der durchstreiftenPhasenraumzellendesStartzustands
+ · 8 T À + �ÍÀ ÎNá ó � À õ"ë ó Ý Àåá�T nach50 alternierendenelektrischenPulsenmit
+ � � +4À áíË �

in Abhängigkeit derskaliertenFrequenz.Unten:Survival-Probability.
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4.6 Zufallsver teilte elektrisc he Pulse

Um die DynamikatomarerZuständebei Beschussvon Festkörperoberflächenzu
simulieren,wurde von [Melleset al. 1993] das Modell des mit elektrischen

æ
-

PulsenangeregtenAtoms vorgeschlagen.Die zeitlichenAbständezwischenden
PulsenunterliegendemZufall.

Im Folgendenwird der Einfluß verschiedenerVariantenvon Zufallspulsse-
quenzenmit jeweils50Pulsenmit demStartzustand

+ · 8 TÓÀæ+ �ÊÀ Î4á ó �úÀ õAë ó ÝàÀá�T
beieinermittlerenPeriodendauervon o� À:Î ë9ë á untersucht.
In Abbildung 4.26 obenwurde die elektrischeFeldstärke

� À áíË á õ ä
und

die RichtungdesFeldeskonstantgehalten.Daslinke Bild zeigt die Besetzungs-
wahrscheinlichkeitgebundenerZuständemit derDrehimpulsquantenzahlnachden
50 Pulsen.Das rechteBild zeigt die Besetzungswahrscheinlichkeit gebundener
Zuständemit derHauptquantenzahl

�
. Die Ionisationswahrscheinlichkeit beträgt

nach50 Pulsenp � 8 À áíË<Î ì } . Ändertmandie zeitlicheZufallssequenzderPulse,
erhältmansehrähnlicheErgebnisse.

In Abbildung 4.26 untenwurdedie Feldstärke wiederkonstantgehalten,je-
doch mit alternierenderRichtung.Die Verteilungauf die gebundenenZustände
ist bezüglichder

#
-Quantenzahlsehrähnlichwie im oberenBild. Die Ionisations-

wahrscheinlichkeit ist mit p � 8 À¶áíË<Î4Î`� ebenfallssehrähnlich.
In Abbildung4.27obenwurdeauchdie elektrischeFeldstärke zufallsverteilt.

Die mittlere Feldstärke betrug o� ÀàáíË á õ ä . Die RichtungdesFeldeswurdekon-
stantgehalten.Die Ionisationswahrscheinlichkeit beträgtp � 8 À¶áñË Î�ä0} .

Im unterenTeil derAbbildung4.27wurdebeieinerzufallsverteiltenmittleren
Feldstärke o� À:áñË á õ ä die RichtungdesFeldesalternierendangesetzt.Die Ionisa-
tionswahrscheinlichkeit beträgtp � 8 À áíË<Î4ä4ä .

Zusammenfassendkannmanfeststellen,daßnachhinreichendvielen Pulsen
bei mittlererPeriodendauerundFeldstärke die DetailsderZufallssequenzkeinen
wesentlichenEinflußauf die Ionisationswahrscheinlichkeit haben.
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Abb. 4.26: WahrscheinlichkeitenderBesetzungvongebundenenZuständenin Ab-
hängigkeit derQuantenzahlen

#
und

�
nach50zeitlichzufälligenelektrischenPul-

senmit einermittlerenPulsperiodevon o� À Î ë`ë á . Oben:konstanteFeldstärke� ÀÛáñË á õ ä
in konstanterRichtung,unten:konstanteFeldstärke

� ÀÛáñË á õ ä
, alter-

nierendePulse.
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4 AtomeunterEinflußperiodischerelektrischerPulse
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Abb. 4.27: WahrscheinlichkeitenderBesetzungvongebundenenZuständenin Ab-
hängigkeit derQuantenzahlen

#
und

�
nach50zeitlichzufälligenelektrischenPul-

senmit einermittlerenPulsperiodevon o� À:Î ë9ë á . Oben:zufälligeFeldstärkemit
demMittel o� À¶áñË á õ ä in konstanterRichtung,unten:zufälligeFeldstärkemit dem
Mittel o� À¶áíË á õ ä , alternierendePulse
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5 Viel-Elektr onen-Atome in
Neutr onensternma gnetf eldern

Die quantitative AnalysedeselektromagnetischenSpektrumseinesNeutronen-
sternserlaubtprinzipiell die BestimmungseinerParameterwie Oberflächentem-
peratur, Masse,RadiusundMagnetfeld.AusderKenntnisdieserParameterlassen
sichdannRückschlüßeauf die innereStrukturziehen.Die Berechnungsyntheti-
scherSpektrenerfolgt anhandvon Modellatmosphären,derenVergleich mit der
Beobachtungdie korrektenSternparameterliefern.Für die Modellierungbenötigt
manjedochKenntnisseüberStrahlungstransportundOpazitäten,welchedurchdie
in der SternatmosphärevorhandenenElementeund denin denElementenmög-
lichen atomarenÜbergängenmitbestimmtwerden.WährendatomareDatenwie
Energieniveausund Oszillatorstärken von Wasserstoff und Helium auchin Ma-
gnetfeldstärken,wie sie bei Neutronensternenvermutetwerden(

ì ¥ õ á � T), in
ausreichenderZahl vorhandensind,sindDatenvon schwerenElementensehrrar.

Ein einfachesArgumentfür die in NeutronensternenauftretendenMagnetfel-
derderobengenanntenGrößeist diemagnetischeFlußerhaltung

ì ÿ v �®À wyx � z ¹øË
in Plasmakugeln.GehtmanvoneinemSternmittlererGrößeaus,mit einemRadius
von

v ü À õ á 

m undeinemMagnetfeldvon

ì ü À áíË õ
T soergibt die Flußerhal-

tung

ì ü ÿ v �ü À�ì � ÿ v �� beieinemKollapsaufdentypischenNeutronensternradiusv � À õ á Ò m ein Magnetfeldvon

ì � À õ á � T.
In einemBallonexperimentwurdedasRöntgenspektrumvon Her X-1 erfaßt

[Trümperet al. 1977] (sieheAbb.5.1). Interpretiertmandie Linie bei 58 keV als
Zyklotronemmissionslinie,verursachtdurcheinenÜbergangvon freien Elektro-
nenvom erstenangeregtenLandauniveau(Drehimpulsquantenzahl{

À õ
, Spin-

quantenzahlz
ÀÜ¾ õ

oder {
ÀÛá

und z À õ ) zumGrundzustand({
À á ó z À ¾ õ ),

sokannmanausdenanalytischbekanntenLandauniveaus!}| ÷ G À�Ý w � ù Ó õ ºQ; � 
Ý w
@ � º ¸wÎ

{
º z º õ ½ ìì � è Ô Ø�� � ¾ õ þ (5.1)
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

Abb. 5.1: Röntgenspektrumvon Her X-1
(entnommenaus [Trümperetal. 1977]).
Interpretiert man die 58 keV-Linie als
Zyklotronemmissionsline,so kann man
aufeinMagnetfeldvon

ä§Ë � ÿ õ á �
T schlie-

ßen.Die Interpretationder

íÆÎ
keV-Linie

alsZyklotronabsorptionslinieläßtaufein
Magnetfeldvon

í ÿ õ á �
T schließen.

auf ein Magnetfeldvon

äíË � ÿ õ á �
T schließen.Hierbei ist

ì � è À�¸�Ý � w � ½�� ð�~ Àí9íñË õ í ÿ õ á �
T und

� 

der Impuls desElektronsentlangdesMagnetfelds.Man

kannallerdingsauchdieLinie bei

íkÎ
keV alseineAbsorptionslinieinterpretieren,

woraussicheinFeldvon

í ÿ õ á �
T ergibt.

Es liegt auf der Hand,daßsich die Strukturder Atomhülle in magnetischen
FelderndieserGrößenordnungstarkverändert.Allgemeinläßtsichfeststellen,daß
dieWahrscheinlichkeitsdichten,einfachgesagt,senkrechtzumMagnetfeldzusam-
mengedrücktwerden[Ruderetal. 1994].

In jüngsterZeit wird mit denRöntgensatellitenChandra und XMM-Newton
umfangreicheNeutronensternspektroskopiebetrieben.Im Vordergrundstehenda-
bei UntersuchungenisolierterNeutronensterne,da die Strahlungder Oberfläche
nicht von der starken Emmissioneiner Akkretionsscheibeüberlagertwird. Die
meistenUntersuchungenmit Chandra undXMM-Newton konntenkeineHinweise
auf Absorptionslinienerbringen(Ein Überblickfindetsich in [Pavlov etal. 2002]
und[Becker, Aschenbach2002]), dennochliefertensieneueAnsätzefür dasVer-
ständnisvom AufbauderNeutronensternatmosphären.[Pavlov et al. 2002] konn-
ten dieseSpektrenmit ihrem Modell einer Wasserstoffatmosphärein Einklang
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Abb. 5.2: Chandra/ACIS-SpektrumdesNeutronensterns1E1207.4-5209(entnom-
menaus[Hailey, Mori 2002]). Die Absorptionsfeaturesliegenbei ¥ áíË ì keV und¥ õ Ë í keV.

bringenundOberflächentemperatur, RadiusundMasse-Radius-Verhältniseiniger
Neutronensternebestimmen.

Dasersteund bislangeinzigeNeutronensternspektrum,dasAbsorptionslini-
en zeigt, ist dasSpektrumvon 1E 1207.4-5209[Sanwal et al. 2002], sieheAb-
bildung 5.2 (entnommenaus [Hailey, Mori 2002]). [Sanwal et al. 2002] haben
zur Erklärungder Linien dasVorhandenseinvon einfachionisiertemHelium bei
ì À ¸ õ Ë íï¾ õ Ë ì ½ ÿ õ á 


T vorgeschlagen.[Mereghettiet al. 2002] haltenauchei-
ne Eisenatmosphäremit einemMagnetfeldvon

õ á �
T für möglich, jedochprä-

sentierensiekein eigenesModell sondernverweisenauf [Rajagopalet al. 1997].
[Hailey, Mori 2002] konntendasSpektrumandie ErgebnisseihresAtmosphären-
modellsfitten,ausgehendvon einemhohenAnteil anheliumähnlichenSauerstoff
undNeonin einemMagnetfeldvon ¥ õ á � T.

Auch an der UniversitätTübingenwerdeninsbesonderein der Arbeitsgrup-
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

pe von Prof.WernerNeutronensternatmosphärenmodelle entwickelt. Da Neutro-
nensterneletztendlichkollabierteEisenkernevonmassereichenSternensind,wird
hier jedochvoneinerAtmosphäreausEisenionenausgegangen.Zur Modellierung
benötigtmandieatomarenDatenTausenderbisMillionen Übergängealler Ionisa-
tionsstufen.In diesemKapitel wird ein Verfahrenvorgestellt,mit demin kurzer
Zeit dieseDatenmengenproduziertwerdenkönnen.Dazu werdendie Hartree-
Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherungmit der Methodeder Finiten Ele-
mentemit B-Spline-Interpolationgelöst.Abschließendwird derProgramm-Code
parallelisiert.

Um sich die wesentlichenVerhältnisse,Symmetrien,Quantenzahlenund nu-
merischenMethodenklarzumachen,wird im FolgendenzunächstWasserstoff be-
trachtet,bevordannabKapitel5.2aufdieschwererenElementeeingegangenwird.

5.1 Wasser stoff im starken Magnetf eld

5.1.1 Hamiltonoperator

Der nichtrelativistischeHamiltonoperatorfür Wasserstoff in einemstarken Ma-
gnetfeldentlangder

�
-Achselautet(siehez.B. [Faßbinder1997])É À ¾ õÎ � ¾ õ� º � # 
 º õÎ � � � � ¾ � Ë

(5.2)

Die erstenbeidenTermerepräsentierendenOperatorfür die kinetischeEnergie
unddasCoulombpotentialzwischenKernundElektron.Der 3. und4. Termstellt
die para-bzw. diamagnetischeWechselwirkung dar. Der 5. Term ist die Ener-
gieverschiebungaufgrundderWechselwirkungzwischenElektronenspinundMa-
gnetfeld.Hier wurdebereitsdavon ausgegangen,daßderElektronenspinantipar-
allel zum Magnetfeldausgerichtetist. Bei einemFeld von

Î ÿ õ á �
T würde ein

SpinflipeineEnergieerhöhungvon

Î4ä
keV bedeuten,waszueinerIonisierungdes

H-Atomsführenwürde.

5.1.2 Entwic klung nach or thogonalen Basisfunktionen

Bei einemMagnetfeldvon

ì 8 À íñË ì ÿ õ á��
T ist die Coulombkraftgleichgroß

wie die Lorentzkraftbzw. der Coulombradiusgleich demLarmorradius.Unter-
halb diesesFeldsüberwiegt die KugelsymmetriedesCoulombfelds,so daßsich
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5.1 Wasserstoff im starkenMagnetfeld

Entwicklungenin sphärischenKoordinatenanbieten:·�¸ � ó ç ó�� ½dÀ û ë�M v ë�MÇ¸ � ½ � M J ¸ ç ó/� ½ Ë (5.3)

Im GegensatzzumfeldfreienFall, wo derGesamtdrehimpulseineErhaltungsgröße
ist, mußfür

ì �À&á
eineSuperpositionvon Drehimpulszuständenangesetztwer-

den.Die

�
-KomponentedesDrehimpulses,welchemit der Magnetquantenzahl

Ý
verknüpft ist, ist auchbei externemMagnetfeldeineErhaltungsgröße,eben-

so die Parität

�
.
� M J ¸ ç ó�� ½ sind die Kugelflächenfunktionenund als radialabhän-

gige Funktionen
v ë�M

kommenvollständigeBasisfunktionenwie z.B. die Sturm-
LiouvilleschenFunktionenin Betracht.(5.3) und(5.2) führenzusammenmit der
zeitunabhängigenSchrödingergleichungauf gewöhnlicheEigenwertproblemezur
BestimmungderEnergienundWellenfunktionen.

OberhalbdesReferenzfelds

ì 8 überwiegt dieZylindersymmetriedesMagnet-
felds.DahersindEntwicklungenin Zylinderkoordinatenzweckmäßig:·�¸ � ó � ó�� ½ÓÀ û � ÷ ë & � J ¸>�Æ½ ÿ � ë J ¸ � ó/� ½ÑË (5.4)

Dabeiist � dieQuantenzahlderQuantisierungder

�
-Achse,welchewiedieHaupt-

quantenzahl

�
beimfeldfreienWasserstoff mit derKnotenzahlderWellenfunktion

verknüpftist,

�
ist hier dieLandauquantenzahlund� ë J ¸ � ó/� ½ÁÀ õ

��� 
 �N�s�T¸�� ¾�Ýb�<½ ð ü J�� � �� � � J ð Ö�� ��N� � � Ù J G � � �� �� � (5.5)

sinddieLandaufunktionenmit demLarmorradius���
À 
 õ � �

. Die Landaufunk-
tionensind die Wellenfunktionenvon freien Elektronenim äußerenMagnetfeld.
Siesindorthogonalundnormiert:��{� 8 ¼ � �� 8 � ¼ � ���ë J � ë � J � À æJëNë � æ J/J � Ë (5.6)

Für

� ¢�� verbleibtvon derEntwicklung(5.4) lediglich·¬¸>� ó � ó/� ½ÓÀ & � J ¸>�Æ½ ÿ � 8 J ¸ � ó/� ½ÌË (5.7)

Auch beiNeutronensternmagnetfeldernstellt (5.7)einebrauchbareNäherungdar,
da dasersteangeregteLandauniveaubei einemFeld von z.B.

Î ÿ õ á �
T eineum
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5 Viel-Elektronen-Atomein NeutronensternmagnetfeldernÎ�ä
keV höhereEnergiebesitztunddamitBindungszuständeausgeschlossensind.

MansprichtbeidemeinfachenProduktaus

�
-abhängigerFunktionundeinerLan-

daufunktiondesniedrigstenLandauniveausin diesemZusammenhangvon der
„adiabatischenNäherung“.

5.1.3 Energieniveaus

In Abbildung 5.3 sind die im feldfreienFall niedrigstenfünf Energieniveausin
Abhängigkeit von Magnetfeldaufgetragen.Am linken RanddesDiagrammsist
zu erkennen,wie sich die im Grenzfall

� ¢ á energetischentartetenNiveaus
beisteigendemMagnetfeldzunehmendaufspalten.Zunächstdominiertim Hamil-
tonoperator5.2 der paramagnetischeTerm. ZuständeunterschiedlicherMagnet-
quantenzahlenerhalteninnerhalbeinern-Mannigfaltigkeit unterschiedlicheEner-
gie (Zeeman-Effekt). Der zunehmendeEinfluß desdiamagnetischenTermsführt

õ á �õ á9�õ á Øõ á 8õ á Ö»Øõ á Ö �õ á Ö��õ á Ö Ò
õ á Ø
õ á 8
õ á Ö3Ø
õ á Ö �¾ !

�
Abb. 5.3: Energieniveaus der Wasserstoffzustände mit den Hauptquanten-
zahlen

� À õ ó ËRË�Ë ó ä
in Abhängigkeit vom Magnetfeld (Entnommen aus

[Ruderet al. 1994]).
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5.1 Wasserstoff im starkenMagnetfeld

Abb. 5.4: Termschemades Wasserstoffs für 5 verschiedeneMagnetfeldstärken
(Entnommenaus[Ruderet al. 1994]).

zueinerDurchmischungvonZuständenunterschiedlicherDrehimpulsquantenzahl.
Oberhalbvon etwa

� À õ á Ö�� beginnenZuständemit positiver Magnetquanten-
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

zahl auf höhereLandauniveausgehobenzu werdenund damit starkan Energie
zuzunehmen.Ab etwa

� À õ á
konvergierendie Niveausmit �jÕ á , ähnlichzum

feldfreienFall wo ! ¥ õ ���S� , gegeneineRydbergseriemit ! ¥ õ � � � . Die Energie
derZuständemit � À á dagegenwerdenmit zunehmendemFeldweiterabgesenkt
und divergierenlogarithmischim Grenzfall

� ¢�� . DieseZuständenenntman
„Tightly BoundStates“.

Nochdeutlicherwird dieGruppierungin RydbergserienunddasAbsenkender
tightly boundStatesin Abbildung5.4.Die

�
-ParitätderZustände,welcheausder� -Quantenzahlüber

� 
 ÀÜ¸Ç¾ õ ½ �
hervorgeht,ist andenNiveausdurchein

º
bzw.

¾
gekennzeichnet.
Für Ein-Elektron-AtomehöhererKernladungszahlgilt qualitativ dasgleiche

Termschema.Quantitativ ergebensichdie EnergieniveausausdenWasserstoffni-
veausmittelsdesSkalierungsgesetzes! ¸ Y ó ìK½ÓÀ Y

� ÿ ! ¸ Y À õ ó ì¨� Y � ½ÑË (5.8)

5.2 Die Hartree-Foc k-Gleic hung en in
adiabatisc her Näherung

Im Folgendenwird dasHartree-Fock-Verfahrenals Lösungsverfahrenfür Mehr-
elektronenatomein extremstarkenMagnetfeldernvorgestellt.

5.2.1 Grundla gen

Da in Neutronensternmagnetfeldern die ZylindersymmetriedesMagnetfeldsdo-
miniert, liegt esauf derHand,denHamiltonoperatorfür ein N-Elektronensystem
in Zylinderkoordinatenanzusetzten:É À��û ü�ý Ø

¾ÐõÎ�� Ô �Ô � � º õ� ÔÔ � º õ� � Ô
�
Ô � � º Ô

�
Ô � � � ü ¾�È � ÔÔ � ü º õÎ�� � � �ü ¾ �¾ õ
 � �ü º�� �ü º&õÎ û ü ÷ ||J�ý ü

õ+ ç� ü ¾ ç� | + (5.9)

Auch hier wird davon ausgegangen,daßdie Spinsaller Elektronenantiparallel
zumMagnetfeldausgerichtetsind.
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5.2 Die Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherung

Bei VernachlässigungdesletztenTerm,derdieCoulombwechselwirkungzwi-
schendenElektronenbeschreibt,könntemandenHamiltonoperatorals Summe
vonEinteilchenoperatorenauffassenundmittelseinesProduktansatzesfür dieGe-
samtwellenfunktion�

¸ ç� Ø ó Ë�ËRË ó ç� � ½ÓÀ�· Ø ¸ ç� Ø ½ ÿ ËRË�Ë ÿ · � ¸ ç� � ½ erhältman

:
unabhän-

gigeEinteilchen-Schrödingergleichungen~ ü · ü ¸ ç� ü ½ÓÀ  ü · ü ¸ ç� ü ½ (5.10)

unddieGesamtenergiedesSystemsergibt sicheinfachausderSummederEinteil-
chenenergie  ü . Da einephysikalischsinnvolle GesamtwellenfunktioneinesFer-
mionensystemsantisymmetrischunterTeilchenvertauschungseinsoll, bestehtei-
neersteVerbesserungdiesessehreinfachenModellsim AnsatzderGesamtwellen-
funktion in Form einerSlaterdeterminanteausEinteilchenwellenfunktionen

· ü
:

�
À õ� :��%�������

· Ø ¸ ç� Ø ½ ÿJÿ�ÿ · Ø ¸ ç� � ½...
...

· � ¸ ç� Ø ½ ÿJÿ�ÿ · � ¸ ç� � ½ �������
Ë

(5.11)

Damit ist dem Pauli-Prinzip Rechnunggetragen,welchesausschließt,daßsich
zwei Elektronenim gleichenZustandbefinden.In extremstarkenMagnetfeldern
werdenanalogzu 5.7 in adiabatischerNäherungdie Einteilchenwellenfunktionen
alsProdukteeiner

�
-abhängigenFunktionundeinerLandaufunktionangesetzt:· ü ¸>� ó � ó/� ½ÓÀ & � � J � ¸ �k½ ÿ � 8 J � ¸ � ó/� ½ ÿ � ¸ z ½ÑË (5.12)

Im Folgendenist die Rechnungauf dasniedrigsteLandauniveaubeschränktund
für dieMagnetquantenzahlengilt

Ý � á
. Die Landaufunktionfür

�ÊÀ á
lautet:� 8 J ¸ � ó�� ½dÀ õ

� � 
 ��+ Ý�+ ð ü � J � � � �� � � J ð Ö � ���� � � Ù J Ö J � � �� �� � Ë
(5.13)

Da die Coulombwechselwirkung der Elektronenuntereinandereinenichtver-
nachlässigbareStörungdarstellt,ist eineSeparationin Einteilchengleichungenwie
in (5.10)nicht möglich.EineweitverbreiteteNäherungsmethodezur Berechnung
vonWellenfunktionenundEnergienvonMehrelektronensystemenist dasHartree-
Fock-Verfahren.Beim Hartree-Fock-Verfahrenwird daseinfacheEinteilchenbild
beibehaltenunddieElektron-Elektron-WechselwirkungdurcheffektivePotentiale
berücksichtigt.Die Energiewird alsFunktionalderGesamtwellenfunktion� auf-
gefasst.Bei einerVariationderGesamtwellenfunktionunterderNebenbedingung
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

orthonormierterEinteilchenwellenfunktionenæ ©iR
� ó É �

T¿¾��û üRý Ø  ü R�· ü + · ü T­¬2À¶á (5.14)

liefert dasMinimum desEnergiefunktionalsdie „beste“ Slaterdeterminanteim
SinnedesRitzschenVariationsverfahrens.Die LagrangeschenParameter ü sind
nachKoopmansTheoremdie Einteilchenenergien.Die Summealler Einteilchen-
energienist jedochnicht die GesamtenergiedesAtoms,dain jedem  ü die Wech-
selwirkung mit allen anderenElektronenenthaltenist und damit bei einereinfa-
chenSummationdoppeltgezähltwerdenwürde.

Bevor die Hartree-Fock-Gleichungenaus(5.14)abgeleitetwerden,ist esgün-
stig, denHamiltonoperator(5.9) in eineSummevon Einteilchenoperatorenund
eineSummevonMehrteilchenoperatorenaufzuteilen:É À��û üRý Ø ~

ü º&õÎ û ü ÷ ||J�ý ü�� ü | (5.15)

mit ~ ü À ~ ü ¸ � ó/� ½�º ~ ü ¸ z ½�º ~ ü ¸>� ó � ó/� ½ ó (5.16)

~ ü ¸ � ó�� ½ÁÀ ¾ÐõÎ�� Ô �Ô � � º õ� ÔÔ � º õ� � Ô
�
Ô � � ¾.È � ÔÔ � ü � ó

(5.17)

~ ü ¸ z ½ÓÀå¾ � ó
(5.18)

~ ü ¸ � ó � ó�� ½ÓÀå¾ÐõÎ Ô �Ô � � ¾ Y
 � �ü º�� �ü ó (5.19)

� ü | À õ+ ç� ü ¾ ç� | + Ë (5.20)
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5.2 Die Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherung

Die Gesamtenergie lautetmit dieserAufteilungR
� ó É �

T À �û ü�ý Ø
� · �ü ~ ü · ü ¼ Bº õÎ û ü ÷ ||J�ýïü

�9� · �ü ¸ ç� Ø ½£· �| ¸ ç� � ½ � Ø � · ü ¸ ç� Ø ½£· | ¸ ç� � ½�¼ B Ø ¼ B �¾ õÎ û ü ÷ ||J�ýïü
�9� · �ü ¸ ç� Ø ½£· �| ¸ ç� � ½ � Ø � · | ¸ ç� Ø ½Ç· ü ¸ ç� � ½�¼ B Ø ¼ B � Ë(5.21)

In derIntegrationüberB ist dieIntegrationüberOrts-undSpinraumenthalten.Das
ersteIntegralenthältdiekinetischeEnergie,dasCoulombpotentialzwischenKern
undElektronunddie Wechselwirkung zwischenLadungundSpin desElektrons
unddemMagnetfeld.DaszweiteIntegral repräsentiertdie Coulomb-Wechselwir-
kung zwischendenElektronenund dasdritte Integral die Austauschwechselwir-
kungderElektronenaufgrunddesPauliprinzips.

5.2.2 Die Einteilc henintegrale

DasersteIntegral lautetunterderBerücksichtigungderOrthonomiertheitderWel-
lenfunktionenausgeschrieben:� · �ü ~ ü · ü ¼ B À ��{� 8 ¼ � �� 8 � ¼ � � �ü ¸ � ó/� ½ ~ ü ¸ � ó/� ½ � ü ¸ � ó/� ½G¾ �º ���

¼9� ��{� 8 ¼ � �� 8 � ¼ � & �ü ¸ �k½ � �ü ¸ � ó/� ½ ~ ü ¸>� ó � ó/� ½ & ü ¸>�Æ½ � ü ¸ � ó/� ½ÌË (5.22)

Die Indizesan

& ü
und

� ü
repräsentierendie Quantenzahlendes

È
ten Elektrons.

Die erstenbeidenTermesind identischmit derEnergie einesfreienElektronsim
niedrigstenLandauniveau: ! À ��� õÎ º z � Ë

(5.23)
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

Da wie obenerläutertfür alle Elektronenz
Àà¾ õ �NÎ

ist, verbleibtvon (5.22)nur
noch:�&· �ü ~ ü · ü ¼ B À ��Ö �

¼�� ��{� 8 ¼ � �� 8 � ¼ � & �ü ¸>�Æ½£· �ü ¸ � ó/� ½ ~ ü ¸>� ó � ó/� ½ & ü ¸>�Æ½ � ü ¸ � ó�� ½À ���
¼�� ��{� 8 ¼ � �� 8 � ¼ � & �ü ¸ �k½Ç· �ü ¸ � ó/� ½ ù ¾ õÎ Ô �Ô � � ¾ Y
 � �ü º�� �ü þ & ü ¸ �k½ � ü ¸ � ó�� ½À ��Ö �
¼9� & ü ¸ �k½ Ó ¾ õÎ Ô

�
Ô � � º*ê

� � �ü ¸ �k½ Ô & ü ¸ �k½
(5.24)

mit demeffektivenPotentialê � � �ü ¸>�Æ½ÓÀå¾ ��{� 8 ¼ � �� 8 � ¼ � � �ü ¸ � ó/� ½ Y
 � �ü º�� �ü � ü ¸ � ó/� ½ÌË (5.25)

Die Umformungenvon (5.25) in [Pröschel1982] für die Magnetquantenzahlen
Ý ÀÂá

und

Ý À&¾ õ
lassensich leicht auf beliebige

Ý
erweiternundmanerhält

dienumerischleichterberechenbareFormê � � �ü ¸>�Æ½ÓÀå¾ Î Y¸�¾�Ý ½K� 
 � �� 8 ¼ � ÃJÄÆÅ � ¾ 
 � � � ¾ � �í � Ù 8 Ö J � � � �í � Ë
(5.26)Ù | ü

sinddie assoziiertenLaguerrepolynome.

5.2.3 Die Zweiteilc henintegrale

Die Coulombwechselwirkung zwischendenElektronenwird in (5.21)durchdas
ersteDoppelintegral repräsentiert.DiesesIntegral läßt sich unter der Annahme
identischerSpinfunktionenallerElektronenumformenin:�0�&· �ü ¸ ç� Ø ½Ç· �| ¸ ç� � ½ � Ø � · ü ¸ ç� Ø ½Ç· | ¸ ç� � ½Ç¼ B Ø ¼ B � À��Ö �

¼9� Ø ��Ö �
¼9� � & �ü ¸>� Ø ½ & �| ¸ � � ½�ê¡  üü | ¸>� Ø ó � � ½ (5.27)
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5.2 Die Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherung

mit ê   üü | ¸ � Ø ó � � ½ÓÀ ��{� 8 ¼ � Ø
��{� 8 ¼ � � �� 8 � Ø ¼ � Ø �� 8 � � ¼ � � � �ü ¸ � Ø ó�� Ø ½ � ü ¸ � Ø ó�� Ø ½B õ+ ç� ü ¾ ç� | + � �| ¸ � � ó�� � ½ � | ¸ � � ó/� � ½ÑË (5.28)

Auch diesenAusdruckkannmananalogzu denFällenfür

Ý�ÀÜá
und

Ý�À	¾ õ
,

wie in [Pröschel1982] gezeigt,in dasnumerischeffizienterberechenbareIntegralê   üü | ¸>� Ø ó � � ½ÓÀ Î � �¸�¾�Ý ü ½^�T¸Ç¾�Ý | ½^�B �� 8 ¼ � Ã³Ä§Å�¸�¾ 
 � + � ü ¾�� | + � ¾ � �Î ½�Ù Ö J � ¸ � �í ½ÇÙ Ö J ¢ ¸ � �í ½ÑË (5.29)

umformen.

Ù ü À�Ù 8 ü
sinddiegewöhnlichenLaguerrepolynome.

DaszweiteDoppelintegralrepräsentiertdieElektronen-Austausch-Wechselwirkung
undläßtsichanalogzu (5.27)reduzierenauf:�0� · �ü ¸ ç� Ø ½Ç· �| ¸ ç� � ½ � Ø � · | ¸ ç� Ø ½£· ü ¸ ç� � ½Ç¼ B Ø ¼ B � À��Ö �

¼9� Ø ��Ö �
¼9� � & ü ¸>� Ø ½ & | ¸ � 
 ½ & ü ¸>� � ½ & | ¸>� Ø ½�ê � �ü | ¸>� Ø ó � � ½ (5.30)

mit ê � �ü | ¸ � Ø ó � � ½ÁÀ ��{� 8 ¼ � Ø
��{� 8 ¼ � � �� 8 � Ø ¼ � Ø �� 8 � � ¼ � � � �ü ¸ � Ø ó�� Ø ½ � | ¸ � � ó/� � ½B õ+ ç� ü ¾ ç� | + ���ü ¸ � � ó�� � ½ � | ¸ � Ø ó/� Ø ½ÑË (5.31)

Analog zur direktenElektron-Elektron-Wechselwirkung kann man auchdiesen
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

Ausdruckvereinfachen:ê � �ü | ¸>� Ø ó � � ½ÓÀ Î � �¸Ç¾�Ý ü ½K�R¸�¾�Ý | ½K�B �� 8 ¼ � ÃJÄ§Å�¸Ç¾ 
 � + � ü ¾b� | + � ¾ � �Î ½ � � �í � J � Ö J ¢ Ó Ù J � Ö J ¢Ö J � � � �í � Ô � Ë
(5.32)

Damitverbleibenin (5.21)nurnochIntegrale,in denenüberdie

�
-Achseintegriert

wird:R
� ó É �

T À �û üRý Ø ��Ö �
& ü ¸ �k½ Ó ¾

¼��¼�� � º"ê � �(�ü ¸>�Æ½ Ô & ü ¸>�Æ½º õÎ �û ü ÷ ||}�ý ü
£¤ ��Ö �
¼�� ��Ö �

¼�� Õ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½�ê5  üü | ¸ � ó � Õ ½ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½¾ ��Ö �
¼�� ��Ö �

¼9� Õ & ü ¸>�Æ½ & | ¸>� Õ ½�ê � �ü | ¸>� ó � Õ ½ & | ¸ �k½ & ü ¸>� Õ ½?¥¦ Ë
(5.33)

5.2.4 Durchführung der Variation

Im Folgendenwird die Variation(5.14)mit denin denletztenAbschnittenbereit-
gestelltenAusdrückendurchgeführt.

Aufgrund der Orthonormalitätder Landaufunktionenund Spinfunktionener-
hältman �û ü�ý Ø  ü R\· ü + · ü TÓÀ �û üRý Ø  ü ��Ö �

& �ü ¸>�Æ½ÑË
(5.34)
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Mit (5.33)und(5.34)lautetdasVariationsprinzip(5.14)á À �û üRý Ø
æ ��Ö �
¼�� & ü ¸ �k½ Ó ¾ÐõÎ Ô

�
Ô � � º*ê

� � �ü ¸ �k½ Ô & ü ¸ �k½º õÎ �û ü ÷ ||J�ý ü
£¤ æ ��Ö �

¼9� ��Ö �
¼�� Õ & ü ¸>�Æ½ & | ¸>� Õ ½�ê   üü | ¸ � ó � Õ ½ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½¾7æ ��Ö �

¼�� ��Ö �
¼�� Õ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½�ê � �ü | ¸ � ó � Õ ½ & | ¸>�Æ½ & ü ¸ � Õ ½�¥¦º æ§�û üRý Ø  ü ��Ö �

& �ü ¸ �k½ÑË
(5.35)

Die VariationderWellenfunktion

& ü ¸>�Æ½
ergibt im einzelnen:æ ��Ö �

¼�� & ü ¸>�Æ½ Ó ¾ÐõÎ Ô
�
Ô � � º"ê

� � �ü ¸>�Æ½ Ô & ü ¸>�Æ½À:Î ��Ö �
¼��kæ & ü ¸>�Æ½ Ó ¾ÐõÎ Ô

�
Ô � � º"ê

� � �ü ¸>�Æ½ Ô & ü ¸>�Æ½ ó
(5.36)æ ��Ö �

¼�� ��Ö �
¼�� Õ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½�ê5  üü | ¸>� ó � Õ ½ & ü ¸>�Æ½ & | ¸>� Õ ½À�Î ��Ö �
¼9�kæ & ü ¸>�Æ½ & ü ¸>�Æ½ ��Ö �

¼�� Õ & | ¸>� Õ ½ & | ¸ � Õ ½�ê   üü | ¸ � ó � Õ ½ ó (5.37)æ ��Ö �
¼�� ��Ö �

¼�� Õ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½�ê � �ü | ¸>� ó � Õ ½ & ü ¸>� Õ ½ & | ¸ �k½À�Î ��Ö �
¼9�kæ & ü ¸>�Æ½ & | ¸>�Æ½ ��Ö �

¼9� Õ & | ¸>� Õ ½ & ü ¸ � Õ ½�ê � �ü | ¸ � ó � Õ ½ ó (5.38)
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldernæ ��Ö �
& �ü ¸>�Æ½ÓÀ Î ��Ö �

¼9�kæ & ü ¸>�Æ½ & ü ¸>�Æ½ÑË
(5.39)

Einsetzenin (5.35)undAusklammernvon

æ & ü ¸ �k½
ergibtá À ��Ö �

¼���æ & ü ¸>�Æ½ £¤ Ó ¾ õÎ Ô
�
Ô � � º"ê

� � �ü ¸>�Æ½ Ô & ü ¸>�Æ½º �û| ý Ø|}�ý ü
& ü ¸>�Æ½ ��Ö �

¼�� Õ & | ¸>� Õ ½ & | ¸>� Õ ½�ê¡  üü | ¸>� ó � Õ ½¾ �û| ý Ø|}�ý ü
& | ¸ �k½ ��Ö �

¼�� Õ & | ¸ � Õ ½ & ü ¸>� Õ ½�ê � �ü | ¸>� ó � Õ ½Áº  ü & ü ¸>�Æ½.¥¦ Ë
(5.40)

Gleichung(5.40) ist erfüllt, wenn der Ausdruckin den rundenKlammernver-
schwindet: � ¾ õÎ Ô �Ô � � º*ê

� � �ü ¸ �k½»º  ü � & ü ¸ �k½º £¨¨¨¤ �û| ý Ø|J�ý ü ��Ö �
¼�� Õ & | ¸>� Õ ½ & | ¸>� Õ ½�ê   üü | ¸>� ó � Õ ½ ¥ª©©©¦ & ü ¸>�Æ½

¾ �û| ý Ø|J�ý ü
& | ¸ �k½ ��Ö �

¼9� Õ & | ¸ � Õ ½ & ü ¸ � Õ ½�ê � �ü | ¸ � ó � Õ ½ÁÀ¶á Ë (5.41)

Die Gleichungen(5.41)sinddieHartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNähe-
rung.SiestelleneinSystemgekoppelterIntegro-Differentialgleichungendar. Über
dieElektron-Elektron-Wechselwirkungsintegraleist dieLösungdes

È
tenElektrons

mit allenanderenElektronenverknüpft.
Die Lösung des Gleichungssystems(5.41) erfolgt in dieserArbeit iterativ.

Dabei muß zu gegebenenWellenfunktionen

& ü
in jedemSchritt der Lagrange-

Parameter ü bestimmtwerden.Durch linksseitigeMultiplikation von (5.41)mit
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5.2 Die Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherung

den normiertenWellenfunktionen

& ü ¸ �k½
und Integrationüber die

�
-Achsekann

mannach ü auflösenunderhält: ü À ��Ö �
& ü ¸ �k½ Ó ¾

¼��¼�� � º"ê � � �ü ¸>�Æ½ Ô & ü ¸>�Æ½º �û| ý Ø|}�ý ü
£¤ ��Ö �

¼�� ��Ö �
¼�� Õ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½�ê   üü | ¸>� ó � Õ ½ & ü ¸>�Æ½ & | ¸>� Õ ½¾ ��Ö �

¼�� ��Ö �
¼�� Õ & ü ¸ �k½ & | ¸ � Õ ½�ê � �ü | ¸ � ó � Õ ½ & | ¸>�Æ½ & ü ¸ � Õ ½ ¥¦ Ë

(5.42)

5.2.5 Ablauf des Iterationsverfahrens

Die LösungdesGleichungssystemserfolgt iterativ in folgendenSchritten:

1. Man beschafft sichzunächstNäherungslösungen

& ü
des

�
-Anteils derWel-

lenfunktionen(sieheKapitel 5.3.3).

2. Die Wechselwirkungsintegralewerdenberechnet.

3. Die Lagrangeparameter ü werdengemäß(5.42)berechnet.

4. Gleichung(5.41)wird für jedesElektrongelöst,d.h.neue

& ü
ausgerechnet.

Die Lösungerfolgt in dieserArbeit mit derMethodeder FinitenElemente
(sieheKapitel5.3)welcheaufdaseinfachelineareGleichungssystem(5.55)
führt.

5. Die Gesamtenergiewird gemäß(5.33)berechnet.

6. Mit denneuen

& ü
beginntmanvonneuemmit Schritt2, bisdieGesamtener-

gieausSchritt5 innerhalbeinervorgegebenenGenauigkeit konvergiert.

DamiterhältmaneineselbstkonsistenteLösungderHartree-Fock-Gleichungen.
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5.2.6T Grenzen der adiabatisc hen Näherung

AusdenSkalierungsbeziehungendesCoulombproblemsgehthervor, daßdieadia-
batischeNäherunggut erfüllt ist, wennzwischenMagnetfeldunddemin Kapitel
5.1.2erläutertenReferenzfeld

ì 8 À íñË ì ÿ õ á�� T dieBedingungì¬«
Y
� ÿ ì 8 (5.43)

erfüllt ist. Für höhereElementein Neutronensternmagnetfeldernist (5.43)für die
äußerenElektronenmeistnocherfüllt, da diesedurchdie partielleAbschirmung
der innerenElektroneneiner geringereneffektiven Kernladungausgesetztsind.
Die innerstenElektronenbewegensichaberunterEinflußnahezuderkompletten
Kernladung.Z.B. für Eisenmit derKernladungY

À Î0}
ist Y

� ÿ ì 8 ÀQ� ÿ õ á �
T.

Deshalbsinddiemit deradiabatischenNäherungberechnetenEnergienfür höhere
Elementein niedrigenNeutronensternmagnetfeldernmit Vorsichtzugenießen.

FürdieSpektroskopiesindallerdingsnichtdieabsolutenEnergieninteressant,
sonderndie Energiedifferenzender Übergänge.An denÜbergängensind vor al-
lem die äußerenElektronen(  �­ ¾O� keV) beteiligt. Die ungenauenAnteile zur
Gesamtenergiedurchdie innerenElektronenentfallenin derDifferenznäherungs-
weise.[Rajagopaletal. 1997] habendaraufhingewiesen,daßdieEnergienderäu-
ßerenElektronendesEisensmit deradiabatischenNäherungbereitsbei

� ÿ õ á �
T

auf etwa1% genauberechnetwerdenkönnen.
Bei einemMagnetfeldvon

ì � è ü µ À í(Ë í õ í ÿ õ á 
 T übersteigtdieZyklotronener-
gie die Ruheenergie der Elektronen.Dennochist bei FelderndieserGrößenord-
nungeinenichtrelativistischeBehandlungim RahmenderadiabatischenNäherung
gerechtfertigt.Zumeinenist dieBewegungentlangder

�
-Achsefür Elektronenim

niederstenLandauniveaunichtrelativistisch,solangedieBindungsenergiewesent-
lich kleineralsdie Ruheenergie derElektronenist. Zum anderenhatdie Landau-
funktionbeieinerrelativistischenBehandlungdie gleicheForm [Lai 2001].

5.3 Lösung der Hartree-Foc k-Gleic hung en mit
der Methode der Finiten Elemente

Im Folgendenwerdendie Hartree-Fock-Gleichungen(5.41)mit der in Kapitel 2
beschriebenenMethodeder Finiten Elementegelöstund weitereDetailsdesim
RahmendieserArbeiterstelltenProgrammszurLösungdesN-Elektronenproblems
in extremstarkenMagnetfeldernbeschrieben.
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5.3 LösungderHartree-Fock-Gleichungenmit derMethodederFinitenElemente

5.3.1® Form ulierung als äquiv alentes Variationspr oblem

Bei der Behandlungder Hartree-Fock-Gleichungenmit der Methodeder Finiten
Elementemuß,wie in Kapitel 2.3 beschrieben,zunächstein Funktional ¯ gefun-
denwerden,welchesmittels desVariationsprizips

æ
¯
Ààá

die gesuchteLösung
liefert. Die Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherung(5.41)besitzen
bereitsdieForm derGleichung(2.60)î° & ü ¸>�Æ½�º ö ¸>�Æ½VÀ�á

(5.44)

mit î° À ¼9�¼�� � ¾@ê � � �ü ¸ �k½¿¾  ü ¾ �û| ý Ø|J�ý ü ��Ö �
¼9� Õ & �| ¸>� Õ ½�ê¡  üü | ¸>� ó � Õ ½ (5.45)

und ö ¸ �k½ÓÀ �û| ý Ø|J�ýïü
& | ¸ �k½ ��Ö �

¼9� Õ & | ¸ � Õ ½ & ü ¸ � Õ ½�ê � �ü | ¸>� ó � Õ ½ÑË (5.46)

unddasFunktionalgemäß(2.61)lautet

¯
À ��Ö �

; & ü ¸>�Æ½ î° & ü ¸>�Æ½�º"Î & ü ¸>�Æ½ ö ¸>�Æ½Ç¼�� @ Ë
(5.47)

Nachdemsichin Kapitel2 dieB-Spline-InterpolationderHermite-undLagrange-
Interpolationals überlegenerwiesenhat,werdenim Folgendennur Entwicklun-
gennachB-Splinesbetrachtet.Die EntwicklungdergesuchtenLösungsfunktionen
& ü ¸ �k½

nachB-Splineslautet:& ü ¸>�Æ½ÓÀ û � =²± ü ß� ì � ¸ �k½ÑË (5.48)

NachderAufteilungdesRaumsin finite Elementewird ausdemIntegral in (5.47)
eine Summevon Integralenüber die lokalen Koordinatender finiten Elemente.
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Zusammenmit derEntwicklung(5.48)erhältman:

¯
À û | ³´

µ
� ¢ ¶ �V·� 8 ¼�¸ ± | ß û � M =²± ü ß� =²± ü ßM ì � ¸R¸ ± | ß ½ î° ì1MÇ¸R¸ ± | ß ½ºÛÎ � ¢ ¶ �E·� 8 ¼�¸ ± | ß û � = ± ü ß� ì � ¸P¸ ± | ß ½ ö ¸R¸ ± | ß ½�¹»º¼ (5.49)À û | £¤ û � ÷ M =²±

ü ß� =½± ü ßM ° ± | ß� M º"Î û � =²± ü ß� ö ± | ß� ¥¦
(5.50)

(5.51)

mit ° ± | ß� M À � ¢ ¶ �E·� 8 ¼�¸ ± | ß ì � ¸R¸ ± | ß ½ î° ì M ¸R¸ ± | ß ½ (5.52)

und ö ± | ß� À � ¢ ¶ �E·� 8 ¼�¸ ± | ß ì � ¸P¸ ± | ß ½ ö ¸R¸ ± | ß ½ÑË (5.53)

Der Index

È
andenB-Spline-Entwicklungskoeffizientendeutetan,daßessichum

die Entwicklungder Wellenfunktiondes

È
ten Elektronshandeltund der Index {

stehtfür das { te finite Element.Die lokale Koordinatedes { ten finiten Elements
läuft von

á
bis

¸ ± | ßJÏÎ �
. AnwendungdesVariationsprinzipsæ

¯
À û J Ô ¯Ô =½± ü ßJ æ = ±

ü ßJ À á
(5.54)

führt schließlichauf û | ù û M = ± ü ßM ° ± | ßJ M º ö ± | ßJ þ À á
¾À¿ û | M ° ± | ßJ M =²± ü ßM Àå¾ û | ö ± | ßJ Ë

(5.55)
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Die LösungdeslinearenGleichungssystems(5.55)liefert die gesuchtenKoeffizi-
enten

=²± ü ß� derEntwicklungderWellenfunktionnachB-Splines.

5.3.2 Ausn utzung der Paritätseig ensc haften

Auch in AnwesenheitdesMagnetfeldsist die ParitäteineErhaltungsgröße(siehe
Kapitel 5.1). Deshalbist esmöglich,bei der Berechnungder

& ü
nur die positive

�
-Achsezuberücksichtigen.Die Wellenfunktionaufdernegativen

�
-Achseergibt

sichaus & ü ¸�¾O�k½VÀÂ¸Ç¾ õ ½ � & ü ¸ �k½ÑË
(5.56)

Die Integrale,welcheim Funktional(5.47)zu berechnensind,lassensichmit der
Paritätseigenschaft(5.56)auf Integraleüberdiepositive

�
-Achsezurückführen:

��Ö �
¼�� & ü ¸ �k½ ¼9�¼9� � & ü ¸ �k½ÐÀ �� 8 ¼9� & ü ¸>�Æ½ ¼��¼�� � & ü ¸>�Æ½»º �� 8 ¼�� & ü ¸�¾O�k½ ¼9�¼9� � & ü ¸�¾O�k½À �� 8 ¼9� & ü ¸>�Æ½ ¼ �¼�� � & ü ¸>�Æ½»º �� 8 ¼��(¸�¾ õ ½ � � � & ü ¸>�Æ½ ¼ �¼�� � & ü ¸>�Æ½ÀãÎ �� 8 ¼9� & ü ¸>�Æ½ ¼��¼�� � & ü ¸>�Æ½ÑË (5.57)

Aus (5.25)folgt unmittelbar, daß

ê � � �ü ¸>�Æ½ÓÀ�ê � �(�ü ¸�¾O�k½
. Damitergibt sichanalog

zu (5.57) ��Ö �
¼9� & ü ¸>�Æ½�ê � � �ü ¸>�Æ½ & ü ¸>�Æ½ÓÀ:Î �� 8 ¼�� & �ü ¸>�Æ½�ê � � �ü ¸>�Æ½ (5.58)

und ��Ö �
¼�� & ü ¸>�Æ½  ü & ü ¸ �k½ÓÀ:Î �� 8 ¼�� & �ü ¸>�Æ½  ü Ë (5.59)
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Da

ê   üü | ¸ � ó ��ÕR½ À ê   üü | ¸�+ �K¾���Õ�+ ½ ergibt sichfür denTerm,derdie Coulombwech-
selwirkung für dasElektronenthält:

��Ö �
¼�� & ü ¸>�Æ½ £¨¨¨¤ �û| ý Ø|J�ý ü ��Ö �

¼9� Õ & | ¸>� Õ ½ & | ¸>� Õ ½�ê   üü | ¸�+ � ¾�� Õ + ½ ¥ ©©©¦
À �� 8 ¼9� & �ü ¸>�Æ½ ³´´´µ �û| ý Ø|,�ý ü

£¤ �� 8 ¼�� Õ & �| ¸ � Õ ½�ê   üü | ¸�+ �-¾b� Õ + ½º �� 8 ¼9� Õ & �| ¸Ç¾O� Õ ½�ê¡  üü | ¸�+ ��º�� Õ + ½�¥¦ ¹¼º �� 8 ¼�� & �ü ¸Ç¾O�Æ½ ³´´´µ �û| ý Ø|}�ý ü
£¤ �� 8 ¼9� Õ & �| ¸>� Õ ½�ê   üü | ¸�+D¾��0¾b� Õ + ½º �� 8 ¼9� Õ & �| ¸Ç¾O� Õ ½�ê   üü | ¸�+N¾b�®º � Õ + ½ ¥¦ ¹¼À Î �� 8 ¼�� & �ü ¸>�Æ½ ³´´´µ �û| ý Ø|J�ý ü
£¤ �� 8 ¼�� Õ & �| ¸ � Õ ½ C ê   üü | ¸�+ � ¾b� Õ + ½�º"ê   üü | ¸�+ ��º � Õ + ½ E ¥¦ ¹»ººº

¼
(5.60)

Für den die Elektronenaustauschwechselwirkung enthaltendenTerm ergibt sich
analog

��Ö �
¼9� & ü ¸>�Æ½ £¤ û | �ý»ü ��Ö �

¼9� Õ & | ¸ � Õ ½ & ü ¸ � Õ ½�ê � �ü | ¸�+ � ¾b� Õ + ½?¥¦
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5.3 LösungderHartree-Fock-Gleichungenmit derMethodederFinitenElementeÀ Î �� 8 ¼9� & ü ¸>�Æ½ £¤ û | �ý»ü �� 8 ¼9� Õ & ü ¸>� Õ ½ & | ¸ � Õ ½sC�ê � �ü | ¸�+ � ¾�� Õ + ½ºú¸Ç¾ õ ½ � � ô � ¢ ê � �ü | ¸�+ ��º�� Õ + ½ E ¥¦ Ë
(5.61)

DieserTermist offensichtlichdereinzige,in demdieParitätenderWellenfunktio-
nenbeiderBerechnungeineRollenspielen.

DamitsindalleIntegraleaufIntegraleüberdiepositive

�
-Achsezurückgeführt.

5.3.3 Wahl der Star twellenfunktionen

Die Wahl vernünftigerStartwellenfunktionenist ausschlaggebendfür die Konver-
genzunddieKonvergenzgeschwindigkeitgegenphysikalischsinnvolle,selbstkon-
sistenteLösungen.Wegenden in Kapitel 5.1 erläutertenSymmetrienist esver-
nünftig,die Startwellenfunktionenin derForm& ü ¸>�Æ½ÓÀ ��� � ¸ �k½ ÿ Ã³Ä§Å�¸ � J � � � + ��+ ½ � J � � � â7á (5.62)

mit demPolynom � � � ¸>�Æ½ÓÀ � ý � �û� ý 8 ö J � � � � (5.63)

anzusetzen.Damit ist die korrekteAnzahlder � ü Knotenauf der

�
-Achseundder

Abfall derWellenfunktionfür

+ ��+ ¢Á� gegeben.
Die durchdenFaktor

ÃJÄÆÅ�¸ � J � � � + ��+ ½ gegebeneUnstetigkeit bei

�èÀ�á
läßtsich

durcheinenAnsatzderForm& ü ¸>�Æ½ÓÀ � � � ¸ �k½ ÿ Ã³Ä§Å�¸ � J � � � ÿ � � ½ (5.64)

vermeiden.DerAnsatz(5.64)konntejedochdieKonvergenzgeschwindigkeitnicht
verbessernunddie Diskontinuitätbei

� À á
desAnsatzes(5.63) ist meistbereits

nachdemerstenIterationsschrittverschwunden.
Die Wahl der Parameter� J � � � und

ö J � � hängenvon der Elektronen-Konfi-
guration,der Kernladungszahlund demMagnetfeldab,müssenim Allgemeinen
jedochnicht sehrgenauder Endlösungentsprechen.Bei grob falscherWahl der
ParametererhältmanmeistenssinusförmigeWellen,welchewegendemunend-
lich hohenPotentialwall durchdenabgeschnittenenrechtenRanddesIntegrati-
onsgebietsbei

� J/Î �
stehendenWellen entsprechen.Ein ersterHinweis für ver-

nünftigeParameterliefern die Lösungenfür dasWasserstoffproblemfür

ì ¢Â�
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Parameter � À õ � À�Î � Àù� � À í� 8�8 ¾Ïí ¾Ïí ¾Ïí ¾Ïí
� Ö»Ø � ¾ õ ¾ õ ¾ áñË % ¾ áíË %ö Ö3Ø 8 á áíË<Î á Îö Ö3Ø Ø õ á ¾ õ á áö Ö3Ø � á ¾®Î á ¾ õ }ö Ö3Ø�� á á � áö Ö3Ø Ò

á á á õ
Tab. 5.1: ParametermöglicherStartwellenfunktionenzur Berechnungangeregter
Heliumzuständefür

� � À äNáñË�ËRË ä4á4á
. Die Elektronenhabendie Quantenzahlen

Ý Ø À:á ó � Ø À:á und

Ý � À ¾ õ ó � � À õ ËRË�Ë í . In diesenParameternist die Norm der
Wellenfunktionnochnicht berücksichtigt.

[Louden1959] oderLösungenandererVerfahrenauf der SeiteschwächererMa-
gnetfelder(ab

íñË ì ÿ õ á��
T). Man kanndanndasMagnetfeldlangsamerhöhenund

jeweilsdieLösungdesvorherberechnetenkleinerenMagnetfeldsalsStartwellen-
funktion verwenden.Mit etwasErfahrungist dasAbschätzenvernünftigerPara-
meterkeinegroßeSchwierigkeit.

In Tabelle5.1sindbeispielhaftParameterfür angeregteHelium-Zuständeauf-
geführt,die für die skaliertenMagnetfelder

� � À&ä4áíËRË�Ë<äNá�á
zur Konvergenzführ-

ten. Ein Elektron befindetsich jeweils in einemZustandmit den Quantenzah-
len

Ý Ø À á und � À á , so daß lediglich der Parameter��8�8 festgelegt wer-
denmuß.Das2. Elektronbefindetsich in einemZustandmit denQuantenzahlen
Ý � Àå¾ õ ó � � À õ ËRË�Ë í . In Abbildung5.5sinddienormiertenStartwellenfunktionen
desElektronsmit � Õ á mit denParameternausTabelle5.1graphischdargestellt.

Bei der Vorgabevon Startwellenfunktionensind die Koeffizientender Ent-
wicklung nachLagrange-Interpolationspolynomengeradedie Funktionswerteder
WellenfunktionandenKnotenpunkten.Bei Hermite-Interpolationerhältmandie
Koeffizientenausden Funktionswertenund der erstenAbleitung der Funktion.
Bei der B-Spline-InterpolationmußdasInterpolationsproblemmit vollständigen
Randbedingungen ·�¸ � | ½ÁÀ ëû üRý Ø = ü ì ü ¸ � | ½ {

À õ ËRË�Ë Ý
(5.65)
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Abb. 5.5: NormierteStartwellenfunktionendesElektronsmit �ÁÕÄÃ zur Berech-
nungangeregterHeliumzuständegemäßTabelle5.1.

�

& J � � �

und Å}Æ�ÇRÈ
|(É²Ê ËÌ ÍÏÎÑÐÑÒ Í�Ó

ÆÍ ÇPÈ | É (5.66)

gelöstwerden.Ô
È Ð�ÕªÖÏÖ×ÖÏÕ È ØÚÙ ist die KnotensequenzgemäßKapitel 2.5.3.Die Glei-

chungen(5.65)und(5.66)führenaufinhomogene,quadratischelineareGleichungs-
systeme,dereneindeutigeLösungdie gesuchtenKoeffizientenÛ Í zur Darstellung
der Anfangswellenfunktionin einer B-Spline-Basisliefern. Eine ausführlichere
Darstellungfindetsichin [Oevel 1996].

Die RandbedingungÜ
Ç
Ã É*Ê Ã bei Berechnungvon ZuständenungeraderPa-

rität läßt sich mit der B-Spline-Interpolationbesonderseinfachberücksichtigen.
Dazuwird in der Entwicklung(5.65)

ÓÝÐ
ignoriert.Alle weiterenB-Splinesver-
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

schwindenbei Þ Ê Ã (sieheKapitel 2.5.3).

5.3.4 Konvergenzverhalten

Um die Gesamtenergie mit einerrelativenGenauigkeit von z.B. ß Ã^à�á zu berech-
nen,sindim Allgemeinen4-5 Iterationsschritteausreichend.In Abbildung5.6 ist
die Entwicklung der Wellenfunktionendeserstenangeregten Helium-Zustands
( â Ð Ê Ãäã Ð Ê Ã Õ âæå Êèç ß ã å Ê ß ) bei é#å Êëê Ã währendder ersten3 Ite-
rationsschritteabgebildet.Im Folgendenwird die BesetzungderOrbitaleoftmals
mit derabkürzendenSchreibweise

Ç^Ç
ç â Ð É ã Ð ç Ö×ÖÏÖ ç

Ç
ç â � É ã � É angegeben.

Im oberstenBild sindmit durchgezogenerundin denunterenBildern mit ge-
strichelterLinie StartwellenfunktionengemäßTabelle5.1dargestellt.Nachdiesen
3 Iterationsschrittenändertsich der Energiewert noch minimal und konvergiert
gegen ç�ì ßîí Öðï Ã�ñ ß eV, die graphischeDarstellungderWellenfunktionist dannal-
lerdingsnicht mehrvon demunterstenBild in Abbildung5.6zu unterscheiden.

In Abbildung 5.7 ist der relative Fehlerder Gesamtenergie in Abhängigkeit
von derAnzahlder Iterationsschrittefür die BerechnungderGrundzustandsener-
gienvon Helium, Kohlenstoff, Silizium undEisenaufgetragen.Der Schnittpunkt
der Kurvenmit der Ordinateist der relative Fehlerder Gesamtenergie der Start-
wellenfunktionenunddamitvon derenWahl abhängig.

In Abbildung5.8ist dieAbhängigkeitdesrelativenFehlersvonderAnzahlder
finitenElementebeiInterpolationmit B-Splines6.Ordnungfür dieGrundzustände
undangeregterZuständevonHeliumundKohlenstoff dargestellt.Die Unterschie-
de desKonvergenzverhaltensbezüglichder Anzahl der finiten Elementeist nur
geringvon derKernladungszahlabhängig.
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Abb. 5.6: EntwicklungderWellenfunktionendesHeliumzustands(00-11)während
derersten3 Iterationsschritten.Die Startwellenfunktion(durchgezogeneLinie im
oberstenBild, sonstgestrichelteLinie) wurdegemäßTabelle5.1gewählt.
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Abb. 5.7: Der relative Fehlerder Gesamtenergie in Abhängigkeit von der Anzahl
derIterationsschrittefür die BerechnungderGrundzustandsenergienvon Helium,
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Abb. 5.8: Der relative Fehlerder Gesamtenergie in Abhängigkeit von der Anzahl
der finiten Elementebei Interpolationmit B-Splines6. Ordnungfür die Berech-
nungderGrundzustandsenergienvonHeliumundKohlenstoff undderangeregten
Zuständevon Helium (00-11)undKohlenstoff (01-10-20-30-40-50).
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

5.4 Ergebnisse

Mit demin Kapitel 5.3 beschriebenenLösungsverfahrenwurdenGrundzustände
undangeregteZuständederElementevonHeliumbisEisenberechnet.Die Gestalt
der Wellenfunktionenzu exemplarischenKonfigurationenund Datentabellenzu
EnergienundOszillatorstärkenwerdenin diesemKapitel vorgestellt.

Die Magnetfeldersind zum Vergleichmit Literaturwertenentwederin Tesla,
in atomarenEinheitenoderin Z-skaliertenatomarenEinheitenangegeben.

5.4.1 Energien

Helium

Im GrundzustanddesHeliumsbefindetsicheinElektronim Zustandâ Ð Ê Ã Õ ã Ð ÊÃ und dasandereim Zustandâ å Ê ç ß Õ ã Ê Ã , wasdenbeidentiefstliegenden
Tightly-Bound-StatesdesWasserstoffs entspricht(sieheAbbildung5.4).

In Tabelle5.2 ist die Energie desHeliumgrundzustandsin Abhängigkeit von
derMagnetfeldstärke undin Tabelle5.3 die EnergieneinigerangeregterHelium-
zuständebei é�� Ê ê Ã zusammenmit bereitsvorhandenenLiteraturwertenauf-
geführt.[Ruderet al. 1994] löstendie Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischer
Näherungmit dem Numerov-Verfahren,[Jones1985] benutztendie sogenannte
unrestricted Hartree-Fock-Method with even-tempered Gaussian basis functions.

[Mori,Hailey 2002] erweiterndie Lösungder Hartree-Fock-Gleichungenin
adiabatischerNäherungmittelsNumerov-VerfahrendurchstörungstheoretischeMe-
thodenaufhöhereLandau-Levels.In Tabelle5.2sindjedochderenErgebnissemit
Beschränkungauf dasniedersteLandauniveauangegeben.

Da mit Ausnahmevon [Jonesetal. 1999] alle Rechnungenauf denHartree-
Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherungberuhen,solltendieErgebnisseüber-
einstimmen.Die Abweichungen,die im Promille-Bereichliegen, ergebensich
durchdieGenauigkeitderRechnungeninsbesonderein Kernnähe[Pröschel1982].

In Abbildung 5.9 sind die Þ -KomponentenÜ Í
Ç
Þ É der Wellenfunktionender

beidenElektronenvon Helium mit unterschiedlichenAnregungenbei é�� Ê ê Ã
aufgetragen.Zu erkennenistderin Kapitel5.1erläuterteZusammenhangzwischenã -Quantenzahlund Knotenzahlder Wellenfunktion.Dabei ist zu beachten,daß
sichdieWellenfunktionunterBeachtungderParitätseigenschaftaufdernegativenÞ -Achsefortsetzt.
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é � Energie[eV] Ruder Jones Mori
1 -134.29 -134.29 -146.94 -134.36
2 -176.30 -176.30 -186.85 -176.34
5 -249.80 -249.80 -258.19 -249.71

10 -322.22 -322.22 -329.27 -322.31
20 -412.27 -412.22 -418.22 -412.19
50 -563.65 -563.61 -568.39 -562.74

100 -706.98 -706.99 -710.95 -705.91
200 -879.03 -879.04 -879.14
500 -1156.62 -1156.63 -1158.49

1000 -1409.12 -1409.13 -1410.90

Tab. 5.2: Energiender Grundzuständevon Helium bei unterschiedlicherMagnet-
feldstärke. Die Elektronenhabendie Quantenzahlenâ Ð Ê Ã Õ ã Ð Ê Ã undâSå Êôç ß Õ ã å Ê Ã .

Ç
â Ð Õ ã Ð É Energie[eV] Ruder Jones Mori Miller
(0,1) -421.74 -421.71 -426.39 -423.29 -413.7
(0,2) -416.19 -416.17 -420.88 -418.34 -408.8
(-1,1) -419.70 -419.68 -424.38 -421.72 -412.2
(-1,2) -415.27 -415.25 -419.95 -416.61 -407.8
(-1,3) -411.03
(-1,4) -410.11
(-2,0) -521.40 -521.37 -525.97 -521.73
(-2,1) -419.50 -419.49 -424.18 -421.45
(-2,2) -414.86 -414.83 -419.52 -416.26

Tab. 5.3: EnergienangeregterHeliumzuständebei é ��� ê� . Das1. Elektronhat
dieQuantenzahlenwie in derTabelleangegeben.Das2. ElektronenhatdieQuan-
tenzahlenâSå �  Õ ã å �  .
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Höhere Elemente

Bei derBesetzungderEnergieniveauswerdenzuerstdieTightly-Bound-Statesvon
Elektronenbevölkert.Bei höherenElementenkannmansichamTermschemades
Wasserstoffs (Abb. 5.4) klar machen,daßes,abhängigvom Magnetfeld,zu Kon-
figurationenkommenkann,beidenenesenergetischgünstigerist, wenndie Elek-
tronenstattderTightly-Bound-Statesmit denkleinstenMagnetquantenzahlendie
Niveausmit ã � ß undwiedermit â �  beginnend,dannzu kleinerenMagnet-
quantenzahlenfortschreitendbesetzen.Mit abnehmendemMagnetfeldwerdendie
Tightly-Bound-Statesangehoben,sodaßdasBesetzender ã � ß -Niveausfür zu-
nehmendleichtereElementedieEnergieabsenkt.

In Abbildung 5.10sind die Þ -KomponentenderEinteilchenwellenfunktionen
desGrundzustandsvon vollbesetztemEisenbei ß  -, T dargestellt.Dabeibefinden
sich21 Elektronenauf ã �  -Niveausmit denMagnetquantenzahlenâ �  bisâ �/.  . Die restlichen5 Elektronenbefindensich auf ã � ß -Niveausmit den
Magnetquantenzahlenâ �  bis â � ì . Die ã � ß -Niveaussindin dieserKon-
stellationim Mittel sonaheamKern,daßsicheinegegenübereinerfortlaufenden
Besetzungvon ã �  -NiveauseineAbsenkungderEnergieergibt.

In denTabellen5.4bis 5.7sinddie GrundzustandsenergienhöhererElemente
bei denMagnetfeldern Ö ß10�ß  �, ,  Ö ê 0�ß  �, , ß  �, und ê 0�ß  -, T aufgeführt.Bei den
Datenvon Mori ist hier jedochbereitsderEinflußhöhererLandauniveausberück-
sichtigtworden,die Abweichungenvon deradiabatischenNäherungnehmenmit
derKernladungszahlzu(sieheauchKapitel5.2.6).Die Zahl in eckigenKlammern
gibt an,wievieleElektronensichin ã � ß -Niveausbefinden.

Wie zu Beginn desKapitels5 erläutert,ist in derAtmosphärevon Neutronen-
sterneneinhoherAnteil anEisenin allenIonisationsstufenzuerwarten.In Tabelle
5.8sinddieGrundzustandsenergienvon Eisenionenin Magnetfeldernvon ß  -, bisê 0�ß  �2 T aufgetragen.In Tabelle5.9 sindEnergienvon Zuständen,in denensich
dasElektronmit der niedrigstenbzw. betragsmäßiggrößtenMagnetquantenzahl
im ã � ß -Niveaubefindet,aufgeführt.In der TabelletretenLücken bei denZu-
ständenauf,beidenensichbereitsim GrundzustandzweiodermehrElektroneninã � ß -Niveausbefinden.Die Oszillatorstärken bei Übergängenzwischendiesen
ZuständenunddenGrundzuständenfolgenin Kapitel 5.4.3in Tabelle5.15.

Bei der numerischenBerechnungvon Zuständen,bei denendie angeregten
ElektronenZuständeniedrigerMagnetquantenzahlenbesetzen,stellt sichdasPro-
blem,daßsichdie Elektronender ã �  -Zuständesehrdicht am Kernbefinden,
währenddie Þ -Komponenteder Wellenfunktionder angeregtenElektronenweit
vom Kern entferntflach ausläuft(sieheAbbildung 5.11).Anstattdie Anzahl der
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

finitenElementezuerhöhen,umdenBereichin KernnähetrotzdesgroßenIntegra-
tionsradiusfein genugzu diskretisieren,ist eseffizienter, lediglich einenkleinen
Teil desgesamtenIntegrationsgebietsin Kernnähein quadratischaufgeweitetefi-
nite Elementeaufzuteilen.Der flachauslaufendeSchweifderWellenfunktiondes
angeregtenElektronsläßtsicherfahrungsgemäßmit 2 bis3 finitenElementenhin-
reichendgenauerfassen.

Ein weiteresElement,welchesin Neutronensternatmosphärenvermutetwird,
ist Silizium. In Tabelle5.10sind Energien von angeregtenSiliziumzuständenin
denMagnetfeldernskalierterEnergie é �3.  � Õ ê� - Õ ß  � - aufgeführt.Ein Elek-
tron befindetsichim Zustand

Ç
â Õ ß�4 , die anderenElektronenbefindensichin den

Zuständen

Ç
â Í Õ  4 , 5 �  ÕªÖÏÖ×ÖÏÕ ß . , â Í 6� â . Die Oszillatorstärkenbei Übergängen

zwischendiesenZuständenunddemGrundzustandbefindetsichin Tabelle5.14.
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Energie[keV] Ivanov Neuhauser Mori

3 -0.5167 -0.54042 -0.516 -0.5160
4 -0.8474 -0.89833 -0.89833 -0.8897
5 -1.239 -1.33229 -1.238 -1.238
6 -1.687 -1.83895 -1.678 -1.687
7 -2.184 -2.41607 -2.17 -2.186
8 -2.752[1] -3.08253[1] -2.71 -2.754[1]
9 -3.373[1] -3.82966[1] -3.36 -3.373[1]

10 -4.041[1] -4.65087[1] -4.049[1]

Tab. 5.4: Energien der Grundzuständeder Elementemit denKernladungszahlen9 � ñ Ö×ÖÏÖ ß  bei einemMagnetfeldvon  Ö ß:0Qß  -, T. Die Zahlenin eckigenKlam-
merngebenan,wieviele Elektronensich in Orbitalenmit derQuantenzahlã � ß
befinden(sieheText).9

Energie[keV] Ivanov Neuhauser Mori
3 -0.9459 -9.6180 -0.944 -0.9449
4 -1.582 -1.61624 -1.580 -1.580
5 -2.349 -2.41101 -2.347 -2.349
6 -3.236 -3.33639 -3.22 -3.237
7 -4.234 -4.38483 -4.22 -4.353
8 -5.336 -5.55032 -5.32 -5.338
9 -6.535 -6.82794 -6.51 -6.544

10 -7.826 -8.21365 -7.819 -7.834
11 -9.205 -9.197 -9.224
12 -10.729[1] -10.27[1] -10.750[1]
13 -12.331[1] -12.32[1] -12.364[1]
14 -14.020[2] -14.00[1] -14.062[2]

Tab. 5.5: Energien der Grundzuständeder Elementemit denKernladungszahlen9 � ñ Ö×ÖÏÖ ß ì bei einemMagnetfeldvon  Ö ê 0Qß  -, T. Die Zahlenin eckigenKlam-
merngebenan,wieviele Elektronensich in Orbitalenmit derQuantenzahlã � ß
befinden(sieheText).
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9
Energie[keV] Ivanov Neuhauser Mori Jones

3 -1.211 -1.22443 -1.209 -1.214
4 -2.044 -2.07309 -2.042 -2.056
5 -3.057 -3.10924 -3.054 -3.085
6 -4.236 -4.31991 -4.20 -4.288
7 -5.568 -5.69465 -5.54 -5.657
8 -7.045 -7.22492 -7.02 -7.176
9 -8.658 -8.90360 -8.63 -8.845

10 -10.400 -10.72452 -10.39 -10.664 -10.70
11 -12.266 -12.25 -12.625
12 -14.249 -14.23 -14.745
13 -16.352[1] -16.34[1] -16.973[1]
14 -18.619[1] -18.60[1] -19.408[1] -19.09
15 -21.002[1] -20.95[1] -21.987[1]
16 -23.482[2] -23.43[2] -24.718[2]
17 -26.130[2] -26.07[2] -27.618[2]
18 -28.890[2] -28.82[2] -30.766[2]
19 -31.756[2] -34.036[2]
20 -34.750[3] -37.500[3] -35.48
21 -37.865[3]
22 -41.083[3]
23 -44.426[4]
24 -47.877[4]
25 -51.430[5]
26 -55.108[5] -55.10[6] (55.410[5]) -56.01

Tab. 5.6: Energien der Grundzuständeder Elementemit denKernladungszahlen9 � ñ ÖÏÖ×Ö .�; beieinemMagnetfeldvon ß  , T. Die Zahlenin eckigenKlammernge-
benan,wievieleElektronensichin Orbitalenmit derQuantenzahlã � ß befinden
(sieheText). Der Wert für

9 �<.�; von Mori wurdeebenfalls ohneBerücksichti-
gunghöhererLandauniveausberechnet.
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9
Energie[keV] Ivanov Neuhauser Mori Jones

3 -2.080 -2.08931 -2.076 -2.078
4 -3.591 -3.61033 -3.584 -3.586
5 -5.465 -5.49950 -5.456 -5.476
6 -7.679 -7.73528 -7.60 -7.695 -8.03
7 -10.214 -10.29919 -10.20 -10.231
8 -13.055 -13.17543 -13.00 -13.099
9 -16.185 -16.34997 -16.10 -16.264

10 -19.594 -19.81072 -19.57 -19.702 -20.24
11 -23.268 -24.64 -23.406
12 -27.199 -27.17 -27.436
13 -31.376 -31.35 -31.675
14 -35.793 -35.74 -36.154 -36.76
15 -40.438 -40.35 -40.915
16 -45.308 -45.22 -45.881
17 -50.395 -50.30 -51.067
18 -55.693 -55.95 -56.530
19 -61.196 -62.181
20 -66.901 -68.031 -68.37
21 -72.899[1] -74.184[1]
22 -79.112[1] -80.602[1]
23 -85.530[1] -87.263[1]
24 -92.148[1] -94.259[1]
25 -98.964[1] -101.25[1]
26 -106.134[2] -106.09[2] -108.64[2] -108.18

Tab. 5.7: Energien der Grundzuständeder Elementemit denKernladungszahlen9 � ñ Ö×ÖÏÖ .�; bei einemMagnetfeldvon ê 0#ß  �, T. Die Zahlenin eckigenKlam-
merngebenan,wieviele Elektronensich in Orbitalenmit derQuantenzahlã � ß
befinden(sieheText).
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Anz. = à ß>0�ß  , T ê 0�ß  , T ß>0�ß  2 T . 0 ß  2 T ê 0 ß  2 T
2 16667 32163 42210 54984 77045
3 21465 41738 54967 71861 101192
4 25409 49668 65571 85943 121447
5 28897[1] 56460 74677 98067 138952
6 32117[1] 62393 82644 108697 154343
7 34909[1] 67636 89697 118122 168021
8 37362[1] 72306 95986 126539 180259
9 39558[2] 76486 101623 134090 191258
10 41620[2] 80239 106688 140884 201167
11 43449[2] 83614 111247 147003 210106
12 45075[2] 86782[1] 115349 152516 218168
13 46521[2] 89633[1] 119038 157477 225433
14 47869[3] 92182[1] 122348 161932 231965
15 49066[3] 94454[1] 125308 165920 237820
16 50121[3] 96472[1] 127944 169476 243045
17 51047[3] 98254[1] 130278 172627 247684
18 51865[4] 99817[1] 132331 175401 251774
19 52594[4] 101175[1] 134118 177821 255349
20 53216[4] 102358[2] 135671[1] 179910 258443
21 53737[4] 103386[2] 137030[1] 181689 261084
22 54166[4] 104240[2] 138164[1] 183174 263291
23 54508[4] 104931[2] 139087[1] 184396 265126
24 54783[5] 105469[2] 139813[1] 185351 266578
25 54982[5] 105867[2] 140356[1] 186003 267686
26 55109[5] 106134[2] 140728[1] 186595 268446

Tab. 5.8: Grundzustandsenergienvon Eisenionen.Die Energie ist in -eV, dasMa-
gnetfeldin Teslaangegeben.
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Abb. 5.11: EinteilchenzuständevonvollbesetztemEisenbei ê 0�ß  2 T. DasElektron
mit derniedrigstenMagnetquantenzahlbefindetsichim ã � ß -Zustand.
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Anz. = à ß>0�ß  �, T ê 0�ß  �, T ß>0 ß  �2 T . 0 ß  -2 T ê 0�ß  �2 T
2 13504 24463 31188 39462 53265
3 19239 36134 46829 60233 83045
4 23665 45191 59013 76491 106530
5 52713 69155 90062 126220
6 59167 77871 101748 143228
7 64809 85500 111991 158173
8 69797 92252 121070 171448
9 74240 98272 129173 183317
10 78215 103664 136439 193976
11 81781 108505 142970 203572
12 112857 148846 212220
13 116768 154133 220012
14 120280 158885 227026
15 123424 163145 233325
16 126230 166952 238965
17 128724 170340 243993
18 130925 173336 248452
19 132855 175968 252379
20 178260 255809
21 180233 258775
22 181912 261303
23 183317 263420
24 184466 265203
25 185309 266613
26 186094 267667

Tab. 5.9: EnergienangeregterEisenionen.DasElektronmit derbetragsmäßiggröß-
tenMagnetquantenzahlbefindetsichim Zustandã � ß . Die Energiensindin -eV,
dasMagnetfeldin Teslaangegeben.In derTabelletretenLückenbei denZustän-
denauf, bei denensich bereitsim Grundzustandzwei odermehr Elektroneninã � ß -Niveausbefinden.
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m é �@.  � é � ê� - é � ß  � -  Ö í ì 0 ß  -, T . Ö ñ ê 0 ß  -, T ì Öðï 0�ß  �, T
0 - -21986.45 -29185.88
1 -16692.36 -24185.71 -32033.49
2 -17199.10 -24949.67 -33020.15
3 -17466.26 -25349.61 -33535.90
4 -17629.70 -25594.70 -33852.82
5 -17737.69 -25757.97 -34064.70
6 -17813.01 -25872.86 -34214.35
7 -17867.71 -25956.79 -34324.08
8 -17909.01 -26020.07 -34407.10
9 -17941.81 -26069.49 -34472.13
10 -17969.86 -26109.96 -34525.47
11 -17997.06 -26145.53 -34572.31
12 -18030.42 -26180.94 -34618.79
13 - -26225.52 -34677.22

Tab. 5.10: Energien angeregter Silizium-Zustände.Ein Elektronbefindetsich im
Zustand

Ç
â Õ ß�4 , die anderenElektronenbefindensich in denZuständen

Ç
â Í Õ  4 ,5 �  ÕîÖ×ÖÏÖÏÕ ß . , â Í 6� â . Die GrundzustandsenergienbeidiesenMagnetfeldernsindACB Î åEDFD � ç ß
G�ß ê ; Öðï ñIH ß#J eV,

ACB Î á DFD � ç .�; ì- . Ö G ì eV,
ACB ÎÑÐ DFDKD � ç ñ ì í . ñ Ö ê ñ

eV.
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5.4.2L Magnetf eldabhängigkeit der Spektrallinien

BetrachtetmaneinenNeutronensternbzgl. seinesMagnetfeldverlaufsals einfa-
chenmagnetischenDipol, solltesichaufgrunddemausderklassischenElektrody-
namikbekanntenVerlaufdesmagnetischenDipolfeldesMÓ Ç MÈ 4 �ON ñ

Ç MP 0 MÈ 4 MÈ ç
È
å MPÈ

á (5.67)

derBetragdesFeldesvon denPolenzumÄquatorum einenFaktor2 ändern.Für
die Spektroskopie stellt sich die Frage,wie stark die Energie-Niveausund ins-
besonderedie EnergiedifferenzendurchdiesenMagnetfeldgradientenbeeinflußt
werden.In Abbildung5.12ist derVerlaufderEnergiendesHeliumgrundzustands
und der erstenbeidenangeregtenZustände,zu denenaufgrundvon Auswahlre-
geln Übergängemöglich sind, in Abhängigkeit vom Magnetfeldim Bereichvonß  �, bis . 0�ß  �, T aufgetragen.Die Energienändernsichum bis zu rund25%,je-
dochist ausAbbildung 5.13ersichtlich,daßdie WellenlängenQ �SR A der bei
denÜbergängenemittiertenelektromagnetischenWellensichnur geringändert.

In Tabelle5.11 sind die Energien desKohlenstoff-Grundzustandsund ange-
regter Kohlenstoffzuständein Magnetfeldernvon ß  �, bis ß Ö ê 0Qß  �2 T aufgeführt.
Ein Elektronbefindetsich im Zustand

Ç
â D Õ ã D 4 wie im Kopf derTabelleangege-

ben,dieanderenElektronenin den ã �  -Niveausmit denbetragsmäßigkleinsten
Magnetquantenzahlenâ 6� â%D . In Abbildung5.14sindobendieEnergienin Ab-
hängigkeit vom Magnetfeld,untendieWellenlängenbeiÜbergängenvom Grund-
zustandzuangeregtenZuständenin Abhängigkeit vomMagnetfeldgrafischdarge-
stellt.Mit zunehmendemMagnetfeldist eineimmergeringere„Verwaschung“der
SpektralliniendurchdenMagnetfeldgradientendesNeutronensternszuerwarten.
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Abb. 5.12: AbhängigkeitderEnergiedesHeliumgrundzustandsundderangeregten
Zuständemit derKonfiguration(00-11)und(00-20)vom Magnetfeld.
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5.4 ErgebnisseÓ
[ ß  �, T] (0,0) (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

1.0 -4236.15 -3226.85 -3745.85 -3913.34 -3996.97
1.5 -4940.88 -3782.03 -4371.30 -4563.36 -4659.75
2.0 -5502.01 -4226.81 -4870.03 -5081.15 -5187.50
2.5 -5975.17 -4603.43 -5290.98 -5517.87 -5632.49
3.0 -6387.87 -4933.00 -5658.40 -5898.85 -6020.61
3.5 -6756.01 -5227.76 -5986.34 -6238.74 -6366.80
4.0 -7089.70 -5495.53 -6283.73 -6546.84 -6680.58
4.5 -7395.83 -5741.64 -6556.66 -6829.50 -6968.40
5.0 -7679.30 -5969.92 -6809.48 -7091.26 -7234.91
5.5 -7943.77 -6183.22 -7045.43 -7335.47 -7483.54
6.0 -8192.03 -6383.71 -7266.97 -7564.73 -7716.91
6.5 -8426.28 -6573.12 -7476.06 -7781.04 -7937.09
7.0 -8648.26 -6752.82 -7674.26 -7986.04 -8145.73
7.5 -8859.42 -6923.92 -7862.82 -8181.04 -8344.18
8.0 -9060.92 -7087.36 -8042.79 -8367.12 -8533.54
8.5 -9253.76 -7243.91 -8215.06 -8545.20 -8714.75
9.0 -9438.78 -7394.24 -8380.37 -8716.05 -8888.60
9.5 -9616.69 -7538.90 -8539.34 -8880.34 -9055.75

10.0 -9788.10 -7678.37 -8692.54 -9038.63 -9216.79
10.5 -9953.55 -7813.10 -8840.42 -9191.41 -9372.21
11.0 -10113.51 -7943.43 -8983.42 -9339.12 -9522.48
11.5 -10268.39 -8069.71 -9121.89 -9482.14 -9667.96
12.0 -10418.56 -8192.22 -9256.17 -9620.81 -9809.01
12.5 -10564.35 -8311.21 -9386.54 -9755.43 -9945.93
13.0 -10706.04 -8426.93 -9513.25 -9886.26 -10078.99
13.5 -10843.89 -8539.57 -9636.56 -10013.55 -10208.45
14.0 -10978.15 -8649.32 -9756.65 -10137.52 -10334.52
14.5 -11109.02 -8756.36 -9873.72 -10258.36 -10457.41
15.0 -11236.71 -8860.83 -9987.96 -10376.25 -10577.29

Tab. 5.11: EnergiendesKohlenstoff-GrundzustandsundangeregterKohlenstoffzu-
ständebei unterschiedlicherMagnetfeldstärke.Ein Elektronhat die Quantenzah-
len wie in der Tabelleangegeben,die restlichen5 Elektronenbefindensich im
Grundzustand,d.h.(m,0).
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Abb. 5.14: Oben:grafischeDarstellungderEnergienausTabelle5.11.Unten:Wel-
lenlängebeiÜbergängenvon denangeregtenZuständenzumGrundzustand.
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5.4.3U Oszillator stärken

FürdieAnalyseatomarerSpektrenist nebendenEnergieniveausauchdieBestim-
mungvon Linienintensitätenvon großerBedeutung.Als Maßfür dieLinieninten-
sitätist esüblich,diedimensionslosenOszillatorstärkenzuverwenden.Die größte
Bedeutungkommt denDipolübergängenzu, da sie die Übergängemit der größ-
tenÜbergangswahrscheinlichkeit sind.AusführlichereDarstellungenderTheorie
elektromagnetischerÜbergängefindetmanz.B. in [Friedrich1990].

DasDipolmatrixelementeinesR P �WV Dipol-Übergangszwischenzwei Zu-
ständenX:Y und X[Z einesN-Elektronen-Atomsist definiertdurch\�]_^E`Z�Y �ba X[Zdc efgKhji

È ]_^k`gl � c X:Ynm Ö
(5.68)

DasBetragsquadratvon (5.68) o ]_^k`Z�Y � c \p]_^k`Z�Y c å (5.69)

bezeichnetman als Dipolstärke. Die Oszillatorstärke ergibt sich ausder Dipol-
stärke durchMultiplikation mit derEnergiedifferenzderZuständeX:Y und X[Z in
Einheitenvon

A �+� 9 å 0 A D :q ]_^E`Z�Y �3r A Z ç A YA � s o ]_^k`Z
Y t (5.70)

Liegendie Vielteilchenzuständein Form von Slaterdeterminantenvor, lassensich
Vielteilchenmatrixelementeauf Matrixelementeder Einteilchenwellenfunktionen
zurückführen.Allgemein gilt für einenVielteilchenoperator, der sich als Summe
von Einteilchenoperatorenschreibenläßt,mit denVielteilchenzuständenX Y � Ç N)u 4 à iEv å o =�w�x"y ] Y `z Ç MÈ�{ 4k| und X Z � Ç N)u 4 à iEv å o =�w�x"y ] Z `z Ç MÈ
{ 4E| (5.71)

dieBeziehung[Friedrich1990]a X[Zdc efz h}i1~� Ç
â�4
c X:Ynm ��a X[Zdc X:Y�m efz�� { hji a y ] Z `z c ~� c y ] Y `{ mE� { z t (5.72)

Dabeiist a X Z c X Y m � o =�w Ç�� z { 4 mit

� z { ��a y ] Z `z c y ] Y `{ m (5.73)
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unddieMatrix B ist die Inversederin (5.73)definiertenMatrix A. FürdieBerech-
nungvonDipolstärkenlautetderVielteilchenoperatorgemäß(5.68)~� � efz h}i

È ]_^k`zl � t (5.74)

Für 2-ElektronensystemeerhältmanunterBerücksichtigungderOrthogonali-
tät derLandaufunktionenaus(5.72)dieDipolstärkenfür R P �  -Übergänge:\ ] D `Z
Y �+� z i � z iE� � z å � z å �� x a Ü Æz � �K�#�� c Þ�c Ü z � � � m a Ü Æz ����#�� c Ü z � � � m�� a Ü Æz � �K�#�� c Ü z � � � m a Ü Æz ����#�� c Þ�c Ü z � � � mE|ç � z å � z iE� � z i � z å �� x-a Ü Æz � � �#�� c Þ�c Ü z � � � m a Ü Æz �� �#�� c Ü z � � � m�� a Ü Æz � � �#�� c Ü z � � � m a Ü Æz �� �#�� c Þ�c Ü z � � � m |��

(5.75)

für R P � ß -Übergänge:\ ] i `Z�Y � ç a Ü Æz � �K�#�� c Ü z � � � m a Ü Æz ����#�� c Ü z � � � m�O� � z � � z �� � z ��� i � z � ��� c â i c. é � � � z � � z � � � z �K� i � z ���� c â å c. é ���� a Ü Æz � �K�#�� c Ü z � � � m a Ü Æz ����#�� c Ü z � � � m� � � z � � z �� � z �E� i � z � ��� c â å c. é � � � z � � z � � � z �k� i � z ���� c â i c. é ��� (5.76)

undfür R P � ç ß -Übergänge:\�] à i `Z�Y ��a Ü Æz � � �#�� c Ü z � � � m a Ü Æz �� �"�� c Ü z � � � m�O� � z � � z �� � z � à i � z � � � c â Æ i c. é�� � � z � � z � � � z � à i � z �� � c â Æ
å c. é����ç a Ü Æz � � � �� c Ü z � � � m a Ü Æz �� � �� c Ü z � � � m�O� � z � � z �� � z � à i � z � � � c â Æ i c. é�� � � z � � z � � � z � à i � z �� � c â Æ
å c. é���� t (5.77)
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Die analogenAusdrücke für höhereElementesind wegen ihrer Unhandlichkeit
undihrerstrukturellenÄhnlichkeit nichtaufgeführt.AusdenAusdrücken5.75bis
5.77ist unmittelbareinsichtig,daßdieAuswahlregelnR â ��� ß R ã � gerade (5.78)

und R â �  R ã � ungerade (5.79)

gelten.
In Tabelle5.12sindOszillatorstärkenvon ÜbergängenzwischendemGrund-

zustandundangeregterZuständevonHelium aufgeführt.Das2. Elektronbefindet
sichimmerim Zustand

Ç  �  4 . Zum Vergleichmit Literaturwertenist dasMagnet-
feld in Z-skaliertenatomarenEinheitenangegeben.Die Wertestimmenin deran-
gegebenenGenauigkeit, soweit vorhanden,mit denDatenvon [Ruderetal. 1994]
perfektüberein.Ç

â � ã 4�� Ç
â
Æ � ã Æ 4 é �+� ê é ��� ß  é �+� ê� é ��� ß  � é �+� ê� - Ç

ß �  4�� Ç
ß � ß�4 0.500 0.410 0.239 0.184 0.099

Ç
ß �  4�� Ç .��  4 0.0735 0.0464 0.0154 0.00936 0.00285
Ç .��  4�� Ç .�� ß�4 0.598 0.511 0.318 0.250 0.138
Ç .��  4�� Ç

ñ �  4 0.045 0.0287 0.00974 0.00602 0.00190
Ç
ñ �  4�� Ç

ñ � ß�4 0.661 0.577 0.375 0.299 0.167
Ç
ñ �  4�� Ç

ì �  4 0.0336 0.0217 0.00752 0.00469 0.00151
Ç
ì �  4�� Ç

ì � ß�4 0.702 0.621 0.417 0.337 0.191

Tab. 5.12: Oszillatorstärkenvon Heliumübergängen.Das2. Elektronbefindetsich
im Zustand(0,0).

In Tabelle5.13sindOszillatorstärkenvon Kohlenstoffübergängenaufgeführt.
Die Übergängefinden zwischendenZuständen

Ç
â �  4�� Ç

â � ß�4 statt.Die an-
derenElektronenbefindensich in denZuständen

Ç
â�Y �  4 , 5 �  � t_t_t � ê , â�Y 6� â .

Vergleicht mandie Oszillatorstärken mit denenvon [Miller ,Neuhauser1991], so
weichendiesezwischen5% und 20% ab. Tendenziellist die Übereinstimmung
bei höherenMagnetfeldernund kleinerenMagnetquantenzahlenbesser. Im Rah-
mendieserArbeit konntenichtmehrgeklärtwerden,welcheOszillatorstärkendie
genauerensind.
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

m é �@.  - é � ê� � é � ß  � - 
-0 0.0477 0.0126 0.00628
-1 0.0707 0.0270 0.0152
-2 0.101 0.0450 0.0269
-3 0.136 0.0668 0.0413
-4 0.172 0.0917 0.0585
-5 0.205 0.119 0.0793

Tab. 5.13: Oszillatorstärken von Kohlenstoffübergängen. Die Übergängefinden
zwischendenZuständen

Ç
â �  4�� Ç

â � ß�4 statt.Die anderenElektronenbefinden
sichin denZuständen

Ç
â�Y �  4 , 5 �  � t_t�t � ê , â�Y 6� â .

In Tabelle5.14sinddie Oszillatorstärkenvon Siliziumübergängenaufgeführt.
Die Übergängefindendabeiwie bei denKohlenstoffoszillatorstärken in Tabelle
5.13zwischendemGrundzustandunddemangeregtenZustand,in demein Elek-
tron die Quantenzahlen

Ç
â � ß�4 besitzt,statt.Bei é ��.  � hatein Elektronbereits

im Grundzustanddie Quantenzahlen

Ç  � ß�4 , dasOrbital mit den Quantenzahlen

Ç
ß ñ �  4 ist dagegenunbesetzt.Deshalbtretenin derTabelleLückenauf.

In Tabelle5.15sindOszillatorstärkenderÜbergängezwischenGrundzustän-
denundangeregtenZuständenvon EisenionenausdenTabellen5.8 und5.9 auf-
geführt.
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5.4 Ergebnisse

m é �@.  � é � ê� - é � ß  - � 
0 - 0.340 0.0297
1 0.0836 0.185 0.0121
2 0.0791 0.0792 0.0105
3 0.0599 0.0517 0.0112
4 0.0490 0.0448 0.0130
5 0.0461 0.0448 0.0154
6 0.0476 0.0482 0.0187
7 0.0517 0.0539 0.0226
8 0.0576 0.0613 0.0273
9 0.0647 0.0701 0.0327
10 0.0724 0.0802 0.0388
11 0.0800 0.0912 0.0458
12 0.0852 0.103 0.0536
13 - 0.113 0.0628

Tab. 5.14: Oszillatorstärken von Siliziumübergängen.Die Übergängefindenzwi-
schendenZuständen

Ç
â �  4�� Ç

â � ß�4 statt.Die anderenElektronenbefindensich
in denZuständen

Ç
â�Y �  4 , 5 �  � t_t_t � ß . , â�Y 6� â . Da bei é ��.  - ein Elektron

bereitsim Grundzustanddie Quantenzahlen

Ç  � ß�4 besitzt,gibt esbei â �  undâ � ß ñ keineÜbergängenachobigemSchema.
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern

Anz. = à ß>0 ß  �, ê 0 ß  -, ß>0�ß  �2 . 0�ß  -2 ê 0�ß  �2
2 0.9048 0.8287 0.7825 0.7274 0.6418
3 0.9310 0.8630 0.8208 0.7691 0.6864
4 0.9442 0.8803 0.8401 0.7905 0.7096
5 0.8903 0.8513 0.8027 0.7225
6 0.8965 0.8579 0.8094 0.7291
7 0.9002 0.8614 0.8127 0.7315
8 0.9021 0.8628 0.8133 0.7304
9 0.9026 0.8623 0.8116 0.7265
10 0.9018 0.8603 0.8079 0.7200
11 0.9000 0.8568 0.8022 0.7108
12 0.8516 0.7943 0.6987
13 0.8446 0.7843 0.6836
14 0.8356 0.7714 0.6650
15 0.8243 0.7554 0.6422
16 0.8099 0.7355 0.6144
17 0.7917 0.7106 0.5809
18 0.7684 0.6792 0.5000
19 0.7378 0.6394 0.4905
20 0.5882 0.4308
21 0.5224 0.3598
22 0.4367 0.2784
23 0.3291 0.1908
24 0.2040 0.1077
25 0.0874 0.0433
26 0.0161 0.0081

Tab. 5.15: OszillatorstärkenvonEisenionen.BerechnetwurdendieÜbergängezwi-
schendenZuständenausdenTabellen5.8und5.9.
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5.5 Parallelisierung

5.5 Parallelisierung

Bei derModellierungsynthetischerNeutronensternatmosphärenwerdeni.A. viele
Hunderttausendbis hin zu Millionen atomarerÜbergängeder in derAtmosphäre
vermutetenElementein mannigfaltigenAnregungs-undIonisationsstufenberück-
sichtigt. Daherist esnotwendig,einenProgrammcodezu entwickeln, der in an-
nehmbarerZeit entsprechendviele Zuständeberechnenkann.Aus Abb. 5.15geht
am Beispielder Berechnungder Grundzuständevon Eisenionenhervor, daßdie
CPU-Zeitenstarkvon derAnzahlderElektronenabhängen.Desweiterenkönnen
die CPU-Zeiten,falls eine hoheGenauigkeit der Energiewertegewünschtwird,
insbesonderebei einergrößerenAnzahl von Elektronen,sehrgroßwerden.Als
Beispieldazusind in Abbildung 5.16die CPU-Zeitenin Abhängigkeit desrela-
tivenFehlersbedingtdurchunterschiedlicheAnzahl finiter Elementebei derBe-
rechnungdesEisengrundzustandsbei . 0�ß  �, T aufgetragen.

Esbietetsichan,auf Parallelrechnerndie LösungderGleichungen(5.41)auf
mehrereProzessorenzuverteilen.GünstigstenfallsstimmtdieAnzahlderElektro-
nenmit derAnzahlderProzessorenüberein,sodaßproProzessorderZustandvon
je einemElektronberechnetwird. Übersteigtdie AnzahlderProzessorendie der
Elektronen,bietetessichan,mehrereGesamtzuständeparallelzuberechnen.

Die ParalleleVersiondesin Kapitel 5.3beschriebenenseriellenProgrammco-
desarbeitetim Detail folgendermassen:

1. JedemProzesswird, je nachAnzahlderzurVerfügungstehendenProzesso-
ren,dieBerechnungvon einemodermehrerenElektronenzugeteilt.

2. Derroot-ProzessliestdiezurBerechnungerforderlichenParameterwie Ma-
gnetfeld,Integrationsradius,Startwellenfunktionenusw. einundteilt sieden
anderenProzessenmit.

3. JederProzessberechnetdie Potentiale(5.25),(5.25)und(5.31)für die ihm
zugeteiltenElektronen.

4. JederProzesslöst für die ihm zugeteiltenElektronendieGleichungen(5.41)
undberechnetdie Einteilchenenergien(5.42).

5. JederProzessteilt dievon ihm berechnetenWellenfunktionenallenanderen
Prozessenmit.

6. Die Gesamtenergie (5.21) wird berechnetund mit der Gesamtenergie des
vorherigenIterationsschrittesverglichen. Ist die Differenzgrößerals ge-
wünscht,wird mit Schritt3 fortgefahren.
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern
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Abb. 5.15: Relationzwischender CPU-Zeit für 5 Iterationsschritteund der An-
zahlderElektronenbei derBerechnungvon Eisenionenmit 15 finiten Elementen
undB-Splines6. OrdnungaufeinerSingle-Processor-Maschinemit einemAthlon
XP1600+Prozessor.
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FürdieVerteilungderProzesseaufdieKnoteneinesParallelrechnersunddieInter-
prozesskommunikationwurdeMPI verwendet.Die Rechnungenwurdenauf dem
Phönix-ClusterdesInstituts für TheoretischeAstrophysikin Tübingendurchge-
führt. Der Phönix-Clusterbestehtaus16 Knotenmit je 2 ProzessorendesTyps
Athlon XP 1600+.Die Knotensindmit 100MBit-Ethernetverbunden.

Die Geschwindigkeit desNetzwerksbeeinflußtdiePerformancenichtwesent-
lich, da nur geringeKommunikationstattfindet.Berechnetmanz.B. vollbesetz-
tesEisenmit â � ß ê finiten Elementenund B-Splinesder Ordnung   �¡; auf
26 Prozessoren,so beträgtbei NutzungdesDatentypsreal*8 die Größedesdie
Einteilchen-WellenfunktiondarstellendenLösungsvektors

Ç
â@��  ç ß�4�0¢G Bytes �ß ;  Bytes.DieseDatenmengewird perMPI-Broadcastvon jedemProzessan je-

denanderengesendet,dadurchmüssennachjedemIterationsschrittin diesempra-
xisnahenBeispiel insgesamtrund 98 kByte gesendetwerden.Obwohl z.B. bei
2-Elektronensystemenberechnetauf einemKnotenmit 2 Prozessorennachjedem
Iterationsschrittnur 160 Bytesausgetauschtwerdenmüssen,wird dennochkein
Speedupvon2 erreicht,dasichdieProzessoreneinenSpeicherbusteilen.

In Abbildung 5.17 ist die RelationzwischenCPU-Zeit und der Anzahl der
KnotendesPhönix-ClustersbeiderBerechnungdesEisengrundzustandsbei ê 0Pß  �,
T aufgetragen.ÜberdenBalkenist die maximaleAnzahlderElektronenangege-
ben,dieproProzessorgerechnetwerden.Auf 13KnotenberechnetjederProzessor
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5.5 Parallelisierung

jeweils ein Elektron desvollbesetztenEisens.Bei 12 Knoten berechnen2 Pro-
zessorenje 2 Elektronenund die restlichen22 Prozessorenje ein Elektron.Mit
abnehmenderKnotenzahlberechnenimmermehrProzessorenje 2 Elektronen,bis
schließlichauf6 Knotenvon2 Prozessorenbereits3 Elektronenberechnetwerden.
Mit weiterabnehmenderKnotenzahlkanndasSchemaweiterfortgeführtwerden.
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Abb. 5.16: RelationzwischenCPU-ZeitundrelativemFehlerbei derBerechnung
desEisengrundzustandsbei einemMagnetfeldvon . 0%ß  �2 T bei Variation der
Anzahlderfiniten Elemente.Eswurden10 bis 22 finite Elementeverwendet.Die
EnergiekonvergiertgegendenWert
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5 Viel-Elektronen-Atomein Neutronensternmagnetfeldern
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Abb. 5.17: RelationzwischenCPU-ZeitundAnzahl der Knoten(mit je 2 Athlon
XP1600+Prozessoren)bei der BerechnungdesEisengrundzustands.Die Zahlen
überdenBalkengebendiemaximaleAnzahlderElektronenan,dieproProzessor
gerechnetwerden(sieheText).
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6 Zusammenfassung und
Ausb lic k

In der vorliegendenArbeit wurdenzur numerischenBehandlungvon aktuellen
ProblemenderAtomphysikDiskretisierungsverfahrenverwendet.Untersuchtwur-
deneffektive Ein-Elektronen-Problememit und ohneexpliziter Zeitabhängigkeit
sowie zeitunabhängigeViel-Elektronen-Probleme.Zum Einsatzkamendabeidie
Methodeder DiskretenVariablenund die Methodeder Finiten Elemente.Zwei
SchwerpunktederUntersuchungenbildetenzum einendie Quantendynamikvon
Wasserstoff undAlkaliatomenunterEinflußultrakurzer, periodischerelektrischer
Pulseund zum anderendie Berechnungvon Energien und Oszillatorstärken der
ElementeHelium bis Eisenin extremstarkenMagnetfeldern.Nachderphysikali-
schenModellbildungwurdendie daraufangewendetennumerischenVerfahrenin
Programmcodesumgesetzt.DerCodefür dasProblemderViel-Elektronen-Atome
in extremstarkenMagnetfeldernwurdeparallelisiert.

NachausgiebigenKonvergenztestsanhandbekannterSystemeder nichtrela-
tivistischenQuantenmechanikstelltesich die B-Spline-Interpolationfür die Me-
thodederFinitenElementefür Probleme,diedurchgewöhnlicheDifferentialglei-
chungenbeschriebenwerden,als am effizientestenheraus.Partielle Differential-
gleichungenwurdenmit der Methodeder DiskretenVariablenauf Systemege-
wöhnlicherDifferentialgleichungenumformuliert.

Zur IntegrationderzeitabhängigenSchrödingergleichungwurdenverschiede-
ne Zeitintegrationsverfahrenuntersucht.Dabeistelltesich in Verbindungmit der
MethodederFinitenElementedie Cayley-Approximationalsamgünstigstenher-
aus.

Die Untersuchungvon Wasserstoff und AlkaliatomenunterEinfluß ultrakur-
zerelektrischerPulsewird durchdie EigenschaftendesklassischenSystemsmo-
tiviert. Klassischläßtsichein ZusammenhangzwischenIonisierungswahrschein-
lichkeit in Abhängigkeit von der Pulsfrequenzund regulärerPhasenraumstruktu-
renherstellen.Bei derdreidimensionalenquantenmechanischenBehandlungzeigt
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6 ZusammenfassungundAusblick

einVergleichzwischenklassischundquantenmechanischberechneterIonisations-
wahrscheinlichkeit nur einegeringeÄhnlichkeit.

In bereitsveröffentlichtenArbeiten,in denenmit eindimensionalenquanten-
mechnanischenModellenbeim gekicktenWasserstoffatomQuantenlokalisierung
nachgewiesenwerdenkonnte,blieb die Frageoffen, ob sich auchbei einerdrei-
dimensionalenBehandlungQuantenlokalisierungeinstellt [Yoshidaet al. 2000a].
Mit denMethodendervorliegendenArbeit konntedieseFragepositiv beantwortet
werden[Klews,Schweizer2001].

HinsichtlichexperimentellerUntersuchungendesgekicktenWasserstoffs und
ähnlicherSystemewurdeuntersucht,wie genaudie Periodizitätder elektrischen
Pulseeingehaltenwerdenmuß,um nocheineÜbereinstimmungmit idealisierten
Modellenzu erzielen.Da sich Experimentebequemermit Alkaliatomenals mit
Wasserstoff durchführenlassen,stellt sich die Frage,inwieweit sich dasVerhal-
ten desgekicktenWasserstoffs in gekicktenAlkaliatomenwiederfindet.Es zeigt
sich,daßsichdieDynamikin Parameterbereichen,in denenResonanzenauftreten,
bereitsdurchdiegeringenQuantendefekteLithiumsdeutlichunterscheidet.

Bei derUntersuchungvonWasserstoff mit ultrakurzen,periodischen,alternie-
rendenelektrischenPulsenzeigtsichebenfalls,daßsichdieklassischvorhandenen
regulärenPhasenraumstrukturennicht sichtbarin derquantenmechanischberech-
netenIonisationswahrscheinlichkeit niederschlagen.

EineSequenzvon zeitlich zufallsverteiltenPulsenmit variierenderPulsinten-
sitätkannalsModell für die Elektronen-Dynamikin Atomen,mit denenFestkör-
peroberflächenbeschoßenwerden,dienen.Fürdie Ionisierungswahrscheinlichkeit
ist nacheinergrößerenZahlvonPulsenim WesentlichennurdieAnzahlderPulse
maßgebendundnicht dieDetailsderzufälligenPulsfolge.

Zur LösungdesProblemsvonViel-Elektronen-Atomenin extremstarkenMa-
gnetfeldernwurdendie Hartree-Fock-Gleichungenin adiabatischerNäherungmit
derMethodeder FinitenElementegelöst.Um die zur Modellierungvon Neutro-
nensternatmosphärennotwendigenzahlreichenDatenatomarerÜbergängeeffizi-
entberechnenzukönnen,wurdederProgrammcodeparallelisiertundderZusam-
menhangzwischenPerformanceund Genauigkeit in Verbindungmit der Anzahl
derfiniten Elementeherausgearbeitet.Die Genauigkeit derEnergienundOszilla-
torstärkenwurde,soweit vorhanden,mit Literaturwertenverglichen.Exemplarisch
wurdeneinigeDatenvon Grund-undAnregungszuständenvon Kohlenstoff, Sili-
zium,EisenundEisenionenberechnet.

FürdasProblemdesgekicktenWasserstoffs unddie in dieserArbeit behandel-
tenverwandtenSystemestehteinesystematischeUntersuchungmit nochhöherer
Anregungder Ausgangszustände,für die manaufgrunddesKorrespondenzprin-
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zips einebessereÜbereinstimmungmit denklassischenEigenschaftenerwartet,
nochaus.Es ist zwar mit denvorgestelltenDiskretisierungsverfahrenprinzipiell
möglich,Systememit nochhöhererAnregungzuberechnen,dernumerischeAuf-
wand für umfangreicheParameterstudienist dabei jedochaufgrunddesgroßen
IntegrationsradiusundderentsprechendhohenAnzahl finiter Elementebeträcht-
lich.

Der ProgrammcodeerlaubtdasZuschalteneinesstatischen,zu den elektri-
schenPulsenparallelenMagnetfelds.Damit könnteuntersuchtwerden,ob dieses
Feld einenstabilisierendenEinfluß auf die gekicktenAtome hat.DiesesSystem
hatbislangkeinenEingangin die Literaturgefunden.

Im Hartree-Fock-Codezur BerechnungatomarerDatenin Neutronensternma-
gnetfeldernsolltenhöhereLandauniveausmiteinbezogenwerden,dainsbesondere
für dieBerechnungderWellenfunktionenkernnaherElektronenschwererElemen-
teaufgrundderadiabatischenNäherungnureinemäßigeGenauigkeit zuerwarten
ist.AußerdemkanndamitderberechenbareMagnetfeldbereichvergrößertwerden.
Mit derFormulierungdesProblemsim RahmeneinesMultikonfigurationsansatzes
wurdebereitsbegonnen.

Wünschenswertist aucheineAutomatisierungderWahl derStartwellenfunk-
tionen des Iterationsverfahrens,damit es möglich ist, ohneKontrolle der Zwi-
schenergebnisseeinegroßeMengeanatomarenÜbergängenzuberechnen.
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