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Einleitung

Seit fast einem halben Jahrhundert arbeiten Wissenschaftler aus den verschiedensten
Disziplinen daran, das Verhalten von Molekiilen in Reaktionen zu simulieren. Dabei
wurden eine Reihe von ausgefeilten Methoden entwickelt und einige sehr beachtliche
Erfolge erzielt. Viele Probleme konnten jedoch bis heute nicht gelost werden und sind
nach wie vor Gegenstand intensiver Forschung [1].

Obwohl Molekulardynamik eigentlich in der Sprache der Quantenmechanik be-
schrieben werden sollte, basieren die meisten Simulationen auf Bewegungsgleichung-
en der Newtonschen Mechanik. Schon relativ einfache Molekiile bestehen ndmlich
aus so vielen Atomkernen und Elektronen, dass eine volle quantenmechanische Be-
rechnung selbst auf sehr leistungsfahigen Computern unmoglich ist, weil die grofie
Anzahl der Freiheitsgrade jegliche Rechenkapazitéit sprengt. Daran wird sich in den
nédchsten Jahrzehnten trotz der raschen Entwicklung auf dem Hardwaresektor aller
Voraussicht nach nichts éndern [1, 24, 25].

Die klassische Molekulardynamik liefert in vielen Anwendungen sehr gute Er-
gebnisse. Bei Prozessen wie Photodissoziation oder Protonentransfer in Enzymen,
wo der Quantencharakter des Systems entscheidend zum Vorschein kommt, produ-
ziert eine rein klassische Modellierung jedoch zwangslaufig falsche Resultate. Deshalb
richtet sich wachsendes Interesse auf die Frage, wie Quanteneffekte in die Simulation
einbezogen werden konnen. Dies erfordert nicht nur die Entwicklung von neuen, kom-
plizierteren Modellen, sondern auch von effektiven numerischen Integratoren, die auf
die spezielle Struktur dieser Modelle zugeschnitten sind.

Vielen Ansétzen liegt die Idee zugrunde, Atomkerne klassisch und nur Elektro-
nen quantenmechanisch zu beschreiben. Dies fithrt auf ein Mehrskalenproblem: Die
“Quantenteilchen” bewegen sich auf einer signifikant schnelleren Zeitskala als die
deutlich schwereren klassischen Partikel. Folglich stellt die numerische Integration

der Quantenbewegung den fiir die Gesamtrechenkosten kritischen Teil des Problems

1



2 FEinleitung

dar. Hier muss in der Regel die hochoszillatorische Losung der sogenannten elek-
tronischen Schrodingergleichung approximiert werden. Verwendet man dazu ein tra-
ditionelles Verfahren, so ist man gezwungen, die Schrittweite sehr klein zu halten
und einen hohen Rechenaufwand in Kauf zu nehmen. Deshalb geht die vorliegende
Arbeit der Frage nach, wie solche quantenklassischen Systeme und insbesondere die
elektronische Schrodingergleichung effizient integriert werden koénnen.

Die Arbeit lésst sich in zwei grofie Teile gliedern. Der erste Teil umfasst die Ka-
pitel 1 bis 4 und beginnt mit einer genaueren Analyse des Problemfelds sowie einer
Préazisierung der Ziele. Aulerdem wird die elektronische Schrodingergleichung in Ka-
pitel 1 durch eine unitdre Transformation in eine fiir die Numerik giinstigere Form
gebracht. Kapitel 2 und 3 beschéftigen sich ausschliellich mit dem Quantenteil des
Systems. Hier werden neue Integratoren vorgestellt, welche die Wellenfunktion der
elektronischen Schrodingergleichung deutlich effektiver berechnen als herkémmliche
Verfahren. Kapitel 4 zeigt, welche zusétzlichen Probleme auftreten, wenn im Rahmen
einer gemischt quantenklassischen Modellierung ein nichtlinear gekoppeltes System
von einer Newtonschen Bewegungsgleichung und einer elektronischen Schrodinger-
gleichung gelost werden muss. Jedes der drei Kapitel 2, 3 und 4 bietet neben der
Herleitung der entsprechenden Integratoren auch eine Fehleranalyse und ein nume-
risches Beispiel, das die Qualitéit der neuen Verfahren demonstriert. Der zweite Teil
besteht aus den Beweisen der Hauptresultate. In den Kapiteln 5, 6 und 8 werden
die Fehlerabschétzungen aus den Kapiteln 2, 3 und 4 bewiesen, wiahrend Kapitel 7
zeigt, dass das gekoppelte System durch die Transformation zu einem gleichméfig
wohlgestellten Problem wird. Im Anhang sind einige mathematische Hilfsmittel zu-

sammengestellt.



Kapitel 1

Problemfeld

1.1 Molekulare und elektronische Schroédinger-

gleichung

So nett Schrodinger personlich ist, so merkwirdig find’ ich seine Physik.

Werner Heisenberg in einem Brief an Wolfgang Pauli vom 28.7.1926"

Der Zustand eines Molekiils zum Zeitpunkt ¢ wird in der quantenmechanischen Be-
schreibung durch eine Wellenfunktion W = W(¢, x,y) dargestellt, wobei z € R" die
Koordinaten der Elektronen und y € R? die der Atomkerne bezeichnet. Die zeitliche

Evolution von W folgt der molekularen Schrodingergleichung

2

iV (t,x,y) = (—%Ay+Hel(y)) U(t,z,y). (1.1)

Dabei steht H(y) = —%Aw + V(x,y) fur den elektronischen Hamiltonoperator mit
Potential V. Der Parameter ¢ > 0 wird typischerweise als Quadratwurzel des Mas-
senverhéltnisses definiert, und weil die Masse m,,; der Atomkerne ungleich gréfer
ist als die Masse m,; der Elektronen, nimmt die Konstante ¢ = \/W einen
kleinen Wert an.? Bei Elektron-Ion-Interaktionen liegt das Massenverhéltnis bei-

spielsweise in der GroéBenordnung von 107%, was € ~ 1072 ergibt.

! Zitiert nach [29], S. 337f.
2 Zur Vereinfachung wird vorausgesetzt, dass alle im System auftretenden Atomkerne die gleiche
Masse haben.



4 Problemfeld

Leider erfordert eine Simulation mit der vollen molekularen Schrédingergleichung
einen so gewaltigen Rechenaufwand, dass nur sehr kleine Systeme rein quantenme-
chanisch beschrieben werden konnen. Bei grofleren Molekiilen muss man die hohe
Dimension des Problems durch Ubergang zu einem neuen Modell auf ein technisch
handhabbares Mafl reduzieren. Daher betrachtet man die Atomkerne oft als klassi-
sche Partikel, die sich geméfl einer Newtonschen Bewegungsgleichung entlang einer
Trajektorie ¢t — y(t) bewegen. Die Elektronen bleiben dagegen “Quantenteilchen”
und werden weiterhin durch eine Schrédingergleichung und deren Wellenfunktion

reprasentiert. Diese elektronische Schrodingergleichung lautet

W) = H((0)w(). (12)

Der Hamiltonoperator hat nach einer geeigneten Approximation die Form einer von
der Position der Kerne abhingigen Matrix H(y) € RV, die fiir jedes y € R? reell
und symmetrisch ist. Entsprechend wird die Wellenfunktion zu einem zeitabhédngigen
Vektor ¢ : R — CV.

Die Reduktion des Systems auf einen klassischen und einen quantenmechanischen
Teil kann auf verschiedene Arten erfolgen. Deshalb existieren in der Literatur mehre-
re quantenklassische Modelle, von denen zwei zur Illustration kurz skizziert werden

sollen.

Beispiel 1: QCMD (quantum-classical molecular dynamics)

In dem als QCMD bezeichneten Modell [4, 5, 9, 24, 25]

Mj = =V, (v H@)Y)
W = TH(y

3

(QCMD)

wird die klassische Dynamik von einem “gemittelten” Kraftfeld erzeugt. Als Kraft
verwendet man dabei einen Erwartungswert, in den die Wellenfunktion als Wahr-
scheinlichkeitsdichte eingeht. Da umgekehrt die Matrix H(y) in der Schrodinger-
gleichung von der Position der Kerne abhéngt, fithrt dies auf ein nichtlinear ge-
koppeltes System von Differentialgleichungen. Dabei ist die Massematrix M eine

Diagonalmatrix, welche die Massen der Atomkerne als Eintrige enthélt.



Problemfeld 5)

Beispiel 2: Surface hopping

Bei diesem Ansatz [9, 24, 31, 32] betrachtet man fiir jedes klassische Teilchen ein

ganzes Ensemble von Trajektorien, die jeweils eine Differentialgleichung der Form
Mi = =VyAi(y) (1.3)

erfiillen, wobei \;(y) der j-te Eigenwert des Hamiltonians H(y) und M wie zuvor
die Massematrix ist. Die Kraft in der klassischen Dynamik hingt also immer nur
von einem Zustand (d.h. von einem Eigenwert) ab. Dieser Zustand wird stochastisch
bestimmt. Dazu 16st man die elektronische Schrodingergleichung (1.2) und berech-
net die Koeffizienten der Wellenfunktion beziiglich der Eigenbasis. Die Quadrate der
Absolutbetriage dieser Koeffizienten werden dann als Wahrscheinlichkeiten interpre-
tiert, mit denen per Zufallsexperiment entschieden wird, ob das Teilchen vom j-ten
in den k-ten Zustand iiberwechselt. In diesem Fall ersetzt man in der klassichen
Differentialgleichung V,\;(y) durch V,A;(y).

Der Ubergang von der vollen molekularen Schrédingergleichung (1.1) zu einem wie
auch immer strukturierten Modell ist natiirlich ein Approximationsschritt, bei dem
Informationen verloren gehen. Dies wirft wichtige Fragen zur Aussagekraft und Ge-
nauigkeit des Modells auf. Diese Fragen sollen jedoch in der vorliegenden Arbeit nicht
diskutiert werden, weil in ihrem Zentrum ein anderes Problem steht: die numerische
Losung der Differentialgleichungen. Fiir die Numerik liegt die grofite Schwierigkeit in
der Approximation des Quantenteils. In beiden obigen Beispielen, aber auch in an-
deren Modellen muss die elektronische Schrodingergleichung (1.2) integriert werden,
und dies ist — abgesehen von den Auswertungen des Hamiltonians — der rechnerisch
aufwendigste Schritt. Da man die Gesamtrechenzeit durch eine schnelle Berechnung
der Wellenfunktion deutlich verkiirzen kénnte, sollen in dieser Dissertation effiziente
numerische Integratoren fiir die elektronische Schrédingergleichung entwickelt und

analysiert werden.

1.2 Numerische Sichtweise: Probleme und Ziele

Zunéchst nehmen wir an, dass die klassische Trajektorie t —— y(t) bekannt sei,
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weil sie entweder a priori oder parallel zur Wellenfunktion berechnet wird.? Der
urspriinglich positionsabhéingige Hamiltonian H(y) kann nun als eine zeitabhéngige
Funktion t — H (y(t)) betrachtet werden, die wir — mit einem leichten Verstof3
gegen die Konventionen der Notation — der Einfachheit halber mit H(t) bezeichnen.

Die elektronische Schrodingergleichung (1.2) lautet damit

W) = SHEOUE). (1.4)

Die Schwierigkeit beim Losen von (1.4) besteht darin, dass die Wellenfunktion ) (t)
bei kleinem Massenverhéltnis stark oszilliert. Diese Oszillationen entstehen durch
den kleinen Parameter ¢, der im Nenner der Ableitung auftritt. Die Geschwindigkeit
der Oszillation verhélt sich umgekehrt proportional zu €, wird also fiir e — 0 immer
schneller. Um die Abhéngigkeit vom Wert des Parameters € zu verdeutlichen, wird
die Losung von (1.4) im Folgenden mit 1. (t) bezeichnet.

Wer fiir die Approximation von .(t) einen Standardloser wie z.B. die exponen-
tielle Mittelpunktsregel oder ein Runge-Kutta-Verfahren benutzt, muss die Zeit-
schrittweite h so klein wéhlen, dass jede Oszillation durch viele Schritte aufgeldst
wird. Dieses Vorgehen erfordert jedoch in praktischen Anwendungen einen enormen
Rechenaufwand, weil H(t) in jedem Schritt mindestens einmal ausgewertet wer-
den muss und dies in der Regel mit hohen Rechenkosten verbunden ist. Auch die
Verfahren, die in den letzten Jahren fiir Gleichungen vom Typ (1.4) vorgeschlagen
wurden [2, 14, 15, 16, 18], produzieren nur bei kleiner Schrittweite h < ¢ zufrieden-
stellende Ergebnisse oder verlangen in jedem Zeitschritt viele teure Auswertungen
des Hamiltonians. Deshalb ist es das Ziel der vorliegenden Arbeit, neue numerische

Integratoren zu entwickeln, welche die folgenden Kriterien erfiillen.

e Das Verfahren soll auch dann noch prézise Resultate liefern, wenn die Schritt-
weite so grofl gewihlt wird, dass zwischen zwei Approximationen eine oder
mehrere vollstindige Oszillationen der exakten Losung liegen. Mit anderen
Worten: Nicht erst ab h < e, sondern bereits fiir h > ¢ muss die Genauigkeit

ein akzeptables Niveau erreichen.

e Der Approximationsfehler soll durch Ch? mit einer von ¢ unabhingigen Kon-

stanten C beschrankt sein.

3Kapitel 4 wird sich detailliert mit den Schwierigkeiten beschiftigen, die im Fall des QCMD-
Modells durch die gleichzeitige Berechnung von y(t) und v (t) entstehen.
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e Das Verfahren soll pro Zeitschritt nur eine Auswertung von H(t) bendtigen.
e Das Verfahren soll zeitsymmetrisch sein.

Um dieses Ziel zu erreichen muss die besondere mathematische Struktur des Pro-

blems ausgenutzt werden. Dazu sind einige Vorarbeiten notwendig.

1.3 Transformation

Es wird sich als giinstiger erweisen, bei der Herleitung neuer Verfahren nicht von
der elektronischen Schrodingergleichung (1.4) auszugehen, sondern die Differential-
gleichung zuerst in eine fiir die Numerik vorteilhaftere Form zu iiberfithren. Dabei
kann man ausnutzen, dass H(t) symmetrisch ist und daher mittels einer orthogona-

len Matrix Q(t) diagonalisiert werden kann:

H(t) = QAMQM)", At) = diag(Ax(t)). (1.5)

Der Einfachheit halber soll zunéchst angenommen werden, dass die Matrizen Q(t)
und A(¢) als Funktionen der Zeit “gentigend oft” stetig differenzierbar sind. Diese
Annahme wird spéter konkretisiert. Im Folgenden bezeichne ®(¢) das Integral tiber

die Eigenwerte, d.h.
O(t) = /A(s) ds, ¢ = diag(¢,). (1.6)

Durch die unitare Transformation
7
Q) = e (~L80) n.0) (17)

kann man nun eine Funktion 7.(¢) definieren, die bis auf die oszillierende Phase
exp(—i®(t)/e) dem Koeffizientenvektor von 1. (t) beziiglich der Eigenbasis von H ()
entspricht. Das Einsetzen der Transformation (1.7) in die urspriingliche Schrodinger-

gleichung (1.4) ergibt nach kurzer Rechnung die Differentialgleichung

i0) = o (200 woew (~Low) ) w0, (19)

€
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deren rechte Seite aus einer von zwei oszillierenden Exponentialen eingerahmten
Matrix W (t) = QT (t)Q(t) besteht. Wegen

d d, _ T
=1 = 2(Q"0QW) = W)+ W)

ist W(t) zu jedem Zeitpunkt schiefsymmetrisch und damit konstant Null auf der

0 =

Diagonalen.

Was spricht aus der Sicht der Numerik dafiir, die Schrédingergleichung zu transfor-

mieren und anstelle von 9. (t) die Funktion 7.(¢) zu berechnen?

e Die rechte Seite der elektronischen Schrodingergleichung (1.4) wird fiire — 0
unbeschrankt, weil das Massenverhéltnis im Nenner auftritt. In der neuen Dif-
ferentialgleichung (1.8) dagegen steht & nur im Argument der Exponentialma-
trizen. Das fithrt zwar dazu, dass die rechte Seite von (1.8) fiir schwindendes
¢ immer schneller oszilliert, doch weil die Exponentiale unitdre Matrizen sind,
bleibt die Ableitung von 7. gleichméfig beschrankt. In diesem Sinne ist 7.(t)
“glatter” als 1.(t), und es erscheint vorteilhaft fiir die Numerik, mit (1.8)

anstelle von (1.4) zu arbeiten.

e Falls sich die Diagonalisierung (1.5) glatt in der Zeit verhélt, bewegt sich die
Losung von (1.8) innerhalb einer Umgebung der Grofienordnung O(e) um den
Startwert, d.h. es gilt n.(t) = n-(to) + O(e) . Diese GesetzméBigkeit, die im
néchsten Abschnitt hergeleitet wird (vgl. 1.4.1), liefert ein weiteres Argument
fir die Transformation des Problems, denn wihrend die Wellenfunktion 9. (¢)

auf einer Skala von O(1) oszilliert, beschreibt 7. (t) gewissermafien Korrekturen

der Ordnung O(e).

e Die rechte Seite von (1.8) hat zwar eine kompliziertere Gestalt, bietet dafiir
jedoch den Vorteil, dass hier die langsamen und schnellen Bewegungen ge-
trennt sind: Im Gegensatz zu den oszillierenden Phasen veréndert sich W
typischerweise nur langsam. Es ist insbesondere hilfreich, dass die schnellen

Freiheitsgrade in Form von Exponentialfunktionen auftreten.

Obwohl es also mehrere gute Griinde gibt, bei der Konstruktion numerischer Verfah-
ren von der transformierten Gleichung (1.8) auszugehen, soll hier nicht der Eindruck
entstehen, dass alle Schwierigkeiten nun schon {iberwunden seien. Der kleine Parame-

ter € ist nicht verschwunden, sondern verursacht nach wie vor schnelle Oszillationen.
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Deshalb muss auch die neue Differentialgleichung mit einer sehr kleinen Schrittweite
und vielen Zeitschritten approximiert werden, wenn ein Standardverfahren verwen-
det wird. Spéter wird sich herausstellen, dass (1.8) in gewissen Situationen sogar
Nachteile gegeniiber (1.4) aufweist (vgl. Abschnitt 2.8). Schliefllich soll hier nicht
verschwiegen werden, dass der Preis fiir die Transformation in einer Diagonalisierung
von H(t) besteht, die in jedem Zeitschritt berechnet werden muss. Falls die Matrix
H(t) groB und eine vollstédndige Diagonalisierung nicht durchfiihrbar ist, geniigt es
unter Umsténden, den von den Eigenvektoren der wesentlichen Eigenwerte aufge-
spannten Teilraum zu betrachten. Eine solche partielle Diagonalisierung fithrt auf
ein zu (1.8) dhnliches Problem [20]. Die Motivation fiir dieses Vorgehen liefert der
sogenannte Adiabatensatz, der im nichsten Abschnitt (vgl. 1.4.1) diskutiert wird.

1.4 Adiabatische und nichtadiabatische Dynamik

Da die Transformation (1.7) auf der Diagonalisierung von H(t) beruht, beeinflusst
das qualitative Verhalten der Eigenwerte und Eigenvektoren die “Natur” der Lésung
von (1.8). Zwei Fille miissen dabei unterschieden werden: Die adiabatische und die
nichtadiabatische Situation. Leider wird der Begriff “adiabatisch” in Mathematik,
Physik und Chemie mit teilweise vollig verschiedenen Bedeutungen gebraucht. Was
in der vorliegenden Arbeit darunter zu verstehen ist, soll nun geklart und veran-

schaulicht werden.

1.4.1 Der Adiabatensatz

Integriert man (1.8) von einem Startzeitpunkt ¢, bis ¢, so ergibt dies

ne(t) —n-(to) = /t exp (é@@)) W (s) exp <—£<I>(S)) n.(s) ds.

to

Wenn man diese vektorielle Gleichung eintragsweise betrachtet, den Term
1= LOys) - M(s) - = !

£ i (Aj(s) = Mi(s))

einschiebt und partiell integriert, erhélt der j—te Eintrag des Vektors die Form

(J # k)
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S o0 (2050~ 0n09) ) 5 1 250

k=1 s=to
- i / e (L0109 - 0)) 5 (5 ) K

Fiir die Losung von (1.8) gilt also

ne(t) = me(to) + O(e) (1.9)

gleichméfig auf kompakten Zeitintervallen, falls die Voraussetzungen

Wi (1) ' = o). %(%)

A1) = M) - 01)  (110)

fir alle t € [t, teng) und j,k = 1,..., N mit j # k gegeben sind. Dies fiihrt auf die
beiden folgenden Bedingungen:

(Adial) Keine Eigenwertkreuzungen: Die Eigenwerte von H(t) als Funktio-
nen der Zeit kreuzen sich nicht und bleiben getrennt. Es gibt also eine von
e unabhéngige Schranke dist(A) > 0 derart, dass fiir jedes Eigenwertpaar
Ar und \; mit k #£ [ gilt:

Ne(t) — N(B)] > dist(A) YVt € [to, tend].

(Adia2) Glatte Diagonalisierung: Die Matrizen W (t), W (t) und A(t) haben

eine von € unabhéngige Schranke C', d.h.

W@ <o, WO <C AR £ C  VtE o, tend).

Aus (1.9) folgt der sogenannte Adiabatensatz (quantum-adiabatic theorem), ein Re-
sultat von Born und Fock [3] aus den Pioniertagen der Quantenmechanik: Stellt man
die Losung 1. (t) von (1.4) in der Eigenbasis von H(t) dar, so sind die Absolutbetrige
der (zeitabhingigen) Koeffizienten unter den obigen Voraussetzungen adiabatische
Invarianten, d.h. sie konvergieren fiir ¢ — 0 gegen feste (zeitunabhiingige) Werte.*
Diese Beobachtung diente bereits im vorherigen Abschnitt als Argument fiir die

Transformation, doch es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass wir nicht am

4Mehr zum Thema der adiabatischen Entkopplung findet man in [30].
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Abbildung 1.1: Obere Reihe: Eigenwerte A (t) und Ao(t) sowie Asymptoten
hi1(t) = t und haeo(t) = —t (gestrichelt) fur 6 = 2, 1, 0.5, 0.1 (von links nach
rechts). Untere Reihe: ||W(t)]| fiir dieselben Werte von 4.

Limes der Losung von (1.4) oder (1.8) fiir ¢ — 0 interessiert sind, sondern dass
die Losung fiir ein beliebig kleines, aber fest gewihltes ¢ berechnet werden soll. Der
Adiabatensatz als rein theoretisches Resultat hilft dabei nicht.

1.4.2 Ein Modellproblem

Die Abhéngigkeit der Losung 7. (t) vom Verhalten der Diagonalisierung lasst sich an

einem einfachen Beispiel demonstrieren. Sei H(t) die von einem Parameter 6 > 0

H{t) = (; _i) (1.11)

abhéngige 2 x 2—Matrix
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mit der Diagonalisierung

sin (¢(t))  cos (s(t))
1

( VEFE 0

At) = (1.12)
V2 + 82

o) — (cos s(t)) —sin (c(t)) (1.13)

(t) = §—arctan (5) (1.14)

Die obere Zeile in Abbildung 1.1 zeigt, dass die Eigenwerte von H(t) bis zum Zeit-
punkt ¢ = 0 aufeinander zulaufen und sich dann wieder trennen. Dabei verhalten sie
sich fiir t — Zoo asymptotisch wie die Diagonaleintrége von H(t). Der minimale
Abstand der Eigenwerte betriagt A;(0) — A2(0) = 24. Ist ¢ klein (z.B. 6 = 0.1), so
wird eine solche Situation als Fastkreuzung oder vermiedene Kreuzung der Eigenwer-
te (avoided eigenvalue crossing) bezeichnet, denn wahrend sich die Asymptoten in
0 schneiden, vermeiden die Eigenwerte die Kreuzung, indem sie zur jeweils anderen
Asymptote tiberwechseln. Fiir grole Werte von § (z.B. § = 2) bleiben die Eigenwerte
immer deutlich getrennt, sodass man nicht mehr von einer Fastkreuzung sprechen
kann.

Die Matrix W (t) aus der transformierten Differentialgleichung lautet

w0 = g () (L1

Bei grofien Werten von § bleibt die Norm von W (t) also klein, doch fiir 6 < 1
wéachst sie in der Umgebung der Fastkreuzung bei ¢t = 0 plotzlich an und erreicht
ein Maximum von 1/26 (vgl. Abbildung 1.1, untere Zeile).

Betrachten wir nun das Verhalten der Losung von (1.8) auf dem Intervall [—1, 1]
in den beiden Fillen 6 = 0.1 und § = 2. Dabei sei 7.(—1) = (5 —3i,2+14)"/v/39 der
Startwert und ¢ = 0.01. Hier und in spéteren Beispielen wird meist nur der erste
Eintrag nt )( t) der vektorwertigen Funktion 7.(t) abgebildet, da sich die anderen

Eintrdge qualitativ dhnlich verhalten.

Beispiel I: § = 2

Fiir 6 = 2 sind die Voraussetzungen (Adial) und (Adia2) klar erfiillt, denn es gilt
Ae(t) = N(6)] = 4, [M(t) — N(@®)] < 2, [W(t)]| < 0.25 und [W(E)]| < 0.1 (vel.
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Abbildung 1.1). Deshalb scheinen Real- und Imaginérteil der exakten Losung kon-
stant zu bleiben, wenn man sie auf einer Skala von O(1) abbildet wie in Abbildung
1.2. Erst in den beiden unteren Schaubildern, wo ein Ausschnitt des Intervalls ver-
grofert dargestellt ist, kann man erkennen, dass die Eintrdge von 7.(t) — wie von

(1.9) vorhergesagt — innerhalb eines Rahmens von O(e) oszillieren.

Beispiel II: § = /e = 0.1

Bei dieser Wahl von § sind die Schranken in (Adial) und (Adia2) so klein bzw.
grof3, dass (1.10) nicht mehr erfiillt ist. Dies hat deutliche Auswirkungen auf das
Verhalten der Losung, denn zusétzlich zu den Ostzillationen auf der kleinen Skala
finden im Bereich der Fastkreuzung nun sogenannte nichtadiabatische Uberginge
statt: Die Losung verlidsst bei ¢t ~ 0 ihre O(¢)-Umgebung, springt auf ein neues
Niveau und bleibt dort, sobald sich die Eigenwerte nach der Fastkreuzung wieder
trennen. Im Gegensatz zu den winzigen Oszillationen sind diese Ubergénge auf der
groflen Skala sichtbar.

Der Begrift avoided eigenvalue crossing suggeriert, dass allein das Verhalten der
Eigenwerte die nichtadiabatischen Uberginge verursacht. Dies ist jedoch nicht der

Fall, wie das Beispiel

H(t) = <t o) 5) — AW, Q) =1

zeigt. Auch hier ndhern sich die Eigenwerte bis zu einem minimalen Abstand von
26 an, doch wegen W (t) = QT (t)Q(t) = 0 besitzt (1.8) nur die konstante Losung
n-(t) = 1:(t), d.h. es treten insbesondere keine nichtadiabatischen Uberginge auf.
Fiir solche Effekte ist das plotzliche Anwachsen von ||[W(t)]|, d.h. das Verhalten der

Eigenbasis mindestens genauso entscheidend wie das Verhalten der Eigenwerte.

1.4.3 Die Landau-Zener-Formel

Fast- oder tatséchliche Kreuzungen der Eigenwerte und die damit verbundenen

nichtadiabatischen Ubergéinge sind in Physik und Chemie von grofer Bedeutung?®,

5 In der Physik und Chemie werden meist die Begriffe conical intersection oder energy level

crossing verwendet.
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Realteil von n, Imaginérteil von n,
1 -0.3
0.9
-0.4
0.8

0.7 -0.5
0.6 ~06
0.5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
t t
0.8007

-0.4802

0.8005 -0.4804

0.8003 -0.4806
09 095 1 0.9 095 1

t t

Abbildung 1.2: Exakte Losung fiir 6 = 2. Links der Realteil, rechts der Imaginérteil

von nél)(t). Die Vergroflerungen (unten) zeigen, dass die Losung innerhalb eines

Bereichs von O(¢) oszilliert.

Realteil von n, Imaginarteil von n,
1 -0.3
0.9
-0.4
0.8
0.7 -0.5
0.6 /4 ~06
0.5 4
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
t t
0.6134 -0.6254
0.6133 -0.6255
0.6132 -0.6256
0.6131 -0.6257
0.613 -0.6258
0.9 095 1 09 095 1

t t

Abbildung 1.3: Exakte Losung fiir 6 = 0.1. Links der Realteil, rechts der Ima-
ginérteil von nél)(t). Im Bereich der Fastkreuzung um ¢ = 0 finden nichtadiabatische
Ubergiinge auf der grofen Skala statt, wohingegen die schnellen Oszillationen wie

zuvor erst in der VergroBerung (unten) zu erkennen sind.
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weil sie eine Vielzahl von Prozessen modellieren [33], doch auch fiir den Mathema-
tiker stellen sie ein interessantes Problem dar, das seit den Anfingen der Quanten-
mechanik bis zum heutigen Tag Gegenstand intensiver Forschung ist [7, 10, 11, 22,
28, 34].

Eines der bekanntesten und wichtigsten Resultate in diesem Bereich ist die be-
reits 1932 von Landau und Zener unabhéngig voneinander entdeckte Landau-Zener-
Formel [22, 34]. Angewandt auf das Modellproblem aus Abschnitt 1.4.2 besagt sie:
Falls die beiden Eintrége des Startwerts vor der Fastkreuzung die Absolutbetrige

i (—o0) = 1, [nP(=o0)]> = 0
haben, so gilt nach der vermiedenen Kreuzung
Y (+o0)P = 1-P, [P (+o0) = P

mit einer Ubergangswahrscheinlichkeit P, die niherungsweise durch

2
P = exp (—7‘(‘5—)
€

gegeben ist. Nach Abbildung 1.4, welche die Funktion P(x) = exp(—nx) zeigt, sind
fiir 6 < y/2 bis § ~ /¢ deutliche Ubergéinge zu erwarten. Allgemeinere und mathe-
matisch préziser formulierte Varianten der Landau-Zener-Formel sowie die entspre-

chenden Beweise findet man in [11] und [7].

P(x)=exp(-m x)

0.87
0.67
0.4r
0.27

X

Abbildung 1.4: Ubergangswahrscheinlichkeit P(z) = exp(—mz).
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Die Landau-Zener-Formel kann als komplementéires Resultat zum Adiabatensatz
aufgefasst werden. Wahrend der Adiabatensatz bzw. (1.9) fiir festes § und e — 0
eine Aussage iiber die Konvergenz gegen den adiabatischen Limes macht, beschreibt
die Landau-Zener-Formel die Abweichung von eben diesem Limes bei festem ¢ und
0 — 0.

1.4.4 Zusammenfassung

Adiabatisch bezeichnet im Folgenden eine Situation, in der die Schranken in (Adial)
und (Adia2) hinreichend groB bzw. klein gewihlt werden konnen, sodass (1.10)
und damit (1.9) gilt. Falls dies nicht der Fall ist und die Losung 7.(¢) deutliche
Uberginge auf der groBen Skala zeigt wie in Abbildung 1.3, soll dies nichtadiaba-
tisch genannt werden. Eine iiberwiegend adiabatische Evolution, die nur von wenigen
kurzen nichtadiabatischen Abschnitten unterbrochen wird, heifit fast adiabatisch.
Das Modellproblem aus Abschnitt 1.4.2 verhilt sich also fiir 6 > /e adiabatisch,
ab 0 ~ /e dagegen nichtadiabatisch. Diese Begriffsbestimmung ist natiirlich keine
streng mathematische Definition. Eine solche wére auch gar nicht sinnvoll, weil die

Grenzen zwischen adiabatisch und nichtadiabatisch flieend sind.



Kapitel 2

Verfahren mit linearer

Phasenapproximation

Die Transformation (1.7) ist an sich keine neue Idee. Sie taucht in der chemischen
Literatur vor allem im Zusammenhang mit sogenannten surface-hopping-Methoden
auf (vgl. [9, 32]). Allerdings wurden zur Losung der neuen Differentialgleichung (1.8)
stets herkémmliche Verfahren mit einer winzigen Schrittweite h < ¢ benutzt, was
einen gewaltigen Rechenaufwand erfordert. Dass die Transformation des Problems
die Konstruktion von wesentlich effektiveren Zeitintegratoren erméglicht, wurde bis-
her nicht erkannt. Solche Integratoren sollen in diesem Kapitel vorgestellt werden.
Dabei ist es aufschlussreich, von einem sehr simplen Verfahren auszugehen und die-

ses nach und nach zu verfeinern.

2.1 Notation

Von nun an sei E(®) = (ekl(@))kl die Matrix mit den Eintrédgen

exp (é(m - qsl)) falls s £ 1,

0 sonst.

Damit kann die transformierte Differentialgleichung (1.8) in der Form

it) = (B(@0) e W(R))n() (2:2)

17
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geschrieben werden, wobei e fiir die eintragsweise Multiplikation von Matrizen steht.
In der Bezeichnung der Losung 7.(t) wird der Index ¢ kiinftig weggelassen. Weiter
seien D(A) und D~(A) Matrizen mit den Eintridgen

e —A)™h falls k £ 1,

0 sonst.

de(A) = e — Ay dy(A) = {

Demnach ist D~(A) nicht die Inverse von D(A), doch es gilt D(A)e D~ (A)e M = M
fir jede Matrix M mit diag(M) = 0. Diese Definitionen iibertragen sich in offen-

sichtlicher Weise, falls ® oder A durch eine andere Diagonalmatrix ersetzt werden.

2.2 Verfahren 1

Die Schrittweite h sei so gewihlt, dass h > & > h%. Durch Integrieren der Gleichung

(2.2) von t,,_1 bis t,41 mit ¢, =ty + nh erhdlt man

Ntasr) = n(te_t) +h / (E((I)(tn +0h)) o W(t, + Gh))n(tn +0R) df. (2.3)

Dies ist die Ausgangsgleichung, aus der numerische Verfahren hergeleitet werden
kénnen, indem man die Zwischenwerte E(®(t,, + 0h)), W (¢, + 6h) und n(t, + 6h)
durch berechenbare Grofien approximiert. Die wohl einfachste Art und Weise besteht

darin, alle Terme am Mittelpunkt des Intervalls [¢,,_1,t,1] einzufrieren, d.h.

O(t, +60h) =~ D(t,), (2.4)
W(t, +60h) ~ Wi(t,), (2.5)
N(tn +0h) =~ n(tn). (2.6)

Das Integral ®(t,) = [," A(s) ds und die in W(t,) = QT (t,)Q(t,) enthaltene Ab-

leitung kénnen durch die Trapezregel
Dltn) & @y = Opy +h(Aln) + Altn 1)) (2.7)

oder die Simpsonregel

O(t,) ~ &, = <I>n_2+g(A(tn)+4A(tn_1)+A(tn_2)> (2.8)
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bzw. den symmetrischen Differenzenquotienten
1
2h
angendhert werden. Dies ergibt die explizite Mittelpunktsregel

W(ta) = Wo = 5 (Qtns1) — Qta-1))" Q(tn) (2.9)

Tosi = Ty +2h (E(d)n) . Wn> - (2.10)

Leider erfiillt die Mittelpunktsregel unsere in Abschnitt 1.2 formulierten Anforde-
rungen nicht, denn sie liefert nur fiir h < ¢ sinnvolle Ergebnisse. Der Grund ist
leicht ersichtlich: Der Fehler aus (2.4) liegt zwar im Bereich von O(h), wird aber
beim Einsetzen in E(-) mit dem Faktor 1/e aus der Definition (2.1) multipliziert.
Da sich also die Ndherung (2.4) als zu grob erweist, liegt es nahe, stattdessen die

lineare Approximation

O(t, +0h) ~ P(t,) + OhA(t,) (2.11)

zu verwenden, wobei daran erinnert sei, dass A(t) = ®(¢) nach (1.6) gilt. Dies fiithrt

anstelle von (2.10) auf

1

et = Tai+h / <E(<I>n +OhA(t,)) @ Wn)nn df
-1
1

= Noo1+h E(CI)n) ° /E(Qh/\(tn)) dg e W, | n,.

-1

Das Integral kann exakt berechnet werden, weil die Eintrage von F (HhA(tn)) Expo-

nentialfunktionen sind, und mit
1
Alt,) = /E(GhA(tn)) do (2.12)
21

erhalt man das Verfahren 1:

Tos1 = Moot + h(A(tn) o« £(D,) o Wn) - (2.13)

Dieses Verfahren ist zwar in seiner Form der expliziten Mittelpunktsregel noch sehr
dhnlich, unterscheidet sich aber von dieser durch die Integralmatrix A(t,), die ei-

ne Mittelung iiber die hochoszillatorischen Exponentialfunktionen bewirkt. In den



20 Verfahren mit linearer Phasenapproximation

numerischen Beispielen in Abschnitt 2.7 wird sich zeigen, dass diese Mittelung die
Genauigkeit des Verfahrens erheblich verbessert, dass aber auch Verfahren 1 unseren
Anspriichen noch nicht geniigt. Um bei grofien Schrittweiten h > e die gewiinschte
Prézision zu erreichen, miissen auch die Ersetzungen (2.5) und (2.6) verbessert wer-
den. Die grundlegende Idee bleibt jedoch dieselbe: Der mittelnde Effekt des Inte-
grals muss ausgeniitzt werden, indem man die Exponentialfunktionen analytisch

integriert.

2.3 Verfahren 2

Eine Grundregel der Numerik von gewohnlichen Differentialgleichungen sagt: Ein
stabiles Verfahren mit einem lokalen Fehler von O(h?™') mit p € N besitzt einen
globalen Fehler von O(h?), weil sich die Fehlerterme typischerweise aufsummieren
und eine h-Potenz “schlucken”. Fiir unsere Ziele (p = 2) wire die naheliegende Vor-
gehensweise demnach, den Integrator so anzulegen, dass sich der lokale Fehler wie
O(h?) verhilt. Mit der linearen Phasenapproximation (2.11) ist dies jedoch nicht zu
erreichen. In Kapitel 3 werden daher Verfahren mit quadratischer Phasenapproxi-

mation untersucht.

Zuvor soll jedoch eine andere Strategie verfolgt werden, welche die oszillatori-
sche Natur des Problems beriicksichtigt und bei den folgenden Fragen ansetzt: Was
geschieht, wenn die Terme des lokalen Fehlers oszillieren und sich nicht oder nur
geringfiigig aufsummieren? Geniigt in diesem Fall auch eine lokale Genauigkeit von
O(h?), um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten? Die Aufgabe fiir die néichsten
beiden Abschnitte lautet deshalb: Konstruiere ein Verfahren, dessen lokaler Fehler

aus Termen der Form
h? - oszillierende Terme + O(hs)

besteht und kontrolliere, in wieweit sich die oszillierenden Terme aufsummieren.

Dabei geht die Herleitung wieder von der Gleichung (2.3) aus, doch anders als
bei Verfahren 1 wird n(t, + 6h) jetzt durch eine Approximation héherer Ordnung

ersetzt:
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D(te +0R) = 1ty) +h (E(CI)(tn +oh)) e Wty + ah))n(tn +oh) do

Q
3
e
+

>

(E(CI)(tn +oh)) e Wty + ah))n(tn) do.  (2.14)

Nach Einsetzen von (2.14) in (2.3) erhélt man mit (2.11), (2.5), (2.9) und (2.8)

Nltnn) = (i) + (At o E(20) @ W )n(ta)

: ; (2.15)
e / (B (@, +0nA(1,) 0 7., / (E@, + ohA(L,) « W, )(t,) do db
-1 0
Der [-te Eintrag des Terms mit dem Doppelintegral ist
N N ;
30> (£ (o o) ) ufuly)
j=1 k=1
10 .
. / / exp <§h<9>\l(tn) + (0 — O)\(t) — aAk(tn))> do df ™. (2.16)
210

Da alle Summanden mit & # [ oszillieren und somit in den lokalen Fehler eingehen

diirfen, wird statt der gesamten Summe iiber k nur der glatte Term mit £ = [

beibehalten, d.h.

N Lo :
n n 1 n
RS wul) //exp (gh((e — o) (Milta) — Aj(tn)))) do dgn™.  (2.17)
j=1 210
Dabei kann sowohl das Doppelintegral in (2.17) als auch das Integral (2.12) analy-

tisch berechnet werden. Verwendet man schliefSlich, dass wegen der Schiefsymmetrie

(n) (n) (n)
wy = —wys, o wyy =0

gilt, so erhalt man den folgenden Algorithmus:
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. Esselen n,, np_1, Q(tn), Q(ta—1), A(tn), A(tn_1), Pn, P,_1 aus den vorherigen

Schritten bekannt.

. Werte H(t,+1) aus und diagonalisiere

H(tp1) = Q(tn+1)A(tn+l)Q(tn+l>T-

. Aktualisiere die Phase:

h
b,y = D, 1+ §<A(tn+1) +4A(t,) + A(tn_1)>.

. Berechne W,, = (w,(g)) durch
Kl

1

Wy, = ﬁ(Q(th)—Q(tn—1)>TQ(tn)-

. Berechne das Integral (2.12): Setze A(t,) = <akl(tn)) mit

k.l

sin Tl
2

ap(tn) = Tkl

0 sonst,

falls k #£ [,

wobel Tl — h()\k(tn> - /\l<tn)>/5

. Setze A, = (A(tn) « B(D,)e Wn).

. Berechne das Doppelintegral aus (2.17): Setze C(t,,) = <Ckl<tn)> mit

k.l
22

ckl(tn) = kl

(a:kl — sin xkl) falls k # [,

0 sonst,

wobei x; wie in Schritt 5 definiert ist.

. Setze C,, = diag (C C(" ) mit

> () et

J=1
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9. Aktualisiere den Quantenvektor:

D1 = o1+ h Aty + B Cotjn.

10. Aktualisiere die Wellenfunktion:

wn—&-l = Q(tn—H) exXp (_éq)n—&-l) Tn+1- (2'18>

Bemerkungen. 1. Das Verfahren ist zeitsymmetrisch und bené6tigt nur eine Aus-

wertung und Diagonalisierung von H(t) pro Zeitschritt.

2. Vorsicht bei der Diagonalisierung! Die Anordnung der Eigenwerte in A(¢) und ent-
sprechend der Eigenvektoren in ((¢) muss in allen Schritten gleich sein. AuBlerdem
achte man darauf, dass bei der Diagonalisierung keine kiinstlichen Vorzeichenwech-

sel der Eigenvektoren erzeugt werden.

3. Da W (t) schiefsymmetrisch ist, sollten Nichtnulleintrige auf der Diagonalen, die

eventuell durch den Differenzenquotienten entstehen konnten, geloscht werden.

4. Da die Norm der Approximationen im Gegensatz zur Norm der exakten Losung
nicht erhalten bleibt, sollte man alle 7 und v, entsprechend normieren. Dies zahlt
sich vor allem im nichtadiabatischen Fall aus. Die Normierung sollte jedoch im Sinne
einer Nachbearbeitung vorgenommen werden, d.h. erst nach dem letzten Zeitschritt,
wenn alle Werte vorliegen. Wiirde man jedes neue 1 und v, sofort normieren, wiirde

man dadurch die Zeitsymmetrie des Integrators zerstoren.

2.4 Verfahren 3

Das Verfahren 2 kann weiterentwickelt werden, indem man den Zwischenwert
W (t, 4+ 0h) in (2.3) nicht einfriert wie in (2.5), sondern mittels

Wty +6h) ~ W(t,) +0hW(t,) (2.19)

linear approximiert. Dies erhdht zwar nicht die Ordnung des Verfahrens, wie wir im
néchsten Abschnitt sehen werden, bewirkt aber eine deutliche Fehlerreduzierung in
der nichtadiabatischen Situation, wo sich W (t) schnell dndert (vgl. Abbildung 1.1

auf Seite 11). Durch die verbesserte Approximation (2.19) entsteht ein zusétzlicher
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Term
1
h* /E((I)(tn +0h)) @0 W, do | n(t,)

—1

der via (2.11) und (2.8) in
(B(ta) o E(@,) 0 VW, ),

iibergeht. Das darin enthaltene Integral

Blt,) — / O (0hA(t,)) df (2.20)

-1

kann wiederum exakt berechnet werden. Die Ableitung W (t,) ersetzt man durch

Wairpy = 3 (Qtwn) = Q1)) 3 (Qtwsn) + (1),
: 1 (2.21)
Wo = = (Waiie = Waorp).

Der Algorithmus lautet damit:

1.- 8. Wie in Verfahren 2.
9. Berechne W, mit (2.21).

10. Berechne das Integral B(t,) = <bkl(tn)>k /;

21 21
—22 sin xy; — il cosxy falls k # 1,
bu(tn) = Tt Tt
0 sonst

mit xj; aus Schritt 5.
11. Setze B, = B(t,)  E(®,,) o W,.
12. Aktualisiere den Quantenvektor:

h+1 = Tn-1 +h AnT/n + h2 Bnnn + h2 Cnnn
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13. Aktualisiere die Wellenfunktion:

1
Ypp1 = Q(tn—H) €xXp (_Eq)n—&-l) Mn41-

Nachbearbeitung nach dem letzten Zeitschritt: Normiere alle Approximationen 7,
und .

2.5 Startschritt

Die neuen Integratoren sind Zweischrittverfahren und benétigen daher neben dem
gegebenen Anfangswert 7(tg) = 7n9 noch einen weiteren Startwert 7;, der separat

berechnet werden muss. Dazu ersetzt man die Ausgangsgleichung (2.3) durch
1
n(t) = mo+ h/ (E(cb(to +0h)) e W (ty + Hh))n(to + 6h) db
0

und erhalt mutatis mutandis

Win = 50 (1) — Q) (QUh) + Q).

Alto)) = [ E(0hA(to)) db,

O\H §| —

An = A(to)'E(O).Wl/Q,
m = no+hAno.

Der Startschritt entspricht also im wesentlichen einem “halben” asymmetrischen
Schritt mit Verfahren 1.

2.6 Fehleranalyse

Die neuen Integratoren sind zeitsymmetrisch, benétigen offensichtlich nur eine Aus-
wertung und Diagonalisierung von H (t) pro Zeitschritt und erfiillen somit zwei der
in Abschnitt 1.2 formulierten Kriterien. Wie aber steht es mit der Genauigkeit der
Approximationen? Aus der Konstruktion war nicht zu erkennen, ob die Verfahren 2

und 3 tatsichlich die gewiinschte Genauigkeit von O(h?) oder iiberhaupt sinnvolle
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Ergebnisse liefern, wenn mit einer groflen Schrittweite h > ¢ gerechnet wird. Auf
den ersten Blick scheint dies eher zweifelhaft, denn durch die abgebrochene Taylor-
entwicklung (2.11) entsteht ein Fehler von O(h?), der beim Einsetzen in E(-) mit
einem Faktor 1/e verstérkt wird. Erst eine detaillierte Fehleranalyse kann zeigen, ob
die Verfahren tatséchlich den Anforderungen geniigen.

Der Ubersichtlichkeit halber fassen wir zuerst alle Annahmen zusammen, auf

denen das folgende Theorem beruht:

(V1) Zujedem Zeitpunkt t € [ty, teng] ist H(t) eine reellwertige symmetrische N x N-
= QMAMQH)".

(V2) Es gibt eine von € unabhéngige Schranke dist(A) > 0 derart, dass fiir jedes

Matrix mit der Diagonalisierung H (t)

Eigenwertpaar \, und \; gilt:

D) = M) > dist(A) V€ [to, tend].

(V3) Die Funktionen ¢t — Q(t) und t —— A(t) sind auf [tg, tenq] viermal stetig

differenzierbar und die Ableitungen bleiben unabhéngig von ¢ beschrankt.
(V4) Die Schrittweite h wird so gewihlt, dass e < h < /e.

Bemerkungen. 1. (V2) und (Adial) sind identisch; (V3) impliziert (Adia2).

2. Die Voraussetzung (V4) besagt nicht, dass die Verfahren fiir kleinere Schrittweiten
h < € keine guten Werte mehr erzeugen. Im Gegenteil: Wenn die Oszillationen der
Losung durch kleine Schrittweiten aufgelost werden, geht die oszillatorische in die
“klassische” Situation iiber, und man erhélt mit viel weniger Miihe die gleichen oder

sogar bessere Fehlerabschédtzungen.

Theorem 1 (vgl. [20]). Unter den Voraussetzungen (V1) bis (V4) gelten fir die
mit Verfahren 2 oder 3 an der Stelle t,, = to+nh < t..q berechneten Approximationen
U, und ny, die Fehlerabschdtzungen

In(ta) —m || < (Cir+ Co) b7, (2.22)
F(tn) = ¥n | < [I0(ta) =1 || + Coh? (2.23)

mit m
= k(h,e) = mﬁxce?}?ﬁl} HZ:O E(®(tan + Ch))||, (2.24)
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wobei das erste Mazximum iber alle m € Z mit ta,, + Ch € [to, tend] gebildet wird. Die
Konstanten C; hdngen von dist(A) in (V2), von den Schranken der Ableitungen in

(V8) und von der Ldnge des Zeitintervalls ab, sind aber unabhingig von €, h und
n S (tend - 250)/h

Beweis: Siehe Kapitel 5.

Nach Theorem 1 verhalt sich der globale Fehler der Integratoren sogar bei grofien
Schrittweiten wie O(h?) . Leider hingt die Genauigkeit aber noch von einer anderen
Grofle ab, ndmlich dem Wert von x. Wie kann dieses x interpretiert werden? Bei
der Herleitung der Verfahren waren wir davon ausgegangen, dass sich oszillierende
h2-Terme im lokalen Fehler nicht oder nur geringfiigig aufsummieren. Als charak-
teristisches Merkmal enthalten alle diese oszillatorischen Terme einen Faktor vom
Typ E(®(...)), und da k — abgesehen von technischen Details — im wesentlichen die
Norm einer Summe dieser Exponentiale ist, kann (2.24) als Resonanzindikator in-
terpretiert werden, der misst, wie stark sich die oszillierenden Fehlerkomponenten
aufsummieren. In der Tat wird der Beweis von Theorem 1 in Kapitel 5 zeigen, dass
der globale Fehler linear von x abhéngt. Da x aber mit geringem Aufwand aus im
Verfahren bereits zur Verfiigung stehenden Daten berechnet werden kann, erhélt
man in Anwendungen Aufschluss iiber das Fehlerverhalten und kann gegebenenfalls
die Schrittweite so wihlen, dass keine Resonanzen auftreten.

Dazu ein Beispiel. Als vereinfachtes eindimensionales Analogon zu (2.24) kann

~ = ? tend - tO
h) = Yot )1t = to+nh, < Zend 70 (995
r(h) nz:%exp <€¢( )) ot+mn m - (2.25)
betrachtet werden. Dabei sei ¢(t) = 2t, ¢ = 0.01 und [to, tena) = [—1,1]. Die linke

Seite von Abbildung 2.1 zeigt die Verteilungen der Punkte exp (i(b(tn) / 5) auf dem
komplexen Einheitskreis, wobei als Schrittweite oben h = 0.04, unten dagegen h =
0.0314 gewéhlt wurde. Da sich gegeniiberliegende Punkte in der Summe ausléschen,
nimmt & oben den relativ geringen Wert x(0.04) ~ 0.2671 an. Fiir h = 0.0314 (d.h.
h =~ me) tritt dagegen Resonanz auf, weil ¢(t,) ~ 2(to + men) und daher

nin;exp (g(Qto + 27r5n)) ' -

ist (vgl. Abbildung 2.1, rechte Seite).

k(h) ~ =m+1 = 64

Z exp(2min)
n=0
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1 80
60 1
0 407 4
20 |
1 . | ‘
-t 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
h=0.04 Schrittweite h
]
Abbildung 2.1: Resonanzverhalten des Beispiels (2.25)
0 bei verschiedenen Schrittweiten. Links: Verteilung von
exp (i¢(tn)/e) auf dem komplexen Einheitskreis, oben
~1 fir h = 0.04, unten fiir h = 0.0314. Rechts: x(h) fiir
40 1
h=0.0314 e <h<ye

2.7 Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt werden die soeben konstruierten Verfahren auf das Testbeispiel
aus Abschnitt 1.4.2 angewandt. Dabei sei wieder £ = 0.01.

2.7.1 Adiabatischer Fall: § = 2

Abbildung 2.2 zeigt den Real- und Imaginérteil des ersten Eintrags der Losung,
die, wie wir aus Abschnitt 1.4.2 wissen, auf einer kleinen Skala oszilliert. In den
Vergroferungen des Intervallendes (unten) wird deutlich, dass die Genauigkeit des
relativ simplen Verfahrens 1 noch sehr zu wiinschen iibrig ldsst, wihrend das etwas
kompliziertere Verfahren 2 schon sehr genaue Approximationen liefert, obwohl die
Losung innerhalb eines Zeitschritts mehr als zwei Oszillationen durchlduft. Verfah-
ren 3 produziert beinahe identische Werte wie Verfahren 2, weil W (¢) im adiabati-
schen Fall beschrankt bleibt (vgl. Abbildung 1.1) und der zusétzlich in Verfahren 3
enthaltene Term h%B,n, daher keine grofie Rolle spielt.

Die Effizienz der neuen Integratoren soll nun durch einen Vergleich mit einigen
traditionellen Verfahren demonstriert werden, die ebenfalls nur eine Auswertung von

H(t) pro Zeitschritt benotigen und fiir h < € von zweiter Ordnung sind:
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Realteil von n, Imaginarteil von n,
0.8008 : : : -0.48
|
L —0.4804 |
0.8004 “
-0.4806
0.8002 : : ‘ / ‘ ‘ ‘ /
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
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Abbildung 2.2: Exakte Losung 7;(f) und Approximationen von Verfahren
1 (Punkte), 2 (Kreise) und 3 (Kreuze) fiir 6 = 2, ¢ = 0.01 und h = 0.04.
Links der Realteil, rechts der Imaginérteil. Die unteren Bilder zeigen das

Intervallende vergrofert.

(a) Die ¢-Trapezregel:

ht hi
(14 3t o = (1= 5200 )

(b) Die n-Trapezregel:
h h
([ - E(E(q)n-&-l) g Wn+l>) h+1 = (I + 9 <E<q)n) . Wn)) M-
(c) Die explizite n-Mittelpunktsregel:
M+l = Mn-1+ 2h<E((I)n) g Wn)”n

(d) Die exponentielle y-Mittelpunktsregel:

2bn—i—l = €exp (_héH(tn + h/2)) wn-
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Fehler fiir 6 = 2 Fehler fir & = 0.1

10" [ i 100 T
a

107 10 107 107 10 107
Schrittweite h Schrittweite h
Abbildung 2.3: Fehler verschiedener Verfahren auf dem Gesamtintervall in
Abhéngigkeit von der Schrittweite. Dabei bezeichnen die Buchstaben a bis
d die Trapez- und Mittelpunktsregeln, die Ziffern 1 bis 3 dagegen die neu-
en Verfahren 1, 2 und 3. Links der adiabatische Fall (0 = 2), rechts der

nichtadiabatische (6 = 0.1). In beiden Fillen wurde € = 0.01 gewahlt.

Offensichtlich berechnen (a) und (d) die Losung der Schrodingergleichung (1.4), (b)
und (c) dagegen die der transformierten Differentialgleichung (2.2). Um die Resul-
tate vergleichen zu kénnen, wurden die 1), zu 7, transformiert, wobei nicht (2.18),

sondern die exakte Transformation (1.7) benutzt wurde.

In Abbildung 2.3 ist die Norm des Fehlers auf dem Gesamtintervall in logarith-
mischer Skala gegen die Schrittweite aufgetragen. Die linke Seite der Abbildung
(0 = 2) verdeutlicht, was passiert, wenn man die Losung einer oszillatorischen Dif-
ferentialgleichung mit traditionellen Verfahren approximiert. Die ¢-Trapezregel (a)
zeigt keinerlei Konvergenzverhalten, ihr Fehler bewegt sich in der Groflenordnung
O(1) und nimmt auch bei Reduzierung der Schrittweite h — 1073 nicht ab. Erst
wenn jede Oszillation der Losung durch viele Zeitschritte aufgelost wird (d.h. fiir
h < ¢€), geht der Fehler zuriick.

Wendet man die Trapezregel nicht auf (1.4), sondern auf die transformierte Glei-

chung (2.2) an, bringt dies eine betrichtliche Verbesserung, wie die Kurve von (b)

belegt: Fiir h < ¢ setzt Konvergenz ein und der Fehler verringert sich gegeniiber der
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Fehler flird =2
0 T

|

10 107 10
Schrittweite h

1

Abbildung 2.4: Fehler der Verfahren 2 und 3 sowie der expliziten
n-Mittelpunktsregel (c¢) (wie in Abbildung 2.3) im Vergleich zu
h — h%k(h).

-Trapezregel um mindestens drei GroBlenordnungen. Erstaunlicherweise erzeugt die

exponentielle ¢-Mittelpunktsregel (d) eine fast identische Fehlerkurve.

Der Unterschied zwischen der expliziten n-Mittelpunktsregel (c¢) und Verfahren 1
besteht nur in der Behandlung der oszillierenden Exponentiale (vgl. Abschnitt 2.2).
Die Strategie, ®(¢ + 0h) linear zu approximieren und dann die Integrale exakt zu
berechnen, bewirkt vor allem bei grofien Schrittweiten (h > ¢) einen deutlichen Fort-
schritt: In der rechten Hélfte des Schaubilds liegen zwei bis drei Groflenordnungen
zwischen den Linien ¢ und 1. Uberhaupt produziert schon Verfahren 1, das einfachste
und ungenaueste der neuen Verfahren, bessere Approximationen als alle Trapez- und
Mittelpunktsregeln. Zufriedenstellende Naherungen liefert jedoch keines dieser Ver-
fahren, denn eine Genauigkeit von 10~* geniigt nicht, wenn die tatsichliche Losung

nur innerhalb eines Bereichs von 10™* variiert (vgl. Abbildung 2.2).
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Realteil von n, Imaginarteil von n,
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Abbildung 2.5: Exakte Losung 7;(¢t) und Approximationen von Verfahren
1 (Punkte), 2 (Kreise) und 3 (Kreuze) wie in Abbildung 2.2, aber nun fiir
0=0.1.

Die besten Ergebnisse werden zweifellos mit Verfahren 2 oder 3 erzielt. Das nume-
rische Experiment bestéitigt die Aussage von Theorem 1, denn der Fehler verhélt
sich fiir kleine Schrittweiten wie C'h?, steigt aber fiir bestimmte Werte von h auf-
grund von Resonanzen an. Dass dies eng mit dem Verhalten des Resonanzindikators
k zusammenhéngt und somit kontrolliert werden kann, geht aus Abbildung 2.4 her-
vor, wo der Fehler von Verfahren 2 und 3 sowie der expliziten n-Mittelpunktsregel
(¢) mit h — h2k(h) verglichen wird. Die Ubereinstimmung auf der rechten Hilfte
(wo h > & = 0.01) ist erstaunlich deutlich. Dabei muss betont werden, dass die
Resonanzeffekte nicht nur bei den neuen Integratoren, sondern auch bei den tradi-
tionellen Verfahren auftreten — insbesondere bei der expliziten n-Mittelpunktsregel

(c), von der wir urspriinglich ausgegangen waren (vgl. Abschnitt 2.2).
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2.7.2 Nichtadiabatischer Fall: 6 = 0.1

Wie wir in Abschnitt 1.4 gesehen hatten, kommen bei Fastkreuzungen der Eigen-
werte nichtadiabatische Uberginge auf der groBen Skala zu den Oszillationen auf
der kleinen Skala hinzu. Wie werden die Integratoren mit dieser zusétzlichen Her-
ausforderung fertig?

Abbildung 2.5 verdeutlicht, dass Verfahren 1, 2 und 3 den “Sprung” der exakten
Losung auch bei einer grofien Schrittweite (h = 0.04 = 4¢) reproduzieren. Aufgrund
der plotzlichen Verénderung des Systems im Bereich der Fastkreuzung sinkt aber die
Genauigkeit der Approximationen. Schon in den oberen beiden Bildern kann man
erkennen, dass die Integratoren nicht ganz auf das gleiche Niveau springen wie die
exakte Losung.

Auf der rechten Seite von Abbildung 2.3 ist wieder der Fehler der Verfahren in
Abhéngigkeit von der Schrittweite dargestellt. Da nun der Hauptanteil des Fehlers
bei der Approximation des nichtadiabatischen Ubergangs und nicht mehr bei der
Berechnung der schnellen Oszillationen entsteht, spielen Resonanzeffekte keine grofie
Rolle mehr, weshalb fast alle Fehlerkurven mehr oder weniger die Gestalt einer
Geraden haben. Aus dem gleichen Grund liegt nun die Genauigkeit von Verfahren
1 und 2 in der gleichen Groflenordnung wie die der traditionellen Verfahren mit
Ausnahme der immer noch hoffnungslos schlechten v-Trapezregel. Allein Verfahren
3 liefert etwas bessere Werte, weil hier die lineare Approximation (2.19) anstelle von
(2.5) verwendet und daher das Peak-Verhalten von W (t) (vgl. Abbildung 1.1 auf

Seite 11) besser nachvollzogen wird.

2.8 Fastkreuzungen aus numerischer Sicht

Wenn es doch bei dieser verdammten Quantenspringerei
bletben soll, dann bedauere ich, dass ich mich tberhaupt
mit diesem Gegenstand beschdftigt habe.

Erwin Schrédinger?

Warum bereiten nichtadiabatische Uberginge der Numerik solche Schwierigkeiten?
Die Effizienz der neuen Integratoren in der adiabatischen Situation basiert auf der

Trennung von schnellen und langsamen Komponenten: Die schnellen Oszillationen

1Zitiert nach [12], S. 332.
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werden durch E(®) reprisentiert, die langsame Anderung der Eigenbasis durch
W (t). Diese Unterscheidung von schnellen und langsamen Groflen kann an Fastkreu-
zungen nicht mehr aufrecht erhalten werden, weil sich die Eigenbasis hier plotzlich
im Raum dreht, wihrend sich die Oszillationen verlangsamen. Die Transformation
(1.7), auf die sich die neuen Integratoren stiitzen, bringt also in der nichtadiabati-
schen Situation keine Vorteile mehr.

Dies geht auch aus Abbildung 2.6 hervor, wo n(¢t) und (), d.h. die exakten
Losungen des transformierten und des urspriinglichen Problems, gegeniibergestellt
sind. Beide Funktionen &ndern sich fiir ¢ &~ 0 mit etwa derselben Geschwindigkeit
auf einer groflen Skala.

Dabei verhalt sich die Sache bei der Schrodingergleichung interessanterweise um-
gekehrt: Die numerische Approximation von (1.4) ist nahe einer Fastkreuzung “leich-

ter” als in der adiabatischen Situation. Die rechte Seite von

o) = —(2 ft>w<t>

liegt fiir ¢t € [—4, 6] und & = 6% néimlich nur noch in der GréBenordnung von O(1/4)
anstelle von O(1/¢) im adiabatischen Fall. Deshalb verlangsamen sich die Oszilla-
tionen von () bei t &~ 0 (vgl. Abbildung 2.6).

Eine genauere Betrachtung des Modellproblems aus Abschnitt 1.4.2 zeigt, dass
die adiabatischen Ubergéinge auf einer neuen Zeitskala 7 = t/§ ablaufen (vgl. [11]).
Beziiglich dieser neuen Zeitskala erhilt die Diagonalisierung (1.11), (1.12), (1.13)
und (1.14) die Form

t) = T) = ,
) @) sin (S(7))  cos (S(7))
s(t) = <) = % — % arctan(7).

Definiert man nun wie zuvor die Matrizen
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Abbildung 2.6: Vergleich der exakten Losungen 7;(t) (oben) und ()
(unten) in der nichtadiabatischen Situation (Beispiel aus 1.4.2, 6 = 0.1,
e = 0.01). Links die Realteile, rechts die Imaginérteile.

T

(r) = /7\(0) do = ®(t)/8,

70

—~ d ~ ~ 1 0 —1
W) = (Lo - = 5 Wit
0 = (Fe07) a0 = gy ( . ) (0
und die Funktion 7j(7) = n(t), so fithrt das auf die reskalierte Differentialgleichung
d 0=, = 0% =\ -
i) = exp () Winyexp (- 230 ) o).

Fiir 42 < ¢ bleibt die rechte Seite dieser Differentialgleichung auf kompakten In-
tervallen beschrinkt und besitzt beschrankte Ableitungen beziiglich 7. Alle nume-
rischen Verfahren, die W(T) durch ein Polynom geringen Grades approximieren,
bendtigen Schrittweiten AT < 1, was auf der urspriinglichen Zeitskala h/§ < 1
bzw. h < § impliziert (vgl. [20]).
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2.9 Adaptive Schrittweiten

Angesichts der Erfahrungen aus dem Testbeispiel und der Diskussion im vorherigen
Abschnitt liegt es nahe, in einer fast adiabatischen Situation, wo lange adiabatische
Bereiche nur gelegentlich von nichtadiabatischen Ubergéingen unterbrochen werden,
eine adaptive Strategie zu verfolgen. Die Schrittweite sollte sich automatisch um
einen Faktor ~ § reduzieren, wenn das System eine Fastkreuzung durchlduft. Eine
solche Variante der Verfahren 1 bis 3 wird nun vorgestellt.

Dabei sei p eine Grundschrittweite, welche die Genauigkeit festlegt, und fi,11/9
ein Parameter, der die Wahl der adaptiven Schrittweite h,41/2 = fni1/2p steuert
und damit den Zeitpunkt ¢, = ¢, + hypy1/2 der neuen Approximation bestimmt.
Der adaptive Ansatz besteht darin, in der Ausgangsgleichung (2.3) h durch p so-
wie die Integrationsgrenzen —1 und 1 durch —p,_1/2 und pi,,41/2 zu ersetzen. Diese
Modifikationen iibertragen sich dann auf alle weiteren Gleichungen. Zur Berechnung

von ®,, wird statt der Simpsonregel nun die quadratische Interpolationsformel

@(tn) ~ (I)n = (I)n_Q + CQA(tn> + C_lA(tn_1> + C_2A<tn_2)7

_ 2 2 L —
@ = 6h, 1 <2h"‘5 h"—%> :
2
3
<hn_l +h, )

C1 - )
Ghy 1By s
in g g

verwendet. Die Matrizen W,, = QTQ(t,) und W, kénnen iiber die Ableitung des
Interpolationspolynoms durch Q(t,11), Q(tn) und Q(t,—1) bzw. durch W1/, W,

und W,,_;/» approximiert werden, wobei

1

Wary = g (@) = Q) (@) + (1),

Das ergibt

Qn = b1Q(tns1) + boQ(tn) + b_1Q(tn—1),
W = 2+ (BiW,py + bWy + b1,y )

n

mit
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-
b+1 - )
hn-i—% (hn-‘r% + hn—%)
bo — _(bl + bfl),
Byt

by =

hn—% (hn+% + hn—%)
Eine explizite zeitsymmetrische Wahl der Schrittweite ist gegeben durch
1 1 1 1

W hn71/2 ; )
- + - - n— + An— ,
hon-3p hu-1j2 hutayo p (” 1] c [An—1/2]l

wobel
1

hn—1/2

Aporyp = (A(tn) = Altn-1)).

Diese Wahl der Schrittweite ist invariant unter Umskalierungen der Zeit und un-
abhéngig von den Losungswerten, weshalb dieselben Auswertungen von H(t) fur
mehrere Rechnungen zu verschiedenen Anfangswerten benutzt werden kénnen. Fiir
die ersten Schrittweiten hsz/; und hs/; kann man die Losungen der quadratischen

Gleichungen

1 1 hosiya
— = (Wl + Ay apll), n=12
= 5 (Wl 2 A l)

verwenden. Diese Setzung reduziert Oszillationen in der Schrittfolge, die allerdings
auf einer kleinen Skala immer noch vorhanden sind und nur dann vollstandig ver-
mieden werden konnen, wenn die rechte Seite von (2.26) durch 1/h,1/, ersetzt
oder (2.26) in jedem Schritt benutzt wird. Beides wiirde jedoch die Zeitsymmetrie
zerstoren.

Wenn man die adaptive Variante der Verfahren auf das Modelproblem aus Ab-
schnitt 2.7 anwendet, verringert sich die adaptive Schrittweite beim Durchlaufen der
Fastkreuzung wie gewiinscht um einen zu 0 proportionalen Faktor, wie Abbildung
2.7 zeigt. Dass sich dadurch die Genauigkeit auf dem Gesamtintervall verbessert,
geht aus Abbildung 2.8 hervor, wo der Fehler von Verfahren 3 bei festen und bei
adaptiven Schrittweiten gegen die Anzahl der Schritte aufgetragen ist. In Abbildung
2.9 sieht man schliesslich, dass das adaptive Verfahren 3 die Oszillationen nach dem
nichtadiabatischen Ubergang deutlich besser wiedergibt als die herkémmliche Ver-

sion bei gleicher Anzahl von Schritten.
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) 6=0.1 ) 5 =0.01
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Abbildung 2.7: Wahl der adaptiven Schrittweite beim Durch-
laufen der Fastkreuzung (links § = 0.1, rechts § = 0.01). Die
Grundschrittweite wurde dabei auf p = 0.01 bzw. p = 0.001
gesetzt.

Fehler fiir 6 = 0.1

10° 10°
Anzahl der Schritte

Abbildung 2.8: Fehler von Verfahren 3 fiir 6 = 0.1 vs. Anzahl
der Schritte bei festen (gestrichelt) und adaptiven Schrittweiten
(durchgezoge Linie).
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Abbildung 2.9: Verfahren 3 mit festen (Kreuze) und adaptiven Schrittweiten
(Sterne) bei gleicher Anzahl von Schritten (6 = 0.1, € = 0.01, 300 Schritte).



Kapitel 3

Verfahren mit quadratischer

Phasenapproximation

Die Verfahren 2 und 3 erweisen sich im Modellproblem zwar als effizient, haben
jedoch die unangenehme Eigenschaft, dass bei bestimmten Schrittweiten Resonan-
zen auftreten und die Genauigkeit vermindern. Das néchste Ziel besteht also darin,
diese Resonanzprobleme durch eine Weiterentwicklung der Integratoren zu beseiti-
gen. Der Weg zu diesem Ziel wurde schon im letzten Kapitel angedeutet: Der lokale
Fehler darf keine oszillierenden h?—Terme, sondern nur noch Terme der Ordnung
O(h?) enthalten. Um dies zu erreichen muss noch mehr Arbeit in die Integration

der oszillierenden Exponentiale investiert werden.

3.1 Verfahren 4

Verfahren 4 folgt dem gleichen Ansatz wie Verfahren 2 und 3. Um aber dem Leser
das lastige Bldattern und Suchen zu ersparen, werden alle wichtigen Gleichungen

noch einmal aufgefiihrt.

3.1.1 Ansatz

Wie zuvor geht die Konstruktion von

1

Ntes)) = n(tat) + h/(E(CD(tn +0h)) o W(t, + Qh))n(tn L OR) ) (3.1)

40
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und

n(t, +6h) = n(t,) + h/ ®(t, +oh)) e W(t, + ah))n(tn +oh)do (3.2)

aus, wobei (3.2) in (3.1) eingesetzt wird. Den Zwischenwert W (t,,+60h) approximiert

man wie in Verfahren 3 durch die Taylorentwicklung
W(t, +6h) = Wi(t,) +0rW(t,) + O(6°h?). (3.3)
Mit n(t, + och) = n(t,) + O(ch) und W (t, + och) = W(t,) + O(ch) ergibt das

U(tnﬂ) = n(tnfl) + hann<tn) + h? 5n77<tn) + 1’ 'Ynn(tn) + O(hg) )

wobei
- / E(®(t, + 0h)) db o W(t,), (3.4)
B, = /0E(<I>(tn +0n)) do e W(t,,), (3.5)
Yo = /(E(cb(t + 6h)) / O(t, + oh)) e W(tn)> do df. (3.6)

Die Matrizen W (t,) und W(t,) werden wie in Kapitel 2 durch die entsprechenden

Differenzenquotienten

=
£
2

W = 5 (Qtar1) — Qta-1)) Qltn), (3.7)

W, = %(Wn+% ~W,1). (3.8)

Weey = 5 (@) - @) () + Q1)) (39

E.
£
2

approximiert. Bis hierher &ndert sich nichts gegeniiber der Herleitung von Verfahren
2 und 3. Da das neue Verfahren aber eine lokale Genauigkeit von O(h?) erreichen
soll, muss die Taylorentwicklung von ®(¢, + 6h) nun um das quadratische Glied

erweitert werden. Man ersetzt also

Bty +0h) ~ <I>(tn)+0hA(tn)+%02h2A(tn) (3.10)
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als Argument von E(-) in «y, £, und ~,. Dabei wird die Ableitung A(tn) durch
At,) ~ A, = —(A(tnﬂ) — A(tn,l)) (3.11)

und das Integral ®(t,) = ftzn A(s) ds wie gehabt durch die Simpsonregel

O(t,) ~ B, — <I>n_2+g<A(tn)+4A(tn_1)+A(tn_g)> (3.12)

angenéhert.

3.1.2 Berechnung der Integrale

Nach diesen Modifikationen haben die Matrizen (3.4), (3.5) und (3.6) die Form

1

a, = E(®,)e / E (ehA(tn)+%92h2An> df e W,,, (3.13)
-1
1

Gy = E(D,)e / 0F <9hA(tn)+%92h2An> do e W,,, (3.14)
-1

N = /1 (E(@n) oL (QhA(tn) + %9%2/'\”) . Wn>

, (3.15)

[ E(®.) e E ahA(tn)—|—102h2An oW, | do db.
[(seaes o 3] ow)

0

Nun miissen die oszillierenden Exponentiale integriert werden. Anders als in Ver-
fahren 1 bis 3 konnen die Integrale jetzt wegen des quadratischen Terms in (3.10)
nicht mehr analytisch berechnet werden.! Man kann sie jedoch durch partielle Inte-
gration bis zu einer ausreichenden Ordnung von h entwickeln und so die gewiinschte

Genauigkeit erzielen.

Betrachten wir zuerst das Integral in En Eine partielle Integration ergibt?

! Die in &, und Bn auftretenden Integrale konnten auf das Gauflsche Fehlerintegral

zuriickgefiithrt werden, doch bei 4, hilft auch dieses Mittel nicht weiter.
2 Hier bezeichnet X*? die eintragsweise Potenz, d.h. X*?> = X ¢ X.
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/1 OE(OhA(t,)) o E (%0%2/\“) do

B (on) 5% ) o (05 07(w) - (S0 (e ]

1
— / E (GhA(tn) + %ezh%n)
-1

€ 5 2 ih? . (3.16)
. (%D(A(tn)) — (D7 (At)) ) 6D (4,) db.
Man erhélt also
/ 0F (QhA(tn) + %9%?/\”) 9 = Ty(t) + Oh), (3.17)
Tit) = =D -(A) o Bltn) — (D (M) o Tilt),  (318)
T(t,) = |0-F (QhA(tn) + %e%%\n) : (3.19)
L =—1
Tt = |E (GhA(tn) + %9%2/\”) (3.20)
0=—1

Das in «,, enthaltene Integral kann auf &hnliche Weise behandelt werden. Eine par-

tielle Integration fiihrt zusammen mit (3.17) auf

/1 E(0hA(t,)) o B (%9%2/\”) do

= =D (At)) ¢ Tilt)
/ 1 . ih? .
. %D‘(A(tn)) . / E <0hA(tn) + 59%21\”) «6—D <An> o (3.21)
1
— %D‘(A(tn)) e Ti(t,) — hD~(A(t,)) ® D (An> o T(t,) + O(h?). (3.22)
Der Term 7, ist etwas komplizierter, was an dem Doppelintegral und der not-

wendigen Unterscheidung von eintragsweiser und herkommlicher Matrixmultiplika-
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tion liegt. Nach Definition (2.1) von E(-) gilt
(B(@) o) (B(®) 0 M) = (E(D)+1) o (M) (3.23)

fiir alle My, My € RY*Y auf deren Diagonalen lauter Nullen stehen, und jede Dia-

gonalmatrix ®. Ahnlich wie zuvor liefert eine partielle Integration

Yo = /1 (E(cpn) o <0hA(tn) + %thQAn) . Wn>

-1

: <%D(A(tn)) . (E (@n+ ORA(t) + %e%%n) - E((I)n)> . Wn> d

+ O(h),
und das Einsetzen von (3.22) und (3.23) ergibt schliefllich die Approximation C,, ~ 7,
mit
Co = Tlta) s (WiTi(t)
- (E(cpn) o Ti(t,) o 75(75”)) (E((I)n) . 73(15”)), (3.24)
Ti(t,) = E(P,)e %D’(A(tn)) o Ti(t,) + 21, (3.25)
Totn) = —D (A(t,)) o W,. (3.26)

th
3.1.3 Algorithmus von Verfahren 4

1. Es seien n,, np_1, Q(tn), Q(tn_1), A(tn), A(tn_1), Pn, Pp_1, W 1 aus den

n

vorherigen Schritten bekannt.
2. Werte H(t,+1) aus und diagonalisiere
H(tp1) = Qtns)A(tni1)Qtni)"
3. Berechne W, und W, mit (3.7), (3.8) und (3.9).
4. Berechne A, mit (3.11).

5. Berechne 7;(tn), To(tn), Ta(tn), Ta(ta) und Ti(t,) mit (3.20), (3.19), (3.18),
(3.25) und (3.26).
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6. Berechne

7. Berechne B, = E(Cbn) o T3(t,) ® W,.
8. Berechne C,, mit (3.24).
9. Aktualisiere den Quantenvektor:
Dott = Moot + A Auin + 12 Bany + 12 Cony.
10. Aktualisiere die Phase:
D1 = Ppq+ g(A(th) + 4A(t,) + A(tn_1)>.
11. Aktualisiere die Wellenfunktion:

1
7vbn—&-l = Q(tn—H) €Xp (_gq)n—&-l) Mn4-1-

Nachbearbeitung: Normiere alle Approximationen 7, und ,,.

3.2 Verfahren 5

Die miihsamen Rechnungen des letzten Abschnitts zahlen sich gleich in doppel-
ter Weise aus, denn nun kann ohne groflie Arbeit ein weiterer effizienter Integrator
konstruiert werden, der zwar auf einem ganz anderen Ansatz basiert, aber erstaun-

licherweise aus recht dhnlichen Termen besteht wie Verfahren 4.

3.2.1 Ein symmetrisches Magnus-Verfahren

Von Magnus [23] stammt die Beobachtung, dass die Losung einer vektorwertigen

Differentialgleichung
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mit einer zeitabhéngigen Matrix A(t) formal in der Form

ut) = exp (1)) uto)

dargestellt werden kann, wobei () durch eine sogenannte Magnus-Reihe

t t T

Q) = /Am dr — %/ /A(a) do . A(r)| dr

to to to

+i/t / /UA(M)dN,A(J) do | A(7)| dr

to to to

t T T
1
+ 2 /A(a) do /A(p,) du, A(T)| | dr + ...
to to to
gegeben ist. Dabei bezeichnen die Klammern [-, -] den Kommutator [X,Y] =

XY —Y X von zwei Matrizen X und Y. Leider werden die Summanden der Magnus-
Reihe wegen der wachsenden Zahl von Integralen und Kommutatoren schnell sehr
kompliziert, doch das Abschneiden der Reihe ergibt eine gute Approximation und
kann fiir die Konstruktion sogenannter Magnus-Verfahren verwendet werden, die
von hoher Ordnung sein konnen und die Norm der Loésung von (1.4) bzw. (2.2)
erhalten [2, 13, 16, 17, 18].

Im Fall der Differentialgleichung

it) = (B(@@) e W(t))n(t)

tritt das Problem auf, dass die Eintréige der Matrix A(t) = E(®(t)) eW (¢) oszillieren.
Die Approximation der Integrale in Q(¢) durch Quadraturformeln wiirde also eine
sehr kleine Schrittweite und/oder viele Auswertungen von A(t) bzw. von H (t) erfor-
dern — zwei Dinge also, die ja gerade vermieden werden sollten. Es zeigt sich jedoch,
dass die im vorherigen Abschnitt entwickelte Technik auch auf die Magnus-Integrale
angewandt werden kann.

Fiir ein Verfahren zweiter Ordnung geniigt es, die Magnus-Reihe nach dem ersten
Kommutator abzubrechen. Wenn der Integrator aber auch zeitsymmetrisch sein soll,
muss ein Schritt vorwdrts in der Zeit mit dem Inversen eines Schritts rickwdrts in

der Zeit kombiniert werden. Der Ansatz lautet dann:
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M1 = exXp(Qn)n-1, Q, = (Qi"“Q;)/Qv
1 h2 1 0
Qﬁ = h/A(tn—l—@h) dg T 7/ /A(tniah) do , A(t, £6h)| do,
—1 -1

Alt) = E(®(t) e W(2).

—1

Nun ersetzt man ®(t,, & 0h) und W (t, £ 6h) wieder durch die entsprechenden Tay-
lorentwicklungen (3.3) und (3.10), die Ableitungen durch die Differenzenquotienten
(3.7), (3.8), (3.9) und das Integral durch die Simpsonregel (3.12), wobei alle Terme
der Ordnung O(h?) und hoher weggelassen werden. Dabei stellt sich ein gewisses
déja vu ein. Das erste Integral von QF wird bei diesen Umformungen némlich zu
ha, + hQEn, und weil diese Terme ja schon in Verfahren 4 aufgetreten waren, kann
man sie genau wie in Abschnitt 3.1 durch h.A, + k2B, approximieren. Auch das
Doppelintegral besitzt ein Pendant in Verfahren 4, denn abgesehen von der Kom-
mutatorklammer, dem Faktor 1/2 und der unteren Integrationsgrenze des inneren
Integrals hat es die gleiche Struktur wie h?79, und kann mit den gleichen Mitteln
behandelt werden.

3.2.2 Algorithmus von Verfahren 5

1.- 7. Wie in Verfahren 4.

8. Berechne
Tt = F (q:hmn) ¥ %h%\n) ,
¢t o= 4 i(ﬂ(tn% W, +T3(1,)]
#[B@) o Tt e T £8(8) e T0) 0 (1] )

9. Berechne €2,, und aktualisiere den Quantenvektor:

Q, = hA,+1’B,+h(Cr+C,)/2,
N1 = exp(Qn)n 1. (3.27)

10. - 11. Wie in Verfahren 4.
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Bemerkungen.

1. Da €2,, schiefsymmetrisch ist, erhélt Verfahren 5 die Norm der Losung.

2. Nach Gleichung (3.27) héngt jede neue Approximation 7,1 nur von 7,_;, nicht
aber von 7, ab. Es wére natiirlich naheliegender, den Integrator stattdessen in der
Form 7,1 = exp(Q,)n, anzulegen und jeden Wert aus seinem direkten Vorgénger
zu berechnen. Dies ist jedoch nur dann machbar, wenn H(t) zwischen den Zeit-
schritten ausgewertet werden kann (d.h. an ¢, + h/2). Bei einem Modell, in dem
die Schrodingergleichung mit einer zweiten Differentialgleichung gekoppelt wird, ist
das nicht immer moglich. Auflerdem iibertragen sich dann die Rechnungen aus dem

vorherigen Abschnitt nicht mehr direkt.

3. In Schritt 11 muss die Exponentialfunktion einer Matrix berechnet werden. Fiir
grofle Matrizen (2,, ist dies ein nichttriviales Problem, das jedoch auflerhalb des

thematischen Rahmens dieser Arbeit liegt.

3.3 Startschritt

Die verbesserten Integratoren kénnen nur dann eine wesentlich hohere Genauig-
keit als die Verfahren 1 bis 3 erreichen, wenn auch der Startschritt entsprechend
weiterentwickelt wird. Dazu integriert man in den Ausgangsgleichungen (3.4), (3.5)
und (3.6) bzw. in (3.13), (3.14) und (3.15) nur von 0 bis 1 und approximiert die
Integralterme nach dem gleichen Muster wie in Abschnitt 3.1.2. Fiir die Differen-
zenquotienten und die Simpsonregel benttigt man zwei zusétzliche Auswertungen
von H(t). Der Algorithmus des Startschritts lautet:

1. Gegeben: Startwert 79 und Schrittweite h.

2. Werte H(t) an den Stellen ¢y, t; sowie ¢_

und diagonalisiere:

= to — h/2 und ti=to+ h/2 aus

1
2

H(t.1) = Q(t_1)A(t_1)Q(t_1)",
H(to) = Qto)A(to)Q(to)",
H(ty) = Q(ty)A(t)Q(t)",
H(t)) = Q(t)At)Q(t)"
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3. Berechne Wy und Wy:

Wy = %(Q(t;)—Q(t;))TQ(tOL

W = (@) - 200 + Q) Q)
+os(Q() - Q(y) (@) — ().

Wy, = (@) - Q) () + Q).

5. Berechne
1
Ti(to) = < (to) +2h Ao) E(0

1
Tr(to) = ( (to) + 2h Ay

49

Tts) = —D (Alt)) e Blts) — (=D~ (A(to) ) (=D (A(to)) ) o Ti(to)
Ti(t) = —D(A(to) o Tilto) + 1.
Ti(ty) = % “(Alty)) © Wo.

6. Berechne

By =
COZ

o) @ 1o,
o) e (WoTi(to)) — (Zi(to) @ Talto) ) (Tato))

7. Berechne den Quantenvektor:
m = "o + h AOUO + h2 80770 + h2 00770.
8. Berechne die Phase

1
2

B = (Al +4A (1) + A)

und setze ¢ = 0.

Ao = (%D (A(to)) ® Tu(to) — hD™(A(to)) @ D <A0> J 75(%)) o o,
Ts(t
Tu(t
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9. Falls gewiinscht: Berechne die Wellenfunktion mit Hilfe der Transformation
i
Y1 = Q(t1)exp (—E‘I)l) M-

10. Normiere n; und ;.

3.4 Fehleranalyse

Der Ausgangspunkt dieses Kapitels war der Wunsch nach einem Integrator, der die
guten Eigenschaften der Verfahren 2 und 3 iibernimmt, dessen Genauigkeit aber bei
Resonanzen nicht beeintréachtigt wird. Dass die soeben vorgeschlagenen Integratoren

dieses Kriterium erfiillen, belegt das folgende Resultat.

Theorem 2 (vgl. [19]). Unter den Voraussetzungen (V1) bis (V4) gelten fir die
mit Verfahren 4 oder 5 an der Stelle t,, = to+nh < t.,q berechneten Approximationen

WV, und n, die Fehlerabschdtzungen

|| n(tn) — || S Cl h2,
|| 77Z)(tn) - wn H S CQ h2.

Die Konstanten C; hingen von dist(A) in (V2), von den Schranken der Ableitungen

in (V8) und von der Linge des Zeitintervalls ab, sind aber unabhdngig von £, h und
n S (tend — to)/h

Beweis: Siehe Kapitel 6.

Bemerkung. Der Beweis wird zeigen, dass dreimalige stetige Differenzierbarkeit

in Voraussetzung (V3) ausreicht.

Der entscheidende Unterschied zu Theorem 1 besteht darin, dass jetzt in den Fehler-
schranken kein Resonanzindikator mehr auftritt. Stattdessen bleiben nun alle Kon-
stanten von € und h unbeeinflusst. Diese Unempfindlichkeit der Verfahren 4 und 5

zeigt sich auch im folgenden numerischen Beispiel.
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3.5 Numerisches Beispiel

Um die Effizienz der neuen Verfahren zu demonstrieren, betrachten wir ein etwas

komplizierteres Modellproblem als bisher, und zwar die 4 x 4—Tridiagonalmatrix

t+1 6 0 0

o 33—t 2 0
H(t) = 3.28
(¥ 0 2 t—-3 1 ( )

0 0 1 hu(t)
mit hyy(t) = —4 + 2 cos((2t — 1)7/10). Der obere 2 x 2—Block von (3.28) entspricht

bis auf eine Umskalierung der Landau-Zener-Matrix (1.11) aus dem ersten Testbei-
spiel. Deshalb steuert der Parameter o wie in den Abschnitten 1.4.2 und 2.7 die
“Adiabatizitét” des Problems: Bei einem grofien Wert von 6 (z.B. 6 = 2) bleiben
die Eigenwerte von H(t) getrennt und das System bewegt sich adiabatisch (vgl.
Abbildung 3.1, links); wird ¢ dagegen klein (z.B. § = 0.1), kommt es zu einer Fast-
kreuzung der ersten beiden Eigenwerte und den dazugehorigen nichtadiabatischen
Ubergiingen der Losung (vgl. Abbildung 3.1, rechts). Neu ist dabei allerdings die
Kopplung der Landau-Zener-Matrix an einen weiteren 2 x 2—Block, der sich immer
adiabatisch verhélt.

Im Folgenden wird die transformierte Differentialgleichung (2.2) fiir e = 0.01 auf
dem Intervall [0, 3] mit dem Anfangswert 1y = (2 —3i, —5+14,1+ 2, —1 —3i)7 /\/54
betrachtet.

3.5.1 Adiabatischer Fall: § = 2

Abbildung 3.2 zeigt das Verhalten der Losung fiir 6 = 2. Wie im Modellproblem
aus Abschnitt 1.4.2 bzw. 2.7.1 oszillieren die Real- und Imaginérteile der vier Ein-
triage von 7)(t) innerhalb eines kleinen Wertebereichs, wie es nach dem Adiabatensatz
aus Abschnitt 1.4.1 zu erwarten war. Die Oszillationen sind nun jedoch viel unre-
gelméBiger als zuvor, weil die neue 4 x 4-Matrix (3.28) ein wesentlich komplizierteres
System erzeugt als die noch relativ einfache 2 x 2-Matrix (1.11) aus dem fritheren
Beispiel. Trotzdem liefern die neuen Integratoren exzellente Approximationen: Ab-
bildung 3.3 verdeutlicht, dass beide Verfahren auch am Ende des betrachteten In-
tervalls noch mit sehr hoher Prézision arbeiten, obwohl die Schrittweite fiinfmal so
grofl wie € gewéhlt wurde und die exakte Losung innerhalb eines Zeitschritts ein bis

zwei vollstéandige Oszillationen ausfiihrt.
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Eigenwerte fir 8 = 2 Eigenwerte flr & = 0.1

0 0
//_\ /K
-5 -5 : .
0 1 2 3 0 1 2 3

Abbildung 3.1: Eigenwerte von H(t) fiir 6 = 2 (links) und
9 = 0.1 (rechts).

Worin aber der eigentliche Vorteil der neuen Integratoren gegeniiber den Verfahren
aus dem vorherigen Kapitel besteht, wird erst in Abbildung 3.4 (linke Seite, 6 = 2)
klar, wo der Fehler in logarithmischer Skala gegen die Schrittweite aufgetragen ist:
Erstens erreichen die Verfahren 4 und 5 eine hohere Genauigkeit als 1, 2 und 3,
zweitens treten hier keine Resonanzprobleme mehr auf. Wéahrend die Fehlerkurven
2 und 3 wie zuvor fiir manche Werte von h stark nach oben ausschlagen, bleiben
die Kurven von 4 und 5 auch fiir h > € = 0.01 stets unter einer Geraden der Stei-
gung 2 und weichen ab und zu sogar nach unten ab. Der Unterschied zwischen den
Fehlerabschéatzungen aus Theorem 1 und 2 zeigt sich also auch in den numerischen

Resultaten.

Alle anderen Verfahren verhalten sich dhnlich wie im ersten Modellproblem.
Schon das sehr grobe Verfahren 1 produziert genauere Ergebnisse als alle klassi-
schen Trapez- und Mittelpunktsregeln (a) - (d) aus Abschnitt 2.7.1, und der Fehler
der neuen Integratoren 4 und 5 liegt sogar ganze drei Gréflenordnungen unter dem
der klassischen Verfahren.

Einige Fragen bleiben leider offen. Die Fehlerkurven der Verfahren 4 und 5 sind
fiir grofle Schrittweiten nahezu identisch, verlaufen aber ab h ~ ¢ = 0.01 vollig

verschieden. Wahrend die von Verfahren 4 in eine Gerade {ibergeht, sinkt die von
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Realteile vonn

Imaginarteile von n

0.273 -0.408
0.2725
—-0.4085
0.272
0.2715 -0.409
0 1 2 3 0 1 2 3
-0.6795 0.137
-0.68 0.1365
-0.6805 0.136
-0.681 0.1355
1 2 3 0 1 2 3
0.138 0.274
0.137 0.273}
0.136 0.272{ i
0.135 0.271}
0.134 0.27
0 1 2 3 1 2 3
-0.134 -0.407
-0.135 -0.408
-0.136 —-0.409
-0.137 -0.41
0 1 2 3 0 1 2 3

Abbildung 3.2: Real- und Imaginérteile der Losung n(t) fir § = 2 und € = 0.01 auf

dem Gesamtintervall [0, 3].

Realteile vonn

Imaginérteile von n

0.2725 -0.408
0.272 VWM -0.4085 MNWa
H
0.2715 ~0.409
29 2.95 3 2.9 2.95 3
—0.68 0.137
! 0.1365} !
~0.6805 W
0.136}
~0.681 0.1355
29 2.95 3 2.9 2.95 3
0.137 0.2725}
H
0.136 \MM\ﬁ 0.2715 W
0.135 0.2705
29 295 3 2.9 2.95 3
~0.135 3
—0.408}
H
~0.136 ~0.409
29 2.95 3 2.9 2.95 3

Abbildung 3.3: Zoom auf das letzte Teilstiick des Intervalls: Exakte Losung mit den
Approximationen von Verfahren 4 (Kreuze) und 5 (Quadrate) fiir 6 = 2, ¢ = 0.01
und h = 0.05.
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Fehler fir 8 = 2

Fehler fir 6 = 0.1

b,c,d, 1,2

107 10 10 107
Schrittweite h Schrittweite h

10

Abbildung 3.4: Fehler verschiedener Verfahren auf dem Gesamtintervall in
Abhéngigkeit von der Schrittweite. Dabei bezeichnen die Buchstaben a bis d die
klassischen Trapez- und Mittelpunktsregeln aus Abschnitt 2.7.1, die Ziffern 1 bis
5 dagegen die neuen Integratoren. Links der adiabatische Fall (§ = 2), rechts der
nicht-adiabatische (0 = 0.1). In beiden Féllen wurde € = 0.01 gew#hlt.

x 10°¢  Fehlerwachstum Norm von W(t)
2 ‘ ; 0.5 ‘ ‘
— 4
15L—2% 0.4}
1 0.3
0.5t 0.2}
0 0.1
0 1 2 3 1 2 3

Abbildung 3.5: Links: Fehler von Verfahren 4 (dick) und 5 (normal) als
Funktion von ¢ im adiabatischen Fall (§ = 2, h = ¢ = 0.01). Rechts: Ver-
gleich mit ¢ — |V (¢)]|.
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Realteile von n(t) Imaginarteile von n(t)
0.4 0.4
02l 7\ o2 A
0 Y or 1
-0.2 -0.2¢

0.4 0.4 A —
0.6 ~0.6} R
0.8 -0.8
t t

Abbildung 3.6: Exakte Losung im nichtadiabatischen Fall auf der grofien
Skala (6 = 0.1, e = 0.01). Links die Realteile der vier Eintrédge von n(t),

rechts die Imaginérteile.

Verfahren 5 noch um ganze zwei Gréflenordnungen ab und nimmt erst dann die Ge-
stalt einer Geraden an. Die genaue Ursache dieses Absinkens konnte nicht ermittelt
werden.

Das unterschiedliche Fehlerverhalten der beiden Verfahren verdeutlicht auch Ab-
bildung 3.5 (linke Seite), die den Fehler als Funktion der Zeit bei fester Schrittweite
h = 0.01 darstellt. Dabei faillt auf, dass der Fehler von Verfahren 4 zuerst wichst,
aber ab t ~ 1.9 wieder zuriickgeht — eine erstaunliche Beobachtung, denn da jeder
Schritt des Algorithmus auf den Eingabedaten aus fritheren Schritten basiert, wére
zu erwarten, dass der Fehler kontinuierlich wéchst oder annéhernd gleich bleibt. Ei-
ne Ursache fiir dieses rétselhafte Phénomen konnte die Matrix W (t) sein, denn wie
aus der rechten Seite von Abbildung 3.5 hervorgeht, besteht zwischen t — ||[W (¢)||
und dem Fehler von Verfahren 4 eine gewisse Ahnlichkeit. Die konkreten Zusam-

menhénge sind jedoch unklar.

3.5.2 Nichtadiabatischer Fall: 6 = 0.1

In Abbildung 3.6 sieht man, dass die Fastkreuzung der ersten beiden Eigenwerte wie
im ersten numerischen Beispiel nichtadiabatische Uberginge auf einer groBen Skala
erzeugt. Dabei springen jedoch nur 7;(¢) und 7(¢) auf ein neues Niveau, wihrend

die dritte und vierte Komponente von der Fastkreuzung kaum beeinflusst werden.
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Abbildung 3.7: Exakte Losung und Approximationen von Verfahren 4 (Kreuze) und
5 (Quadrate) am Ende des Intervalls, also nach Durchlaufen der Fastkreuzung. Dabei
ist 0 = 0.1, ¢ = 0.01 und h = 0.05.
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Abbildung 3.8: Gleiche Situation wie in Abbildung 3.7, aber bei kleinerer Schritt-
weite h = 0.01.
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Abbildung 3.9: Links: Fehler der Verfahren 1 bis 5 als Funktion von ¢ bei
einer festen Schrittweite von h = ¢ = 0.01 im nicht-adiabatischen Fall
(0 =0.1). Rechts: Vergleich mit t — ||[W(¢)]].

Die beiden neuen Verfahren 4 und 5 geben dieses Verhalten korrekt wieder, konnen
jedoch die Oszillationen nach den Ubergingen nicht mehr so gut approximieren wie
davor, wenn eine grofle Schrittweite gewéhlt wird (vgl. Abbildung 3.7). Erst bei
einer kleineren Schrittweite von h ~ ¢ werden diese Oszillationen reproduziert (vgl.
Abbildung 3.8).

Dass die Genauigkeit beim Durchlaufen der Fastkreuzung sinkt, hat im Wesent-
lichen drei Griinde. Erstens approximieren auch die neuen Integratoren die Kopp-
lungsmatrix W (t + 6h) zwischen den Gitterpunkten nur linear, obwohl sich diese
im Bereich der Fastkreuzung schnell verdndert (vgl. die rechte Seite von Abbildung
3.9). Zweitens enthalten beide Verfahren die Matrix D~(A(t,)), weshalb Fehlerter-
me mit dem Faktor 1/(A; — Ay) multipliziert werden. Drittens verschlechtert sich die
Approximation der Ableitungen durch die Differenzenquotienten (3.7), (3.8), (3.9)

und (3.11), wenn sich die entsprechenden Groen nicht mehr glatt verhalten.

Trotzdem bewirken die Verfahren 4 und 5 auch im nichtadiabatischen Fall eine
erhebliche Verbesserung gegeniiber den klassischen Trapez- und Mittelpunktsregeln
und sogar gegeniiber den Verfahren 1 bis 3. Dies geht aus der rechten Graphik von
Abbildung 3.4 hervor, in welcher der Fehler auf dem Gesamtintervall in Abhéngigkeit
von der Schrittweite aufgetragen ist. Im Gegensatz zur adiabatischen Situation liefert

nun Verfahren 4 die genauesten Approximationen.
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Dabei gibt die Fehlerfortpflanzung erneut Rétsel auf, denn wiahrend der Fehler der
Verfahren 1, 2, 3 und 5 im Bereich des nichtadiabatischen Ubergangs erwartungs-
geméfl um mehrere Groflenordnungen in die Hohe springt und auf diesem Niveau
bleibt, geht er bei Verfahren 4 nach Durchlaufen der Fastkreuzung wieder deutlich
zuriick (siehe Abbildung 3.9, linke Seite). Das gleiche Phdnomen hatten wir schon in
der adiabatischen Situation beobachtet, und wie zuvor scheint eine Verbindung zwi-
schen dem Fehler und der Funktion ¢t —— ||[W(t)|| zu bestehen, die auf der rechten
Seite von Abbildung 3.9 dargestellt ist.

3.6 Adaptive Schrittweiten?

In Abschnitt 2.9 wurde erlautert, wie man die Integratoren mit einer Schrittwei-
tensteuerung versehen kann, welche die Schrittweite h,, +1 = HyyLp in der kritischen
Region der Fastkreuzung verkleinert. Eine solche adaptive Erweiterung ist nach dem
gleichen Konzept auch bei den Verfahren 4 und 5 moglich. Leider hat sich in zahl-
reichen Tests aber gezeigt, dass dies die Genauigkeit im nichtadiabatischen Fall eher
verschlechtert als verbessert. Der Preis fiir die Adaptivitdt besteht némlich darin,
dass die symmetrische Struktur der Verfahren verloren geht, weil der “Mittelpunkt”
tn fiir hy—1/2 # hng1/2 eben nicht mehr genau in der Mitte zwischen ¢,y = t,,+hpy1/2
und t,_; = t, — h,_1/2 liegt. Einige Fehlerterme, die bei konstanten Zeitschritten
aufgrund von Symmetrien nahezu verschwinden, werden bei adaptiven Schrittweiten
so grof, dass dieser Nachteil gegeniiber dem Vorteil der Adaptivitéit {iberwiegt. Vor
allem der Fehler, der durch das approximative Losen der Integrale in Abschnitt 3.1.2

entsteht, reagiert empfindlich auf solche Asymmetrien.



Kapitel 4

Verfahren fiir gemischt

quantenklassische Systeme

In Abschnitt 1.1 wurde skizziert, wie ein molekulares System bei der Modellierung in
einen klassischen und einen quantenmechanischen Bereich aufgeteilt werden kann.
Bisher beschéftigte sich diese Arbeit jedoch ausschlieBlich mit dem Quantenteil,
d.h. mit der elektronischen Schrédingergleichung (1.4) bzw. (2.2). Das soll sich nun
andern: In diesem Kapitel gehen wir anhand des QCMD-Modells der Frage nach,
wie ein gekoppeltes System von einer klassischen Differentialgleichung und einer

oszillatorischen Schrédingergleichung numerisch behandelt werden kann.

4.1 Quantenklassische Molekulardynamik

Unter den Ansétzen, die klassische mit quantendynamischen Differentialgleichungen
kombinieren, ist das als QCMD (quantum-classical molecular dynamics) bezeichnete
Modell eines der bekanntesten [4, 5, 8, 9, 24, 25]. Die Gleichungen dieses Modells,
das in anderen Forschergemeinden auch mean field oder Ehrenfest model genannt

wird, lauten

Mj = =, (v H))
(QCMD) &
w o= —H(y)y

3

(vgl. Abschnitt 1.1). Die klassisch modellierten Partikel (z.B. die Atomkerne) lau-

fen entlang einer Trajektorie ¢ —— y(t), die einer Newtonschen Bewegungsglei-

59
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chung folgt. Dagegen wird das Verhalten der “Quantenteilchen” (z.B. der Elek-
tronen) durch die Wellenfunktion t(¢) beschrieben, deren Evolution durch eine
Schrodingergleichung vom Typ (1.4) festgelegt ist. Nach einer geeigneten Appro-
ximation im Raum sind 1 (t) € CV bzw. y(t) € R? zeitabhingige Vektoren und
H(y) € RM*Y eine Matrix. M = diag(my, ..., my) € R*? bezeichnet die Massema-

trix.

Da einerseits die Wellenfunktion 1 als Wahrscheinlichkeitsdichte in die Kraft
der klassischen Bewegung (d.h. in die rechte Seite der ersten Differentialgleichung)
eingeht und andererseits der Hamiltonian der Schrédingergleichung von y abhéngt,
handelt es sich um ein nichtlinear gekoppeltes System zweier Differentialgleichungen
unterschiedlicher Natur. Wie zuvor oszilliert die Losung der Schrédingergleichung
aufgrund des kleinen Parameters ¢, der wieder auf das Massenverhéltnis von Ker-
nen und Elektronen zuriickgeht, auf einer Zeitskala von O(¢). Die klassischen Po-
sitionen dagegen verdndern sich sehr viel langsamer und kénnten daher problemlos
mit relativ groffen Schrittweiten approximiert werden, wenn die klassische Bewegung
nicht an die Quantenevolution gekoppelt wire. Die Integration der oszillatorischen
Schrodingergleichung ist also der kritische Teil des Gesamtproblems, denn hier ent-

scheidet sich, welche Schrittweite und wieviel Rechenaufwand das System erfordert.

In den letzten Jahren wurde eine ganze Reihe von Verfahren fiir QCMD entwickelt
6, 14, 15, 25, 26, 27]. Alle diese Verfahren arbeiten jedoch nur dann zuverlissig,
wenn die Oszillationen des Quantenteils durch viele Zeitschritte aufgelost werden,
d.h. wenn h < € gewéhlt wird.

Trotzdem wurde das QCMD-Modell mit beachtlichem Erfolg bei der Simulati-
on von verschiedenen chemischen Problemen eingesetzt (vgl. [8, 9, 24, 25] und die
Referenzen darin). Fragen der Modellierung wurden in [4, 5, 9, 24, 25] ausfiihrlich
behandelt und brauchen daher nicht noch einmal diskutiert zu werden. Allerdings
soll an dieser Stelle nicht verschwiegen werden, dass dieser Ansatz leider auch einige
schwerwiegende Schwachpunkte hat und aufgrund seines mean-field-Charakters in
vielen Anwendungen falsche Resultate liefert [5, 9, 25]. Es ist jedoch nicht das Anlie-
gen dieser Arbeit, QCMD als Modell zu rechtfertigen oder zu bewerten. QCMD dient
hier lediglich als Beispiel fiir einen typischen und — aufgrund der Kopplung zwischen
den beiden Gleichungen — mathematisch interessanten quantenklassischen Ansatz,
als eine Art Modellproblem, an dem die fiir die elektronische Schrédingergleichung

entwickelten Verfahren analysiert und die mit der quantenklassischen Kopplung ver-
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bundenen Probleme studiert werden koénnen. Dies geschieht nicht zuletzt in der
Hoffnung, dass sich die dabei gewonnenen Erkenntnisse auf andere Situationen
{ibertragen lassen. Tatséchlich ist etwa eine Ubertragung der Ergebnisse auf die beim

surface hopping verwendeten Gleichungen (1.2) und (1.3) unmittelbar moglich.

4.2 Umformulierung von QCMD

4.2.1 Voraussetzungen

Zunichst miissen die Voraussetzungen (V1) bis (V3) aus Abschnitt 2.6 folgender-

maflen an die QCMD-Situation angepasst werden:

(V1) Fiir alle y € R? ist H(y) eine reellwertige symmetrische N x N-Matrix mit der
Diagonalisierung H (y) = Q(y)A(y)Q(y)*.

(V2’) Es gibt eine von ¢ unabhéngige Schranke dist(A) > 0 derart, dass fiir jedes

Eigenwertpaar A\; und )\,
Ae(y) —Ni(y)| = dist(A)  VyelUu
gilt, wobei & C R? eine Umgebung der Trajektorie {y(t) | t € [to,tena) } sei.

(V3’) Die Funktionen y — Q(y) und y — A(y) sind in U dreimal stetig differen-
zierbar und die Ableitungen bleiben dort unabhéngig von y beschréankt.

4.2.2 Transformation des Systems

Analog zu Abschnitt 1.3 kann man die Diagonalisierung H(y) = Q(y)A(y)Q(y)”
verwenden, um durch die Transformation
{
Q) v(0) = e (~L00) n(o (4.)

eine neue Funktion 7(t) zu definieren, wobei ® nun durch
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gegeben ist. Setzt man diese Transformation in die QCMD-Gleichungen ein, so geht

das System nach kurzer Rechnung in das neue Problem

M = =y ([B@)+1] e K(y)n

no= (E@)'W(y,y))n -

mit dem Tensor

und der Matrix

T

W (y(t),5(t) = (%Q(y(t)))TQ(y(t)) = (VyQ(y(t)) y’(ﬂ) Q(y(t))

tiber. Die erste Gleichung in (4.2) ist dabei komponentenweise als

mpgy = —n' ([E(<I>) +1]e (Q(y)T <%H(y)> Q(?D) >n

aufzufassen. Die zweite Gleichung des transformierten Systems (4.2) entspricht ge-

nau der Differentialgleichung (2.2), die im Mittelpunkt der vorherigen Kapitel stand.

4.2.3 Diskussion einer anderen QCMD-Variante

In (QCMD) werden die beiden gesuchten Funktionen (t) und y(¢) trotz der Kopp-
lung als unabhéngige Groflen betrachtet. Deshalb wirkt die Ableitung V, in der
klassischen Gleichung nur auf H(y), nicht aber auf ¢(t). Es gilt also

V(v HG) = ¢V HE), (4.3)

und die Transformation (4.1) wird in die rechte Seite von (4.3) eingesetzt.

In der Literatur existiert allerdings auch eine Variante von QCMD, in der die
Wellenfunktion ¢ = 9 (t,y) in Abhéngigkeit von y betrachtet wird (vgl. [5, 9, 25]).
In diesem Fall miisste die Transformation (4.1) in die linke Seite von (4.3) eingesetzt
und danach die Ableitung auf alle von y abhéngigen Gréflen angewandt werden. Man

wiirde dann
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v, (v (O H@)())
= %, (e (Lo0) wrmW e (120 ) o)
=V (n*(t) exp (éq)(t)) A(y) exp <—£<I>(t)> n(t)>
= v (ramm®)

erhalten. In [5] wird jedoch iiberzeugend gegen diese Interpretation argumentiert.

4.2.4 Wohlgestelltheit des transformierten Systems

Die Argumente fiir die Transformation wurden in Abschnitt 1.3 ausfiihrlich disku-
tiert. Im Fall des gekoppelten Systems bietet sie dariiber hinaus noch den zusétz-
lichen Vorteil, dass das transformierte Problem im Gegensatz zum urspriinglichen
gleichméBig in € wohlgestellt ist.

Theorem 3. Unter den Voraussetzungen (V1°) bis (V3’) ist das QCMD-Modell
in der transformierten Form (4.2) gleichmdfig wohlgestellt. Betrachtet man die

Losungsfunktionen

y(t) - y(tuy(]?y(hlr](])a y(t) = y<t7y07907n0)7 Tl(t> = n(tay()vyOJnO)
in Abhdngigkeit von den Anfangswerten
y(to) = Yo, y(to) = o, n(to) = o,

so bleibt die Ableitung nach den Anfangswerten fiir alle € > 0 beschrdankt: Setzt man

0
8 = 5 .
8(y07y07770)
so gilt fir alle t € [ty, tend)
||8y(tay07y07n0)|| S C’ ||ay(t’y07y07n0)” S C’ ||877(t>y073/0a770)|| S C’

wobei die Konstante C von dist(A\) in (V2’), von den Schranken der Ableitungen in

(V8’) und von der Ldnge des Zeitintervalls abhingt, aber unabhdingig von € ist.
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Beweis: Siehe Kapitel 7.

Zwar héngen auch die Losungen y(t) und v (t) des urspriinglichen Systems (QCMD)
stetig von den Anfangswerten 7, und vy ab, doch aufgrund der Quantengleichung
wirken sich dort Fehler in den Anfangsdaten umso stéirker auf die Losung aus, je

kleiner der Wert von ¢ wird.

4.3 Verfahren fiir QCMD

4.3.1 Quantenteil

Die Losungen y(t) und () des gekoppelten Systems miissen parallel approximiert

werden, indem nach dem Schema
Yn—1 > Th—1 > Yn > Tn > Yn+1 > T+l AP

abwechselnd eine Approximation der klassischen Gleichung und der Quantenglei-
chung berechnet wird. Bei der Berechnung von 7, ist der Wert von y,, also schon
verfiighar. Deshalb kann der Quantenteil mit den Verfahren 1 bis 3 integriert wer-
den!, wobei man allerdings beachten muss, dass H, @, A, W usw. jetzt nicht mehr
direkt von ¢, sondern von y abhéngen. Zur Vereinfachung werden von nun an die
Schreibweisen K,, = K(y,), @, = Q(y,) und A,, = A(y,) verwendet. Bei ®,, und W,
ist die Sache allerdings komplizierter, denn ®,, ist iiber die Quadraturformel rekursiv
definiert, und fiir W, gilt

1

W = 5 (Qn) — Q1)) Q)

# W(Yn, 9n) = <VynQ(yn) yn) Q(yn)
£ W) = (Fewe)) Q).

! Im Prinzip konnten auch die Verfahren 4 und 5 angewandt werden, doch anders als bei
der Schrédingergleichung wiirden die Verfahren mit quadratischer Phasenapproximation in der
QCMD-Situation keine besseren Resultate liefern, was in Abschnitt 4.4 begriindet wird.



Verfahren fiir gemischt quantenklassische Systeme 65

4.3.2 Klassische Positionen
(a) Stormer-Verlet

Die wohl néchstliegende Methode, die klassische Gleichung

Mit) = —n(t) ([E(@)+1] o K(y))n(t)

aus (4.2) zu diskretisieren, beruht auf der Approximation von §j(t) durch den sym-

metrischen Differenzenquotienten

y y(t+h) —2y(t) +yt—h
y(t) =~ ( ) h(2) ( ) : (4.4)
Ersetzt man ¢j(t) mit Hilfe der Differentialgleichung, so fithrt dies auf das Stormer-

Verlet-Verfahren

Yot — 2 + Yng = —M’1h2772<[5(q’n) +1]e Kn)nn,

mit dem man ausgehend von y,,_1, ¥, und 7, den neuen Wert y,,.1 berechnen kann,

wenn ®(y,,) durch die Trapezregel

h
Opyy = P+ §(Ak+1 + Ak)

angendhert wird. Leider zeigt dieses Verfahren ein relativ schlechtes Konvergenzver-
halten (vgl. [15]), weil die zweite Ableitung von y oszillierende Exponentiale E(®)
enthélt und daher das Einfrieren in der Mitte des Intervalls nur fiir h < ¢ eine
verniinftige Approximation ergibt. Das gleiche Problem war schon in Abschnitt 2.2
bei der expliziten Mittelpunktsregel aufgetreten und in Verfahren 1 durch Integra-
tion iiber die oszillierenden Exponentiale gelost worden. Dieser Ansatz greift auch

bei der klassischen Bewegung.

(b) Mittelndes Stormer-Verlet-Verfahren

Es empfiehlt sich, wie in [15] nicht von (4.4), sondern der exakten Gleichung

y(t+h) —2y(t) +y(t—h) = B? /(1 — 10])i(t + 6h) db (4.5)

-1

auszugehen, dann (¢t + 0h) wieder durch die Differentialgleichung zu ersetzen und
die Phase E(®(t, + 6h)) mit Hilfe der Taylorentwicklung ®(t, + 6h) ~ ®,, + 0hA,
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zu approximieren, wiahrend die anderen Funktionen eingefroren werden. Das ergibt

das Verfahren

Yn+1 — Qyn +Yn-1 = h2M_1fn7
1

foo= - /(1—\9|)(E(<I>n+9hAn)+I> ek, |n.

—1

Das Integral in f,, kann analytisch berechnet werden:

fo= —n:;<<f+E(q>n). (%D(An))'2

o(E(hAn) —2B(0) + E(—hAn)>) . Kn> -

4.3.3 Einschrittformulierung

Das Zweischrittverfahren (4.6) kann durch Hilfsvariablen wu,, 1 und u, zu einem
daquivalenten Einschrittverfahren umgeschrieben werden:
|
Up = un—%_’_ﬁhM fn;
1
n+3 = Up+ §hM71fn7

Yn+1 = yn+hun+%'

Die Hilfsvariablen

" — un—l—%—'—un_% _ Ynt+1 — Yn—1 T — Ynt1 = Yn
" 2 2h ’ "t h

konnten als Naherungen fiir die Ableitungen (¢, 1 ) und ¥(t,) betrachtet werden,
wenn y(t) eine glatte Funktion wére. Dies ist jedoch bei QCMD nicht der Fall. Da
die oszillatorische Wellenfunktion in die zweite Ableitung von y(t) eingeht, liefern
die Differenzenquotienten nur fiir kleine Schrittweiten h < e verniinftige Approxi-
mationen (vgl. Abbildung 4.1 auf Seite 72).
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4.3.4 Berechnung der Geschwindigkeiten
Wenn die Geschwindigkeiten y benotigt werden, so konnen diese separat berechnet
werden. Anstelle des Differenzenquotienten verwendet man dazu das Integral

y(t+h) = y(t—nh)+ h/y(t + 6h) df (4.7)

-1

und ersetzt wie zuvor
it +0h) ~ —M 'y ((E((I)n +0hA,) + [> . Kn> - (4.8)
Dann wird das Integral analytisch berechnet, und man erhélt das Verfahren

yn+1 = ?an + hM?lgna
(4.9)

G = 1" ([E(CD,L) .%D—mn). (E(hA,) — E(—hA,)) +21] .Kn) T

4.3.5 Startschritt

Der Startschritt fiir die klassische Gleichung kann wie in [15] aus der Taylorentwick-

lung

yE+h) = () + hi(t) + 12 /(1 — 0)ii(t + 0h) db

konstruiert werden. Das Einsetzen der Differentialgleichung unter dem Integral fiihrt
zusammen mit der linearen Phasenapproximation und dem Einfrieren aller anderen

Variablen auf

v = Yo+ hjo+h M,
1

fo = —u /(1—9)[E(9hA0)+J] o e Iy | mo,
0

weil @y = 0 im ersten Schritt wegféllt. Das Integral wird wieder analytisch berechnet:

f = —nz:((%H(%D—mo))'g-(E(hAo>—E<0>)—%D%Ao))-m)m
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Ein Startschritt fiir die Geschwindigkeiten kann analog durchgefiihrt werden, indem

man (4.8) mit n =0 in

g+ h) = y(t)+h/jj(t+0h) i

einsetzt. Man erhalt so

Ui = Yo+ hM g,
1
0

4.4 Fehleranalyse

Welche Auswirkungen hat die Kopplung mit der klassischen Gleichung auf die Leis-
tungsfahigkeit der Verfahren? Fiir die Numerik besteht ein entscheidender Unter-
schied zwischen der Schrédingergleichung und QCMD darin, dass der Hamilton-
operator nur im Fall der Schrodingergleichung exakt ausgewertet werden kann. Bei
QCMD héngt H dagegen von den klassischen Positionen y ab, die durch das Ver-
fahren (4.6) nur bis auf eine Genauigkeit von O(h) oder O(h?) berechnet werden
konnen.? Die Verfahren fiir den Quantenteil erhalten jetzt also gestérte Eingabe-
daten H(y,), A(y,) und Q(y,) anstelle der exakten Werte H (y(¢,)), A(y(t,)) und
Q(y(tn))

Das hat schwerwiegende Konsequenzen: Der Fehler wéchst deutlich an, und an-
ders als zuvor erreichen jetzt sogar die Integratoren mit quadratischer Phasenappro-
ximation keine globale Genauigkeit von O(h?) mehr. Eine Voraussetzung dafiir ist
niimlich die sehr exakte Approximation ®, = ®(t,)+ O(h*) durch die Simpsonregel,
wie der Beweis von Theorem 2 in Kapitel 6 zeigen wird. Im Fall von QCMD kann
O(t,) = f;;" A(y(s)) ds nicht mehr mit dieser hohen Prizision berechnet werden,
weil anstelle von A(y(t)) nur die Approximationen A(y,) ~ A(y(t,)) zur Verfiigung
stehen und man eine Funktion, die man nur bis auf eine Unschérfe von O(h) oder

O(h?) “kennt”, unmdglich mit einer Genauigkeit von O(h*) integrieren kann. Daran

2 In Theorem 4 wird die Aussage y(t,)—y, = O(h) bewiesen, doch in den numerischen Beispielen
scheint sich der Fehler in den klassischen Positionen eher wie O(h?) zu verhalten, und fiir h < ¢
gilt dies ohnehin.
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andert auch die beste Quadraturformel nichts. Daher ist es in der QCMD-Situation
nicht sinnvoll, die Verfahren 4 und 5 zur Integration des Quantenteils zu verwen-
den, und in den Verfahren mit linearer Phasenapproximation kann ®,, statt mit der
Simpsonregel auch mit der Trapezregel approximiert werden.

Als zweites groies Problem kommt bei QCMD hinzu, dass die hoheren Ableitun-
gen von y immer stérker oszillieren, weil die Wellenfunktion in der Kraft der klas-
sischen Differentialgleichung auftritt. Da der Fehler der Differenzenquotienten fiir
die Approximation von W (y(t,)), W(y(tn)) oder A(y(tn)) von den hoheren Zeitab-
leitungen der entsprechenden Groflien abhéngt, verschlechtert dies die Qualitat der

Néherungen zusétzlich.

Theorem 4. Es seien n,,y, und 1y, die mit den Verfahren 1, 2 oder 3 in Kombi-
nation mit (4.6) und (4.9) an der Stelle t, = to + nh < te,q berechneten Approxi-
mationen. Unter den Voraussetzungen (V1°) bis (V3’) und (V4) gelten die Fehler-

abschdtzungen

IA

|| n(tn> — Mn H Cl ]’L,
H y<tn) — Yn H < Cg h,

A\

Die Konstanten C; hingen von dist(A) in (V2°), von den Schranken der Ableitungen

in (V8’) und von der Linge des Zeitintervalls ab, sind aber unabhingig von e, h und
n < (tena — to)/h.

Beweis: Siehe Kapitel 8.

4.5 Numerisches Beispiel

Um das Verhalten der Verfahren zu testen muss das Modellproblem aus Abschnitt
3.5 entsprechend erweitert werden. Wir betrachten wieder die Matrix aus (3.28),

ersetzen aber t durch y, d.h.

H(y) = (4.10)
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mit hu(y) = —4+2cos ((2y—1)7/10). Zur Vereinfachung sei dabei y € R skalarwer-
tig. Als Anfangswerte werden fiir die Position y(0) = 0, fiir den Impuls y(0) = 1.5
und fiir den Quantenteil derselbe Vektor wie in Abschnitt 3.5 gewéhlt. Weiter sei die
Massematrix M = I, das Zeitintervall [to, tcnq] = [0, 3] und € = 0.01. Mit Hilfe des
Parameters 0 kann wie gewohnt zwischen der adiabatischen und nichtadiabatischen
Situation hin und her geschaltet werden.

Da sich der zusétzliche Aufwand, der in den Verfahren 4 und 5 zur Berechnung
der Integrale betrieben wird, in der QCMD-Situation nicht mehr lohnt, werden in
den folgenden Beispielen nur die Verfahren 1 bis 3 beriicksichtigt. Sie werden mit
einem traditionellen Loser verglichen, der die Positionen mit Stormer-Verlet und den

Quantenteil mit der exponentiellen )-Mittelpunktsregel approximiert, d.h.

Yn+1 — Qyn + Yn—1 = _h2¢:VH(yn)wm

2th

Yun = exp (—?H(m) o (4.11)

4.5.1 Adiabatischer Fall: § = 2

Abbildung 4.1 zeigt den durchschnittlichen Fehler auf dem Gesamtintervall in Ab-
héngigkeit von der Schrittweite. In der linken Spalte ist das Verhalten im adiabati-
schen Fall dargestellt. Ein Vergleich mit Abbildung 3.4 auf Seite 54, wo der Fehler
der reinen Schrodingergleichung aufgetragen wurde, verdeutlicht, dass sich die Ge-
nauigkeit im Quantenteil bei QCMD wie befiirchtet verschlechtert. Erst ab h < ¢
setzt Konvergenz ein.

Die Genauigkeit des klassischen Teils erweist sich wie die des Quantenteils bei
groflen Schrittweiten als sehr empfindlich gegeniiber dem Wert von A. Dennoch kon-
vergiert das Verfahren in den Geschwindigkeiten und den Positionen schon fiir grofie
Schrittweiten h > ¢, und die Genauigkeit liegt bis A < /¢ im Bereich von mindes-
tens 1073 — ein durchaus akzeptables Ergebnis, da sich die klassische Evolution ja
auf einer Skala von O(1) vollzieht.

Dabei verhilt sich der Fehler im klassischen Teil eher wie Ch? als wie Ch. Das
ist nicht verwunderlich: In einer nichtoszillatorischen Situation wiirde das klassische
Stérmer-Verlet-Verfahren eine Genauigkeit von O(h?) erreichen, weil die linearen
Fehlerterme aufgrund der symmetrischen Form ausgeloscht werden. Beim Integrator

(4.6) fallen die entsprechenden Terme nicht vollstindig weg, bleiben aber klein,
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solange keine Resonanz auftritt. Ein d&hnlicher Effekt konnte ja auch im Quantenteil
beobachtet werden; vgl. die Abschnitte 2.6 und 2.7.

In den Fehlerdiagrammen der Geschwindigkeiten (letzte Zeile) wurde zusétzlich
der Fehler in den Hilfsgroflen aufgetragen: Die gestrichelte Linie zeigt die Differenz
|9(t,) — un|, wobei zur Berechnung der w,, die Kombination aus (4.6) und Verfahren
3 verwendet wurde.? Hier sieht man, dass die durch (4.9) berechneten Werte we-
sentlich genauere Approximationen an die Ableitungen sind als die Hilfsgréfien, die
letztendlich auf einem Differenzenquotienten basieren (vgl. Abschnitt 4.3.3). An-
dererseits geht daraus hervor, warum im Quantenteil erst fiir A~ < ¢ Konvergenz
einsetzt, denn zur Berechnung von W, miissen #hnliche positionsabhéngige Diffe-
renzenquotienten verwendet werden.

Trotzdem bewirken die neuen Integratoren eine deutliche Verbesserung, wie der
Vergleich mit dem traditionellen Verfahren belegt. Die Genauigkeit wird durch die

neuen Integratoren um zwei Gréfenordnungen erhoht.

4.5.2 Nichtadiabatischer Fall: § = 0.1

Wie schon im Fall der Schrédingergleichung sinkt die Genauigkeit aller Verfahren
(rechte Spalte von Abbildung 4.1) durch die nichtadiabatischen Ubergéinge ab. Der
Fehler der neuen Integratoren liegt jedoch deutlich unter dem von (4.11). Die Kon-
vergenz verhélt sich quadratisch in h, weil nun nicht mehr die Oszillationen, sondern

die Spriinge auf der groflen Skala den Hauptfehler erzeugen.

3Die Verfahren 1 und 2 liefern fast identische Werte, weil nicht die Qualitét der Naherungen

Yn, sondern die hoheren Ableitungen von y(t) fiir den Fehler in den u,, ausschlaggebend sind.
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o Fehler im Quantenteil fir & = 2 . Fehler im Quantenteil fir & = 0.1
107
107
10°°

-8 -8
10 10

107 107 107 10° 107 10”

Schrittweite h Schrittweite h
Fehler in den Positionen fir 6 =2 o Fehler in den Positionen fiir 6 = 0.1
10

-3 -2 -1 10 -3 -2 -1
10 10 10 10 10
Schrittweite h Schrittweite h
Fehler in den Geschw. fiir 6 = 2 Fehler in den Geschw. fiir 6 = 0.1

107 10”7 107 107 10
Schrittweite h Schrittweite h

1

Abbildung 4.1: Fehler im Quantenvektor 7 (oben), in den Positionen y (Mitte) und
den Geschwindigkeiten ¢ (unten) fiir 6 = 2 (links) und 0 = 0.1 (rechts). Vergleich

der Verfahren 1, 2 (diinne Linien) und 3 (dicke Linie) mit dem traditionellen Loser

(4.11) (gepunktete Linie). In den untersten beiden Schaubildern ist zusétzlich der

Fehler |y(t,) — u,| aufgetragen (gestrichelte Linie), wobei zur Berechnung der w,, die

Kombination von (4.6) und Verfahren 3 verwendet wurde.



Kapitel 5

Beweis von Theorem 1:
Fehleranalyse fiir die Verfahren

mit linearer Phasenapproximation

Bei der Abschétzung des Fehlers, mit dem ein traditionelles Verfahren die Losung ei-
ner gewohnlichen Differentialgleichung approximiert, richtet sich das Interesse meist
nur auf die Frage, mit welcher Potenz die Schrittweite h als Faktor in den Feh-
lertermen auftritt. Alle anderen Groflen werden in der Regel mehr oder weniger
grofiziigig durch eine Konstante C' abgeschétzt und nicht weiter beachtet. Ist der
lokale Fehler eines stabilen Verfahrens durch Ch?*! mit p € N beschrénkt, so liefert
ein Standardargument die Schranke C'h? fiir den globalen Fehler.

Der Beweis von Theorem 1 weicht in zwei wichtigen Punkten von diesem Sche-
ma ab. Erstens tritt jetzt neben der Schrittweite h mit € noch ein zweiter kleiner
Parameter auf, den man im Auge behalten muss. So darf z.B. ein Ausdruck der
Form Ch?/e nicht als O(h?)-Term verbucht werden, weil die Abschétzungen (2.22)
und (2.23) ja fiir grofle Schrittweiten h > ¢ und von ¢ unabhingige Konstanten gel-
ten sollen. Zweitens enthilt der lokale Fehler der Verfahren neben den h3-Termen,
die sich nach dem typischen Schema aufsummieren, auch oszillatorische h?-Terme,
deren Resonanzverhalten durch den in (2.24) definierten Ausdruck ~ in die Fehler-
abschétzung eingehen soll. Dadurch entstehen erhebliche technische Schwierigkeiten.

Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zuerst muss gezeigt werden, dass der lokale
Fehler der Verfahren 2 und 3 nur aus Termen der Ordnung O(h?) und héher besteht

und dass alle h2-Terme eine Matrix von oszillierenden Exponentialfunktionen ent-

73
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halten. Danach kann man beweisen, dass die Akkumulation dieser Terme tatséchlich
auf die Definition von k fiithrt und der globale Fehler durch (Cyx+Cy)h? abgeschiitzt

werden kann.

5.1 Lokaler Fehler

Lemma 1. Wenn die Voraussetzungen von Theorem 1 gegeben sind, so besteht der
lokale Fehler der Verfahren 2 und 3 aus Termen der Ordnung O(h®) und aus oszil-
latorischen Termen der Form

B (B (0t +Ch) o Ry Ju(t), ¢ €{1,0,1} (5.1)
wobei fir die Matrizen R, die Abschdtzungen
IRl < G5, [Rn = Rnall < Cuh (5.2)

mit Konstanten C3 und Cy gelten.

Beweis.
Schritt 1: Vorbereitung und Notation
(a) Die Differenz
E(®(t+06h)) — E(®(t)+6hA(t)) (5.3)

taucht im Beweis des Lemmas an so vielen Stellen auf, dass es sich lohnt, zuerst eine
geeignetere Schreibweise einzufiihren. In diesem Kapitel bezeichnet R = diag(r;) das

Restglied der Taylorentwicklung
Ot +p) = O(t) + pAt) + p*R(t, ).

Damit wird die matrixwertige Funktion

1

F(t,z,R) = /E (02°R(t, x)) db
0
definiert. Nach den Voraussetzungen von Theorem 1 ist F’ auf kompakten Intervallen
beschrénkt und beziiglich ¢ stetig differenzierbar, wobei die entsprechende Ableitung
unabhéngig von e beschrankt ist. Weil fiir  #£ 0
F(t,z,R) = — (E («?R(t,z)) — E(O))

122
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gilt, kann man (5.3) nun folgendermaffen umformen:

E(®(t +0h)) — E((t) + 0hA(1)) = —wthE(cb(t 1 01)) ® F(t,0h, )

_ wihQE(é(t) +ORA()) ® F(t,0h, R).

(b) Im Beweis miissen oft Ausdriicke vom Typ
T2

/ E(OhA) » G(6) dO

T1

abgeschétzt werden, wobei G fiir eine matrixwertige, stetig differenzierbare Funk-
tion steht, deren Ableitung unabhéngig von h und e auf kompakten Intervallen
beschrénkt ist. Indem man (&hnlich wie im Abschnitt 1.4.1 iiber den Adiabatensatz)
D(A) e £D~(A) einfiigt und partiell integriert, erhélt man

T2

/ E(6hA) o %D(A) e D (M) 0 C(6) dF (5.4)
— Zi [E(ehA) oD (A)e G(e)]:ﬁ - % TQE(HhA) « D(A) o G(6) df
und somit |
]QE(HhA) «G(0)dd = O(c/h) (5.5)

T1

auf beschrankten Intervallen [7q, 75).

(c) Wie aus der Herleitung der Verfahren in Abschnitt 2.3 bzw. 2.4 hervorgeht,

kann die exakte Losung in der Form

n(tn—H) = n(tn—l) +h O‘(tn> +h 6(75”) + h? V(tn)

mit
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alt) = [ (B, 0m) 0 W, Jat) a0,

-1
1

B(t,) = / (E(@(t, +01) & (W (5 + 0h) — W,) )t + 01) do.

-1
1

At = [ (B +om) o W)

-1

/ (E(Cb(tn + oh)) e W(t, + Uh))ﬁ(tn +oh) do do

geschrieben werden, wihrend die Verfahren nach einem Schritt mit exakten Ein-

gangsdaten die Approximationen

N(tn_1) +h An(t,) + h* Coun(t,), (Verfahren 2)

N(tn_1) +h Aun(ta) + h* Bun(ts) + h* Can(t,) (Verfahren 3)

liefern. Der lokale Fehler der beiden Verfahren ist also

h (a(m . Ann(tn)) 4R B(ts) + h? (fy(tn) — Cw(tn)) (Verf. 2),

h (a(m . Ann(tn)) 4 h (ﬁ(tn) _ thn(tn)> 4R (mn) _ Cnn(tn)) (Verf. 3)

und muss nun Term fiir Term abgeschétzt werden. Dabei sei der Einfachheit halber
t = t,, bis zum Ende dieses Abschnitts.
Schritt 2: Der Fehler a(t) — A,.n(t)

(a) Der Fehler im ersten Term des Verfahrens lautet

h(a(t) — Aun(t))

1

- h/(E(d)(tJrQh)) oWn>n(t) do

-1

“h /1 (E(Cb(t) +0hA()) Wn>n(t) do
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1

= h(E(cb(t)) . /E(HhA(t)) . é@QhQF(t,Qh,R) do e Wn)n(t). (5.6)

Durch eine partielle Integration nach dem Schema (5.4) erhdlt man daraus

h(a(t) — Aun(t))
= h2< (®(t) + hA(t)) ® F(t,h,R) @ D~(A(t)) o Wn>n(t) (5.7)

—h? (E(cb A(t)) @ F(t,—h,R) @ D~(A(t)) e Wn> n(t) (5.8)

(/1]5 t) + ORA(t )) . d%ez‘ (t,0h, R(t,0h)) 659)

e D™(A(t)) o W, d@)n(t).
Setzt man nun die Gleichungen

E(®(t) £ hA(t)) @ F(t,£h,R) = —E(®(t + h)) e F(t,+h, —R),
d% 0°F(t,0h, R(t,0h)) = E (6°h°R(t,0h)) e d%e?D(R(t,eh))

ein, so zeigt sich, dass die drei Ausdriicke (5.7), (5.8) und (5.9) die Form

2 (Bt +Ch) o Ry )(t)
mit ( € {—1,0,1} und

R, = F(t,h,—R)e D (A(t)) e W, in (5.7),
R, = F(t,—h,—R)e D (A(t)) e W, in (5.8),

R, = /1 E(HhA(t)+62h2R(t,9h))

. %92 (R(t,0h)) do e D~(A(t)) e W,  in (5.9)

annehmen. Dies entspricht der Aussage des Lemmas, doch es bleibt zu zeigen, dass
jeder der Restterme die Eigenschaft | R, — R,—1|| < Ch besitzt.

(b) Man rechnet leicht nach, dass D~(A(t + h)) — D=(A(t)) = O(h) und Wy4q —
W, = O(h) gilt. Da die partielle Ableitung von F' nach der Zeit beschréankt ist, gilt
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auBerdem F(t + h,+th,—R) — F(t,£h,—R) = O(h). Somit erfiillen also (5.7) und
(5.8) die Bedingungen (5.2). Bei (5.9) wird die Sache etwas komplizierter. Hier muss

nachgewiesen werden, dass

1

/ E(HhA(t +h) + 02h2R(t + h, eh)) . d%e?D(R(t +h,0n)) do
- / E(Gh/\(t) +92h2R(t,9h)) . d%ezD(R(t,eh)) 9 = Oh).

-1
Dazu wird diese Differenz in drei Teile aufgespalten:

1

/ (B(onA(+n) - B(0rA®)))
1 d (5.10)
o E(0°h*R(t + h,0h)) e @GQD(R(t + h,0h)) db

1

+/E(9hA(t)) . (E (0°h*R(t + h,6h))

B _ B ($*h2R(t.0h)) ) e Lop(rinony s
" / E(9hA(1)) » E (6°K°R(t, 01))
B . (d%QQD(R(tJrh,Hh)) — d%QQD(R(t,Qh))) o

Wegen E(0*h*R(t + h,0h)) — E(6*°h*R(t,6h)) = O(h*/e) und der Voraussetzung
h* < e hat der zweite Term (5.11) die Ordnung O(h). Dies gilt auch fiir den drit-
ten Term (5.12), weil R nach Voraussetzung geniigend oft differenzierbar und un-
abhéngig von ¢ ist. Der erste Term (5.10) erfordert dagegen noch etwas mehr Miihe.

Setzt man
d
G(t,0h) = @QzD(R(Hh,Hh)) (5.13)

und bezeichnet mit R = diag(7;) den Restterm in A(t + p) = A(t) + 1R(t, 1), so

ergibt eine partielle Integration von (5.10)
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1

/ E(0hA(t)) o (E(QhQ}N%(t, h)) — E(O))

-1

o E (0°h*R(t + h,0h)) e G(t,0h) do

/E(crhA(t)) e G(t,oh) do

1 (5.14)

. (E(HhQR(t, h)) — E(o)) o £ (0°h*R(t + h,0h)) ]

1 0

_ / / E(ohA(t)) o G(t,0h) do

-1 -1

(5.15)
. d% (B(0W*R(t.0)) ~ E(0)) o B (H*R(t + h.0w)) db.

Wie im Beispiel (5.5) erhélt man nun

/E(ah/\(t)) e G(t,oh)do = O(g/h),

-1

und eine kleine Nebenrechnung zeigt, dass andererseits

E(0h*R(t, h)) — E(0) O(h?/e),
d

- (E(Qh?fz(t, h)) — E(O)) o L (02h2R(t + h,0h)) = O(h%/e)

gilt. Wenn man die Puzzleteile jetzt wieder zusammensetzt, sieht man, dass (5.10)
die Ordnung O(h) besitzt, dass also (5.9) und somit (5.6) die im Lemma angegebene
Form haben. Zur Veranschaulichung ist die Aufteilung der Terme in der folgenden
Abbildung skizziert.
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(5.7) (5.8) (5.9)
(5.10) (5.11) (5.12)
(5.14) (5.15)

Schritt 3: Der Fehler v(t) — C,,n(t)

(a) Ersetzt man in h?C(t) die Zwischenwerte 7(t + oh) und W (t + oh) durch n(t)
und W, so entsteht nur ein Fehler von O(h?®). Deshalb geniigt es zuniichst, den
folgenden Ausdruck abzuschétzen:

1

0
/ (E(e( +om) / D(t+oh)) o W, ) do df
0

-1

_/(E( (t) + OhA(t) / t) + ohA(t)) e Wn) do df
_ /1 (E(CD( ) + OhA(t)) R bt o, R) - Wn>

(B(@(t +oh) e W) do df

o\%

+ /1 (E(CD(t) +OhA(L)) » Wn)

io2h?

€

F(t,oh,R) e Wn> do d.

0
-/(E(d)(t)+ahA(t))o
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Nach dem Muster von (5.4) fiihrt man nun in beiden Termen eine partielle In-
tegration des dufleren oder inneren Integrals durch. Da die Stammfunktion von
E(®(t) + 6hA(t)) den Faktor e/h enthilt, gewinnt man nach Kiirzen mit dem be-
reits vorhandenen h?/e eine weitere h—Potenz, was zusammen mit dem Vorfaktor
h?* einen Fehler von O(h?) ergibt.

(b) Der zweite Approximationsschritt bei der Herleitung bestand darin, anstelle der
vollen Summe in (2.16) nur den Summanden mit k£ = [ zu beriicksichtigen. Anders
formuliert bedeutet das, n(t) in (2.15) nicht mit der vollen Matrix

/1<E( (1) + OhA(?) /9 )+ ohA() ¢ W) dor o, (5.16)

sondern nur mit deren Diagonale zu multiplizieren. Da (5.16) nach der Rechenregel
(3.23) identisch ist mit

1

(B(e@) +1) / (B (onA) /9 E(ahA(t) o Wy ) do df |

—1

hat der dabei entstandene Fehler also die Form

h2 (E((I)(t)) . Rn> n(t)

mit
1

R, = / (B (onA) /9 E(ahA(t)) o Wy ) do db.
0

-1

Nach (5.2) muss man nun noch R,, — R,,—1 = O(h) zeigen. Dazu benotigt man die
Taylorentwicklung A(t+p) = A(t)+ pR(t, p), zwei partielle Integrationen und etwas
Geduld.

Schritt 4: Der Fehler 3(t) bzw. 3(t) — h B,n(t)

(a) Verfahren 2

Zur Vervollstdndigung des Beweises muss im Fall von Verfahren 2 gezeigt werden,
dass die Aussage auch auf den Ausdruck h5(t) zutrifft. Wegen W (t + 0h) — W,, =
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O(h) kann man die Differenz als W (t+6h) —W,, = h G(t, 6h) mit einer auf kompak-
ten Intervallen beschriankten Funktion G(t,60h) schreiben (die nichts mit der eben-
falls mit G bezeichneten Funktion aus (5.13) zu tun hat). Dies in ((¢) eingesetzt
ergibt
1
ha(t) = B2 / (E(@(t -+ 0m)) » G(t.0m) )n(t + 0h) df

-1
1

_ 2 / (E((I)(t +0h)) e G(t,@h))n(t) do + O(h%)
= 12(B(2() ¢ Ry )n(t) + O(?)
mit

R, = /1 E(GhA(t)+62h2R(t,9h)>oG(t,@h) do.

Um die Eigenschaft ||R, — R,_1|| < Ch nachzuweisen ist eine lingere Rechnung
erforderlich, doch da dieser Restterm im wesentlichen dieselbe Struktur hat wie jener

in (5.9), kann der Beweis analog zu der Rechnung aus Schritt 2 (b) gefithrt werden.

(b) Verfahren 3

Im Fall von Verfahren 3 bleibt h 5(t) — h? B,n(t) = O(h?) zu zeigen. Dazu teilt man
die Differenz zuerst in zwei Teile:
hB(t) = h* Bun(t)
1
_ h / (E(@(t+6)) o (Wt +68) — W,) )n(e) df

-1
1

— h? / (E(Cbn +OA(t)) GWn>n(t) df + O (h?)

- h/ (E(CID(t +0h)) e (W(t+0h) — W, — HhWn))n(t) do

-1

+ h2/1 <[E(<1>(t +0R)) = E(®, + 0hA(1)) | o QWn>n(t) do + O (h?).
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Wegen W (t) — W,, = O(h?) und W (t) — W,, = O(h) gilt
W(t+60h) — W, —0nW, = O(h?),

und eine letzte partielle Integration ergibt dhnlich wie in Schritt 2 (a)

/1 [E(Cb(t +6h)) — E(®, + QhA(t))} 0 do

-1
1

= E(9(1t)) ./E(@hA(t)) .ée?’h?F(t,eh, R)df = O(h).

-1

Damit ist das Lemma bewiesen. ]

5.2 Fehlerakkumulation

Zuerst miissen die beiden Zweischrittverfahren als Einschrittverfahren in einem

Raum mit doppelter Dimension dargestellt werden. Dies erfordert einige neue Be-

zeichnungen:
n(trr1) Mie+1 0 I
v t — 3 v = ) — 9
(Bes1) n(tr) > ! ( us ) J ( r 0
h
M, = A+ hCy 0 fiir Verfahren 2,
0 0
hBi + hC 0
My = A+ SJF F 0 ) fiir Verfahren 3.

In dieser Notation nehmen die Verfahren 2 und 3 die Gestalt
vgr1 = (T + hMy)vg (5.17)

an. Der lokale Fehler in der Einschrittformulierung wird mit
doy1 = (T +hM(tn))v(tn) — v(tns1) (5.18)

bezeichnet, wobei M(t,,) genauso definiert ist wie M,,, doch mit dem exakten Wert
®(t,) anstelle der Approximation ®,, in den Ausdriicken A,, und B,,. (In C, tritt ®,,
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nicht auf.) Fiir den globalen Fehler e,, = v,, — v(t,,) folgt dann aus (5.17) und (5.18)

die Rekursion

€n+l1 = Upy1 — U(tn—l-l)
= (J + hMy)v, — (T + hM(t,))o(tn) + dpsa
= jen + then + dn—i—l + Cn+1 (519)

mit ¢, 11 = h(M, — M(t,))v(t,).

Lemma 2. Mit den obigen Bezeichnungen hat die Fehlerrekursion fiir alle n > 1

die Form

n+1 n+1

ent1 = J'er+h Z jnik./\/lkek + Z jn+1ikdk + Z jnJrlkak. (5.20)
k=1 k=2 k=2

Beweis durch Induktion. Fiir n = 1 wird die rechte Seite von (5.20) zu

T'er + hT° Miey + T0dy + T c
= J'er + hMuer + (T + hM(t))v(tr) — v(ta) + h(My — M(t1))v(t1)
= Jlei + hMyes + Jv(ty) — v(ty) + hMyv(ty)
= (j1+hM1)(61 +v(t1)) — v(tz)
= vy —v(ty)

= é3,

und aus der Induktionsannahme
n—1 n n
en = T e+ hY T Meer+ Y TV e+ Y T e
k=1 k=2 k=2

folgt mit (5.19)
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Cn+1 = jen + then + dn—l—l + Cn+1

n—1 n n
=J <.7"161 +hY T Meer+ ) T e+ Y j"'“ck>
k=1 k=2 k=2

+ then + dn+1 + Cn+1

n—1 n n
— (J”el +hY T Myer + ) T e+ ) J““‘%)
k=2

k=1 k=2
+ then + dn+1 + Cnt1

n n+1 n+1
_ jnel +h Z jn—kMkek + Z jn+1_kdk + Z jn—l-l—kck' -
k=1 k=2 k=2

Lemma 3. Flir die letzte Summe in (5.20) gilt die Abschdtzung

n+1

sl < an
k=2

Beweis. Wegen ¢ = h(/\/lk — M(tk))v(tk) geniigt es nach Definition von M,
bzw. M(ty), den Ausdruck

hA(t,) o <E(®k) —E(cwk))) oW, + h2B(ty)e (E(d)k) —E(fb(tk))) A

zu betrachten. Durch die Verwendung der Simpsonregel entsteht nur ein Fehler von
P, — ®(t,) = O(h'), d.h.

h4

H E(®y) — E(D(t)) H <o, (5.21)

Weil aber gleichzeitig A(t,) = O(e/h) und B(t,) = O(g/h) ist, folgt ¢ = O(h*)

und damit die Behauptung des Lemmas. [ ]

Lemma 4. FEs gibt Konstanten Cy und Cy derart, dass

wobei k der Ausdruck aus (2.24) ist.

n+1
Z TR, H < (C1k + Cy)h?, (5.22)

k=2
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Beweis. Nach Definition von 7 und dj, geniigt es,

5 (1 + 1B+ Gt +ltnr) i) | < (Cont o

1<k<n
k gerade

(mit By, = 0 im Fall von Verfahren 2) sowie dieselbe Abschétzung fiir die Summe
iiber ungerade k zu beweisen, was aber analog geschehen kann. Dabei darf ohne
Einschrankung angenommen werden, dass n gerade ist. Nun kommt der Punkt,
an dem wir auf das so mithsam erarbeitete Resultat aus dem ersten Teil des Ka-
pitels zuriickgreifen kénnen. Nach Lemma 1 besteht der lokale Fehler der beiden
Verfahren aus Termen der Form (5.1) und aus Termen héherer Ordnung. Da die
Summe iiber letztere in der GroSenordnung von O(h?) liegt, bleibt zu zeigen, dass
fir ¢ € {—1,0,1}

n/2

3 (E(cb(t% +Ch)) e R%)n(t%) H < Ck (5.23)

k=1

gilt, dass sich also die O(h?)-Fehlerterme dank ihrer oszillatorischen Natur nicht
aufsummieren, solange keine Resonanzen auftreten. Als wichtiges Hilfsmittel wird

dazu die Formel der partiellen Summation

m m m—1 k
Z TokYor = (Z 1?2j)y2m - Z (Z 552j> (Ya(s+1) — Yar) (5.24)
k=1 j=1 k=1 j=1

bendtigt, die durch Induktion bewiesen werden kann. Angewandt auf die Summe in
(5.23) hat sie die Gestalt

nﬁ (E(cb(t% +Ch)) RZk)n(tzk)
= nf (E(‘I’(t% +Ch)) e R2k> n(t,)

k=1 \j=1
Wegen n(tagi1)) — 1(tar) = O(h) und nh < tenqg — to muss nur

m

(

(B(@(tak + Ch) @ Ra )

k=1

‘SC/{
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fiir alle m < n gezeigt werden. Durch eine erneute partielle Summation erhélt man
Z (E(‘I’(t% +¢h)) e R2k>
k=

— < zm: E(®(tar + Ch))) e Ropm — mz_ ((RMH) — Roi) Z E(®(ty; + Ch))) :

k=1 j=1
Da nach Lemma 1 HRQ(HU — R%” < 2C4h gilt, bleibt dieser Ausdruck nach Defi-

nition von x durch Ck beschriankt. Damit ist (5.23) und somit (5.22) bewiesen. =

Kombiniert man Lemma 2 mit den Lemmata 3 und 4, so erhélt man fiir alle
1 S n S (tend - tO)/h

lewsall < 1T erll + (Cir+ Co)i® + B Y ([T H|| - M| - llexll + O (R?)
k=2

Durch partielle Integration kann man wie in Teil I des Beweises nachrechnen, dass der
Fehler des Startschritts n; —n(t;) = O(h?) betrigt, was in der Einschrittformulierung
e; = O(h?) impliziert. Mit M = max;, | My|| und ||| = 1 fiihrt dies auf

lensall < (Cir+ Co)h® +hM Y e,

k=2

und mit dem diskreten Gronwall-Lemma aus dem Anhang (Lemma 7) folgt
lenti]l < (Cik + Cy)h? eltena=io)M

was wegen || n(t,) — n. || < ||en]|| der Fehlerabschétzung (2.22) aus Theorem 1 ent-
spricht. Die zweite Abschiitzung (2.23) folgt mit h? < ¢ unmittelbar aus

b = Qe (10, )
bt = Qe (~0() ) oie)

und dem Simpson-Fehler ®,, — ®(t,,) = O(h'). Damit ist der Beweis von Theorem 1
abgeschlossen. n



Kapitel 6

Beweis von Theorem 2:
Fehleranalyse fiir die Verfahren
mit quadratischer

Phasenapproximation

Obwohl die Verfahren 4 und 5 komplizierter als ihre Vorgénger sind, fillt der Beweis
der Fehlerabschéatzung nun deutlich kiirzer aus. Das liegt daran, dass der lokale Feh-
ler jetzt keine oszillatorischen O(h?)-Terme mehr enthilt, deren Akkumulationsver-
halten besonders beriicksichtigt werden muss. Daher kann die Fehlerpropagation mit
einem Standardargument abgehandelt werden, so dass es im Wesentlichen geniigt,

den lokalen Fehler abzuschéatzen.

6.1 Beweis fiir Verfahren 4

Sei n € N fest. Man muss zeigen, dass
H Dtns1) = (lta1) + b Aui(ta) + b2 Bug(ta) + B2 Can(ta) H < CE, (6.1)

dass sich der lokale Fehler also unabhéngig von £ wie O(h?*) verhilt. Die Aussage von
Theorem 2 folgt dann aus dem diskreten Gronwall-Lemma, und die Abschétzung fiir
1 ergibt sich wie am Ende des vorherigen Kapitels aus der Transformation (1.7) und

der Genauigkeit der Simpsonregel.

88
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6.1.1 Vorbereitung

Im Beweis wird die folgende Notation verwendet:

e Die Ausdriicke @, 3, und 9, seien so definiert wie (3.4), (3.5) und (3.6), jedoch
mit W, anstelle von W (t,) und W, anstelle von W (t,).

e Die Ausdriicke d,, (3, und %, seien so definiert wie (3.13), (3.14) und (3.15),
jedoch mit ®(t,) anstelle von ®, und A(t,) anstelle von A,,.

Damit kann der lokale Fehler in vier Teile zerlegt werden:

Ntnr) = (1) + b Aun(ta) + B2 Bun(t) + b Can(ta) )
= n(tnﬂ) - <77(tn71) +h &nn(tn> + h? B\nn(tn) + h? /’)\/n77(tn>>

(6.2
+ <h G+ B2 By, + b2 %)n(tn) - (h G+ B2 B+ b2 %)n(tn) (6
(
(

w

N

+ (h &+ h2 B, + h? Vn>n(tn) ~ (h G + h2 By + h? %)n(tn)

6.
+ <h G+ h? B+ h? %)n(tn) - (h A, + W2 B, + h? Cn>17(tn). .

6.5

)
)
)
)
Dabei ist (6.2) die Differenz, die durch das Einfrieren von n(t,, + oh) ~ n(t,) und
durch das Ersetzen der Zwischenwerte von W via (3.3), (3.7) und (3.8) entsteht. Das
Einsetzen der Taylorentwicklung (3.10) fur ®(¢, + 6h) verursacht den Fehler (6.3).
Die Approximation von ®(t,) durch die Simpsonregel (3.12) und von A(t,,) durch den
Differenzenquotienten (3.11) ergibt (6.4), wéhrend (6.5) von der ndherungsweisen
Berechnung der Integrale in Abschnitt 3.1.2 herriihrt. Zur Vereinfachung bezeichnet
C' im Folgenden mehrere verschiedene Konstanten, die keine besondere Rolle spielen.

AuBlerdem werden die Kurzschreibweisen

W], AL, Q. usw.
fiir die Ausdriicke
. 03
sup [W(n)[|,  sup [A@)]]; Sng%Q(t) . usw.

verwendet, wobei das Supremum jeweils iiber alle t € [to, tenq] gebildet wird. Die
Abhéngigkeit des Fehlers von diesen Groflen erkldart, warum die Genauigkeit der
Verfahren im nichtadiabatischen Fall zuriickgeht, denn hier wachsen die entspre-

chenden Normen deutlich an.
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6.1.2 Abschitzung von (6.2)

Man rechnet leicht die Schranken

W (t,) — Wa|| < Ch?||Q®
HW(tn)—Wn < Ch||Q¥)|

J

fiir die Ndherungen (3.7) und (3.8) nach und erhélt damit

Wt + 0m) = W = omiis | < cn2 (@ + [[]))
W (t, +6h) = W,|| < Ch|W|+0O(h?).

Fiir |o| <1 folgt aus

[

Wt +oh) = n(ta) = [ (B(@(t+€)) o Wit + €8 )it + B) d

0

die Abschéatzung ||n(t, + oh) —n(t,)| < hHW” Diese Ungleichungen zeigen, dass
(6.2) durch

R ([ Q1+ [ + W[ | + [w]*) + o)

abgeschétzt werden kann.

6.1.3 Abschitzung von (6.3)

Analog zu Kapitel 5 bezeichnet §*°h3R(t,0h) von nun an das Restglied der Taylor-
entwicklung (3.10), d.h. es gilt

d(t+0h) = d(t) +0hA(t) + %QQhZA(t) + 0°h3R(t, 0h)

und ||R(t,6n)|| < C ||AH Damit wird #dhnlich wie zuvor eine matrixwertige und

beziiglich t stetig differenzierbare Funktion

1

F(t,x) = D(R(t,x))o/E(§x3R(t,x)) d¢

0

definiert, die durch

1E(t )l = ClRE )| < C|A]| (6.6)
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beschrinkt ist. Da fiir x # 0

F(t,r) = m%(E(ﬁR(t,@)-E(@))

gilt, kann man mit dieser Definition einen Teil der Differenz (6.3) in die Form

(h G+ h? Bn) _ (h G+ h2 Bn>
1

— L E((1) e / E (QhA(tn) + %9%2/\(75,,1)) . wzth(tn,Qh) o oW,

bringen und partiell integrieren:

1

/ E (QhA(tn) + %HthA(tn)) . iethF(tn, 0h) df
— [ /9 E(ohA(t,)) doe E (%e%%(tn)) . with(tm 6h) ] |
_ /1 /6 E(ohA(t,)) do e d% (E (%QQhQA(tn)) . wzth(tn,eh)> do.
Mit o
j E(chA(t,)) do = %D‘(A(tn)) . [E(%A(zfn)) —E(—hA(m)}
und

d 1, . i63h3
4 (o (S ) « 22 p, o

i03h3

_ 3 2 A 12 2 A
= Z6h D(A(tn)) .E(2e hA(tn)> o F(ta, 0h)
1, 5 ihdd
+ E (59 h A(tn)> % (0°F(t,,0n))
ergibt dies die Abschéatzung
e 2 AW 5 4
H(hanJrh Bu)utta) = (ke B )nt)|| < © Ty MO,
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Dabei wurden neben der Voraussetzung h < /e die Ungleichungen

[IDAG)] < ¢

D= (At || < C/dist(A),

IF(t., 6R)| < C| A,
"%(03F(tn,9h))H < |E(tn, 01)] + O(h)

benutzt. Die Differenz 7,, — 4,, kann geschrieben werden als

/ (E (@(tn) + OhA(L,) + %92}12/\(16”)) . §e3h3F(tn, Oh) e Wn>

-1 0

: / (B(@(t, + o) ¢ W) do df

0

1

- / (E ((I)(tn) + OhA(t,) + %9%2/\(1&”)) . Wn>

-1

(%
: / (E ((P(tn) + ohA(t,) + %UQhQA(tn)) . £a3h3F(tn,ah) . Wn> do db),
0

woraus hervorgeht, dass
130 =l < CRIK|[ W]+ O(n?) .

Insgesamt ist (6.3) also durch
R[] ([[w/dist(a) + [[W]*) + O (n?)

beschrankt.

6.1.4 Abschitzung von (6.4)

Fiir die Fehler der Simpsonregel (3.12) und des Differenzenquotienten (3.11) hat

man

[@(t,) — @u] < CRY||O°A
HA(t)—An

I

< on|ePA|.
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Daraus folgt mit der Voraussetzung h? < ¢ direkt, dass
6 =@l < CR2[|°Al[ W],

und da ||3, — Ba]|| und ||¥, — ,|| nur Fehler héherer Ordnung hinzufiigen, ergibt dies
sofort die Abschétzung CR®||O°A|| ||W || + O(h*) fiir (6.4).

6.1.5 Abschitzung von (6.5)

Der Fehler aus (3.16) kann durch einfache Rechnungen umgeformt werden zu

/ 0F (QhA(tn) + %9%2/\”) do — Ts(t,)

1
- / E (QhA(tn) + %9%2/\”)
-1
ih?

. <0%D‘(A(tn)) = <%D‘(A(tn))).2> 6D (4,) df
= —hD"(A(ta)) o D (A,)

./ (QE(GhA(tn)) + E(— hA(t,)) — /E(ahA(tn)) da> . 9E<%92h2/\n) do,

-1 -1

woraus man die Abschétzung

1
1 - h
OF | OhA(t —0*h*A,, | dO — T3(t :
|
erhdlt. Aus Gleichung (3.21) folgt, dass
1 1 h
2022 _ D
H/E (QhA(tn)Jr S0%h An) dj — —D (A(tn)) o Ti(t,)|| < Cdist(A) (6.8)
|

bzw. mit (6.7), dass

1
/ E <0hA(tn) + %9%2/\“) do —
| (6.9)

<%D*(A(tn))oﬁ(tn)—hD‘(A(tn))oD(An)o%(tn)> H < C<di8?(/\)>2'
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Setzt man nun die Abschétzungen (6.7) und (6.9) ein, so fiihrt dies auf

< m( i, v )

dist(A)?  dist(A)

<h62n + h25n>n(tn) _ (hAn + h?Bn)n(tn)

Analog kann

W2 Fun(ta) — B2 Can(tn)|| < Chﬂ\w”%%)

gezeigt werden. Damit ist die Aussage (6.1) bewiesen. Durch &hnliche Argumente
kann man nachweisen, dass die Genauigkeit des Startschritts im Bereich von O(h?)

liegt.

6.1.6 Globaler Fehler

Fiir die Fehlerakkumulation gilt — mit den Bezeichnungen aus Kapitel 5 — die Formel
(5.20), wobei nun allerdings ¢, = 0 ist, weil der Fehler der Simpsonregel schon in
den lokalen Fehler aufgenommen wurde. Lemma 4 wird jetzt nicht mehr benétigt,
weil die lokalen Fehler dj, jetzt in der GroSenordnung von O(h?) liegen und man
daher direkt

n+1

Z jn+1_kdk
k=2

verwenden kann. Die Fehlerabschétzung fiir Verfahren 4 folgt dann aus dem diskreten

= o)

Gronwall-Lemma (Lemma 7 aus dem Anhang). u

6.2 Beweis fiir Verfahren 5

Der lokale Fehler, der durch das Abschneiden der Magnus-Reihe entsteht, liegt in
der GréBlenordnung von O(h?*) (vgl. [17, 18]). Alle anderen Fehler, die von den ver-
schiedenen Taylorentwicklungen, Differenzenquotienten, der Simpsonregel und dem
naherungsweisen Losen der Integrale herrithren, kénnen wie im vorherigen Abschnitt
abgeschétzt werden, da die dabei auftretenden Terme im Wesentlichen dieselben

sind. ]



Kapitel 7

Beweis von Theorem 3:
Gleichmiflige Wohlgestelltheit der

transformierten Version von
QCMD

Unter den gegebenen Voraussetzungen muss die Stabilitdtsabschidtzung
t
1Oy + 5@ + lon@®ll < o+ C/ 18y ()| + 199 ()| + 1On(s)l| ds (7.1)
to

mit e-unabhéngigen Schranken C' und a bewiesen werden. Die Aussage des Theorems

folgt dann aus dem kontinuierlichen Gronwall-Lemma (Lemma 8 im Anhang).

Die wesentliche Schwierigkeit tritt an den Stellen auf, wo Terme der Form E(®)
abgeleitet werden, denn dabei entsteht ein Faktor 1/¢. Um die von ¢ unabhéngige
Wohlgestelltheit zu beweisen muss dieser Faktor wieder ausgeglichen werden, indem
man ausniitzt, dass die F(®)-Terme stets unter einem Integral stehen und man

durch (partielle) Integration einen Faktor ¢ zuriickgewinnen kann.

95
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7.1 Klassischer Teil

Aus der Gleichung

t t

0 = i+ [ ds = in= [ [E@) + 1] 0 506 Juts) s (72

to to

fiir die Geschwindigkeiten folgt sofort die Abschétzung

t
gt < il +C [lon(s)l ds+C [ Jox(u)llds (73
to to
t
+ / 7'() (0B (2(s)) K (y(s)) )n(s) ds (7.4)
to
fiir die Ableitung nach den Anfangsdaten. Wegen
1940l < C. /HaK D ds < c/uay )| ds (7.5)

muss nur noch der Integralterm (7.4) untersucht werden. Durch Einsetzen der Ne-

benrechmung
OE(D(s)) = { -éD(A ())) # =D~ (A y(S)))}
_ { oéD(Ay )} ( (y<8))> (7.6)
+ B(() o D(A((s))) # 0D (A(y()))
erhilt man
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Die Norm des zweiten Integrals kann durch

t
c / 10y(s)]| ds
to

abgeschétzt werden, doch das erste Integral erfordert etwas mehr Miihe. Eine par-

tielle Integration, bei welcher der Term

o {E(@(s)) . ED(A(y(s)))}

integriert und alle anderen Terme abgeleitet werden, ergibt

] 7(6) (2 [E(@() o D (8(0(6) |« S0 (40) # K (0(5) ) nte) s

to

Man gewinnt dadurch also einen Faktor €. Weil andererseits die Ableitung 0F ((I)(S))

wegen
100(s)|| < /HaA )| do < c/nay )| do
durch

Jon@@)] < - [D@a(s)]|« (o / oy(o)l do (7.7
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abgeschétzt werden kann, gilt insgesamt

t

[ @) s Kyo)ats) as|| < ¢ [lovo) do. (79

to

Dabei wurde verwendet, dass 7(s) und y(s) unabhéngig von € beschriankt sind. Dies
folgt direkt aus (7.2), ||n(¢)|| = 1 und der Differentialgleichung fiir n in (4.2). Setzt
man (7.5) und (7.8) in (7.3) und (7.4) ein, so erhélt man

g < C+C/||3n(8)||+llay(8)|| ds. (7.9)

Das liefert dann auch gleich die gleichméaflige Wohlgestelltheit der Positionen, denn

t

dy(t) = 8y(t0)~|—/8y'(s) ds. (7.10)

to

7.2 Quantenteil

Wendet man die Ableitung 0 auf die Gleichung

t

o) = e+ [ (E@E) 0 W) 3(9) (o) ds

to
an, so erhélt man mit Hilfe der Produktregel und der Nebenrechnung (7.6)

t

ont) = 877(t0)+/(G{E(q’(s))'éD(A(?J(S)))}

to
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t

+/ (B(®(s)) « W (y(s), §(5)) )n(s) ds (7.13)

+ [ (B@) « W 16).566) )nts) ds. _

to

Fiir die Abschétzung des ersten Integrals muss wie im klassischen Teil partiell inte-

griert werden:

Wegen (7.7) konnen alle diese Terme und damit auch (7.11) durch
t
¢ [ 1oy(s)] ds
to
abgeschétzt werden. Die Integrale (7.12) und (7.14) sind durch
t
¢ [ 1oyl + lon(s)| s
to

beschrankt. Bleibt also noch das dritte Integral (7.13): Weil

W(y(s)0(s) = Q) Qu(s)

T

= 7" (s)VQ(y(s)) Q(y(s))
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und somit
[0W (y(s),9(s))[| < Cllog(s)ll + Cllay(s)]

gilt, kann (7.13) durch
t
¢ [ 1031+ louts)| ds
to
abgeschétzt werden, so dass man insgesamt die Stabilitdtsungleichung
t
[on@)] < a+ C/ 10y(s)I| + 109 (s)[| + [|On(s) ] ds
to

fir den Quantenteil erhélt. Zusammen mit (7.9) und (7.10) liefert dies (7.1). n



Kapitel 8

Bewels von Theorem 4: Stabilitat

und Fehleranalyse der Verfahren
fiir QCMD

Nothing shocks me. I'm a scientist.

Harrison Ford, als Indiana Jones

Zunéchst zwei Vereinfachungen: Weil die Massematrix M lediglich ein konstanter
Faktor ist, der problemlos in alle Rechnungen dieses Kapitels eingefiigt werden
konnte, wird sie von nun an weggelassen, d.h. ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit sei M = I. Auflerdem werden alle Beweise nur fiir den Fall gefiihrt, dass der
Quantenteil des Systems mit Verfahren 1 integriert wird, weil die in den Verfahren
2 und 3 zusétzlich enthaltenen Terme hoherer Ordnung die Argumentation nicht
beeintréichtigen. Dabei wird ®,, sowohl im Quanten- als auch im klassischen Teil mit

der Trapezregel approximiert.

8.1 Notation und Fehlerakkumulation

Fiir die Darstellung der Fehlerakkumulation benttigt man wieder eine Einschritt-
formulierung des Verfahrens. Daher setzt man die fiinf exakten bzw. approximierten

Vektoren zu langen Vektoren

101
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o)™ = ()" ylta)T, 0(t)T, 0(tan)T, ding(R(t)" ).
n>1,

of :< vt oyl ol ol L diag(®@,)" )

im Raum R* x C*" x RY zusammen. Nun kénnten die beiden gekoppelten Zwei-
schrittverfahren fiir den klassischen und den Quantenteil als abstraktes “Metaver-
fahren” mit einer Funktion F(v,) = v,y formuliert werden. Leider geniigt das
aber noch nicht, denn um die Stabilitdt des Verfahrens zu untersuchen, muss man
die Approximationen in Abhéngigkeit von den Anfangswerten betrachten. Daher
konnen wir es nicht vermeiden, die Notation noch etwas komplizierter zu machen

und die folgende Verfahrensfunktion zu definieren:
T
FI?(U) = <yg7 ygzlh 7777;7 7777;717 dlag(q)n)T> S R2d X (C2N X RN

sei der Vektor von Approximationen, den man erhélt, wenn man n — k Schritte aus-
gehend vom Startwert v zur Zeit ¢, durchfithrt (n > k > 1). Nach dieser Definition
gilt Fi*(v) = F}! (F,g (v)) und F(v) = v. Die Fehlerakkumulation nimmt damit die

Form

v —o(t,) = (o) = F (v(tn))
= FP(wn) — F (u(ty)) + F'(u(ty)) — F7'(v(t,))

Y (Fg(v(tk)) - F£+1(v(tk+1)))

3
—

= F'(v) — F{L(U(tl)) +

(]

T

= F'(n)— Ffl(v(tl)) + 3 (Fl?+1 <FifJr1 (U(tk))> - Flﬁl(“(tkﬂ)))

=1

x>

an. Jetzt muss man die Stabilitat des Verfahrens nachweisen und den lokalen Fehler

sowie den Fehler des Startschritts abschatzten.

Satz 1 (Stabilitédt). Unter den Voraussetzungen von Theorem /4 gibt es eine von

e, h und n < (teng — to)/h unabhingige Konstante C' mit

IN

| Fen (B (00)) = B (o] < €[ B (000) = vltin)|
175" () = B (v(0) | < Cffor = vt
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Satz 2 (Lokaler Fehler und Startschritt). Unter den Voraussetzungen wvon
Theorem 4 gelten fiir den lokalen Fehler und den Fehler des Startschritts die Ab-

schétzungen

IA

Ch?,
Ch

| FE (0(t) = vlti)
lor = (@)

IN

mit einer von € unabhdingigen Konstanten C'.

Der Beweis von Satz 2 bereitet keine besonderen Schwierigkeiten und wird in Ab-
schnitt 8.2 nachgeliefert. Das Hauptproblem besteht im Nachweis der Stabilitdat: Der
Beweis von Satz 1 erstreckt sich iiber mehrere Abschnitte (8.3 bis 8.6) und wird uns

bis zum Ende des Kapitels beschéftigen.

Aus diesen beiden Sétzen folgt sofort die Aussage von Theorem 4, denn durch Ein-

setzen von

IN

| Fra (B (0t)) = B (ol | < € [[BE (0lt) = olten)]| < € 1,

in die Fehlerakkumulation sieht man, dass an — U(tn)H < Ch. u

8.2 Lokaler Fehler

Im Allgemeinen versteht man unter dem lokalen Fehler bekanntlich den Fehler, der
durch einen Schritt des Integrators bei exakten Startwerten entsteht. Was aber soll
dieser Begriff im Fall des “Metaverfahrens” fiir das gekoppelte System bedeuten?
Es geniigt nicht, den lokalen Fehler von Verfahren 1 bzw. des Verfahrens (4.6) ge-
trennt zu betrachten. Stattdessen muss man den Fehler untersuchen, der entsteht,
wenn ausgehend von exakten Daten zuerst ein Schritt mit (4.6) und dann — mit der
Approximation ¥y, anstelle des exakten y(t,,1) — einen Schritt mit Verfahren 1

ausgefithrt wird.
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exakte Werte

Y(tn), y(tn-1), — | Verfahren (4.6) | — Yntl
Tl(tn)v n(tn—1)7 ‘I)(tn) lokaler Fehler
y(tn-&-l) — Yn+1
exakte Werte N(tn+1) — Nnt1
tn 9 tn— I (P tn - (bn
y(tn), y(tn-1) — Verfahren 1 — g1, Prga (tns1) +

n(tn)’ﬁ(tn—l),‘b(tn),
aber y,+1 nicht exakt

/

Im klassischen Teil betrachtet man also tatsachlich den lokalen Fehler des Teilver-

fahrens (4.6), im Quantenteil dagegen nicht den lokalen Fehler von Verfahren 1.

(a) Klassische Positionen

Aus den beiden Gleichungen (4.5) und (4.6) kann man miihelos erkennen, dass sich
der lokale Fehler y,.1 — y(t,41) bei exakten Startwerten y, = y(t,) und y, 1 =
y(t,_1) im Bereich von O(h?) bewegt. Nach dem gleichen Muster wie in den Kapiteln
5 und 6 konnte sogar y, 11 — y(tni1) = O(h3) gezeigt werden.

(b) Geschwindigkeiten

Wie in Schritt 2 (a) in Kapitel 5.1 beweist man durch partielle Integration

1 1

/E((I)(tn+9h)) o — /E((I)(tn)+9hA(y(tn))> d = Oh), (8.1)

wobei die in der O-Notation verborgene Konstante nur von ¢ abhéngt. Mit
Nty +0h) =n(t.) + OOh),  K(y(t, +0h)) = K(y(t,)) + O(6h)
geht daraus hervor, dass das Einsetzen der Ndherung (4.8) in die Gleichung (4.7)
einen Fehler von O(h?) verursacht.
(c) Quantenteil

Bei exakten Startwerten 7(t,), 7(t,—1), y(tn), y(t,—1) und ®(t,) entsteht im Quan-
tenteil der Fehler
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1

Ntnt1) = Moy = h/ (E(q)(tn + Qh)) d W(y(tn +0h),y(t, + gh))>77(tn + 0h) db

_h / (B(@(1.) + 0hA(y(,))) W, ) () do.

-1

Fiir die W-Differenzen kann man aus
W (y(t, + 6h), y(t, + 6h))

W (y(t, + oh),y(t, + ch)) do,

I
=
<
=~
3
?/
<
=
S
SN~—
N—

_l_
>
O\m
S

T

- %(Q(y(tnﬂ)) - Q(y(tnl)))TQ(y(tn)) + g//%@(y(tn +0oh)) do dr,
Wo = 5 (@) — Qutta 1)) Qu()

mit ¥,41 = y(tns1) + O(h?) die Fehlerschranke
W (y(tn + 6R), (t, + 6h)) = Wo|| < Céh

herleiten, wobei die Konstante ebenfalls nur von § abhingt. Mit (8.1) und
n(t, + 60h) = n(t,) + O(6h) ergibt dies wie gewiinscht ||n(t,1) — 7os1|| < Ch2.

(d) Trapezregel

Der Fehler der Trapezregel nach einem Schritt ist bei exakten y-Werten bekanntlich
durch
h 3
Btir) — D(t,) — §<A(y(tn+1)) + A(y(tn))> < Ch
beschrankt, wobei die Konstante (nur) von § abhingt. Bei der Berechnung von
®,.1 wird zwar anstelle des exakten Werts y(t,,1) die Approximation y,.; =
Y(tns1) + O(h?) verwendet, doch weil der dadurch entstehende Fehler ebenfalls in
der Grofenordnung von O(h?) liegt, erhilt man || ®(t,41) — Ppyq|| < CRA.
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(e) Startschritt

Nach dem gleichen Muster leitet man die entsprechenden Fehlerschranken fiir den
Startschritt her. |

8.3 Stabilitat: Voriiberlegungen

Um Satz 1 zu beweisen geniigt es, die Ableitung von F7'(x) nach den Anfangsdaten
x zu untersuchen und zu zeigen, dass sie durch eine von x und ¢ unabhéngige
Konstante C' beschrankt ist, d.h. H@FJ”(:L’)H < C. Wegen

1

Frv) — F'(w) = /%Fj."(sv—l—(l—s)w) ds

= /aFJ”(sv +(1- 3)w> ds (v —w)

folgt dann sofort die Beziehung
| (v) = FP(w)]| < C v —wll.

Dabei darf (und muss) allerdings vorausgesetzt werden, dass die Anfangsdaten z, v

und w “sinnvoll” sind: Fiir die y- und n-Komponenten des Vektors

T
r = (ija y]T—la ana 77?—17 dlag(q)])T>

(und entsprechend fiir v und w) miissen die Bedingungen

yi —yj-1 = O(h), nj—nj-1 = O(h) (8.2)

gelten. Das leuchtet ein: Wenn die Startwerte y; und y;_; bzw. n; und n;_; “zu weit”
voneinander entfernt sind, kann man nicht mehr erwarten, dass sich das Verfahren
stabil verhélt. Offensichtlich erfiillen die Anfangsdaten aus der Behauptung von
Satz 1 die Bedingung (8.2). Ohne Einschriankung der Allgemeinheit darf man j =1

annehmen.
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Ziel fiir den Rest des Kapitels:

Zu zeigen ist, dass fiir alle n die Ungleichung

n+1

1091+ 10001+ 10@ it < C+CRY (10wl + 0mell + 0@4])  (8.3)
k=1

gilt, denn mit dem diskreten Gronwall-Lemma (Lemma 7 im Anhang) ergibt dies

die Behauptung von Satz 1.

Gleichung (8.3) kann als diskretes Analogon zu (7.1) betrachtet werden. Auch die
Hauptschwierigkeit bleibt dieselbe wie in Kapitel 7: Durch Terme der Form 0F/(®y)
entsteht ein Faktor 1/e, der ausgeglichen werden muss, indem man an anderer Stelle
einen Faktor ¢ gewinnt. Wahrend dies in Kapitel 7 durch partielle Integrationen
erreicht werden konnte, ist es in der diskreten Situation die Technik der partiellen

Summation, die Entsprechendes leisten soll.

8.4 Der diskrete Adiabatensatz

Das Charakteristische an der transformierten Quantenvariablen 7(t) besteht dar-
in, dass sie sich im adiabatischen Fall nur innerhalb eines sehr kleinen Werte-
bereichs bewegt: Nach dem Adiabatensatz (vgl. Abschnitt 1.4.1) gilt im Fall der
Schrodingergleichung 7(t) = n(tg) + O(e), und dasselbe Resultat kann vollig analog
auch fiir die Losung 7(t) des gekoppelten Systems (4.2) bewiesen werden. Fiir den
Beweis der Stabilitdt benotigt man eine diskrete Version des Adiabatensatzes, d.h.
man muss zeigen, dass auch die Approximationen 7, in einer O(g)-Umgebung des
Startwertes 79 bleiben. Dies ist das Ziel dieses Abschnitts.

Lemma 5. Unter den Voraussetzungen von Theorem 4 bleiben die Hilfsgrofien und
die Quantenvektoren beschrinkt, d.h. fir alle 1 < n < (tepa — to)/h ist ||n.|| < C,
[ty ll < C und somit yps1 — yn = hu, 1 = O(h).

Beweis. Ubertriigt man die Notation aus Abschnitt 5.2 auf das gekoppelte System

(4.2), so erhélt man fiir v} = (n%, nt_))
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und wegen ||J + hM,|| < 14 Ch die Schranke

loall < (1+Ch)™ [l < e“ena= [y

Die HilfsgroBlen beruhen auf der Rekursion
k=1

Da die f; unabhéngig von k beschriankt sind und ||u 1 || < C nach Voraussetzung
(8.2) gilt, folgt ||un+%|| <C. ]

Lemma 6. Sei A : RY — RY*N eine zweimal stetig differenzierbare matrizwertige
Funktion mit max ||VA(y)|| < C und max ||V?A(y)|| < C. Dann ist
Yy Y

[A(Ynt1) — 24(yn) + A(yn—1)|| < CR?

und damit auch

|A(Ynt3) — 2A(Ynt1) + Alya—r)|| < CRA

Beweis. Sei p(s) das Interpolationspolynom durch p(1) = y,+1, p(0) = y, und
p<_]—> = Yn-1-

1
P(s) = Ynp1+ (5= 1)(Ynt1 — yn) + 53(3 — 1)(Yn+1 — 2Yn + Yn—1),

1
pl(s) = §(yn+1 — Yn-1) + SWYnt1 — 2Un + Yn-1),

p"(s) = Ynt1 = 2Un + Yn—1.

Damit kann man die linke Seite als Integral

Algass) = 24(m) + Alya) = [(1= o) 55A((5) ds

—1
schreiben. Die Kettenregel liefert

A6E)| < maxivaw) (maxup’(s)n)g

max
ds? |s|<1

Is|<1

T max [VA®)| (maxup”<s>||) |
Y [s|<1

und weil maxis<q |[p'(s)|| = O(h) nach Lemma 5 und maxy <1 ||p”(s)|| = O(h?) nach
Konstruktion des Verfahrens gilt, folgt daraus die Behauptung. [ ]
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Satz 3 (Diskreter Adiabatensatz). Fulls iy —ny = O(e), so gilt fir alle 1 <
n < (tena — to)/h ebenfalls n, —ny = O(e) und somit auch 1,1 —n, = O(e) .

Beweis. Es geniigt, fiir jede gerade Zahl n die Abschatzungen

[y =mll < Ce, g —moll < Ce (8.4)

zu beweisen. Wegen ||, —no|| < Ce ergibt dies die Aussage des Satzes. Die Rekursion
fiir die ny lautet

n/2

M1 — M = hMpny, + 11 —m = h Z Moo (8.5)
k=1

mit der Matrix

1
Mgk = E(q)zk) ® /E(Qh/\gk) db e Wzk
-1

= B(Dy) e <%D‘(A2k)) o [E(hAg) — E(~hAy)] e War.  (8.6)

Weil ®; durch die Trapezregel berechnet wird, kann man die Umformungen

h
Do + hhg, = Popiq — §(A2k+1 — Aog),

h
Do — hAo, = Doy — §(A2k — Nog—1)

bzw.

B(®x) o (E(hAa) ~ E(~hAz))

= B () o (e~ ) ) — B (0 0 £ (30— )

durchfithren. Dies setzt man zusammen mit (8.6) in (8.5) ein und sortiert die Sum-

manden nach Indizes von E (®y):

Th+1 — T
n/2 h

= %; (D‘(Azk) . {E (Pojs1) @ E <—§(A2k+1 - Azkz))
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—FE (®gp_1) @ FE (—%(A% — Agk_1)> } ) ng) Mok

(D‘(AQk_g) o B (Do 1) o E <_g(A2k_1 - A%_Q)) . WQM) No—s
(8.8)

- (D‘(A%) o (Do) o E (—%(A% - A%_l)) . ng) n%]

(D_(An) e [(D,, )0 E <—g(An+1 — An)) ° Wn> Mn (8.9)

+

— % (D_(Ao) o [(P)e E <—g(/\1 — Ao)) i Wo) No- (8.10)

Offensichtlich sind die beiden Korrekturterme (8.9) und (8.10) von Ordnung O(e).
Nun muss also noch gezeigt werden, dass sich die Differenzen in (8.8) wie O(h)

verhalten und die Summe daher beschrankt bleibt. Mit Lemma 5 und 6 erhilt man

| D™ (Agr) = D™ (Agp—2)|| < Ch,
M2k — Mok—2|| = h||Mag—1m2r—1|| < Ch,

(e i -re)

h3
< C_||A2k_2A2k 1+ Ao < C— < Ch.

Weil ng_H — sz—l = O(h) und Q2k+1 - 2Q2k—1 + ng_g = O(hQ) nach Lemma 5
und 6 gilt, erhélt man fiir die Differenzen der W

Wop — Wop_o = %(Q%H — Q2 1) Qor — %(Q%l - QZ"‘*?’)TQ%’Q
= ih(Q%—H — Qap— 1) (Q% - QQ’C—Q)
+ %(Q2k+1 —2Qak-1 + Q2k73)TQ2k*2

— 0.

Folglich verhélt sich auch der Term (8.8) wie O(e), woraus die erste der beiden

Aussagen (8.4) hervorgeht; die zweite kann analog bewiesen werden. [ ]
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8.5 Stabilitat des klassischen Teils

Der Beweis vereinfacht sich, wenn man den klassischen Teil in der Einschrittfor-
mulierung betrachtet und zuerst eine Gronwallungleichung fiir die Hilfsgrofen u,, 1
herleitet. Daraus ergibt sich dann unmittelbar die Stabilitédt der klassischen Positio-

nen y,.

(a) Aufteilung der Kraft

Die HilfsgroBen w,,, 1 konnen als Summe

Upps = ui+hY fy (8.11)
k=1
mit der Kraft

P ((I . (%D_(Ak)>.2. E(Dy) e (E(hAk) —2F(0) + E(—hAk)>) oKk> i

dargestellt werden. Durch eine dhnliche Umformung wie in (8.7) kann man f; in

drei Teile zerlegen:

fo = B0+ 505D,
V= (1 e Ky,
@ _ ((%D‘(M))ﬂ . [E (Bry1) @ (E (—%(Akﬂ - Ak)) - E(O))
+8 @) (B (=50 - 200) - 50)) | 0 5 )
PO ((%D(Ak)>'2 o [B(@11) = 2B(04) + B (@) ] » Kk) s

(b) Ableitungen 0 f,gl) und 9 f,gz) abschiitzen

Die Ableitung von f,gl) kann durch

Haf,g” < Cllomll + Cloyl|
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abgeschitzt werden. Fiir 0 f,f) erhélt man

|02 < Cllom + Cllow
0 o froe (5
6[E(<I>k 1) e (E (—

)20
ov-sea) )|

N | = MID‘

+e (h>

Die Produktregel liefert

Ha[E(cIml) ( (—g(/\k“_/\’“))_ (O)>]H
oo 1) o)
(#

+[|E ()| - Ha (—— Ajia _Ak)) - (0))H
C
0%kl gHAkH — M| + C_HaAkH — O]

h2
< _Haq’kHH +C= (HakaH + H@ka)

IA

weil nach Lemma 5
|Aks1 — Akl < Cllygsr —uwll < Ch

gilt. Analog kann man fiir den anderen Term die Ungleichung

e (o (4 -a) 0]

h? h
< Cg—gllﬁ%—lH + Cg(H@ka + || Oyr-1l])

herleiten. Insgesamt erhédlt man damit

o

< C(0yrsr | + 10yl + 10gs-1l + 10mell + 10@ia | + 10941 )

(c) Summe iiber 8f,£3) abschitzen

Beim dritten Teil der Kraft wird die Situation etwas komplizierter, denn man muss

jetzt ausniitzen, dass in (8.11) iiber die f; und damit auch {iber die f,gg) summiert
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wird. Zuerst sortiert man die Summe wieder nach den Indizes von E (®y):

a3
k=1

- Z (D (A" 0 [B (@10) = 28 (@) + B (@4 1) | o ) m

i (D (M) 0 [B (@) = B (@) | o K2 ) me

8.12)

Mot (D_(Ak+1).2 o [/ (Dy) e Kk+1) Nk+1

k=1 . 7];: (Df(Ak)QZ ° E((I)k> ° Kk) nk] (813)

Die Ableitungen der vier Korrekturterme, die auBerhalb der Summen (8.12) und

(8.13) stehen, kénnen problemlos abgeschétzt werden. Beim ersten dieser Terme

erhilt man beispielsweise

2 o . 2
—|o(n: (D" (A2 e E(@ui) e Ka)ma)|| = S-C10mall + 10yall + 10@nsa] /)
< Ce(l10mall + 10yall) + CllOPnsl
n+1
< C+CY (1ol + lomll),
k=1
weil man aufgrund der Trapezregel die Ungleichung
n+1 n+1
[0D,iall < 1001 +5 S 10AL < C+ChS llow] (8.14)

k=1 k=1
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herleiten kann. Fiir die Ableitung der ersten Summe (8.12) sieht man durch Anwen-

dung der Produktregel:

[m 1 (D7(Ak1)*? e E (D) @ kal) Mk—1

— i (D (Ag)™ @ E (D)) ® Ky) nkH
8 n
= 5O (100l + 1ue-sl + 10 + om])
=1
6 n
+ EC nk: 1 Ak 1) o2 .8E ((I)k) ° kal) Nk—1
k=1

(8.15)
— 77;; (D_(Ak).Q ([ ] 8E ((I)k) [ ] Kk) Nk

Wie zuvor kann nun der Faktor %, der in (8.15) durch die Ableitung

C
2 e el

entsteht, durch die Differenz ausgeglichen werden, denn Satz 3 und Lemma 5 belegen,

dass

Me — NMke—1 = O(h) )
D™ (AL — D (A1) = O(h),
Ky — Ky = O(h).

Die erste Summe (8.12) kann also durch

=0 Y (109l + 101l + 19mill + 9m-s | + [0
k=1
abgeschétzt werden. Der Leser kann sich davon iiberzeugen, dass man eine dhnliche
Schranke auch fiir die zweite Summe (8.13) herleiten kann. Zusammen fiihrt dies auf
das Resultat

n+1

10,3l < C+CnY (10wl + omel + 1094 )

k=1

fiir die Hilfsgrofen.
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(d) Stabilitit der klassischen Positionen

Da die Positionen via
n
Ynt1 = U1+ hzuk-‘r%
=1

auf die HilfsgroBlen zuriickgefithrt werden konnen, ist die Gronwallungleichung

n+1

109l < C+ O (10l + loml + 0@])) (8.16)

k=1

fiir die Positionen eine direkte Konsequenz.

8.6 Stabilitit des Quantenteils

Viele Vorarbeiten wurden schon im Beweis des diskreten Adiabatensatzes (Satz 3)
geleistet. Ohne Einschrankung kann man wieder davon ausgehen, dass n eine gerade
Zahl ist.

Um eine Schranke fiir 0n,,1 herzuleiten gehen wir zuriick zu den Gleichungen
(8.8), (8.9) und (8.10) und wenden die Ableitung auf alle Terme an. Im Fall des

ersten Korrekturterms (8.9) fithrt das auf

39

-0 (D(An) o [/(D,yq)0 E <—g(/\n+1 — An)> ° Wn> Mn

]

< =C (Haynu 10l 200+ (00l + 190,11 + 00, u)

Nun muss [|OW,,|| abgeschétzt werden. Wegen

1
1

d
W, = on | ds Q(Syn-i-l + (1= 8)Yn- 1) ds Q(yn)

1

oh VQ<5yn+1 +(1- S)yn—l)T ds (Ynt1 — Yn-1) Q(Yn)

Il
= o\ =]
—

/ VQ(stmir + (1= 5)g1)” ds (s + 1) Qpw)
0

N | —
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erhédlt man mit der Kettenregel
oW, < O [max Q)| (19wl + 19y )
+C[|0u 1| + CllOu,,_s|| + C|| Oyl

< C(I0ynsall + 19yl + 10yns1l + 190, | + 10, ).

Aus (8.14) und der Stabilitdt der HilfsgroBlen folgt fiir die Ableitung des ersten
Korrekturterms (8.9) die Schranke

3

-0 <D(An) e [(D,y )0 E <—§(An+1 — An)> o Wn> M,

]

n+1

< ¢+ O (Il + loml)).
k=1
Der zweite Korrekturterm bereitet keine Schwierigkeiten. Schliefllich muss man die
Ableitung von (8.8) abschétzen. Dabei konnen die 1/e-Faktoren aus der Ableitung
0Py, 1 wieder durch die Differenzen der iibrigen Terme ausgeglichen werden, weil
diese jeweils in der GréBenordnung von O(h) liegen, wie bereits im Beweis des dis-

kreten Adiabatensatzes gezeigt wurde. Insgesamt erhélt man also die Ungleichung

n+1

[l < C+Cn> (0wl + omel + lo@)) (8.17)
k=1

fir den Quantenteil. Die drei Resultate (8.16), (8.17) und (8.14) ergeben zusammen
die Behauptung (8.3). Damit ist der Beweis von Satz 1 und folglich auch der von

Theorem 4 abgeschlossen. [ ]



Kapitel 9
Anhang

Die folgenden Ungleichungen sind wohl bekannt, wurden aber in den vorherigen
Kapiteln an verschiedenen Stellen benutzt und werden hier zum Nachschlagen an-

gegeben.

Lemma 7 (diskretes Gronwall-Lemma). Sei aq,...,a,, Ch >0, a > ay und
Q< oz—i—C’hZak (9.1)

fiir alle m € N. Dann gilt

a, < ae™.

Beweis durch Induktion. Der Fall n = 0 ist klar nach Voraussetzung. Fiir den

Induktionsschritt (n — 1) — n erhélt man nach Induktionsannahme

n—1 n—1
a, < oz—l—ChZak < a+0h2aekhc.
k=0 k=0

Da S0 eFC die Untersumme des Integrals [ e dz ist, folgt daraus
k=0 g 0

" 1
a, < a+0ha/ M dy = oz+Chaa(eCh”—1) = e, ]
0

Gilt statt (9.1) nur

Ay < a+C’hZak, Vm,

k=0

117



118 Anhang

so kann man analog die Abschitzung

an <

herleiten, falls 1 — Ch > 0.

Lemma 8 (kontinuierliches Gronwall-Lemma). Sei a(t) > 0 eine reellwertige
Funktion mit o > a(to) und

t

a(t) < a—f—C’/a(s) ds.

to

Dann gilt a(t) < ae®Ct—10),

Beweis. Nach Voraussetzung ist

Ca(r) < c
a+C f a(s) ds
to
und durch Integration von ¢y bis ¢ erhdlt man
t
/ Calr) 4o < Cl—t). (9.2)

i oa+C [a(s)ds

to

Da im Zahler des Integranden die Ableitung des Nenners steht, gilt

t

t T
/ CZ(T) dr = |In|la+ C'/a(s) ds
to & + C f CL(S) ds to to
to

= In a—l—C/a(s) ds | —In(a).

to

Setzt man dies in (9.2) ein, so folgt daraus

t
In[a+ C’/a(s) ds | < C(t—tp)+In(a)
to
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und durch Exponieren erhélt man

t
Oé—i—C/a(s) ds < eClito)thn(e) _ Clt=to)

to
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