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1 Einleitung

Die Idee, eine Fliche mit einer Geschwindigkeit proportional zu ihrer Kriimmung
zu deformieren, hat in den letzten beiden Jahrzehnten zu einem eingehenden Studi-
um der Evolution von Hyperflichen des R™*! gefiihrt. Bei den dabei betrachteten
Evolutionen wird eine Fldche in Richtung ihrer Normalen mit einer Geschwindigkeit
abhédngig von den verschiedenen skalaren Kriimmungsgréfien der Fliche an diesem
Punkt bewegt. Unter diesen Fliissen kommt aufgrund der Analogie zur Wérmelei-
tungsgleichung dem Fluss mit der mittleren Kriimmung der Flache als Geschwin-
digkeit eine besondere Bedeutung zu.

Dieser sogenannte mittlere Kriitmmungsfluss wurde von verschiedenen Autoren mit
Hilfe von differentialgeometrischen Methoden studiert. So konnte Huisken in [Hui84]
beweisen, dass in Dimensionen n > 2 unter diesem Fluss eine konvexe Flache zu
einem Punkt kontrahiert. Zusétzlich konnte er zeigen, dass die entsprechend reska-
lierten Flichen dabei immer runder werden. Fiir den Fall n = 1, das heifit fiir die
Evolution von Kurven, erhielten Gage und Hamilton in [GH86] dhnliche Resultate.
In [Gra87| konnte Grayson zeigen, dass in diesem Spezialfall die Voraussetzung der
Konvexitdat der Anfangskurve durch die Bedingung, dass die Kurve eingebettet ist,
ersetzt werden kann. Das Studium beliebiger Anfangsflichen wurde von Ecker und
Huisken in [EH89, EH91] fortgesetzt.

Eine wichtige geometrische Eigenschaft des mittleren Kriimmungsflusses ist, dass
er den Gradientenfluss zum Oberflichenfunktional beziiglich der L?-Norm auf der
Fléache darstellt. Dies bedeutet, dass der Fluss entlang der mittleren Kriimmung lo-
kal am schnellsten den Flacheninhalt minimiert. Unter anderem findet das darin sei-
nen Ausdruck, dass unter diesem Fluss Hyperflachen in allgemeinen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten unter bestimmten Voraussetzungen nicht zu einem Punkt kon-
trahieren, sondern gegen eine Minimalfliche konvergieren. Anwendung findet diese
Eigenschaft in einigen numerischen Verfahren zur Auffindung von sogenannten Ho-
rizonten in Modellen von Raumzeiten der allgemeinen Relativitédtstheorie, vergleiche
[Pas97]. Desweiteren tritt der mittlere Kriimmungsfluss als Grenzfall verschiedener
physikalischer Modelle zur Beschreibung der Evolution von Phasengrenzen in be-
stimmten Metallschmelzen auf, vergleiche [AC79]. Die Verbindung zum mittleren
Kriimmungsfluss kommt dadurch zustande, dass die Evolution der Phasengrenzen
durch die Minimierung der freien Oberflichenenergie bestimmt wird, das Funktional
der freien Oberflachenenergie aber proportional zum Oberflichenfunktional ist.
Wenn man nun auf einer geschlossenen Anfangsfliche M, mit strikt positiver
mittlerer Kriimmung H nach dem Gradientenfluss zum Oberflichenfunktional
nicht beziiglich der L?>-Norm auf der Fliche, sondern beziiglich einer beliebigen
LP-Norm fragt, fithrt dies zu einem Fluss mit einer positiven Potenz k der mittleren
Kriimmung als Geschwindigkeit. Da somit auch unter diesem Fluss in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit bei entsprechenden Voraussetzungen die Flédchen
zu einer Minimalfliche konvergieren, konnen bei einem numerischen Verfahren
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zur Auffindung von Horizonten durch geeignete Wahl des Exponenten k Vorteile
entstehen.

In der vorliegenden Arbeit studieren wir die Evolution von Hyperflichen des
R™*! unter dieser Klasse von Geschwindigkeiten. Konkret betrachten wir folgen-
des Anfangswertproblem. Sei M™ eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand und
Fy : M™ — R™*! eine Einbettung mit H(Fy(M™)) > & > 0. Wir suchen dann eine
Familie von Hyperflichen

F:M"x[0,T)+— R"™, T >0,
die das Anfangswertproblem

F(-,0) = F()

(©) dF
E(" t) = —Hk(-,t)y(-,t)

16st. H bezeichnet hierbei die mittlere Kriimmung und v die d&uflere Normale der
Flache F(M",t), so dass —Hv = H der mittlere Kriimmungsvektor ist. Die Voraus-
setzung, dass die mittlere Kriimmung der Anfangsfliche positiv ist, ist notwendig,
um zu garantieren, dass das Problem wohldefiniert und strikt parabolisch ist. Mit
der Evolutionsgleichung fiir H 1ét sich zeigen, dass dies auch fiir alle positiven ¢
erhalten bleibt.

Im ersten Teil dieser Arbeit studieren wir die glatte Evolution von Fléchen unter dem
H*-Fluss. Die Evolutionsgleichung ist fiir & # 1 voll nichtlinear, es iibertragen sich
aber aufgrund der direkten Beziehung zum Fall £ = 1 einige schone Eigenschaften
des mittleren Kriimmungsflusses. Wir kénnen zeigen:

Theorem 1.1 Sei Fy: M™ — R cine glatte Einbettung, wobei
i) Fo(M™) strikt konvez sei falls 0 < k <1,
ii) Fo(M™) schwach konvez sei falls k > 1 ,

und H(Fy(M™)) > 0. Dann ezistiert eine eindeutige, glatte Lisung zum Anfangs-
wertproblem (&) auf einem mazimalen, endlichen Zeitintervall [0,T]. Die Flichen
F(M™t) sind strikt konvex fiir alle t > 0 und sie kontrahieren firt — T zu einem
Punkt im R™ L.

Konkret gliedert sich der erste Teil dieser Arbeit wie folgt. In einem ersten Abschnitt
bestimmen wir die Evolutionsgleichungen verschiedener geometrischer Gréfien der
Flachen M; unter dem Fluss. Zusammen mit der Kurzzeitexistenz fiir parabolische
Gleichungen dieses Typs konnen wir dann obere und untere Schranken an die
Existenzzeit T beweisen, die nur von der Anfangsfliche M, abhéngen. Dann zeigen
wir, dass die Konvexitidt erhalten bleibt, sowie fiir £ > 1, dass schwach konvexe
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Fléachen sofort strikt konvex werden. Mit Hilfe der Sternférmigkeit folgt dann eine
gleichméflige Schranke an die zweite Fundamentalform und damit die Existenz des
Flusses, solange eine kleine Kugel innerhalb des von den Flachen M; umschlossenen
Volumens existiert. Da sich zusétzlich zeigen l&dsst, dass das Minimum des kleinsten
Eigenwertes der zweiten Fundamentalform monoton steigt unter der Evolution,
konnen die Flachen M, fur ¢t — T nur zu einem Punkt kontrahieren.

Wie schon beim mittleren Kriimmungsfluss ist es auch bei der glatten Kontrakti-
on von Flichen positiver mittlerer Kriimmung unter dem H*-Fluss zu erwarten,
dass sich Singularitdten bilden, noch bevor die Flichen auf einen Punkt zusammen-
schrumpfen kénnen. Die Bildung und Struktur der Singularitéiten des glatten mitt-
leren Kriimmungsflusses wurde von Huisken [Hui90] und von Huisken und Sinestrari
[HS99a], [HS99b] untersucht. Da an diesen Singularitéiten die glatte differentialgeo-
metrische Beschreibung zusammenbricht, sind verschiedene Ansétze fiir alternative
Beschreibungen des mittleren Kriimmungsflusses entwickelt worden, die iiber Singu-
laritéiten hinweg definiert sind und auch mit moéglichen Anderungen der Topologie
der Flachen M; umgehen koénnen.

Ein Ansatz von Brakke [Bra78] stammt noch aus der Zeit vor der klassischen Be-
schreibung des mittleren Kriimmungsflusses. Brakke formuliert dabei den Fluss als
einen passenden Fluss von Varifaltigkeiten im Sinne der Geometrischen Maftheorie.
Fiir die von ihm konstruierten Losungen kann er unter einer zuséitzlichen Dichtean-
nahme Teilregularitit beweisen.

Ein anderer Ansatz stammt von Evans und Spruck [ES91] und Chen-Giga-Goto
[CGGY1]. Sie fassen M, als glatten Rand einer beschrinkten offenen Teilmenge
des R™™! auf. Indem sie eine Funktion g : R""! +— R wiihlen, fiir die 9Q = {g = 0}
gilt, konnen sie eine lipschitzstetige ”Viskositéitslosung” u(z,t) : R"™ x R — R
konstruieren mit wu(xz,0) = g(x), die garantiert, dass sich die Niveaumengen
{My1}iz0 mit My, := {u(x,t) = b} fiir alle b nach dem mittleren Kritmmungsfluss
bewegen, insbesondere {My}i>0 mit Moy = 0Q. In [ES91] und [ES92] beweisen
sie die Eindeutigkeit sowie weitere geometrische Eigenschaften dieser Evolution.
In [ES95] kniipfen sie eine Verbindung zu den Lésungen von Brakke und erhalten
somit auch Regularitdtsaussagen fiir fast jede Niveaumenge M, ;. Entsprechende
und weiterfithrende Regularititsaussagen, wiederum basierend auf der Arbeit
Brakkes, erhilt Ilmanen in [Ilm94]. Neuere Arbeiten von White fiir Anfangsflichen
mit positiver mittlerer Kriimmung deuten auf eine umfassendere partielle Regula-
ritdtstheorie hin ([Whi94], [Whi97]).

Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit konstruieren wir eine schwache Losung
des H*-Flusses. Sei dazu M, der glatte Rand eines offenen, beschrinkten Gebiets
Q C R™™ mit H(M,) > & > 0. Inspiriert von den Arbeiten von Evans und Spruck
[ES91] und Chen-Giga-Goto [CGG9I1] suchen wir eine Losung u : © — R zu folgender
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singuldrer, degeneriert elliptischer Gleichung
Du —1
div( 5 = £0)
iv Dul DulF au
u=20 auf 0f).

(%)

Da sich die Flichen mit positiver mittlerer Kriimmung nach dem H*-Fluss immer
nach innen bewegen, konnen wir in diesem Fall die Evolution von M, = 0f) als
die Niveauflichen einer einzigen, zeitunabhingigen Funktion beschreiben. An einem
Punkt, an dem wu glatt ist und Du # 0, besagt die Gleichung (x), dass sich die
Niveaumengen T'; := {u = t} nach dem H"-Fluss bewegen. Der rechten Seite ent-
spricht dabei die mittlere Kriimmung der Niveaumenge und der linken Seite die
entsprechende Potenz der Geschwindigkeit. Aufgrund der mit der héheren Nicht-
linearitat als im Fall £ = 1 verbundenen Schwierigkeiten verfolgen wir nicht wie
Evans und Spruck den Ansatz einer ” Viskositétslosung” fiir (), sondern betrachten
das Funktional

v

fiir eine lipschitzstetige Funktion u mit |Du|~'* € L} (Q). Da die Gleichung (%)
die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals .J,(v) ist, konnen wir damit schwache
Losungen definieren. Wir sagen, dass u eine schwache Losung des Funktionals J,, auf
Q ist, falls

Ju(u) < Ju(v)

fiir alle lipschitzstetigen v auf Q mit {u # v} € . Falls zusétzlich verlangt wird,
dass v > u beziehungsweise v < w ist, sprechen wir von einer Super- beziehungsweise
Sublosung. Angeregt ist dieser Losungsansatz durch eine Arbeit von Huisken und
Ilmanen [HI98], die ein entsprechendes Funktional benutzen, um schwache Losungen
des inversen mittleren Kriimmungsflusses zu definieren.

Wir konstruieren eine schwache, lipschitzstetige Superlésung des Funktionals J, auf
Q mit v = 0 auf 9 und untersuchen spezielle Eigenschaften dieser Losung mit
Methoden aus der geometrischen Mafitheorie. Als zusammenfassendes Theorem er-
halten wir das folgende Ergebnis.

Theorem 1.2 Sei Q@ C R" offen und beschrinkt mit 0 glatt und
H(0Q) > 69 > 0. Dann ezistiert eine lipschitzstetige schwache Superlosung
u:Q—RT zu (x), mit w =0 auf 02 und supu = T. Sei I'y := {u = t} und
Ey :={u > t}. Es gilt fiir allet € [0,T]:

i) LT, = 0.
it) Die Mengen E; sind minimierend von auflen in ), das heifit:

0°E,N K| < |0"F N K]
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firalle ECFCQmit F\ECK € Q.
Es existiert eine Menge B C [0, T] mit £'([0, T)\ B) = 0, so dass fiir allet € B gilt:

iv) Die Varifaltigkeiten V; := V(['y,1) besitzen eine verallgemeinerte mittlere
Krimmung
Ht c LkH(Ft;R"H) ]

loc

und es ist fir ti,ta € [0,T], t; < to:
to
0Bl + [ VI ddt < (0B
t1 JQ

v) Fiir k> n—1 sind die Flichen T'y bis auf eine abgeschlossene Menge A, C Ty
mit H"(A;) = 0 lokal von der Klasse C'~ "% .

vi) Sei k > n — 1. Dann existiert ein 1y, unabhdngig von t, so dass
(—Hy(z), () =m0 >0
H"-fast iberall auf T'y.

Dabei ist £P das p-dimensionale Lebesgue-Maf}; ‘H? das p-dimensionale Hausdorff-
mafl und 0*F bezeichnet den reduzierten Rand einer Caccioppoli-Menge. Unter
|0*F N K| := H"(0*F N K) verstehen wir das n-dimensionale Hausdorffmaf} von
O0*F in K, wobei wir dies als +o00 setzen, falls F' in keiner Umgebung von K eine
Caccioppoli-Menge ist. Fiir eine Menge mit C'-Rand entspricht dies dem Ober-
flachenmafl des Randes.

Die Eigenschaft (i) kann man so deuten, dass die ”"Fléchen” I'; unter der Evolution
nicht springen. Dem Punkt (i¢) entspricht, dass die Mengen E; ihre eigene minimie-
rende Hiille sind, was sich in klassische Begriffe iibersetzen lésst als positive mittlere
Kriimmung des Randes.

Generisch kann die Niveaumenge einer stetigen Funktion extrem wild sein. Punkt
(737) und die erste Aussage von Punkt (iv) zeigen aber, dass fiir fast alle Zeiten
die Mengen I'; n-rektifizierbar sind, was bedeutet, dass sie H"-fast iiberall einen
maftheoretischen n-dimensionalen Tangentialraum besitzen, und somit in gewissem
Sinne Differentialgeometrie auf diesen Flachen moglich wird. Die Aussage, dass eine
verallgemeinerte mittlere Kriimmung existiert ergibt weitere Regularitdt und geo-
metrische Struktur. In Punkt (v) wird ausgeniitzt, dass nach einem tiefen Regula-
ritdtstheorem der geometrischen Maftheorie schon entsprechend hohe LP-Schranken
an die verallgemeinerte mittlere Kriimmung geniigen, um zeigen zu konnen, dass
sich dann solch eine 'Fliche’ schon im klassischen Sinn lokal als Graph einer C'1%-
Funktion schreiben 148t.
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Punkt (vi) sagt fir & > n — 1, dass die Fldchen nicht nur eine positive mittle-
re Kriimmung haben, sondern die mittlere Kriimmung sogar strikt von Null weg
beschriankt ist. Dies steht in Zusammenhang dazu, dass wir eine strikt positive un-
tere Schranke an die mittlere Kriimmung der Anfangsfliche My = 0f2 vorausgesetzt
haben und unter dem klassischen H*-Fluss diese untere Schranke erhalten bleibt.
Im Vergleich zur zweiten Aussage von (iv) gilt bei der glatten Evolution {M,} einer
Flache M, fiir t; < tq:

to
M| + / / L F dpg dt = My,
t1 J My

Die Ungleichung fiir den schwachen Fluss spiegelt dabei die Tatsache wider, dass
u nur eine Superlosung und nicht auch eine Sublésung ist. Aus diesem Grunde
ist auch die Frage nach der Eindeutigkeit solch eines schwachen Flusses nicht
geklart. Fiir den Fall £ = 1 stimmt diese Losung mit der von Evans und Spruck
konstruierten Losung iiberein, und ist so im ” Viskositdtssinne” eindeutig.

Der zweite Teil dieser Arbeit gliedert sich wie folgt: Nach der Definition der schwa-
chen Lésung zeigen wir analog zur Arbeit von Huisken und Ilmanen die Aquivalenz
des Variationsprinzips fiir eine Losung v zu einem fiir alle Superniveaumengen F;
von u. Um die Existenz einer schwachen Superlésung zeigen zu kénnen, approximie-
ren wir (%) durch die quasilineare elliptische partielle Differentialgleichung:

. 1
() div(ﬁ) = —(e® +[Dw?) > auf O
ut =0 auf 0f2 .

Dieses Verfahren der elliptischen Regularisierung wurde in [ES91] und [HI98| an-
gewendet um die Existenz einer schwachen Losung zu zeigen. Die Gleichung (%),
besitzt eine geometrische Interpretation, da die Graphen

3
Ny = graph(u— - E)

e €
translatierende Losungen des klassischen H*-Flusses darstellen. Die Idee dieses Ver-
fahrens ist, dass die moglicherweise singuldre Evolution von {I';}o<i<r im R™ ap-
proximiert wird durch die Evolution von { Ny }o<i<r, und zwar in dem Sinne, dass
Nf ~ T, x R fiir kleines €. Da die Graphen Nf den H*-Fluss klassisch 16sen, ist die
zugehorige Niveaufunktion U® eine schwache Losung des Funktionals Jy- auf 2 xR.
Mit Hilfe von Barrieren folgen dann gleichméflige a-priori Sup- und Gradienten-
schranken an Losungen von (%), die mit einem Kontinuitdtsargument die Exi-
stenz liefern. Insbesondere konnen wir eine Teilfolge auswéhlen, so dass u® — u
gleichméBig auf 2. Aus dem Variationsprinzip fiir U® erhalten wir im Limes ¢ — 0
die Eigenschaften (i), (#i) und (4i7).
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Mit Hilfe eines Resultats von Evans und Spruck [ES95], das sicherstellt, dass unter
hier gegebenen Voraussetzungen nicht nur Du® — Du, sondern sogar

(+) [Dut| = [Dul

konvergiert, konnen wir zeigen, dass [ |Du€|_% dr im Limes ¢ — 0 unterhalbstetig
ist. Dies hat zur Konsequenz, dass die Funktion u eine schwache Superlosung auf €2
ist.

Um weitere Regularitétsaussagen iiber die Mengen I'; machen zu kénnen beniitzen
wir nun LP-Schranken an die mittlere Kriimmung der Graphen Ny, die aus der
Evolutionsgleichung fiir den Flicheninhalt unter dem H*-Fluss folgen. Mit diesen
LP-Schranken konnen wir anhand des Kompaktheitssatzes von Allard zeigen,
dass fiir fast alle ¢ N, — V; im Sinne von Varifaltigkeiten konvergiert, wobei
die Varifaltigkeiten V; bis auf hohere Multiplizitdten mit den Mengen I'; x R
iibereinstimmen. Da die Eigenschaft (+) impliziert, dass sich fiir fast alle ¢ die
Flichen N;’ fiir &; — 0 nicht "{ibereinanderlegen” kénnen, sind fiir fast alle ¢
die Multiplizitdten identisch Eins. So kénnen wir Punkt (iv) und zusammen mit
dem Regularitdtstheorem von Allard auch Punkt (v) zeigen. Punkt (vi) ist eine
Konsequenz aus dem Variationsprinzip sowie der Regularitit aus (v).

Mein besonderer Dank gilt meinem Betreuer Herrn Prof. Dr. Gerhard Huisken,
insbesondere fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir die vielseitige Unterstiitzung
iiber die letzten Jahre hinweg. Herrn Prof. Dr. Tom Ilmanen mochte ich fiir die
Diskussionen wéahrend meines Besuches in Ziirich meinen Dank aussprechen. Bei
Sabine Dieter und Bernhard Nowak bedanke ich mich fiir die vielen erhellenden
Diskussionen und fiir die Hilfe bei der Korrektur dieser Arbeit. Ebenso danke ich
allen Mitarbeitern des Arbeitsbereiches Analysis.
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2 Der klassische Fluss

2.1 Notation und Grundlagen

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit ohne Rand, und F' : M™ — R""! eine glatte
Immersion. Die induzierte Metrik bezeichnen wir mit g = {g;;}, was sich in lokalen
Koordinaten darstellen lésst als

9(p) = (5 (0), 5 (b)) . € M,

wobei (-, -) das gewShnliche Skalarprodukt des R™! ist. Mit V bezichungsweise {T'¥}
sei der zugeordnete Levi-Civita Zusammenhang und mit {R;;;;} der Riemannsche
Kriimmungstensor bezeichnet. Wenn mit v(p) die Wahl eines lokalen Normalenvek-
torfeldes bezeichnet sei, erhalten wir fiir die zweite Fundamentalform A = {h;;}:

alb) = (G (0). 55 0) = ~(00) 5os) € M

Fiir den Fall, dass F/(M™) eine kompakte, orientierbare Hyperflache beschreibt, wol-
len wir im Folgenden immer davon ausgehen, dass v(p) die dufiere Einheitsnormale
ist. Somit ergibt sich A als symmetrische Bilinearform

Ap) : T,M x T,M — R
und die selbstadjungierte Weingartenabbildung
W(p): T,M — T,M

als W = {h}}, h% := g"*hy;. Die Eigenwerte dieser Abbildung im Punkte p seien mit
A1(p), - -+, An(p) bezeichnet. Man nennt eine Fliche schwach konvex, falls A;(p) > 0
Vpe M, i=1,...,n und strikt konvex, falls \;(p) >0Vpe M, i=1,... n.

Mit Hilfe der homogenen Polynome ergeben sich die klassischen skalaren Invarianten
der zweiten Fundamentalform:

Die mittlere Kriimmung ist

die GauB-Kriimmung

G = det(W) = det{hi} = det{hi} _

_ AL A,
det{g;; } !

die totale Kriimmung

AP == tr(W'W) = hih! = hhy = g™ g/ hijhi = AT+ ...+ AL,
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und die skalare Kriimmung
R:= H?>— ]AP )
Dabei ist allgemein die Norm eines Tensors 1" = {T;ll;z} definiert durch

Gols i1 iy ky---ky

Jili
9 Ljegs iy,

T1* = Girky =+~ Girkrd

Aus den Gaussgleichungen erhéilt man einen Zusammenhang zwischen der zweiten
Fundamentalform und dem Riemannschen Kriimmungstensor,

Rijri = hirhji — hihjg.
Somit gilt fiir das Vertauschen zweiter kovarianter Ableitungen:
ViV XF =V, Vi XF = Rijing" X™ = (hithjm — himhji) g™ X™
V.iVjwr, — VjViwr = Rijg™wm = (hirhji — hahir) g™ wm

fiir ein Vektorfeld X = {X*} und eine 1-Form w = {wy}.

Zusammen mit den Codazzi-Gleichungen V;hy = Vihy; = Vhj, ergeben sich daraus
fiir die zweiten kovarianten Ableitungen von A folgende Vertauschungsrelationen:

Lemma 2.1 Fir die zweiten kovarianten Ableitungen von A gelten folgende
Identitdten:

ViVihij = ViVihg + brahimh" — higmhahl" + hijhim b — hemhigh)"

Beweis: Es gilt

ViVihi; = Vi(Vihy) = V;Vihy, + sz‘lmh;n + Riijmhy"
= ViVjhi + (hrihim — hemha) R + (Rgihim — himhig) Ry

O

Korollar 2.2 Fiir den Laplace-Operator A (= Y, V;V; in Normalkoordinaten) der
zweiten Fundamentalform gilt

1 .
5A|A\2 = hY9V,V;H + VAP + Htr(A*) — |A* .
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2.2 Evolutionsgleichungen

Im Folgenden sei M™ immer eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand, und
Fy: M" — R
eine Immersion. Desweiteren sei die glatte Familie von Hyperflachen
F:M"x[0,T) — R"™ T >0,
eine Losung des Anfangswertproblems

F(-,0) = Fo(")

OF (xf)
E("t) = _f('at) V("t) :

Die Geschwindigkeit f sei dabei eine glatte, symmetrische und homogene Funktion
der Hauptkriimmungen A;. Aufgrund der Symmetrie von f kénnen wir dquivalent
dazu f als eine Funktion f der Weingartenabbildung W oder als eine Funktion f
der zweiten Fundamentalform A auffassen:

FOV) = FURY) = f(A) = F({hg}) = FOus- -, M)

Aus der Evolutionsgleichung (%) fiir die Flichen M, := F'(M",t) ergeben sich nun
Evolutionsgleichungen fiir deren geometrische Groflen.

Lemma 2.3 FEs gelten folgende FEvolutionsgleichungen fiir geometrische Gréfen der
Flichen My, d.h. fir Losungen der Gleichung (x¢):

i) & 9 = —2fhi
i) 2 g9 =2fh
iii) & dp=—Hfdu
) 2v=VFf
v) % hij = ViV, f — hihk f

i

vii) 5 f = GEVIVif + gL hi f

viii) 2 H = Af+ |A]*f
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Beweis: Siche zum Beispiel [And94].

Wenn wir nun voraussetzen, dass die Anfangsfliche M, orientierbar ist, das heift
ein globales Normalenvektorfeld wahlbar ist, sowie dass fiir die mittlere Kriimmung

Ho(p) >0 Vpe M

gilt, so ist dies auf einem kleinen Zeitintervall [0,7), 7 > 0 erhalten und die Ge-
schwindigkeit f = H*, k > 0 wohldefiniert. Damit ergeben sich zusammen mit
Lemma 2.1 die folgenden Evolutionsgleichungen.

Korollar 2.4 Fiir den Fluss mit der Geschwindigkeit f = H*, k > 0 gelten die
FEvolutionsgleichungen:

i) %gij = —2H"h;;

ii) 2 g = 2H*hY
i) & dp=—H*"dp

i) % v=kH*VH

v) £ hi; = kH*"Ahy;+ k(k — 1) H*2V;HV;H — (k+ 1) H*hyhl + kH*'| A]*hy;
vi) & b = kH" AR + k(k — 1) H¥2V'HV;H — (k — 1) H*hih, + kH*" Y| A]?h!
vii) & H = kH*'AH + k(k — 1)H*2|VH* + |A]*H*

viii) 2 |A|* = KH* P A|A|? — 2kH* Y|V A2 + 2k(k — 1)H*2hiV'HV ;H
—2(k — 1)H*tr(A®) + 2k H* 1| A*

ir) 2 (x,v) =kH'Az,v) — (k+1)H + kH" | A*(z,v)
Beweis: Die Punkte i) - viii) folgen aus Lemma 2.3 und Korollar 2.2.

ix) Man erhélt mit

% (x,v) = —H*(v,v) + kH" Y2, VH) = —H" + kH" (2, VH)

und in einem adaptierten orthonormalen n-Bein

A(z,v) = V,;V(z,v)
= Vi, ) = (o, V) + H — | ARz, )

die gewiinschte Gleichung. 0
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Dass der H*-Fluss, wie in der Einleitung behauptet, der Gradientenfluss beziiglich
der L*++D/k_Norm auf der Fliche ist, sieht man wie folgt. Die Evolution des Ober-
flicheninhalts |M;| der Fliche zum Zeitpunkt ¢ unter der Evolution d/dt M; = — fv
bei beliebiger Geschwindigkeit f ist nach Lemma 2.3 bestimmt durch die Formel

M| = - {/f Hap,

Daraus erhalten wir mit der Holderschen Ungleichung und der Eigenschaft, dass
H > 0 unter dem H*-Fluss erhalten ist:

\fﬂmmu<</mﬂwoﬁz [ Hip
(S 171 ) ™ (S )™

wobei Gleichheit genau dann auftritt, wenn f = H*.

Im Falle der Evolution strikt konvexer Hyperflichen wird es sich als hilfreich erweisen
nicht nur die Weingartenabbildung, sondern auch deren inverse Abbildung W~ zu
betrachten. Falls also F(M, ) strikt konvex ist, ist W, = {bi} : T,M™ — T,M"
wohldefiniert, und es gilt

bihl = 6},
wobei hier die Eigenwerte von W;l mit K1, ..., Kk, bezeichnet werden. Offensichtlich
gilt

fir allei € {1,...,n}.
Die b; geniigen der Evolutionsgleichung:

Lemma 2.5 Es gilt fir allei,j € {1,...,n},

8 i _ i _ 3 m — 7 m
—b. = kH* A, — 2kH 'L V5 VPO —k(k — 1)H" 2 (6)V,H) (b]'V ,n H)

ot
k ci k—17i| 4|2
+(k — 1)H*8! — kH"0}|A]

Beweis: Aus bjh! = 6} erhalten wir Opi — _pipld h¥ und Vbl = bl b1V, hE womit

at”j Dp~J Ot
sich
AV, = —bjb AhL, + 2hL, Vb Vb
ergibt, was zusammen mit Korollar 2.4 die Behauptung liefert. U

Es stellt sich heraus, dass sich die Evolutionsgleichung fiir b; vereinfachen lasst,
wenn sich f(\) = 1/g(k) als Kehrwert einer Funktion ¢ in den Hauptradien
schreiben lésst.



Evolutionsgleichungen 15

Im Folgenden wollen wir die Funktionen f und g jeweils als Funktionen von A
beziehungsweise h; und x beziehungsweise b; auffassen, ohne dies in der Notation
zu unterscheiden. Es ergibt sich:

Lemma 2.6 Sei f(h}) =1/g(b%). Es gilt

Of = g@_f@_f_i 0% pyrap  pikp., —
Oh:on} foniony g2 abmovf MU
2 0f of 1 % . of . Of
S b b, b by — — pie— Ly,
£ ORi ORE g2 gbmabk - T TN Ohip Ohiy ”
j n l Jq

199
g* bk

GUATERZ S

Beweis: Aus hbj = 6f folgt gi bf = — b b Also ist

of _ 109 109 0, 109,
Ohi — g2 On. g2 ovf Oni ' gravf

Daraus folgt

a2f = — 2 @ @ L 1 ﬂ(i bnm> vkb, + 1 @ i ( kbu) .
Oh’:0hyg g® Ohy Obf g* ObobF \ Ohf) g* by Ohy
Mit 5 5 . | |
oz = o (9 0) = — g™ bt = — ¥4}
und analog
8%1, b = 8%1, (g1 8) = = gan O bf =~ biy bf
ergibt sich die Behauptung. O

An einigen Punkten ist es giinstig, nicht nur Gréfien wie H und |A|?, sondern auch
den gesamten Satz elementarsymmetrischer Polynome S; in den Hauptkriimmungen
wie auch deren Quotienten ; zu betrachten. Aus diesem Grund sind im néchsten
Abschnitt einige ihrer Eigenschaften zusammengestellt. Fiir Beweise wollen wir auf
[Lie96], [HS99a] oder [Die02] verweisen.

Fiir jedes I € {1,...,n} seien die elementarsymmetrischen Polynome S; und deren
Quotienten (); definiert als

S = D ANy fir A=A, 0) ERT
1<i1 < .. <ij<n.
und 50
Qu(A) = ) fir  AeT; 4
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mit So =1 und S; =0 fir [ > n.
Dabei definieren wir

I = {/\ c R" | Sl()\) > 0, SQ()\) > 0, ,Sl<)\) > O}

Die Mengen I'; sind offene Kegel und erfiillen I'; D I';,; fiir alle
le{l,..,n—1}. T, stimmt mit dem positiven Kegel iiberein.

Weiter wollen wir mit S;,;(A) die Summe aller Terme von S;(A) bezeichnen, die den
Faktor \; nicht enthalten. Folgenden Identitéten ergeben sich (vgl. [HS99a]):

Lemma 2.7 Fiir allel € {0,....,n}, i € {1,...,n} und \ € R" gilt

OSi
) = S,

Sie1(A) = Siga(A) + AiSia(A)
S5 = (= DS,
D A8 = I+ 1SN,
i=1
D NS = S8 (Y) = (14 2)Si2(h)
i=1
Eine weitere wichtige Eigenschaft dieser Polynome ist die sogenannte Newton-
Ungleichunyg.
Lemma 2.8 Fir allel € {1,....,n—1} und A € R™ gilt
(I+1D(n—1+1)S-1(N)Si (N <ln —1)SEN).
Gleichheit gilt genau dann, wenn alle \; identisch sind.
Ebenso gilt:
Lemma 2.9
i) Die Funktion Q41 ist konkav auf Ty firl € {0,...,n —1}.
i) %Ql()\) >0 auf Iy fir allei € {1,...,n} undl € {2,...,n}.

Mit diesen Eigenschaften und Lemma 2.6 ergibt sich eine hilfreiche Evolutionsun-
gleichung fiir die inverse Weingartenabbildung.
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Lemma 2.10 Sei k > 0 und M, ein Fluss strikt konvezer Fldchen. Dann gilt:
9 k—1 A2 ki k=113 412

Beweis: Fiir £ > 1 folgt dies direkt aus der Evolutionsgleichung von b; Fir k <1
wenden wir Lemma 2.6 auf f = H*(\) und g = Q% (k) an. Daraus erhalten wir

2 2 k
k(k — 1) H 2680 = 8h6;”£ W= 2k*H* 2676 — H%%b"qb@brmbsl

— kH*16,0™ — kH"15map,,
und durch Multiplikation mit V*h"V,,h? und Summation
k(k—1)H**V'HV,H = 2k*H**V'HV ,H
- H%ng(TCgég(b"qbopvwhg)(b’"mblsvvh;)
— 2kH* 0™ yhEN By
Anhand der Codazzi-Gleichungen und der Konkavitit von QF (k) fiir 0 < k < 1 folgt
nun

—k(k +1)H"*V'HV ,H > —2kH" b1V ,h2 VPh,,,
was zusammen mit
V'he, = —h3,h{V'b,

und durch Multiplizieren mit =1 b7 %, sowie —1 < &=L < 0, ergibt:

k+1 “v Yo k+1
—k(k — ) H* W,V H)(bY'V  H) < 2kH*'hl Vb V20T .
Einsetzen in Lemma 2.5 liefert die Behauptung. 0

2.3 Erste Eigenschaften

Sei Fy : M™ — R™"! eine glatte geschlossene Hyperfliche wie in der Einleitung.
Zusétzlich sei My orientierbar und v die Wahl eines Einheitsnormalenvektorfeldes.
Wir wollen nun das Anfangswertproblem (xf) betrachten fiir f = H*, k > 0. Um
Wohldefiniertheit und Kurzzeitexistenz garantieren zu kénnen, miissen wir wie im
vorherigen Abschnitt voraussetzen, dass

Hy(p) > 6 >0 fiir alle p € M. (+)

Zu bemerken ist, dass selbst mit dieser Bedingung Gleichung (xg») nur schwach
parabolisch ist aufgrund der Invarianz der Gleichung unter tangentialen Diffeomor-
phismen. Nichtsdestotrotz garantiert (+), dass

ang;(A) >0 firallel <i<n, pe€ M",

womit wir aus [HP96] erhalten:
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Proposition 2.11 (Kurzzeitexistenz) Fulls die mittlere Krimmung auf M,
strikt positiv ist, hat (xgx) eine eindeutige Losung F @ M™ x [0,T) — R zu-
mindest fir ein kleines T > 0.

Bemerkung 2.12 Es ist nicht zu erwarten, dass fiir £ > 1 im Allgemeinen glatte
Losungen auf einem kleinen Zeitintervall existieren, solange man nur

Ho(p) 20 pe M”

fordert. Dies folgt aus einem Vergleich mit der Diffusionsgleichung im pordsen Me-
dium 9

prihe A(u”) =0 auf R" x (0,00)

fiir w > 0, v > 1. Fiir diese Gleichung ist bekannt, dass Losungen existieren, deren
Tréger zum Zeitpunkt ¢ = 0 und auch fiir spétere Zeiten beschriankt ist, wie auch
dass diese Losungen nicht notwendig C'*° sind. Ein anderes geometrisches Beispiel
liefert der GauB-Fluss 5

—F=-K.
ot v

wofiir R. Hamilton [Ham94] zuerst bemerkte, dass zu schwach konvexen Anfangs-
daten Losungen existieren, die schwach konvex bleiben und nicht C'*° sind.

Beispiel 2.13 Fiir die Evolution einer Sphéire mit Anfangsradius R, erhalten wir

als Evolutionsgleichung fiir den Radius R(t) = o)

i)

R(t) = (RETY — (14 k)n® - )77,

mit der Losung

k41

womit sich als maximale Existenzzeit T = R(l w ergibt.

Mit Hilfe der Evolutionsgleichung von H folgt nun eine untere Schranke an
Hppin(t) := minpepyn H(p,t) und eine obere Schranke an das maximale Existenz-
intervall.

Lemma 2.14 FEs ist

k+1 _1
+ Hk+1(0) t) k:-lkl.

mwn

Hmin(t) 2 Hmm(o) ' (]-
n
Beweis: Aus der Evolutionsgleichung fiir / (Korollar 2.4) und |A[* > 1 H? erhilt

man

%H EH*'AH + k(k — 1)H "2 VH|> + |A|*H*
1

> kH*\AH + k(k — DH" 2| VH|* + —H""
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woraus sich aus dem Vergleich mit der GDGL

d T
-0 Y = ; - Hmin
i ©(0) (0)

die gewiinschte Abschitzung ergibt. 0

Bemerkung 2.15 Insbesondere liefert dies fiir die maximale Existenzzeit des Flus-
ses Tinax, dass Trax < LHf(kH)(O).

X k+1" " min

Mit Hilfe des elliptischen Maximumprinzips folgt nun, dass eine Anfangsfliche M,
unter dem H*-Fluss eingebettet bleibt.

Lemma 2.16 Sei Fy(M™) eine eingebettete Hyperfliche des R™™ und F : M™ x
[0,T) ein H*-Fluss mit H(-,t) > 0 firt € [0,T). Dann ist F(M",t) eine Einbettung
fir allet € [0,T).

Beweis: Da M, eingebettet ist, ist M, insbesondere orientierbar und berandet
ein Volumen Vj. Sei ¢ty € (0,7) der erste Zeitpunkt an dem F(M™",-) keine Ein-
bettung mehr ist. Als einzige Moglichkeit dafiir, dass bei t = t; keine Einbettung
vorhanden ist, kann auftreten, dass sich zwei Lagen der Fliche an einem Punkt
1o € R beriihren. Und da F(M™t) fiir t < ty ein Volumen berandet sind die
Normalenvektoren jeweils nach aulen gerichtet. Zusétzlich kénnen wir 0.B.d.A. vor-
aussetzen, dass die beiden Lagen in keiner Umgebung von x iibereinstimmen. Indem
wir die Fldchen wieder lokal als Graphen {iber dem gemeinsamen Tangentialraum
in xy auffassen, ergibt sich wegen H > 0 ein Widerspruch zum strikten elliptischen
Maximumprinzip. 0

Aus dem strikten Maximumprinzip fiir parabolische Differentialgleichungen be-
kommt man ein Barrieren-Prinzip.

Proposition 2.17 Seien F;, : M — R"" i = 1,2 zwei Einbettungen und
Fy: M x [0,T) — R die zugehorigen H*-Flisse, und H;(-,t) > 6 > 0 fiir
t € [0,7). Sind dann Fy(M7,0) und Fy(ML},0) disjunkt, so auch Fy(M7,t) und
Fy(MYt) fiir allet € [0,T).

Beweis: Angenommen zum Zeitpunkt t, sei in xy € R**! der erste Beriihrpunkt
der beiden Fliisse. Dann kénnen wir dies in U X (tg—¢, o], U eine Umgebung von x,
als die Evolution der Graphen zweier Funktionen uq, uy iiber dem Tangentialraum
Too F1 (M7 ty) = Ty Fo(M3,ty) auffassen. O.B.d.A. sei uy > up und uy > uy auf
U x [ty — &,t9). Sei weiter angenommen, dass die Normalenvektoren der beiden
Graphen in (zo, tp) in die entgegengesetzte Richtung zeigen. Dann konnen sie jeweils
nur nach auflen zeigen, da sich die Flichen sonst nicht in zy hétten beriihren kénnen.
Mit dem strikten elliptischen Maximumprinzip folgt dann aber wie in Lemma 2.16
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der Widerspruch. Wir konnen damit davon ausgehen, dass die Normalenvektoren in
die gleiche Richtung zeigen. Anhand von Interpolation zwischen den parabolischen
Differentialgleichungen, die u; und wus erfiillen, sieht man, dass auch w = u; — us
eine lineare, strikt parabolische Differentialgleichung erfiillt:

0 . .

a’w = a”DiDjw + bZDZw .

Da aber w sein Minimum auf U x (ty — €, tp] annimmt, liefert das strikte Maximum-
prinzip fiir parabolische Differentialgleichungen (vergleiche [Lie96]) dass w = 0 und
damit den Widerspruch. 0

Bemerkung 2.18 Fiir Fy(M") C B(z,R), * € R""! ergibt sich zusammen mit
der maximalen Existenzzeit der Evolution von 0B(z, R) (Beispiel 2.13) eine weitere
Schranke an die Maximale Existenz von Fy(M™).

In der néchsten Proposition soll dargelegt werden, unter welchen Bedingungen wir
aus der Kurzzeitexistenz auf Langzeitexistenz schlieen kénnen.

Proposition 2.19 Sei [0,T) das mazimale Ezistenzintervall des H*-Flusses M,
und T < oo, sowie H(-,0) > 8 > 0. Dann gilt lim sup,_,, maxyy, |A[*> = +oo .

Beweis: Wir wollen zeigen, dass unter der Annahme mazyy,|A|? < C die Flichen
M; zu einer glatten Grenzfliche My konvergieren. Wegen der unteren Schranke an
Hupin(t), Lemma 2.14, ist Hy,in(7) > 0 und die Kurzzeitexistenz, Prop. 2.11, liefert
einen Widerspruch zur Maximalitdt von 7'

Sei also
maxy,|A| < C fir0 <t <T.

Aus der Evolutionsgleichung und der oberen Schranke an H < 1/n|A| < C erhalten
wir durch Integration

|F(p,t1) — F(p, t2)| < Clt1 — o

und damit die Konvergenz von F'(-,t) zu einer stetigen Grenzfliche F(-,T). Wegen
der Schranke an |A| ist die Konvergenz sogar in C*.

Wie zum Beispiel zu Beginn des Beweises von Lemma 2.10 zu sehen ist, ist H* fiir
k <1 konkav in h; Da die Schranke an |A| lokale Gradientenschranken impliziert,
ist die Evolutionsgleichung (*zx) wegen Lemma 2.14 gleichméflig parabolisch.
Somit sind zusammen mit der angenommenen gleichmiifligen C?2-Schranke die
Abschitzungen von Krylov [Kry78], Theorem 2, Kapitel 5.5 anwendbar und liefern
gleichmiflige C%-Schranken.
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Fiir £ > 1 betrachten wir 0.B.d.A. den Fluf} lokal, gegeben durch den Graphen
einer Funktion u(x,t) iiber einem passenden affinen n-dimensionalen Unterraum.
Die Hohenfunktion u erfiillt dann folgende parabolische Differentialgleichung:

o k[ / .. DuDu k
= 2 A et Rt .
pr V14 |Dul ((6 T+ u|2>DUu) : (1)

Dieser Operator ist nicht mehr konkav in den zweiten Ableitungen. Mit den a-priori
Abschétzungen an |A| ldsst sich dennoch leicht zeigen, dass die Voraussetzungen
fiir Theorem 2, Kapitel 5.3 in [Kry78] erfiillt sind, woraus sich gleichmé&Bige Holder-
Abschitzungen in Raum und Zeit an 2u ergeben. Mit Hilfe von [Kry78] Theorem
4 in Kapitel 5.2 erhélt man ebenfalls gleichméBige Holder-Abschétzungen in Raum
und Zeit an Du. Wegen H(-,t) > 6 und Gleichung (1) erfiillen insbesondere

B DD, k1
vi=+/1+ |Du|21 * und wi= ((5” — M)Dzju)

1+ |Duf?

gleichmiBige C”-Abschiitzungen in Raum und Zeit, 3 < a. Damit kénnen wir (1)
als strikt parabolische Differentialgleichung

%u —a"Diju=0

auffassen mit Koeffizienten a” in C® in Raum und Zeit. Die inneren Schauder-
abschéitzungen im parabolischen Fall, vergleiche [Lie96], ergeben nun die gewiinsch-
ten C%P-Abschiitzungen.

In beiden Fiéllen, das heisst £ < 1 und k& > 1, folgen anhand der Schauderabschétzun-
gen auch alle hoheren C'-Schranken. O

Bemerkung 2.20 C?* Abschiitzungen die nicht nur im Innern, sondern auch in
einer Umgebung einer Anfangsfliche M, gelten, kann man anhand der Resultate von
Krylov [Kry78] zeigen. Es ldsst sich nachpriifen, dass diese nur von der Schranke an
|A] und der C**-Norm der Anfangsfliche abhéngen.

Bemerkung 2.21 Fiir den Fall, dass man den H*-Fluss nicht im euklidischen
Raum, sondern auf einer Mannigfaltigkeit betrachtet, ist unter Voraussetzung von
gleichméBigen | A|-Schranken zu erwarten, dass die Fliachen M, fiir t — oo zu einer
Minimalfldche konvergieren. Dies wird Gegenstand eines zukiinftigen Projekts sein.

An einigen weiteren Punkten wird es sich als sinnvoll erweisen, bei der Evolution
von hz- und b; auch die Evolution von A.x, Kmax zU studieren. Da aber Ajax, Kmax
nur lipschitz-stetig sind, ist es notwendig, glatte Approximationen zu betrachten.
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Die Niveauflichen der Funktion max (z1,z2) auf R? lassen sich durch Hyperbeln
approximieren. Diese sind Niveauflichen der Funktion

1+ T — T 2
Us (21, 9) = 12 24 (12 2) + 62
fiir ein 6 > 0.

Rekursiv erhélt man eine Approximation an maz (1, . .., Z,).

Definition 2.22 Fiir § > 0 setze

1+ X1 — T 2
Us (1, 19) = 12 2 4 (12 2) + 62

n+1

N 1 N N .
Ups1(T1, .oy Tpg1) = n+1Zug(a:i,un(a:l,...,a:i,...,a:nﬂ)), n>2.
i=1

Lemma 2.23 Flir jedes 6 > 0 und n > 2 gqilt:
(i) @
(i)
)
)

n (1, ..., @) ist glatt, symmetrisch, monoton steigend und konvez .
Bun(xl ..... Tn) <1
(i) max (x1,...,2Z,) < Uy (21,...,2,) < maz (x1,...,2,) + (n — 1)

(iv) Fir xz € R™ gilt

an(xla7xn)_(n_1>6<28un($é”xn) T <ﬂ’"<x17“‘7xn)

(v) 3, % —q

1 6%

Beweis: Die Aussagen folgen direkt und meist induktiv aus der Definition,
vergleiche [Hei01].

Das néchste Lemma zeigt, dass gleichméflige Schranken an die mittlere Kriimmung
auch auf einem kleinen Zeitintervall Schranken an |A| implizieren.

Lemma 2.24 Sei F : M"™ x [0,7) — R"*! ein H*-Fluss, k > 1, und 0 < H < C
auf M™ x [0,7). Fir Amin(t) := minpy, ; Ai(p) gilt dann

[un

Amin(t)] < ((max{—Anin(0), 1})7% = C"t) >,

mit C' = 2knC*Y(C? + (n — 1)?).
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Beweis: Fiir die Evolution von ﬁ]i. = —h§. erhalten wir aus Korollar 2.4:

d % k— 7 k qi 9l k— %
Eﬁj < KH AL+ (k— V) H B8 + kH A

Sei nun u(/3}) eine glatte Approximation an —min(Ay, ..., A,) wie in Definition 2.22
fiir ein 6 > 0. Aus
o, (o,
ot opi\at
und 24 o
A v QP l A 7
"= g, WV
sowie der Monotonie von u folgt
k—1 k1 O%u !
< KH" A kH veP
ot v aﬂgaﬁl NREALED
+(k = D) H" =31} + kH" 1|A|2 :
852 852 ]
wodurch sich mit Lemma 2.23
aat < kA" 'Au+ kHF| AP + kH* ' APu

ergibt. Wegen H > 0 ist auch A\pax(p) > 0 und mit
Amax(P) < H — (n — DApin(p) < H+ (n—1)u
ist
A2 < 2n(H? + (n — 1)%u?) < 2n(C? + (n — 1)%u?). (2)
Wir erhalten fiir o.B.dAu>1

ka 1A Cl 3
(975 u +
mit ¢’ = 2knC*~1(C? + (n — 1)?). Das Resultat ergibt sich nun aus dem Vergleich
mit der GDGL und 6 — 0. O

Bemerkung 2.25 Da C' = C(H) im obigen Beweis ist, liefert (2) insbesondere
auch eine Schranke an |A].

Theorem 2.26 Sei F': M™ x [0,T) — R eine Familie von Einbettungen, die
den H*-Fluss l9st, mit Anfangsfliche My := F(M™,0). Weiter sei H(-,0) > &y > 0,
k> 1 und T die mazimale Existenzzeit. Dann ist T > p(My) > 0, wobei p nur von
der C**-Norm der Anfangsfliche und 8, abhdngt.
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Beweis: Sei d(-, M) die mit Vorzeichen versehene Abstandsfunktion zu M. Dabei
sei das Vorzeichen so gewihlt, dass V := Vd : R*! — R"! auf M, mit dem
Normalenvektorfeld iibereinstimmt. Auf Q. := {x € R""|d(z, M) < 7o} ist V
glatt, wobei vy > 0 nur von der C?-Norm der Anfangsfliche M, abhingt. Wir glitten
V' nun, dafiir definieren wir X := p¢ * V', wobei p, der Standard-Gléttungskern fiir
ein £ > 0 sei. Zu jedem § > 0 existiert ein & = £(8, C*(My)), so dass

(X = V|(x) <6 fiiralle z € Q.

Insbesondere hiingt damit die C?-Norm von X auf 9770 nur von der C2-Norm von
My und 6 ab.

Fiir ein hinreichend kleines § > 0, zum Beispiel § = 15, sei w := (X (F(p, 1)), v(p, t)).
Folglich ist |w — 1|(p) < é fiir p € My, w > 5 auf M" x [0,¢), 0 < e < T, und fiir
die Evolutionsgleichung erhilt man in einem adaptierten n-Bein:

9 = RH Aw— KH Y AX,v) — 2kH*'h9(V, X, e;)

ot
+ EH*YAP(X,v) — HY{DX(v),v) .

Indem wir nun die Evolution von w mit der von H* giinstig kombinieren, kénnen

wir die schlechten Kriimmungsterme kontrollieren. Es ergibt sich fiir v := wfl—f/zp

0 a2 k 2%
atv—kH Av + Hv(Vw,Vv)+ (H<AX,1/)+ Hh (ViX, ej)

F{DX(),0) — o] A1)?

_ 2k C |A|
< Lkl il
< EH" " Av 4+ —v(Vw, Vv) + ( +C—+
2k C k
< k-1 _ 2
< EH" " Av 4+ —v(Vw, Vv) + (C + 8nH>U

k 2 2
O~ lAP)v

wobei C' = C(C%(M,), k,n). Wegen H* > —H* _ — 1y crhalten wir einen Wider-

1
4(w—1/4) 1
spruch falls v sein erstes Maximum gréer C(C?(My), k) annimmt und so

H < C'(C*(My), k,n) auf [0,¢).

Sei to := max{¢ € [0,T)| miny, (X,v) > 5}. Nach der obigen Rechnung erhalten wir
gleichméBige Schranken an H auf dem Intervall [0, ¢, die nur von den C?-Schranken
an M, abhingen. Fiir 7 := min{tp, 3¢’ (max{|Amin(0)|, 1}) "2} ergibt Lemma 2.24
gleichméBige Schranken an |A| auf dem Intervall [0, 7]. Mit C%“-Schranken an M
und Bemerkung 2.20 impliziert dies gleichmiiflige C?*-Abschétzungen auf [0, 7].
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Um 2v = kH*'VH zu kontrollieren benétigen wir C3-Abschitzungen. Indem wir
den Fluﬁ wieder lokal als die Evolution der Hohenfunktion u iiber einem passenden
Tangentialraum auffassen, erhalten wir mit vy = %, k € {1,...,n} und den
inneren Schauderabschétzungen im parabolischen Fall (vergleiche [Lie96], Theorem
4.9):

vels 0 < C (3)

Fiir die parabolischen Holdernormen verwenden wir die Notation wie in [Lie96]. Die
C*°_Schranken an u und (3) lassen sich zusammenfassen als

[ulsra™, lulsia < (4)
Im restlichen Beweis werden wir durch Interpolation zwischen diesen beiden
Normen zeigen, dass |VH| gerade noch in der Zeit integrabel ist. Wir rechnen
dazu in lokalen Koordinaten, das heisst wir betrachten wieder die Evolution der
Hohenfunktion u auf €2, := Q x (0,¢), @ C R" ein beschranktes Gebiet.

Mit X = (z,t) sei ein Punkt im R™™! bezeichnet, x € R™. Die Norm |z| sei die
euklidische Norm auf dem R" und | X| := max{|z|, ||} sei die parabolische Norm
auf dem R™™! | Fiir X € €, bezeichne d(X) den Abstand zum parabolischen Rand
von Q. und d(X,Y) := mind(X), d(Y). Wir wihlen X; € w, mit 0.B.d.A d(X;) < 3,
es sei p € (0, 3] eine noch zu bestimmende Konstante und
0*u
61‘1‘81’]'

vi= fiir ein festes Tupel 4,7 € {1,...,n}.
Wihle nun zs, so dass x1 — xo parallel zu Dv(Xy) ist und |z1 — xo| = pd(Xy).
Damit ist X5 := (x2,t1) € Q.. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein z3 auf der
Verbindungslinie zwischen z; und 3, so dass fiir X3 := (z3,¢;) gilt:

D’U(Xg) . (1’1 — .TQ) = ’U(Xl) — ’U(Xg) .
Nach unserer Wahl von X, erhalten wir

DT Du(Xy) — Du(X
\xl—leﬂ v(X1) — Dv(X3)]

|Dv|(X;) = Dv(Xq) - < Du(X3) -

\1’1 —1’2|

und daraus

|v<)|<’;> - Z(\X2)| + [Do(X3) — Do(X,)|

=Xl X=Xl ®)
|1 — 22 (X, X))

Wegen d(X1) = 2|z1 — za| = 2|z1 — x3] ist 3d(X:1) < d(X1, X3) < d(Xy). Aus (5)
ergibt sich:

| Dv|(X1) <

[Dv|(X1) < o] 5 (ud(X1)* ™ + 224 o] (o d(X1) e
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Multiplikation mit d(X;)®+*1=%) und die Wahl p := d(X;)** liefert
d(X1) | D (Xy) < o]0 + 227 ol

was sich in Termen von wu als

2+Q)(1-0)=3) |,/ (=(2+a)) | g2tay (D)

|ul g( 2+a 34

ausdriicken lasst.

Da aber fiir F': M™ x [0,e) — R™"! der parabolische Rand nur aus M; besteht und
in die parabolische Norm die Zeit ¢t nur mit der halben Potenz eingeht, folgt daraus

2+a)(l—-a)

<1.
2

C
VH|(p,t) < o7 mit =

Zusammen mit |DX (v)|(p,t) < C(My) auf M™ x (0, 7) sieht man fiir p € M™:

<X, v)(p, 0) = (X, 1) (p, 7)]

N —

g) / “HMDX(),v) + (X, KH* ' H) dt| < O(r + ) |
0

was die gewiinschte untere Schranke an 7 liefert. U

2.4 Der Fluss konvexer Flichen

In diesem Abschnitt wollen wir die Evolution konvexer Flichen unter dem H*-
Fluss studieren. Um fiir beliebiges k£ > 0 Kurzzeitexistenz und strikte Parabolizitét
garantieren zu konnen sei als Grundvoraussetzung immer gefordert, dass

H(p,0)>6>0 firallepe M™.

Wie auch beim mittleren Kriimmungsfluss ist die Konvexitét fiir beliebiges k£ > 0
unter dem Fluss erhalten. Dariiber hinaus werden wir im Hauptresultat dieses Ab-
schnitts zeigen konnen, dass fiir alle £ > 0 die Fldchen M; im Limes ¢ — T zu einem
Punkt schrumpfen.

Lemma 2.27 Sei Fy(M™) schwach konver und F : M™ x [0,T) — R™™ der zu-
gehorige H*-Fluss, k > 1. Dann ist F(M",t) schwach konvex fiir alle t € [0,T).

Beweis: Aus der Evolutionsgleichung von h;, (Korollar 2.4), erhalten wir

8 i k—1 i kpigl k—1 211
a1 = RH' ARG — (k — D)H Wb + kHY | APh]
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Sei nun &(p) € T,M"™ ein Nulleigenvektor von W(p,t), das heisst hi&/ = 0
t=1,...,n und damit auch

(= (k= 1)H*hih, + kH* ' APPRE) €(p,t) =0 .

Nach dem schwachen Maximumprinzip fiir 2-Tensoren von R. Hamilton, [Ham82],
Theorem 9.1, ist damit h; > 0 erhalten. 0

Starker noch ist fiir strikt konvexe Flichen der minimale Figenwert
Amin(t) := minyy, ; A; monoton wachsend. Insbesondere gilt dies auch fiir 0 < k£ < 1.

Lemma 2.28 Sei Fy(M™) strikt konver und F : M™ x [0, 7) — R ein H*-Fluss,
k > 0. Dann sind alle My, t € [0,7) strikt konvex und \yy(t) monoton wachsend.

Beweis: Mit Lemma 2.10 folgt fiir die Evolution der inversen Weingartenabbildung
W=t = {b'}:
J

9 k=1 A pi ki k—1{ 4123
&bﬁ < KH™ Ab; + (k= 1)H"0; — kH" | A]PY
Zu einem ¢ > 0 wihlen wir eine glatte Approximation u(b}) an max(ky, ..., k,) wie
in Definition 2.22. Aus
0 ou (0 ou O*u
Su= b) und Au= oAb+ AR
ot~ on (54) wd au= on 0 e ¥ eV

sowie der Monotonie von u ergibt sich

2
a < kHF'Au—kHF! 0u

ou
v 1 k
ot g ap ¥ laVobm (k= DH (G0

ab ) k,Hk 1|A|2

abz ] :
Die Identitaten und Abschiatzungen aus Lemma 2.23 liefern zusammen mit der Kon-
vexitdt von u, dass
0
ot
An Punkten (p,t) mit u > (n — 1) k6 siecht man, dass

u < kH*'Au+ (k- 1)H* — kH AP (u — (n — 1)6) .

H
%u(p, t) < kH*'Au(p,t) + (k — 1)H" 1( — |AP)u(p, t) < kH* ' Au
wegen

H H(p) 2
L)<l = H ) (p) < |AP)
Wir erhalten so einen Widerspruch falls u zum ersten Mal ein neues Maximum grofler

(n — 1) k6 annimmt. Der Limes § — 0 ergibt die Behauptung, da u(p,0) > 0. U
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Bemerkung 2.29 Um auch fiir 0 < k£ < 1 zu zeigen, dass schwache Konvexitét
erhalten ist, approximieren wir zuerst eine schwach konvexe Anfangsfliche M, mit
H(M,) > & > 0 durch strikt konvexe Flidchen M (zum Beispiel mit Hilfe des
mittleren Kriimmungsflusses). Von diesen Flichen starten wir jeweils den H*-Fluss,
mit Lemma 2.30 sehen wir, dass eine gleichméflige untere Schranke an 7} existiert.
Mit Proposition 2.19 erhalten wir gleichméflige C*®-Schranken an die Fliisse M,
die aber nach Lemma 2.28 konvex sind. Durch Auswahl einer konvergenten Teilfolge
ergibt sich, dass auch der Fluss M; konvex ist.

Im konvexen Fall liefert die Evolutionsgleichung fiir H schon eine obere Schranke
an |A| fiir kleine Zeiten.

Lemma 2.30 Sei Fy(M™) konver und F(-,t) ein H*-Fluss. Dann ist

1

1Al(p, ) < H(p,t) < (Hynae(0)" D — (k + 1)¢) 777

und somit insbesondere T > %HHmM(O)_(’C“),

Beweis: Wegen Lemma 2.27 und Bemerkung 2.29 sind die Flachen M; konvex und
damit |A| < H. Die Evolutionsgleichung fiir H zeigt, dass

0

5 H < < EKHF'AH + k(k—1)H2|\VH|? + HF? .
Der Vergleich mit der GDGL ergibt die Schranke an H und Proposition 2.19 die
untere Schranke an T'. [

Um zeigen zu konnen, dass fiir £ > 1 schwach konvexe Fléchen sofort strikt konvex
werden, untersuchen wir die Evolution der Quotienten (); der elementarsymmetri-
schen Polynome in den Hauptkriimmungen.

Lemma 2.31 Sei k > 1 und F : M" x [0,T) — R"*' ein H*-Fluss konvezer
Flichen mit
Si—1(p,t) >0 fir alle (p,t) € M™ x [0,T) ,

so dass QQ; wohldefiniert ist. Dann gilt

Q> kP AQu+ HE (MAP — 1k~ )HQ)Q: (6)
Beweis: Aus
0 oQ 00 >Q I
° : AQ = SN e
ot = ani (aﬂ) und - AQw = Fur A+ G Y Vol
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sowie der Evolutionsgleichung fiir h; bekommen wir

9 _ k—1 k—1 82Ql vLp l k— 28Ql 7
—ath =kH""7AQ, — kH DT Ok VW by, + k(k —1)H 8h2 —V'HV;H
9Q 3@1
_ _ k ipl k—1 2
(= DHY Gt + KHE AP e

Mit Hilfe von Lemma 2.7 konnen wir die beiden letzten Terme vereinfachen.

0 0
Ql z_ ﬂ)\ 52 Sllzsl le_SZZSZQZ %

8hl h; 5)\
1
=5 (151218 — (1= 1)S,189)) = @
i1
0 , 0 1
822; h;h‘lj = a)c\gl )\2 — ?(Slfl Z Sl*l,i )\22 - Sl Z 5172’i )\22)
J -1 i i
SQ (S1-1(S18; = (1 + 1)Si41) — Si(S151-1 — 19))
-1
S,
—(l+ )SIH +1Q7 .
-1

Mit der Monotonie und der Konkavitdat der @); folgt daraus die Ungleichung. (]
Es ergibt sich direkt:

Proposition 2.32 Sei Fy : M — R""! eine schwach konvexe Hyperfliche mit
H(Fy) 26 >0und F: M™ x [0,T) — R der zugehirige H*-Fluss mit k > 1
Dann ist My strikt konvex fir alle t € (0,T).

Beweis: Wegen H(p,0) > 0 ist H(p,t) > 0 fiir alle ¢t € (0,7). Somit ist @
wohldefiniert und nichtnegativ. Wegen der Schranken an |A|? fiir ¢ € [0, ¢] ist

(AP — 20k — 1) Q)| < C
auf diesem Intervall. Damit ergibt sich aus (6):
0
a@z > kH"'AQy — CQ,
fiir t € [0,¢). Fiir v := e“'Q, erhalten wir:

5 > kH'Av (7)

Angenommen es existiere (po,tg) € M™ x (0,¢) mit Q2(po,to) = 0, dann ist auch
v(po,to) = 0. Die Harnackungleichung im parabolischen Fall (vergleiche [Lie96])
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und Gleichung (7) liefert, dass v = 0 fiir alle ¢ € (0, %) und somit @, = 0 fiir alle
t € (0,tp). Dies steht im Widerspruch zur Existenz von strikt konvexen Punkten auf
M;, und damit ist Q3 > 0 auf M™ x (0, 7). Dieses Argument kann iterativ fortgesetzt
werden bis zu @, > 0 auf M™ x (0,7). O

Das néchste Lemma zeigt, dass die mittlere Kriitmmung und somit auch |A| be-
schrankt bleiben, solange M; ein nicht verschwindendes Volumen berandet.

Lemma 2.33 Sei ' : M" x [0,7) ein HF-Fluss konvexer Flichen und fir
6>0, zg € R" sei Bs(xog) C Vi fiir allet € [0,7), wobei V; das von M; be-
randete Volumen bezeichne. Dann ist

H(p,t) < C(6,k,n) fir alle (p,t) € M" x [0,7) .

Beweis: Sei X := x — zy das Ortsvektorfeld mit Ursprung in xy. Aufgrund der
Konvexitit der Flachen M, existiert o > 0, o = (), sodass

(X, V) —a> % >0 fiir alle (p,t) € M™ x [0,7) .

Insbesondere ist

Hk
YT IX ) —a
wohldefiniert. Mit Korollar 2.4 erhalten wir fiir die Evolutionsgleichung von v:
9 ok 2k i 2 AP
U= kH" ' Av + ﬁUV (X, v)Viv+ (k+ 1)v" — ak:?v

_ 2k _, ak
< kHF'Av + VX, )V + (k+1) - 7H)qﬂ :

Angenommen in (pg,tp) nehme v zum ersten Mal ein Maximum C' >> 0 an. Dann
ist
aC

H*(po, to) > C({X,v) — a)(po, to) = 5

woraus der Widerspruch folgt, falls

C >

2 <n(/€+1)>k .

a ak

Nun sind alle Vorbereitungen fiir das abschliefende Resultat getroffen.
Theorem 2.34 Sei F: M" x [0,T) — R"*! ein H*-Fluss, wobei

i) Fo(M™) strikt konvez sei fir 0 <k <1,
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ii) Fo(M™) schwach konvez sei firk > 1 ,

und H(Fy(M™)) > 0. Dann existiert der Fluss bis zu einem mazimalen Zeitpunkt T
an dem die Flichen M, zu einem Punkt im R kontrahieren.

Beweis: Wegen Lemma 2.33 und Proposition 2.19 kann der Fluss so lange
fortgesetzt werden wie eine kleine Kugel in seinem Inneren existiert. Aufgrund
von Proposition 2.32 werden die Flachen M; fir £ > 1 sofort strikt konvex.
Fir 0 < k < 1 folgt dies aus den Voraussetzungen und Lemma 2.28. Insbe-
sondere ist in beiden Fillen wegen Lemma 2.28 A;,(¢) monoton wachsend und
lim,_, 7 )\min<t) > 6> 0.

Sei nun angenommen, dass zwei verschiedene Punkte z,y € R™"! existieren mit
z,y € V; fir allet € [0,T), V; das von M; berandete Volumen. Dann schneidet
jede 2-dimensionale Ebene Z durch z und y die Fldchen M; transvers in reguldren
Kurven ¢f. Wegen Amin(t) > £ ist auch die Kriimmung der Kurven CZ gréSer gy > 0.

Sei I; := Z NV, Da H*(V;) — 0, muss ein Z existieren mit H?*(I;) — 0. Dies
steht jedoch im Widerspruch dazu, dass z,y € I; und die Kriimmung der Kurven
cZ gleichmiBig von Null weg beschrinkt ist. O
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3 Der schwache Fluss

Fiir eine beliebige n-dimensionale, eingebettete Hyperfliche Ny C R™"! mit
H(Np) > & > 0 ist wie beim mittleren Kriimmungsfluss auch beim H"*-Fluss zu
erwarten, dass sich bei der Evolution der Flachen M; Singularitéten entwickeln,
noch bevor die Flichen M, zu einem Punkt oder Ahnlichem kontrahieren kénnen.

Um nun auch eine Evolution {iber Singularitdten hinweg definieren zu kénnen, ma-
chen wir wie in der Einleitung beschrieben den folgenden Ansatz. Sei im Folgenden
Ny = 09, ,Q C R offen und beschrinkt. Ferner sei N, glatt und

H(No) = 60> 0.

Wir wollen die Evolution von Ny als Niveaumengen einer Funktion u :  — [0, c0)
anhand von

E, :={z € Qu(x) > t}, N;:=0F;

darstellen. An einem Punkt, an dem wu glatt mit Du # 0 ist, ist (xgx), siche S. 12,
aquivalent zu

Du 1
* divl| — | = —— .
&) (|Du|> Dull

Dabei ist die linke Seite die mittlere Kriimmung der Niveaumenge {u = ¢} und die
rechte Seite die entsprechende Potenz der Geschwindigkeit.

3.1 Schwache L6sungen

Wir wollen nun einen schwachen Losungsbegriff fiir (x) einfiihren. Wie es sich her-
ausstellt ist (x)g» fir beliebiges k& > 0 weder der Gradientenfluss einer Energie,
noch ist (x) eine Euler-Lagrange-Gleichung. Indem wir jedoch die rechte Seite von
(%) fixieren, konnen wir die Gleichung als Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals

v
|Du|%

J.(v) = JE(v) := / | Dv| — dx (8)

auffassen. Dabei haben wir uns von [HI98] inspirieren lassen. Huisken und Ilmanen
verwenden in dieser Arbeit einen entsprechenden Ansatz um schwache Losungen des
inversen mittleren Kriimmungsflusses zu definieren.

Definition 3.1 Sei v € CYH(Q) N L®(Q) und |Du|~* € LL_(Q). Dann ist u eine

loc loc

schwache (Sub- bzw. Super-) Losung von (%) auf 2, falls

T (u) < T, (v) (9)
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fiir jede lokal lipschitzstetige Funktion v (v < w bzw. v > u) mit {v # u} C K C Q,
K kompakt. Da die Definition nicht von der speziellen Wahl von K abhéngt, werden
wir den Index K im Weiteren unterdriicken.

Aufgrund der Identitét
Jy(min(v, w)) + J,(max(v, w)) = J,(v) + Ju,(w)

fiir {v # w} € Q sieht man fiir v = w, dass u genau dann eine schwache Losung ist,
falls u gleichzeitig eine schwache Sub- und Superlosung ist.

Aquivalente Formulierung: Sei F C QxR eine messbare Teilmenge und 9*F
der reduzierte Rand von F. Wir bezeichnen mit [0*F'N K| das (n + 1)-dimensionale
Hausdorffmal H™™ von 0*F N K, wobei wir |0*F N K| := +oo setzen, falls F in
keiner Umgebung von K eine Caccioppoli-Menge ist. EAF := (E\ F)U (F \ E)
bezeichne die symmetrische Differenz zweier Mengen F und F.

Damit konnen wir fiir eine Lipschitzfunktion u auf xR mit |Du|’% € Ll (2xR)
das Funktional

JE(F) = |0*FN K| — / |Du| "% dx (10)

FNK

fiir F C QxR definieren. Dabei sagen wir, dass E das Funktional J, in einer Menge
A (von auflen bzw. von innen) minimiert, falls

T (E) < I (F) (11)
fir alle F' mit FAE € A (bzw. zusétzlich F' D E, F C FE), mit einer kompakten
Menge K mit FAE C K C A. Wiederum héngt diese Definition nicht von der

speziellen Wahl von K ab. Mit Hilfe der allgemeinen Ungleichung, siche Lemma
3.15,

JJ(EUF)+ J(ENF) < J,(E) + Ju(F) (12)

fir EAF € A, sieht man, dass F das Funktional .J, in A genau dann minimiert,
wenn E es gleichzeitig von auflen und von innen minimiert.

Lemma 3.2 Seiu € C2H(Q)NL®(Q) und |Du| "% € LL (). u ist genau dann eine

(Sub- bzw. Super-) Losung von (%) auf §2, falls fir jedes t die Menge E;, := {u > t}
das Funktional J,, in Q0 (von innen bzw. von auflen) minimiert.

Beweis: 1) Sei v lokal lipschitzstetig mit {v # u} C K C Q. Fir F, := {v > t}
ist dann F; A B, C K fiir alle t. Man wéhle a < b mit a < u,v < b auf K. Mit der
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Kofldchenformel sieht man, dass
IEw = [ 1ol = s
Dult

K
b b 1 1

= OF,NK dt—// tildtda:—a/ —dx

/a\ N K| J XDl J il (13)

b
1
:/ Jf(ﬂ)dt—a/ - dx
a e ‘DU‘E

Falls nun jedes E; das Funktional J, in {2 minimiert, zeigt diese Gleichung, dass
w auch (8) minimiert. Das gleiche Argument ist auch fiir schwache Sub- und
Superlosungen anwendbar.

2) Sei nun u eine Sublésung von (8). Man wihle ¢y und F, so dass
FCE, EN\FeQ.

Wir wollen zeigen, dass J,(Ey) < Ju.(F). Da J, unterhalbstetig unter L{ -
Konvergenz ist, konnen wir annehmen, dass

Ju(F) < Ju(G) (14)

fir alle G mit G A Ey, C Ey \ F. Indem man

definiert, erhdlt man aus (14) J,(F) < J,(E: U F) fiir alle t > to, und daraus mit

(12)
Ju(By N F) < Ju(Ey)

fiir t > to. Insgesamt ist also
Ju(Fy) < Ju(Ey) fir alle t .

Wir definieren nun v durch v > ¢ auf F}, womit v < v und {v # u} € Q. Folglich
ist v € BVioe N LiY., insbesondere ist dann J,(v) wohldefiniert . Indem wir v durch
glatte Funktionen v; — v mit |Dv;| — |Dv| approximieren, erhalten wir aus den

Voraussetzungen, dass J,(u) < J,(v). Da damit (13) auch fiir v zutreffend ist, gilt

b b
/Ju(Et)dtg/ Ju(F)dt
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wodurch wir J,(F}) = J,(F) fiir fast alle ¢ erhalten. Mit (14) folgt daraus
Ju(Er U F) < Ju(F)
fiir fast alle t > to. Im Limes t \ ¢ ergibt sich aus der Unterhalbstetigkeit
Ju(Eyy) < Ju(F) .
3) Fiir den Fall, dass u eine Superlsung ist, wéihlen wir wie in 2) to und F' mit
E,CF F\E,cQ.
Wie zuvor kénnen wir annehmen, dass
Ju(F) < Ju(G)

fir alle G mit G A Ey, C F'\ E;,. Man definiert wieder

FUE, 0<t<t
F:=
E, t>t ,

woraus vollig analog zu 2) folgt, dass

fir fast alle ¢t < t,. Da aber nach Voraussetzung |Du|* € Li (Q), ist

H" 1 ({u =1tp}) =0, und somit konvergiert E; — Ej, fiir t /' to, insbesondere
E.NF — E,,, woraus wieder anhand der Unterhalbstetigkeit folgt, dass

JU(Eto) < Ju(F) .
U

Damit die Definition 3.1 sinnvoll ist, muss natiirlich gewéhrleistet sein, dass im Falle
eines glatten Flusses diese Bedingungen erfiillt sind.

Lemma 3.3 Sei (N;).<i<a €ine glatte Familie von Hyperfidchen enthalten in QxR
mit strikt positiver, gleichmdfig beschrinkter mittlerer Kriimmung, die den H*-Fluss
im klassischen Sinne lost. Es sei W die vom Fluss (N¢)c<i<q Uberstrichene Menge,
und sei auf W die Funktion u durch uw =t auf Ny mit By := {u > t} definiert. Dann
minimieren die Fy das Funktional J, in W fir alle t € [c,d].

Beweis: Die duflere Normale, definiert durch v, := —ﬁ, ist ein glattes Vektorfeld

auf W mit div(v,) = Hy, = |Du|"* > 0 . Fiir einc Menge F mit FAE, C K € W
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erhalten wir mit dem Divergenzsatz und indem wir v,, als Kalibrierung benutzen:

EinNK O*E:NK EiNK
1
= / VoE; = Wy, dHn+1 + / VoE, * Vy dHn+1 — / |Du|_E dx
8*EyNF O*E\F EinK
1
= / Vgep - Uy dH™ ™ — / |Du| ™% dz + / Ve - Vy dH™ !
O*Fi\E; F\E, o FNE;
1 1
+ / |Du|™* dz — / |Du|™* dx
Et\F EiNK
1 1
= / Voo - Uy dH™ T — / |Du|"% dx < |0"F N K| — / |Du|"* dx .
9*FNK FNK FNK

3.2 Elliptische Regularisierung

In diesem Abschnitt beweisen wir mit Hilfe elliptischer Regularisierung die Existenz
approximativer Losungen zu (*). In Abschnitt 3.3 werden wir dann zeigen konnen,
dass wir im Limes ¢ — 0 eine schwache Superlésung im Sinne von Definition 3.1
erhalten. Wie in [ES91] und [HI98] ist die Approximation von (x) durch die quasili-
neare elliptische partielle Differentialgleichung

= — (g2 + |Duf?) * auf Q

: Du® —
(*)e dlv< v €2+|Du8|2>
ut =0 auf 0f2

der Schliissel zur Existenz einer schwachen Losung. Dieser Differentialgleichung
kénnen wir eine geometrische Interpretation geben. Indem wir w® := éus definieren,
erfiillt w®:

_ 1
le(%) = —5_% (]_ + |Dw€|2) 2k a,Uf Q

w =0 auf 09).

(%%)e

Diese Gleichung sagt aus, dass die translatierenden Graphen

t
Ny = graph(w6 - —>, —00 <t < 00
£
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den H*-Fluss auf 2 xR 16sen. Dies sieht man leicht, indem man
Us(2',t) :=u(x) —ez, o' :=(x,2) € QxR (15)

definiert, so dass Ny = {U® = t}. Unter der Annahme, dass u® glatt ist, erfiillt U®
die Gleichung (x).

Sei angenommen, die approximativen Losungen u® konvergieren in einem passenden
Sinne im Limes € — 0 zu einer schwachen Losung v mit den Niveaumengen

Iy={u=t}.

Die grundsitzliche Idee ist, dass die moglicherweise singuldre Evolution {I';}ocicr
im R™ approximiert wird durch die glatte Evolution {Nf}icg im R™™ und zwar
in dem Sinne, dass fiir ein 0 < ¢t < T, N = N, :=I'y x R fiir hinreichend kleines
e > 0.

Um die Existenz einer Losung zu (%), zu zeigen, bendtigen wir a-priori Abschétzun-
gen.

Lemma 3.4 Sei u® eine C*-Lésung zu (x). und diam(Q) = R. Dann ist
sup |u| < C(R,k) .
Q
Beweis: Wir zeigen, dass
— TRkl _ k1
1) 1= (BEF i

fiir hinreichend grofies 0 > 0 eine Superlosung zu (**). ist. Dabei sei Q2 C B(zo, Ry),

o & Q, d(zg,Q) = 1, r:= |x — x0|. Es wire also zu zeigen, dass
DiyDjy 1 2\ 5t
(05— T ) DDy <~ (14 |Da) (1)
auf €. Sei 0.B.d.A 275 = 0. Aus
Diy = —=(k + 1)rF 1z,
5
|DAy|? = (g(k: + 1))
DiDyy = —(Z(k + 1)r* )65y — Z(k + 1) (k — 1)r*3a,a;
5
erhalten wir dquivalent zu (16):
1 o o 1 k-1
————(Zhle+ D)r* ) + Znlk+ 1)rt > e (14 |Daf?) 17
1+\D’V\2<5 (k+1r +5n( +r Ek( +| 7|) (17)
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Fir k > 1ist 0 < ’“—kgé und wegen (a + b)* < a® + b fira,b >0, 0 < a < 1
ergibt sich fiir 0 < e < 1:

AP T <14 (k4 1)'F (D) T

L4 (k+ Do ® ) .

3
1
< =r
g

Wird also o so grofl gewahlt, dass
1+ (k+1)o %) <olk+1)n
so ist (17) erfiillt.

Fiir £ < 1 geniigt es zu zeigen, dass
1-k
ek < (14 |Dy]?) = (% n(k + 1)7«’“) :

Wegen r > 1 erhalten wir aber

(1+|Dyf?) & (Znte+1)r 1) = (2) e+ Dtn
£ £
Damit wiire fiir ¢ > ((k + 1)n*)~! die Bedingung (17) erfiillt.

Da nach dem Maximumprinzip w® > 0 und v|gq > 0 ist, folgt ebenfalls mit dem

Maximumprinzip die Schranke an sup |w®|.
U

Aus dem néchsten Lemma ergeben sich a-priori Schranken an den Gradienten von

u&‘

Lemma 3.5 Es sei H(0) > 6y > 0. Dann ist
| Duf| < (R, 8, C*(09)),
mit R = diam(S).
Beweis: Wir konstruieren Barrieren am Rand fiir (%), der Form
v(z) = U(d), mit d(x) = dist(z,0N)

in einer Umgebung V := {0 < d(x) < ap}, in der d glatt ist. Zuséatzlich sei og > 0
so klein gewahlt, dass

1
agsup |A| < = auf V, (18)
B 2
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wobei |A| hier die Norm der zweiten Fundamentalform von 0 bezeichne. Nach
Lemma 14.17 in [GT83] gilt fiir zp € V:

-\ —An 0
1—M\d 1=\ d

(D2d(x)] = diag[

beziiglich eines Normalkoordinatensystems in yo mit d(zo) = |xo —yo|, Yo € 0. Mit
(18) erhalten wir

—~ \d
Ad(xy) = —H(yo) — Y g S —H(yo) < —bo - (19)

=1

Notwendige Bedingung fiir eine Superlosung von (%*), ist

k-1
Qu = ((1 + |Dv|2)5ij — Diijv)DiDjv Lew (1 + |Dv|2) L0,
Fiir unseren Ansatz v(z) = ¥(d) ist wegen D;dD;D;d =0
1 3k—1
QU(d) < —V'(1+ (V))& + " +e % (14 (¥)%) * | (20)

Unter der Voraussetzung ¥’ > max {1, ;Tk}, 0 < e <1, folgt dann
05
QU(d) < —U — (U386 + 0" + 6o(V')> < —W'6 + 9" .
Damit ist fiir 0.B.d.A. §y < 1

4%q
V(d) .= —d,
(@) ke
und a > 1 eine Superlosung auf V. Wenn wir nun a hinreichend grof3 wéhlen, so
dass
4*q, S 1
ke £
ist, wobei C'(R, k) die Konstante aus Lemma 3.4 bezeichne, dann ist ¥(d) > w® auf
0V und wir erhalten

C(R, k)

1
|Dw®|| < -C(R,k,a).
o0 €

Sei nun 7 der n + 2-te Einheitsvektor in QxR C R*"'xR. Dann gilt fiir v := (v, 7) 7}
auf graph(w®):
Av =20 Vol]? + |AlPv — v*(VH,T) .

Wegen v = /€2 + | Dw#|? liefert (xx).:
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und somit

Man sieht, dass
-1 2 2 1 1 k1
—Av 4 207 | Vul* + |A|*v + i ko & (Vou,7) =0,
womit wir nach dem Maximumprinzip erhalten, dass
max | Dw®| = max | Dw®| .
Q El9)

O

Mit Hilfe der a-priori Abschétzungen sind wir nun in der Lage, die Existenz von
Losungen zu (x). zu beweisen. Dazu studieren wir Losungen zu folgender Familie
von Gleichungen:

_ 1
div(\/EQZT;;E,TP) =7 (82 + ‘DU&T‘Q) * an Q

usT =0 auf 0f)

(%)e,r

fir0<7<1lund 0 <e <1

Lemma 3.6 (Approximative Existenz) Sei Q) C R"™ Q offen und beschrinkt,
sowie O glatt und H(0Q) = 6o > 0. Dann ezistiert zu jedem 0 <e <1, 0 <7< 1
eine glatte Losung u®™ mit Schranken

|u€’T| < 0(607 k, R)a ‘DUEJ‘ < C’(507 k, R)
unabhdngig von e, 7; R = diam(S).

Beweis: Gleichméfiige Abschitzungen an sup |uf| und sup | Duf|, unabhéngig von
e, T folgen vollig analog wie in Lemma 3.4 und Lemma 3.5. Um die Existenz von
Losungen zu zeigen, wollen wir die Kontinuitédtsmethode auf (%)., fir 0 < 7 <1
anwenden. Sei ¢ > 0 fest gew&hlt, u™ := u*7; wir schreiben ()., in der Form

=0

FT(u"):= div< Du” > ( T

Ver+ | Du|? £2 4 |Dur|2)ﬁ
mit u” = 0 auf 9€). Die Abbildung
F: C’g’a(ﬁ) xR — C*Q),

definiert durch F(v,7) := F7(v), ist C' und hat die eindeutige Lésung F(0,0) = 0.
Sei
S:={r|r €[0,1], (%) hat ein Losung u>" € C*>*(Q)} .
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Offensichtlich ist 0 € S. Wir wollen zeigen, dass S offen wie auch abgeschlossen ist.

Sei 7 € S und u” die zugehérige Losung von (x).,,. Fiir die Linearisierung von F7
um u” erhalten wir in Richtung h € C3*(Q):

1 Du™D;u” 1
DF| (h) =————— (@j _ %)D@h + Di(—>Dih
ur [e2 | ‘DUT‘2 2 + ’Du7| /e2 + ’D’UT|2
Dyu™Du" Du™
—Di< il 3>Djh—f Db
(82 + ‘DUT‘Q) 2 k (62 + ’DUT|2) 2k

Damit hat die Linearisierung L(h) := DF"| (h): Co*(Q) — C*(Q) die Form

uT

mit A2 < a¥(z)&E < A|ER, A A > 0, wobei die Koeffizienten {a} von
der Klasse C1*(Q) und die Koeffizienten {b'} von der Klasse C%(Q) sind. Nach
Theorem 6.14 in [GT83] ist L bijektiv. Die Schauder-Abschitzungen, Theorem 6.6
[GT83], zusammen mit Theorem 3.7 [GT83] zeigen, dass L~! stetig ist. Mit dem
impliziten Funktionensatz erhalten wir Losungen von (%)., auf einem Intervall
(1 —6,7+06), 6 > 0. Insbesondere ist S somit offen.

Wir wollen nun zeigen, dass S ebenso abgeschlossen ist. Dafiir sei u” wieder eine
Losung von (). ,. Mit Hilfe der Nash-Moser-DeGiorgi Abschitzungen, Theorem
13.2 [GT83|, und den a-priori Schranken, ergeben sich gleichméfige Schranken an
|u”||c1.a, unabhéngig von 7. Mit den Schauder-Abschétzungen folgt

[uT[lc2e < Cle)

unabhéngig von 7. Mit Hilfe von Arzela-Ascoli sicht man, dass S geschlossen ist.
Aus den hoheren Schauder-Abschétzungen folgt die Glattheit der Losungen. 0

Um sie spéter teilweise in den Limes iibertragen zu kénnen, wollen wir nun einige
geometrische Eigenschaften des approximierenden Flusses studieren.

Wir verwenden die folgende Notation: u sei eine Losung zu (x). auf Q, w® := Lu.
Nach (%x). sind die Flachen Nf C O xR,

t
N; = graph(w®(z) — g), —00 <t < 00, (21)

translatierende Losungen des H*-Flusses auf QxR. Diese Graphen sind Niveaumen-
gen der Funktion
Us(x,z) :=u(x) — ez, (22)
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mit U° : QxR — R und Nf = {U® = t}. Analog wie bei Caccioppoli-Mengen
definieren wir

|0*N; N K| = (H"+1 LN, )(K) = H"H(Nt6 NK)
fiir K € OxR.

Bemerkung 3.7 Da die Graphen Nf den H*-Fluss glatt 16sen und ihre mittle-
re Kriimmung beschriankt ist, ist die Funktion U® nach Lemma 3.3 eine schwache
Losung des Funktionals Jy- auf Q2 xR.

Die néchsten drei Lemmata sind direkte Konsequenzen aus dem Variationsprinzip.
Lemma 3.8 Die Mengen Ef sind strikt minimierend von auflen in QXR, das heifst
|0"E; N K| < |0°F N K|
fir F mit Ef C F, F\ Ef C K € QxR, und H"™(F \ Ef) > 0.

Beweis: Mit Bemerkung 3.7 erhalten wir

0*Es N K| + / |DU®|"% dz < |0°F N K| (23)

(F\EF)NK

Lemma 3.9 (Massenschranke) FEs sei K’ := Q x [0,1]. Dann ist
INE N K'| < HY(09Q) + 2H"TH(Q)
fiir alle —oo <t < o0, 0 <e < 1.

Beweis: Sei M; C 2 eine Folge von glatten, geschlossenen Hyperflichen, die 0€2 von
innen approximiert mit H"(M;) — H™(0N2), sowie V; — Q, V; das von M; berandete
Volumen. Sei

F:=E;uU(V;x[0,1]), (24)

dann liefert Lemma 3.8 die gewiinschte Abschatzung fiir i — oc. 0

Lemma 3.10 Sei K’ :=Q x [0,1] und T := supy, U®, T, :=infx: U¢. Dann ist
T
/ / |Hy M dH" dt < H™(09Q) + 2H () | (25)
SNK
T

wobei Hy die mittlere Kriimmung von N bezeichne.
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Beweis: Indem wir F' wie in (24) definieren, erhalten wir wie in Lemma 3.9
|0"E; N K'| + / |DU€|_% dr < H"(02) + 2H"TH(Q)
K'\E§

und wegen lim, .+ |0*E; N K'| =0,

/ IDUS|+ dw < H(0Q) + 2H™(Q) . (26)
K/

Anhand der Koflichenformel und (xx). folgt dann

T Tt
/uwwhmz// wmr%ﬂmﬂﬁ:// |HE M dH Tt
FNK' FNK!
T T

K/

O

Bemerkung 3.11 Die Massenschranke an Ny ldsst sich durch geeignete Wahl einer
Testfunktion auch direkt aus der partiellen Differentialgleichung (**). gewinnen.
Ebenso erhélt man die Aussage von Lemma 3.10 aus der Evolutionsgleichung

0
—dp=—H""d
¢ z

des MaBes du unter dem H*-Fluss.

3.3 Eigenschaften des schwachen Flusses

Einige der Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts lassen sich nun im Limes
e — 0 auf den ” Grenzfluss ”iibertragen. Aufgrund der gleichméfigen Abschétzungen
an sup |u°| und sup | Du®| kénnen wir eine Folge ¢; — 0 auswéhlen, so dass

=

U’ —u

gleichm#Big auf €. Obwohl wir erst spiter zeigen werden, dass u eine schwache
Superlosung im Sinne von Definition 3.1 auf ) ist, wollen wir dem vorgreifend
schon jetzt u als schwachen H*-Fluss bezeichnen.

Da u®* — u konvergiert, gilt auch

Us —U



Eigenschaften des schwachen Flusses 45

lokal gleichméBig auf QxR, fiir U : QxR — R : (x, 2) — wu(z). Es ist fir £, := {u >
t} C Qund B} :={U >t} C OxR,

E{ =F xR.
Die maximale Existenzzeit des schwachen Flusses sei wie im klassischen Fall mit
T :=supu
9)

bezeichnet. Auf K C QO xR, K kompakt, gilt fiir
T} :=supU®, T. :=infU*,
K K

€

dass T — T und 7. — 0. Um die Konvergenz von Ef — E; zu untersuchen,
benotigen wir das folgende einfache Lemma.

Lemma 3.12 Sei U C R™! und (f;)is1, [ messbare Funktionen mit
fi = [ punktweise fast tiberall.
Ist H" ™ ({f = 7}) = 0, so konvergiert
X{fi>my = X{f>7}

71
in L,

(U).

Beweis: Wegen H"™'({f = 7}) = 0 konvergiert x{f,>-} — X{f>r} punktweise fast
iiberall und damit auch in L{ (U). O

loc

Theorem 3.13 Der schwache HY-Fluss ist “non-fattening”, das heifit
H" " ({u = 7}) =0 fiir alle T € [0, T).

Beweis: Wir setzen wieder K’ := Q x [0, 1]. Fiir zwei beliebige t1,t, € R, t; < t5
und 0 < € < 1, folgt mit der Koflachenformel:

t2
Vol(ES N K') — Vol(ES, 1K) = / / (HEV dHrdt (27)
cAK
t1

Daraus ergibt sich mit der Hélderschen Ungleichung, sowie Lemma 3.9 und Lemma
3.10:

k+1 k

to to
1 k E+1
// (HE)* dH™dt < |t2—t1|k+1</ (/ (Hf)’“dH"“) dt)
: ENK! NENK!
1

t1

to
< ta —tﬂﬁc(// (H)* dH ™ dt
: FNK’

< Clts _tl‘%ﬂ )

) o (28)
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wobei C' = C(Q, 09, K'), unabhéngig von e. Damit ist
IVOl(E, N K') — Vol(ES, N K')| < Clty — ty] 1 . (29)

Nun ist H"™({u = 7}) = 0 fiir alle 7 € [0,7] \ J, J abzihlbar, und so auch
H"2({U = 7}) = 0 fiir alle entsprechenden 7. Sei 79 € J N (0,7). Wir wihlen
Folgen (t;);>1, (t])j»1 € (0,T)\ J mit t; /' 7 und t; \, 7. Nach Lemma 3.12
gilt

Vol(E’Z_i N K') — Vol( t,j NK')
und

Vol(E}: N K') — Vol(Et'; NK')

J

fiir e; — 0, und damit aus (29)
Vol(E/- N K') = Vol(El. N K")| — 0
J J
fiir 7 — oo. Aus
E;j, —{U = 1 }; E;j —{U > 7o}

erhalten wir

H'P2{U =7})=0 und H*""'({u=1m})=0.

Fiir 7 = T wiéhlen wir eine Folge (¢;);»1 C (0,7)\ J und 7 > T mit ¢; /T,
+
t7 . T. Wegen ‘
Vol(E% NK') =0
J

fiir ¢ — oo ergibt sich analog wie zuvor

VOl(E_ NK') — 0

fiir j — oo und folglich H"™!({u = T'}) = 0. Analog argumentiert man fiir 7 = 0.
U

Bemerkung 3.14 Die Ungleichung (29) sagt insbesondere aus, dass die Funktion

Vol; : [0,7] — R : t — H"TY(E))

1

eine holderstetige Funktion mit Hélderexponent 5

ist, sowie dass

lim Vol; =0 .

t—T

Um zu zeigen, dass auch im Limes ¢; — 0 die Mengen FE; minimierend von auflen
sind, sind die zwei folgenden Lemmata hilfreich.
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Lemma 3.15 Seien E,, E, Caccioppoli-Mengen in U C R™L. Dann gilt fiir jede
offene Menge A C U:

|0"(E1 U Eo) NA|+ |0 (E1 N E)NA| < |0"E1NA|+ |0"Ey N A| (30)
Beweis: Seien zuerst f, g glatte Funktionen mit 0 < f <1, 0 < g < 1 und sei
¢p:=f+g—fg und ¢Y:=f-g.
Es gilt

Dol < (1— f)|Dg|l+ (1 —g)|Df| und [Dy| < f|Dg|+ g|Df],

J1pel+ [1pui< [ D51+ [ Dgl.

Wir wéhlen zwei Folgen glatter Funktionen in A, {f;},{g;}, die in L;(A) gegen xg,
und x g, konvergieren mit

und damit

[ D5l =10 E Al wd [ Dy — 10 B0 A
A A

Da ¢; — xpur und ©; — xgnr folgt (30) aus der Unterhalbstetigkeit bei Li .-
Konvergenz. O

Lemma 3.16 Sei U C R"! cine offene Menge und E, C U eine Folge von
Caccioppoli-Mengen in U, die in L}, (U) zu E C U konvergieren. Ist |0*E, N K| <

loc

C(K), unabhdngig von h fir K C U, K kompakt, sowie die Mengen E;, minimierend
von auflen in U, so ist auch E minimierend von auflen in U.

Beweis: Essei £ C Fmit F\ E C K C U, K kompakt. Wegen xrug, — Xg und

Xg, — Xe in L (U \ K), existiert K’ C U kompakt mit K'> K und 9K’ glatt, so
dass (gegebenenfalls fiir eine Teilfolge, sieche die nachfolgende Bemerkung)

O (F U Ey) N OK'| = |0" By N K| =0 Vh, / Orom, — @b |dH" — 0. (31)

oK'

Dabei bezeichnen ¢r g , gpjgh die innere, beziehungsweise &ufiere, Spur von xpug,
und xg, auf OK’. Wir erhalten fir F, := E, U (F N K'), vergleiche [Giu84], Prop.
2.8:

0" E,NU| = |0*E,N(U\ K')| + / loruE, — 08, | dH" +[0"(FUE,) NK'| . (32)

oK'
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Fy, ist eine zulédssige Vergleichsmenge fiir Ej,, damit ist |0*E, NU| < |0*F, NU|. Aus
(32) folgt

0 (FU B NK'| > 10" By N K| — / i, — oh |dH"

oK'

Aus (30) ergibt sich

O FNK| > 0ENFNK] = [ o5, ok M
0K’

1
loc»

Wegen (31) und xg,nr — X in L., sowie der Unterhalbstetigkeit sieht man, dass

*FNK'| > |0 ENK'| .

O

Bemerkung 3.17 Um die Existenz einer Menge K’ zu zeigen, die (31) erfiillt, sei

W C U kompakt mit W 5 K und 9W glatt. Es sei d(z) := d(z, W) die Abstands-
funktion zu W. Dann bilden die Hyperflichen M, := {z|d(z) = t} fiir 0 < t < 6,
6 > 0 eine glatte Blitterung einer dufleren Tubenumgebung von 0W. Analog wie in
[Giu84], Remark 2.13, gilt fiir die inneren und &ufleren Spuren ¢ g, und SDJEF,“t auf
Mt:

SOE'UEh,t(x) = XFuE, (T), SOEh,t@) = X, (2)

H"-fast tberall auf M, fiir fast alle ¢ € (0,6). Aus der Konvergenz von
(XFuE, — XEg) — 0 auf U \ K erhalten wir mit der Koflachenformel:

xro, = xeldo = [ Ibus, okl da
{o<d(z)<6} {0<d(z)<6}
5

— [ [1erm— bl an@yde —o.

0 M,

und damit, dass [ |¢p,p, , — ¥p, | (¥) dH"(z) — 0 fiir fast alle t € (0,6). Da fiir
My
jedes feste h

|0"(F U ER) N M| =|0"Ep, N My| =0

fiir alle bis auf abzdhlbar viele ¢, konnen wir ein ¢ € (0, §) wéhlen, so dass (31) erfiillt
ist.
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Proposition 3.18 Die Mengen E; sind minimierend von auflen in € fir alle t €
(0,7).
Beweis: Seit € (0,7). Nach Lemma 3.13 und Lemma 3.12 konvergiert E;' — E;

in L (QxR). Die Mengen E;* sind nach Lemma 3.8 minimierend von aufien und

wegen Lemma 3.17 ist dann auch Ej minimierend von auen auf QxR.

Wir wollen zeigen, dass auch die Mengen E; minimierend von auflen sind. Sei dazu
FcCQmit E, C F, F\E C K C Q,K kompakt. F' := F x [—[,]] ist eine
zuldssige Vergleichsmenge zu F; und wir erhalten fir K’ := K x [-l — 1,1+ 1] aus
|0*E;NK'| < |0*F' N K'|:

20+ D|0*E,N K| < 2|0°F N K|+ 2H" T (F\ E})
und daraus im Limes [ — oo,

0'E,NK|< |0 FNK]| .

Korollar 3.19 Die Funktion [0,T] — R : t — |0*E, N Q| ist monoton fallend.

Um weitere Eigenschaften des schwachen Flusses u zu studieren, wollen wir auf
Ergebnisse von L.C.Evans und J.Spruck in [ES95] zuriickgreifen. Dazu definieren
wir

D €
He = div(—u> und (33)
/52 + ‘DUE‘Q
D S
e N (34)

/62+|DU€|2 ’

wobei wir H¢ als die approximative mittlere Kriimmung und v° als approximative
Normale der Niveaumengen von u verstehen. Unter der Voraussetzung, dass

0<e;<1

sup /|H5i|da:< o0 , (35)
Q

haben Evans und Spruck gezeigt, dass nicht nur Du® — Du, sondern sogar
|Duf?| — |Du| schwach—x in L>(Q) .

Heuristisch sagt dies aus, dass bei der Konvergenz der Graphen N; — N, fiir fast alle
Zeiten t kein Verlust an Flacheninhalt auftritt. Dies impliziert insbesondere, dass sich
die Fliachen N; im Limes ¢ — 0 nicht "zusammenfalten ”oder ”{ibereinanderlegen”.
Genau diese Implikation werden wir in einem spéteren Abschnitt ausnutzen, um zu
zeigen, dass die ” Grenzflachen” N; im Limes fast {iberall Dichte 1 besitzen.
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Lemma 3.20 Sei u® eine Losung zu (). auf Q. Dann ist

/|H€|da: < C(jo9), 12)) -
(9]

Beweis: Dies ist eine Umformulierung von (26). U
Die genaue Aussage von Evans und Spruck lautet wie folgt:

Theorem 3.21 (Evans/Spruck) Seien v*i : U — R, U C R"" g — 0, eine
Folge von Funktionen mit

sup ||U€i||Loo(U) < oo , sup |||D'U€i|||Loo(U) < 0
£ €

und
v — v lokal gleichmdjig

Dv¥ — Dv  schwach—x* in L>(U;R™1) |

sowie
sup || H* || 1) < oo .

€

Dann konvergiert auch
|Dv®| — |Dv| schwach—x in L=(U)

D
Vi p = ‘DZ’ in L2({|Dv| # 0}; R"*1) .
Beweis: Siehe [ES95], Kapitel 3. Der Beweis benutzt Methoden der ” Compensated
Compactness”. Evans und Spruck beweisen das Resultat fiir U = R**?, fiir U ¢ R**!

lauft der Beweis analog. d

Da u® — u lokal gleichférmig und u*, u gleichméafig lipschitz-stetig sind, konver-
giert auch Du®* — Du im Sinne von Distributionen auf 2. Wegen der Kompaktheit
in schwach— * L°°(Q; R"*1) konvergiert auch

Duft — Du schwach—* in L>®(Q;R™™) .

Wir erhalten mit Theorem 3.21 und Lemma 3.20:

|Du®| — |Du| schwach—x in L*(Q) (36)
£i Du : 2 n+1
Vo> = Dul in L*({|Du| # 0}; R"™) . (37)
u

Als erste Konsequenz ergibt sich:
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Lemma 3.22 Seien u® — u, wo u® Lisungen von (%), sind, wie oben definiert.
Dann ist

H" ' ({Du=0})=0.
Beweis: Sei A :={Du =0} C 2. Wegen Lemma 3.20 gilt:

1

N 1
/1das = hm/\/z-: Dz ek [Dus T de
A
_1 kiﬂ k%rl
< limsup(/\/m kdfg) ) < de)
A A

e;—0
1
R
< C limsup </ \/€2 + |Dus 2da:)
g;—0
A

Aus |y/e? + [Dusi|? — | Dusi|

< g; und (36) ergibt sich

1

H" T (A) < Climsup (/ | Dus| da:) - 0.
A

Ei—>0

Proposition 3.23 Seien u® Lisungen zu (%), mzt g; — 0,50 dass u®* — u lokal

1

gleichmafig auf Q. Dann ist fir ¢ € L®(Q), ¢ >
/¢|Du|_% dr < 1imig1f/¢ e2 4 |Du€i|2E i
@ Q

Beweis: Seien ¢, 9 € L>®(2), ¢, > 0. Man erhélt

k_+1 _1 =t
= (/¢wk+1|Du|da:) limigf (/¢W kdx) .
@ Q

(38)
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Wir withlen ¢ := ¢y, (|Du|~%) mit ¢, : R — R,

m zZ=m
om(z) =< z —m<z<m
—-m z2<—m

Wegen 1) < |Du|~* erhalten wir aus (38)

= -1\ F
</¢wdm) < limigf </¢\/5? + |Dusi|? dx) ,
Q Q

woraus mit monotoner Konvergenz folgt, dass fiir m — oo:

/¢|Du|%da; glimigf/¢\/m o
Q Q

Bemerkung 3.24 Analog zu Proposition 3.23 kann man nachpriifen, dass

“k da (39)

/(MDU\i dr < limirolf/¢|DU€i
K ' K

fir K C QxR, K kompakt und ¢ € L*(Q2xR), ¢ > 0.

Damit konnen wir zeigen, dass u eine Superlésung des Funktionals .J, ist.

Theorem 3.25 (Existenz) Die Funktion u ist eine Superlésung des Funktionals
Ju auf Q mit u =0 auf 0.

Beweis: Wir wollen zunéchst zeigen, dass die Funktion U die Bedingung (9) auf
QxR fiir V > U, {U # V} € OxR, V € CYH(QxR) erfiillt. Sei dafiir K € QxR, K
kompakt mit {U # V} C K} und

6; == max |U — U%| |
K

und so konvergiert §; — 0 fiir + — oco. Setze

V- max{U%,v —26;} firze K
) s fir 2 ¢ K ,

Esist V; € COHOXR), V; > Usi, {V; # U} C K, insbesondere konvergiert V; — V

loc

lokal gleichméfig , V; = U; auf Q \ {V > U} und
H" T ({DV; #DV}n{V >U}) —0. (40)
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Aus Bemerkung 3.7 und Lemma 3.2 erhalten wir
Jpe(U=) < T (Vi)
was sich schreiben lésst als

K K

Da V; — V und U% — U lokal gleichméfig konvergieren, sowie wegen (26) und
Bemerkung 3.24 ist

DUS|" % dz .

/(v — U)|DU| % dz < limigf/(vi — U%)

K K

Die Konvergenz von |DU®| — |DU| schwach—x* in L*(Q2 xR) sowie (40) ergeben
zusammen mit der gleichméfBigen Lipschitzstetigkeit von V;, V:

‘/\DVZ-\—]DV\ dx) < ‘/|DU€1‘ DU da:‘JrCH"“({DVZ- £DVIN{V >U}) —0.
K

K\{V>U}

Zusammenfassend erhalten wir damit

/|DU|+(V—U)1DUy%dx< /\DV\dx.

K K

Dass die Mengen F; das Funktional J, auf 2 minimieren folgt nun aus einer dhnli-
chen Argumentation wie in Proposition 3.18. 0

Bemerkung 3.26 (Eindeutigkeit) Da wir im Limes € — 0 nicht zeigen kénnen,
dass die Funktion u auch eine Sublésung des Funktionals J, ist, bleibt die Frage der
Eindeutigkeit solch einer schwachen Losung zunéchst offen. Fiir den Fall £ = 1, das
heifit im Fall des mittleren Kriimmungsflusses, haben Evans und Spruck jedoch in
[ES91] gezeigt, dass u die eindeutige Losung von (x) im Viskositétssinne ist. Dies
Resultat impliziert aber nicht, dass u auch eine schwache Losung des Funktionals
Jy ist.

3.4 Regularitit

Im folgenden Abschnitt soll die Regularitidt der Niveaumengen {u = t} des schwa-
chen Flusses u untersucht werden.
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Wie schon im vorhergehenden Abschnitt gezeigt, sind die Mengen {u > t} von
beschriankter Variation fiir alle ¢ € [0, T]. Weiter werden wir zeigen konnen, dass fiir
fast alle ¢
OE,={u=t}

‘H"-fast iiberall. Mit Hilfe der Eigenschaften des approximierenden Flusses folgt,
dass die Hyperflichen 0*F,; fiir fast alle t eine verallgemeinerte, LF1(0*E})-
integrable mittlere Kriimmung besitzen. Fiir den Fall £ > n — 1 erhalten wir daraus
mit dem Regularititstheorem von Allard CY®-Regularitit H"-fast iiberall.

Um die Konvergenz der Graphen N;* zu den Zylindern NN, genauer studieren zu
konnen, wollen wir die Flichen N;* als integer n + 1-rektifizierbare Varifaltigkei-
ten auffassen. Dabei verstehen wir unter einer integer [-rektifizierbaren Varifaltig-
keit ein Tupel V(X,#). Dieses Tupel besteht aus X, einer H'-messbaren und I-
rektifizierbaren Teilmenge des R"*! und 6 € LL (R™™ H'LX) mit 6 : R**! —

loc

7+ U {0} und X = {# > 0}, H'-fast iiberall. Das zugeordnete RadonmaB
w(X,0)=HL6

auf dem R™! besitzt dann p-fast iiberall einen [-dimensionalen Tangentialraum
mit positiver, geradzahliger Multiplizitét.

Fiir genauere Definitionen verweisen wir auf das Buch von L.Simon [Sim83]. Eine
kiirzere, sehr {ibersichtliche Einfiihrung ist in [Ilm94], Kapitel 1 zu finden.

Wie im vorhergehenden Abschnitt sei ; — 0 eine Folge, fiir die u** — u gleichméfig
auf Q und |Du®| — |Du| schwach—x in L>(2). Die den Flichen N;* zugeordneten
Radonmafle auf 2xR definieren wir als

pyt = H" L NG (41)

Die néchste Proposition ist teilweise analog zum Beweis des Kompaktheitssatzes 7.1
fiir Brakke-Fliisse in [Ilm94].

Proposition 3.27 Es existiert eine Teilfolge {Mi;}ogth und eine Familie {1} }o<i<r
von Radonmaflen auf QXR, sodass gilt:

i) Fir alle 0 <t < T konvergiert

!

py' = 4y - (42)

i) Fir fast alle t € [0,T] existiert eine Teilfolge (€%)j»1 C (€})i»1, abhingig von
t, sodass

i V() = V(i) (43

im Sinne von Varifaltigkeiten.
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iii) Insbesondere ist fiir allet € Bs C [0, T] mit £L'([0,T]\ Bs) = 0, y1; das einer in-
teger n+ 1-rektifizierbaren Varifaltigkeit V (X, 0;) zugeordnete Radonmafs. Die
Varifaltigkeiten V (X, 0;) besitzen eine verallgemeinerte mittlere Krimmung
H], und es gilt:

T T

[ v < imine [ [ at < cqalion . )
e,—0

0 Qx[0,1] 0 Qx[0,1]

Der Beweis folgt nach dem néchsten Lemma.

Lemma 3.28 Sei {1 }o<icr eine Familie von Radonmafen auf QxR. Fir jedes
¢ € CHQXR;R™) existiere eine stetige Funktion fs(t) auf [0,T], sodass p(¢) — f4(t)
monoton fallend ist. Dann gilt:

i) Fir jedes t existieren der obere und untere Limes, und es gilt:

lm e (6) > p(6) > lim 1,(6)

ii) Es existiert eine Menge By C [0,T] mit [0, T] \ B abzihlbar, sodass p; stetig
ist fir alle t € Bs.

Beweis: Punkt ¢) folgt direkt aus den Voraussetzungen. Fiir i7) sei ¥ eine abzihl-
bare, dichte Teilmenge von C!(Q xR, RT). Wegen 1) existiert fiir jedes 1; € ¥ eine
Menge By C [0,7] mit [0,7]\ By abzéhlbar, sodass u:(1) stetig ist auf By. Setze
By :=\yey By, damit ist (1)) stetig auf B, fiir alle ¢ € U. Die Aussage folgt dann
durch gleichméflige Approximation. O

Beweis von Prop. 3.27: 1) Sei B, eine abzihlbare, dichte Teilmenge von [0, 7.
Aufgrund der Massenschranke, Lemma 3.9, und des Kompaktheitssatzes fiir Radon-

mafle konnen wir eine Teilfolge (,u?),;l und ein Radonmaf y; auf QxR finden, so

dass ui; — p; im Sinne von Radonmaflen. Indem wir sukzessive Teilfolgen auswéhlen
und zu einer Diagonalfolge iibergehen, konnen wir eine einzige Teilfolge, wieder be-

zeichnet mit {u?},}l, auswéhlen, sodass
ui; — p; fiir alle t € By .

Da die Flichen N; “auf QxR den H*-Fluss glatt 16sen, erhalten wir aus den Evolu-
tionsgleichungen, Korollar 2.4 fiir ¢ € CL(Q2xR), ¢ > 0:
0, o ! e
50 @) = = [(Vonma - [omau
<cqve [ it
{¢>0}
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Wir setzen )
fi0 = (vl [ [#* i ar
0 {¢>0}
Dann ist ,u?(gb) - f;;(t) monoton fallend mit f;;(O) = 0. Nach (28) sind die f;;(t)

gleichméfig in CO’%H([O, T)) beschrinkt fiir alle i. Damit kénnen wir eine Teilfolge
auswéahlen, so dass

foi = fo
gleichméfig auf [0, 7. Insbesondere ist p;(¢) — f4(t) monoton fallend fiir alle ¢ € B;.

2) Fiir ¢ € [0,7T]\ By sei (1, )j>o0 eine konvergente Teilfolge von (,UJ?)Z;O, abhéngig
von t. Wir definieren das Radonmafl u; durch

iy = lim gy
j—o0
Damit ist p; definiert fiir alle ¢ € [0, 7). Indem wir fir ¢t € [0, 7]\ By Schritt 1) auf
By U {t} anwenden, erhalten wir, dass

pi(0) = fo(t)

monoton fallend ist auf [0, T fiir alle ¢ € C}(QXR; RT). Wegen Lemma 3.28 existiert
damit eine Teilmenge By C [0,T], [0,7]\ By abzihlbar, so dass p; stetig ist fiir
t € By. Fiir diese ¢ ist p; eindeutig bestimmt, unabhéingig von der Teilfolge (), die
fiir dieses t ausgewéhlt wurde. Folglich konvergiert die gesamte Folge

u? — ;. fiir t € Bs.

Da [0,7] \ Bz abzidhlbar ist, konnen wir weitere Teilfolgen auswihlen und diagona-
lisieren, um eine einzige Teilfolge zu erhalten, wieder bezeichnet mit (});>1, so dass

lim; o u? fiir alle ¢ € [0, T] existiert. Indem wir fiir ¢ € [0,7] \ By die alten Mafle
p; durch diese neuen ersetzen, folgt:

ui; — puj fiir alle t € [0,T7] ,
(@) — fs(t) ist monoton fallend auf [0, 7]
fir ¢ € CHOXR;RT).

3) Nach Lemma 3.10 ist fiir K’ = x [0, 1]

T

f [

0 K’

g dt < C(19),109]) . (45)




Regularitét 57

Und so ist nach dem Lemma von Fatou
lim inf / |H; ;
e,—0
K/

fiir alle t € By C [0,7], £'([0,T]\ B3) = 0. Indem wir die Flichen N:; als Vari-
faltigkeiten V;' := V(N ;, 1) auffassen, erhalten wir aus (46) mit Hilfe der Holder-
Ungleichung und der Massenschranke, dass fiir jedes t € Bj eine Teilfolge (th )i=1,
abhéngig von t existiert, so dass die totale Variation auf dieser Teilfolge gleichméBig

beschrankt bleibt:

LS < oo (46)

sup [6V/| < o0 .
=20

Zusammen mit der Massenschranke folgt dann aus dem Kompaktheitssatz von All-
ard fiir integer n + 1-rektifizierbare Varifaltigkeiten, vergleiche [Ilm94], die Existenz
einer Teilfolge (V/ l) mit

V=V (47)
im Sinne von Varifaltigkeiten auf K’. Ferner ist V; wieder integer n+ 1-rektifizierbar.
Zuséatzlich konvergieren nach diesem Satz auch die den Varifaltigkeiten zugeordneten
Radonmafle auf K’, und so ist pyy = p;. Wegen (47) und der Unterhalbstetigkeit
der totalen ersten Variation ist

AR

und so besitzt V/ nach dem Differentiationssatz fiir Radonmafle eine verallgemeinerte
mittlere Kriimmung H;. Da aber (47) auch aussagt , dass

/(so, H)duy — /<s0,H£> dy,

fiir o € CO(K'; R™2), folgt mit [Hut86] aus der Konvexitit von |z|F+1:
/ |Hj[* dyy < Timinf / [H F dpg
' —0
K/ E’L K/

Wieder mit dem Lemma von Fatou sieht man mit Hilfe von (45):

T T
[ [ 1t auiae < vumine [ [ jzps i < ool jos)
00x[0,1] ' 00x[0,1]

O

Wir wollen nun eine Verbindung herstellen zwischen der Familie von Radonmaflen
{1; }ogt<r und der Familie von Reduzierten Réndern {0*E} }o<i<r. Dazu bilden die
folgenden beiden Lemmata den ersten Schritt.



58 Regularitéit

Lemma 3.29 Sei (u;)ocicr die in Proposition 3.27 konstruierte Familie von Ra-
donmajfen. Es ist

supp(py) € {U =t}
fir alle t € [0,T].

Beweis: Seit € [0,7] und =z € {U = t}. O.B.d.A sei U(z) > t. Dann existiert
6 > 0, sodass Bs(z) € {U > t}. Inbesondere existiert n > 0 mit U‘Bﬁ(x) >t+mn. Da

U® — U lokal gleichméflig konvergiert, existiert Ny € N mit U® Bs(z) >t + 7 fiir
alle 1 > Ny. Es ist N;* N Bs(z) = 0 fiir alle 7 > Ny und damit

g (Ba()) = 0.
Daraus folgt direkt, dass x & supp(u;). 0

Lemma 3.30 Sei U C R U offen und beschrinkt, f € C%Y(U). Fiir
Fy:={f >t} und F;t := {f(x) =t} ist dann 0" F; C F," und fiir fast alle t auch

HYE\ O F) =0 .

Beweis: Sei ||f]| < 7. DaC% (U) C BV(U) erhalten wir aus der Kofliichenformel
fiir BV -Funktionen, vergleiche [EG92]:

T

|DFI(U) = / H' (0" F) dt . (48)

-T

Da f € C%Y(U) c HY®(U) ist, gilt

IDAIW) = [ 1Df]ds < o0
U
Die Koflachenformel fiir Lipschitzfunktionen sagt aber andererseits, dass
T
/|Df|dx = /H"(Fj) dt . (49)
U -T

Da allgemein fiir Caccioppoli-Mengen gilt, dass 0*F, C OF}, ist auch 0*F, C F,".
Damit ergibt (48) und (49):

T
/H%Ewavgﬁ:o,
-T

womit die Behauptung bewiesen wére. 0

Nun ist es moglich zu zeigen:
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Lemma 3.31 Fiir allet € By C Bs, mit L'([0,T]\ By) = 0 kénnen wir die Vari-
faltigkeiten V' schreiben als

V] =V(0"E}, 60,) = V({U =t},6,) ,
wobei O, > 1 H" ' -fast iberall auf {U = t}.

Beweis: Nach Lemma 3.30 ist fiir fast alle t € Bs
H'({U =t} \0*E)) = 0.

Wir wéhlen solch ein ¢. Wegen Lemma 3.12 und Theorem 3.13 konvergiert E;* —
E} in L{ (Q xR). Aufgrund der Unterhalbstetigkeit des BV-Mafles unter L]

loc loc™
Konvergenz folgt im Limes

H L0 B < gy (50)

im Sinne von Radonmaflen. Folglich ist supp(H"™ LO*E}) C supp(u;). Nach Lem-
ma 3.29 ist suppu; C {U = t}. Allgemein ist fiir Caccioppoli-Mengen 0*F C
supp(H"™ LO*F). Da aber H""'({U =t} \ 9*E]) = 0, ist somit

supp(uy) = {U =t} H"' — fast iiberall .

Nach (50) ist
0" B, N By(@)| _ mi(Bp(2))

1 = 1
wn+1pn+ wn+1pn+

fiir alle B,(r) C QxR, w,y; = Vol(B}(0)). Da die n + 1-dimensionale Dichte

@gjbl; (x) =1 ist fiir alle x € 0*E}, ist damit auch

@Z;H(x) >1

fir alle xz € 0*Ej, soweit die Dichte existiert. Da @Z? Y(z) = 0,(x) pi-fast iiberall, ist
das Lemma bewiesen. [

Die Eigenschaft, dass die Mengen Ef minimierend von auflen sind, liefert nun eine
obere Dichteschranke fiir die Mafle ;.

Lemma 3.32 (Dichteschranke) Sei B,(z) € Q2 xR. Dann ist

UQ(EP(QJ)) < (n+2)M

X
Wn41 pn+ ! Wn41

fir alle t € [0,T].
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Beweis: Seit € [0,T] und [Li; — pp. Dann ist
H(By(a) < limint 4 (B,()) 61)

Da /L?(Bp(m)) = |0"E;* N B,(x)| und die E;* nach Lemma 3.8 minimierend von
auflen sind, folgt durch Vergleich mit E;* U B,(x):
BB, (@) < (14 o™
Aus (51) folgt damit fiir p' = p + &:
p(Bp(x)) < py(By (2)) < (1 + 2)wns2(p)" "
und im Limes ¢ — 0 die Behauptung. O
Da die Eigenschaft
|DU*| — |DU|

heuristisch garantiert, dass sich fiir fast alle ¢ im Limes die Flichen N;* — N, nicht
"{ibereinanderlegen” oder ”iibereinanderfalten”, kénnen wir zeigen, dass

0, =1 H"t — fast {iberall auf 0" E

fiir fast alle ¢.

Lemma 3.33 Fir fast alle t € By ist 0y = 1, H"-fast diberall auf {U = t}, bezie-
hungsweise 0* E;.

Beweis: Sei K’/ = x [0,1] und fiir U — U:

+ . i - 3 i
T; ._ng/pUE ;T .—1£/fU‘E .

Nach (36) gilt fiir ¢ € C°(K"):

¢|DU% | dz — | ¢|DU|dx . (52)
/ /

Mit Proposition 3.27 sieht man aber auch, dass

Tr T
tiw [ 6DU do = Jim [ i@yt = [ o) ar. (53)
11— 00 11— 00 T,L‘7 0
Aus (52) und (53) folgt dann mit ¢; " xk:
T

T
/ummﬁ: |mez/ﬂyamxmp
0 K’ 0

Da jedoch uj(K') > |0*E; N K'| fiir alle ¢t € [0,T7, ist py(K') = |0*E; N K'| fur fast
alle t € [0,T]. Damit ist nach Lemma 3.31 6; = 1 H""!-fast iiberall auf 9*E; fiir
solche ¢. 0
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Bemerkung 3.34 Indem man ausniitzt, dass die Mengen E;" minimierend von
auflen sind, ist es mit einem Vergleichsargument moglich, auch ohne (36) zu zeigen,
dass 0; = 1 H""-fast iiberall auf {U = t} fiir fast alle t € By. Da dies impliziert,
dass

o) = [ oaw

fiir alle ¢ € C2(2xR) und fast alle ¢ € [0, T], kénnen wir mit Hilfe der Konvergenz

EI- /
von {4, bocecr — {1 boge<r folgern, dass

| DU

— [DU

im Sinne von Radonmaflen auf QxR. Da |DU%|, |DU| < C fiir alle i, sieht man mit
der Kompaktheit in schwach— x L>®(Q2xR), dass

| DU

— |DU| schwach — * in L*(Q2xR),

womit auch die Ergebnisse von Lemma 3.22, Proposition 3.23 und Theorem 3.25
folgen wiirden.

Zusammen mit dem Regularitédtstheorem von Allard erhalten wir als ein abschlie-
Bendes Resultat dieses Abschnitts:

Theorem 3.35 (Regularitit) Sei Q C R™™! offen und beschrinkt mit 02 glatt
und H(OQ) > 6o > 0. Seiu : Q@ — R, mit w = 0 auf 9 und supu = T, die in
diesem Kapitel konstruierte Superlosung zu (x). Es sei 'y := {u = t}. Dann existiert
eine Menge B C [0, T] mit £'([0,T]\ B) = 0, so dass fiir allet € B gilt:

i)

I'y=0"{u>t} H"— fast dberall . (54)
it) Die Varifaltigkeiten V; = V(I'y,1) besitzen eine verallgemeinerte mittlere
Krimmung
H, € LN (T R (55)
und es st -
/ / 5 dp dt < HO(062) (56)
0Ja

ii1) Fir k >n —1 sind die Flachen Ty bis auf eine abgeschlossene Menge A, C T'y

k+1

mit H"(A;) = 0 lokal in CH'~ .

Beweis: (i) Wegen I'; x R = {U = t} folgt diese Aussage direkt aus Lemma 3.31.
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(ii) Aus (i), Lemma 3.33, Lemma 3.31 und Proposition 3.27 sehen wir, dass die Vari-
faltigkeit V/ := V(I'y x R, 1) fiir fast alle ¢ eine verallgemeinerte mittlere Kriitmmung
H; mit
|y < oc
Qx[0,1]
besitzt. Aufgrund der Translationssymmetrie ist dann

Hi(x") = Hy(x) (57)

mit 2’ = (x,2) € OxR, H*" ! —fast {iberall auf I'; x R und Hy(z) : T'; — R""!. Damit
hat die Varifaltigkeit V; := V(I';, 1) die verallgemeinerte mittlere Kriitmmung Hy(x),
und es ist

/ |Hy | dp, < oo .

Qx[0,1]

Dies zeigt (55).
Analog wie in Lemma 3.10 konnen wir zeigen, dass fiir K’ := Q x [—[,[] mit
T} = supg, U und T} := infg U™ gilt

TF

/ / HE

T; Qx[=1]

L dpsidt < 21 HM(09Q) + 2H™MH(Q)

Damit folgt aus der Unterhalbstetigkeit von [ |H; fL'|"“Jr1 d,ui; im Limes €; — 0
T
/ / |HYFHY dp dt < 20 H™(09) + 2H™(Q) .
0 !
Mit (57) folgt dann (56) aus [ — co.

(iii) Da wir V; fiir fast alle ¢ bis auf H™-Maf null mit 0*E; identifizieren konnen,
existiert nach dem Struktursatz fiir Caccioppoli-Mengen, vergleiche [Sim83], fiir alle
x € 0" E; die Dichte OF, (z) mit

Oy, (z)=1. (58)
Nach (56) ist fiir alle t € B

/ |Hy "™ dpy < o0 .
Q

Damit ist das Regularitdtstheorem von Allard, siehe [Sim83], anwendbar, und wir
erhalten, dass wir I'; in einer Umgebung eines Punktes z, der (58) erfiillt, als Graph
ciner C11~ %+ -Funktion iiber dem Tangentialraum in x schreiben kénnen. 0

Als eine weitere Konsequenz aus dem Variationsprinzip fiir J, ldsst sich zeigen:
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Proposition 3.36 Fiir t1,ts € [0,T], t; < to ist
t2
|8*Et2|+//|Ht|"’+1dutdt< °E,,| . (59)
t1 JQ

Beweis: Seien t—,t" € B, t~ <t'. Dann ist fiir { >0
F:=E; U (E N(Qx[-L1])

eine duflere Vergleichsmenge zu Efi Da E’fi das Funktional JU5§ von aulen mini-
miert, erhalten wir mit K := Q x [-l — 1,1+ 1]:

"F,NK| > / |DUS| "% da + |0°E5L N K|

(ES\ETD)N@x[-L1)

tt ,
=// H
t=Jax[-1,]]

|0"F;,N K| — ]8*EﬁﬂK‘ < ’a*Efé NK'| - \3*Efi ﬁK’|+2H"+1(Q)

st dt + |0 ES N K]

Da mit K’ :=Q x [—[,]]

gilt, folgt im Limes €, — 0 :

t+
e+ [ [ e < g () 4 20 @)
t— /

Indem wir durch 2/ teilen, folgt daraus, dass
tt 1
0" B | +/ / |H, | dy, dt < |07 Ep-| + 7H"“(Q) .
t=JQ

Aus | — oo ergibt sich (59) fiir ¢t—,¢". Fiir beliebige t1,t, € [0,T], t; < ty withlen
wir Folgen (t]),(t;) € B mit t; \, t; und t; " t;. Da die Mengen E fiir alle
7 € [0, 7] minimierend von auflen sind, ist

|0" Ey, | < |8*Et;_r| und |8*Etj—| < |0"Ey | .
Die Gleichung (59) folgt dann aus j — oo. U

Fiir den glatten H*-FluB im ersten Kapitel konnten wir zeigen, dass das Minimum
der mittleren Kritmmung H,,,(¢) := miny, H monoton steigend ist. Damit ist ins-
besondere Hyi,(t) = 6o > 0 fiir alle t.
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Eine entsprechende untere Schranke an die mittlere Kriimmung fiir den schwachen
Fluf kénnen wir fiir den Fall & > n — 1 zeigen. Dafiir ist noch zu klaren, was
wir hierbei unter einer unteren Schranke an die mittlere Kriimmung verstehen, da
fiir Varifaltigkeiten nur der mittlere Kriimmungsvektor definiert ist. Nach einem
Resultat von Brakke, [Bra78| §5.8, ist fiir eine integer n-rektifizierbare Varifaltigkeit
V' mit lokal beschriankter totaler Variation

H(z)||lv(x) py — fast iiberall.
Damit konnen wir eine untere Schranke an H definieren als
(—H(z),v(z)) Zn0 >0,
py-fast iberall.
Proposition 3.37 Sei k > n — 1. Dann ist fiir ein ny > 0
(—Hi(x), n(x)) Zm0 >0,
fir alle t € B 'H™-fast tberall auf T';.

Beweis: Sei t € B und ¢ € 0*FE,. Dann ist nach Theorem 3.35 I'; in einer
Umgebung U C R™*! von z eine C’l’l_kLH—Hyperﬂéiche. Indem wir, falls notwendig,
U etwas verkleinern, konnen wir das duflere Normalenvektorfeld an I'y N U zu einem
stetigen Vektorfeld X auf U fortsetzen mit X {Ft = 1. Sei X, € CH(U;R™™) eine

differenzierbare Approximation von X mit | X — X.| < ¢ auf U.

Sei p € CH(U), ¢ > 0. Wir betrachten die Familie von Abbildungen
G,:U—-U:z—x+T10X,

fiir 7 € [0, 6]. Fiir hinreichend kleines é sind alle Abbildungen G, Diffeomorphismen.
Wir definieren die Mengen

F, = (E,\U)U(G(E,NT)) .

Dann ist fiir hinreichend kleines ¢ FE; C Fy, sowie (F, \ E;) € U fiir alle 7 € [0, §].
Wegen |Du|~* > 1o > 0 erhalten wir aus Theorem 3.25:

|0"F. NU| >/ |Du|~*% dz + |0*E,N U]

F\E;

Da die Funktionen |0*F,. N U| und Vol(F; \ E;) differenzierbar in 7 sind, sicht man,
dass g g
— | |O"FrNU| = ny—
dr T‘:o |2 dr

Vol(F, \ E,) .

=0
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Mit dem Transformationssatz erhalten wir

Vol(F, NU) = / | det(DG)| dx .
UNE

Aus DG, = Idgn+1 + 7D (9 X.) folgt nun
det(DG,) =1+ 7 tr(D(¢X.)) + O(7?).

Es ergibt sich mit dem Divergenzsatz, dass

d
VO](FT \ Et) = E

T lr=0

Vol(F, NU) = /EmU tr(D(pX.)) dx

=0

:/ diV(ngE)dJ::/ (X, v) duy
E:NU

Iy

da ¢ = 0 auf OU. Nach der ersten Variationsformel fiir rektifizierbare Varifaltigkei-
ten, siehe [Sim83], folgt fiir den anderen Term:
d
dr

|0"F. NU| :/ divr, (pX.) duy = —/ o(Xe, Hy) dpy
Iy

7=0 'y

Insgesamt sehen wir, dass

/ O(Xey —Hy) dpy > 770/ (X, v) dpy
Ty

Iy

Dies liefert im Limes € — 0:

/ o(—Hy, vy) dpiy > 770/ wduy ,
'y

Tt

fiir alle ¢ € C(U), ¢ > 0, womit die Behauptung bewiesen ist. O
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