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Entwicklung und Untersuchung von Mowving Least Square Verfah-
ren zur numerischen Simulation hydrodynamischer Gleichungen

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Erprobung neuer Verfahren zur numerischen
Losung der hydrodynamischen Gleichungen. Dabei sollen sowohl Kollokationsverfahren als
auch Galerkin—Verfahren untersucht werden. Der generelle Ansatz dieser Verfahren basiert
auf einer Approximation, welcher die Moving Least Square Methode zur Grunde liegt. Mit
diesen Approximationen von Funktionen werden nun diskrete Gleichungen aufgestellt,
sowohl in Eulerscher als auch Lagrangescher Beschreibungsweise einer Strémung.

Die praktische Umsetzung und Erprobung der gefundenen Verfahren erfolgt anhand ein-
facher Testbeispiele wie der Advektionsgleichung, des eindimensionalen Stofsrohres und
einer starr rotierenden Gasscheibe.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die durch die Mowving Least Square Methode erhaltenen
Approximationen auf wichtige Eigenschaften untersucht. Die wohl wichtigste Eigenschaft
betrifft die Basisfunktionen beziiglich derer eine Funktion entwickelt wird. Es stellt sich
heraus, dak die Basisfunktionen exakt approximiert werden. Diese Tatsache begriindet die
Konsistenz der folgenden Verfahren. Insbesondere bilden die Kernfunktionen, welche sich
aus den Basisfunktionen und einer Gewichtsfunktion zusammensetzen, eine Partition der
Eins. Ein beeindruckendes Merkmal spiegelt sich in der Wahl der Gewichtsfunktion wider,
wobei zwischen einem interpolierenden und nichtinterpolierenden Verfahren unterschieden
wird. Genauere Untersuchen legen in Folge nahe, daft das nichtinterpolierende Verfahren
groke Gradienten nicht abbilden kann, so daft dieses Verfahren speziell fiir die hydrody-
namischen Gleichungen ungeeignet ist. Eine Untersuchung des numerischen Fehlers bzw.
der Ordnung unter Verwendung des interpolierenden Verfahrens runden die Grundlagen
ab.

Im zweiten Teil der Arbeit wird die Moving Least Square Methode und die daraus fol-
genden Diskretisierungen in drei unterschiedlichen Verfahren detailliert vorgestellt. Bei
diesen handelt es sich um das Kollokationsverfahren, das Galerkin—Verfahren und das
Lagrangesche Verfahren. Im Kollokationsverfahren werden die Mowving Least Square Ap-
proximationen direkt auf die Funktionen in den vorhandenen Differentialgleichungen an-
gewandt. Bei einer regelmifigen Stiitzstellenverteilung entsprechen die Ergebnisse dem
eines Verfahrens mit Finiten Differenzen der jeweils zugehorigen Ordnung. Ein Vorteil des
Kollokationsverfahrens gegeniiber den Verfahren mit Finiten Differenzen ist die einfache
Anpassung der Ordnung, welche mit Hilfe eines Parameters geregelt wird. Zudem wird
gezeigt, dak die Anwendug des Kollokationsverfahrens auf eine irreguldre Stiitzstellenver-
teilung moglich ist, was speziell eine lokale Verfeinerung des Gitters sehr einfach gestal-
tet. Im Galerkin—Verfahren findet die schwache Formulierung einer Differentialgleichung
Verwendung, was den wesentlichsten Unterschied zum Kollokationsverfahren ausmacht.
Bei den gefundenen Diskretisierungen der hydrodynamischen Gleichungen, ergeben sich
Erhaltungssétze fiir Gesamtmasse, Gesamtimpuls und Gesamtenergie. Wahrend im Kol-
lokationsverfahren und im Galerkin—Verfahren ein starres Gitter Verwendung findet, wird
im Lagrangeschen Verfahren darauf verzichtet. Die Stiitzstellen besitzen eine explizite
Zeitabhéangigkeit, das bedeutet, sie konnen sich eigenstdndig durch das Simulationsgebiet
bewegen. Bei den gefundenen Diskretisierungen der hydrodynamischen Gleichungen er-
geben sich Erhaltungssédtze fiir die Masse einer Stiitzstelle, den Gesamtimpuls und der
Gesamtenergie, so dafl sich die Stiitzstellen als Teilchen interpretieren lassen und das
Verfahren als ein Teilchenverfahren bezeichnet werden kann.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung
1.1 Motivation . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e
1.2 Aufbau der Arbeit . . . . . . . . ... ..

Hydrodynamik

2.1 Beschreibungsweisen . . . . . . . ... ... ...
2.2 Die Kontinuitdtsgleichung . . . . . .. ... ... ... ....
2.3 Die Impulsgleichung . . . . . .. ... ... .. ...
2.4 Die Energiegleichung . . . . . . . ... ... ... . ...
2.5 Die Zustandsgleichung . . . . . . ... ... o000

Grundlagen des Moving Least Square Verfahrens

3.1 Methode der kleinsten Quadrate . ... ... ... ......

3.2 Die Moving Least Square Methode . . . .. .. ... .....

3.3 Die Gewichtsfunktion . . ... .. ... ... .........

3.4 Eigenschaften . . . . ... ... o 0oL
3.4.1 Eigenschaften der Gewichtsfunktion . . . . . ... ..
3.4.2 Eigenschaften der Basisfunktionenmatrix . . .. . ..
3.4.3 Inversion der singuldren Basisfunktionenmatrix . . . .

Moving Least Square als Kollokationsverfahren

4.1 Ableitungen . . . . . . .. ... e
4.1.1 Bestimmung der Ableitung . . . ... ... ... ...
4.1.2 Vergleich der Formulierungen . . . . . .. . ... ...

4.2 Fehleranalyse . . . . .. ... .. ... ... L.

4.3 Die Advektionsgleichung . . . . . . .. ... ... ... ...

4.4 Die hydrodynamischen Gleichungen. . . . . . . ... ... ..

=~ =

—_
—_ O 00 00 = O

—

14
15
18
22
22
26
27



ii INHALTSVERZEICHNIS
4.4.1 Die Kontinuitatsgleichung . . . . . . ... .. ... .. 43

4.4.2 Die Impulsgleichung . . . . .. .. ... ... ... .. 43

4.4.3 Die Energiegleichung . . . . . . .. ... ... ..... 44

4.5 Numerische Implementierung . . . . . . . .. ... ... ... 45
4.5.1 Programmstruktur . . . . ... ..o L0000 46

4.5.2 Kiinstliche Viskositat . . . .. .. ... ... .. ... 46

4.5.3 Nachbarschaftssuche . . . . . . .. ... ... ..... 48

4.6 Numerische Tests . . . . . . . . . . . . .. ... ... ..... 49
4.6.1 Die Advektionsgleichung . . . . . . .. ... ... ... 50

4.6.2 Das eindimensionale Stofirohr . . . . . ... ... ... 54

4.6.3 Die starr rotierende Gasscheibe . . . . . . ... .. .. 58

5 Mowving Least Square als Galerkin—Verfahren 65
5.1 Die schwache Formulierung . . . . ... ... ... ...... 66
5.2 Definitionen . . . . . . . . ... e 67
5.3 Die Advektionsgleichung . . . . . .. ... ... ... ... .. 68
5.4 Die hydrodynamischen Gleichungen. . . . . . . ... ... .. 70
5.4.1 Die Kontinuitatsgleichung . . . . . . .. .. ... ... 70

9.4.2 Die Impulsgleichung . . . . ... ... ... ...... 72

5.4.3 Die Energiegleichung . . . . . . .. ... ... ..... 74

5.5 Numerische Tests . . . . . . . . . . . . . ... .. ... ... 77
5.5.1 Die Advektionsgleichung . . . . . . .. ... ... ... 77

5.5.2 Das eindimensionale Stofrohr . . . . . . ... ... .. 78

6 Moving Least Square als Lagrangesches Verfahren 81
6.1 Die Ableitung der Kernfunktion . . . . . . ... ... .. ... 82
6.2 Die Advektionsgleichung . . . . . . . ... ... ... .. ... 84
6.3 Die hydrodynamischen Gleichungen. . . . . . . .. ... ... 86
6.3.1 Die Kontinuititsgleichung . . . . . .. ... ... ... 87

6.3.2 Die Impulsgleichung . . . ... ... ... ....... 90

6.3.3 Die Energiegleichung . . . . . ... ... ... ..... 92

6.4 Numerische Tests . . . . . . . . . . . . . ... ... . ..... 96
6.4.1 Die Advektionsgleichung . . . . . . .. ... ... ... 96

6.4.2 Das eindimensionale Stofsrohr . . . . . . ... .. ... 97

7 Zusammenfassung und Ausblick 100
7.1 Zusammenfassung . . . ... ... .. ..o 100

7.2 Ausblick . . . . . . ...



INHALTSVERZEICHNIS iii

A Analytische Losung des eindimensionalen Stofirohres 105
B Analytische Losung der starr rotierenden Gasscheibe 108
C Verzeichnis der verwendeten Symbole 113
Abbildungsverzeichnis 118

Literaturverzeichnis 119






Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Frage, was Hydrodynamik mit Astrophysik gemein hat, kann eigentlich
nur dadurch beantwortet werden, dafs sich das Universum als ein wunder-
bares Hydrodynamiklabor darbietet. Fast jeder Typ von Gasstromung, den
man auf der Erde beobachtet, findet sich im Universum auf riesigen Ska-
len. Uberschallstrémungen, magnetohydrodynamische Prozesse, Turbulen-
zen, Instabilitdten usw., das alles wird einem in einer Reichhaltigkeit und, je
nach verwendetem Beobachtungsinstrument, sehr detailliert prasentiert. Es
verwundert daher nicht, daft der theoretische Astrophysiker die hydrodyna-
mischen Gleichungen ausfiihrlich studiert.

Analytische Losungen sind aufgrund der Komplexitdt und Nichtlinearitéit der
hydrodynamischen Gleichungen nur in wenigen Ausnahmefillen bestimmbar.
Es ist daher notwendig, numerische Verfahren zu entwickeln, die die Cha-
rakteristika der jeweiligen Stromung mit hoher Genauigkeit widerspiegeln.
Ein grofies Problem bei der numerischen Simulation von astrophysikalischen
Gasstromungen ist deren immense Variabilitdt in den Skalen. Es treten im
Universum Geschwindigkeiten von wenigen Kilometern pro Sekunde bis in
den relativistischen Bereich auf, Dichteunterschiede, die beispielsweise vom
Inneren eines Neutronensterns innerhalb weniger Kilometer auf einen Bruch-
teil von 10~ !4 abfallen oder Temperaturen von 10 Kelvin bis 108 Kelvin.
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Die numerische Losung solcher astrophysikalischer Stromungen basiert seit
vielen Jahren auf Verfahren mit Finiten Differenzen. Besonderes Interesse
liegt hierbei in den sogenannten High-Resolution—Shock—-Capturing
(HRSC) Methoden, bei denen zu jedem Zeitpunkt ein lokales Riemann-—
Problem zwischen benachbarten Gitterzellen zu 16sen ist (Godunov (1959),
van Leer (1977), Colella, Woodward (1984)). Da bei diesen Verfahren die
analytische Losung des Riemann—Problems eingeht, wird eine Stromung mit
Diskontinuitidten, wie Schocks, numerisch ausgezeichnet simuliert. Aller-
dings ist die Erweiterung dieser HRSC Verfahren auf mehrere Dimensionen
mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden, vor allem bei Anwendung adap-
tiver Gitterverfeinerungen.

Aufgrund solcher Problematiken ist man dazu iibergegangen, sich mit git-
terlosen Diskretisierungen zu beschéftigen. Ein in der Astrophysik haufig
anzutreffendes Verfahren ist die Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH).
Sie wurde erstmals von Gingold, Monaghan (1977) und von Lucy (1977) vor-
geschlagen und nimmt seitdem einen hohen Stellenwert in vielen Bereichen
der numerischen Astrophysik ein. Die mit der SPH Methode mittlerweile
durchgefiihrten Simulationen reichen von klassischen Anwendungsgebieten,
wie der Simulation von Akkretionsscheiben (Lubow (1992)), bis in relati-
vistische Bereiche (Laguna, Miller, Zurek (1993), Siegler (2000)). Bei der
SPH Methode handelt es sich um ein Lagrangesches Teilchenverfahren, bei
dem die hydrodynamischen Gleichungen an mitbewegten Stiitzstellen appro-
ximiert werden. Dabei bietet die SPH Methode eine Vielzahl von Vorziigen:
Sie ist sehr robust, d.h. es treten kaum numerische Instabilititen auf, sie
ist sehr flexibel, was speziell fiir komplexe Geometrien vorteilhaft ist, sie ist
sehr einfach in einen Computercode zu implementieren und sie ist potentiell
adaptiv. Demgegeniiber steht bei der SPH Methode auch eine Reihe we-
sentlicher Nachteile, wie zum Beispiel hohe Fluktuation bei der Darstellung
gesuchter Losungsfunktionen. Aber der wohl bedeutendste Nachteil ist die
nicht vorhandene Konsistenz. Das bedeutet, daft nicht einmal eine konstante
Funktion lokal exakt approximiert werden kann. Mathematische Aussagen
iiber Stabilitit, Konsistenz und Konvergenz gelingen daher nur fiir wenige
spezielle Beispiele (Morris (1994), Balsara (1995), Sweagle, Hicks, Attaway
(1995), Lisio, Grenier, Pulvirenti (1998)), sind aber generell nicht geklart,
so dafs den Simulationen oft eine grofte Skepsis entgegengebracht wird.

Eine interessante Alternative zur SPH Methode bietet die erst kiirzlich ent-
wickelte Finite Mass Method (FFM), bei der es sich auch um ein Lagrange-
sches Verfahren handelt (Yserentant 1997). Im Gegensatz zur SPH Methode
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wird bei FFM die Strémung in sogenannte Massepakete endlichen Volumens
aufgeteilt, welche jeweils eigene Masse, Impuls, Drehimpuls und Energie zur
Gesamtlosung beitragen. Damit wird erreicht, daf das Verfahren konsistent
und konvergent ist (Yserentant 1994). Es zeichnet sich jedoch ab, daf das
Verfahren numerisch sehr aufwendig ist.

Ziel dieser Arbeit ist nun die Entwicklung und Erprobung numerischer Ver-
fahren zur Simulation hydrodynamischer Gleichungen, welche durch Anwen-
dung des Moving Least Square Ansatzes definierbaren lokalen Approximati-
onseigenschaften geniigen. Dabei sollen sowohl Eulersche als auch Lagrange-
sche Verfahren untersucht werden. Da es sich hier um die Entwicklung neu-
artiger Ansétze fiir Diskretisierungen von Differentialgleichungen handelt,
sind weiterfiihrende Literaturangaben nur in Ausnahmefillen angebbar.

Der Ursprung der Moving Least Square Methode liegt eigentlich nicht bei der
Diskretisierung und Simulation von Differentialgleichungen. Die Problem-
stellung bei der Herleitung des Ansatzes stammt vielmehr aus der Theorie
der Interpolation und Approximation von Funktionen an irregulér verteilten
Datenpunkten. Diese findet man beispielsweise in Bereichen der Meteoro-
logie oder Geologie, in denen man nicht davon ausgehen kann, daf eine
regelmifige Anordnung von Mefstationen vorhanden ist. Das Ziel liegt nun
darin, eine Interpolation zu finden, welche aus diesen irregulér verteilten Da-
tenpunkten eine Aussage iiber das ganze Gebiet macht, also zwischen den
Datenpunkten interpoliert. Erste Ansitze in dieser Richtung kamen von
Shepard (1968), welcher eine Interpolationsformel erster Ordnung fand. Die
Verallgemeinerung auf Interpolationen héherer Ordnungen zur Moving Least
Square Methode gelang Lancaster und Salkauskas (1981). Eine ausfiihrli-
che Darstellung dieser Methode findet sich auch bei Lancaster, Salkauskas
(1986). Wie der Name schon sagt, beruht der Ansatz dieses Verfahrens auf
einer lokalen Approximation nach der Methode der kleinsten Quadrate. Die
Lokalitat der Approximation wird durch eine sogenannte ,,moving“—Prozedur
aufgehoben, wobei eine globale Approximation an ihre Stelle tritt.

Die in dieser Arbeit vorzustellenden Verfahren, basierend auf der Mowving
Least Square Methode, bieten nun einige Vorteile gegeniiber den oben ge-
nannten Verfahren. Gegeniiber den finiten Differenzenverfahren beispiels-
weise ist eine lokale Verfeinerung des Gitters und damit eine potentielle Ad-
aptivitdt des Verfahrens durch den Ansatz im wesentlichen schon gegeben
— es ist also nicht notwendig, durch neue Programmierung lokale Verfeine-
rungen einzubauen. Auch die Wahl der Genauigkeit und damit die Ordnung
des Verfahrens ist durch Anderung eines Parameters, der Interpolationsord-



4 Kapitel 1. Einleitung

nung, sehr leicht zu kontrollieren — auch hier ist es nicht notig, ein neues
Programm héherer Ordnung zu entwickeln. Gegeniiber SPH haben die Mo-
ving Least Square Verfahren den grofsen Vorteil, konsistent zu sein. Dabei
kann nicht nur eine konstante Funktion exakt approximiert werden, sondern
je nach Interpolationsordnung auch Polynome héherer Ordnung. Dadurch
erreicht man bei Simulationen wesentlich geringere Fluktuationen in den
Losungsfunktionen. Die beschriebene potentielle Adaptivitdt bleibt speziell
im Lagrangeschen Moving Least Square Verfahren erhalten.

Weitere, gerade fiir Physiker sehr beruhigende Eigenschaften der Mowving
Least Square Verfahren bieten die Diskretisierungen der hydrodynamischen
Gleichungen im Galerkin und Lagrangeschen Verfahren aus Kapitel 5 bzw.
Kapitel 6. Dort finden sich fiir die Diskretisierungen dieser Differentialglei-
chungen Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie, also fiir die
Grofen, die bei der Herleitung der hydrodynamischen Grundgleichungen als
Erhaltungsgroffen vorausgesetzt sind.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist folgendermafien gegliedert: Dieser Einleitung folgend, findet
im zweiten Kapitel eine kurze Prisentation der hydrodynamischen Grund-
gleichungen, welche spiter mit verschiedenen, noch vorzustellenden Mowving
Least Square Verfahren diskretisiert und simuliert werden, statt.

Im dritten Kapitel ist eine ausfiihrliche Diskussion der Moving Least Square
Methode vorgesehen. Dabei wird speziell auf einige wichtige Eigenschaften
der verwendeten Kernfunktionen eingegangen.

Das vierte Kapitel stellt die Moving Least Square Methode als ein Kollo-
kationsverfahren vor, das heiftt, die Funktionswerte werden direkt an den
Stiitzstellen ausgewertet. Ein wesentlicher Bestandteil liegt in der Diskussi-
on iiber die richtige Wahl der Kernfunktionen. Numerische Beispiele dienen
zur Veranschaulichung, und die hydrodynamischen Gleichungen werden an-
hand des eindimensionalen Stoftrohres und der starr rotierenden Gasscheibe
simuliert.

Im fiinften Kapitel wird die Moving Least Square Methode im Galerkin—
Verfahren angewandt. Die Differentialgleichungen sind dabei in schwacher
Formulierung gewéhlt. Die Advektionsgleichung und das eindimensionale
Stofirohr sind die verwendeten Testbeispiele.
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Das sechste Kapitel, in dem die Moving Least Square Methode im Lagran-
geschen Verfahren realisiert wird, verzichtet auf starre Stiitzstellen. Diese
geniigen vielmehr eigenstindigen Bewegungsgleichungen. Auch hier bilden
die Advektionsgleichung und das eindimensionale Stofirohr die Testbeispiele
fiir die gefundenen Diskretisierungen.

Der Schluf bildet das siebte Kapitel mit einer Zusammenfassung der wichtig-
sten Ergebnisse und einem Ausblick auf noch zu tétigende Untersuchungen
und Weiterentwicklungen dieser verschiedenen Ansétze der Mowving Least
Square Methode.



Kapitel 2

Hydrodynamik

Dieses Kapitel bietet einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit verwendeten
hydrodynamischen Gleichungen. Eine ausfiihrliche Herleitung dieser Glei-
chungen findet sich beispielsweise in Landau (1987), Shore (1992), Chorin,
Marsden (1990). Obwohl man bei den Simulationen in den folgenden Kapi-
teln von idealen Fluiden ausgeht, werden hier die viskosen Gleichungen her-
geleitet. Zum einen sind die idealen Gleichungen durch Vernachlissigung der
viskosen Terme einfach abzuleiten, zum anderen spielt in den Simulationen
eine kiinstliche Viskositiat eine wesentliche Rolle. Ein Vergleich mit den Vis-
kositdtstermen der Navier-Stokes—Gleichungen dient zur Veranschaulichung
dieser kiinstlichen Viskositadtsterme.

Da in dieser Arbeit sowohl die Eulersche Betrachtungsweise, welche im Kollo-
kationsverfahren und im Galerkin—Verfahren von Moving Least Square rea-
lisiert wird, als auch die Lagrangesche Betrachtungsweise, welche man im
Lagrangeschen Verfahren realisiert, Anwendung finden, beginnt das Kapitel
mit der Gegeniiberstellung dieser beiden Beschreibungsweisen der Hydrody-
namik. Es folgen die Grundgleichungen der Hydrodynamik, welche sich in
Kontinuitatsgleichung, Bewegungsgleichung bzw. Impulsgleichung und Ener-
giegleichung manifestieren. Es sei darauf hingewiesen, daf bei der Herleitung
der Gleichungen auf Terme, welche eine dufiere Kraft — wie beispielsweise die
Gravitationskraft — beinhalten, der Einfachheit wegen verzichtet wird. Den
Abschluf bildet eine Diskussion iiber die verwendeten Zustandsgleichungen,
welche das genannte Gleichungssystem vervollstiandigen.
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2.1 Beschreibungsweisen

Die hydrodynamischen Gleichungen kann man durch verschiedene Betrach-
tungsweisen aus den Erhaltungssitzen fiir Masse, Impuls und Energie her-
leiten. Dabei liegt der wichtigste Unterschied in der Wahl des jeweiligen
Koordinatensystems.

Der Lagrangesche Zugang zur Hydrodynamik ist eine natiirliche Erweite-
rung der Newtonschen Teilchenmechanik in den Bereich der Fluide. Man
stellt sich das Fluid derartig vor, dafs dieses aus kleinen Massepaketen, die
bewegten und zeitlich verdnderlichen Volumina entsprechen, aufgebaut ist.
Die Lagrangeschen Koordinaten sind jetzt als individuelle Markierungen, die
an diese Massepakete angebracht sind, definiert. Daher wird dieses Koordi-
natensystem als ein mit der Strémung mitbewegtes bezeichnet. Die Koor-
dinaten selbst sind Funktionen der Zeit, und Geschwindigkeiten werden als
Relativgeschwindigkeiten zu dem Bewegungszustand eines einzelnen Masse-
paketes betrachtet.

Im Gegensatz dazu werden in der Eulerschen Beschreibungsweise nicht die
individuellen Massepakete, sondern ein ortsfestes Volumen betrachtet, man
befindet sich sozusagen im Laborsystem. Die Koordinaten sind nicht mehr
zeitabhéngig, und Geschwindigkeiten werden alle beziiglich dieses Laborsy-
stems angegeben. Bei der Herleitung der Bestimmungsgleichung einer ge-
suchten Grofie ist es nun notwendig, eine Bilanzgleichung aufzustellen, das
heifit man bestimmt die Anderung dieser Gréfe infolge einer Strémung durch
das festgelegte Volumen.

Mathematisch unterscheiden sich die zwei Beschreibungsweisen im wesentli-

chen in der Abwesenheit eines Advektionsterms bei der Lagrangeschen Be-

schreibungsweise. In dieser wird demzufolge eine substantielle Ableitung

nach der Zeit fiir eine Grofse f eingefiihrt, wodurch man eine Beziehung

zwischen der Lagrangeschen und der Eulerschen Beschreibungsweise erhilt
df _ of

Auf der linken Seite ist die Darstellung in Lagrangeschen Koordinaten, auf
der rechten Seite in Eulerschen Koordinaten aufgefiihrt.

Die folgenden Herleitungen der hydrodynamischen Gleichungen werden alle
in der Eulerschen Beschreibungsweise vorgenommen, da sie einerseits die
bequemere ist und da andererseits die Lagrangesche Form dieser Gleichungen
in der vorliegenden Arbeit nicht benétigt wird.
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2.2 Die Kontinuitatsgleichung

Die Kontinuitatsgleichung beschreibt, wie sich die Masse in einem gegebenen
Volumen &ndert. Aufgrund von Massenerhaltung kann sich die Masse in
diesem Volumen nur dadurch dndern, daff Masse durch die Oberfliche des
Volumens strémt, also

2/ng—i—% o<v,n>do=0 . (2.2)
ot Jy av

Mit Hilfe des Gaulfs’schen Satzes ldfst sich der zweite Term in ein Volumen-
integral umformen, und man erhélt dadurch die differentielle Form der Kon-
tinuitatsgleichung

do | .. _
ot + div(ov) =0 . (2.3)

2.3 Die Impulsgleichung

Entsprechend der Herleitung der Kontinuitdtsgleichung lafst sich auch ei-
ne Bilanzgleichung fiir den Impuls aufstellen. Diese lautet in Abwesenheit
dufserer Volumenkrifte

g/gvde—]{ gv<v,n>do—]{ pndo—l—jg ondo . (2.4)
ot Jy ov ov oV

Dabei ergibt sich die Anderung des Impulses in einem vorgegebenen Volu-
men zum einen als Impulsstrom durch die Oberfliche des Volumens, was
durch den ersten Term auf der rechten Seite beschrieben wird. Zum anderen
andert sich der Impuls durch die auf die Oberfliche des Volumens wirkenden
Krafte. Der zweite Term der rechten Seite beschreibt dabei die durch den
Druck p hervorgerufene Kraft und der dritte Term kann als Reibungskraft
interpretiert werden mit o als viskosem Spannungstensor.

Anwendung des Gauf’schen Satzes auf die Oberflichenterme liefert die dif-
ferentielle Form der Bewegungsgleichung

%(gv) + div(pv v) = —Vp+dive . (2.5)
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Hier ist zu beachten, daf unter dem Produkt der Geschwindigkeitsvektoren
in der Divergenz kein Skalarprodukt zu verstehen ist. Vielmehr versteht
sich die Divergenz als Summation {iber die Komponenten des Gradienten
multipliziert mit den entsprechenden Komponenten des zweiten Geschwin-
digkeitsvektors. Und die Divergenz auf den viskosen Spannungstensor ist
folgendermafien zu verstehen

L9
(divo); Z 8_ : (2.6)

Betrachtet man nun den Spezialfall eines reibungsfreien Fluids, bei dem also
der Spannungstensor o verschwindet, so erhilt man die Euler—-Gleichungen

%(gv) + div(pvwv) = -Vp . (2.7)

Unter Verwendung der Kontinuititsgleichung (2.3) kommt man zur bekann-
teren Form dieser Bewegungsgleichungen

0 1
- == ) 2.
Tk + (v-V)v ng (2.8)

Eine entsprechende Umformung ergibt im Falle eines viskosen Fluids, also
unter Beriicksichtigung des viskosen Spannungstensors, die Navier—Stokes—
Gleichungen

0 1 1
h Viv=—-Vp+ -dive . 9.
8tv+(v v . D+ leva (2.9)

Fiir den viskosen Spannungstensor o verwendet man im allgemeinen den
Ansatz

ov; 0Ov; 2 , :
=7 (833] + 9z, 3 di; div v) + (didive (2.10)

wobei 7 als Scherviskositdt und ¢ als Volumenviskositidt bezeichnet wird.
Diese Viskositédtskoeffizienten sind immer positiv und hingen iiblicherweise
von der Temperatur und dem Druck ab.
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2.4 Die Energiegleichung

Die Gesamtenergie eines Fluids in einem Volumen wird iiblicherweise in zwei
Terme aufgespalten
Lo

Ezigv +e . (2.11)
Dabei beschreibt der erste Term auf der rechten Seite die kinetische Energie
und der zweite die sogenannte innere Energie. Die Grofe e = €/p wird spe-
zifische innere Energie genannt, sie ist also Energie pro Masse. Die innere
Energie ist Energie, die auf makroskopischer Ebene nicht erklarbar ist, sie
beinhaltet vielmehr die Summe aller kinetischen und potentiellen Energi-
en der Molekiile in sich und relativ zueinander, also beispielsweise Transla-
tions—, Rotations— und Vibrationsenergie sowie intermolekulare Wechselwir-
kungen.

Wie bei der Kontinuitédtsgleichung und den Bewegungsgleichungen folgt die
Bilanzgleichung fiir die Energie aus einem Erhaltungssatz, der Erhaltung der
Gesamtenergie. Die Anderung der Gesamtenergie innerhalb eines gegeben
Volumens V' muft demzufolge der Gleichung

Q/EdV:— E<fv,n>d0—]{ p <wv,n>do
ot |y E)% )%

—|—j{ <v,an>do—% <q,n> do
v v

geniigen, wobei wiederum Terme, welche eine dufsere Volumenkraft beinhal-
ten, sowie Strahlungsterme vernachléissigt werden. Der erste Term auf der
rechten Seite ist der konvektive Energiestrom durch die Oberfliche des Volu-
mens. Der zweite Term beschreibt die Arbeit, die Druckkrifte auf das Volu-
men ausiiben, und der dritte Term die Arbeit, die durch die innere Reibung
hervorgerufen wird. Der letzte Term schlieflich beschreibt den Warmestrom
durch die Oberfliche des Volumens mit g als Warmeflutvektor. Dieser wird
oft proportional zum Temperaturgradienten gesetzt (Fouriersches Gesetz).

(2.12)

Wiederum folgt unter Anwendung des Gaufs’schen Satzes auf die Ober-
flachenterme der Bilanzgleichung (2.12) die differentielle Form der Energie-
gleichung

oF

N + div(Ev) = —div(pv) + div(ov) — divg . (2.13)



2.5. Die Zustandsgleichung 11

Fiir ein ideales Fluid werden sowohl die Reibungskrifte als auch die Wiarme-
leitung vernachléssigt. Damit vereinfacht sich die differentielle Form der
Energiegleichung zu

oF

N +div[(E+pv]=0 . (2.14)

Unter Verwendung von Gleichung (2.11), der Kontinuitétsgleichung (2.3)
und den Bewegungsgleichungen (2.7) fiir ideale Fluide folgen daraus die Dif-
ferentialgleichungen fiir die innere Energie € bzw. fiir die spezifische innere
Energie e zu

% +div(ev) + pdive =0 (2.15)
%—Fv Ve+ L divo =0 (2.16)
5 . =0 . :

2.5 Die Zustandsgleichung

Das bisherige Gleichungssystem bestehend aus Kontinuitdtsgleichung, Bewe-
gungsgleichung und Energiegleichung ist noch nicht abgeschlossen, das heifst,
die alleinige Kenntnis dieser Gleichungen geniigt nicht, um die gesuchten
Grofen eindeutig zu bestimmen. Zur Vervollstindigung des Gleichungs-
systems sind weitere Gleichungen notwendig, welche die Eigenschaften des
Fluids beschreiben, die Zustandsgleichungen. Sie miissen einen Zusammen-
hang zwischen Dichte, Druck, Temperatur und Energie herstellen.

Eine wichtige, weil einfache Zustandsgleichung ist die des idealen Gases. Sie
lautet

p=RT o (2.17)
mit der Gaskonstanten
k
R= 5 (2.18)
KTy,

wobei kp die Boltzmann-Konstante, m,, die atomare Masseneinheit und pu
das mittlere Molekulargewicht des Gases ist.
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Desweiteren ist die spezifische innere Energie fiir ein ideales Gas nur eine
Funktion der Temperatur, also e = e(T). Aus dem ersten Hauptsatz der
Thermodynamik erhélt man bis auf eine unwichtige additive Konstante den
Zusammenhang

e=cyT=—"L _ . (2.19)

o(y—1)

Die Gréfe v = ¢,/cy wird Adiabatenindex genannt und héngt mit der Zahl
der Freiheitsgrade des Gases zusammen. Ublicherweise rangiert der Wert
zwischen 5/3 fiir ein einatomiges Gas und 7/5 fiir ein zweiatomiges Gas.

Verwendet man nun die Bedingung konstanter Entropie — dies ist nur im
Falle reibungsfreier Fluide moglich — folgt aus dem ersten Hauptsatz der
Thermodynamik die Relation

de=pd (1) | (2.20)

0

Substituiert man anstelle von e die Gleichung (2.19), so folgt daraus die
Beziehung

dp _ ’y@ =0 bzw. d [ln (ﬂ)] =0 (2.21)
p 0

und daraus die Adiabatengleichung
po~ 7 = konst. . (2.22)
Fiir die Temperatur folgt unter Verwendung von Gleichung (2.17)

To =Y = konst. . (2.23)

Im Spezialfall eines isothermen Fluids ist die Temperatur fest vorgegeben.
Damit ist die spezifische innere Energie ebenfalls konstant und der Druck ist
folglich direkt proportional zur Dichte (Gleichung (2.17)), also

p=clo (2.24)

mit cg = vV RT als isotherme Schallgeschwindigkeit.



Kapitel 3

Grundlagen des Moving
Least Square Verfahrens

Dieses Kapitel legt die Grundlagen der in dieser Arbeit zu behandelnden
numerischen Verfahren dar. Die konkreten Umsetzungen dieser Grundlagen
in ausfiihrbare Programmideen finden sich dann in den folgenden Kapiteln.

Zur Einstimmung wird im ersten Abschnitt die Methode der kleinsten Qua-
drate vorgestellt, die zum Verstidndnis der folgenden Ausfiihrungen unab-
dingbar ist. Darauf aufbauend folgt im zweiten Abschnitt die theoretische
Grundlage fiir das Moving Least Square Verfahren. Im anschlieffenden Teil
wird etwas genauer auf die in diesem Verfahren verwendete Gewichtsfunkti-
on eingegangen und darauf, wie ihre Wahl das Interpolationsverhalten der
Approximation bestimmt. Im letzten Teil folgen schliefilich wichtige Eigen-
schaften des Verfahrens, speziell der verwendeten Kernfunktion. Dabei wird
unter anderem verdeutlicht, daft die Kernfunktionen eine Partition der Eins
bilden und daf die verwendeten Basisfunktionen nicht approximiert, sondern
exakt repréasentiert werden. Aber es soll auch geklart werden, unter welchen
Bedingungen das Verfahren eine eindeutige Losung erlaubt.

13
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3.1 Methode der kleinsten Quadrate

Um eine beliebige Funktion zu approximieren, kann man Funktionswerte
an einzelnen Stellen abgreifen und diese dann durch Polynome approximie-
ren. Eine beliebte Methode, die oft in der Experimentalphysik Anwendung
findet, ist das Verfahren der sogenannten Ausgleichspolynome. Zur Bestim-
mung dieser Polynome verwendet man hiufig die Methode der kleinsten
Quadrate, bei der versucht wird, die Summe der vertikalen Abstandsqua-
drate der abgegriffenen Funktionswerte, hier auch Messwerte genannt, von
dem gesuchten Polynom zu minimieren.

Zunachst geht man von der Annahme aus, dafs eine beobachtbare Gréfe y
von einer anderen beobachtbaren Grofse z in einer bekannten polynomialen
Weise abhingt. Die gemessenen Daten bestehen aus /N unterschiedlichen
Werten z1, z2, ... ,xn auf der Abszisse und y1,ys,...,ynx auf der Ordinate.
Aufgrund von Mefsfehlern kann im allgemeinen die funktionale Abhéngigkeit
nicht genau erfiillt werden. Man versucht also, die Parameter des Polynoms
so genau wie moglich den Mefswerten anzupassen.

Dies ist in Abbildung 3.1 exempla-
risch an einer Ausgleichsgeraden
aufgezeigt. Die schwarzen Punk-
te stellen die Werte der Messungen
dar. Nun gilt es, ein Polynom p(z)
zu finden, welches moglichst nah an
die Werte angepafst werden kann.
Dazu definiert man sich zunéchst
ein Funktional, welches den qua-
dratischen Abstand der Mefpunk-
te zum Polynom bestimmt

Abb. 3.1: Ausgleichsgerade als Bei- N ,
spiel einer Approximation mittels der Q= Z p(xz;) —v;]© . (3.1)
Methode der kleinsten Quadrate. i=1

Die Aufgabe besteht nun darin, das

Funktional @ beziiglich der freien
Parameter des Polynoms p(x) zu minimieren. Diese Aufgabe ist eindeutig,
das heifst, es gibt genau ein Polynom p(z) fiir welches @ ein Minimum be-
sitzt. Die notwendige Bedingungen dabei ist, daft die Ordnung des Polynoms
kleiner oder gleich der Anzahl der Mefspunkte ist (Fischer, Kaul (1990)).
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3.2 Die Moving Least Square Methode

Hier interessiert, im Gegensatz zum letzten Abschnitt, eine globale Interpo-
lation nicht, da viele Funktionen nur lokal durch einfache Polynome, etwa
Polynome der Ordnung kleiner drei bzw. vier, approximierbar sind. Sei also
u(x) eine zu approximierende Funktion, welche hinreichend glatt auf einem
Gebiet Q C R” definiert ist. Weiterhin sei & ein in ) fest fixierter Punkt.
Damit 148t sich dann eine lokale Funktion u'(z,£) um diesen Punkt & defi-
nieren als

i) {u(a:) Vo € Kp(€) | (52)
0 sonst,
wobei die offene Kugel K (&) durch
Ki(6) = {z||z - €| < Rz c T (33)
gegeben ist. Diese definiert das lokale Gebiet.

Eine solche lokale Funktion kann man jetzt mittels sogenannter Basisfunk-
tionen b;(x) entwickeln. Dabei sollten die Basisfunktionen folgende Eigen-
schaften besitzen:

(1) bi(x) =1 (3.4)
(i7) bi(x) € C™(Q) (3.5)
(4i7) {bz(m)}f\il ist linear unabhéngig. (3.6)

Die Notwendigkeit von Eigenschaft (¢) wird spéter (Abschnitt 3.4) noch er-
sichtlich. Eigenschaft (i¢) ist fiir die Differenzierbarkeit der Approximation
von Bedeutung und Bedingung (i7i) bendtigt man fiir den Ansatz der Ap-
proximation.

Beispiele von Basisfunktionen, die in der Numerik haufig verwendet werden,
wie auch in der vorliegenden Arbeit, sind polynomiale Basisfunktionen. So
wird man nach den oben genannten Regeln fiir die konstante Interpolation
(M = 1) die Basisfunktion

b(x) ={1} (3.7)

nehmen, wobei b(x) fiir den Vektor (by(x), bo(x),..., bps(x)) steht. Die
Basis der linearen Interpolation wird erweitert zu

b(x) ={1,z} in 1D, b(x) ={1,z,y} in 2D. (3.8)
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Entsprechend wird man die quadratische Interpolation mit den Basisfunk-
tionen

b(z) = {1,z,2°} in 1D, b(z) = {1,z,y,2% zy,y*} in2D (3.9)
durchfiihren.

Die Menge der Basisfunktionen ist jedoch nicht nur auf polynomiale Funk-
tionen beschrankt. Fleming et al. (1997) verwenden in einer verwandten
Methode die Basisfunktionen

b(z) = {1, z, . /F cos (g) | /rsin (g) |

0 0
/7 sin (5) sin(f), v/r cos (5) sin(ﬁ)} (3.10)
zur Simulation stationdrer Bruchstellen in zylindersymmetrischer Anord-
nung.

Hat man nun die geeigneten Basisfunktionen gewihlt, so kann man in Bezug
auf diese eine lokale Approximation ansetzen in der Form

ul(z,€) 2 a,(€)bu(z) = <a(é), b(z)> (3.11)

wobei die Koeffizienten a(§) = (a1(£), az2(§),. . ., arp(§)) noch zu bestimmen
sind. Diese hingen wie angedeutet nur von dem Punkt & ab, um den die
lokale Funktion u!(x, &) definiert ist.

Da diese Summe endlich ist, wird die lokale Funktion im allgemeinen nicht
exakt wiedergegeben, d.h. man erhéilt eine Fehlerverteilung

r(xz,§) :=u(x) — <a(§), b(z)> . (3.12)

Diese Fehlerverteilung gilt es jetzt zu minimieren. Das geschieht wie im
letzten Abschnitt beschrieben entsprechend der Methode der kleinsten Qua-
drate. Man bildet also das folgende Funktional, welches an bestimmten
vorgegeben Stiitzstellen ausgewertet wird

Q(a) := Z W (€ — ;) r(z;, €)% . (3.13)
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Im Gegensatz zum Funktional bei der Methode der kleinsten Quadrate aus
Abschnitt 3.1 ist hier noch eine Gewichtsfunktion W (& — «) eingefiihrt wor-
den. Diese beschrinkt zum einen das zu approximierende Gebiet und zum
anderen kann durch sie den Stiitzstellen unterschiedliche Bedeutung beige-
messen werden. So wird man weiter entfernten Stiitzstellen bei der Appro-
ximation weniger Bedeutung beimessen als den nédher liegenden. Eine aus-
fiihrlichere Diskussion der Wahl dieser Gewichtsfunktion wird im n&chsten
Abschnitt erfolgen.

Das Funktional Q(a) wird nun beziiglich der gesuchten Koeffizienten a,
minimiert und fiihrt auf das Gleichungssystem

Ba,, N _QZW — @i)b (@) [u(wi) — Y au(©bu(zi)|  (3.14)

oder auf

Z <ZW —z;)b )b,,(a:i)) au(§)

pn=1

Z ¢ — x;)u(x)by, () . (3.15)

Etwas iibersichtlicher 1afit sich dies darstellen als

A(§)a(€) =d(g), (3.16)

mit den Grofen
A (§) = Z W(& —x:)bu(x;)by, () (3.17)
d, (&) = Z W (€ — a5)u(m;)b,(x;) . (3.18)

Ist die gewichtete Basisfunktionenmatrix A (&) invertierbar (siehe Abschnitt
3.4), so bestimmt Gleichung (3.16) den Koeffizientenvektor a(£) eindeutig

a(€) =A"'(6)d(¢) . (3.19)
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Man erhélt also fiir die lokale Approximation die Gleichung

ul(z,8) = <A~1(€)d(€), b(x) > . (3.20)

So weit kann das Ergebnis als eine gewichtete Methode der kleinsten Qua-
drate um den Punkt & interpretiert werden. Um jedoch eine globale Appro-
ximation zu erhalten, wird nun eine sogenannte ,,moving“—Prozedur durch-
gefiihrt. Diese besteht formal aus zwei Schritten: Zun&chst wird, wie oben
bereits durchgefiihrt, eine lokale Approximation um einen Fixpunkt & er-
mittelt. Im zweiten Schritt 14t man die Vorstellung fallen, dafl £ ein fester
Punkt im betrachteten Gebiet ist, er wird vielmehr als beliebig angenom-
men. Man bewegt also & {iber das ganze Gebiet, das heifst, man betrachtet
den Grenziibergang £ — « und erhélt somit die globale Approximation.

Damit verbleibt als globale Approximation die Gleichung
uI(x) = lim vl(x,€) = <A ' (z)d(z), b(x)> . (3.21)

E—x

Durch Zusammenfassung lafst sich dies in einer etwas iibersichtlicheren Form
schreiben

u?(z) = Zuz ¢i(x) (3.22)
mit der Kernfunktion
di(x) =W(x—2;) Y AL ()b ()b, (x) (3.23)

und den Koeffizienten u;.

Im folgenden wird der Index g in Gleichung (3.22) wieder vernachlissigt, da,
wenn nicht explizit erwdhnt, nur noch diese globale Approximation Verwen-
dung findet.

3.3 Die Gewichtsfunktion

Eine wichtige Rolle in der Bestimmung der Kernfunktion ¢;(x) spielt ne-
ben der Verteilung der Stiitzstellen die Wahl der Gewichtsfunktion W (x).
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Dabei gibt es zwei verschiedene Ansétze, die sich wesentlich auf die Eigen-
schaften und auch auf die Verwendbarkeit der Gewichtsfunktion auswirken.
Dies ist zum einen das nichtinterpolierende Verfahren, welches eine stetig
differenzierbare Gewichtsfunktion verwendet und zum anderen das interpo-
lierende Verfahren, in welches fiir die Berechnung der Kernfunktion ¢;(x)
eine singuldre Gewichtsfunktion einbezogen wird.

Eigenschaften der Gewichtsfunktion
Die Gewichtsfunktion sollte folgende Bedingungen erfiillen:

e W(x — y) > 0 innerhalb einer Umgebung Kgr(y).
e W(x — y) = 0 aukerhalb dieser Umgebung.

e VIW(x —y) =0 am Rand.

o Symmetrie W(x — ) = W(|z - yl))

e W(r) ist eine monoton fallende Funktion, wobei r = ||& — y||.

Die erste Bedingung garantiert, wie spiter noch gezeigt wird, die positive
Definitheit der Basisfunktionenmatrix A(x) (siehe Gleichung (3.17)). Fiir
die zweite Bedingung spricht, dafs eine Approximation durch eine lokale Dar-
stellung gebildet werden kann. Die dritte Bedingung ist fiir die Differenzier-
barkeit der Gewichtsfunktion am Rand von Noten. Dies wirkt sich speziell
bei der Behandlung des Galerkin—Verfahrens (Kapitel 5) und des Lagrange-
schen Verfahrens (Kapitel 6) aus. Die vierte Bedingung schrinkt die Wahl
der Gewichtsfunktionen auf symmetrische Funktionen ein. Bei der fiinften
Bedingung greift die Vorstellung, dafs vom Interpolationspunkt weiter ent-
fernte Stiitzstellen weniger zur Interpolation beitragen, als diejenigen, welche
naher am Interpolationspunkt liegen.

An dieser Stelle mufs bei der Wahl der Gewichtsfunktion zwischen dem inter-
polierenden Fall und dem nichtinterpolierenden Fall unterschieden werden.
Daf der interpolierende Fall dem nichtinterpolierenden Fall letztendlich vor-
zuziehen ist, wird in Kapitel 4 anhand einiger Beispiele dargelegt.

Im nichtinterpolierenden Fall ist die Gewichtsfunktion eine stetig differen-
zierbare Funktion, welche in dieser Arbeit die folgende funktionelle Ab-
hangigkeit besitzt

—3(r/h)? r/h)3 firr
W(r) = {(1) 3(r/h)"+2(r/h) Zonst.< & (3.24)
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In der Arbeit von Lancaster, Salkauskas (1981) werden fiir die Interpolati-
on von Funktionswerten auch Exponentialfunktionen als Gewichtsfunktio-
nen verwendet, welche jedoch wegen des unendlich grofen Trigers verworfen
werden kénnen. Dies liegt im wesentlichen am numerischen Aufwand, wel-
cher im Gegensatz zu einer Gewichtsfunktion mit endlichem Triger um ein
Vielfaches erh6ht ist, da zur Berechnung eines Funktionswertes bzw. der Ab-
leitung an einer Stiitzstelle alle anderen Stiitzstellen miteinbezogen werden
miissen.

Im interpolierenden Fall besitzt die Gewichtsfunktion an einer Stelle ihres
Tragers eine Singularitat

—_

W(z —y)

W=y =y

, (3.25)

wobei diesmal W(w — y) eine stetig differenzierbare Funktion ist und im
folgenden mit der Gewichtsfunktion aus Gleichung (3.24) ersetzt wird. Der
Parameter a mufs positiv sein, und sein Wert gibt die Stirke der Singula-
ritit der Gewichtsfunktion an. Weitere Studien von Gordon und Wixom
(1978) im Fall konstanter Interpolation (M = 1) belegen, daf dieser Pa-
rameter grofer als eins sein mufl, um die Differenzierbarkeit an den Stiitz-
stellen zu gewihrleisten. Dies ist ebenfalls in den Bildern aus Abbildung
3.2 dargestellt. Es wurden fiinf dquidistante Stiitzstellen verwendet (bei
z = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5), um eine Funktion zu interpolieren. Zur Verdeut-
lichung der Resultate wurde zur Berechnug der approximierten Funktion die
Gewichtsfunktion W(z) = =% verwendet. Fiir die allgemeinere Gewichts-
funktion aus Gleichung (3.25) behalten die Ergebnisse ihre Giiltigkeit, sie
sind jedoch weit weniger ausgepragt.

Auf der linken Seite von Abbildung 3.2 ist das Resultat der konstanten In-
terpolation (M = 1) abgebildet. Deutlich sind die Spitzen fiir @« = 0.5 und
a = 1 zu sehen, an denen die Funktion nicht differenzierbar ist. Ein interes-
santes Resultat bildet der Fall @ — o0, fiir den sich die approximierte Funkti-
on einer Stufenfunktion ndhert. Auf der rechten Seite der Abbildung sind die
entsprechenden Ergebnisse fiir die lineare Interpolation (M = 2) dargestellt.
Auch hier bilden sich die charakteristischen Spitzen an den Stiitzstellen aus.
In der Arbeit von Gordon und Wixom (1978) wurde ebenfalls gezeigt, daf
fiir « > 1 die interpolierte Funktion mindestens einmal differenzierbar ist.
Der Einfachheit halber wird daher in dieser Arbeit der Parameter a = 2
gesetzt.
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Abb. 38.2: Illustration einer Interpolation {iiber fiinf Stiitzstellen (z =
0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5) bei verschiedenen Werten des Parameters a (o = 2:
durchgezogene Linie, @ = 4: gestrichelte Linie, a = 1: gepunktete Linie,
a = 0.5: Strich-Punkt Linie). Links findet sich der Fall konstanter Interpo-
lation, rechts linearer Interpolation.

Wie im folgenden Abschnitt noch gezeigt wird, gilt fiir den interpolierenden
Fall die Relation

Diese Relation rechtfertigt den Begriff interpolierendes Moving Least Square,
da nur dann die Entwicklungskoeffizienten u; einer Funktion u(x) beziiglich
der Kernfunktionen auch die Funktionswerte an der jeweiligen Stiitzstelle
darstellen, also

u(x;) =u; . (3.27)

Der Fall konstanter Interpolation (M = 1) wurde bereits von Shepard (1968)
zur Interpolation irregulir verteilter Datenpunkte verwendet. In Anlehnung
daran wurde der Kernfunktion dann der Name Shepard-Kernfunktion ver-
liechen

bilw) = D EmE) (3.28)
ZW(:B —x;)

wobei fiir die Gewichtsfunktion W (x —x;) der interpolierende Fall angenom-
men wurde, also eine singulidre Gewichtsfunktion Verwendung fand. In den
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folgenden numerischen Simulationen findet dieser Fall jedoch keine Beach-
tung, da die Ableitung an den Stiitzstellen verschwindet, also

Diese Eigenschaft ist in Abbildung 3.2 links dargestellt. Deutlich zu sehen
ist, dafs die approximierten Funktionswerte ihre Extrema an den Stiitzstellen
einnehmen. Auf der rechten Seite der Abbildung 3.2, auf der die lineare
Interpolation dargestellt ist, ist zu erkennen, dafs diese Problematik nicht
mehr auftritt. Daher wird in den Simulationen der folgenden Kapitel M > 1
vorausgesetzt.

In den Abbildungen 3.3 und 3.4 sind jeweils auf der linken Seite typische
Kernfunktionen sowohl fiir den interpolierenden als auch fiir den nichtinter-
polierenden Fall bei verschiedenen Interpolationsordnungen (M =1, 2, 3, 4)
dargestellt. Wie aus den Diagrammen ersichtlich, betrigt die Breite der
Kernfunktionen h = 0.8 fiir M = 1,2,3 und h = 1.2 fiir M = 4. Auf
der rechten Seite der Abbildungen ist jeweils die Uberdeckung des Intervalls
[—1, 1] mit Kernfunktionen veranschaulicht. Dabei wird deutlich, daf trotz
der Symmetrie der Gewichtsfunktionen die Kernfunktionen nicht symme-
trisch sein miissen. Die Symmetrie ist eher der Ausnahmefall. Betrachtet
man die Stiitzstellen, dargestellt als schwarze Punkte, und vergleicht die-
se mit den jeweiligen Funktionswerten, so tritt im interpolierenden Fall die
Relation (3.26) deutlich hervor, wihrend diese im nichtinterpolierenden Fall
nicht erfiillt ist.

3.4 Eigenschaften

In diesem Abschnitt sind wichtige Eigenschaften der Moving Least Square
Approximation (3.22) aufgezeigt. Dies ist zunéchst die Eigenschaft, daft Ba-
sisfunktionen exakt reprisentiert werden. Daraus folgt, daft die Kernfunk-
tionen eine Partition der Eins bilden. Anschlieffend wird genauer auf die
Struktur der Matrix A (x) aus Gleichung (3.17) eingegangen und dargelegt,
unter welchen Bedingungen diese invertierbar ist.

3.4.1 Eigenschaften der Gewichtsfunktion

Partition der Eins
Die folgende Rechnung wird zeigen, daft Basisfunktionen exakt représentiert



3.4. Eigenschaften 23

1 1
08 g 08
N —~
8 8
~ osf ~—" 06
< <
04 | — 04 -
02| — 02
0 0
0.4 0.2 0 oz 0.4 1 05 o o5 1
Hh X
T
1 1t
08 g 08
N ~—~
8 8
~— s} ~—" 06
< <
04 | — 04 -
02| — 02
0 0 AT TRRT TR KT AT TR
0.4 0.2 0 oz 0.4 1 05 o o5 1
Wi M
T
1t 1
08 q 0.8 -
N —~
8 8
N—" 06 0.6
S <
04 | 0.4
02
02t
0
0
. 02 .
0.4 0.2 0 02 0.4 1 05 0 05 1
Hh x
T
1t i
08
08
—~ —
< 2 06 -
~ o} ~—
© és 04l
04
02
02 R 0
-02 A
0 \ / \ /
L L L L L L L . L L
06 0.4 0.2 0 02 04 06 1 05 0 05 L
Hh x

Abb. 3.3: Kernfunktionen und Uberdeckung eines Intervalls bei regelmaRi-
ger Stiitzstellenverteilung fiir M = 1, 2, 3 und 4 in der interpolierenden
Formulierung. Die schwarzen Punkte geben die Stiitzstellen an.
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ger Stiitzstellenverteilung fiir M = 1, 2, 3 und 4 in der nichtinterpolierenden
Formulierung. Die schwarzen Punkt geben die Stiitzstellen an.
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werden. Das bedeutet, daf die Basisfunktionen selbst nicht approximiert
werden, sondern die Moving Least Square Approximation aus Gleichung
(3.22) fiir diese exakt erfiillt ist:

N

Zba z;)¢; (x Zb z;) (ZW@:—w;-)A;J(w)bﬂ(wj)by(w))

-y _Z W (@ — @;)ba(@;)b,(;) | Ay (@)b, (@)

iz

=Y Aau(z)A,) ()b, (z)

= bq (.’B)
(3.30)

Diese Eigenschaft ist von grofler Wichtigkeit, denn nur sie garantiert die Kon-
sistenz von Moving Least Square bis zur vorgegebenen Ordnung. Genauer
ausgedriickt, verwendet man beispielsweise die lineare Interpolation fiir das
Verfahren, so werden lineare Funktionen exakt wiedergegeben. Spiter wird
sich zeigen, dafs die Approximation nichtlineare Funktionen dann stiickweise
durch Geraden ersetzt. Entsprechendes gilt dann auch fiir die quadratische
Interpolation bzw. die kubische Interpolation.

Eine direkte Folge dieser Eigenschaft ist, daft die Kernfunktionen ¢;(x) eine
Partition der Eins bilden. Dies resultiert aus der Tatsache, dal die Eins ein
Element des Basisfunktionenvektors bildet (siehe Gleichung (3.4)), mathe-
matisch ausgedriickt

N
= 1(z;)¢;(= Zaﬁg : (3.31)
=1

Die Eigenschaft der Partition der Eins ist auch deutlich in den Abbildungen
3.3 und 3.4 zu sehen.

Durch Anwendung des Ableitungsoperators auf Gleichung (3.31) folgt, daf
die Summation iiber die Gradienten aller Kernfunktion Null ergibt, also

Z Voi(x)=0 . (3.32)
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3.4.2 Eigenschaften der Basisfunktionenmatrix
Struktur der Matrix A

Um die Struktur der Matrix A aus Gleichung (3.17) zu erkennen, wird diese
zunéchst noch in eine etwas andere Form gebracht:

A (x) = Z W(x — z;)b,(x;)b, (x;)

N (3.33)
= bu(@)W(m — x;)6i;b, (;)
1,j=1
Mit den Definitionen
Bjﬂ = bﬂ(mj) und W,;j = W(m — a:j)5,-j (334)
kann somit die Matrix A auch geschrieben werden als
A(z) =B"W(z)B . (3.35)
Sei nun v € RM ein beliebiger Vektor (v # 0), so gilt
<v, Av> = <v, BTWBv> = <Bv, WBv>
(3.36)

=Y W(zx - z,)(Bv);

=1

Da die Gewichtsfunktion laut Abschnitt 3.3 innerhalb ihres Trigers immer
positiv ist, gilt <wv, Av> > 0 und damit ist die Matrix A positiv. Ist zu-
sitzlich die folgende Inversionsbedingung erfiillt, so ist dieses Skalarprodukt
grofser Null und die Matrix ist positiv definit.

Inversionsbedingung fiir die Matrix A

Das mittels Minimierung des Funktionals Q(a) (Gleichung (3.13)) gesuchte
Polynom ist, wie bei der Methode der kleinsten Quadrate, nicht immer ein-
deutig. Die Eindeutigkeit hingt vielmehr von der Ordnung des Polynoms
und der Anzahl der Mefspunkte, iiber die interpoliert werden soll, ab. Ganz
entsprechend verhilt sich dies beim Moving Least Square Verfahren. Hier
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héngt die Eindeutigkeit der Interpolation von der Anzahl der Stiitzstellen,
welche sich im Trager der Gewichtsfunktion befinden, und der Ordnung M
der Interpolation ab. Mathematisch driickt sich die Eindeutigkeit durch die
Invertierbarkeit der Matrix A aus.

Ist die Ordnung des Verfahrens M hoher als die Anzahl der im Triger
der Gewichtsfunktion enthaltenen Stiitzstellen K, also M > K, so fin-
det sich ein Vektor v € RM, der senkrecht zur Menge der Basisvektoren
{bi(z;),..., bam(x;)} an den Stiitzstellen z; (j = 1...K) steht, da diese
nur einen Unterraum von RM aufspannen. Dies bedeutet, daf fiir diesen
Vektor Av = 0 gilt. Daraus folgt, dafs der Kern der Matrix A neben dem
Nullvektor noch mindestens den Vektor v enthélt. Damit ist A nicht injektiv
und nicht invertierbar.

Anders liegt der Sachverhalt, wenn die Ordnung des Verfahrens M gleich
der Anzahl der im Trager der Gewichtsfunktion enthaltenen Stiitzstellen ist,
also M = K. Diesmal bilden die Basisvektoren in R™ eine Basis und jeder
Vektor v € RM kann beziiglich dieser Basis entwickelt werden. Damit ist die
Matrix reguldr und die Inverse existiert. Entsprechendes gilt im Fall M < K,
welcher in den praktischen Anwendungen am hiufigsten angetroffen wird.

Bedingung fiir die Inversion der Matrix A ist also, daf die Anzahl der Stiitz-
stellen innerhalb des Trégers der Kernfunktion mindestens gleich der Ord-
nung des Verfahrens ist.

3.4.3 Inversion der singuliren Basisfunktionenmatrix

In der Formel zur Bestimmung der Moving Least Square Kernfunktion be-
steht die Notwendigkeit der Inversion der Matrix A(x) (siche Gleichung
(3.23)). Wahrend dies fiir das nichtinterpolierende Verfahren im allgemei-
nen kein Problem darstellt, ergibt sich fiir das interpolierende Verfahren
zunichst eine grokere Schwierigkeit, da die Matrix A an den Stiitzstellen
singuldre Eintrdge besitzt. Der vorliegende Abschnitt befafit sich nun mit
der Inversion dieser Matrix und den daraus folgenden Resultaten fiir die
Kernfunktion und die Ableitung der Kernfunktion.

Betrachtet wird die Kernfunktion ¢;(x) an der Stelle ;. Unter Beachtung
der Singularitéit der Gewichtsfunktion W (xz —a;) an der Stelle = a; kénnen
die nichtsinguliren Terme der Kernfunktion in Taylorreihen um diese Stiitz-
stelle entwickelt werden. Dabei unterscheidet man zwischen zwei Féllen,

dem Fall ¢;(z;) und dem Fall ¢;(x;) mit j # I
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Fall 1: qﬁl(a:l)

o1(xy +€) = Wi(e) Z A;Vl(wl + )b, (x;)

x [by(x)) + € - Vb, (z1) + O(e?)]. (3.37)

Fall2: ¢;(x;) mit j # 1

¢j(x1+¢e) = [W(z; —a1) + O(e)]
X > AL (@ + e)bu(;) [by(zi) + € Vb () + O(%)] . (3.38)

p,v=1

In beiden Fillen muf die Matrix A~! an der Stelle x; + &€ bestimmt werden

A (e +e) = Z W(x; +e — x;)b,(x;)by, (x;)

1=1

(3.39)
= Wi(e)by ()b, (1) + By (1 +€)

wobei im zweiten Teil der Gleichung der Term mit W (e) abgespalten und
die Matrix B mittels

Bu(mi+e)=Y W(mi+e —x:)bu(m:)by(z:) (3.40)

i=1,

il

definiert wurde. Da die Matrix B nun keine singuldren Terme mehr enthilt
(auch im Grenzfall € — 0), 14t sich diese problemlos invertieren.

An dieser Stelle hilft die Sherman—Morrison Formel (Press et al. (1992))
weiter, welche einen Zusammenhang zwischen der Inversen einer bekannten
Matrix und der Inversen einer leicht modifizierten Matrix gibt

(A u)®@(w-A")
1+4v-A-1.u

A+uxv) '=A""1— (3.41)

fiir beliebige Vektoren v und v.
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Mit Hilfe dieser Formel 148t sich nun auch die Inverse zur Matrix A bestim-
men

Atz +e) =B,y — ¢z, ¢ Z BB, by (z1)bx(z)) (3.42)

Nz
K,A=1

wobei die Matrix B! an der Stelle z; + € ausgewertet wird. Die Funktion
p(xy,€) ist dabei definiert durch

w(ml,s):% mit o= Y B bu(@)b,(z) . (3.43)

p,v=1

Nachdem die Inversion der Matrix A (x) gekldrt ist, wird nun der urspriing-
lichen Frage nach den Funktionswerten bzw. Ableitungen der Kernfunktion
an den Stiitzstellen nachgegangen. Betrachtet wird zunéchst der Fall 1, wel-
cher die Kernfunktion ¢;(x) an der Stelle ; auswertet. Dazu setzt man das
Ergebnis der Matrixinversion aus Gleichung (3.42) und Gleichung (3.43) in
die angeniherte Kernfunktion aus Gleichung (3.37) ein und erhélt

di(x; +€) = %

B,, LB
+e- 1—|—W ngl u (@) Vb, (x1) + O(e7) (3.44)

Nun ist in der hier betrachteten interpolierenden Approximation die Ge-
wichtsfunktion W (e) eine singuldre Funktion, d.h., sie kann ersetzt werden

durch die modifizierte Gewichtsfunktion W(e) /€%, wobei W(e) regulér bei
e = 0 ist. Betrachtet man nun den ersten Term von Gleichung (3.44), so l4ft
sich dieser unter Verwendung der modifizierten Gewichtsfunktion durch

WEo  We)o
1+W(e)o cotW(e)o

=1+ 0() (3.45)

ausdriicken. Entsprechendes gilt auch fiir den Vorfaktor des zweiten Terms
aus Gleichung (3.44), welcher durch

Wk W)
1+W(e)o eo+W(e)o

=0 1+ 0(e%) (3.46)
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ersetzt wird.

Damit verbleibt fiir die Kernfunktion ¢;(x) an der Stelle x; der Ausdruck

p(mi+e)=1+e-07" Y B, b (x)Vh,(z) + O(%) . (3.47)

=1

Betrachtet man diesen Ausdruck im Grenzfall € — 0, so 14t sich daran un-
mittelbar sowohl der Funktionswert als auch die Ableitung der Kernfunktion
¢i(x) an der Stiitzstelle ; wie folgt ablesen

du(z1) =1 (3.48)

V¢l ml -1 Z B;w .’El .’Bl)Vb ( ) . (3.49)

u,r=1

Betrachtet wird nun der zweite Fall, bei dem die Kernfunktion ¢;(x) an der
Stiitzstelle x; ausgewertet wird, wobei 7 # [ gilt. Wie im Fall 1 wird auch
hier das Ergebnis der Matrixinversion aus den Gleichungen (3.42) und (3.43)
in die approximierte Kernfunktion (3.38) eingesetzt und man erhilt damit

¢j(zi+e€) = [W(wj — @) +(9(6)] X
1 M,
{14—W(5)0 ;1 B, bu(x;)by (z1)+

m

€ - Z @M,,(a:l,s)bﬂ(wj)Vb,,(ml)—l—(’)(62)} ,  (3.50)

Hv=1

wobei die Matrix O(x;, €) fiir den Ausdruck

Ouv(xi,€) = B;Vl T i Z B, 1B b (xy)bx(x) (3.51)
Ky, =1

steht. Diese Matrix entspricht im iibrigen gerade A~'(x; + €).

An dieser Stelle wird wiederum beriicksichtigt, daf es sich hierbei um die in-
terpolierende Approximation handelt, so daf fiir die Gewichtsfunktion W (¢)

die modifizierte Gewichtsfunktion W (¢)/e® substituiert wird. Der Vorfaktor
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des ersten Terms der geschweiften Klammer in Gleichung (3.50) kann folglich
ersetzt werden durch
1 e*

1+ WE)o catWie)o 0+0(%) (3.52)

wihrend der Vorfaktor des zweiten Terms der Matrix ©O(x;, ) durch Glei-
chung (3.46) approximiert werden kann.

Betrachtet man unter diesen Gesichtspunkten die Kernfunktion aus Glei-
chung (3.50) so findet sich der Ausdruck

pi(mi+e)=e-W(xi—x;) > Ou()bu(a;) Vb, () + O(*) (3.53)
mit

Ou(z) =B} — 07! Z B, B\ b (®)ba(z) - (3.54)
K,A=1

Beriicksichtigt man schlieflich den Grenzfall e — 0, folgen fiir Funktionswert
und Ableitung der Kernfunktion ¢;(x) an der Stiitzstelle x; (j # ) die
Ausdriicke

6;(z1) =0 (3.55)

V(@) =W(@ — ;) Y Ou(@)bu(a;) Vo, () (3.56)

p,v=1

Mit Gleichung (3.48) und Gleichung (3.55) wurde hiermit das bereits in
Abschnitt 3.3 vorweggenomme Ergebnis

qsz(wj) = 5,‘_7' (3.57)

fiir das interpolierende Verfahren bestitigt.



Kapitel 4

Moving Least Square als
Kollokationsverfahren

Von diesem Kapitel an werden die Moving Least Square Approximationen auf
Differentialgleichungen angewandt. Zunéchst ist ein Kollokationsverfahren
vorgesehen, bei dem man die zu approximierenden Funktionen und Ope-
ratoren direkt an den Stiitzstellen, den sogenannten Kollokationspunkten,
ausgewertet.

Im ersten Abschnitt soll gekliart werden, wie der Ableitungsoperator beim
nichtinterpolierenden Verfahren auf die Kernfunktion anzuwenden ist und
ob das nichtinterpolierende Verfahren iiberhaupt geeignet ist, Ableitungen
von Funktionen richtig darzustellen. Ein Vergleich des interpolierenden Ver-
fahrens mit dem nichtinterpolierenden Verfahren legt dar, weshalb das in-
terpolierende Verfahren schliefslich vorzuziehen ist. Im folgenden Abschnitt
wird eine Analyse des numerischen Fehlers bei verschiedenen Interpolati-
onsordnungen auf einem regelmifigen Gitter durchgefiihrt. Anschlieffend
sind Anwendungen auf konkrete Differentialgleichungen vorgesehen. Diese
beschrinken sich auf die Advektionsgleichung und die hydrodynamischen
Gleichungen idealer Fluide. Es folgt ein Einschub, der die numerische Um-
setzung des Kollokationsverfahrens exemplarisch vorstellt. Den Abschluf
bilden numerische Simulationen der Advektionsgleichung, sowie den hydro-
dynamischen Gleichungen.

32
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4.1 Ableitungen

In diesem Abschnitt wird zunéichst die Frage diskutiert, wie der Ableitungs-
operator auf eine Funktion anzuwenden ist. Dabei unterscheidet man zwi-
schen zwei Fillen, je nachdem wie die Reihenfolge von Limes und Ableitung
beziiglich der Kernfunktion ist. Aufser numerischen Schwierigkeiten zeigen
sich jedoch nur geringe Unterschiede zwischen den beiden Fillen.

Anschliefsend findet ein Vergleich des interpolierenden und des nichtinterpo-
lierenden Verfahrens statt. Anhand zweier Funktionen verschiedener Eigen-
schaften kann dargelegt werden, daf das nichtinterpolierende Verfahren fiir
steile Gradienten ungeeignet ist. Daher wird am Ende des Abschnittes das
nichtinterpolierende Verfahren verworfen und fiir die weiteren Untersuchun-
gen nur das interpolierende Verfahren verwendet.

4.1.1 Bestimmung der Ableitung

Als Vorbereitung auf die folgenden Betrachtungen soll zunichst bei dem
nichtinterpolierenden Verfahren geklirt werden, wie der Ableitungsoperator
auf eine zu approximierende Funktion f : R®™ — IR anzuwenden ist. Die
Beschrinkung auf den nichtinterpolierenden Fall ergibt sich aus der Ein-
fachheit der Durchfiihrung, da auf Singularititen der Gewichtsfunktionen
keinerlei Riicksicht genommen werden mufs.

Aus der Definition der Approximation dieser Funktion, welche sich aus Glei-
chung (3.22)

@)=Y fi bu(a) (4.)

ergibt, folgt unmittelbar die Ableitung der Funktion als
N
i=1

Die aufgeworfene Frage, wie der Ableitungsoperator auf eine Funktion anzu-
wenden ist, reduziert sich aufgrund dieser Gleichung auf die Problemstellung,
wie die Ableitung der Kernfunktion zu verstehen ist. Dies l14#t sich nicht un-
mittelbar beantworten, da die globale Approximation einer Funktion nach
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Formel (3.21) der Limes einer lokalen Approximation ist. Das bedeutet auch,
dafs die globale Kernfunktion ¢;(x) als Limes einer lokalen Kernfunktion zu
verstehen ist, also

6i(@) = lim 6s(¢,@) = lim W(E — i) 3 AZN(E) bu(ws) by() . (43)

p,v=1

Aus Gleichung (4.2) ist zu erwarten, daf der Gradient der Kernfunktion der
Gleichung

Véile) = V lim ¢i(6,) (4.4)

geniigt. Dies ist jedoch nicht die einzige Md&glichkeit, wie die Ableitung de-
finiert werden kann. Es ist durchaus denkbar, daff die im letzten Kapitel
erwahnte ,,moving“—Prozedur erst nach Anwendung des Gradienten durch-
gefiihrt wird, was zu dem Ausdruck

Voi(x) = Jm Vi(€;x) (4.5)

fiihrt. Welche der beiden Formulierungen die bessere Approximation des
Gradienten einer Funktion liefert, mufs das numerische Experiment entschei-
den.

Dies soll nun im eindimensionalen Fall an der Funktion f(z) = exp(—7z?)
(Abbildung 4.1) untersucht werden. Zun&chst wird der nichtinterpolieren-
de Fall behandelt. Die Ergebnisse sind in den Diagrammen der Abbildung
4.2 bei einer regelméfigen Stiitzstellenverteilung (100 Stiitzstellen im Inter-
vall [-1,1]; Breite der Kernfunktion A = 0.16) dargestellt. Auf der linken
Seite ist fiir die lineare Interpolation (M = 2) und kubische Interpolation
(M = 4) jeweils der absolute Fehler in der Ableitung, die mit Gleichung
(4.5) berechnet wurde, abgebildet. Auf der rechten Seite der Abbildung sind
die entsprechenden absoluten Fehler unter Verwendung von Gleichung (4.4)
dargestellt.

Betrachtet man die lineare Interpolation und die kubische Interpolation sepa-
rat, so scheint kein grofier Unterschied zwischen den beiden Formulierungen
zu bestehen.

Vergleicht man jedoch die lineare und die kubische Interpolation direkt mit-
einander, so findet man das zunéchst iiberraschende Ergebnis, daf der Fehler
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Abb. 4.1: Dargestellt ist links die Funktion f(z) = e~"®", rechts ihre Ablei-
tung.
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Abb. 4.2: Absoluter Fehler des nichtinterpolierenden Verfahrens bei 100
Stiitzstellen. Dargestellt ist die Abweichung der durch das Verfahren be-
rechneten Ableitung von der analytisch gegebenen aus Abbildung 4.1 rechts.
Links der Fehler nach Gleichung (4.5), rechts der Fehler nach Gleichung (4.4)
fiir M = 2 (oben) und M = 4 (unten).
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bei der kubischen Interpolation grofer ist als derjenige bei der linearen Inter-
polation. Die Erklarung liegt in der numerischen Umsetzung, speziell der In-
versionsroutine der Basisfunktionenmatrix A (x) aus Gleichung (3.23). Ob-
wohl die Matrix A positiv definit ist, wie im letzten Kapitel bereits gezeigt,
ist dies bei der kubischen Interpolation numerisch nicht mehr erfiillt. Das
ist ein bekanntes Problem bei der numerischen Umsetzung von Least Square
Aufgaben (Press et al. (1992)), speziell wenn die Konditionszahl (Verhélt-
nis von groftem Eigenwert zu kleinstem Eigenwert) der dort auftretenden
Matrizen sehr grof wird. Das bedeutet, daft zur Inversion dieser Matrix die
iiblicherweise verwendete LU-Zerlegung von A ein falsches Ergebnis liefert.
Um dieses Problem zu umgehen, wurde die Matrix A alternativ mittels Sin-
gular Value Decomposition (SVD) (Press et al. (1992)) in zwei orthogonale
Matrizen und eine Diagonalmatrix, welche die Eigenwerte dieser Matrix ent-
hilt, zerlegt. Da die Eigenwerte nun bekannt sind, werden diejenigen unter
ihnen, welche ein negatives Vorzeichen haben, manuell ersetzt. Dieses Vorge-
hen birgt natiirlich ein entsprechendes Fehlerpotential. Jedoch hélt es sich
in Grenzen, da die negativen Eigenwerte gegeniiber den anderen einen zu
vernachlissigenden absoluten Wert annehmen.

Bei der linearen Interpolation ergibt sich sowohl bei Verwendung von Glei-
chung (4.5) als auch bei Verwendung von Gleichung (4.4) kein Unterschied
von SVD und LU—Zerlegung. Anders sieht es jedoch bei der kubischen Inter-
polation aus. Verwendet man Gleichung (4.5), so reduziert sich der Fehler
von etwa 0.026 bei SVD auf etwa 6.8 - 107° bei der LU-Zerlegung. Da-
her scheint die LU-Zerlegung klar im Vorteil zu liegen, dal dem aber nicht
so ist, zeigt der Vergleich bei Anwendung der beiden Verfahren auf Glei-
chung (4.4). Die Ableitung einer Funktion kann in diesem Fall zwar durch
SVD dargestellt werden, jedoch treten bei Verwendung der LU-Zerlegung
grofe Abweichungen der numerischen Approximation von der analtisch be-
rechneten Ableitung auf. Fazit: Aufgrund des geringeren Fehlers wird die
Ableitung der Kernfunktion nach Gleichung (4.4) bevorzugt.

Auch im Falle des interpolierenden Verfahrens wird aufgrund der gemachten
Erfahrungen fiir die Ableitung der Kernfunktion Gleichung (4.4) verwen-
det. Allerdings gerdt man bei diesem Verfahren nicht in die oben genannten
Schwierigkeiten, da die singuldren Eigenwerte durch den Algorithmus, wel-
cher in Abschnitt 3.4.3 vorgestellt wurde, bereits aus der Matrix A analy-
tisch eliminiert wurden. Die Inversion der verbleibenden Matrix stellt kein
numerisches Problem dar.



4.1. Ableitungen 37

4.1.2 Vergleich der Formulierungen

In diesem Abschnitt soll ein direkter Vergleich zwischen der interpolieren-
den und der nichtinterpolierenden Formulierung Aufschluft geben, welcher
der beiden Ansitze der geeignetere zur Simulation von Differentialgleichun-
gen, speziell der hydrodynamischen, ist. Dieser Vergleich wird anhand zwei-
er Funktionen vorgenommen, bei denen jeweils, wie bereits im letzten Ab-
schnitt, der absolute Fehler in den Ableitungen miteinander verglichen wird.
Zunichst betrachtet man die schon oben verwendete glatte Funktion f(z) =
exp(—7z%) auf dem Intervall [—1,1] mit 100 Stiitzstellen. Die Ergebnisse
des nichtinterpolierenden Verfahrens in Abbildung 4.2 werden mit denen des
interpolierenden Verfahrens in Abbildung 4.3 verglichen.
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Abb. 4.3: Absoluter Fehler des interpolierenden Verfahrens bei 100 Stiitz-
stellen. Dargestellt ist die Abweichung der durch das Verfahren berechneten

Ableitung von der analytisch gegebenen aus Abbildung 4.1 rechts. Links ist
das Ergebnis fiir M = 2, rechts fiir M = 4.

Fiir die lineare Interpolation, also M = 2, scheint das nichtinterpolierende
Verfahren im Vorteil zu liegen. Dieser Vorteil schmilzt jedoch bei der kubi-
schen Interpolation (M = 4) deutlich. Der Grund liegt natiirlich auch an
der Problematik der numerischen Inversion der Matrix A, welche schon im
letzten Abschnitt besprochen wurde.

Als zweites Beispiel werden anhand der Funktion
1 2
f(@) =5 {1+ tanh [10%(z — 0.4)] } e~ [(2=0-4)/02] (4.6)

die beiden Formulierungen verglichen. Die Funktion und ihre Ableitung
sind in der Abbildung 4.4 dargestellt. Der steile Gradient, welcher iiber eine
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Lingenskala von 1073 geht, stellt ein geeignetes Modell fiir einen Schock
dar, der durch kiinstliche Viskositdt ausgeschmiert ist. Die Approximatio-
nen sollten sowohl diesen steilen Gradienten als auch den glatten Teil, der
durch den Gaufs’schen Term verursacht wird, gut approximieren kénnen. Die
numerischen Ergebnisse des interpolierenden Verfahrens sind in Abbildung
4.5 dargestellt. Die 100 verwendeten Stiitzstellen sind regelmifig auf dem
Intervall [0,1] angeordnet, und die Tragerbreite der Kernfunktionen betragt
h = 0.05 bei linearer Interpolation und A = 0.07 bei kubischer Interpolation.
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Abb. 4.4: Dargestellt ist links die Funktion aus Gleichung (4.6), rechts ihre
Ableitung.

Auch bei der oben dargestellten glatten Exponentialfunktion reduziert sich
der Fehler erwartungsgeméafs bei der kubischer Interpolation gegeniiber der
linearen Interpolation. Die grofen Fehler in der Umgebung des steilen Gradi-
enten rithren hauptséchlich von der endlichen Ausbreitung der Kernfunktion
her. Verwendet man eine dichtere Punkteverteilung um diesen steilen Gradi-
enten herum und damit eine kleinere Breite der Kernfunktion, so wird auch
die Auflésung dieses Gradienten wesentlich besser.

Fin anderes Ergebnis liegt bei dem nichtinterpolierenden Verfahren vor. Ob-
wohl die Funktion selbst gut approximiert wird, stimmt dies nicht mehr bei
der Ableitung. Die approximierte Ableitung zeigt wilde Oszillationen iiber
das ganze Intervall hinweg — das Verfahren kann keine steilen Gradienten
reproduzieren. Dies schrinkt die Verwendbarkeit des nichtinterpolierenden
Verfahrens drastisch ein, denn speziell in der Hydrodynamik, in der mit
Schockwellen gerechnet werden muf, ist dieses Verfahren daher véllig unge-
eignet.
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Abb. 4.5: Auf der linken Seite ist die Approximation der Ableitung der
Funktion aus Gleichung (4.6) fiir M = 2 (oben) und M = 4 (unten) dar-
gestellt. Die rechten Seite bildet den dazugehdrigen absoluten Fehler dieser
Approximation bei 100 Stiitzstellen ab.

Um diese Problematik zu umgehen, schlagen Belytschko et al. (1996) in ei-
nem verwandten Verfahren die Anwendung einer sogenannten Diffraction
Method vor. Sie besteht darin, die Unstetigkeitsstellen durch Modifikation
der Gewichtsfunktion zu umgehen. Allerdings stellt dieses Vorgehen einen
erheblichen Mehraufwand dar. Die Verallgemeinerung auf dreidimensionale
Probleme ist ebenfalls noch nicht geklirt. In der vorliegenden Arbeit hinge-
gen wird aufgrund des erheblichen Mehraufwandes bei der Berechnung der
Interpolationswerte im folgenden das nichtinterpolierende Verfahren fallen-
gelassen und bei den Simulationen nur auf das interpolierende Verfahren
zuriickgegriffen.
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4.2 Fehleranalyse

Im letzten Abschnitt wurde der nichtinterpolierende Fall fiir Belange, die in
dieser Arbeit betrachtet werden, ausgeschlossen. Daher ist die Fehleranalyse
nur fiir den interpolierenden Fall von Relevanz. Des Weiteren wird fiir die
Fehleranalyse der Ubersichtlichkeit halber nur auf den eindimensionalen Fall
zuriickgegriffen. Da eine unregelmifiige Stiitzstellenverteilung zu keiner gut
interpretierbaren Fehlerabschitzung fiihrt, wird in diesem Abschnitt nur der
Fall einer regelméfigen Stiitzstellenverteilung betrachtet.

Untersucht wird zunéichst die Approximation in linearer Interpolation, also
der Fall M = 2. Um die Eindeutigkeit der Interpolation zu garantieren,
miissen neben der zentralen Stiitzstelle noch mindestens zwei weitere Stiitz-
stellen im Triger der Gewichtsfunktion liegen. Dies folgt aus der symme-
trischen Anordnung der Stiitzstellen. Die minimale Anzahl der im Tréger
der Gewichtsfunktion enthaltenen Stiitzstellen bei linearer Interpolation sind
demnach drei Stiitztellen. In diesem Fall reduziert sich die Summation iiber
die Stiitzstellen bei Bestimmung der Ableitung einer Funktion f(z) auf drei
Terme, also

Zfz = firrdi_1 (@) + figy (@) + frrr i (z) - (4.7)

Bestimmt man die Ableitungen der Kernfunktionen aus den Formeln in Ab-
schnitt 3.4.3 an der Stelle x;, so reduziert sich diese Gleichung auf

f'(1) 22 (fi41 = fi-1) - (4.8)

Fiir eine regelméfige Stiitzstellenverteilung, wie sie auch hier vorliegt, ist
diese Formel aus dem Differenzenverfahren bekannt. Sie stellt die zentrale
Differenz der Ordnung O(Az?) mit all ihren Vor— und Nachteilen dar. Da-
her ist auch unter diesen Bedingungen die Approximation von der Ordnung

O(Az?).

Erweitert man den Triger der Gewichtsfunktion, so daf in ihm nun anstelle
von drei Stiitzstellen fiinf Stiitzstellen enthalten sind, so folgt fiir die Ablei-
tung der Funktion f(z) an der Stelle z; die Gleichung

F@) = gx i = o)+ T oas

I|2

(five = 2f141 +2f1—1 — fi—2)
(4.9)
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wobei die Konstante c fiir das Verhéltnis W (Az) /W (2Azx) der Gewichtsfunk-
tionen steht. Um hier die Ordnung des Verfahrens zu bestimmen, betrachtet
man die beiden Terme auf der rechten Seite von Gleichung (4.9) separat. Der
erste Term steht wie oben fiir die zentrale Differenz der ersten Ableitung und
ist von der Ordnung O(Az?). Die Bedeutung des zweiten Terms erschliefit
sich aus der Vorwirtsdifferenz Az? " (z;) = fi — 2fi+1 + fir2 und der Riick-
wartsdifferenz Axz?f"(z;) = fi_o — 2fi_1 + fi der zweiten Ableitungen der
Funktion f(z) an der Stelle z; im Differenzenverfahren. Sowohl die Riick-
wirtsdifferenz als auch die Vorwértsdifferenz sind von der Ordnung O(Ax).
Subtrahiert man die Vorwirtsdifferenz von der Riickwértsdifferenz, so erhélt
man genau den zweiten Term in Klammern der Gleichung (4.9), multipli-
ziert mit Az. Umgekehrt bedeutet dies jedoch, daf der zweite Term von
Gleichung (4.9) in der Ordnung O(Az?) Null ist. Daher bleibt auch unter
diesen Bedingungen die Ordnung O(Az?) der Approximation erhalten.

Bei der quadratischen Interpolation, also M = 3, dndert sich wegen der
symmetrischen Anordnung der Stiitzstellen gegeniiber der linearen Interpo-
lation (M = 2) nichts. Der Fehler ist demnach auch in diesem Falle von der

Ordnung O(Az?).

Betrachtet man jetzt den Fall der kubischen Interpolation (M = 4), so
miissen neben der zentralen Stiitzstelle mindestens vier weitere Stiitzstellen
im Trager der Gewichtsfunktion liegen, um die Eindeutigkeit der Interpola-
tion zu garantieren. Entsprechend zu dem linearen Fall ergibt sich fiir die
Ableitung die Approximation

1

f'(z) = m(ﬁ—z — 8f1+1 +8fi41 — fiye) - (4.10)

Diese Gleichung 14Rt sich als zentrale Differenz der Ordnung O(Az*) inter-
pretieren.

Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, daf die hier behan-
delte Abschitzung des numerischen Fehlers der Approximation unter der
idealen Annahme einer reguléren Stiitzstellenverteilung besteht. Fiir eine
irreguldre Stiitzstellenverteilung ist die Ordnung des Verfahrens nicht mehr
so einfach zu bestimmen. Numerische Experimente legen jedoch die Vermu-
tung nahe, daf sich in diesem Fall die Ordnung der Approximationen um
mindestens Ax verringert.
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4.3 Die Advektionsgleichung

Bisher wurden nur allgemeine Betrachtungen iiber die Moving Least Square
Methode als Kollokationsverfahren durchgefiihrt. Nun soll in diesem Ab-
schnitt das Verfahren konkret auf eine Differentialgleichung angewandt wer-
den. Im Hinblick auf die im nichsten Abschnitt folgenden hydrodynamischen
Gleichungen ist die eindimensionale Advektionsgleichung mit zeitunabhingi-
gem aber ortlich variablem Geschwindigkeitsfeld a(z) vorgesehen

9 ol 1) + o [a(a)elz, )] =0 (4.11)

Als Approximation fiir Dichte o(z, t) verwendet man den Moving Least Squa-
re Ausdruck

o) =} 0ilt) di(e) - (4.12)

Der Advektionskoeffizient a(z) wird, obwohl er analytisch gebenen ist, eben-
falls entwickelt, also

a(zr) = Zai oi(z) . (4.13)

Dieses Vorgehen griindet vor allem darauf, daf dadurch ein Vergleich mit
der Diskretisierung der Kontinuitétsgleichung (2.3) leichter fillt. In den
Simulationen findet sich kein Unterschied, ob dieser Advektionskoeffizient
wie oben entwickelt wird oder nicht.

Mit diesen Approximationen und der Bedingung ¢;(x;) = d;; fiir das interpo-
lierende Verfahren (Gleichung (3.26)) findet man fiir die Advektionsgleichung
(4.11) die Diskretisierung

b0+ Y a0, (0 +60:0] -die) =0 . (114)

4.4 Die hydrodynamischen Gleichungen

Die Diskretisierung der Advektionsgleichung gibt bereits einen recht guten
Eindruck, wie die Moving Least Square Approximationen auf Differential-
gleichungen anzuwenden sind. Nun soll in diesem Abschnitt das Verfahren
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auf die hydrodynamischen Gleichungen angewandt werden. Dabei ist zu be-
achten, dafs hier nur die Gleichungen des idealen Fluids behandelt werden,
also samtliche Viskositatsterme zu vernachldssigen sind.

4.4.1 Die Kontinuitiatsgleichung

Ausgangspunkt der Herleitung fiir die Approximationen der hydrodynami-
schen Gleichungen ist die Kontinuitétsgleichung (2.3) bzw.

do . .. B
ot + div(pv) =0 . (4.15)

Da in dieser Gleichung die unbekannten Grofen die Dichte p und die Ge-
schwindigkeit v sind, werden diese nun geméf des Mowving Least Square Ver-
fahrens folgendermafien angesetzt

N

o(x,t) = Z 0i(t) ¢i(x) (4.16)

1=1

und

v(z,t) = Zvi(t) ¢i(z) (4.17)

An dieser Stelle wird deutlich, wie das vorliegende Verfahren eine Separati-
on des Zeitanteils und des Ortsanteils vornimmt, so daff aus der partiellen
Differentialgleichung (4.15) eine gewohnliche werden wird. Dabei geht man
wie folgt vor: Zunichst werden die Approximationen (4.16) und (4.17) in
die Kontinuitétsgleichung (4.15) eingesetzt und anschliefend an einer belie-
bigen Stiitzstelle ausgewertet. Damit erhélt man unter Beriicksichtigung der
Relation ¢;(x;) = d;; die folgende Approximation zur Kontinuitétsgleichung

N

éi + Z(gjvi + Qi’vj) . quj ($Z) =0 . (418)
j=1

4.4.2 Die Impulsgleichung

Die Kontnuitétsgleichung beinhaltet noch eine Unbekannte, die Geschwin-
digkeit v. Um diese zu bestimmen, werden die Bewegungsgleichung bzw. die
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Euler—-Gleichungen in der Form von Gleichung (2.7) herangezogen

0

a(gv) + div(pvv) = -Vp . (4.19)
Das entsprechende Vorgehen, wie bereits fiir die Kontinuitétsgleichung dar-
gelegt, liefert die Gleichung

N

0
a(givi) + Z(iji + 0iv;) v;i - V(i)
=1

(4.20)
‘|‘Qz’UzZ'UJ V¢J x;) = ZPJV¢J (x5)

7j=1

wobei an dieser Stelle auch fiir den Druck die Approximation

z) =) pidi(@) (4.21)

Verwendung findet. Die Koeffizienten p; konnen durch die Zustandsgleichung
bestimmt werden.

Da aber in Gleichung (4.20) der Differentialoperator beziiglich der Zeit ¢
auf das Produkt von Dichte— und Geschwindigkeitskoeffizienten angewandt
wird, subtrahiert man von (4.20) die mit v; durchmultiplizierte diskrete
Kontinuitétsgleichung (4.18). Damit folgt als Differentialgleichung fiir die
Geschwindigkeitskoeffizienten

szz+gzvzzv] v¢g mz = ijvqu mz) . (422)

Jj=1 Jj=1

4.4.3 Die Energiegleichung

Bei Fluiden, bei denen die innere Energie € zur Beschreibung des Bewegungs-
ablaufes eine wesentliche Rolle spielt, wird diese durch die Differentialglei-
chung (2.15) bzw.

% +div(ewv) + pdive =0 (4.23)
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beschrieben. Damit ist eine weitere Grofe, die innere Energie, gemift der
Approximationsvorschrift

e(x,t) = Zei(t) di(x) (4.24)

anzusetzen.

Folgt man dem Vorgehen bei den bereits behandelten Gleichungen, so folgt
aus der Differentialgleichung fiir die innere Energie deren Diskretisierung

N N
éi + Z(sjvi + 5i'Uj) . ngj (331) + p; Z’Uj . ngj (331) =0 . (425)

j=1 j=1

Dies ist jedoch nicht die einzige Moglichkeit, wie die hydrodynamischen Glei-
chungen an das Schema angepafst werden kénnen. So ist zum Beispiel auch
die Verwendung der Flufifunktionen J = pv anstelle der Geschwindigkeit v
moglich. Diese Anwendung fiihrt dann formal zu einer konservativen For-
mulierung der Gleichungen. Welche Formulierung sich am Ende als besser
erweist, kommt auf das konkrete Anwendungsbeispiel an. Gerade bei den
nachfolgenden Stofirohrsimulationen findet man, daff die Niveaus der Dichte
oder spezifischen inneren Energie bei Verwendung der konservativen Formu-
lierung etwas besser reprasentiert werden.

4.5 Numerische Implementierung

Dieser Abschnitt dient in erster Linie dazu, vorzustellen, wie die Mowving
Least Square Methode numerisch umgesetzt werden kann. Dies findet hier
am Beispiel des Kollokationsverfahrens statt, jedoch dndert sich fiir die in
den folgenden Kapiteln betrachteten Verfahren wenig. Die prinzipielle Pro-
grammstruktur, wie sie hier prisentiert wird, bleibt erhalten; es sind nur
noch wenige Groéfien, wie beispielsweise die Volumina, zusétzlich zu berech-
nen — doch dazu mehr in den folgenden Kapiteln.

Nach einer kurzen Einfiihrung, welche die prinzipielle Programmstruktur
vorstellt, wird auf spezielle Probleme bei der Implementierung genauer einge-
gangen. Dazu gehort zum einen die Verwendung einer kiinstlichen Viskositat
zur Dampfung von Oszillationen in der Umgebung von Unstetigkeitsstellen
und zum anderen die Nachbarschaftssuche, die vor allem bei mehrdimensio-
nalen Problemen die Rechenzeit signifikant senken kann.
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4.5.1 Programmstruktur

Prinzipiell besteht das Programm aus vier separaten Hauptteilen, welche
nun kurz vorgestellt werden.

Der erste Teil, die Initialisierungsroutine, setzt die Parameter der Simula-
tion. Dort werden also neben der Stiitzstellenverteilung die Entwicklungs-
koeffizienten der Moving Least Square Approximation einer vorgegebenen
Anfangsverteilung festgelegt.

Im zweiten Teil werden die Ableitungen der Kernfunktion bestimmt. Dies
ist im Kollokationsverfahren, bei dem die Stiitzstellen sich zeitlich nicht
verdndern, nur einmal notwendig. Beim Galerkin—Verfahren des folgenden
Kapitels ist dies ebenfalls nur einmal no6tig, wiahrend beim Lagrangeschen
Verfahren aus Kapitel 6 die Berechnung der Ableitungen nach jedem Zeit-
schritt vorgenommen werden mufs. Die Gleichungen zur Berechnung der
Ableitungen fiir das in dieser Arbeit verwendete interpolierende Verfahren
finden sich im Abschnitt 3.4.3.

Der dritte Teil ist fiir die Zeitintegration verantwortlich. Es existieren in der
Literatur eine Reihe verschiedener numerischer Verfahren, um ein System
gewOhnlicher Differentialgleichungen zu integrieren. Der Vergleich diverser
Verfahren wurde in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt, da die Eigenschaften
dieser Verfahren bereits in der Literatur (Hirsch (1988)) ausfiihrlich dar-
gestellt sind. Aus Abschnitt 4.2 ist jedoch ersichtlich, daff ein explizites
Euler—Verfahren fiir die Zeitintegration zu numerischen Instabilitdten fiihrt
(Ferziger (1981)). Um dies zu umgehen, wurde ein sogenanntes Leap—Frog
Verfahren benutzt, bei dem der Zeitschritt bereits im vorhinein festgelegt ist;
es hat die in dieser Arbeit ausreichende Ordnung O(At?). Dies ist jedoch
nur bei einfachen Stromungen, wie sie in dieser Arbeit betrachtet werden,
moglich. Bei schwierigeren Stromungen ist eine adaptive Anpassung des
Zeitschrittes, die etwa durch die Courant-Bedingung gesteuert wird, unum-
ganglich.

Der vierte Teil schliefilich behandelt die Ausgabe der berechneten Daten.

4.5.2 Kiunstliche Viskositat

Fin grofses Problem numerischer Simulationen von nichtlinearen Differential-
gleichungen ist das Auftreten von Unstetigkeiten in den Losungsfunktionen.
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Gerade bei den Euler—Gleichungen sind Schockfronten, also Unstetigkeiten in
Dichte, Geschwindigkeit, Druck und innerer Energie hiufig anzutreffen. Un-
stetigkeiten fiihren jedoch zum Auftreten numerischer Instabilitdten (Hirsch
(1988)). So konnen in der numerischen Loésungsfunktion grofe unphysikali-
sche Postschock-Oszillationen auftreten, die zu vermeiden oder wenigstens
zu ddmpfen sind. Dies erfolgt iiblicherweise durch die Verwendung unphysi-
kalischer Viskositdtsterme, die den entsprechenden Gleichungen hinzugefiigt
werden.

Es wird generell zwischen zwei Arten der kiinstlichen Viskositit unterschie-
den. Zum einen ist dies die kiinstliche Volumenviskositit

Pa = —apcgldivy (4.26)

wobei der Parameter « frei wihlbar ist und experimentell den Gegebenheiten
anzupassen ist. In den folgenden Simulationen des eindimensionalen Stof-
rohres liegt dieser Parameter bei etwa 1.0. Aus Dimensionsgriinden wurde
neben der Dichte p noch eine typische Lange [ eingefiihrt, welche iiblicherwei-
se mit der Trigerbreite der Kernfunktion identifiziert wird. Ebenso erklirt
sich das Auftreten der lokalen Schallgeschwindigkeit cg.

Den Namen erhilt diese Art kiinstliche Viskositédt durch einen Vergleich mit
den Viskositidtstermen der Navier—Stokes—Gleichungen. Addiert man den
Ausdruck (4.26) zum Druck in den Euler-Gleichungen, so entsteht durch
den in den Euler—Gleichungen auftretenden Druckgradienten ein Term, der
der Volumenviskositét in den Navier-Stokes—Gleichungen &hnelt.

Die zweite Art der kiinstlichen Viskositét ist die sogenannte von Neumann—
Richtmyer—Viskositit

ps = Bo*1*(divw)? | (4.27)

wobei (3, entsprechend zum Parameter a der kiinstlichen Volumenviskositét,
ein frei wihlbarer Parameter ist. In den folgenden Simulationen nimmt die-
ser Werte im Bereich vn 1.0 bis 2.0 an. Die weiteren Groéfsen werden, wie
bei der kiinstlichen Volumenviskositit, aus Dimensionsgriinden eingefiihrt.
Der Ausdruck (4.27) beruht auf den Erfahrungen bei finiten Differenzen-
verfahren, welche diesen Druck bereits zur numerischen Behandlung von
Unstetigkeiten verwenden (Hirsch (1988)).

Da die kiinstliche Viskositdt nur bei Unstetigkeitsstellen wirksam werden
soll, wird die Anwendung dieser auf Orte beschriankt, bei denen divv < 0
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gilt. Demnach wird im Programm der Druck an der Stelle &; durch folgenden
Ausdruck ersetzt

p(x;) + pa(x;) + pg(x;) fiir dive(ze;) <0

p(x;) sonst. (4.28)

p(x;) — {

Diese beiden Terme haben nicht nur den Effekt, die unerwiinschten Post-
schock—Oszillationen zu ddmpfen, sondern vermindern unerwiinschterweise
die Auflésung des Verfahrens im Bereich der Unstetigkeitsstelle. Dies hat zur
Folge, daft die Unstetigkeitsstelle {iber einen Bereich ausgeschmiert wird, der
mit den Parametern o und 3 ansteigt. Fiir die numerischen Simulationen
gilt es daher bei der Festlegung dieser Parameter zwischen der Auflésung des
Verfahrens und den Oszillationen abzuwégen.

4.5.3 Nachbarschaftssuche

Wie die Gleichungen aus Abschnitt 3.4.3 darlegen, treten beispielsweise
zur Berechnung der Ableitung von Kernfunktionen Doppelsummen iiber die
Stiitzstellenanzahl auf. Man spricht daher von einem N?2-Algorithmus, wo-
bei N die Anzahl der Stiitzstellen ist. Dies stellt bei einer kleinen Anzahl von
Stiitzstellen noch kein Problem dar. Verwendet man jedoch sehr viele Stiitz-
stellen, wie es gerade bei mehrdimensionalen Anordnungen vorkommt, so
wird die Rechenzeit nicht mehr akzeptabel. Daher ist es notwendig, dafs bei
den Summationen nur diejenigen Summanden berechnet werden, die einen
nichtverschwindenden Anteil zur Summe beitragen. Dies sind diejenigen
Stiitzstellen, welche im Trager der auszuwertenden Stiitzstelle enthalten sind.
Man spricht in diesem Fall von Nachbarstiitzstellen. Einer Moglichkeit der
Umsetzung dieser Idee ist, sich eine List aller Nachbarn einer Stiitzstelle an-
zulegen, auf die dann wihrend der Simulation immer wieder zuriickgegriffen
werden kann.

Bei einer reguldren Anordnung der Stiitzstellen ist es kein Problem, eine sol-
che Liste zu erstellen. So vergleicht man die Gitterweite mit der Tréagerbrei-
te der Gewichtsfunktion und entscheidet, welche Stiitzstellen in die Summe
mit eingeschlossen werden sollen. Ein Vorteil von Moving Least Square soll-
te jedoch die irregulire Anordnung der Stiitzstellen sein. In diesem Falle
miissen Verfahren entwickelt werden, die mdglichst effizient alle Nachbarn
einer Stiitzstelle auffinden.
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Beim Aufbau solch einer Liste liegt es nahe, den Wechselwirkungsradius ei-
ner Stiitzstelle mit den Abstédnden sdmtlicher anderer Stiitzstellen zu verglei-
chen. Dabei werden aber nur diejenigen Stiitzstellen in die Liste einbezogen,
deren Abstéinde kleiner sind als die Tragerbreite der Gewichtsfunktion dieser
einen Stiitzstelle. Das Verfahren ist jedoch dufserst aufwendig, da fiir jede
Stiitzstelle der Abstand zu allen anderen Stiitzstellen bestimmt werden mufs.
Dies hat zur Folge, daf es sich wiederum um einen N2-Algorithmus handelt,
den es ja zu vermeiden galt.

Eine deutliche Verbesserung in der Rechenzeit ergibt sich beispielsweise
durch Verwendung verketteter Listen (linked lists). Dabei legt man iiber
das Simulationsgebiet ein regelméfiges Hilfsgitter, in welches zunichst alle
Stiitzstellen einzuordnen sind (Hockney, Eastwood (1989)). Zugleich werden
alle Stiitzstellen, die in derselben Gitterzelle zu liegen kommen, durch In-
dizes miteinander verkniipft und in einer Liste gespeichert (Flebbe (1994)).
Nachdem dadurch pro Hilfsgitterzelle eine verkettete Liste erzeugt wurde,
kann diese mit Zeigern durchgefahren werden, bis eine Abbruchbedingung
anzeigt, dak ein Ende erreicht ist, sich also keine weiteren Stiitzstellen in
einer Hilfsgitterzelle befinden.

In der Nachbarschaftssuche wird dann fiir jede Stiitzstelle nur der Bereich
des Hilfsgitters untersucht, in dem die moéglichen Wechselwirkungspartner
liegen. Da das Hilfsgitter regelméfig angeordnet ist, werden nur die Zellen
beriicksichtigt, welche sich von der Stiitzstelle mit maximal der Trigerbreite
entfernt liegen.

Eine weitere in der Literatur bekannte Moglichkeit der Nachbarschaftssu-
che ist die Verwendung hierarchischer Baumstrukturen. Da diese jedoch in
der vorliegenden Arbeit keine Verwendung finden, wird auf die Literatur
verwiesen (Pfalzner, Gibbon (1996)).

4.6 Numerische Tests

In diesem Abschnitt werden nun die Eigenschaften und Fahigkeiten der nu-
merischen Implementierung anhand einiger analytischer Testprobleme un-
tersucht.

So wird zunéchst das eindimensionale Advektionsproblem betrachtet. Dies
dient zur Darstellung einiger grundlegender Eigenschaften des Verfahrens
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wie Diffusionsverhalten, Upwind-Problematik und Verhalten bei irregulédren
Gittern. Als erstes physikalisches Beispiel findet das eindimensionale Stofs-
rohr Verwendung. Hier konnen das Verhalten bei steilen Gradienten der
Losungsfunktion und die Eigenschaften der kiinstlichen Viskositdt genauer
untersucht werden. Dabei treten die besonderen Eigenschaften der Mowving
Least Square Methode gerade bei lokalen Verfeinerungen des Gitters deutlich
hervor. Als abschliefendes Beispiel findet sich die zweidimensionale Simu-
lation einer starr rotierenden Gasscheibe, welche sich aufgrund des Drucks
radial ausdehnt.

Fiir die Zeitintegration der Entwicklungsgleichungen findet ein Leap Frog
Integrator, welcher von der Ordnung O(At?) ist, Verwendung.

4.6.1 Die Advektionsgleichung

Als erstes Testbeispiel wird die eindimensionale Advektionsgleichung mit
zeitunabhéngigem aber Ortlich variablem Geschwindigkeitsfeld behandelt.

Zunichst betrachte man Gleichung (4.14) mit konstanter Geschwindigkeit
a(z) = 1.0. Als Anfangsverteilung wird die Gauk—Funktion

00(z) = e~50(@+0-5)" (4.29)

angesetzt. Als analytisches Resultat erwartet man, daf diese Funktion ohne
Anderung der Form und Amplitude advektiert wird. In Abbildung 4.6 ist auf
der linken Seite neben der Anfangsverteilung, welche als durchgezogene Linie
dargestellt ist, das numerische Ergebnis zur Zeit 7" = 1.0 wiedergegeben.
Von oben nach unten finden sich die Ergebnisse fiir die lineare Interpolation
(M = 2), quadratische Interpolation (M = 3) und kubische Interpolation
(M = 4) bei jeweils 100 Stiitzstellen.

Wie bereits bei der Fehleranalyse verdeutlicht, gibt es zwischen der linearen
Interpolation und der kubischen Interpolation aufgrund der regelmifigen
Anordnung der Stiitzstellen keinen Unterschied in dem numerischen Ergeb-
nis. Bemerkenswert ist die kleine negative Senke links neben dem Maxi-
mum des numerischen Ergebnisses. Diese resultiert aus der Tatsache, daf
zur numerischen Berechnung des nichsten Zeitschrittes zentrale Differenzen
im Raum Verwendung finden, was ein bekanntes Problem aus der Theorie
der finiten Differenzen ist. Zur Vermeidung der Senke in der numerischen
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Abb. 4.6: Losung des eindimensionalen Advektionsproblems mit vorgege-
benem Geschwindigkeitsfeld a(z) = 1.0 (links) bzw. a(z) = z/(1 + 0.2 22)
(rechts) fiir die Interpolationsordungen M = 2, 3 und 4 (von oben nach
unten). Die durchgezogene Linie ist die jeweilige Anfangsverteilung.

Losung werden bei den finiten Differenzen sogenannte Upwind-Verfahren an-
gewandt. Dies ist hier jedoch nicht ohne weiteres moglich. Beobachtungen
ergeben, daft die Senke verschwindet, wenn man die Auflésung durch Ver-
wendung einer grofieren Stiitzstellendichte erhoht. Auch eine Erh6hung der
Ordnung des Verfahrens kann zum gewiinschten Ergebnis fiihren, wie die
kubische Interpolation in Abbildung 4.6 zeigt.
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Das zweite Testbeispiel behandelt die Advektionsgleichung mit einem raum-
lich variablen, jedoch zeitlich konstanten Geschwindigkeitsprofil

a(z)

Z

T 140222 (4.30)

Die Anfangsverteilung wird wiederum durch ein Gauf—Profil bestimmt
oo(z) = 1.5 22 e=6-25(@=1)" (4.31)

Im Gegensatz zum vorigen Testbeispiel ist zu erwarten, daf sich hier die
Anfangsverteilung sowohl in der Form als auch in der Amplitude &ndert.
Ein analytisches Resultat kann nicht angegeben werden, jedoch laft sich
eine Referenzlosung durch Verwendung Finiter Differenzen numerisch sehr
genau bestimmen. In Abbildung 4.6 auf der rechten Seite sind neben der
Anfangsverteilung als durchgezogene Linie die numerischen Ergebnisse zu
den Zeiten T' = 2.0 und T' = 4.0 dargestellt. Wiederum finden sich von oben
nach unten die Ergebnisse fiir die lineare Interpolation (M = 2), quadrati-
sche Interpolation (M = 3) sowie der kubischen Interpolation (M = 4). Um
das Profil bei T' = 4.0 aufzul6sen und eventuell auftretende Upwind Proble-
matiken zu vermeiden, wurde die Anzahl der Stiitzstellen auf 150 erhoht.
Die Abbildung zeigt, daf in allen drei Fillen das numerische Ergebnis und
die Referenzlosung mit grofser Genauigkeit {ibereinstimmen und somit auch
rdumlich variable Geschwindigkeitsprofile approximiert werden kénnen.

Ein Vergleich zeigt, dafl die bisher erhaltenen Ergebnisse mit denjenigen,
welche man mittels Finiten Differenzen Verfahren erhilt, {ibereinstimmen,
vorausgesetzt man verwendet zentrale Differenzen. Im Grunde ist dieses
Ubereinstimmung nicht weiter verwunderlich, wie aus der Fehleranalyse 4.2
ersichtlich ist. Im Gegensatz zu Verfahren mit Finiten Differenzen jedoch ist
das Moving Least Square Verfahren nicht auf ein reguldres Gitter beschriankt.
Um die Eigenschaften des Verfahrens auf einem irreguldren Gitter zu testen,
wurde die reguldre Anordnung der Stiitzstellen innerhalb eines bestimmten
Prozentsatzes der Gitterweite zufillig gestort. Speziell bei starker Irregu-
laritat erweist es sich als vorteilhaft, wenn nicht mit starren Tragern der
Gewichtsfunktion gearbeitet wird, sondern vielmehr die Breite der Tréager so
angepalt wird, dafs eine bestimmte Anzahl von Stiitzstellen zur Bestimmung
der Kernfunktion beitragen.

In Abbildung 4.7 sind die Ergebnisse fiir die Advektionsgleichung mit kon-
stanter Geschwindigkeit unter der Anfangsbedingung (4.29) dargestellt. Die
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Rechnungen wurden mit 200 Stiitzstellen durchgefiihrt, wobei die Trager der
Gewichtsfunktionen so angepafst wurden, daf sich jeweils sechs Stiitzstellen
darin befinden. Diese Anzahl der Stiitzstellen ist notwendig, um ein eventuell
auftretendes Upwind Problem zu vermeiden.
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Abb. 4.7: Losung des eindimensionalen Advektionsproblems mit konstan-
tem Geschwindigkeitsfeld bei einer irreguldren Anordnung der Stiitzstellen.
Dargestellt sind die Ergebnisse bei maximal 20% Abweichung (links) und
maximal 40% Abweichung (rechts) von der Gleichverteilung fiir die Interpo-
lationsordnungen M = 2, 3 und 4.
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Wie diese Abbildung zeigt, ist bei einer geringen Irregularitit der Stiitz-
stellen (maximal 20% Abweichung von der reguliren Anordnung) kein we-
sentlicher Unterschied zwischen den einzelnen Ordnungen des Verfahrens
ausmachbar. Sowohl bei der linearen als auch bei der quadratischen und bei
der kubischen Interpolation stimmen die numerischen FErgebnisse mit den
analytisch erwarteten iiberein.

Problematischer ist die starke Irregularitdt der Stiitzstellen (maximal 40%
Abweichung von der regulidren Anordnung). Hier findet man bei der linearen
Interpolation erhebliche Abweichungen von der analytischen Losung. Eine
dhnliche Beobachtung wurde kiirzlich bei allgemeinen Betrachtungen von
Kollokationsmethoden angestellt (Fiirst, Sonar (2001)). Diese Abweichun-
gen treten jedoch nicht mehr auf, wenn die Ordnung des Verfahrens erhéht
wird. Sowohl die Ergebnisse bei der quadratischen als auch bei der kubi-
schen Interpolation stimmen wieder sehr gut mit der analytischen Losung
iiberein.

4.6.2 Das eindimensionale Stofsrohr

In diesem Abschnitt werden die hydrodynamischen Gleichungen, welche in
4.4 hergeleitet wurden, im eindimensionalen Fall numerisch geltst. Dies ge-
schieht anhand des eindimensionalen Stofirohres, dessen analytische Losung
im Anhang A aufgezeigt wird.

Bei diesem System handelt es sich um eine Rohre, in der sich zunéchst ein
Diaphragma befindet, welches diese Rohre in zwei Bereiche unterteilt. In
dem einen Bereich befindet sich ein ideales Gas mit hoher Dichte, in dem
anderen ebenfalls ein ideales Gas aber mit geringerer Dichte jeweils in Ru-
he. Die spezifischen inneren Energien der beiden Gase seien identisch. Zum
Startzeitpunkt wird das Diaphragma instantan entfernt. Daraufhin breitet
sich eine Schockwelle in das Medium geringerer Dichte aus und eine Ver-
diinnungswelle in das Medium hoherer Dichte. Zwischen der Schockfront
und der Verdiinnungswelle befindet sich die Kontaktunstetigkeit, bei der
zwar Dichte und spezifische innere Energie eine Diskontinuitit besitzen, je-
doch Druck und Geschwindigkeit ihren Wert nicht dndern.

Es ist zu beachten, dafs im folgenden fiir Grofsen wie Dichte, Geschwindig-
keit, Druck und spezifische innere Energie willkiirliche Einheiten verwendet
werden, es werden also keine physikalischen Einheiten angegeben.
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Wegen den auftretenden Unstetigkeiten in den betrachteten Grofsen ist die
Verwendung einer kiinstlicher Viskositiit, wie sie in Abschnitt 4.5.2 beschrie-
ben ist, in den folgenden Simulationen eine Methode, mit der die uner-
wiinschten und unphysikalischen Effekte, wie Postschock—Oszillationen, ge-
dampft werden. Jedoch wird auf eine Parameterstudie, die aufzeigt, wie man
durch die Anderung der Koeffizienten o und 8 diese Oszillationen beeinflusst
bewufst verzichtet. Vielmehr finden in den hier aufgefiihrten Beispielen nur
Werte Verwendung, welche die Oszillationen hinreichend dampfen.

In Abbildung 4.8 ist neben dem numerischen Ergebnis der Stofrohrsimulati-
on das analytisch berechnete Ergebnis als gestrichelte Linie dargestellt. Von
oben nach unten finden sich jeweils Dichte o(z), Geschwindigkeit v(z), Druck
p(z) und die spezifische innere Energie e(z) zum Zeitpunkt 7" = 1.5. Auf
der linken Seite dieser Abbildung ist das Simulationsergebnis der linearen In-
terpolation, auf der rechten Seite das Ergebnis der kubischen Interpolation.
Auf das Ergebnis der quadratischen Interpolation wurde verzichtet, da —
wie bereits bei der Simulation der Advektionsgleichung — kein Unterschied
zur linearen Interpolation erkennbar ist. Die 500 Stiitzstellen sind in diesen
Simulationen jeweils dquidistant auf dem Simulationsgebiet verteilt. Man
findet zunédchst sowohl bei der linearen als auch bei der kubischen Interpola-
tion eine gute Ubereinstimmung mit der analytischen Losung. Die Verbrei-
terung der Schockfront riihrt daher, daf einerseits die kiinstliche Viskositét
verwendet wird und daf andererseits durch die Breite der Kernfunktion die
Auflésung herabgesetzt wird, wobei der erste Effekt deutlich dominiert. Die
erheblichen Schwingungen hinter der Kontaktunstetigkeit kénnen durch Ver-
stirkung der kiinstlichen Viskositit weiter geddmpft werden. Dieses Vorge-
hen verbreitert jedoch die Stofsfront, so daf ein Ausweichen auf die kubische
Interpolation, bei der mit gleichen Parameterwerten geringere Oszillationen
vorherrschen, empfehlenswert ist.

In Abbildung 4.9 ist das Ergebnis bei einer irreguldren Verteilung der Stiitz-
stellen dargestellt. Wie in Abbildung 4.8 wurden 500 Stiitzstellen in dem In-
tervall [—3, 3] verteilt, in diesem Fall jedoch irreguldr. Entsprechend zu den
Simulationen des Advektionsproblems wurden die Simulationen auf einem
schwach irreguldren Gitter mit maximal 20% Abweichung von der gleich-
méfigen Verteilung der Stiitzstellen und einem stark irregulidrem Gitter mit
maximal 40% Abweichung durchgefiihrt. Desweiteren wurden die Simula-
tionen aus der Erfahrung von Abbildung 4.8 mit der kubischen Interpola-
tion ausgefiihrt. Auch hier findet man eine weitgehende Ubereinstimmung
mit der analytischen Losung des Stofirohrproblems. Die Stoffronten wer-
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Abb. 4.8: Simulation des eindimensionalen Stofirohres. Dargestellt sind

die Ergebnisse fiir die Interpolationsordnungen M = 2 (links) und M = 4
(rechts) mit jeweils 500 Stiitzstellen.
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Abb. 4.9: Simulation des eindimensionalen Stofsrohres mit 500 irregulér
verteilten Stiitzstellen. Dargestellt sind die Ergebnisse bei maximal 20%
Abweichung (links) bzw. 40% Abweichung (rechts) von der Gleichverteilung.
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den richtig wiedergegeben und abgesehen von geringen Schwankungen auch
die Plateaus. Im Gegensatz zu Abbildung 4.8 sind jedoch die Oszillatio-
nen hinter der Kontaktunstetigkeit vergrofert. An dieser Stelle sei auch an
die entsprechende Begriindung beim Advektionsproblem erinnert, bei dem
beliebige Irregularititen praktisch ausgeschlossen wurden.

Solche vo6llig irreguldren Gitter werden in der Praxis kaum verwendet. Viel-
mehr ist man daran interessiert, ein Gitter lokal zu verfeinern. Speziell ist es
bei der Simulation des Stofirohres von Interesse, die steilen Gradienten bei
der Stofsfront und der Kontaktunstetigkeit genauer aufzulésen, wihrend die
Verdiinnungswelle und die unbeeinflufsten Regionen ein weniger feines Gitter
benétigen. So wurde in der néchsten Simulation die Dichte der Stiitzstel-
len im Intervall [0, 1.5] gegeniiber dem Rest des Simulationsgebietes erhoht.
Um durch groke Schwankungen der Stiitzstellendichte auftretende nume-
rische Artefakte zu vermeiden, wurde in einem kleinen Gebiet der Breite
0.1 links und rechts dieses Intervalls die Dichte der Stiitzstellen kontinuier-
lich veréndert, so daf ein stetiger Ubergang der Stiitzstellendichten erfolgt.
In Abbildung 4.10 ist auf der rechten Seite das Ergebnis dieser Simulati-
on dargestellt, wihrend auf der linken Seite eine regulire Anordnung der
Stiitzstellen als Vergleich verwendet wird. In dieser Abbildung ist deutlich
zu erkennen, wie durch die lokale Verfeinerung nicht nur die Unstetigkeiten
wesentlich besser aufgelost wurden, sondern auch die bereits besprochenen
Schwingungen im Anschluff der Unstetigkeiten geddmpft sind. Es zeigt sich
also, dafs mit einer lokalen Verfeinerung des Gitters ein deutlich besseres
Simulationsergebnis zu erreichen ist. An dieser Stelle sei nochmal darauf
hingewiesen, daf fiir das Moving Least Square Verfahren die Verfeinerung
des Gitters im Gegensatz zum finiten Differenzenverfahren wesentlich we-
niger Programmierarbeit bedeutet, da die Ableitungen an den Stiitzstellen
numerisch berechnet werden.

4.6.3 Die starr rotierende Gasscheibe

In diesem Teil der Arbeit wird das Verfahren im zweidimensionalen Fall
getestet. Als Testmodell dient eine rotationssymmetrische, starr rotierende
Gasscheibe, die sich aufgrund des Drucks mit der Zeit radial ausdehnt.

Da bei einer Scheibe die Hohe wesentlich geringer ist als die radiale Aus-
dehnung, kann man eine Raumrichtung gegeniiber den anderen beiden ver-
nachlidssigen. Das wirkt sich nun in den hydrodynamischen Gleichungen
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Abb. 4.10: Simulation des eindimensionalen Stofirohres mit jeweils 452
Stiitzstellen. Dargestellt ist links das Ergebnis mit gleichverteilten Stiitz-
stellen, rechts das Ergebnis mit lokaler Verfeinerung im Bereich [—0.1, 1.6].
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derart aus, dalk man sie iiber die vernachlissigte Raumrichtung integriert,
bzw. mittelt. Damit erhalten diese Gleichungen einen zweidimensionalen
Charakter. Speziell trifft dieses Vorgehen auch fiir die Dichte zu, so dafs
hier die Dichte die Bedeutung einer integrierten Dichte oder auch Flachen-
dichte erlangt. Auch der Druck wird entsprechend durch einen integrierten
Druck ersetzt. Die bisherige Nomenklatur wird jedoch beibehalten, so daf
hier fiir die Flichendichte weiterhin das Symbol p und fiir den (integrierten)
Druck das Symbol p verwendet wird. Der Geschwindigkeitskoeffizient in der
vernachlissigten Raumrichtung wird auf Null gesetzt.

Als weitere Vereinfachung gehorche das ideale Gas der isothermen Zustands-
gleichung, so dafs zwischen Flachendichte g und dem Druck p folgender Zu-
sammenhang gilt

p=cjo (4.32)

mit c¢g = konst. als Schallgeschwindigkeit. Die analytische Losung dieses
Testproblems wird in Anhang B behandelt.

An dieser Stelle sei wieder der Hinweis angebracht, daf fiir die Simulationen
willkiirliche Einheiten verwendet werden. Es finden sich also keine Einheiten

sowohl in der folgenden Angabe der Simulationsparameter, als auch in den
Abbildungen.

Zum Startzeitpunkt ¢ = 0 befindet sich die Scheibe in einer starren Rota-
tion. Die Azimutalgeschwindigkeit habe also den Wert v, (r) = wr mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Die Radialgeschwindigkeit zum Start-
zeitpunkt verschwinde, also v,(r) = 0. Zum Startzeitpunkt ¢ = 0 wird der
Flichendichte p ein Gaufsprofil auferlegt

2

_muw Buw? ,
o(r) = o CgﬂeXp( 20(2)?“) : (4.33)

wobei der Parameter 8 ein Mak fiir die Breite des Gaufsprofils ist. Die
Flachendichte wurde so geeicht, daf m fiir die Gesamtmasse der Scheibe
steht.

Als physikalische Parameter wurde die Winkelgeschwindigkeit auf w = 1
gesetzt, ebenso die Schallgeschwindigkeit auf ¢p = 1 und als Gesamtmasse
m = 1 gewdhlt. Der frei zu wihlende Parameter § hat in den folgenden
Simulationen den Wert 8 = 1.
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Simuliert wurde diese Scheibe auf einer kartesischen dquidistanten Anord-
nung der Stiitzstellen. Das 85 x 85 —Gitter {iberspannt das Simulationsgebiet
U=A{(z,y) | —9 <z,y <9}, um auftretende Stérungen des Randes auf die
relevanten Bereiche, also Orte, an denen die Dichte deutlich grofser als Null
ist, zu unterdriicken.

In den Abbildungen 4.11 und 4.12 ist aufler der Anfangsverteilung die zeitli-
che Entwicklung des Dichtprofiles, der Radialgeschwindigkeit sowie der Azi-
mutalgeschwindigkeit zu den Zeitpunkten ¢t = 0,1 =0.5,t =1 und ¢t = 1.5
dargestellt. Es ist zu sehen, dals das Mowving Least Square Verfahren die zeit-
liche Entwicklung sehr gut wiedergibt. Jedoch findet man Abweichungen von
der analytischen Losung sowohl der Radial- als auch der Azimutalgeschwin-
digkeit bei den Zeiten ¢t = 0.5 und ¢ = 1.0. Diese Abweichungen treten
jedoch nur an den Stellen auf, an denen die Dichte verschwindend gering
ist. Daher haben diese Abweichungen keinen wesentlichen Einfluft auf den
weiteren Verlauf der Simulation und verschwinden sogar fiir spatere Zeiten.

Wie im eindimensionalen Fall gibt es auch hier beim zweidimensionalen Mo-
ving Least Square Verfahren keinen Unterschied zwischen der linearen In-
terpolation und der quadratischen Interpolation. Eine Verbesserung ist erst
wieder mit der kubischen Interpolation erreichbar. Ein Vergleich zwischen
der linearen Interpolation und der kubischen Interpolation bei gleicher Git-
terweite findet sich in Abbildung 4.13, in der jeweils das Simulationsergebnis
zur Zeit t = 0.75 dargestellt ist. Deutlich ist zu erkennen, dafs die analy-
tischen Funktionsverlaufe bei der kubischen Interpolation wesentlich besser
approximiert werden.
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Abb. 4.11: Simulation der starr rotierenden Gasscheibe.

Dargestellt ist die

Anfangsverteilung (links) und das numerische Ergebnis zur Zeit ¢ = 0.5.
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Abb. 4.12: Simulation der starr rotierenden Gasscheibe. Dargestellt sind
die Ergebnisse zu den Zeiten ¢t = 1.0 (links) und ¢ = 1.5 (rechts).
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Abb. 4.13: Vergleich der Ergebnisse von linearer und kubischer Interpolation
bei der starr rotierenden Gasscheibe zur Zeit t = 0.75.



Kapitel 5

Mowving Least Square als
(Galerkin—Verfahren

In diesem Kapitel wird die Losungsklasse der Mowving Least Square Appro-
ximationen erweitert. Obwohl das Kollokationsverfahren aus dem letzten
Kapitel bereits auf unstetige Funktionen angewandt wurde, ist dies streng
genommen nicht giiltig, da aufgrund der Struktur der Differentialgleichung
die Funktionen mindestens stetig differenzierbar sein miiffiten. Dieses Pro-
blem wird in diesem Kapitel durch die Einfiihrung der schwachen Formu-
lierung einer Differentialgleichung umgangen. Dort wird die Differenzier-
barkeitsanforderung an die Funktion auf sogenannte Testfunktionen, welche
im allgemeinen beliebig oft differenzierbar sind, abgewalzt. Dadurch erreicht
man, daf auch nicht stetige Funktionen als Losung formal akzeptiert werden.
Erkauft wird dieser Vorteil jedoch durch die Auswertung von Integralen, was
zu einer anderen Diskretisierungsform der Differentialgleichungen fiihrt.

Entsprechend erfolgt der Aufbau dieses Kapitels. Nach einer kurzen Ein-
fiihrung in die schwache Formulierung einer Differentialgleichung folgen noch
einige fiir das Verstédndnis dieses und des nichsten Kapitels wichtige Defini-
tionen. Anschlieftend wird das Verfahren anhand einer einfachen Differential-
gleichung, der Advektionsgleichung, vorgestellt. Es folgt ein ausfiihrlicherer
Abschnitt, in welchem die diskreten hydrodynamischen Gleichungen herge-
leitet werden, um sie am Stofsrohrproblem auf ihre Eignung hin zu testen.

65
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5.1 Die schwache Formulierung

Wie bereits in der Einleitung beschrieben, wird durch die Einfiihrung der
schwachen Formulierung der Losungsbegriff einer Differentialgleichung er-
weitert. Bisher konnten formal als Losung nur solche Funktionen verwendet
werden, welche die nétige Differenzierbarkeitsbedingung der jeweiligen Diffe-
rentialgleichung erfiillen. Speziell bei der Betrachtung des Stofrohrproblems
aus Abschnitt 4.6.2 treten jedoch auch unstetige Funktionen als Losung der
hydrodynamischen Differentialgleichungen auf. Um solche Lésungen mit ge-
ringerer Differenzierbarkeitsanforderung, als die dazugehorige Differential-
gleichung sie verlangt, ebenfalls beriicksichtigen zu kénnen, wurde der Begriff
der schwachen Formulierung gepragt.

Da alle in dieser Arbeit behandelten Differentialgleichungen Erhaltungsglei-
chungen sind, kann man sich auf das folgende Beispiel einer partiellen Diffe-
rentialgleichung beschrianken:

%u(w,t) + div Flu(z,t)] = q(x,t) . (5.1)
Hierbei beschreibt u(x,t) die gesuchte Losungsfunktion, F wird als Fluf-
funktion bezeichnet und q als Quellterm. Hieran ist zu erkennen, daf auf-
grund der Divergenz die Losungsfunktion beziiglich den Raumkoordinaten
mindestens einmal stetig differenzierbar sein muf, eine nicht stetige Losung
also erst gar nicht zugelassen ist.

Die grundlegende Idee der schwachen Formulierung liegt nun darin, die Dif-
ferentialgleichung (5.1) mit einer sogenannten Testfunktion ¢ (&) ausreichen-
der Differenzierbarkeit und kompakten Trigers durchzumultiplizieren, iiber
das betrachtete Volumen V zu integrieren und anschliefsend durch partielle
Integration die Divergenz auf die Testfunktion abzuwélzen. Man erhilt also
die Integralgleichung

0
/‘/{EU(m’t) 90(413)—F[u(w,t)]-Vgo(m)}dV:/Vq(m,t)gp(w)dv_ (5.2)

In dieser Form der Differentialgleichung kann die Losungsfunktion wu(x,t)
eine geringere Differenzierbarkeitsanforderung besitzen als in der klassischen
Form (5.1) — sie kann sogar einen unstetigen Verlauf nehmen, was fiir die
Beschreibung von Stofiproblemen in der Hydrodynamik unabdingbar ist.

Als néchste Frage stellt sich nun, wie diese Testfunktionen ¢(x,t) zu wihlen
sind. Prinzipiell sind, abgesehen von den oben genannten Anforderungen,
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diese Testfunktionen frei wihlbar, so dafs sich im Laufe der Zeit entspre-
chend viele Verfahren entwickelten (Hirsch (1988)). Das am meisten ver-
breitete Verfahren, das Galerkin—Verfahren, benutzt als Testfunktionen die
Interpolationsfunktionen, beziiglich derer die gesuchten Grofen entwickelt
werden. Das bedeutet fiir Moving Least Square als Galerkin—Verfahren, daf
als Testfunktionen die Kernfunktionen ¢;(x) Verwendung finden.

5.2 Definitionen

Bevor die Gleichungen und Testbeispiele betrachtet werden kénnen, miissen
erst einmal einige Gréften definiert werden.

Jeder Stiitzstelle x; wird ein Volumen V; zugeordnet, welches sich als Integral
iber die Kernfunktion ¢;(x) definiert, also

v, — /V pi(x)dV (5.3)

Dies kann in der Tat als ein Volumen interpretiert werden, da aufgrund der
Partition der Eins der Kernfunktionen (Gleichung (3.31)) fiir die Summe
aller Einzelvolumina V;

Zw:/vngi(m)dvz/vmvzv (5.4)

gilt, wobei V' das gesamte Volumen des betrachteten Gebietes ist.

Eine weitere Grofe, die in den folgenden Gleichungen auftritt, ist das Integral
iiber das Produkt aus Kernfunktion und ihrer Ableitung an verschiedenen
Stiitzstellen. Dies wird im folgenden durch die Grofe

1
D= | 4@ Vo) av (5.5)

definiert. Um die numerisch aufwendige Berechnung des Integrales zu ver-
meiden, wird diese Grofe in den folgenden Testbeispielen durch

ersetzt. Dies mag auf den ersten Blick keine besonders gute Approximation
sein, ist jedoch, wie die Testbeispiele darlegen, zunichst hinreichend. Die
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Ordnung dieser Approximation liegt bei O(Ax?), was durch eine Taylorent-
wicklung der Kernfunktion ¢; () in der Gleichung (5.4) gezeigt werden kann.
Dies ist auch der Grund, warum bei den folgenden Testbeispielen auf eine
Betrachtung der Ergebnisse mit hoherer Interpolationsordnung als linearer
verzichtet wurde, da der Fehler dieser Interpolationsordnung ebenfalls in
dieser Grofenordnung liegt (Kapitel 4.2).

Eine weitere Approximation, welche in den Gleichungen vorkommen wird, ist
das sogenannte Mass Lumping (Hirsch (1988)). Hierbei handelt es sich um
ein Vorgehen, welches eine banddiagonale Matrix auf eine Diagonalmatrix
reduziert. Diese Methode hat zumindest fiir innere Punkte des Simulations-
gebietes keine Auswirkung auf die Stabilitdt und wirkt sich nur sehr gering-
fiigig auf die Genauigkeit des Verfahrens aus (Fletcher, Srinivas (1984)). Das
Integral {iber zwei Kernfunktionen ¢;(x) und ¢;(x) reduziert sich durch die
Mass Lumping Technik auf

N
/V Pi¢pj AV % 0;; ;/qukcbj dV = d;; /V ¢; AV =6;;V; . (5.7)

Das erste Gleichheitszeichen folgt aus der Eigenschaft, dafs die Kernfunktio-
nen eine Partition der Eins bilden (3.31). Als weiteres Beispiel soll noch
das in den anschliefenden Gleichungen vorkommende Integral iiber zwei
Kernfunktionen und dem Gradienten einer weiteren Kernfunktion angefiihrt

werden. Dieses reduziert sich bei Anwendung von Mass Lumping auf den
Ausdruck

N
6V rd . VopdV = 6;. AV
/V¢ 6V VMJ;/VMM v 5]/‘/@% Vo s

= 04 Vj Dy

5.3 Die Advektionsgleichung

Wie im vorherigen Kapitel wird zunéchst die eindimensionale Advektions-
gleichung mit zeitunabhingigem aber ortlich variablem Geschwindigkeitsfeld
a(z) behandelt

9 pa,t) + 2L la(@)olz, 0] =0 (5.9)
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Diese lautet in schwacher Formulierung unter Verwendung der Kernfunktio-
nen ¢;(z) als Testfunktionen

- / o(2, 1) ¢i(x) d / (@) o(e,1) o-i(e) dz =0 . (510

I

Unter Verwendung der folgenden Moving Least Square Approximationen fiir
Dichte o(z,t) und Geschwindigkeit a(x)

N

o(x,t) = Z 0:(t) ¢i(x) und a(z) = Zai di(x) (5.11)

1=1

folgt die Gleichung
N
> 60 [ ¢i(e) 5(0) do
j=1 I

al 9
=Y a0 [ @) o) raa) de =0 L (512

J.k=1

Unter der Anwendung von Mass Lumping in den beiden Termen dieser Glei-
chung und anschliefender Verwendung der Grofe D;;, wie sie in Gleichung
(5.5) definiert wurde, folgt

N
1
bi =77 > a0 ViDij . (5.13)
2 i—1

In numerischen Anwendungen findet man jedoch, daft diese Form der Diskre-
tisierung nicht immer die gewiinschten Resultate erbringt. Dies liegt daran,
dafs aufgrund von Diskretisierungsfehlern die Dichteidnderung bei konstanter
Stromdichte, also g;a; = p;a;, nicht notwendigerweise verschwindet. Daher
ist es vorteilhaft, diese Gleichung durch Einfiigen einer mathematischen Null
zu modifizieren. Behilflich ist dabei, daf fiir die Summe

N N
; ViDij = ;/V ¢;jVoidr = /V Vgidz =0 (5.14)

gilt. Multipliziert man diese mit der Stromdichte a;p; und subtrahiert an-
schliefend den resultierenden Term von Gleichung (5.13), so folgt die diskrete
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Form der Advektionsgleichung

Z(%‘Qj —a;0:)V;Dij . (5.15)

5.4 Die hydrodynamischen Gleichungen

In diesem Abschnitt sind die Diskretisierungen der hydrodynamischen Glei-
chungen idealer Fluide vorgestellt. Eine Behandlung der physikalischen Vis-
kositdtsterme, wie sie in den Navier—Stokes—Gleichungen aus Kapitel 2 ange-
geben sind, findet demnach nicht statt, obwohl in den folgenden Simulatio-
nen auf kiinstliche Viskositdtsterme nicht verzichtet wird. Ein wesentlicher
Punkt bei der Herleitung der Diskretisierungen sind die Erhaltungssitze von
Masse, Impuls und Energie, die auch fiir die diskreten Grofsen Giiltigkeit ha-
ben.

5.4.1 Die Kontinuitatsgleichung

Ausgangspunkt bei der Herleitung der Approximationsgleichung ist die Kon-
tinuitéatsgleichung (2.3) bzw.

0
— i = ) N
529 + div(pv) =0 (5.16)

Entsprechend der Advektionsgleichung lautet diese in schwacher Formulie-
rung mit den Kernfunktionen ¢;(x) als Testfunktionen

9
o /V 0 6i()dV = /V 0v - Vi(z)dV . (5.17)

Unter Verwendung der Moving Least Square Approximation fiir die Dichte o
N

02> 0;¢;() (5.18)
=1

1afst sich die linke Seite der Gleichung(5.17) durch den Term

N N
> 6 / ¢i¢:dV & Y 6;Vidi; = 6iV; (5.19)
j=1 v j=1
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approximieren, wobei das Integral durch die Mass Lumping Prozedur ersetzt
wurde. Damit folgt anstelle von Gleichung (5.17) der Ausdruck

6:Vi = /V v Vgi(x)dV | (5.20)

Im néchsten Schritt wird in der rechten Seite dieser Gleichung die Dichte
durch die Approximation (5.18) und die Geschwindigkeit durch die entspre-
chende Approximation

v v;0,(a) (5.21)

ersetzt. Nach Anwendung einer weiteren Mass Lumping Approximation und
der Verwendung von D;; wie in Gleichung (5.5) folgt schlielich

N
0:iVi =Y Vi(ojv; — 0ivi) - Dij (5.22)
=1

wobei wie bei der Herleitung der Advektionsgleichung noch eine mathemati-
sche Null eingefiigt wurde, um ein besseres numerisches Ergebnis zu erhalten.

Ein weiterer Vorteil dieser Formulierung ist die einfache physikalische In-
terpretierbarkeit dieser Gleichung. In Kapitel 2 wurde die Kontinuitétsglei-
chung unter der Voraussetzung von Massenerhaltung hergeleitet. Dies sollte
sich auch in den Approximationsgleichungen widerspiegeln. Summiert man
daher Gleichung (5.22) bzw. (5.20) iiber samtliche Stiitzstellen i, so folgt

N o N N
Za =Y Vioi= ) Vjo;v;- Dy
i=1 i=1 i,j=1

(5.23)

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Eigenschaft, daf die Kernfunk-
tionen eine Partition der Eins bilden (Gleichung (3.31)). Interpretiert man
nun die Gréfke m; = p;V; als Masse an der Stiitzstelle ¢, so kann man das
Ergebnis dieser Gleichung als Erhaltung der Gesamtmasse M interpretieren,
also OM /0t = 0, wobei M die Summe aller Einzelmassen m; ist.
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5.4.2 Die Impulsgleichung

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen finden hier
die Euler-Gleichungen in der Form von Gleichung (2.7) bzw.

%(gv) +div(pvv) = —Vp (5.24)

Verwendung. Entsprechend der Kontinuititsgleichung des letzten Abschnit-
tes lautet diese in schwacher Formulierung mit der Kernfunktion ¢;(x) als
Testfunktion

0

—/ gvg{)idV:/ gvv-quSidV—l—/qubidV . (5.25)
ot Jy v %

Man betrachte zunéchst die linke Seite dieser Gleichung. Unter Verwendung
der Moving Least Square Approximationen fiir die Dichte o(x,t)

022> 0;6;(x) (5.26)

und fiir die Geschwindigkeit v(x, t)

v = vakgbk(m) (5.27)

Nl
I
—_

folgt fiir die linke Seite die Approximation

N oo N oo
~ (0jvE) [ ¢jdreidV =~ —:(0jvi) V;6:0i
ot ot
jk=1 v Gk=1 (5.28)
0
_a(givi)vi )

wobei zur Auswertung des Integrals iiber die Kernfunktionen die Mass Lum-
ping Technik Anwendung fand. Damit 148t sich die Gleichung (5.25) in

0

g(gi'vi)Vi:/ vi-ng,-dV—i—/de)idV : (5.29)
1% 1%

umschreiben.
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Gesucht ist hier jedoch nicht eine Differentialgleichung fiir die Stromdichte
0;V;, sondern eine Gleichung fiir die Geschwindigkeit v;. Daher folgt nach
Anwendung der Produktregel fiir die Ableitung der Stromdichte nach der
Zeit die Gleichung

D;0,Vi = —vig'iVi—F/ gvv-ngidV—l—/ pVoAV . (5.30)
1% 1%

Der erste Term auf der rechten Seite kann nun mit Hilfe der Kontinuitétsglei-
chung (5.20) in ein Integral {iberfiihrt werden, wobei die zeitliche Ableitung
der Dichte in der Gleichung verschwindet

sieiVi=—vi [ v VoV + [ oo Voav+ [ pveav . (53
1% 1% 1%
Somit erhélt man eine Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeiten wv;

allein.

Es verbleibt, eine Diskretisierung der rechten Seite von Gleichung (5.31)
herzuleiten. Setzt man zunichst auch hier die Moving Least Square Appro-
ximationen fiir Dichte o(,t) und Geschwindigkeit v(x,t) ein, so folgt unter
Anwendung der Mass Lumping Technik die Gleichung

N
j=1

Ersetzt man auch den Druck p(x) durch die Moving Least Square Approxi-
mation

N
p= Zpg ¢;(x) (5.33)

so ergibt sich unter Verwendung der Grofe D;; aus Gleichung (5.5) fiir die
Integrale iiber Kernfunktionen und ihre Gradienten die diskrete Bewegungs-
gleichung

V0 V; = Z v:)o;Vivj - Dij +p;V;Dij . (5.34)

Wie die Kontinuitdtsgleichung folgt auch die Bewegungsgleichung aus ei-
nem Erhaltungssatz, der Erhaltung des Impulses. Dementsprechend wire es
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wiinschenswert, wenn sich dies in den Eigenschaften von Gleichung (5.34)
widerspiegeln wiirde. Summiert man Gleichung (5.29) iiber sémtliche Stiitz-
stellen 7, so findet man aufgrund der Partition der Eins der Kernfunktionen

Z ot (0ivi)Vi = Z gy (0;v;V;) Zm’v’ =0 . (5.35)

Verwendet wurde hier die Gréfe m; = p;V;, welche ja als die Masse einer
Stiitzstelle interpretiert werden kann. Da der Gesamtimpuls eines Systems
gerade die Summe aus dem Produkt von Masse und Geschwindigkeit aller
einzelnen Untersysteme darstellt, kann Gleichung (5.35) als Gesamtimpuls-
erhaltung interpretiert werden.

5.4.3 Die Energiegleichung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer diskreten Gleichung der inneren
Energie ¢(x,t) bildet die Differentialgleichung fiir die Gesamtenergie (2.14)
bzw.

0

(gv2—|—6)—l—div[(gv2—l—€—l—p) v] =0 (5.36)
ot 2
eines idealen Fluids. In schwacher Formulierung lautet diese Gleichung mit
der Kernfunktion ¢;(x) als Testfunktion

0
/ (%2 + s) $;dV = / 9 w20 - VedV + / (e +p)v-Ve,dV. (5.37)
Verwendet man auf der linken Seite die Moving Least Square Approximatio-
nen fiir Dichte o(x, t) und Geschwindigkeit v(x, t), so folgt unter Ausnutzung
der Mass Lumping Technik aus Abschnitt 5.2 die Gleichung

0 : — [ 2,2 o
i (Svets [coav) = [ Soro-voav+ [ pv-voar,
(5.38)

Da aber im Gegensatz zur Gesamtmasse bzw. zum Gesamtimpuls die innere
Energie keine Erhaltungsgrofie ist, wird aus der diskreten Differentialglei-
chung fiir die innere Energie auch kein Erhaltungssatz folgen. Die Gesamt-
energie mufs jedoch auch im diskreten Fall erhalten bleiben. Dies kann bereits
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an Gleichung (5.38) abgelesen werden. Summiert man nimlich diese iiber
alle Stiitzstellen ¢, so ist die rechte Seite dieser Gleichung null. Es gilt also

N
%Z (%Vi'v?—k/ 6d)idV) —0 . (5.39)
1%

=1

Dies folgt, wie in den letzten beiden Abschnitten, aus der Eigenschaft, daf
die Kernfunktionen ¢;(x) eine Partition der Eins bilden und daher der Gra-
dient iiber die Summe der Kernfunktionen verschwindet.

Da im folgenden eine Differentialgleichung fiir die innere Energie zu suchen
ist, wird der erste Term auf der linken Seite von Gleichung (5.38) auf die
rechte Seite gebracht und mit Hilfe der Produktregel in zwei Terme zerlegt

1
2 / ep;dV = —v; - Q(QZ’UZ)VZ + —QlVZ'U? + / 9 v3v - Vo;dV
ot |y ot 2 v 2 (5.40)

- Vd
+/V(8+p)v V¢;dV

Wie bei der Herleitung der diskreten Bewegungsgleichung werden auch hier
die zeitlichen Ableitungen in den ersten beiden Termen dieser Gleichung
durch Volumenintegrale ersetzt. Folglich verwendet man fiir die zeitliche
Anderung der Dichte g; an der Stiitzstelle 7 die Gleichung (5.20) und fiir die
zeitliche Anderung der Stromdichte g;v; an der Stiitzstelle i entsprechend
Gleichung (5.29). Damit ergibt sich

2 €¢de = —P;" / ov - V(bZdV —U; - / pV(b,dV
ot |y v

|4
1
+§v$/ng-v¢idv+/V§v%-v¢,-dv (5.41)

4 /V (e +p)v - VerdV

Setzt man nun auf der rechten Seite dieser Gleichung die Moving Least Square
Approximationen fiir die Dichte o(x,t) und die Geschwindigkeit v(x,t) ein,
so laft sich diese Gleichung unter weiterer Verwendung der Mass Lumping
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Technik in

) N
o [0V =5 Y es(ws — vy - [ o,v0av
253

N
; Vo;dV :
+jz::1vj/vscb] ¢ (5.42)
N
]:1

umschreiben. Verwendet man nun auch fiir die innere Energie e(x,t) und
den Druck p(x) die Moving Least Square Approximationen

N N
e~ eidi() und  p= sz¢z : (5.43)
=1 =1

so folgt unter erneuter Verwendung von Mass Lumping und der Grofe D;;,
wie sie in Gleichung (5.5) definiert wurde, die diskrete Form einer Differen-
tialgleichung fiir die innere Energie

& Vi ——ZQJ j - Dij +ZV €jV; — €;v;) - Dyj

= (5.44)

+ Z Vipi(v; —vi) - Dij
j=1

Ein Vergleich dieser Gleichung mit der integralen Formulierung (5.42) zeigt,
dafs in dem Term, welcher die diskrete innere Energie enthilt, eine ma-
thematische Null eingefiigt wurde, so wie es in den bereits beschriebenen
Gleichungen der Fall war.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daf die diskreten Gleichungen
bestehend aus (5.22), (5.34) und (5.44) zusammen mit der Zustandsgleichung
p; = (v — 1) g (v als Adiabatenindex) das Gleichungssystem bilden, mit
welchem das folgende hydrodynamische Beispiel simuliert wird.
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5.5 Numerische Tests

In diesem Abschnitt sind Testbeispiele, welche die Eignung der behandelten
Diskretisierungen und deren numerische Implementierung darlegen, aufge-
fiihrt.

Die Simulationen der Advektionsgleichung und der hydrodynamischen Glei-
chungen finden im Gegensatz zum Kollokationsverfahren jedoch nur unter
Verwendug der linearen Interpolation, also M = 2 statt. Der Grund liegt,
wie in Abschnitt 5.2 dargelegt, in der Approximationseigenschaft der Grofe
D;;. Fiir die zeitliche Entwicklung findet hier, wie im letzten Kapitel auch,
ein Leap—Frog Integrator der Ordnung O(At?) Verwendung,.

5.5.1 Die Advektionsgleichung

Zunéchst betrachtet man Gleichung (5.15) mit konstanter Geschwindigkeit
a(z) = 1.0. Als Anfangsverteilung wird die Gauf—Funktion

oo () = e~0(=+0:5) (5.45)

verwendet. Als analytisches Resultat erwartet man, dafl diese Funktion ohne
Anderung der Form oder Amplitude advektiert wird. In Abbildung 5.1 auf
der linken Seite ist neben der Anfangsverteilung, welche als durchgezogene
Linie dargestellt ist, das numerische Ergebnis zur Zeit ¢ = 1.0 wiedergegeben.

Wie im Kollokationsverfahren bildet sich auch bei diesem Verfahren eine
kleine negative Senke links neben dem Maximum des numerischen Ergebnis-
ses. Diese ldft sich wiederum durch die Upwind-Problematik erkldren. Die
Senke verschwindet jedoch bei Verwendung einer héheren Stiitzstellendichte.

Mit dem zweiten Testbeispiel wird die Advektionsgleichung mit einem raum-
lich variablen, jedoch zeitlich konstantem Geschwindigkeitsprofil

x
= — A4
A = 1022 (5.46)
behandelt. Als Anfangsverteilung findet das Gauf—Profil
oo(z) =1.5 g2e=6-25(@=1)° (5.47)

Verwendung. In diesem Beispiel wird sich die Gestalt der Anfangsvertei-
lung mit der Zeit sowohl in der Form als auch in der Amplitude &ndern. In
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Abb. 5.1: Losung des eindimensionalen Advektionsproblems mit vorgege-
benem Geschwindigkeitsfeld a(z) = 1.0 (links) bzw. a(z) = z/(1 + 0.2 22)
(rechts). Die durchgezogene Linie beschreibt die Anfangsverteilung.

Abbildung 5.1 auf der rechten Seite ist neben der Anfangsverteilung (durch-
gezogene Linie) das numerische Ergebnis zu den Zeiten ¢ = 2.0 und ¢ = 4.0
dargestellt. Der Vergleich mit der Abbildung 4.6 zeigt eine sehr gute Uber-
einstimmung der Ergebnisse. Es bleibt also festzuhalten, daf die Advekti-
onsgleichung sehr gut erfiillt werden kann, sowohl im Fall eines konstanten
als auch eines rdumlich variablen Geschwindigkeitsprofils.

5.5.2 Das eindimensionale Stofsrohr

Das eindimensionale Stofirohr findet wie im vorausgegangenen Kapitel Ver-
wendung fiir die Simulation der gefundenen Diskretisierungen der hydrody-
namischen Gleichungen idealer Fluide.

Man betrachte wieder ein Gas, welches durch ein Diaphragma zunéchst in
zwel Bereiche unterteilt wird. In dem einen Bereich befindet sich das ideale
Gas mit hoher Dichte, in dem anderen Bereich mit geringerer Dichte, jeweils
in Ruhe. Die spezifische innere Energie der beiden Gase wird zum Startzeit-
punkt identisch gesetzt. Zum Startzeitpunkt entfernt man das Diaphragma
instantan, wodurch sich eine Stofsfront in den Bereich der geringeren Dichte
ausbreitet. Die analytische Lésung findet sich in Anhang A.

Zu beachten ist, dafl auch in diesen Simulationen dimensionslose Grofsen
verwendet werden, es finden sich also keine Einheiten fiir Dichte, Druck,
Geschwindigkeit und innere Energie.
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Wegen der auftretenden Unstetigkeiten in den betrachteten Gréften und zur
Vermeidung der daraus folgenden unphysikalischen Postschock—Oszillationen
ist die Verwendung einer kiinstlichen Viskositét, wie sie in Abschnitt 4.5.2
vorgestellt wurde, vorgesehen. Die frei wiahlbaren Parameter a und (3 neh-
men hier jeweils den Wert 1.0 an.

In Abbildung 5.2 ist neben dem numerischen Ergebnis der Stofirohrsimu-
lation das analytisch bestimmte Ergebnis als gestrichelte Linie dargestellt.
Die 500 Stiitzstellen sind dquidistant auf das Simulationsgebiet verteilt. Das
Ergebnis ist dem Ergebnis des Kollokationsverfahrens (in Abbildung 4.8 auf
der linken Seite) von der Genauigkeit und den Approximationseigenschaf-
ten her vergleichbar. Die Ubereinstimmung mit der analytischen Losung ist
gut. Die Verbreiterung der Schockfront riihrt einerseits von der Verwendung
der kiinstlichen Viskositédtsterme und andererseits von der durch die Breite

0.8 T T T T T 0.35

0.05 L L L L L 0.75

Abb. 5.2: Simulation des eindimensionalen Stofsrohres. Dargestellt ist das
Ergebnis mit 500 Stiitzstellen. Die gestrichelte Linie beschreibt die analyti-
sche Losung.
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der Kernfunktion gegebenen Auflésung her. Die Oszillationen, die vor allem
bei der Kontaktunstetigkeitsstelle in Dichte und spezifischer innerer Ener-
gie hervortreten, reduzieren sich bei Verwendung einer grofseren kiinstlichen
Viskositét, was jedoch eine weitere Verbreiterung der Stoftfronten zur Folge
hat.



Kapitel 6

Mowving Least Square als
Lagrangesches Verfahren

Dieses Kapitel baut auf den Ergebnissen des letzten auf. Das Konzept der
schwachen Formulierung einer Differentialgleichung wird beibehalten, auch
der einfacheren physikalischen Interpretation wegen. Im Gegensatz zu den
bisherigen Betrachtungen werden die Stiitzstellen jedoch nicht statisch an-
geordnet. Sie geniigen ihrerseits eigenstindigen Differentialgleichungen. Im
Lagrangeschen Fall bedeutet dies, dafs sich die Stiitzstellen mit der Stromung
mitbewegen. Die Herleitung der Entwicklungsgleichungen ist zwar nicht auf
diesen einen Fall beschriankt, aber die Lagrangesche Betrachtungsweise wird
im folgenden ab einem gewissen Zeitpunkt in der Herleitung vorausgesetzt.

Die Bedingung, daf nun bewegliche Stiitzstellen betrachtet werden, hat aber
auch Konsequenzen fiir die Kernfunktionen. Da diese iiber die Stiitzstellen
implizit von der Zeit abhingen, muft die bisherige Separation von Raum-
und Zeitanteil der Moving Least Square Approximationen aufgegeben wer-
den. Es wird vielmehr nétig sein, eine zeitliche Ableitung fiir die Kernfunkti-
on zu finden. Dieser Aufgabe soll im ersten Abschnitt nachgegangen werden.
Im Anschlufs daran ist die ausfiihrliche Herleitung von Diskretisierungen der
Advektionsgleichung und den hydrodynamischen Gleichungen idealer Fluide
vorgesehen. Ein wichtiger Punkt liegt bei den Erhaltungssdtzen von Masse,
Impuls und Energie. Den Abschlufs bilden Testbeispiele fiir die Advektions-
gleichung und die hydrodynamischen Gleichungen.

81
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6.1 Die Ableitung der Kernfunktion

Wie bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel erwdhnt, wird nun auf eine
starre Anordnung der Stiitzstellen verzichtet und verlangt, dafl die Stiitzstel-
len sich dynamisch iiber das Simulationsgebiet bewegen. Das bedeutet, dafl
fiir die Stiitzstellen noch zusitzliche Bewegungsgleichungen aufgestellt wer-
den miissen. Diese unterliegen zunéchst keinen Einschrankungen. Darunter
versteht man, dafs die Stiitzstellen eine noch zu bestimmende zeitliche Ab-
hangigkeit ®; = x;(t) besitzen. Im speziellen Fall des in diesem Kapitel zu
betrachtenden Lagrangeschen Moving Least Square Verfahrens besteht die
Zeitabhéngigkeit darin, daf sich die Stiitzstellen mit dem Fluf mitbewegen
sollen, die zeitliche Anderung der Positionen der Stiitzstellen also gerade das
Geschwindigkeitsfeld widerspiegeln.

Da die Stiitzstellen eine explizite Zeitabhingigkeit besitzen, stellt sich die
Frage, welche Konsequenzen daraus fiir die Kernfunktionen zu ziehen sind.
Wie aus der Herleitung der Kernfunktionen hervorgeht (Kapitel 3.2), hingt
die Form der Kernfunktionen explizit von der Anordnung der Stiitzstellen
ab. Damit wird die Kernfunktion nun implizit durch die Zeitabhingigkeit
der Stiitzstellen von der Zeitkoordinate abhingen. Das bedeutet also ¢; =
¢i(x, z;(t)), wobei der Index j die Werte 1... N annimmt.

Diese Zeitabhingigkeit der Kernfunktionen hat auch direkt Auswirkungen
auf die Moving Least Square Approximationen der gesuchten Groéfien in
den Differentialgleichungen, speziell deren Zeitableitungen. Indem man eine
Funktion durch ihre Moving Least Square Approximation ersetzt, konnte bis-
her der Zeit— vom Ortsanteil separiert werden (siehe beispielsweise Gleichung
(4.16)). Dadurch wurde erreicht, daf eine partielle Differentialgleichung auf
eine gewOhnliche reduziert werden konnte. Da dieses Konzept beibehalten
werden soll, muf jetzt eine Gleichung gefunden werden, welche die Zeit-
ableitung der Kernfunktion beschreibt. Einen plausiblen Ansatz kann die
Gleichung

0 :

5 0i(@: (1) = —#:(t) - Vi (x, x;(1)) + di(z, 1) (6.1)
mit Restglied d; und 7 = 1... N darstellen. Der Punkt auf der Stiitzstelle
x;(t) im ersten Term der rechten Seite bezeichnet die Zeitableitung dieser
Grofe bzw. die Geschwindi.gkeit, mit der sich die Stiitzstelle iber das Simu-
lationsgebiet bewegt. Der Ubersichtlichkeit halber wird im folgenden wieder
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auf die explizite Angabe der Funktionswerte verzichtet, aufser an Stellen, an
denen dies notig erscheint.

Es bleibt nun die Aufgabe einen Ausdruck fiir das Restglied d; zu bestimmen.
Verwendung findet zunéchst die Eigenschaft der Kernfunktionen, welche eine
Partition der Eins bilden, also

Zd)i =1 . (6.2)

Daraus folgt, wie in Kapitel 3.4 aufgefiihrt, daft die Ortsableitungen aller
Kernfunktion sich zu Null addieren. Entsprechendes gilt auch fiir die Summe
iiber die Ableitungen der Kernfunktionen nach der Zeit

iy
> 5 @i =0 . (6.3)
=1

Setzt man nun in diese Gleichung den Ansatz (6.1) ein, so folgt die Relation

N N
Y di=) @iV . (6.4)
=1 =1

Ein einfacher Ansatz, welcher dieser Beziehung geniigt, ist

N
di=¢; ) @;-Vo; . (6.5)

J=1

Dieser Ansatz scheint zunichst willkiirlich zu sein, erfiillt aber zum einen
die Beziehung (6.4), und zum anderen verschwindet der Ausdruck fiir feste
Stiitzstellen, so dafs die Ableitung der Kernfunktion nach der Zeit in diesem
Fall ebenfalls verschwindet. Des Weiteren zeigt eine einfache Rechnung im
Fall konstanter Interpolation (also M = 1), daf im Lagrangeschen Forma-
lismus die Relation (6.5) zu der Aussage fiihrt, dafs die Geschwindigkeits-
verteilung innerhalb des Trigers einer Kernfunktion 7 durch die konstante
Geschwindigkeit an der Stiitzstelle ¢ angendhert wird. Ein weiterer Faktor,
der fiir den Ansatz (6.5) spricht, liegt in der folgenden Herleitung der hydro-
dynamischen Gleichungen. Wie im Galerkin—Verfahren des letzten Kapitels
findet man durch die angewandten Approximationen fiir die diskreten Glei-
chungen Erhaltungssétze fiir Masse, Impuls und Energie.
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6.2 Die Advektionsgleichung

Erstes Beispiel fiir die Behandlung des Lagrangeschen Moving Least Squa-
re sei die eindimensionale Advektionsgleichung mit zeitunabhingigem, aber
ortlich variablem Geschwindigkeitsfeld a(z)

0

5:° o(z,t) + 9 [a(x)o(x,t)] =0 . (6.6)

ox

Wie im letzten Kapitel auch, so verwendet man hier nicht die Advektionsglei-
chung direkt, sondern vielmehr deren schwache Formulierung mit der Kern-
funktion ¢;(z, z;(t)) als Testfunktion. Im Gegensatz zur schwachen Formu-
lierung des letzten Kapitels darf die Zeitableitung hier nicht vor das Integral
gezogen werden, da die Kernfunktion selbst nun eine zeitliche Abhéngigkeit
besitzt. Daher lautet die Advektionsgleichung in schwacher Formulierung
hier

/V%Q(a:,t)QSi(w,wj(t))dV—/Va(w)g(w,t)(,f—xqﬁi(x,xj(t))dv:0 . (6.7)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafs die folgende Herleitung einer
diskreten Gleichung nicht eindeutig ist. Es ergeben sich vielmehr weitere
Mboglichkeiten, die auch auf andere Formen von Diskretisierungen fiihren,
die sogar in den Simulationen unterschiedliche Ergebnisse liefern kénnen.
Der hier gewédhlte Weg basiert darauf, eine physikalisch interpretierbare Dis-
kretisierung zu finden, welche in den simulierten Beispielen mit analytisch
gegebenen Referenzlésungen iibereinstimmen.

Man betrachtet zunéichst den ersten Term der Gleichung (6.7). Wird in
diesen die Moving Least Square Approximation fiir die Dichte

ZQZ ¢z Z,T; t)) (68)

eingesetzt, so findet sich der Ausdruck

N N )
, idV idV . .
;gkfvw +;gkfv¢k¢ (6.9)
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Der Punkt {iber den Funktionen bezeichnet die Ableitung nach der Zeit.
Unter Beriicksichtigung der Ansétze (6.1) und (6.5) fiir die Ableitung der
Kernfunktion nach der Zeit folgt daraus zunéchst

N N
0Vi= 3 oy [ 0Ve AV + D oy [ 06To,av L (6.10)
j=1 v k=1 14
wobei bereits der erste Term dieser Gleichung durch die Mass Lumping Tech-
nik, wie sie in Kapitel 5.2 beschrieben ist, vereinfacht wurde. Des Weiteren
steht V; fiir das Integral iiber eine Kernfunktion (Gleichung (5.3)). Der zwei-
te Term kann einer partiellen Integration unterworfen und durch die Grofe
D;; aus Definition (5.5) ersetzt werden. Der dritten Term von Gleichung
(6.10) wird durch die Anwendung von Mass Lumping erst reduziert, dann

entsprechend dem zweiten Term einer partiellen Integration unterworfen. Es
folgt schlieflich

N N
oVi+ > _0iVi#;Dij — 0 Y #;V;Dij . (6.11)
i=1 i=1

Die Behandlung des zweiten Terms von Gleichung (6.7) folgt derjenigen aus
dem letzten Kapitel, so dak das Einsetzen der Moving Least Square Appro-
ximationen fiir Dichte o(z,t) und Geschwindigkeit

a(z) = Zai ¢i(z,x;(t)) (6.12)

unter Verwendung der Mass Lumping Technik und der Grofe D;; schlieflich
auf die diskrete Form der Advektionsgleichung

N N
0iVi+ ) 0;Vi(#; —a;)Dij = 0i ) #;V;Dyj (6.13)
j=1

J=1

fiihrt. Es sei angemerkt, daf diese Gleichung noch Allgemeingiiltigkeit be-
sitzt; es wurde bisher zu keinem Zeitpunkt eine Aussage iiber die konkrete
Form der Bewegungsgleichungen der Stiitzstellen unternommen. Dies soll
sich jetzt dndern, das Verfahren soll einen Lagrangeschen Charakter bekom-
men. Doch zunéchst ist noch ein Vergleich mit der diskreten Advektions-
gleichung im Galerkin—Verfahren angebracht. Dort waren die Stiitzstellen
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statisch angeordnet, geniigten also der Differentialgleichung &; = 0. Unter
dieser Voraussetzung zeigt sich eine erwartungsgeméifie Ubereinstimmung der
jeweiligen Diskretisierungen (5.13) und (6.13).

Fiir ein Lagrangesches Verfahren wird, wie am Anfang der Arbeit bereits
beschrieben, verlangt, daf die Geschwindigkeit der Stiitzstellen dem Ge-
schwindigkeitsfeld der Differentialgleichung entspricht. Das bedeutet kon-
kret fiir die Advektionsgleichung, daf die Stiitzstellen den Bewegungsglei-
chungen &; = a(z;) unterworfen sind. Setzt man diese Bedingung in Glei-
chung (6.13) ein, so folgt

<|‘°

Z (6.14)

Es zeigt sich in numerischen Simulationen, daft diese Form der Diskretisie-
rung oft zu Artefakten fiihrt. Dies kann, wie im Galerkin—Verfahren, durch
Einfiigen einer mathematischen Null umgangen werden, so dafs man schliefs-
lich zu folgender Diskretisierung der Advektionsgleichung gelangt

Oi
=¥ z:: Dij . (6.15)

6.3 Die hydrodynamischen Gleichungen

In diesem Abschnitt wird auf die Diskretisierung der hydrodynamischen Glei-
chungen fiir ideale Fluide eingegangen. Eine Behandlung der physikalischen
Reibungsterme findet demnach nicht statt, obwohl man auf eine kiinstliche
Viskositdt zur DaAmpfung unphysikalischer Oszillationen im Bereich von Un-
stetigkeitsstellen der Losung nicht verzichtet. Zunichst werden jedoch aus-
fiihrlich die Diskretisierungen von Kontinuitdtsgleichung, Impulsgleichung
und Energiegleichung diskutiert, wobei besonderes Augenmerk auf die Er-
haltung von Masse, Impuls und Energie gerichtet wird.

Es sei an dieser Stelle nochmal darauf hingewiesen, daf die folgende Her-
leitung der Diskretisierungen nicht eindeutig ist. Vielmehr wird hier ein
Weg vorgeschlagen, der auf physikalisch interpretierbare Diskretisierungen
fiihrt, welche ferner bei den Simulationen eine gute Ubereinstimmung von
numerischer Losung zur analytisch vorgegeben Losung zeigen.
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6.3.1 Die Kontinuitatsgleichung

Die Herleitung der Kontinuititsgleichung entspricht derjenigen der Advek-
tionsgleichung, wobei an dieser Stelle ein leicht verdnderter Ansatz Verwen-
dung findet, welcher schlieftlich zu einem Erhaltungssatz, der Erhaltung von
Masse, fiihrt.

Zunichst aber wird die Kontinuititsgleichung (2.3) bzw.

0

—o+div(pv) =0 (6.16)
ot

in ihre schwache Formulierung mit der Kernfunktion ¢;(x,;(t)) als Test-
funktion iiberfiihrt

/ngﬁidV:/ ov -V dV . (6.17)
v Ot 1%

Im Gegensatz zur Herleitung der diskreten Form der Advektionsgleichung
wird die Dichte nicht sofort in ihre Moving Least Square Approximation ent-
wickelt, sondern man zerlegt den linken Teil dieser Gleichung durch Anwen-
dung der Produktregel in zwei separate Terme und verwendet anschlieftend
die Ansdtze (6.1) und (6.5) fiir die zeitliche Ableitung der Kernfunktion.
Man erhilt damit fiir die linke Seite von Gleichung (6.17) den Ausdruck

N
2/ 0¢; dV +x; - / oVp; dV — Z Ty - / 0p;VorpdV | (6.18)

wobei der Punkt {iber den Funktionen wie bisher fiir die Ableitung nach der
Zeit steht. In diese Gleichung wird nun die Moving Least Square Approxi-
mation fiir die Dichte

N

o(m, ) =Y 0:(t) gi(x, m; (1)) (6.19)

1=1

eingesetzt, wobei das Integral im ersten Term durch Anwendung der Mass
Lumping Technik (Kapitel 5.2) auf einen Term reduziert werden kann, wel-
cher nur einen Dichtewert und das dazugehorige Volumen der Stiitzstelle
enthilt. Es verbleibt also

N
> @jdzk-/vqﬁiquwk dv . (6.20)

j k=1

i =
g(QiVi)+ZjSBi'/V¢jV¢idV—
7j=1
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Indem man den dritten Term dieser Gleichung einer partiellen Integration
unterwirft und bei den daraus folgenden zwei Termen die Mass Lumping
Technik anwendet, kann Gleichung (6.20) auf zwei Terme reduziert werden.
An die Stelle der Terme aus (6.18) tritt der Ausdruck

0 N
a(@ivmggm- /V 6 Vs . (6.21)

Die Umformung der rechte Seite von Gleichung (6.17) entspricht derjeni-
gen aus dem Galerkin—Verfahren. Man ersetzt die Dichte o(x,t) und die
Geschwindigkeit v(x,t) durch ihre jeweiligen Moving Least Square Approxi-
mationen und reduziert anschliefend mit Hilfe der Mass Lumping Technik
das auftretende Integral zu dem Ausdruck

N
Zé’jvj"/vcij@dV : (6.22)
j=1

Kombiniert man nun die beiden Seiten (6.21) und (6.22) der schwachen For-
mulierung der Kontinuitatsgleichung (6.17), fithrt dies auf die diskrete Form

9 o .
5y (0iVi) + > Viej(@; —v;)-Di; =0 (6.23)
j=1

wobei die Grofe D;;, wie in Gleichung (5.5) definiert, fiir das Integral iiber
die Kernfunktion und ihren Gradient steht.

Die bisherige Herleitung der diskreten Form der Kontinuitdtsgleichung ent-
h&lt noch keine Annahmen iiber das Verhalten der Stiitzstellen, sie hat daher
Allgemeingiiltigkeit. Eine weitere Rechtfertigung der Herleitung dieser Glei-
chung ergibt sich im Vergleich mit dem Galerkin—Verfahren. Setzt man die
Bedingung statischer Stiitzstellen, also &; = 0, in (6.23) ein und beriicksich-
tigt, dall das Volumen in diesem Fall keine Zeitabhéngigkeit besitzt, so folgt
unmittelbar die Diskretisierung, welche im Galerkin—Verfahren hergeleitet
wurde (Gleichung (5.22)).

Dieses Kapitel spezialisiert sich jedoch auf den Fall Lagrangescher Bewe-
gungsgleichungen, das heifst, die Stiitzstellen bewegen sich mit der Stromung,
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geniigen also der Differentialgleichung ; = v;. Verwendet man diese Be-
dingung in der Gleichung (6.23), gelangt man zu dem einfachen Ausdruck

0

5 (@Vi) =0 . (6.24)
Dieser Form der Bewegungsgleichung l4#t sich, wie im Galerkin—Verfahren,
eine physikalische Interpretation zuordnen. Wie bereits beschrieben, kann
die Grofke V; als das zugehdrige Volumen der Stiitzstelle ¢ interpretiert wer-
den (Kapitel 5.2) und damit m; = p;V; als Masse einer Stiitzstelle. Die
Bewegungsgleichung (6.24) bedeutet nun, daf sich die Masse einer jeden
Stiitzstelle im Laufe der Zeit nicht dndert. Zu erwarten ist, daf wie im
Galerkin—Verfahren aus der Impulsgleichung und Energiegleichung Erhal-
tungssitze fiir den diskreten Gesamtimpuls und die diskrete Gesamtenergie
folgen. Damit kann man sogar die Stiitzstellen als Teilchen mit definier-
ter Masse betrachten, die sich unter Erhalt von Masse, Impuls und Energie
durch das Simulationsgebiet bewegen.

Aus Gleichung (6.24) folgt dann auch die Differentialgleichung fiir die Dichte.
Dazu separiert man Gleichung (6.24) unter Verwendung der Produktregel
und ersetzt die zeitliche Ableitung des Volumens durch den Ausdruck

N
V;:Q/ ¢idV:—d:i-/ v¢idv+Za‘zj-/ ¢iVe;dV
ot \ \% j=1 \4
(6.25)

N
=—) Vi&; Dy
j=1

Dabei wurden wieder die Ansétze (6.1) und (6.5) fiir die Ableitung der Kern-
funktion nach der Zeit verwendet. Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der
Kenntnis, dafl die Kernfunktion auflerhalb ihres Tragers verschwindet und
daher das Integral iiber den Gradienten der Kernfunktion Null ergibt. Er-
setzt man nun die zeitliche Ableitung der Funktionen x;(t), beziiglich denen
sich die Stiitztellen bewegen, mit der Lagrangeschen Bedingung ; = v;, so
folgt die Entwicklungsgleichung fiir die Dichte

N
. 9i
% = Zvj(vj —v;) - Dy . (6.26)
(] ]:1
Bei dieser Gleichung wurde, wie im Galerkin—Verfahren, eine mathematische

Null eingefiigt, um numerische Artefakte bei konstantem Geschwindigkeits-
feld zu vermeiden.
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6.3.2 Die Impulsgleichung

Das Vorgehen, um zu einer diskreten Form der Impulsgleichung zu gelangen,
entspricht in vielen Aspekten demjenigen Vorgehen, wie es in der Kontinui-
tatsgleichung vorgefiihrt wurde.

Der Ausgangspunkt liegt in den Euler—Gleichungen in der Formulierung von
Gleichung (2.7) bzw.

%(gv) +V(ovv)=-Vp (6.27)

welche zur Herleitung eines Erhaltungssatzes besonders geeignet sind. Die-
se Gleichungen lauten in schwacher Formulierung mit den Kernfunktionen
¢i(x, xz;(t)) als Testfunktionen

0
/Vat(gv)qﬁ 174 /Vg'v'v Vo V—l—/VpV(ﬁ 174 (6.28)

Der linke Teil dieser Gleichungen wird nun mit Hilfe der Produktregel in zwei
Terme aufgespalten, in einen, welcher die Zeitableitung iiber das gesamte In-
tegral besitzt, und in einen weiteren, welcher nur die Zeitableitung beziiglich
der Kernfunktion ¢;(x,z;(t)) enthélt. Im letzteren wird diese Zeitableitung
durch die Ansitze (6.1) und (6.5) ersetzt und man erhélt damit den Aus-
druck

0

N
—/ gvgbz-dV—l—/ ov :b@--VcbidV—Z/ ovdidy -V dV ,  (6.29)
ot Jy v v

wobei der Punkt iiber den Funktionen wieder die Zeitableitung bezeichnet.
Setzt man nun in diese Terme die Moving Least Square Approximation fiir
die Dichte p(x, t) aus Gleichung (6.19) und deren Pendant fiir die Geschwin-
digkeit v(x,t) ein, so folgt unter Anwendung der Mass Lumping Technik

) al .
5 (0iVivi) + > ojvj i - /V ¢; Vi dV
= (6.30)
=Y vy [ G0 vadv
%

J,k=1
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Unterwirft man den dritten Term dieser Formel einer partiellen Integration
und wendet bei den resultierenden zwei Termen jeweils die Mass Lumping
Technik an, so reduziert sich der Ausdruck (6.30) auf zwei Terme, und die
linke Seite der schwachen Formulierung der Impulsgleichung lautet

) N .
a(ngzvz) + Z 0jV; Tj - / gZS]quZ dv . (6.31)
=1 v

Man betrachte nun die rechte Seite der Impulsgleichung in schwacher Formu-
lierung (6.28). Im ersten Term werden die Dichte o(x,t) und die Geschwin-
digkeit v(x,t) durch ihre jeweiligen Moving Least Square Approximationen
ersetzt. Eine folgende Anwendung der Mass Lumping Technik ergibt

N
> ov; vj-/vcijqSidVJr/vagbidV . (6.32)

J=1

Kombiniert man nun die beiden Seiten (6.31) und (6.32), so folgt die diskrete
Form der Impulsgleichung in schwacher Formulierung

o a .
E (QzV;'Uz) + Z QjV}"Uj (Zﬂj - ’Uj) . Dij = /Vde)de , (633)

i=1
wobei die Grofe D;; durch Gleichung (5.5) definiert wurde.

Die bisherige Herleitung der Diskretisierung der Impulsgleichung in schwa-
cher Formulierung beinhaltet noch keine Aussagen iiber die konkreten Be-
wegungsgleichungen fiir die Stiitzstellen x;(t). Gleichung (6.33) besitzt also
noch Allgemeingiiltigkeit. Da in dieser Arbeit die Lagrangesche Beschrei-
bungsweise vorgesehen ist, wird fiir den Rest dieses Abschnittes die Bedin-
gung x; = v; vorausgesetzt. Damit reduziert sich die diskrete Form der
Impulsgleichung (6.33) auf

0

E(QiVivi):/va@'dV : (6.34)

Im Gegensatz zur Diskretisierung der Kontinuititsgleichung l&ft sich an die-
ser Gleichung kein Erhaltungssatz fiir ein einzelnes Teilchen ablesen. Ordnet
man jedoch das Produkt von Dichte p; und Volumen V; einer Stiitzstelle ¢
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der Masse m; zu und summiert iiber simtliche Stiitzstellen des Simulations-
gebietes, so folgt

% (Z m,-v,-) =0 . (6.35)

Das Integral iiber den Druck verschwindet, da die Kernfunktionen die Ki-
genschaft besitzen, eine Partition der Eins zu bilden (Gleichung (3.31)).

Die Interpretation des Ausdruckes (6.35) als Erhaltung des Gesamtimpulses
liegt auf der Hand und bildet daher neben der Erhaltung der Masse einer
einzelnen Stiitzstelle bzw. eines einzelnen Teilchens (6.24) den zweiten wich-
tigen Erhaltungssatz.

Die Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit v; der Stiitzstelle ¢ folgt
unmittelbar aus der Gleichung (6.34). Zerlegt man mit Hilfe der Produkt-
regel die linke Seite und beachtet den Erhalt der Masse m; = 0, so folgt

1
0: Vi

b =

/ pVé:dV . (6.36)
\%

Indem man fiir den Druck p seine Moving Least Square Approximation

p = Zp,-gbi(a:,a:j(t)) (6.37)

substituiert, kommt man schlieflich zu einer Differentialgleichung, welche in
der folgenden Simulation Verwendung findet

N
1
oV > (i —p)V; Dij (6.38)
Ve j:1

b =

wobei zur Vermeidung numerischer Artefakte im Fall konstanten Drucks eine
mathematische Null eingefiigt wurde.

6.3.3 Die Energiegleichung

Die Herleitung einer diskreten Form der Energiegleichung dhnelt zwar in
wesentlichen Schritten derjenigen der Impulsgleichung, wird aber hier der
Vollsténdigkeit wegen nochmals aufgefiihrt.



6.3. Die hydrodynamischen Gleichungen 93

Ausgehend von der Energiegleichung (2.14) bzw.

i (30 ) raw[(Gorrern)e] =0 o)

folgt deren schwache Formulierung mit der Kernfunktion ¢;(x,z;(t)) als
Testfunktion

d (0 » / 0 2 /
— (zv° 4+ e p;dV = —v°+¢e)v-Vo,dV + v-Vo,dV .
/Vat<2 )¢ V(2 ) ¢ P Ve
(6.40)

Man zerlegt nun den linken Teil dieser Gleichung mit Hilfe der Produktregel
in zwei Terme und substituiert fiir die zeitliche Ableitung der Kernfunktion
die Ansétze (6.1) und (6.5) und erhélt den Ausdruck

%/V(gv%rs) qﬁidV+a'3i-/V<gv2+s> VidV
—é:ﬁk-/v(gv%rs)wkdv ,

wobei wie bisher der Punkt iiber einer Funktion fiir die Zeitableitung steht.
Setzt man jetzt in diese Gleichung die Mowving Least Square Approxima-
tionen fiir die Dichte o(x,t) aus Gleichung (6.19) und die entsprechenden
Approximationen fiir die Geschwindigkeit v(x,t) und innere Energie e(x,t)
ein, so folgt unter Anwendung der Mass Lumping Technik (Kapitel 5.2) der
Ausdruck

N
0 (oiV; 2 . 05 2 ) / . )
a( : vi+szv,>+mz Z(2fuj+ej) | 9iVndV

J=1

N
-y (%v§+ej) d:k-/vqﬁigijqSde

j k=1

(6.41)

(6.42)

Die letzten zwei Terme dieser Formel kénnen zu einem zusammengefafit wer-
den, indem man auf den letzten Term eine partielle Integration anwendet und
die daraus folgenden zwei Terme unter wiederholter Anwendung der Mass
Lumping Technik mit dem zweiten Term aus Formel (6.42) verbindet. Es
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ergibt sich also fiir die linke Seite der Energiegleichung in schwacher Formu-
lierung

0 (QiVi

N
9 2 o Q21 Vb
5 | 5 vz—l—é?,Vz)—l—Z( v3+sj)w] /Vquws,dv . (6.43)

2
J=1

In die rechte Seite der schwachen Energiegleichung (6.40) werden, wie in der
linken Seite, fiir Dichte p(x,t), Geschwindigkeit v(x,t) und innere Energie
e(x,t) die jeweiligen Moving Least Square Approximationen eingesetzt. Man
erhilt somit unter erneuter Verwendung der Mass Lumping Technik den
Ausdruck

N o N
Z(EJ’U?JFEJ') UJ"/VﬁijﬁbidV-F;’vj'/Vpgijd)idV . (6.44)

=1

Um nun zur diskreten Form der Energiegleichung in schwacher Formulierung
zu gelangen, werden die beiden Seiten (6.43) und (6.44) zu einer Gleichung
kombiniert

0 (0;V; = 9j
@( 121'012+5i‘/;> +> Vi (?]”?J“‘Ej) (@ = v;) - Dis

N
:Z’vj-/quijqbidV . (6.45)

Wie in den vorherigen zwei Abschnitten wurde diese Gleichung unter allge-
meinen Voraussetzungen hergeleitet, das heif’t, es sind bisher keine Informa-
tionen iiber die Bewegungsgleichungen fiir die Stiitzstellen x;(t) eingeflossen.
Da aber dieses Kapitel sich auf das Lagrangesche Verfahren spezialisiert, in
welchem sich die Stiitzstellen mit dem Fluid mitbewegen, wird im folgen-
den die Bedingung @&; = wv; vorausgesetzt. Damit kann man anstelle der
diskreten Energiegleichung (6.45) die Gleichung

N

=1

0 (QiVi

2
= Vi) =
5 \ 5 vi+e )

verwenden.
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Entsprechend der diskretisierten Impulsgleichung (6.34) ist der diskretisier-
ten Energiegleichung kein Erhaltungssatz fiir eine einzelne Stiitzstelle anzu-
sehen. Verwendet man wiederum anstelle des Produktes aus Dichte p; und
Volumen V; der Stiitzstelle ¢ die Masse m; und summiert {iber alle Stiitzstel-
len N des Simulationsgebietes, so ist mit

0
die Gesamtenergie eine Erhaltungsgréi&e. Dies folgt aus der Eigenschaft, dafs
die Kernfunktionen eine Partition der Eins bilden (Gleichung (3.31)) und
daher die Summe der Gradienten aller Kernfunktion verschwindet.

Nachdem neben dem Gesamtimpuls und der Masse einer einzelnen Stiitz-
stelle die Gesamtenergie als Erhaltungsgréfte bestétigt wurde, muft nun eine
Entwicklungsgleichung fiir die innere Energie ¢; an der Stiitzstelle ¢ gefun-
den werden. Dazu formt man die Ableitung der kinetischen Energie nach
der Zeit aus Gleichung (6.46) in den Ausdruck

0 (0Vi o . 0 o ,
&< 5 'vi) = v; T (0;Viv;) = v; /VpV(bde (6.48)

um, wobei fiir die Zeitableitung des Impulses p;V;v; die diskrete Impulsglei-
chung (6.34) Verwendung findet. Damit folgt anstelle der diskreten Energie-
gleichung (6.46) die Differentialgleichung

N

%(@'Vi):z(%‘ —vi)-/quwqb,-dv . (6.49)

=1

Schliefflich kann man den Druck p durch seine Moving Least Square Appro-
ximation (6.37) sowie die Ableitung des Volumens V; durch Gleichung (6.25)
ersetzen und gelangt zur Entwicklungsgleichung fiir die innere Energie ¢; an
der Stiitzstelle @

—EZZV ) Dy + — Zv;pj —v;)-Di; , (650

] 1

wobei man zur Auswertung des Integrals in Gleichung (6.49) ein weiteres Mal
die Mass Lumping Technik anwendet und die Grofe D;; wie in Gleichung
(5.5) definiert. Auferdem wurde im ersten Term der Differentialgleichung
fiir die innere Energie ¢; eine mathematische Null eingefiigt, um numerische
Artefakte bei konstantem Geschwindigkeitsfeld zu vermeiden.
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6.4 Numerische Tests

In diesem Abschnitt wird nun die Eignung der Diskretisierungen und der
numerischen Implementierung anhand einiger Testprobleme aufgezeigt.

Wie im Galerkin—Verfahren werden die numerischen Simulationen nur fiir
die lineare Interpolation, also M = 2, durchgefiihrt. Auch hier liegt der
Grund in der Approximationsordnung von D;; (Kapitel 5.2). Generell kann
jedoch gesagt werden, daft die Rechnungen aufwendiger sind als diejenigen
des Kollokationsverfahrens oder des Galerkin—Verfahrens. Dies liegt zum
einen natiirlich darin, daff zusitzlich zu den Diskretisierungen die Bewe-
gungsgleichungen fiir die Stiitzstellen mitintegriert werden miissen. Zum
anderen, und darin liegt der Hauptteil der numerischen Rechenarbeit, muf
man fiir jeden Zeitschritt die Ableitungen D);; erneut berechnen, da sich die
Stiitzstellen unabhingig voneinander bewegen kénnen. Das Verfahren hat
aber den Vorteil, in einigen Anwendungen, wie zum Beispiel hier bei der Ad-
vektionsgleichung, weniger Stiitzstellen zu benétigen, da nicht das gesamte
Simulationsgebiet mit Stiitzstellen {iberdeckt werden muf. Es bleibt also
abzuwégen, welches der Verfahren im konkreten Fall zu bevorzugen ist. In
dieser Arbeit wird jedoch nur auf die Realisierung dieser Verfahren Wert
gelegt, nicht auf den konkreten Vergleich.

6.4.1 Die Advektionsgleichung

Fiir die erste Anwendung des Verfahrens betrachte man die Advektionsglei-
chung mit konstantem Geschwindigkeitsfeld a(x) = 1.0. Als Zeitintegrator
findet ein Leap—Frog Schema der Ordnung O(At?) Verwendung, als Anfangs-
verteilung dient die Gaufl—Funktion

QO(*IE) — e—50(:12+0.5)2 ) (651)

Erwarten kann man, dafk diese Verteilung mit der gegebenen Geschwindigkeit
ohne Anderung von Gestalt und Amplitude advektiert wird. Das numeri-
sche Ergebnis findet sich in Abbildung 6.1 auf der linken Seite. Deutlich
ist zu erkennen, daft diese Bedingungen sehr gut erfiillt werden. Auch die
Bewegung der Stiitzstellen ist klar zu erkennen.
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Im zweiten Testbeispiel wird das Geschwindigkeitsfeld a(x) durch eine rium-
lich variable, aber zeitlich konstante Funktion ersetzt

ZT
o) =10

(6.52)
Als Anfangsverteilung findet das Gaufs—Profil

oo(z) = 1.5¢%¢=6-25(z=1)" (6.53)
Verwendung. Im Gegensatz zum vorigen Testbeispiel wird sich bei diesem
Geschwindigkeitsfeld sowohl Gestalt als auch Amplitude der Anfangsvertei-
lung dndern. Die numerischen Ergebnisse zu den Zeiten ¢ = 2.0 und ¢ = 4.0
sind in Abbildung 6.1 auf der rechten Seite dargestellt. Ein Vergleich mit
den Ergebnissen aus den Abbildungen 4.6 links und 5.1 links vom Kollo-
kationsverfahren bzw. Galerkin—Verfahren zeigt eine sehr gute Ubereinstim-
mung. Deutlich ist auch zu erkennen, wie die Stiitzstellen sich von ihren
Ausgangspositionen wegbewegt haben und speziell im Fall des rdumlich va-
riablen Geschwindigkeitsfeldes im Verlauf der Simulation eine unregelméfige

Anordnung einnehmen. Die Stiitzstrellen nihern oder entfernen sich vonein-
ander je nach Gréfte des Geschwindigkeitsfeldes.

05

L
-0.5

ol

L
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Abb. 6.1: Losung des eindimensionalen Advektionsproblems mit vorgege-
benem Geschwindigkeitsfeld a(z) = 1.0 (links) bzw. a(z) = z/(1 + 0.2 2?)

(rechts). Die durchgezogene Linie beschreibt die Anfangsverteilung.
6.4.2 Das eindimensionale Stofirohr

Wie in den letzten Kapiteln auch, bildet das eindimensionale Stofirohr das
Testbeispiel zur Uberpriifung der Giiltigkeit der hydrodynamischen Diskre-
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tisierungen. Die analytische Losung dieses Stofirohrproblems findet sich in
Anhang A.

Das sich in einer R6hre befindende ideale Gas wird zunéchst durch ein Dia-
phragma in zwei Bereiche unterteilt. Links des Diaphragmas befindet sich
das Gas mit hoherer Dichte, rechts davon dasjenige niedrigerer Dichte. Des
Weiteren wird vorausgesetzt, daf sich die beiden Gase anfangs in Ruhe be-
finden und die inneren Energien beider Gase identisch sind. Zum Startzeit-
punkt der Simulation wird nun das Diaphragma instantan entfernt. Darauf-
hin breitet sich eine Stofwelle in das Medium geringerer Dichte aus und eine
Verdiinnungswelle in das Medium hoherer Dichte. Zwischen der Schockfront
und der Verdiinnungswelle befindet sich die Kontaktunstetigkeit, bei der
Dichte und spezifische innere Energie eine Diskontinuitit besitzen, dagegen
Geschwindigkeit und Druck ihren Wert nicht verdndern.

Wie in den bereits durchgefiihrten Simulationen werden fiir die Rechnun-
gen hier willkiirliche Einheiten verwendet. Dementsprechend sind in den
Diagrammen keine physikalischen Einheiten angegeben.

Durch auftretende Unstetigkeitsstellen an den Stofifronten ist die Verwen-
dung einer kiinstlichen Viskositdt, wie sie in Abschnitt 4.5.2 beschrieben
wurde, unabdingbar. Dadurch werden die unerwiinschten Postschock-Os-
zillationen weitgehend weggeddmpft. Die verwendeten Werte fiir die frei
wahlbaren Parameter der kiinstlichen Viskositit a, 8 liegen bei 1.0.

Abbildung 6.2 zeigt das numerische Ergebnis der Simulation mit 500 Stiitz-
stellen. Neben der Dichteverteilung o(x) sind Geschwindigkeit v(z), Druck
p(x) und sperzifische innere Energie e(z) zum Zeitpunkt 7' = 1.5 dargestellt.
Die gestrichelte Linie zeigt das analytische Ergebnis. Die verwendeten Stiitz-
stellen waren zum Startzeitpunkt &quidistant {iber das Simulationsgebiet
verteilt und wurden dann sich selbst {iberlassen, sie bewegten sich also mit
der Stromung. Das Ergebnis zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen
der analytischen Losung und den simulierten Werten. Auch die Stofifronten
besitzen eine beeindruckende Auflésung.
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Abb. 6.2: Simulation des eindimensionalen Stofirohres. Dargestellt ist das
Ergebnis mit 500 Stiitzstellen. Die gestrichelte Linie beschreibt die analyti-
sche Losung.



Kapitel 7

Zusammenfassung und

Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befaft sich mit der Anwendung des Mowving Least
Square Ansatzes im Bereich der partiellen Differentialgleichungen, speziell
der hydrodynamischen Grundgleichungen. Dabei werden drei verschiedenen
Verfahren untersucht, das Kollokationsverfahren, das Galerkin—Verfahren
und das Lagrangesche Verfahren. Wichtige Punkte sind die Herleitung der
jeweiligen Diskretisierungen und die Uberpriifung von deren Eignung zur
Simulation von Differentialgleichungen. Als Testbeispiele dienen die Advek-
tionsgleichung, das eindimensionalen Stofsrohres und speziell im Kollokati-
onsverfahren die starr rotierenden Gasscheibe.

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist eine Diskussion der Mowing Least Square
Methode, einer Methode, die urspriinglich dazu entwickelt wurde, um un-
strukturierte Mefidaten zu interpolieren. Die Interpolationsordnung héngt
davon ab, wieviele Basisvektoren man zur Berechnung der Kernfunktionen
hinzuzieht. Fiir die Simulationen der betrachteten Testbeispiele werden hier
ausschlieflich polynomiale Basisvektoren verwendet. Es zeigt sich, dafs der
Wahl der Gewichtsfunktion fiir die Berechnung der Kernfunktion eine wichti-
ge Rolle zukommt. Je nach der Struktur der Gewichtsfunktion unterscheidet

100
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man zwischen einer interpolierenden und einer nichtinterpolierenden Mowving
Least Square Methode: Besitzt die Gewichtsfunktion eine Singularitidt an
der zugehorigen Stiitzstelle, so folgt, daff die Entwicklungskoeffizienten ei-
ner Funktion den Funktionswerten an diesen Stiitzstellen entsprechen. Man
spricht daher von einem interpolierenden Verfahren. Besitzt die Gewichts-
funktion jedoch keine Singularitit, ist sie also innerhalb ihres Tréigers min-
destens einmal stetig differenzierbar, so handelt es sich um ein nichtinter-
polierendes Verfahren und die Entwicklungskoeffizienten entsprechen nicht
den Funktionswerten an den jeweils zugehorigen Stiitzstellen. Es stellt sich
ferner heraus, daf der Koeffizient, welcher die Stirke der Singularitit bei
dem interpolierenden Verfahren angibt, von untergeordneter Bedeutung ist.
Die einzige Beschrdnkung liegt darin, diesen grofier als eins zu wihlen. Un-
abhéngig von der Methode gilt jedoch, daf fiir beliebige Stiitzstellenvertei-
lungen die Basisfunktionen exakt approximiert werden. Dadurch wird die
Konsistenz des Verfahrens schlieflich garantiert. Dariiberhinaus bilden die
Kernfunktionen eine Partition der Eins.

Die Mowving Least Square Methode wird anschliefsend im Kollokationsverfah-
ren auf Differentialgleichungen angewendet. Dazu muf zundchst geklart wer-
den, wie der Ableitungsoperator auf Funktionen bzw. auf die Kernfunktionen
anzuwenden ist. Ein direkter Vergleich der interpolierenden mit der nichtin-
terpolierenden Mowving Least Square Methode ergibt, daft speziell bei steilen
Gradienten die nichtinterpolierende Methode der interpolierenden deutlich
unterlegen ist, da sie nicht in der Lage ist, diese Gradienten darzustellen.
Daher wird im folgenden auf eine weitere Betrachtung der nichtinterpolie-
renden Methode verzichtet. Es folgt eine genauere Analyse des numerischen
Fehlers, welcher durch die Mowving Least Square Methode fiir die Ableitun-
gen hervorgerufen wird. Es zeigt sich dabei, daf dieser unmittelbar von
der Interpolationsordnung der Methode abhéngt und damit durch einen ein-
zelnen Parameter gedndert werden kann. Dies ist ein wesentlicher Vorteil
gegeniiber Verfahren mit Finiten Differenzen, bei denen je nach Ordnung
ein ganz neues Programm geschrieben werden muf. Die Simulation von
Advektionsgleichung und hydrodynamischen Gleichungen anhand des eindi-
mensionalen Stofsrohres legen das Potential des Verfahrens dar. Bei einer
regelméfiger Stiitzstellenverteilung entspricht das Ergebnis, wie auch die
Fehleranalyse beweist, dem eines Finiten Differenzenverfahrens der jeweils
zugehorigen Ordnung. Es stellt sich ebenfalls heraus, dafs das Kollokati-
onsverfahren auch auf eine irreguldre Stiitzstellenverteilung anwendbar ist,
die Irregularitit jedoch nicht beliebig stark sein darf. Dies ertffnet jedoch
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die Moglichkeit, eine lokale Verfeinerung des Gitters in solchen Bereichen
des Simulationsgebietes, in denen beispielsweise der Gradient sehr steil wird
und daher eine regelméfige Stiitzstellenverteilung nicht geeignet erscheint,
vorzunehmen. Auch eine adaptive Gitterverfeinerung ist denkbar. Dies ist
bei Finiten Differenzenverfahren nur unter einem erhéhten Programmier-
aufwand realisierbar, ein weiterer Vorteil der Moving Least Square Technik.
Anhand der starr rotierenden Gasscheibe kann gezeigt werden, daf die Ver-
allgemeinerung auf zwei Dimensionen (und damit auch auf weitere) moglich
ist, und prinzipiell nur durch eine Erweiterung der Menge der Basisvektoren
erfolgt.

Fine weitere Version, in der sich die Moving Least Square Methode erfolg-
reich anwenden 14#t, ist das Galerkin—Verfahren. Dabei mufs die Differenti-
algleichung zunichst in ihre schwache Formulierung umgeschrieben werden.
Der Vorteil dieses Verfahrens liegt zum einen in der mathematisch korrekten
Beschreibung von nicht stetigen Losungen einer Differentialgleichung, zum
anderen ist die physikalische Interpretation der diskreten Gleichungen ein-
facher. So wird jeder Stiitzstelle ein Volumen zugeordnet, welches sich als
Integral iiber die Kernfunktion definiert. Betrachtet man die hydrodynami-
schen Gleichungen fiir ideale Fluide, welche sich aus den Erhaltungssitzen
von Masse, Impuls und Energie ableiten, so finden sich bei der jeweiligen
diskreten Form ebenfalls Erhaltungssitze fiir Gesamtmasse, Gesamtimpuls
und Gesamtenergie. Die Gesamtmasse ist dabei durch die Summe aus den
Produkten von Dichte und Volumen, der Gesamtimpuls durch die Summe
aus den Produkten von Dichte, Volumen und Geschwindigkeit aller Stiitz-
stellen definiert. Entsprechend gilt das fiir die Gesamtenergie, welche sich
aus kinetischer Energie und innerer Energie zusammensetzt. Die Herleitung
der diskreten Gleichungen der betrachteten Differentialgleichungen fand un-
ter extensivem Gebrauch von Methoden, die aus der Theorie der finiten
Elemente stammen, wie der Mass Lumping Technik, statt.

Den Abschlufs der vorliegenden Arbeit bildet die Moving Least Square Me-
thode im Lagrangeschen Verfahren. Wie im Galerkin—Verfahren wird auch
hier die schwache Formulierung einer Differentialgleichung gewahlt. Jedoch
besitzen die Stiitzstellen nun eine explizite Zeitabhingigkeit, das bedeutet,
sie konnen sich eigenstindig durch das Simulationsgebiet bewegen. Das hat
unmittelbar Auswirkungen auf die Kernfunktionen, denn diese hingen nun
iiber die Stiitzstellen implizit ebenfalls von der Zeit ab. Daher war es nétig,
eine Gleichung zu finden, welche die Zeitabhéingigkeit der Kernfunktion auf
die Stiitzstellen iibertragt. Der dafiir gefundene Ansatz lieferte zunéichst
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neue Diskretisierungen der hydrodynamischen Gleichungen, welche neben
den Variablen auch Zeitableitungen der Funktionen, welche die Bahnen der
Stiitzstellen beschreiben, beinhalten. Betrachtet man speziell die diskrete
Kontinuitatsgleichung unter der Annahme statischer Stiitzstellen, so findet
man die diskrete Gleichung im Galerkin—Verfahren. Dies ist eine sehr gute
Bestéatigung des Ansatzes fiir die Zeitableitung der Kernfunktionen. Im La-
grangeschen Fall bewegen sich die Stiitzstellen mit der Stromung. Die Zeit-
ableitung der Funktionen, welche die Bahnen der Stiitzstellen beschreiben,
entspricht also dem Geschwindigkeitsfeld am Ort der jeweiligen Stiitzstelle.
Betrachtet man unter dieser Voraussetzung die diskreten hydrodynamischen
Gleichungen, so finden sich, wie im Galerkin—Verfahren, Erhaltungssétze.
Diese sind die Erhaltung der Masse einer einzelnen Stiitzstelle, die Erhal-
tung des Gesamtimpulses und die Erhaltung der Gesamtenergie, so daft man
die Stiitzstellen selber als Teilchen bezeichnen kann und das Verfahren als
ein Teilchenverfahren.

7.2 Ausblick

Zum Abschlufs sollen in aller Kiirze auf weitere Entwicklungen und offene
Problem der vorgestellten Moving Least Square Verfahren eingegangen wer-
den.

Eine wichtige Weiterentwicklung der vorgestellten Verfahren liegt in der Er-
weiterung der in dieser Arbeit vorgestellten Diskretisierungen auf den Be-
reich viskoser Fluide. Dies beinhaltet das Aufstellen diskreter zweiter Ablei-
tungen und deren Uberpriifung an einfachen Beispielen. Obwohl hier bereits
erste Ansitze unternommen wurden, steht ein genaueres Studium noch aus.
Auch die Untersuchung des Verhaltens der vorgestellten Diskretisierungen
unter einer dufseren Volumenkraft ist ein wichtiges, wenn auch problemloses,
Vorhaben.

Ein sicherlich noch umfangreicheres Unterfangen ist die Formulierung von
Randwerten. Betrachtet man die Kernfunktionen am Rand eines Intervalls,
stellt man fest, dafs diese aufgrund der Asymmetrie der Stiitzstellenvertei-
lung erheblich in Gestalt und Eigenschaften von denjenigen Kernfunktionen,
welche sich innerhalb des Simulationsgebietes befinden, abweichen. Inwie-
weit dies Konsequenzen fiir die Randwerte besitzt, ist noch zu untersuchen.
Ein Vergleich der Randwertbehandlung bei Methoden der Finiten Elemen-
te scheint in diesem Fall aussichtsreich. Eine weitere Moglichkeit ware die
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Einfiihrung von virtuellen Stiitzstellen. Das sind Stiitzstellen, welche man
zusitzlich am Rand in einer begrenzten Schicht des Aufsengebietes plaziert.
Dabei werden die Funktionen an diesen Stiitzstellen so angepaft, dafs die
vorgegebenen Randwerte zu jedem Zeitschritt erfiillt sind. In diesem Fall sei
auf die Arbeiten von Speith (1998) und Kuhnert (1999) verwiesen. Natiirlich
gibt es noch eine Reihe weiterer Ansitze, wie Randwerte angesetzt werden
konnen, die jedoch im allgemeinen numerisch recht aufwendig erscheinen.
Dazu gehoren unter anderem die Einfiihrung von Lagrangeschen Multipli-
katoren (Belytschko et al. (1994)). Welche dieser Methoden schlieflich zum
Erfolg fiihrt, ist Gegenstand weiterer Untersuchungen.

Eine interessante Weiterentwicklung betrifft das Moving Least Square Ver-
fahren in Lagrangescher Formulierung. Die Herleitung der diskreten Dar-
stellung einer Differentialgleichung wurde zunichst mit keinerlei Voraus-
setzungen, wie sich die Stiitzstellen iiber das Simulationsgebiet bewegen,
verkniipft. Die Lagrangesche Bedingung, daf sich die Stiitzstellen mit der
Stromung mitbewegen, fiihrte schliefflich auf Gleichungen sowohl fiir die Dif-
ferentialgleichung als auch fiir die Stiitzstellen selber. Fiir die Simulation ist
die Lagrangesche Bedingung jedoch nicht zwingend erforderlich. Es wére
durchaus vorstellbar, daf die Stiitzstellen anderen Bewegungsgleichungen
geniigen. Interessant wire es zum Beispiel, den Ansatz von Dorfi, Drury
(1987) weiterzuverfolgen, bei dem sich wéhrend des Ablaufes der Simulation
die Stiitzstellen entsprechend dem Gradienten der Losungsfunktion vertei-
len. Das bedeutet, dafs an Stellen, an denen eine hohe rdumliche Auflésung
notig ist, vorzugsweise an steilen Gradienten, sich die Stiitzstellen akkumu-
lieren, und an Stellen, an denen eine niedrige rdumliche Auflésung geniigt,
die Stiitzstellen einen groferen gegenseitigen Abstand einnehmen kénnten.
Obwohl erste Ansétze in dieser Richtung bereits unternommen wurden, steht
eine numerische Implementierung noch aus.

Neben diesen technischen Weiterentwicklungen sei die konkrete Anwendung
der vorgestellten Moving Least Square Verfahren auf physikalische Fragestel-
lungen nicht vergessen. Obwohl in dieser Arbeit aus dem hydrodynamischen
Anwendungsbereich nur wenige exemplarische Beispiele herausgegriffen wor-
den sind, kann davon ausgegangen werden, daf diese Verfahren sich in weite-
ren Beispielen bewdhren und er6ffnen dadurch ein weites Feld theoretischer
Untersuchen. Dabei sind die Verfahren natiirlich nicht nur auf die hydrody-
namischen Gleichungen beschriankt, sondern bieten Anwendungsmdéglichkei-
ten in allen Bereichen der Physik.



Anhang A

Analytische Losung des
eindimensionalen Stolsrohres

Dieser Anhang befafst sich mit einer kurzen Darstellung der analytischen
Losung des eindimensionalen Stofirohres, welches immer wieder als Testbei-
spiel in den Simulationen Verwendung findet. Fiir eine ausfiihrliche Darstel-
lung sei beispielsweise auf Anderson (1990) verwiesen.

Wie die Abbildung der Dichtever-
teilung nach einer Simulationszeit
T > 0 links zeigt, 14kt sich das
Stofsrohr prinzipiell in fiinf Berei-
che unterteilen. Das Ziel ist nun,
aus den bekannten Gréfien in Berei-
chen I und V den Verlauf von Dich-
te, Geschwindigkeit, Druck und in-
nerer Energie in den iibrigen Berei-
chen zu bestimmen.

Dichte o

Ort

und gy sowie die spezifischen inne- — ypp A 5. Dichteverteilung innerhalb

Gegeben seien also die Dichten py

ren Energien ey und ey. Damit fol-
gen auch die Driicke p;y und py aus
der Zustandsgleichung. Die Geschwindigkeiten in den Gebieten I und V
werden laut Anfangsbedingung auf null gesetzt.

eines Stofirohres.
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Es gilt fiir den Druck pyy nach der Stofifront die Beziehung

P _piv {1 _ (y=D(ev/en)prv/pv - 1) } (A
pv  Pv V2727 + (v + 1) (prv/pv — 1)]

Diese Gleichung kann nur numerisch nach der gesuchten Groéfe pry aufgelGst
werden. c¢; und cy bezeichnen jeweils die Schallgeschwindigkeiten in den
Gebieten I und V. Sie ergeben sich aus der Relation ¢ = (/v p/p unter
Verwendung der jeweiligen Dichten und Driicke.

Die spezifische innere Energie im Bereich IV folgt aus dem nun bekannten
Druckverhéltnis zu

7—|—1+pIV
€rv _ P1v v—1 2% . (A.2)
ev. pv 1+L+1PI_V

v—1py

Fine entsprechende Relation, welche durch die Formel

1
. 1+—7+1PI—V
IV: Y — bv A3
ov y+1  prv (A-3)
+
y—1 pv

gegeben ist, liefert die Dichte im Gebiet I'V.

Die Stoffront breitet sich mit der Geschwindigkeit

Vs:CV\/wl (m—v—l)+1 (A.4)

2y \pv

aus, und die Geschwindigkeit im Bereich IV folgt aus der Relation

2y
& 1
UIVZ—V<pI—V—1) s — . (A.5)
Y pv PIV+”>’
\pv v+1

Damit sind die gesuchten Groéfsen im Bereich IV alle bekannt.
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Die Geschwindigkeit im Bereich I11] ist die gleiche wie im Bereich I'V', bleibt
also konstant iiber die Kontaktunstetigkeit. Die anderen gesuchten Groéfien
folgen aus der Adiabatengleichung zu

v =1
PrIr _ <QIII) _ (ej'l) . (A.6)
br 01 €r

Es verbleibt also nur noch die gesuchten Groéfsen im Bereich 11, der Ver-
diinnungswelle, zu ermitteln.

Die Geschwindigkeitsverteilung im Bereich 7 ergibt sich aus der Beziehung

v = % (CI + %) . (A.7)

Damit konnen die Dichte, der Druck und die innere Energie im Bereich 17
bestimmt werden zu

_ 71
orr _ 1y oy -l , (A.8)
01 2 Cr
. 2y
PII vy—1worp |7
PIL 1y Y201 A9
2 [ tu ] , (A.9)

err v—1wvg 2
2L U g (A.10)



Anhang B

Analytische Losung der starr
rotierenden (Gasscheibe

In diesem Anhang betrachtet man eine diinne Gasscheibe, welche so diinn ist,
daft ihre Vertikalausdehnung gegeniiber den Horizontalausdehnungen ver-
nachléssigbar ist. Damit kann man das zu 16sende Gleichungssystem, welches
im allgemeinen eine dreidimensionale Struktur besitzt, auf zwei Dimensionen
beschrénken.

Dementsprechend haben die hydrodynamischen Groften Dichte und Druck
auch andere Bedeutungen. So wird beispielsweise anstatt der Feldgrofie
o eine integrierte Grofe verwendet, die nicht mehr von der z-Koordinate
abhingt. Die Dichte interpretiert man folglich als Flachendichte, die Ge-
schwindigkeitsterme in z-Richtung werden auf null gesetzt, also v, = 0, und
alle Ableitungen in z-Richtung verschwinden ebenfalls, speziell dv/0z = 0.
Ferner soll das ideale Gas der Scheibe einer isothermen Zustandsgleichung
geniigen. Unter diesen Voraussetzungen kann man eine analytische Losung
der zweidimensionalen idealen Gasgleichungen angeben, welche im folgenden
vorgestellt wird.

Da die starr rotierende Scheibe rotationssymmetrisch ist, verwendet man zur
Berechnung der analytischen Losung Zylinderkoordinaten, eine Radialkoor-
dinate r und eine Azimutalkoordinate ¢. Die hydrodynamischen Gleichun-
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gen in diesen Koordinaten lauten (Landau, 1987)

% + %% (rov,) =0 (B.1)
6£T+vr%—%vi+%%=0 (B.2)
% UT%L;O + %vrup =0 (B.3)

mit der isothermen Zustandsgleichung
p=cio (B.4)

wobei ¢y = konst. die isotherme Schallgeschwindigkeit ist.

Die starre Rotation erzwingt man durch den speziellen Ansatz
v, =wrf(t) mit w =konst. . (B.5)

Dabei ist die Funktion f(¢) eine noch zu bestimmende Funktion der Zeit ¢,
die das Zerflielen der Scheibe beschreibt.

Dieser Ansatz wird nun in Gleichung (B.3) eingesetzt und nach v, aufgelost.
Damit folgt

r § . (B.6)

Die Geschwindigkeiten (B.5) und (B.6) werden zusammen mit der Zustands-
gleichung (B.4) in Gleichung (B.2) eingesetzt und man gelangt zur Relation

cogar—rg(t) = 5 =7 g(t) (B.7)

A\ 2 :
1L(f 1d (f
D =w2f2_ 2L —— | L ) B.8
wer ()22 (0) e
Die Differentialgleichung (B.7) kann integriert werden zu

1
cono=A(t)+ 5rig(t) (B.9)

mit
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wobei A(t) eine zeitabhiingige Integrationskonstante ist.

Indem man die Kontinuitétsgleichung mit 1/9 durchmultipliziert, erhlt man

Olnp Olnp 10 B
5 + v, r —I—FE(TUT)—O : (B.10)

In diese Gleichung werden nun die radiale Geschwindigkeit (B.6) und die
Dichte (B.9) eingesetzt, und es folgt die Relation

2

Lo
A—c2s=—|Zg—g . B.11
Diese Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn beide Seiten fiir sich verschwinden,

da diese Gleichung fiir beliebige Radien r erfiillt sein mufs.

Damit erhalt man

A(t) =c3(a +1n £(t)) (B.12)
g(t) = — 2 (3) 81 (1) (B.13)

mit «, 8 als Integrationskonstante.

Die Dichte p hdngt dann nur noch von der Funktion f(¢) ab und ist durch

0= Aof(t) exp (—§ (=) f(t)) (B.14)

gegeben.

Um die Konstante Ag zu bestimmen, wird {iber das Volumen integriert und
das Ergebnis als Gesamtmasse m interpretiert

2
2T c§

m = 27r/0 ordr = FEAO : (B.15)

Damit folgt

0= 5= —3 Bf(t) exp <—§ (ﬂ) f(t)> . (B.16)



111

Es verbleibt nur noch, die Funktion f(¢) zu bestimmen. Dies geschieht mit
Hilfe von Gleichung (B.13) und Gleichung (B.8), welche kombiniert zu dem

Ausdruck
) N 2
1d (f 1(f 202 | 245p _
Ld <f>_4<f> LA W8 =0 (B.17)

fiihren. Diese Differentialgleichung kann durch Einfiihrung einer neuen Va-
riablen 7 = wt vereinfacht werden zu

2
i G%)ﬁ% (g—f) FPHBF=0 . (BIY)

Mit dem Ansatz

of 0%f oOwaof ow
vl _ ZJ T 2= B.19
or ~"U) = 52T o5 ar ~ Vof (B.19)
gelangt man zu der Differentialgleichung
1 ow 3w?
g I - ) B.2
2fw6f 4f2+f +68f=0 (B.20)
Substituiert man y = w? folgt
1 8y 3y 9
- —= = B.21
und mit der weiteren Substitution
o
=(f3 5 B.22
=0 = = (B.22)
kommt man schlieflich auf die Differentialgleichung
o¢ 4B
— =—4-— . B.23
T 7 (B.23)
Diese besitzt die Losung
(=4a—-4f —48Inf (B.24)

mit a als Integrationskonstanten.
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Eine anschlieflende Riicksubstitution der verwendeten Variablen liefert

_of _19f
w_(?T_w(?t

=423 Ja— f—BInf . (B.25)

Die Integrationskonstante a kann durch die Anfangsbedingungen bestimmt
werden. Es wird angenommen, daf zur Zeit ¢ = 0 die Radialgeschwindigkeit
verschwindet, also v,.(0) = 0, und die Azimutalgeschwindigkeit einer starren
Rotation entspricht, also v,(0) = wr. Daraus folgt unmittelbar f(0) = 1
(Gleichung (B.5)) und f(0) = 0 (Gleichung (B.6)). Damit ergibt sich aus
Gleichung (B.25) schlieflich ¢ = 1. Fiir die Anfangsdichteverteilung gilt
demnach

2

2
0(0) = %i—%,@ exp <_§i_% r2) : (B.26)

Um das Vorzeichen der Differentialgleichung (B.25) bestimmen zu kénnen,
wird die Taylorentwicklung von f um ¢ = 0 betrachtet:

£(2) = F0) + FO)t + 5 FO)2 + S FO)F + Ot
=1-(14+pP2+0{) . (B.27)

Daran sieht man nun, daft die Ableitung stets negativ ist und somit anstelle
von Gleichung (B.25) die Gleichung

g_{ = —2wf3?\/1— f—Blnf (B.28)

tritt.

Die Funktion f ist numerisch problemlos berechenbar. Jedoch kann man
noch einige Eigenschaften festhalten:

e f ist streng monoton fallend.
e Esgilt 0 < f <1 wegen der Anfangsbedingungen.

e Fiir t — oo gilt f — 0 und die Ableitung verschwindet ebenfalls.



Anhang C

Verzeichnis der verwendeten
Symbole

a Index
Hilfsgrofe
Geschwindigkeitsfeld
a Vektor
a; Komponente des Vektors a
Koeflizienten des Geschwindigkeitsfeldes a
a, Entwicklungskoeffizient
b Basisfunktionenvektor
b; Basisfunktion
c Konstante
Cp spezifische Warme bei konstantem Druck
cy spezifische Warme bei konstantem Volumen
o Schallgeschwindigkeit
CI,CII,CIII,CIV,CV Werte der Schallgeschwindigkeit
d; Restglied
do Oberflichenelement
dV Volumenelement
e spezifische innere Energie
€1,€I1,EIII,EIV,EV Werte der spezifischen inneren Energie
f beliebige skalare Funktion (i.a. stetig differenzierbar)
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f! Ableitung der Funktion f nach z
f Ableitung der Funktion f nach der Zeit
fi Entwicklungskoeffizienten
h Radius der Gewichtsfunktion bzw. Kernfunktion
kg Boltzmann—Konstante
[ Léangenskala
m; Masse einer Stiitzstelle
My, atomare Masseneinheit
n Normalenvektor
0 Oberflache
P Druck
Polynom
Di Druckwert an der Stiitzstelle x;
Pa Druckanteil der kiinstliche Volumenviskositat
D3 Druckanteil der von Neumann—Richtmyer—Viskositét

P1,Pr1,PII1I,PIV,PV
q

Druckwerte

Wirmefluftvektor

Quellterm

Radius, Abstand

Fehlerverteilung

Radialkoordinate

Zeitkoordinate

beliebige skalare Funktion

globale Approximation der Funktion u
lokale Approximation der Funktion u
Entwicklungskoeffizient
Geschwindigkeitsvektor
Geschwindigkeitswert an der Stiitzstelle x;
Komponente des Geschwindigkeitsvektors
Radialgeschwindigkeit
Azimutalgeschwindigkeit
z—Koordinate der Geschwindigkeit
Geschwindigkeitswerte

Hilfsgrofe

Raumvektor

Stiitzstelle

Basisfunktion

Raumkoordinate

Komponente des Raumvektors



115

N
~,

Qo
sg>

O
<.

Smz ZRRSEED

©C J[WISI<C

e

Stiitzstelle
Basisfunktion
Raumkoordninate
Hilfsgrofe
Mefswert
Raumkoordinate

Matrix
Koeffizienten der Matrix A
Menge der m-—mal stetig differenzierbaren Funktionen

Integral iiber Kernfunktion multipliziert mit Ableitung

Gesamtenergie
Flufsfunktion
Masseflufs

Anzahl der Stiitzstellen im Triger einer Gewichtsfunktion.

offene Kugel mit Radius R
Ordnung des Verfahrens
Gesamtmasse

Anzahl der Stiitzstellen
Gaskonstante

Temperatur

bestimmter Zeitpunkt

als Index: Transponierte Matrix
Simulationsgebiet

Volumen

Volumen der Stiitzstelle x;
Geschwindigkeit der Stofsfront
Gewichtsfunktion

stetig differenzierbare Gewichtsfunktion

von der Ordnung
Funktional

Starke der Singularitit der Gewichtsfunktion
Koeffizient der kiinstlichen Volumenviskositit
Index

Hilfsgrofe

Koeffizient der von Neumann—Richtmyer—Viskositit
freier Parameter
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Hilfsgrofe

0% Adiabatenindex

i Kronecker-Symbol

Az Gitterweite

€ Vektor, dessen Betrag klein ist

€ innere Energie
kleine Zahl

i Wert der inneren Energie an der Stiitzstelle x;

¢ Volumenviskositét

YNMT DD DI
NG

s
)y

€0
01,011,0I11,01V,0V

Hilfsgrofe

Scherviskositat

Winkel

Matrix

Koeffizienten der Matrix ©
mittleres Molekulargewicht
Raumvektor

Pi

Dichte

Dichtewert an der Stiitzstelle x;
Anfangsverteilung

Dichtewerte

viskoser Spannungstensor
skalare Funktion

Komponenten des Spannungstensors
Hilfsgrofe

Kernfunktion zur Stiitzstelle x;
Ableitung der Kernfunktion nach z
Testfunktion

skalare Funktion
Azimutalkoordinate

Gebiet

kompaktes Gebiet
Winkelgeschwindigkeit

gewoOhnliches Differenzial
Diveregenz

partielles Differenzial
Oberfliche des Volumens V
Gradient
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Limes
Exponentialfunktion
tangens hyperbolicus
Skalarprodukt
Tensorprodukt
Norm, Betrag
Integral
Oberflichenintegral
Summenzeichen
Teilmenge

Element von

fiir alle

n-dimensionaler Raum der reelen Zahlen

unendlich
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