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Zusammenfassung

Ein bislang im Rahmen der QCD unverstandenes Ph&nomen der starken
Wechselwirkung ist das des Confinement farbiger Teilchen. In der vorlie-
genden Dissertation werden verschiedene Aspekte zweier populdrer Modelle
fiir Confinement, das des dualen Supraleiters und das der Vortexperkolati-
on, betrachtet. Bei beiden Modellen geht man davon aus, dafl topologische
Freiheitsgrade fiir das Confinement verantwortlich sind. Insbesondere werden
in dieser Arbeit die Eigenschaften der jeweiligen topologischen Anregungen,
Monopole und Vortizes, untersucht.

Im Modell des dualen Supraleiters wird Confinement durch farbelektrische
FluBschlduche zwischen den Quarks erklart, die als Konsequenz eines dua-
len Meifiner-Effekts entstehen. Verantwortlich fiir den dualen Meifiner-Effekt
ist die Kondensation farbmagnetischer Monopole, die (nach Fixierung ei-
ner abelschen Eichung) beziiglich einer verbliebenen U(1)-Untergruppe der
nichtabelschen Farbgruppe SU(N) identifiziert werden kénnen. Im Rahmen
dieser Dissertation wird gezeigt, dafl diese Monopole in der Polyakov-Eichung
zusétzlich auch den Pontryagin-Index (Instanton-Zahl) einer Feldkonfigurati-
on vollsténdig bestimmen [QRS99]. Der Pontryagin-Index ist von grofler Be-
deutung fiir das Versténdnis der chiralen Symmetriebrechung, die das Spek-
trum der leichten Mesonen entscheidend bestimmt. Mit dem erarbeiteten
Zusammenhang zwischen farbmagnetischen Monopolen und Pontryagin-In-
dex ergibt sich daher die Moglichkeit, zwei charakteristische Eigenschaften
des beobachteten Hadronenspektrums, Confinement farbiger Teilchen und
chirale Symmetriebrechung, in einem einheitlichen Bild zu verstehen.

Ein zweites Modell fiir Confinement betrachtet statt farbmagnetischer Mono-
pole geschlossene farbmagnetische Fluflschlduche, sogenannte Vortizes. Con-
finement 148t sich in diesem Bild als Konsequenz der Perkolation von Vortizes
verstehen. Ein Vortex perkoliert, wenn er sich durch das gesamte betrachtete
Universum zieht. Zur Identifikation von Vortizes haben sich Zentrumseichun-
gen als geeignet erwiesen. Durch Projektion der Eichfeldkonfigurationen auf
das Zentrum der Gruppe entstehen in der Raum-Zeit singuldre P-Vortizes,
die als Konsequenz ausgedehnter Vortizes der unprojizierten Konfigurationen
interpretiert werden und durch Gitterrechnungen untersucht werden kénnen.

Bei hohen Temperaturen beobachtet man eine dimensionale Reduktion der
Yang-Mills-Theorie: Eine Beschreibung durch eine effektive dreidimensionale
Theorie ist in diesem Bereich moglich. Im Rahmen dieser Dissertation wird
gezeigt, dal das Vortexbild fiir Confinement in maximaler Zentrumseichung
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konsistent mit der dimensionalen Reduktion ist [GLSR00]. Das Vortexmo-
dell fiir das QCD-Vakuum ist daher nicht nur auf die Confinement-Phase der
Yang-Mills-Theorie anwendbar, sondern behélt auch in der Hochtemperatur-
phase seine Giiltigkeit.

Zur ldentifikation der fiir Confinement relevanten Vortizes konnen unter-
schiedliche Zentrumseichungen verwendet werden. Um festzustellen, ob die
P-Vortizes einer bestimmten Zentrumseichung physikalischen Freiheitsgra-
den entsprechen, untersucht man in Gittersimulationen die Eigenschaften der
P-Vortizes im Kontinuumslimes. Besondere Bedeutung kommt der Laplace-
Zentrumseichung zu, da diese frei von Eichambiguititen (Gribov-Kopien)
fixiert werden kann. Fiir die Laplace-Zentrumseichung werden im Rahmen
dieser Dissertation Resultate der Untersuchung von Eigenschaften der P-
Vortizes vorgestellt [LRS01]. Es wird gezeigt, dal den P-Vortizes in dieser
Eichung eine fraktale Dimension zugeordnet werden kann. Diese wird als
Folge von UV-Fluktuationen des P-Vortex um die eigentliche Position des
Vortex interpretiert.

Wiéhrend die P-Vortizes nach Projektion die ausgedehnten Vortizes der vol-
len Theorie idealisieren sollen, gibt es daneben im QCD-Vakuum auch eine
Struktur von Vortizes ohne endliche Dicke, deren Existenz allein durch das
nichttriviale Zentrum der Eichgruppe bestimmt ist. Diese eichunabhéngigen
c-Vortizes konnen auf dem Gitter durch ein spezielles Kiihlverfahren iden-
tifiziert werden und bilden vermutlich eine Untermenge der P-Vortizes. Im
Gegensatz zur Gesamtmenge der P-Vortizes sind die c-Vortizes keine fiir Con-
finement relevanten Freiheitsgrade. Sie tragen aber eine endliche Wirkungs-
dichte und haben daher physikalische Bedeutung. Im Rahmen dieser Disser-
tation wird gezeigt, dafl die c-Vortizes die 07" und 27+ Glueballmassen der
Yang-Mills-Theorie gut reproduzieren [LS00b|. Die Existenz der c-Vortizes
und ihre Bedeutung fiir die Glueballmassen zeigt, daf§ das Zentrum der Eich-
gruppe eine wichtige Rolle spielt, die in einer Kontinuumsformulierung nur
mit singuldren Eichfeldern erfafit werden kann.

Als Verallgemeinerung der maximal abelschen Eichung wird im Rahmen die-
ser Dissertation die m-Eichung vorgestellt [LS00a]. Die m-Eichung fixiert die
Farbgruppe bis auf ihr Zentrum, ist also eine Zentrumseichung. Mit Hilfe
einer Klasse von interpolierenden Eichungen wird ein kontinuierlicher Uber-
gang von der maximal abelschen Eichung zur m-Eichung erreicht. Diese
Klasse von Eichungen bietet daher die Moglichkeit, einen Zusammenhang
zwischen den beiden Confinement-Modellen, dualer Supraleiter und Vortex-
perkolation, herzustellen. Zusétzlich zeigen Gitterrechnungen, daff aus der
m-Eichung eine effektive Theorie abgeleitet werden kann, die die volle Theo-
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rie auf allen Skalen sehr gut reproduziert. Durch die geringere Anzahl von
Freiheitsgraden im Vergleich zur vollen Theorie ist eine Kontinuumsformulie-
rung einer solchen effektiven Theorie eventuell besser fiir nichtperturbative
Zuginge geeignet.
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Kapitel 1

Einleitung

Schon seit der Antike ist der Mensch bestrebt, die Welt, die ihn umgibt,
zu verstehen und wissenschaftlich zu erkléren. Besonders die Frage nach dem
Aufbau der Materie hat ihn dabei immer wieder beschéftigt. Von der philoso-
phischen Idee der vier ,,Elemente” Feuer, Wasser Luft und Erde gelangte man
schliefllich zu einem atomistischen Weltbild, das den Aufbau der Materie aus
elementaren Bausteinen beschreibt. Im Laufe der Zeit stellten sich diese als
unteilbar angenommenen Bausteine doch wieder als zusammengesetzt her-
aus. Von Atomen, iiber Atomkerne und schliefilich Nukleonen drang man so
immer tiefer in die Struktur der Materie ein. Dabei entstand nach und nach
als Ergebnis immer neuer Experimente ein wahrer Teilchenzoo aus scheinbar
elementaren Teilchen, den Leptonen und Hadronen. Die Idee einiger weniger
Bausteine der Materie schien zunéchst verloren.

Im Spektrum der Hadronen fanden sich jedoch Anzeichen dafiir, daf§ diese
aus noch kleineren Bausteinen zusammengesetzt sein konnten. Mit Argumen-
ten der Gruppentheorie postulierten Gell-Mann [Gel62], Ne’eman ([Nee61],
[GN64]) und Zweig [Zwe64] die Existenz von Quarks mit gebrochenzahliger
elektrischer Ladung. Auch die tiefinelastische Streuung von Leptonen an Ha-
dronen deutete auf eine weitere Substruktur der Hadronen hin [Bjo69]. Die
elektrisch geladenen ,Partonen ([BP69], [Fey69], [Fey72]) wurden spéter
mit den Quarks identifiziert. Mit ihren zusétzlichen Quantenzahlen Flavour
und Farbe 148t sich das gesamte bekannte Hadronenspektrum konstruieren.
Die drei Familien von je zwei Quarks (in drei Farben) und zwei Leptonen
bilden zusammen mit ihren Antiteilchen den fermionischen Teil des Stan-
dardmodells der Elementarteilchen. Freie Farbladungen, also insbesondere
einzelne Quarks, wurden bisher jedoch nicht beobachtet. Offenbar existiert
in der Wechselwirkung farbiger Teilchen ein Mechanismus, der dafiir sorgt,
daB bereits auf einer Skala von etwa 1 fm alle Farbladungen zu farblosen
Zusténden gebunden sein miissen. Dieses Phédnomen wird als Confinement
der Farbladungen (dt. Farbeinschlufl) bezeichnet.



2 Einleitung

Der Aufbau des hadronischen Spektrums aus Quarks spiegelt sich in Sym-
metrien der Wechselwirkungen zwischen den Hadronen wider. Die zugehori-
ge Symmetriegruppe kann zur Formulierung einer Eichtheorie [YM54] fiir
die Wechselwirkung der Quarks herangezogen werden. Insbesondere ist die
Quantenchromodynamik (QCD) die Eichtheorie fiir die Farbsymmetrie der
starken Wechselwirkung (Eichgruppe SU(3)). Die Quarks tragen eine funda-
mentale Farbladung und wechselwirken iiber den Austausch farbiger Eichbo-
sonen (Gluonen), die eine adjungierte Farbladung tragen.

In der Quantenelektrodynamik (QED), der quantisierten Eichtheorie der
Elektrodynamik, wird fiir konkrete Berechnungen eine Storungsentwicklung
um eine freie Theorie sehr erfolgreich angewendet. Man weif3, daf} die elektri-
sche Ladung fiir wachsende Abstéinde weiter abgeschirmt wird, die Theorie
sich also immer mehr einer freien Theorie ndhert. Die Physik bei grolen Ent-
fernungen wird daher durch perturbative Naherungen konsistent beschrieben.
Anders sieht die Situation bei der QCD aus. Die Eichbosonen (Gluonen) tra-
gen, im Gegensatz zu den Photonen der QED, selbst eine (Farb)ladung und
wechselwirken deshalb untereinander. Mathematisch ist das durch die Tat-
sache ausgedriickt, dafl es sich bei der QCD um eine nichtabelsche Eichtheo-
rie handelt. Die Selbstwechselwirkung der Gluonen fiihrt dazu, dafl sich die
QCD fiir kleine Absténde einer freien Theorie ndhert. Dies bezeichnet man
als asymptotische Freiheit ((GWT73], [Pol73]). In tiefinelastischen Streuexpe-
rimenten beobachtet man, dafl sich die Quarks als Bausteine eines Hadrons
ndherungsweise wie freie Teilchen verhalten. In der QCD ist die Stérungs-
theorie also fiir kleine Abstdnde besonders gut anwendbar. Auf diesem Ge-
biet haben auch zahlreiche experimentelle Tests die QCD als die Theorie der
starken Wechselwirkung etabliert (z.B. in [PDGC98]). Bei Absténden von
der Groflenordnung eines Hadrons brechen perturbative Rechnungen jedoch
zusammen: Die aus der Storungstheorie berechnete renormierte Kopplung di-
vergiert, die Storungsentwicklung um eine freie Theorie ist daher nicht linger
selbstkonsistent.

Im Giiltigkeitsbereich der Storungstheorie finden sich keine Anzeichen fiir
das Phianomen des Confinement. Aus diesem Grund ist es wichtig, nichtper-
turbative Zugénge zur QCD zu finden, die eine Untersuchung der Theorie bei
groflen Abstédnden erlauben. Ein erster Schritt, der gern unternommen wird,
um die Theorie einfacher zu gestalten, besteht darin, nur den gluonischen
Teil der Wirkung zu betrachten. Die nichtabelsche Eichtheorie der Gluo-
nen wird in der mathematischen Physik auch als (reine) Yang-Mills-Theorie
bezeichnet. An Stelle dynamischer Quarks betrachtet man nun unendlich
schwere statische Quarks, die nur noch als duflere Farbquellen an die Gluo-
nen koppeln. Zwischen diesen statischen Quarks kann dann ein Potential



definiert werden. Anschaulich stellt man sich vor, dafl durch die Wechsel-
wirkung der Gluonen die farbelektrischen Feldlinien zu einem Flufischlauch
gebiindelt sind, anstatt sich, wie bei einem Coulombfeld in der Elektrodyna-
mik, in den gesamten Raum auszudehnen. Ein Auseinanderziehen der sta-
tischen Quarks kostet dann Energie proportional zum Abstand, die beiden
Quarks sind unzertrennbar verbunden. Die Betrachtung des Confinement im
Rahmen der reinen Yang-Mills-Theorie, d.h. mit unendlich schweren stati-
schen Quarks, schliet nicht das Phénomen der (spontanen) Paarerzeugung
dynamischer Quarks aus dem Vakuum mit ein. Diese fiihrt zu einem Abrei-
Ben des farbelektrischen Flufischlauches und zur Entstehung neuer farbloser
Hadronen (Hadronisierung). Trotz dieser Vereinfachung hofft man, den we-
sentlichen Mechanismus, der fiir Confinement verantwortlich ist, schon in der
reinen Yang-Mills-Theorie identifizieren zu kénnen. Eine kurze Einfithrung
in Eichtheorien findet sich in Abschnitt 2.1.

Eine Moglichkeit, Confinement in der reinen Yang-Mills-Theorie durch einen
nichtperturbativen Zugang zu untersuchen, ist die Diskretisierung der Raum-
Zeit [WilT4]. Fiir diese Gittereichtheorien werden dann numerische Methoden
aus der statistischen Mechanik, die Monte-Carlo-Verfahren, anwendbar. Mit
ihrer Hilfe ist es moglich, die Vielzahl von Freiheitsgraden numerisch auszu-
werten. Tatséchlich unterstiitzen Gitterrechnungen die Idee der Realisierung
von Confinement in der Yang-Mills-Theorie durch ein linear ansteigendes
Potential. Abschnitt 2.3 ist einer kurzen Einfithrung in die Gittereichtheorie
und ihren Resultaten fiir Confinement gewidmet.

Um die Ursache von Confinement besser zu verstehen, versucht man, die
dafiir relevanten Freiheitsgrade zu identifizieren. Da diese Freiheitsgrade sich
einer perturbativen Beschreibung offenbar entziehen, liegt es nahe, sie in
einem Bereich des Konfigurationsraumes zu suchen, der durch die Storungs-
theorie nicht erreicht wird. Das gilt beispielsweise fiir topologisch nichttri-
viale Feldkonfigurationen. Die Topologie einer Eichtheorie wird daher in Ab-
schnitt 2.2 kurz behandelt. Durch eine effektive Theorie dieser relevanten
Freiheitsgrade, die nichtperturbative Zugénge eventuell eher erlaubt als die
volle Theorie, hofft man ein Bild fiir den Confinement-Mechanismus zu ge-
winnen. Die Art der Freiheitsgrade und das resultierende Confinement-Bild
sind dabei immer abhéngig von der gewéhlten Eichung.

Zwei populére Bilder fiir Confinement werden im einfithrenden Kapitel vorge-
stellt: In Abschnitt 2.4 wird das Modell des dualen Supraleiters betrachtet.
Die Ausbildung farbelektrischer Fluflschlduche zwischen den Quarks wird
in diesem Modell durch einen dualen Meifiner-Effekt erklért, der auf der
Kondensation farbmagnetischer Monopole beruht. Diese Monopole kénnen



4 Einleitung

(nach Fixierung einer abelschen Eichung) beziiglich einer U(1)-Untergruppe
der Farbsymmetriegruppe SU(N) identifiziert werden. Als zweites Modell
wird in Abschnitt 2.5 das Modell der Vortexperkolation erldutert. In diesem
Modell sind die fiir Confinement relevanten Freiheitsgrade geschlossene farb-
magnetische Flufischldauche, die Vortizes. Confinement ist hier Konsequenz
der Perkolation von Vortizes. Ein Vortex perkoliert, wenn er sich durch das
gesamte betrachtete Universum zieht. Zur Identifikation von Vortizes haben
sich Zentrumseichungen als geeignet erwiesen, die die Farbgruppe SU(N) bis
auf ihr Zentrum fixieren. Durch Projektion der Eichfeldkonfigurationen auf
das Zentrum der Gruppe entstehen in der Raum-Zeit singuldre P-Vortizes,
die als Konsequenz ausgedehnter Vortizes der unprojizierten Konfigurationen
interpretiert werden und durch Gitterrechnungen untersucht werden kénnen.

Der Hauptteil dieser Arbeit ist verschiedenen Aspekten dieser beiden Con-
finement-Modelle bzw. ihrer jweiligen relevanten Freiheitsgrade gewidmet. In
Kapitel 3 wird in einer speziellen abelschen Eichung, der Polyakov-Eichung,
gezeigt, dafl die farbmagnetischen Monopole zusétzlich zu ihrer Bedeutung
fiir Confinement auch den Pontryagin-Index (Instanton-Zahl) einer Feld-
konfiguration vollsténdig bestimmen [QRS99]. Der Pontryagin-Index ist von
grofler Bedeutung fiir das Verstdndnis der chiralen Symmetriebrechung, die
das Spektrum der leichten Mesonen entscheidend bestimmt. Mit dem erarbei-
teten Zusammenhang zwischen farbmagnetischen Monopolen und Pontrya-
gin-Index ergibt sich daher die Moglichkeit, zwei charakteristische Eigen-
schaften des beobachteten Hadronenspektrums, Confinement farbiger Teil-
chen und chirale Symmetriebrechung, in einem einheitlichen Bild zu verste-
hen.

Bei hohen Temperaturen beobachtet man eine dimensionale Reduktion der
Yang-Mills-Theorie: Eine Beschreibung durch eine effektive dreidimensiona-
le Theorie ist in diesem Bereich moglich. In Kapitel 4 wird im Rahmen
von Gitterrechnungen gezeigt, dal das Vortexbild fiir Confinement in ma-
ximaler Zentrumseichung konsistent mit der dimensionalen Reduktion ist
[GLSRO00]. Das Vortexmodell fiir das QCD-Vakuum ist daher nicht nur auf
die Confinement-Phase der Yang-Mills-Theorie anwendbar, sondern behélt
auch in der Hochtemperaturphase seine Giiltigkeit.

Zur Identifikation der fiir Confinement relevanten Vortizes kénnen unter-
schiedliche Zentrumseichungen verwendet werden. Um festzustellen, ob die
P-Vortizes einer bestimmten Zentrumseichung physikalischen Freiheitsgra-
den entsprechen, untersucht man in Gittersimulationen die Eigenschaften der
P-Vortizes im Kontinuumslimes. Besondere Bedeutung kommt der Laplace-
Zentrumseichung zu, da diese frei von Eichambiguitéiten (Gribov-Kopien)



fixiert werden kann. Fiir die Laplace-Zentrumseichung werden in Kapitel
5 Resultate der Untersuchung von Eigenschaften der P-Vortizes vorgestellt
[LRS01]. Es wird gezeigt, dal den P-Vortizes in dieser Eichung eine fraktale
Dimension zugeordnet werden kann. Diese wird als Folge von UV-Fluktua-
tionen des P-Vortex um die eigentliche Position des Vortex interpretiert.

Wiéhrend die P-Vortizes nach Projektion die ausgedehnten Vortizes der vol-
len Theorie idealisieren sollen, gibt es daneben im QCD-Vakuum auch eine
Struktur von Vortizes ohne endliche Dicke, deren Existenz allein durch das
nichttriviale Zentrum der Eichgruppe bestimmt ist. Diese eichunabhingigen
c-Vortizes konnen auf dem Gitter durch ein spezielles Kiihlverfahren iden-
tifiziert werden und bilden vermutlich eine Untermenge der P-Vortizes. Im
Gegensatz zur Gesamtmenge der P-Vortizes sind die c-Vortizes keine fiir Con-
finement relevanten Freiheitsgrade. Sie tragen aber eine endliche Wirkungs-
dichte und haben daher physikalische Bedeutung. In Kapitel 6 wird gezeigt,
dafl die c¢-Vortizes die 07" und 2+ Glueballmassen der Yang-Mills-Theorie
gut reproduzieren [LS00b]. Die Existenz der c-Vortizes und ihre Bedeutung
fiir die Glueballmassen zeigt, dafl das Zentrum der Eichgruppe eine wich-
tige Rolle spielt, die in einer Kontinuumsformulierung nur mit singuldren
Eichfeldern erfafit werden kann.

Als Verallgemeinerung der maximal abelschen Eichung wird in Kapitel 7
die m-Eichung vorgestellt [L.S00a]. Die m-Eichung fixiert die Farbgruppe bis
auf ihr Zentrum, ist also eine Zentrumseichung. Mit Hilfe einer Klasse von
interpolierenden Eichungen wird ein kontinuierlicher Ubergang von der ma-
ximal abelschen Eichung zur m-Eichung erreicht. Diese Klasse von Eichun-
gen bietet daher die Moglichkeit, einen Zusammenhang zwischen den beiden
Confinement-Modellen, dualer Supraleiter und Vortexperkolation, herzustel-
len. Zusétzlich zeigen Gitterrechnungen, dafl aus der m-Eichung eine effektive
Theorie abgeleitet werden kann, die die volle Theorie auf allen Skalen sehr gut
reproduziert. Durch die geringere Anzahl von Freiheitsgraden im Vergleich
zur vollen Theorie ist eine Kontinuumsformulierung einer solchen effektiven
Theorie eventuell besser fiir nichtperturbative Zugénge geeignet.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel soll das ,, Werkzeug“ zur Beantwortung der Fragestellung
dieser Arbeit bereitgestellt werden. Zunéchst wird die Eichtheorie als mathe-
matische Grundlage fiir allgemeine Quantenfeldtheorien vorgestellt. In die-
sem Rahmen wird auch das Konzept des Faserbiindels betrachtet. In einem
weiteren Abschnitt wollen wir versuchen zu verstehen, welche Rolle die To-
pologie in einer Eichtheorie spielen kann. Schliefilich wenden wir uns der
Diskretisierung von Eichtheorien zu.

2.1 Eichtheorien

Wenn eine theoretische Beschreibung der Wechselwirkung von (Elementar-)
teilchen aus experimentellen Beobachtungen abgeleitet werden soll, spielt das
Auftreten von Symmetrien eine zentrale Rolle. Unterscheidet die betrachtete
Wechselwirkung nicht zwischen verschiedenen Teilchen, ist also symmetrisch
beziiglich derselben, so weifl man, dafl auch die gesuchte Feldtheorie diese Ei-
genschaft haben muf. Beispielsweise ist von der Kernkraft bekannt, daf} sie
in erster Ndherung auf beide Nukleonen, Proton und Neutron, gleich wirkt.
Bei Anwesenheit einer derartigen Symmetrie kénnen die N verschiedenen
Teilchensorten als unterschiedliche Ausprigungen ein und desselben Mate-
riefeldes aufgefasst werden, das in einem /N-dimensionalen Vektorraum V
lebt,

¢=(¢1,...,0n) EV. (2.1)

Man spricht dann von einem N-fachen Multiplett von Teilchen. Die N Teil-
chen bilden eine Basis fiir den Vektorraum V. Eine (innere) Symmetrie
der Teilchen wird durch eine kontinuierliche Transformationsgruppe (Liesche
Gruppe) G reprisentiert, die sogenannte Eichgruppe, die auf den Vektorraum
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V wirkt. Eine auf das Materiefeld ¢(x) wirkende Transformation U € G ent-
spricht dann der Wahl einer neuen Basis im Vektorraum V',

Up = (¢, dn)- (2.2)

Die Transformation U &ndert zwar die Eigenschaften des einzelnen Teilchens
¢; — ¢, 1aBt aber per definitionem die betrachtete Wechselwirkung un-
verdndert.

Das Grundprinzip der FEichfeldtheorie ist nun, fiir jeden Raum-Zeit-Punkt
x € M mit Hilfe einer Transformation U(z) € G die Wahl einer anderen

Basis fiir V' zuzulassen. Mathematisch wird das durch das Konzept eines
Hauptfaserbiindels beschrieben ([Nak90], [NS83]).

2.1.1 Faserbiindel in der Eichtheorie

Ein Hauptfaserbiindel P ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, die lokal
wie das direkte Produkt zweier differenzierbarer Mannigfaltigkeiten M x G,
hier Raum-Zeit und Eichgruppe, aussieht. Bildlich gesprochen kann man sich
an jeden Punkt z der Raum-Zeit M genau eine Faser F, ~ G angeklebt
denken. Es existiert also eine surjektive Projektion 7 : P — M und die Faser
iiber x € M ist dann das Urbild von z unter 7,

F,=r'2)~G. (2.3)

Entlang der Faser F, bewegt man sich mit Hilfe der Eichgruppe: Fiir gege-
benes u € P 1a8t sich die gesamte Faser am Ort z = 7(u) bilden,

m(u) =2 = F, = {uglg € G}. (2.4)

Die Raum-Zeit M kann nun durch (topologisch triviale) offene Mengen {U;}
iiberdeckt werden. Der Teil des Faserbiindels, der iiber solch einer Umgebung
U; liegt, also 7~1(U;), ist immer isomorph zu U; X G. Man sagt das Biindel
ist in dieser Umgebung trivial. Jedes u € 7! (U;) kann dann durch ein Koor-
dinatenpaar (z € U;, g € G) beschrieben werden. Die Wahl der Koordinaten
ist nicht eindeutig.

Ein lokaler Schnitt s; ist eine glatte Abbildung von einer Karte U; in das Fa-
serbiindel P, genauer s; : U; — 7 *(U;). Jedem Element x € U; wird dadurch
ein Element u = (z,1¢) der Faser an diesem Punkt 7 !(x) ~ G zugeordnet.
Durch den Schnitt ist eine lokale Koordinatenwahl getroffen worden.
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Zwel verschiedene lokale Schnitte s und s iiber U C M definieren eine Funk-
tion g : U — G, wobei g(z) definiert ist durch

$(z) = s(z)g(x) . (2.5)

Der Wechsel von einem lokalen Schnitt zu einem anderen ist eine lokale
Eichtransformation. Die Wahl eines Schnittes entspricht der Wahl einer lo-
kalen Eichung.

Ebenso gilt fiir die beiden lokalen Schnitte s;, s; auf zwei Umgebungen U,
Uj und z € UiﬂUj

si(z) = si(x)tij(x), tij(z) € G. (2.6)

Fiir die Ubergangsfunktionen ti; :U;NU; — G gilt

ti = lg, 2.
tiy = t, (2.8)
tijtix = ti, 2.9)

wobei die letzte Gleichung als Kozyklus-Bedingung bezeichnet wird. Die
Ubergangsfunktionen geben an, wie das Faserbiindel zusammengeklebt wird.
Nur wenn das Biindel trivial ist, also global die Struktur M x G hat, kénnen
alle Ubergangsfunktionen zu 14 gewihlt werden.

2.1.2 Materiefelder

Materiefelder @ definiert man als Abbildungen von der Biindelmannigfaltig-
keit P in einen Vektorraum V/,

®: P — V mit ®(ug) = Ry (g )P (u). (2.10)

Dabei ist Ry eine Darstellung der Eichgruppe G auf dem Vektorraum V.
Eine lokale Darstellung des Materiefeldes ¢; : U; C M — V erhélt man mit
Hilfe eines lokalen Schnittes s; durch?

di(x) = (87 ®)(z) = D(s4(x)), zeU;. (2.11)

Die Eichabhéngigkeit des Materiefeldes als Funktion auf der Raum-Zeit M
zeigt sich durch die Abhéngigkeit von ¢; vom Schnitt s;.

! Der pull-back s;* zieht ein auf dem Biindel P definiertes Feld zuriick auf ein in der
Raum-Zeit M definiertes.
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2.1.3 Paralleltransport, Zusammenhang und Eichpotential

Um Materiefelder ¢ an unterschiedlichen Punkten der Raum-Zeit M mitein-
ander zu vergleichen, mufl auf dem Hauptfaserbiindel ein Paralleltransport
definiert werden. Dazu teilt man den Tangentialraum 7, P an das Biindel im
Punkt u € P in einen senkrechten und einen horizontalen Anteil auf,

T,P=V,P® H,P. (2.12)

Hierbei wird V, P als der Unterraum von 7T, P definiert, der tangential zur
Faser 7 (m(u)) ~ G ist. Dadurch ist er isomorph zur Lie-Algebra g der
Strukturgruppe G. Der horizontale Unterraum H, P erfiillt neben (2.12) fol-
gende Bedingung: Bei Verschiebung von u € P entlang der Faser 7 !(m(u)),
also u — ug mit g € G, soll H, P in den entsprechenden horizontalen Unter-
raum H,,P iibergehen. Damit werden durch einen horizontalen Unterraum
H,P alle anderen horizontalen Unterrdume in der entsprechenden Faser er-
zeugt.

Eine Definition von H, P mit den oben geforderten Eigenschaften kann auch
mit Hilfe der Einfithrung einer Zusammenhangsform (engl. connection form)
formuliert werden. Solch eine Lie-Algebra-wertige Zusammenhangsform w
(Ehresmann-Zusammenhang) ist definiert als eine Projektion von 7, P auf
den vertikalen Anteil V, P ~ g. Dann ist der horizontale Unterraum gegeben
durch

H,P={X € T,P|w(X)=0}. (2.13)
Die Zusammenhangsform w ist global glatt auf dem ganzen Hauptfaserbiindel

P definiert. Auf jeder Karte U; der Uberdeckung von M kann mit Hilfe eines
lokalen Schnittes s; eine lokale Zusammenhangsform

als pull-back von w definiert werden Wihrend w auf dem gesamten Faserbiin-
del lebt, ist A; nur auf einem Teil U; der Basismannigfaltigkeit M definiert.
Nur wenn es einen global glatten Schnitt s gibt, das Biindel also trivial ist,
ist es moglich auch einen auf ganz M glatten Zusammenhang A = s*w zu
definieren.

Weil w global glatt ist, mufl auf U; N U; gelten
(2.15)

-1 -1
A]’ == tij Alt” + tij dt” y

wobei t;; die Ubergangsfunktionen sind. Ebenso 148t sich zeigen, dafl bei einer
anderen Wahl des lokalen Schnittes, s, = s;g, gilt

Al=g A9 +g 1 dg. (2.16)
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In der Eichfeldtheorie wird die lokale Zusammenhangsform A; als Eichpoten-
tial bezeichnet. Gleichung (2.16) zeigt dann das Verhalten des Eichpotentials
unter (passiven) Eichtransformationen.? Die zugehorigen Felder werden als
Eichbosonen interpretiert.

Sei nun durch v : [0,1] — M eine Kurve in M definiert mit y(0) = = und
(1) = 2'. Gesucht ist eine Abbildung, die die Faser 7~!(z) auf die Faser
n~1(z') abbildet. Dazu definieren wir den horizontalen Lift von v als eine
Kurve ¥ in der Biindelmannigfaltigkeit P mit 7(y) = -, wobei die Tangen-
tenvektoren an die Kurve 4 horizontal, also Elemente von H, P, sein sollen.
Fiir eine gegebene Kurve 7 und ein Element uy € P existiert genau ein
horizontaler Lift 4 mit uy € 7. Der Paralleltransport

L) : 7 Yz) — 7 (2) (2.17)

einer Faser von x nach 2’ entlang ~ ist dann wie folgt definiert: Konstru-
iere fiir jedes u € 7~ *(z) den horizontalen Lift 4 durch w. Dann folge dem
horizontalen Lift bis zur Faser 77! (2/). Das liefert das gesuchte paralleltrans-
portierte Element u'. Es 148t sich nun zeigen, dafl auch der Paralleltransport
mit Hilfe der Zusammenhangsform geschrieben werden kann. Lokal findet
man

u' = s;(z")Pexp /A . (2.18)

Hierbei ist P ein Pfadordnungsoperator entlang «(t), der dafiir sorgt dafl die
nichtabelschen Operatoren ihre richtige Reihenfolge behalten.

2.1.4 Kovariante Ableitung, Kriimmung und Feldstdrketensor

So wie die Anderung eines Feldes auf M entlang einer Kurve durch die dufere
Ableitung d beschrieben wird, gibt die kovariante dufSere Ableitung D die
Anderung eines Feldes auf P entlang eines horizontalen Lifts an. In lokalen
Koordinaten ist die kovariante Ableitung fiir ein Materiefeld (2.11) definiert
als

Dy = 8,6 + Riy(4,)6. (2.19)

Hier bezeichnet Ry, die Lie-Algebrendarstellung, die durch die Gruppendar-
stellung Ry erzeugt wird, unter der sich das Materiefeld transformiert. Die

2 Eichtransformationen, die die Zusammenhangsform w invariant lassen, werden als
passiv bezeichnet. Im Gegensatz dazu sind aktive Eichtransformationen Funktionen
(vertikale Biindelautomorphismen) f: P — P, die eine Aquivalenzrelation wy ~ f*w;
zwischen zwei verschiedenen Zusammenhangsformen definieren.
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tatsiachliche Form ist vom Transformationsverhalten des betrachteten Feldes
unter der Wirkung der Eichgruppe G abhéngig.

Die Einfithrung der kovarianten Ableitung kann man auch auf einem ande-
ren Weg verstehen: Die unter globalen Eichtransformationen invariante Wir-
kung verliert ihre Invarianz bei lokalen Eichtransformationen, da dann die in
der Wirkung vorkommenden Ableitungen auch auf die Eichtransformationen
wirken und so zusétzliche Terme entstehen. Ersetzt man nun die Ableitung
durch eine kovariante Ableitung (und fiithrt dadurch das Eichpotential A(x)
ein) kompensiert das genau die neu entstandenen Terme. Die Wirkung ist
jetzt auch unter lokalen Eichtransformationen invariant.

Durch Anwendung der kovarianten Ableitung auf den Ehresmann-Zusam-
menhang w erhélt man die Kriimmung

Q=Dw=dv+twAw. (2.20)

Auch hier 148t sich in der Umgebung U; mit Hilfe des lokalen Schnittes s;
eine lokale Form

definieren. Es gilt dann
F,=dA;, + A, NA;. (2.22)
Im Schnitt zweier Karten U; N U; mit Ubergangsfunktionen ti; findet man
Fy =t 'Fity; . (2.23)
In der Eichfeldtheorie wird F' als Feldstdrke bezeichnet und reprisentiert

beispielsweise in der QED das elektromagnetische Feld.

Die Kriimmung (2 und entsprechend auch ihre lokale Form F' erfiillen die
Bianchi-Identitdt D2 = 0 bzw.

DF =dF+ANF=0. (2.24)

Geometrisch héngt die Kriimmung mit dem Paralleltransport um eine ge-
schlossene Kurve v € M zusammen. Betrachtet man den dazugehdrigen ho-
rizontalen Lift 4 € P, muf} dieser nicht notwendig auch geschlossen sein. Die
Kriimmung € ist dann ein Mafl dafiir, um wieviel Anfangs- und Endpunkt
von 7 auseinander liegen.

Lokal haben wir mit (2.18) einen expliziten Ausdruck fiir den Paralleltrans-
port angegeben. Der Unterschied zwischen Anfangs- und Endpunkt des ho-
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rizontalen Lifts einer geschlossenen Kurve 7 ist also lokal durch das Grup-
penelement

Wy = P exp (—fAi) (2.25)
ol

gegeben. Diese Grofle wird in der Eichtheorie auch als Wilson-Loop bezeich-

net. Er wird uns besonders bei der Gitterformulierung der Yang-Mills-Theorie

noch hiufig begegnen.

2.1.5 QCD als Eichtheorie

Eine nichtabelsche Eichtheorie bezeichnet man auch als Yang-Mills-Theorie
[YMb54]. Im Rahmen dieser Arbeit beschéftigt uns die Yang-Mills-Theorie
der Quantenchromodynamik. Hier sind die Materiefelder die Quarks und der
interne Vektorraum ist der Farbraum. Die zugehorigen Eichbosonen sind die
(auch untereinander wechselwirkenden) Gluonen. Entsprechend ist die Eich-
gruppe durch SU(N.) gegeben, wobei N, die Zahl der Farben angibt. An
Stelle des realistischen Falls N, = 3 werden wir uns bei konkreten Rech-
nungen immer auf zwei Farben beschrianken, also die Eichgruppe SU(2) be-
trachten. Man erwartet, dafl Confinement farbiger Teilchen in beiden Féllen
auf dieselbe Art zustandekommt. Aufgrund der einfacheren Struktur sind die
verantwortlichen Mechanismen aber in der SU(2)-Eichtheorie moglichweise
einfacher zu erkennen. Ein Element U der Gruppe SU(N.) a8t sich schreiben
als

U=e """ ¢ SUN.), 0°€R, a=1,...,N>—1. (2.26)

Hierbei sind die N? —1 spurlosen anti-hermiteschen Operatoren 7% die Gene-
ratoren der (fundamentalen Darstellung der) Gruppe. Die Normierung wird

als )
tr (T°T") = —55“ (2.27)

gewéhlt. Die Generatoren spannen die Algebra g = su(N,) auf und erfiillen
die Vertauschungsrelation

[T, T = fT°, SU(2): fo = e (2.28)

Die f®¢ sind die total antisymmetrischen Strukturkonstanten der Gruppe
SU(N,).

Das Eichpotential A(z), das die Gluonen représentiert, lebt in der Algebra,

Az) = A%(x)T* € su(N.). (2.29)
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Die Wirkung der SU(N.) Yang-Mills-Theorie ist auf der euklidischen Raum-
Zeit M analog zur QED durch?

Syu[A] = —% / tr (FA*F) = —— / dz tr (F,, F*) (2.30)

gegeben. Aufgrund der nichtabelschen Eichgruppe SU(N.) treten hier auch
Terme auf, die kubisch oder quartisch im Eichpotential A sind. Diese be-
schreiben die Selbstwechselwirkung der Gluonen, die den wesentlichen Un-
terschied zur QED ausmacht. Der rein topologische Term
i /tr(F/\F) S
M

82 1672
M

Sp = d'z tr (F,, (xF)*) (2.31)
kann zusétzlich zu (2.30) als Teil der Wirkung einer renormierbaren Eich-
theorie auftreten. Dieser #-Term kann lokal als totale Ableitung geschrieben
werden und liefert allenfalls bei nichttrivialen Randbedingungen an die Felder
einen Beitrag. Durch Definition eines elektrischen und magnetischen Feldes
analog zur Elektrodynamik E; = Fy;, B; = %eiijjk 148t sich der Integrand
des #-Terms umschreiben in ~ FE;B;. Dieser Term transformiert sich gera-
de unter Ladungskonjugation und hat als Produkt eines Vektors und eines
Axialvektors negative Paritét. Ein nichtverschwindender Wert fiir # ist also
mit einer Verletzung der CP-Symmetrie verbunden. Von der Seite der Expe-
rimentalphysik kann daher der erlaubte Wertebereich fiir § durch Messung
des elektrischen Dipolmoments des Neutrons auf kleiner als 10~ eingegrenzt
werden (z.B. [Dar00]). Im folgenden setzen wir 6 = 0.

Nach dem Hamiltonschen Wirkungsprinzip der minimalen Wirkung liefern
die Euler-Lagrange-Gleichungen die klassischen Bewegungsgleichungen

*DxF=0 < [D,,F, =0. (2.32)
Ergénzt durch die Bianchi-Identitit (2.24)
DF=0 < [D,,%F,]=0 (2.33)

entspricht das gerade einer Verallgemeinerung der Maxwell-Gleichungen aus
der Elektrodynamik.

Die zugehorige euklidische Quantenfeldtheorie kann (zunéichst nur formal)
mit Hilfe des Funktionalintegrals

2(j) = [ aulAjexp ( [inA),  duld] = Z[0] DA exp(~SxulA]

(2.34)

3 Hier bezeichnet * die duale Abbildung. Fiir eine k-Form X in d euklidischen Dimen-
Sionen gllt (*X)al...ad,k — %eal...ad,kby..kabl.“bk.
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formuliert werden. Physikalischen Sinn bekommt dieses erzeugende Funktio-
nal durch die Forderung, dafl es bei einer Entwicklung um die freie Theorie
die euklidischen Greenfunktionen erzeugen soll. Es ist zunéchst also nur als
eine formale Aufsummierung der Storungstheorie zu sehen. Durch Analogie-
betrachtungen zur statistischen Mechanik findet man jedoch auch eine physi-
kalische Interpretation, die iiber diese perturbativen Aspekte hinausgeht und
nahelegt, das Intergal (2.34) als solches ernst zu nehmen: Die euklidischen
Greenfunktionen konnen als Erwartungswerte von Produkten der Eichpoten-
tiale, also als Korrelationsfunktionen, interpretiert werden. Die Gesamtheit
aller Korrelationsfunktionen liefert ein Wahrscheinlichkeitsmaf ;[A]. Das er-
zeugende Funktional mittelt iiber alle Feldkonfigurationen gewichtet nach
diesem Maf.

Die physikalische Raum-Zeit ist nicht euklidisch, sondern ein Minkowski-
Raum (reeller pseudo-euklidischer Vektorraum) mit Skalarprodukt z -y =
'y, = gurty* = royo — xy und Metrik g = diag(1, —1, —1, —1). Prinzipi-
ell 148t sich die Quantenfeldtheorie auch auf diesem Raum formulieren. Das
Maf p[A] im erzeugenden Funktional (2.34) ist dann durch ein komplexes,
oszillierendes Pseudomafl du[A] = Z; DA exp(iS[A]) gegeben. Die Analogie
zur statistischen Mechanik geht verloren. Wir wéhlen daher die euklidische
Formulierung, die aus einer Definition einer komplexen Zeit t = z§% + jzHin

( Wick-Rotation) resultiert ([Wich4], [Sch58], [Sym66], [Sym69]). GroBen die
in der euklidischen Theorie ¢t = x§™ > 0 berechnet wurden, kénnen unter ge-
eigneten Voraussetzungen (Osterwalder-Schrader-Axiome [OS73]) analytisch
fortgesetzt werden und sind so insbesondere im Minkowski-Raum bekannt.
Fiir den Fall der Yang-Mills-Theorie erwartet man, dafl diese Voraussetzun-

gen erfiillt sind, siehe z.B. [Roe9%4]|, [GJ8T7].

Wir wissen aus der Storungstheorie, dafl Greenfunktionen Ultraviolettdiver-
genzen enthalten und damit mathematisch nicht wohldefiniert sind. Mit Hilfe
der Methoden der Regularisierung und Renormierung wird den auftreten-
den Integralen schliellich doch ein mathematischer Sinn verliehen. Fiir eine
strenge Definition des Mafles u[A] miissen also ebenso Regularisierungs- und
Renormierungsvorschriften gefunden werden, die aber unabhéngig von einer
perturbativen Entwicklung sind.

Dabei kommt einem neben der statistischen Mechanik auch die Theorie der
Brownschen Bewegung zur Hilfe. Man findet durch analoge Betrachtungen,
daB die Erwartungswerte der Felder A(z) nicht durch Integrale iiber die Fel-
der selbst definiert sind, sondern durch Integrale iber Wahrscheinlichkeits-
verteilungen A, die als Distributionen auf einem Funktionenraum gegeben
sind. Die generalisierten Funktionen A(z) auf der Raum-Zeit, kénnen auch
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fiir stetiges A(z) beliebig unstetig sein. Wie in der Theorie der Brownschen
Bewegung wird fl(z‘) als Pfad* des euklidischen Feldes bezeichnet. Das er-
zeugende Funktional (2.34) erhélt den Namen Pfadintegral. Fiir das Beispiel
eines freien skalaren Feldes 148t sich ein mathematisch wohldefinierter Aus-
druck fiir das Pfadintegral ableiten. Man findet, dafl glatte Pfade sogar eine
Menge vom Mafli Null bilden und damit nicht zum Pfadintegral beitragen
([GJI8T7], [Riv87], [Roe94], [Sch81]).

2.1.6 Gribov-Kopien

Neben dem Problem einer nichtperturbativen Regularisierung und Renor-
mierung gibt es noch ein weiteres: Der Raum A aller moglichen Eichfeld-
konfigurationen, iiber den in (2.34) integriert wird, enthélt unendlich viele
eichdquivalente Elemente, die ein und dieselbe physikalische Konfiguration
beschreiben. Ohne Eichfixierung im Pfadintegral miiliten wir also iiber die
unendlichdimensionale nichtkompakte Gruppe G aller (aktiven) SU(N)-Eich-
transformationen integrieren. Fiir diese Gruppenintegration benétigt man ein
Haarmafl auf G. Dessen Existenz ist fiir nichtkompakte Gruppen mit den
Standardmethoden nicht zu beweisen. Es ist daher sinnvoll, aus dem Raum
A einen physikalischen Konfigurationsraum A,s = A/G zu konstruieren,
in dem alle eichdquivalenten Konfigurationen identifiziert sind. Die Elemente
von Aphys werden als Eichorbits bezeichnet. Eine Konstruktionsméglichkeit
ist die Wahl einer Eichung: Durch eine geeignete Eichfixierungsbedingung
X[A] = 0 soll aus jedem Eichorbit genau eine Konfiguration als Représen-
tant ausgewéhlt werden. In der Biindelsprache kann x = 0 als Schnitt in
einem G-Biindel A iiber Ay interpretiert werden.

Es zeigt sich, dafl das im allgemeinen (fiir glatte Eichfixierungsbedingungen
X) nur lokal méglich ist und global durch eine Eichfixierungsbedingung meh-
rere Eichfelder ausgewihlt werden ([Gri78], [Sin78], [AJ78]). Die Freiheit von
Eichtransformationen zwischen diesen Gribov-Kopien kann durch die Eich-
fixierungsbedingung nicht eliminiert werden. Es bleibt eine Resteichfreiheit
bestehen, die im Pfadintegral (2.34) berticksichtigt werden muf. Die Situa-
tion ist in Abbildung 2.1 illustriert. Der physikalische Konfigurationsraum
Aphys ist dann durch die maximale Untermenge der ausgewihlten Eichpo-
tentiale gegeben, die keine Gribov-Kopien enthalten. Diese Untermenge wird
als fundamentale (modulare) Domdne bezeichnet.

Durch Diskretisierung der Raum-Zeit, also Einfiihrung einer Gitterstruktur
kann man von {iberabzéhlbar unendlich vielen Freiheitsgraden zu abzihl-

4 Der ,Pfad“ liegt dabei in einem abstrakten unendlichdimensionalen Raum.
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Abb. 2.1: Eichfixierung und Gribov-Kopien als Faserbiindel .A. Die Eichorbits
bilden die Fasern, die Eichfixierungsbedingung x[A] = 0 ist ein
Schnitt durch das Biindel. Trifft der Schnitt dieselbe Faser mehr als
einmal, ist die Eichung nicht vollstandig fixiert. Mehrere Gribov-
Kopien (Kreise) représentieren eichdquivalente Konfigurationen.

bar unendlich oder sogar endlich vielen iibergehen. Der endliche Gitterab-
stand a wirkt als Regulator fiir Ultraviolettdivergenzen. Das Gitter bietet
also einen nichtperturbativen Ansatz fiir Regularisierung und Renormierung.
Die Renormierung geschieht dabei durch Definition einer Vorschrift fiir den
Kontinuumslimes a — 0. Fiir die Gruppe G aller Eichtransformationen auf
dem Gitter kann als abzdhlbares Produkt kompakter Gruppen ein Haarmaf
durch einen Grenziibergang von endlich zu unendlich ausgedehnten Gittern
definiert werden. Eine Eichfixierung ist nicht mehr unbedingt erforderlich.
Die Formulierung von Eichtheorien auf einem Raum-Zeit-Gitter wird uns in
Abschnitt 2.3 beschaftigen.

2.2 Topologie in Eichtheorien

Aus gegebener Basismannigfaltigkeit M und Strukturgruppe G kénnen un-
terschiedliche Hauptfaserbiindel P konstruiert werden, je nachdem auf welche
Weise die einzelnen 7~ '(U;) miteinander verklebt werden, wie also die Uber-
gangsfunktionen {t;;} gew&hlt werden (vgl. Abschnitt 2.1.1). Kann man die
Menge der moglichen Biindel P in Klassen unterteilen und, wenn ja, durch
was sind diese Klassen charakterisiert? Damit haben wir die Frage nach der
topologischen Klassifizierung der Faserbiindel gestellt ([Nak90], [NS83]).
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2.2.1 Kilassifizierung von SU (IN)-Eichpotentialen

Im folgenden soll ein Beispiel fiir eine topologische Klassifizierung von Kon-
figurationen in der Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe G = SU(N), N > 2
betrachtet werden. Als Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit nehmen wir M = R*
an. Da M eine offene Menge ist, ist das entsprechende Faserbiindel trivial:
P = M x G. Topologisch interessant wird die SU(N)-Eichtheorie erst durch
Einschrankungen an die zum Pfadintegral (2.34) zugelassenen Konfiguratio-
nen. Daher schrinken wir uns im folgenden auf Konfigurationen mit endlicher
Wirkung (2.30) ein. Das entspricht der Forderung, dafi auf dem Rand vom
M, also im Unendlichen, fiir die Feldstérke gelten muf,

|z|*F(x) = 0 fir |z| = /52" — 00. (2.35)

Fiir das Eichpotential A(z) bedeutet das, daf es im Unendlichen eine reine
Eichung werden muf, also gilt

A(z) — g(z)dgl(z) fiir |z| — oo. (2.36)

Dadurch ist eine Abbildung g : OM ~ S§* — G = SU(N) vom Rand der
Raum-Zeit im Unendlichen in die Eichgruppe definiert. Diese Abbildungen,
und damit auch die Konfigurationen A(z), sind durch die Elemente der Ho-
motopiegruppe m3(SU(N)) = 7Z klassifiziert.

Im Bild des Faserbiindels kann man das auch folgendermaflen verstehen:
Durch die zusitzliche Bedingung (2.35) im Unendlichen ist die Raum-Zeit R*
kompaktifiziert worden zu R* ~ S*. Das neue Biindel P(S*, SU(N)) ist nicht
linger topologisch trivial. Zur Uberdeckung benétigt man mindestens zwei
Umgebungen. Auf dem Durchschnitt der zwei Umgebungen, der isomorph
zu einer S® ist, ist dann eine Ubergangsfunktion definiert, die gerade der
oben gefundenen Abbildung g entspricht. Sie beschreibt, auf welche Weise
die beiden Umgebungen verklebt sind.

Fiir N = 2 entspricht die Klassifizierung von g wegen SU(2) ~ S3 gerade
den unterschiedlichen Windungszahlen w der Abbildungen ¢. Fiir N > 2
148t sich jede Abbildung g so deformieren, dafl sie wieder nur als Abbildung
in eine SU(2) Untergruppe von SU(N) wirkt. Dadurch ist auch hier wieder
eine Windungszahl w definiert, die die Abbildung charakterisiert. Fiir die so
definierte Windungszahl w einer Abbildung g gilt die Formel

1
wlg] = /tr (gdg" A gdg" A gdgh). (2.37)
5’3

2472
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Fiir die Raum-Zeit R* mit der gewiihlten Randbedingung (2.35) ist die ge-
samte topologische Information des Biindels P in dieser Windungszahl ent-
halten.

2.2.2 Der Pontryagin-Index

Aus der Theorie der charakteristischen Klassen weifl man, daf§ SU(N)-Biindel
iiber der Raum-Zeit M zum Beispiel durch Chern-Charaktere klassifiziert
werden konnen.® Dabei ist fiir dimM = 4 und G = SU(N) der 2. Chern-
Charakter der einzige nichttriviale,

chy[F] = _$ tr (FAF). (2.38)

Da chy[F| geschlossen ist, also dchy[F] = 0, kann er lokal als eine exakte
Form geschrieben werden,

1
chy[F) = —o— dK[A, F] lokal. (2.39)

Die 3-Form K[A, F] wird in der Theorie der charakteristischen Klassen als
die Chern-Simons-Form von chy[F] bezeichnet. In der Eichtheorie bezeichnet
man sie auch als topologischen Strom. Wir finden

K[A, F] = tr(F/\A—%A/\A/\A). (2.40)

Fiir den Pontryagin-Index, der als Integral des 2. Chern-Charakters iiber die
Raum-Zeit M definiert ist, findet man also mit Hilfe des Theorems von Stokes
V[F] = / tr (F A F) Z / K[ALF], (241

- 8m2
i gy,

wobei durch {U;} eine Uberdeckung von M gegeben sei.

Um festzustellen, in welcher Beziehung Pontryagin-Index (2.41) und Win-
dungszahl (2.37) stehen, wenden wir (2.41) auf den oben betrachteten Fall
M = R* an. Unter Beriicksichtigung der Randbedingung (2.36), finden wir
fiir den Pontryagin-Index von Konfigurationen mit endlicher Wirkung

vIF) = 5 [ trlgdg! ngdg! ngdgh) = —wlg]. (2.42)

2472
S3

5 Charakteristische Klassen sind Untermengen der Kohomologieklassen iiber M.
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Der Pontryagin-Index ist dquivalent zur Windungszahl (2.37). Damit haben
wir durch den 2. Chern-Charakter (2.38) bzw. den Pontryagin-Index (2.41)
die Moglichkeit, direkt fiir eine auf R* vorgegebenen Feldkonfiguration A(x)
mit endlicher Wirkung (oder #quivalent eine beliebige auf S* vorgegebene
Feldkonfiguration) ihren gesamten topologischen Gehalt zu bestimmen.

Topologisch verschiedene Konfigurationen kénnen nie eichédquivalent sein. Im
Pfadintegral (2.34) mufl daher iiber die verschiedenen topologischen Sektoren,
also iiber den Pontryagin-Index v, summiert werden.

In jedem topologischen Sektor ist die Wirkung (2.30) der Konfigurationen

durch )
8
Sym > iQZ/ (2.43)
g

nach unten beschrinkt. Die Konfigurationen minimaler Wirkung werden als
Instantonen bezeichnet.® Diese konnen als Ausgangspunkt fiir semiklassische
Néherungen dienen (z.B. [Raj82]).

Auch fiir eine beliebige Raum-Zeit M ist durch den 2. Chern-Charakter (2.38)
eine Klassifizierung der Konfigurationen gegeben. Es ist dann aber keineswegs
klar, ob dadurch schon die gesamte topologische Information einer Konfigu-
ration beschrieben wird.

2.2.3 Die Raum-Zeit als Torus

Oft wird die vierdimensionale Raum-Zeit M auch als 4-Torus M = T* =
St x St x St x S! angenommen. Diese Wahl von periodischen Randbedin-
gungen hat gegeniiber R* den Vorteil, da§ der Torusumfang L, als natiirli-
cher Infrarotregulator dient.” Gegeniiber anderen kompakten Mannigfaltig-
keiten, wie z.B. S*, hat der Torus den Vorteil, da auch fiir endliche L, die
Raum-Zeit-Metrik flach ist und damit die Translationsinvarianz wéhrend der
Regularisierung erhalten bleibt.

Es 148t sich zeigen, dafl auch fiir den 4-Torus die gesamte Topologie der
Feldkonfigurationen in der SU(N) Eichtheorie durch den Pontryagin-Index
charakterisiert wird [FMTWP98]. Dazu betrachten wird den Torus zunéchst
als vierdimensionalen Hyperkubus, wobei gegeniiberliegende dreidimensiona-
le Seiten durch periodische Randbedingungen verkniipft sind. Feldkonfigura-
tionen A(z) miissen nur periodisch bis auf Ubergangsfunktionen (Eichtrans-

6 Entsprechend wird der Pontryagin-Index oft auch Instanton-Zahl genannt.
7 Eventuell auftretende diskrete Nullmoden kénnen und miissen natiirlich explizit
beriicksichtigt werden.
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formationen) sein. Fangen wir nun an, die entsprechenden Seiten zusammen-
zukleben. Fiir das erste Seitenpaar kann man durch stetige Deformation des
Schnittes, der das lokale Eichpotential erzeugt, immer eine triviale Verkle-
bung erreichen. Fiir das zweite Seitenpaar sind die méglichen Ubergangsfunk-
tionen charakterisiert durch m (SU(N)) = {0}, entsprechend fiir die beiden
folgenden Seitenpaare durch mo(SU(N)) = {0} bzw. m3(SU(N)) = Z. Insge-
samt finden wir also fiir die moglichen Ubergangsfunktionen eine Charakteri-
sierung durch 73(SU(N)) = Z. Fiir die SU(N)-Eichtheorie auf dem 4-Torus
bedeutet das zunéchst, dafl die Topologie der Konfigurationen hdchstens
durch diese ganzen Zahlen bestimmt ist. Eine feinere Einteilung kann es nicht
geben. Es konnte aber immer noch sein, daf die Gesamtheit der Konfiguratio-
nen durch eine Untermenge von 7Z topologisch schon vollstédndig beschrieben
wird.

In einem zweiten Schritt sehen wir uns wieder die charakteristischen Klassen,
insbesondere den Pontryagin-Index (2.41), an. Es zeigt sich, daf} er wiederum
durch die Ubergangsfunktionen auf dem Torus ausgedriickt werden kann.
Auch hier erhélt man wieder eine Interpretation als Windungszahl, also eine
Charakterisierung durch ganze Zahlen. Die charakteristischen Klassen haben
aber gerade den Anspruch, dafl durch sie die Topologie zumindest teilweise
bestimmt ist. Eine grobere Einteilung ist nicht moglich. Zusammen mit den
Betrachtungen im obigen Absatz finden wir also, dafl auch auf dem Torus der
Pontryagin-Index die gesamte Topologie der Feldkonfigurationen bestimmt.

Wir haben in diesem Abschnitt gesehen, daf§ die Topologie entscheidend von
der gewihlten Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M abhiingt. Fiir R* sind alle (un-
eingeschriinkten) Konfigurationen topologisch trivial, fiir S* und 7* fanden
wir eine Charakterisierung durch ganze Zahlen. Fiir exotischere Mannigfal-
tigkeiten gibt es beliebig komplizierte topologische Klassifizierungen. Welche
Raum-Zeit das Universum wirklich hat, kann (noch) nicht bestimmt werden.
Daher haben wir (noch) die Freiheit die Raum-Zeit beliebig zu wihlen. Letzt-
lich entscheidend ist, neben den gewonnen mathematischen Erkenntnissen,
nur die erreichte Ubereinstimmung mit dem Experiment.

2.3 Gittereichtheorie

In Abschnitt (2.1.5) haben wir die SU(N)-Eichtheorie durch Einfithrung des
Pfadintegrals (2.34) quantisiert. Dabei haben wir dem Funktionalintegral
als gewichtete Summation iiber alle physikalischen Feldkonfigurationen einen
physikalischen Sinn verliehen. Mathematisch wohldefiniert ist ein Integral
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mit {iberabzéahlbar unendlich vielen Freiheitsgraden allerdings nur fiir wenige
Ausnahmefélle (z.B. Wiener Mafl). Um das Integral iiberhaupt behandeln zu
konnen, mufl man ihm also zunéchst einen mathematischen Sinn verleihen.

Auf physikalischer Seite offenbart sich dieser Umstand auch, wenn man im
Rahmen der Storungstheorie Greenfunktionen berechnen will: Es treten Ul-
traviolettdivergenzen in den relevanten Impulsintegralen auf. Um den pertur-
bativen Greenfunktionen Sinn zu verleihen, regularisiert man die Integrale,
macht sie also auf eine definierte Art und Weise endlich. Das geschieht zum
Beispiel durch Einfithrung eines Impulsabschneideparameters (engl. cutoff)
oder indem man zu D = 4 — ¢ Dimensionen iibergeht (dimensionale Regula-
risierung). Durch die Regularisierung wird immer eine Invarianz der Theorie
gebrochen. Im Fall eines Impulscutoffs ist das die Eichinvarianz, weshalb die-
se Methode nur begrenzt anwendbar ist. Bei dimensionaler Regularisierung
wird die Skaleninvarianz gebrochen, da beim Ubergang zu D Dimensionen
eine neue Massenskala Aqcp entsteht, d*p — (Aqep/p)* Pu*~P dPp. Die
Wahl der Skala p ist beliebig. In einem zweiten Schritt, der Renormierung,
werden die Divergenzen durch die Parameter der Theorie (Kopplungskon-
stanten, Massen) und duBere Quellen absorbiert. Eine Theorie heifit renor-
mierbar, wenn das zu allen Ordnungen der Stérungstheorie mit Hilfe von
endlich vielen Renormierungsfunktionen moglich ist. Es 1&t sich zeigen, dafl
die SU(N)-Eichtheorie in vier Raum-Zeit-Dimensionen eine solche Renor-
mierung erlaubt. Durch die Forderung der Unabhé&ngigkeit physikalischer
Groflen von p entsteht eine Impulsabhéngigkeit der renormierten Parameter
der Theorie. Das definiert zum Beispiel die laufende Kopplungskonstante.

Die oben beschriebene Vorgehensweise ist nur im Rahmen der Stérungstheo-
rie definiert. Die Moglichkeit einer nichtperturbativen Regularisierung bietet
der Ubergang zu einer diskreten Raum-Zeit. Das ist die Grundidee der Git-
tereichtheorie ([Wil74] und z.B. [Cre83], [MM94], [Rot97]). Fiir die resultie-
renden abzéhlbar unendlich vielen Freiheitsgrade ist das Funktionalintegral
wohldefiniert. Der Renormierung entspricht in diesem Bild der Kontinuums-
limes. Dabei wird auf definierte Art und Weise die Gitterstruktur wieder
entfernt. Diese Konzepte sollen im folgenden genauer beleuchtet werden.

2.3.1 Eichtheorie auf dem Gitter

Die kontinuierliche Raum-Zeit wird durch eine Gitterstruktur ersetzt. Die
vormals kontinuierliche Koordinate x, kann jetzt nur noch diskrete Werte

T, =nua, n,E€Z (2.44)
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annehmen, die Gitterpunkte (engl. sites). Hierbei ist a der Gitterabstand, der
i.a. fiir alle vier Richtungen gleich gewéahlt wird. Die Anzahl der Gitterpunk-
te in p-Richtung bezeichnen wir mit /V,. Meist verwendet man periodische
Randbedingungen. Das heifit, man fordert fiir alle bosonischen Felder

P(x +b,) = Y(x), (2.45)

wobei b, der Vektor in p-Richtung mit Linge NN a ist. Im Kontinuum ent-
spricht das einem 4-Torus als Raum-Zeit.® Die Vorteile dieser Wahl der
Raum-Zeit haben wir schon in Abschnitt 2.2.3 kennengelernt. Fiir Gitter mit
N,, < oo kommt noch hinzu, daf§ durch periodische Randbedingungen (2.45)
unerwiinschte Effekte durch die endliche Ausdehnung des Gitters minimiert
werden.

Ein Materiefeld ¢(z) € V ist durch Vektoren ¢, € V gegeben, die jeweils
einem Gitterpunkt x zugeordnet sind. Wie im Kontinuum wird Invarianz der
(noch zu definierenden) Wirkung unter lokalen, d.h. auf den Gitterpunkten
definierten, Eichtranformationen g, € SU(N) gefordert. Um Materiefelder an
benachbarten Gitterpunkten z und z+ /i zu vergleichen®, definiert man einen
Paralleltransport U, , € SU(N), der der Verbindungslinie zwischen den zwei
Gitterpunkten z, x + ji zugeordnet ist. Er wird auch als Linkvariable oder oft
kurz als Link bezeichnet. Ein Vergleich mit der Kontinuumsdefinition (2.18)
des Paralleltransports liefert unter der Voraussetzung glatter Eichpotentiale
Au(x) = A(z)T° fiir a — 0

Uy =3 exp(—aA,(z) + O(a?)). (2.46)

Dabei haben wir verwendet, dafl die Pfadordnung nur Korrekturen der Ord-
nung a? liefert, und auch das Eichpotential in erster Niherung durch seinen
Wert am Anfangspunkt z beschrieben werden kann. Gleichung (2.46) stimmt
iiberein mit der Vorstellung, daf fiir stetige Materiefelder der Paralleltrans-
port zwischen benachbarten Punkten im Kontinuum gegen 1 gehen muf3.

Unter Eichtransformationen g, dndern sich die Links gemé&f
Usp = GoraUs gl - (2.47)

Die Links U, , iibernehmen die Rolle des Feldes A,(z) und sind die fun-
damentalen Bausteine der Gittereichtheorie. Der Paralleltransport entlang

8 Streng genommen geniigt es im Kontinuum, Periodizitét bis auf Eichtransformationen
g zu fordern, also ¥(z +b,) = g,¥(z). Darauf gehen wir kurz in Abschnitt 2.3.5 ein.
9 Mit fi bezeichnen wir einen Gittereinheitsvektor der Linge a in Richtung u.
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beliebiger Wege auf dem Gitter wird durch Multiplikation der entsprechen-
den elementaren Links beschrieben.

Im Kontinuum haben wir gesehen, dafl der Feldstédrketensor der Eichtheorie
in Beziehung steht mit dem Paralleltransport um geschlossene Wege. Auf dem
Gitter ist die entsprechende Grofie die Plaquette-Variable, kurz Plaquette,
P, .. Sie ist definiert als Paralleltransport um ein Gitterquadrat, also

Popw =Ul U UsiiiwUsi (2.48)

v~ D, u

Einsetzen von (2.46) und Anwendung der Formel von Baker-Campbell-Haus-

dorff

eAeB A+B+ [A,B]Jr-., (249)

zeigt (wieder unter Voraussetzung glatter Eichpotentiale) fiir a — 0
Py 3 exp(—a?F, (x) + O(a®)) . (2.50)

Wie die Feldstiarke transformiert sich auch die Plaquette kovariant unter
Eichtransformationen,
Py, — gxpx,;wgl . (2.51)

Die einfachste Form fiir eine eichinvariante Wirkung ist daher gegeben durch
die Wilson- Wirkung [Wil74]

=8y (1- —SRe tr (Pryw)) - (2.52)

T, u<v

Durch Entwicklung von (2.50) nach a sieht man, daB fiir die so definierte
Gitterwirkung im Limes a — 0 und unter Voraussetzung glatter Felder gilt

S = i?v S b (FuF™) + O(a®) (2.53)

T, U,V
Dabei wurde benutzt, dafi der Term der Ordnung a® in (2.50) ebenso wie
die Feldstérke selbst algebrawertig und damit spurlos ist. Fiir 8 = 2g—];f geht
die Gitterwirkung (2.52) also im Limes a — 0 wegen a*Y", — [;,d*z in die
Kontinuumswirkung (2.30) iiber. Dieses Grenzverhalten bleibt offensichtlich
auch bestehen, wenn man S[U]| um Terme ergénzt, die in (2.53) nur zu Kor-
rekturen der Ordnung a® fithren.

Der betrachtete Limes a — 0 und alle Entwicklungen nach a sind nur unter
der Voraussetzung glatter Materiefelder und Eichpotentiale giiltig. Unsere
Ausgangstheorie im Kontinuum erfiillte diese Vorraussetzung. Es ist aber
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keineswegs klar, dafl nach Einfiihrung der Gitterstruktur als Regulator der
Kontinuumslimes zu einer Theorie stetiger Felder zuriickfiihrt. Im Gegenteil
hatten wir in Abschnitt 2.1.5 gesehen, daf fiir ein mathematisch wohldefi-
niertes Pfadintegral beliebig unstetige Konfigurationen (jetzt als Pfade der
Felder in einem abstrakten unendlichdimensionalen Raum aufzufassen) ei-
ne entscheidende Rolle spielen. Die Gitterformulierung kann daher als eine
Definition des Funktionalintegralmafles im Kontinuum aufgefafit werden.

Das Pfadintegral, das analog zu (2.34) die Quantisierung der Gittereichtheo-
rie beschreibt, ist gegeben durch das erzeugende Funktional

25 = [ dult] exp (3 tr (eUs) (2.54)
mit Maf
du[U] = Z[0] DU exp(-S[U]). (2.55)

Im Unterschied zum Kontinuum ist fiir diskrete x selbst bei unendlicher
Gitterausdehnung eine Definition eines Haarmafles auf dem Produkt jetzt nur
abzihlbar unendlich vieler Gruppen SU(N) als Grenzwert eines Produktes
endlich vieler Haarmafle moglich,

DU =] dU,,,.. (2.56)
K

Dabei ist dU,,, durch das Haarma$l der Gruppe SU(N) gegeben. Insbeson-
dere kann die Normierung

/ AU, = 1 (2.57)
SU(N)

gewahlt werden. Der Erwartungswert einer Observable O ist auf dem Gitter
definiert als

(0) = / du[U] o). (2.58)

Fiir das Pfadintegral im Kontinuum (2.34) haben wir die Notwendigkeit einer
Eichfixierung aufgrund des fehlenden Haarmafles betont. In der Gitterformu-
lierung (2.58) sehen wir, dafl das (endliche) Gruppenvolumen faktorisiert und
aus dem MafB (2.55) herausfillt. Eine Eichfixierung ist nicht linger notwen-
dig, um physikalische Grélen auszurechnen, aber sie ist natiirlich weiterhin
erlaubt.
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2.3.2 Monte-Carlo-Verfahren

Fiir analytische Rechnungen erscheint die Diskretisierung der Raum-Zeit eher
hinderlich, umso niitzlicher ist sie fiir die numerische Untersuchung der Yang-
Mills-Theorie. Schon fiir relativ kleine Gitter, z.B. N, = 10, besteht DU
aber aus 4[], N, = 4- 10* Gruppenintegrationen. Im Fall der Eichgruppe Z,
koénnen die Integrationen exakt in eine Summe umgeschrieben werden. Aller-
dings besteht diese aus 2499 ~ 1.58-10'2%4 Termen. Eine direkte numerische
Auswertung ist damit schon in diesem Fall (und erst recht fiir SU(V)) in end-
licher Zeit unmoglich. Stattdessen erinnern wir uns an die Interpretation von
du[U] als Wahrscheinlichkeitsma8. Durch das Maf ist bestimmt, welche Kon-
figurationen wesentlich zum Pfadintegral beitragen. Sie sind charakterisiert
durch eine besonders kleine Wirkung oder eine besonders hohe Entropie. Ziel
eines effizienten Algorithmus ist es also k (statistisch unabhéngige) Konfigu-
rationen U = {U, ,} so zu erzeugen, daf sie entsprechend des Mafles u[U]
verteilt sind. Fiir diese gilt dann

(0) = lim — >~ 0. (2.59)

Diese ndherungsweise numerische Integration ist aus der statistischen Me-
chanik als Monte-Carlo-Integration bekannt.

Die Erzeugung der Konfigurationen erfolgt dabei durch einen Markov-Prozefs.
Gestartet wird mit einer beliebigen (z.B. zufiillig gewiirfelten) Konfiguration
von Linkvariablen. Fiir einen ausgewahlten Link betrachtet man den Beitrag
zur Wirkung (2.52) und bestimmt entsprechend einer Update-Vorschrift (sie-
he unten) einen neuen Wert fiir die Linkvariable. Auf diese Weise werden alle
Links des Gitters nacheinander!® durchlaufen. Ein Durchlauf durch das Git-
ter wird als sweep bezeichnet. Ist die Update-Vorschrift richtig gewahlt, ist
das Gitter nach einer (zu bestimmenden) Anzahl von sweeps thermalisiert.
Das bedeutet, dal die in weiteren sweeps erzeugten Konfigurationen nun
tatsdchlich geméf p[U] verteilt sind und fiir Messungen verwendet werden
kénnen. !t

Ein Beispiel fiir eine Update-Vorschrift, die besonders gut fiir die Gruppe
SU(2) funktioniert, ist der heatbath Algorithmus [Cre80a]. Jedes Element
U € SU(2) koénnen wir schreiben als

U =ug+iu,®, u?=ugug+ tgtlg = 1, (2.60)

10 Die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle.
11 Um Autokorrelationen zwischen den Konfigurationen zu vermeiden, fithrt man auch
zwischen zwei Messungen wieder einige sweeps durch.
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wobei 7 = 2¢T* die drei Paulimatrizen sind. Eine Summe von mehreren
SU(2) Elementen ist bis auf einen Normierungsfaktor offenbar wieder ein Ele-
ment der SU(2). Daher kénnen wir den moglichen Beitrag eines bestimmten
Links U, , zur Wirkung schreiben als

s(Us,) = —% Y wp- —% tr(Us,-kB), BeSUQ). (261)

PBU(L‘HU,

Dabei ist kB die Summe iiber die 2(D — 1) ,,Biigel“ aus je drei Links, die an

Uy, anschlieflen, -

TH+,1
.

kB = Z Ua:,l/+ +Ua:+,&,l/ ) Ux,—u = U;_{,W . (262)
vELEL L.

Nutzt man die Invarianz des Haarmafles unter Multiplikation mit einem
Gruppenelement, findet man fiir den entsprechenden Beitrag zum Pfadin-
tegral

Zop = / dU, ,, exp(—=Bs(U,u)) = / de,u exp (% tr Ugw) (2.63)
mit U, , = U, B. Das HaarmaB ist wegen (2.60) gegeben durch
AU = d*u§(1 —u?) = dug da%u —ud)7 (2.64)
wobei U, = Uuq/+/Uptp. Wir finden daher

Zop ™ / dug(1 — ug)% exp(Bkuy) . (2.65)

Da der Integrand unabhingig von w ist, wird dieser als dreidimensionaler
Richtungsvektor auf der Sphére gleichverteilt gewiirfelt. Um wuy zu bestim-
men, wihlt man eine gleichverteilte Zufallszahl ¢ € [exp(—20k), 1]. Dann ist
ug = 1+ (Bk)'In¢ € [—1,1] mit exp(Bkug) verteilt. Jetzt fehlt nur noch
die Gewichtung mit p = (1 — u2)2. Dazu wihlen wir eine weitere Zufallszahl
¢’ € [0,1]. Im Fall ' > p gehen wir wieder einen Schritt zuriick und be-
stimmen ein neues ug, im Fall (' < p akzeptieren wir das aktuelle ug. Damit
haben wir ein U, , gefunden und erhalten den entsprechend dem Maf y[U]
gewihlten Link als U, , = U, B'.

2.3.3 Ubergang zum Kontinuum

Wir haben das Gitter als Moglichkeit fiir eine nichtperturbative Regulari-
sierung eingefiihrt. Der inverse Gitterabstand 7/a wirkt im wesentlichen als
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Cutoff fiir die vorkommenden Impulse.'? Um den Regulator wieder zu ent-
fernen, muf} zunéchst eine Renormierungsvorschrift festgelegt werden. Dazu
betrachtet man eine beliebige Observable O. Deren Erwartungswert (2.58)
hingt nicht nur vom Kopplungsparameter 8 = 2N/g? (vgl. (2.55), (2.52)),
sondern auch von a ab'3,

(0) = (0)(B,a) = f(B) - a™", (2.66)

Hier ist d die kanonische Massendimension der Observable O und f(/3) der
dimensionslose Gittermefwert. Die Renormierungsvorschrift besteht nun in
der Forderung, dafl im Kontinuumslimes a — 0 die Observable einen festge-
legten (endlichen) physikalischen Wert annimmt,

(0)(8,a) “=3 Opys (2.67)

Die Festlegung dieses Wertes entspricht der Wahl eines Renormierungspunk-
tes, also einer Skala p = O;}/SS, wahrend die Wahl der Observable das Renor-
mierungsschema festlegt. Mit (2.66) wird daraus die Forderung

f(ﬁ) a—_)o> adOphys . (268)

Aus ihr resultiert eine definierte Abhéngigkeit der unrenormierten Kopplung
g vom Gitterabstand a bzw. aus Dimensionsgriinden von ay,

9=9(ap) => g - (2.69)

Anders ausgedriickt: Die nackte Kopplung ¢ soll die im Limes eines unend-
lichen Cutoff (¢ — 0) entstehenden Divergenzen absorbieren, damit die be-
trachtete Observable den endlichen Wert Oppys annimmt. Um das zu leisten,
muf g vom inversen Cutoff a (und damit auch von ) abhéingen. In perturba-
tiven Renormierungsverfahren betrachtet man entsprechend fiir festgehaltene
nackte Kopplung das Laufen der renormierten Kopplung mit dem Renormie-
rungspunkt.

Ist g(a) auf diese Weise einmal festgelegt, nehmen im Fall einer renormier-
baren Theorie fiir unrenormierte Kopplung gi.;; alle physikalischen Observa-
ble einen endlichen Wert an. Insbesondere bedeutet das, dafl eine Korrelati-
onsldnge gemessen in Einheiten des Gitterabstandes divergieren muf. In der

12 Die Gitterregularisierung entspricht im perturbativen Bereich nicht genau der Regu-
larisierung durch einen Impulscutoff. Die Integranden der Feynman-Integrale werden
zusétzlich auf nichttriviale Weise modifiziert. Die Eichinvarianz wird nicht verletzt.

13 Fiir endliche Gitter kommt noch eine Abhéngigkeit von den Gitterausdehnungen N,,
hinzu, die wir hier vernachléssigen.
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Sprache der statistischen Mechanik mufl also bei g,y ein Phaseniibergang
2. Ordnung vorliegen.

Der Ubergang von einem dimensionslosen Parameter 3 bzw. g zu einer di-
mensionsbehafteten Grofie Opnys wird als dimensionale Transmutation be-
zeichnet. Welche Observable O zur Festlegung der Renormierung benutzt
wird, muB} fiir eine renormierbare Theorie beliebig sein. Alle anderen phy-
sikalischen Observable konnen dann in Einheiten der gew#hlten Observable
angegeben werden.

Fiir konkrete numerische Rechnungen ist die Zahl der Gitterpunkte durch
die Rechenleistung und die verfiighbare Zeit stark beschrinkt. Die physika-
lische Gitterausdehnung ist durch L, = N, - a gegeben und schrumpft fiir
festgehaltenes N, im Limes a — 0 immer weiter zusammen. Damit eine Ob-
servable auf dem Gitter mefibar ist, sollte ihre charakteristische physikalische
Lénge zwischen a und L, liegen. Dadurch ist ein Bereich von endlichen Git-
terabstdnden a bzw. Kopplungen g(a) bestimmt, in dem es iiberhaupt Sinn
hat, diese Observable zu messen. Auflerdem soll a moéglichst klein sein, damit
man nahe genug an der Kontinuumsphysik ist. Um diese ,N&he“ zur Kon-
tinuumsphysik feststellen zu konnen, ist es wiinschenswert, das durch (2.67)
bestimmte Verhalten der Gittermewerte analytisch zu kennen. Stimmen die
MeBwerte mit diesem Verhalten iiberein (die Observable skaliert), kann man
sicher sein, dafl man trotz der verhiltnismifig kleinen Gitter nahe genug am
Kontinuum ist. Der entsprechende Bereich von Kopplungen g(a) wird auch
als scaling window bezeichnet.

Im Grenzfall kleiner Gitterabsténde a gilt eine Renormierungsgruppenglei-
chung

0= aC%Ophys = a%(O)(g(a), a) (2.70)
dlIn ~ ~ d d
T]gc@ -B(g) =—d, Blg)= —ad—z = _“d_Z‘ (2.71)

Dabei kann die Renormierungsgruppenfunktion 3(g(a)) aus dimensionalen
Griinden nicht explizit von a abhiingen.'* Ist /3 (g9) bekannt, konnen wir ange-
ben, wie sich die Gittermefiwerte f(g) im Limes a — 0 fiir eine physikalische
Observable in Abhéngigkeit von g verhalten miissen:

1(9) = flgo) -exp (—d- [ ag'37()). (2:72)

14 Die Renormierungsgruppenfunktion wird auch als Betafunktion bezeichnet, weshalb
das Symbol § gewéhlt wurde. Sie hat nichts zu tun mit dem Kopplungsparameter 3.
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Nullstellen von B(g) entsprechen gerade den gesuchten kritischen Kopplun-
gen girie an denen der Ubergang zum Kontinuum méglich ist.'® Tatséichlich
kennen wir B(g) aus perturbativen Rechnungen, da, wie wir oben gesehen
haben, die Abhéangigkeit der nackten Kopplung vom Cutoff gerade der in
Storungstheorie gefundenen Abhéngigkeit der renormierten Kopplung vom
Renormierungspunkt entspricht. Es gilt

3 5

sy a9 A g
B(g) = —Bo — B (1672)

0(g%). 2.73
o s+ 0(") (273
Die Konstanten 3y, 51 sind dabei unabhingig vom Renormierungsverfahren.
Fiir eine reine SU(N) Eichtheorie findet man

~ 11 ~ 34

fo=—5N, b= §N2. (2.74)
Fiir die kritische Kopplung gilt also gi.iy = 0, kleine Abstéinde a — 0 ent-
sprechen einer kleinen Kopplung ¢g. Aufgrund des negativen Vorzeichens in

(2.73) ist dieser Fixpunkt ultraviolett stabil. 16

Fiir das Verhalten der Gittermefwerte in der Ndhe des Kontinuumslimes
(2.72) erhalten wir fiir SU(2) und mit den Kopplungsparameter 3 = 4/¢? in
erster Naherung

F(8) = £(Bo) - exp (—d (B~ Fo)) - (2.75)
Mit (2.68) wird daraus
() ~ alf) - exp (T (5 ~ ) (2.76)

Dabei muB a(8y) = (f(Bo)/Ophys)"/¢ durch Wahl eines physikalischen Wertes

Opnys einer beliebigen Observable O nur einmal bestimmt werden.

2.3.4 Confinement in der Gittereichtheorie

Ein Ansatz, um das Problem des Confinement von Farbladungen zu ver-
stehen, ist die sehr anschauliche Vorstellung eines (linear) ansteigenden Po-
tentials zwischen zwei Ladungen. Die Potentiallinien sind zu einem Fluf-
schlauch gebiindelt. Zieht man die Farbladungen auseinander, wird dieser

15 Fiir ¢ — giri¢ mit B(gkm) = 0 folgt aus (2.72) bei d > 0 f(g) — 0 bzw. bei d < 0
f(g) — oo. Soll der Gittermefiwert einer endlichen physikalischen Gréfie mit Massen-
dimension d entsprechen, bedeutet das a — 0.

16 In der perturbativen Renormierung folgt aus Betrachtung der Betafunktion, daf sich
die SU(N) Yang-Mills-Theorie bei grofien Energien bzw. kleinen Abstéinden wie eine
freie Theorie verhélt. Dieses Phianomen wird als asymptotische Freiheit bezeichnet.
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immer ldnger, die benotigte Energie wichst immer mehr an, und die Ladun-
gen konnen nie komplett getrennt werden.

Fiir dynamische Quarks als Materiefelder einer Quantenfeldtheorie ist jedoch
das klassische Bild eines ,,Potentials“ zwischen zwei ,, Teilchen“ zu naiv. Die
Idee wird nur anwendbar im Limes unendlich schwerer Quarks. Dann treten
in den Feynman-Diagrammen der Stérungstheorie keine inneren QQuarklinien
mehr auf. Die Materiefelder werden zu statischen &ufleren Quellen, die im
Rahmen der reinen Yang-Mills-Theorie beriicksichtigt werden kénnen. Die
Anderung der Grundzustandsenergie durch Einfithrung solcher &uBeren sta-
tischen Quellen kann dann als Potential interpretiert werden. Man findet fiir
das Potential zwischen zwei statischen Ladungen im Abstand R

V(R) = - Jim %an(R, 7). (2.77)

Dabei représentiert W(R,T) den Erwartungswert der Spur eines Wilson-
Loops (2.25) entlang eines rechteckigen Weges mit zeitlicher Ausdehnung T'
und rdumlicher Ausdehnung R [Wil74]. Fiir Details einer moglichen Herlei-
tung sei hier zum Beispiel auf [MO81] oder [Qua99] verwiesen. Anschaulich
verbindet man mit dem Wilson-Loop die Vorstellung, dafl zu einem Zeit-
punkt ein statisches Ladungspaar erzeugt und auf den Abstand R gebracht
wird, das dann fiir eine Zeit T existiert und die Wechselwirkung ,,spiirt“ und
schliefllich wieder vernichtet wird.

Fiir die QED ist das Eichpotential (Photon) ein freies Feld, und man erhélt
auf diese Weise tatséchlich das erwartete Coulombpotential zwischen zwei
duBeren statischen elektrischen Ladungen [BBJ81]. In der QCD dagegen ver-
hindert die Selbstwechselwirkung der Gluonen eine exakte Berechnung des
Potentials. Fiir kleine Abstédnde erwartet man aufgrund der asymptotischen
Freiheit wieder ein Coulombpotential. Tatséchlich 148t sich das im Rahmen
der Storungstheorie ableiten [BBJ81]. Bei den fiir Confinement relevanten
Absténden von der Gréfenordnung eines Hadrons bricht jedoch die Stérungs-
theorie zusammen. Wir kénnen daher innerhalb der Storungstheorie keine
Aussagen iiber das Verhalten von W(R,T') machen.

Wird der Erwartungswert des Wilson-Loops fiir groe R durch ein Fldichen-
gesetz dominiert,
W(R,T) — e T (2.78)

dann folgt aus (2.77) sofort ein linear ansteigendes Potential V(R) — oR
und Confinement fiir statische Quarks ist realisiert.!” Die Proportionalitéits-
konstante ¢ im linearen Teil des Potential wird als string tension bezeichnet.

17 Es 1a8t sich zeigen, daB das Potential nicht stiirker als linear mit R wachsen kann
[SeiT8].
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Stattdessen konnte der Erwartungswert fiir grole R auch von einem Umfang-

gesetz
W(R,T) — e~ *B+T) (2.79)

dominiert werden. In diesem Fall erhalten wir aus (2.77) ein konstantes Po-
tential V(R) — «, das nur die Selbstenergie der Quarks charakterisiert, und
nicht zu Confinement von statischen Quarks fiihrt. Diese Betrachtungen wer-

den unter dem Schlagwort Wilson-Kriterium fiir Confinement zusammenge-
faf3t.

Mit der Gitterformulierung der Yang-Mills-Theorie haben wir nun eine Mog-
lichkeit an der Hand, auch auflerhalb des Giiltigkeitsbereichs der Stérungs-
theorie Aussagen iiber Wilson-Loops und das Potential zu machen. Der als
Paralleltransport entlang eines geschlossenen Weges definierte Wilson-Loop
wird in der Gitterformulierung zum geordneten Produkt der Linkvariablen
entlang des Weges, die ja elementare Paralleltransporter darstellen. Der klein-
ste Wilson-Loop ist die Plaquette (2.48). Die Potentialdefinition (2.77) wird
auf dem Gitter zu

Wm:—#mimwmjy (2.80)
Dabei sind die dimensionslosen, in Einheiten des Gitterabstands gemessenen
GroBen durch einen Hut ( * ) gekennzeichnet. Aufgrund der Beschrankungen
durch Rechenleistung und -zeit kann die Gitterausdehnung, und daher auch
R und T, nicht beliebig grofl gewidhlt werden. Damit der Grenziibergang
T = Ta — oo trotzdem ndherungsweise vollzogen ist und auch R = Ra in
der Groflenordnung eines Hadrons ist (Confinement-Skala), darf der Gitter-
abstand a bzw. die nackte Kopplung g (2.76) nicht zu klein gewéhlt werden.
Auf der anderen Seite sollte a jedoch auch nicht grofler als diese Confinement-
Skala sein.

Fiir grole unrenormierte Kopplungen ¢ lé3t sich eine strong coupling Ent-
wicklung fiir den Erwartungswert des Wilson-Loops durchfithren [Miin81].
Tatséchlich findet man die oben angefiihrten Flichen- bzw. Umfangsbeitrége

W(R,T) = exp(—oRT —a(R+T) — 7). (2.81)

In wie weit sich dieses Verhalten (zumindest fiir grofie R) zu Kopplungen
g fortsetzt, die nahe genug am Kontinuumslimes sind, und ob die string
tension einen endlichen Wert ¢ # 0 annimmt, kann durch Gitterrechnungen
untersucht werden.

Da die Selbstenergie a ohne Renormierung fiir a — 0 divergiert, ist es sinnvoll
eine Kombination von Erwartungswerten W(R,T) zu wihlen, die nur den
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Abb. 2.2: Beispiel fiir Creutz ratios in der SU(2) Yang-Mills-Theorie, gemes-
sen auf einem 10* Gitter. Fiir 3 € [2.1,2.5] finden wir fiir hinrei-
chend grofle Wilson-Loops das bei Annidherung an das Kontinuum
erwartete Skalenverhalten.

linearen Anteil des Potentials beriicksichtigt. Zu diesem Zweck fithrt man die
sogenannten Creutz ratios

W(
W(

IW(R—-1,T —1)
DW(R —1,T)

- R, T
YR,T)=—In g = (2.82)

ein [Cre80b]. Im Limes grofier R folgt dann aus (2.80) mit dem Ansatz (2.81)
#nijvz&:af. (2.83)

Die string tension der SU(2) Gittereichtheorie wurde erstmals von Creutz
gemessen ([Cre80a], [Cre80b]). Abbildung 2.2 zeigt ein Beispiel von MeS-
ergebnissen fiir die Creutz ratios. Zwischen § ~ 2.1 und g ~ 2.5 ist fiir
geniigend grofle Wilson-Loops das scaling window zu erkennen, in dem y den
aus (2.83) und (2.76) erwarteten exponentiellen Abfall zeigt. Fiir kleinere (3
(groBere a bzw. g) ist der Gitterabstand bereits in der Grofilenordnung der
Confinement-Skala. Dagegen macht sich fiir grolere 3 die endliche Gitteraus-
dehnung bemerkbar.

Vergleichbare Ergebnisse wurden auch fiir die Eichgruppe SU(3) gefunden
[CM82]. Die Gittermessungen bestétigen damit, daf es in der SU(2) bzw.
SU(3) Yang-Mills-Theorie (zumindest bis zu einer durch die erreichbare phy-
sikalische Gittergrofie begrenzten Skala von etwa 2 fm [BSS95]) Confinement



34 Grundlagen

zwischen statischen Quarks gibt. Sie untermauern die Giiltigkeit der SU(3)
Eichtheorie als Modell fiir die starke Wechselwirkung auch in Bezug auf das
Phénomen des Confinement und geben Hoffnung, daf} sich irgendwann auch
ein analytischer Beweis dafiir finden 148t.

Die bisherigen Ergebnisse waren giiltig fiir Temperatur 7' = 0. Geht man da-
gegen zu endlichen Temperaturen iiber, erwartet man, dafl ab einer kritischen
Temperatur Ty, die Eigenschaft des Confinement verloren geht ([Pol78],
[Sus79]). Bei hohen Temperaturen vermutet man, daf§ das Yang-Mills-Va-
kuum als Quark-Gluon-Plasma vorliegt. Dieser Deconfinement-Phaseniiber-
gangs ist fir SU(2) und SU(3) durch Gitterrechnungen bestétigt worden
(z.B. [MS81], [KPS81], [EKSM81], [KMP81]).

2.3.5 Gitter und Topologie

In Gleichung (2.45) haben wir streng periodische Randbedingungen
(@ +b,) = (x) (2.84)

fiir bosonische Felder auf dem Gitter eingefiithrt. Andererseits haben wir in
Abschnitt 2.2.3 gelernt, daf3 im Kontinuum die Topologie von (glatten) Eich-
feldern auf dem Torus durch Ubergangsfunktionen g, (Eichtransformationen)

P(x +b,) = gup(x) (2.85)

bestimmt wird. Daher sieht es auf den ersten Blick so aus, als wéren Gitter-
konfigurationen im Kontinuumslimes auf den trivialen topologischen Sektor
beschrankt. Es ist aber zu beachten, dal wir durch die Diskretisierung der
Raum-Zeit die Menge der glatten Felder verlassen haben. Durch eine sin-
guldre Eichtransformation lassen sich aber auch fiir eine topologisch nichttri-
viale Konfiguration streng periodische Randbedingungen erreichen. Sobald
wir also durch den Ubergang zum Gitter beliebig singulére Eichtransforma-
tionen zugelassen haben, stellt eine Beschréankung auf g, = 1 in (2.85) keine
Einschriankung an die Topologie der Konfigurationen dar.

2.4 Confinement-Modell dualer Supraleiter

Um die QCD als Modell fiir die starke Wechselwirkung auch im Infrarotsek-
tor zu etablieren, fehlt eine Erkldrung fiir das Confinement farbiger Teilchen,
das in der Natur beobachtet wird. Wir haben in Abschnitt 2.3.4 gesehen,
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dafl Gitterrechnungen tatséchlich fiir den Gluonanteil der QCD Confinement
vorhersagen. Noch befriedigender wére jedoch eine analytische Erklarung,
die nicht nur sagt, daff Confinement eine Eigenschaft der QCD bzw. ihrer
Yang-Mills-Theorie ist, sondern auch klart wie es zustande kommt. Offenbar
ist es kaum moglich, nichtperturbative Aussagen in der vollen Theorie zu
machen. Die Idee ist daher, die Freiheitsgrade der Theorie zu isolieren, die
im Infraroten relevant und daher fiir das Phénomen des Confinement ver-
antwortlich sind. Eine effektive Theorie dieser Freiheitsgrade erlaubt dann
eventuell einen analytischen Zugang und ermoglicht eine Untersuchung des
Infrarotverhaltens.

Auf welche Weise diese relevanten Freiheitsgrade in Erscheinung treten, und
welches anschauliche physikalische Bild man mit ihnen verbindet, wird im all-
gemeinen von der gewéhlten Eichung abhédngen. Wenn die QCD das Phéno-
men des Confinement in der starken Wechselwirkung beschreiben soll, muf
sie das in jeder Eichung tun. Wie sie das Phénomen beschreibt, darf aber
durchaus in jeder Eichung unterschiedlich sein.

Da Confinement nicht im Rahmen der Stérungstheorie auftritt, ist es na-
heliegend, sich nach Freiheitsgraden umzusehen, fiir die dasselbe gilt. Das
fithrt uns auf die Idee, nach einem Zusammenhang zwischen Confinement
und Topologie zu suchen. In Confinement-Modellen spielen daher meist die
nichttrivialen Homotopiegruppen m3(SU(2)) = Z, ma(SU(2)/U(1)) = Z oder
m(SU(2)/Zs) = Zs, bzw. ihre Entsprechungen in einer SU(N) Eichgrup-
pe, eine wichtige Rolle. Erstere steht in Zusammenhang mit den Instanto-
nen (vgl. Abschnitt 2.2.2), die zwar die chirale Symmetriebrechung und das
U4(1)-Problem erkldren konnen ([tHo76], [CDGT78]), aber nicht fiir Confi-
nement verantwortlich zu sein scheinen [GHK98|. Auf den beiden anderen
Homotopiegruppen beruhen zwei sehr populdre Modelle fiir Confinement,
die wir in diesem Abschnitt und in Abschnitt 2.5 néher betrachten wollen,
der duale Supraleiter und die Vortexperkolation.

2.4.1 Der duale Supraleiter

In Abschnitt 2.3.4 haben wir gesehen, dafl die anschauliche Vorstellung eines
FluBschlauches von farbelektrischen Feldlinien zwischen zwei Farbladungen
Unterstiitzung aus Gitterrechnungen findet. Das Wilson-Kriterium fiir Con-
finement sagt etwas dariiber aus, ob sich ein lineares Potential und damit
ein Fluflschlauch zwischen statischen Quarks in grofler Entfernung ausbildet.
Auf diese Weise konnte in Gitterrechnungen Confinement auf Absténden bis
zu etwa 2 fm gezeigt werden [BSS95].
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Abb. 2.3: (a) Schematische Darstellung des Meifiner-Effekts in einem Typ-
I1-Supraleiter. (b) Der duale Supraleiter als Modell fiir das QCD-
Vakuum.

Feldlinien, die zu Flu3schlduchen gebiindelt werden, sind uns aus einem an-
deren Gebiet der Physik wohlbekannt: In einem Typ-II-Supraleiter kann ein
Magnetfeld nur in eben solchen Fluischlauchen (Abrikosov-Vortizes) den Su-
praleiter durchdringen, wéhrend ansonsten der Meifiner-Effekt dafiir sorgt,
daf alle Magnetfelder aus dem Inneren des Supraleiters herausgedringt wer-
den, vgl. Abbildung 2.3a. Stellt man sich nun vor, daf§ ein (hypothetisches)
Paar von magnetische Monopolen in einen Typ-II-Supraleiter eingebracht
wird, sorgt der Meifiner-Effekt dafiir, daf sich an Stelle eines Coulombarti-
gen Magnetfeldes, wie man es im Vakuum erwarten wiirde, ein Flufischlauch
aus Magnetfeldlinien zwischen den Monopolen befindet. Voraussetzung fiir
die Supraleitung ist die Existenz einer Energieliicke im Anregungsspektrum
der Elektronen. Diese entsteht dadurch, dal die Elektronen aufgrund einer
Phononaustauschwechselwirkung zu Cooper-Paaren gebunden werden. Als
Quasi-Bosonen koénnen sie daher kondensieren und zur Erzeugung angereg-
ter Zusténde dieses Kondensats ist eine endliche Energie notig.

Versuchen wir nun also, diesen Mechanismus fiir die Ausbildung von Fluf-
schlduchen auf das QCD Vakuum anzuwenden. Offenbar sind die Rollen
von elektrischem und magnetischem Feld vertauscht, weshalb vom dualen
Supraleiter ([tHo75],[Man76] und [Par75]) gesprochen wird, vgl. Abbildung
2.3b. An die Stelle der magnetischen Monopole treten nun farbelektrische
Ladungen, die Quarks. Die magnetischen Flufllinien werden zu farbelektri-
schen. Wenn wir ein Analogon zu den elektrisch geladenen quasi-bosonischen
Cooper-Paaren suchen, die fiir die Supraleitung verantwortlich sind, miissen
wir entsprechend Ausschau halten nach farbmagnetischen Ladungen, die ein
Bosekondensat bilden kénnen. Wir benotigen fiir einen dualen Supraleiter
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also farbmagnetische Monopole.

2.4.2 Magnetische Monopole

Betrachten wir zunéchst eine abelsche U(1) Eichtheorie (z.B. Maxwell-Theo-
rie). Bei Anwesenheit von Materiefeldern treten elektrische Strome j in der
Bewegungsgleichung (2.32) als Quellterm auf,

xdx F=—j. (2.86)

Eine entsprechende Definition eines magnetischen Stromes k verbietet die
Bianchi-Identitdt (2.33),

sh=dF = ®A=0. (2.87)

Die Bianchi-Identitdt setzt glatte Eichpotentiale A voraus. Eine Mdoglich-
keit, doch einen magnetischen Strom k zu erhalten, ist, nichtdifferenzierbare
Eichpotentiale (d2A # 0) zuzulassen. Ein Beispiel fiir einen Monopol im Ur-
sprung des durch Kugelkoordinaten (r,, ¢) parameterisierten Raumes R?
ist durch das Eichpotential

Ax = %(1 —cos ) dep (2.88)

gegeben. Neben der Singularitdt im Ursprung tritt noch eine linienférmige
Singularitdt fiir ¥ = m auf. Dieser Dirac-String [Dir31] ist jedoch unphysika-
lisch, da er durch Eichtransformationen beliebig verschoben werden kann.'®

Alternativ zu dieser Dirac-Darstellung des Monopoles kénnen wir zur Fa-
serbiindelformulierung mit glatten Eichpotentialen zuriickkehren, wenn wir
die Monopolposition aus der Mannigfaltigkeit herausnehmen. Den resultie-
renden topologisch nichttrivialen Raum R3\ {0} miissen wir durch zwei offene
Umgebungen iiberdecken, die wir als Nord- und Siidhélfte bezeichnen wollen.
In jeder Umgebung kénnen wir nun durch geeignete Wahl des Dirac-Strings
ein glattes Eichpotential angeben fiir das (2.87) erfiillt ist. In der Nordhilfte
wihlen wir Ay (2.88), in der Siidhélfte

1
Ag = —5(1 + cosv) de. (2.89)

18 Die Feldstirke F' = dAx = %sinﬁdﬁ A dy ist auf dem Dirac-String wohldefiniert
und nur am Ursprung singulér.
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Auf dem Uberlapp der beiden Umgebungen R? \ {0} ~ S' (¢ = 7/2) ist
durch tyg = exp(ip) € U(1) eine Ubergangsfunktion (vgl. (2.15)) definiert
mit

Ax = Ag +itng dil . (2.90)

Die Feldstérke F' ist im abelschen Fall auf ganz R*\ {0} glatt (2.23). Die Win-
dungszahl w der Ubergangsfunktion ¢ng bestimmt die magnetische Ladung
(m, die der Monopol am Ursprung trégt, denn

U — fF: / dAN+/dAS (2.91)
52 52 52

- f(AN ~ Ag) = @']{tNS dtls = 27w . (2.92)
Sl Sl

In unserem Beispiel ist ¢, = w = § dp/2m = 1. Diese Faserbiindeldarstellung
einer Monopolkonfiguration geht auf Wu und Yang zuriick [WY76].

Die magnetische Ladung ¢, kann gemafi Gleichung (2.92) auch als Element
der Homotopiegruppe 71 (U(1)) = m2(SU(2)/U(1)) interpretiert werden. Die
Existenz von Monopolen ist daher eng mit der Topologie der betrachteten
Konfiguration verkniipft, wie wir es fiir Confinement-relevante Freiheitsgrade
erwartet hatten.

2.4.3 Abelsche Eichungen

Wir haben gesehen, auf welche Weise magnetische Monopole in abelschen
Eichtheorien mit Eichgruppe U(1) auftreten konnen und sind in der Lage, ex-
plizit Feldkonfigurationen mit beliebiger Monopolladung anzugeben. Um das
Bild des dualen Supraleiters mit Hilfe solcher Monopolkonfigurationen auf
die G = SU(N) Yang-Mills-Theorie anwenden zu kénnen, miissen wir uns
auf eine abelsche Untergruppe beschrinken.! Die Lie-Algebra g = su(N)
enthilt eine grofite abelsche Unteralgebra, die von den N — 1 untereinan-
der kommutierenden Generatoren aufgespannt wird. Die Generatoren dieser
Cartan Unteralgebra werden im folgenden mit Indizes ag, by, . . . bezeichnet,
wihrend wir die iibrigen Generatoren mit Indizes @, b, . . . kennzeichnen wol-
len. Fiir G = SU(N) konnen die Generatoren 7% immer diagonal gewéhlt
werden. Der Cartan Unteralgebra entspricht eine maximale abelsche Unter-
gruppe H = U(1)"~! C G mit Elementen h = exp(—x®T®), x® € R. Alle
Elemente aus G, die sich nur um eine Eichtransformation A € H unterschei-
den, bilden ein Element der Quotientenmenge (engl. coset) G/H.

19 Die gesamte Eichgruppe SU(N) erlaubt wegen 71 (SU(N)) = {0} keine Monopole.
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Jedes Element ¢ € g kénnen wir nun schreiben als?
E=£W el gl = gaopao (M) = gapa (2.93)

Eine Moglichkeit, die volle Eichgruppe G auf die Cartan Untergruppe H zu
reduzieren, ist, die Eichfreiheit soweit zu fixieren, dafl nur noch eine abel-
sche Resteichfreiheit mit Eichgruppe H verbleibt. Solche Eichungen werden
als abelsche Eichungen bezeichnet [tHo81]. Durch abelsche Projektion auf die
Cartan Untergruppe bzw. -algebra erhélt man eine effektive abelsche Eich-
theorie. Da m(H) nichttrivial ist, kénnen als Resultat der abelschen Eichfi-
xierung und anschlieBenden Projektion magnetische Monopole auftreten.

Eine abelsche Eichung kann immer mittels eines Hilfsfeldes ¢[A] definiert
werden, das sich unter Eichtransformationen U(z) € SU(N) kovariant trans-
formiert,

o[A](x) — ¢[A")(z) = U(2)9[A](x)U'(2). (2.94)
Die Wahl des Funktionals ¢[A] bestimmt die abelsche Eichung. Dabei kann

®[A] gruppen- oder algebrawertig sein. Beispiele sind die Polyakov-Eichung
(vgl. Abschnitt 3.1) mit

9[A](x) = Pexp (— 7{ dt Ao(t,x)) € SU(2) (2.95)

zo

oder die maximal abelsche Eichung, in der ¢ € su(2) das Funktional

/ diz tr ([D,, 6]%) (2.96)
unter der Nebenbedingung |¢(z)| = 1V x € M minimiert, also
[Du(2), [Du(x), ¢(2)]] = A(z)o(x) (2.97)

Die Eichfixierung A — A" geschieht iiber die Forderung, dafi das Feld ¢ in
der Eichung diagonal ist,

PlA"](x) = Az) & [A](z) = VI(2)A(2)V (2) (2.98)

mit
¢ €su(N): A(zx) =1 diag(Ai(z),..., \n(2)) (2.99)
¢ € SU(N) : A(z) = exp(i diag(A(z),...,An(z)))  (2.100)

20 Die Bezeichnungen (n) = neutral und (ch) = charged beziehen sich auf das Transfor-
mationsverhalten unter H.
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und >>; \; = 0, \; € R. Die Eichtransformation V', die in die Eichung fiihrt, ist
durch diese Forderung nur bis auf Transformationen festgelegt, die A(x) wie-
der in eine Diagonalmatrix A’(z) mit denselben Eigenwerten )\; tiberfiihren.
Neben den erwiinschten abelschen Transformationen, die einfach mit A(x)
vertauschen, sind das die Weyl-Transformationen, die fiir SU(N) aus Vertau-
schungen der Diagonalelemente von A(x) bestehen. Diese kénnen fixiert wer-
den, indem man eine Ordnung vorschreibt, z.B. Aj(z) > Ao (x) > ... > Ay(2).
Bei gruppenwertigem ¢ kann auflerdem die Invarianz von A (2.100) unter
Ai — A\; + 2mn,; fixiert werden.

Fiir nichtentartete Diagonalelemente A;(z) # Aj(x) ist V(x) durch ein ein-
deutiges Element aus dem coset G/H der Eichgruppe gegeben. Im Fall ei-
ner Entartung A;(z) = Aj(x) vertauscht eine komplette SU(2) Untergruppe
von G mit A(z) und die Eichtransformation V' kann nicht eindeutig einem
coset-Element zugeordnet werden. Ndhert man sich dem Entartungspunkt x
aus verschiedenen Richtungen, kann V' (z) als Grenzwert dieser Annéherung
durch verschiedene Elemente aus G/H représentiert werden. Die Eichtrans-
formation V' (z) ist dort unstetig und AY (x) wird singulér.

Mit Eichgruppe SU(2) sind die Entartungen durch ¢(z) = 0 bei ¢ € su(2),
bzw. ¢(x) = +1 bei ¢ € SU(2) gegeben. Da es sich dabei um drei Bedingun-
gen handelt, ist das Resultat i.a. eine punktformige Singularitdt im dreidi-
mensionalen Raum bzw. ihre Weltlinie in der vierdimensionalen Raum-Zeit.

Betrachtet man fiir ¢ € su(2) das normierte Feld ¢(z) = ¢(x)/|p(z)|, dann
treten die Singularititen an den Punkten z auf, an denen ¢(x) unstetig ist.
Das ist auch die Situation im Fall der maximal abelschen Eichung, bei der

das Feld ¢(z) tiberall normiert ist.

Als generisches Beispiel fiir ein bei x = 0 singulédres ¢(z) € su(2) in drei
Dimensionen betrachten wir die sogenannte hedgehog-Konfiguration' (dt.
Igel)

o(z) = 2 T%,  d(z) = %T’“. (2.101)

In Kugelkoordinaten, ¢(r, 9, ¢) = r(sinv cos T + sin ¥ sin ¢T? + cos IT?),
iiberzeugt man sich leicht davon, dafl ¢ durch

V(r, 9, ) = e~ #T? =0T o T? (2.102)

diagonalisiert wird. Zum Eichpotential AV = VAVT + V dVT trigt der bei
x = 0 singuldire Anteil V dVT bei. Projiziert man auf den abelschen Anteil

21 Taylorentwicklung um den Ort x = 0 einer Singularitit (4(0) = 0) liefert ¢%(z) ~

¢ (z)

Oz Tp.

x=0



2.4. Confinement-Modell dualer Supraleiter 41

von AV, erhiilt man als singuldren Teil (V dVT)3T3. Fiir unser Beispiel (2.102)
gilt
1
(Vav')? = 5(1—cosp)dp. (2.103)

Das ist gerade das Eichpotential (2.88) eines Dirac-Monopols mit Dirac-
String bei ¥ = m.22 Auf diese Weise entstehen in den abelschen Eichungen
nach Projektion farbmagnetische Monopole, die fiir das Confinement-Modell
des dualen Supraleiters benotigt werden. Man erwartet, daf§ diese Monopole
in der Confinement-Phase kondensieren und so iiber den dualen Meifiner-
Effekt zu Confinement fiithren.

Die Idee, dafl auf diesem Weg Confinement in der SU(N) Yang-Mills-Theorie
einmal analytisch bewiesen werden kann, stiitzt sich auf Resultate in anderen
Eichtheorien: In kompakter QED wurde Confinement durch Monopolkonden-
sation explizit gezeigt ([Pol75], [BMK77]) und auch in supersymmetrischen
Yang-Mills-Theorien gelang der Beweis auf diesem Weg [SW94].

2.4.4 Gitterresultate

Eine Moglichkeit, die Vorstellung des Confinement-Szenarios als dualen Su-
praleiter zu iiberpriifen, bieten Gitterrechnungen. In Abschnitt 2.3.4 haben
wir gesehen, wie sich Confinement in der vollen Theorie mittels Gitterrech-
nungen untersuchen 1a8t. An den Ergebnissen dndert sich aufgrund der Ei-
chinvarianz auch nach Fixierung einer abelschen Eichung nichts. Jetzt hat
man aber die Moglichkeit durch Projektion der Links auf ihre abelschen An-
teile?® (abelsche Projektion), die Idee numerisch zu iiberpriifen, daf diese die
fiir Confinement relevanten Freiheitsgrade enthalten (abelsche Dominanz).

Dabei hat sich die maximal abelsche Eichung (2.96) als besonders vielver-
sprechend erwiesen. Sie 148t sich auch ohne Hilfsfeld ¢ formulieren als Mini-
mierungsvorschrift

Sax[A] = —p? / d'ztr (AW ACD) g 1A% & min (2.104)

mit einer Massenskala ps oder durch die lokale Bedingung [DL“),A!(fh)] =

0. Auf dem Gitter wird sie entsprechend definiert durch Maximierung der

22 Fiir das unprojizierte Eichpotential heben sich bei Berechnung der Feldstirke gerade
die Singularititen aus dem abelschen Anteil gegen die aus den iibrigen Feldstéirkean-
teilen auf [LRQ96]. In der vollen SU(2)-Eichtheorie existieren keine magnetischen
Monopole (71 (SU(2)) = {0}).

23 Nur die Observablen werden vor der Messung jeweils projiziert. Die Erzeugung der
Konfigurationen geschieht nach wie vor mit der Wirkung der vollen Theorie.
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abelschen Anteile der Links geméfl

2
SielU] = == tr (U, T°UL T%),  Sp[U%] % max. (2.105)

L

In [BBMS96] wurde gezeigt, dal die string tension der vollen Theorie bis
auf 92% durch die abelsch projizierten Links reproduziert wird (abelsche
Dominanz). Dort zeigt sich auch, dal man noch einen Schritt weitergehen
kann: Der tiberwiegende Beitrag zur abelschen string tension (95%) stammt
von Konfigurationen, die Monopole enthalten (Monopoldominanz).

In Gitterrechnungen kann die Dichte der Monopole in Einheiten des Gitter-
abstandes a gemessen werden. Damit die Dichte im Kontinuumslimes einen
endlichen Wert annimmt und die auf dem Gitter bestimmten Monopole phy-
sikalischen Objekten entsprechen, miissen die dimensionslosen Mefwerte fiir
die Dichte mit a® skalieren (vgl. Abschnitt 2.3.3). Anzeichen fiir ein solches
Skalieren der Monopoldichte in maximal abelscher Eichung wurden erstmals
in [BILMMSZ91] gefunden.

Das Verhalten der Monopoldichte und der Clustereigenschaften der Mono-
polweltlinien beim Deconfinement-Phaseniibergang wurde in [FIMT98] und
[IMMT98] untersucht. Nach Anwendung eines Glattungsverfahrens konnte
der Ubergang zur Deconfinement-Phase als Einsetzen einer Anisotropie der
Monopolweltlinien beobachtet werden. In [GLMPO00a] und [GLMPOOb] wurde
als Ordnungsparameter fiir den Deconfinement-Phaseniibergang der Vaku-
umerwartungswert eines Operators betrachtet, der eine magnetische Ladung
erzeugt. In Gitterrechnungen wurde so fiir abelsche Eichungen die im Bild
des dualen Supraleiters erwartete Kondensation der magnetischen Monopole
verifiziert.

2.5 Confinement-Modell Vortexperkolation

Neben dem im vorherigen Abschnitt behandelten Modell des dualen Supra-
leiters existieren auch andere Erkldrungen fiir Confinement. Eine Idee, die
besonders in den letzten Jahren wieder aufgegriffen wurde, ist die eines Kon-
densats von Zentrumsvortizes [NOT9], [tHo79], [Mac80]. In drei Dimensio-
nen ist ein Zentrumsvortex ein schlauchférmiges Objekt endlicher Dicke, das
einen quantisierten Magnetfluf} tragt. Ein Wilson-Loop

W(C) = %tr?exp (—]{A) , (2.106)

C
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der mit dem Zentrumsvortex nichttrivial verkniipft (,gelinkt“) ist, erhélt
aus dem durch ihn laufenden Magnetflufl einen Faktor aus dem Zentrum der
Eichgruppe. Das Zentrum einer Gruppe ist die Menge aller Elemente, die
mit allen anderen Elementen der Gruppe vertauschen. Fiir SU(N) ist das
die zyklische Gruppe

Zy = {exp(2mik/N)|k =0,...,N —1} . (2.107)

Zuféllige Fluktuationen in der Zahl der Vortizes, die einen Wilson-Loop
durchstechen, fiithren dann zu einem Flichengesetz und so zu Confinement.

Diese Vorstellung zu verstehen und Anzeichen fiir die Realisierung in der
SU(2) Yang-Mills-Theorie zu suchen, ist Ziel dieses Abschnitts.

2.5.1 \Vortizes

Wie beim dualen Supraleiter die Cartan-Untergruppe, so spielt auch hier mit
dem Zentrum Zy wieder eine Untergruppe der SU(N) eine entscheidende
Rolle. Schauen wir uns daher zunéchst eine Zy—_s Gittereichtheorie an, wie
wir sie z.B. als effektive Theorie einer SU(2) Yang-Mills-Theorie erhalten
konnten. Fir Z; = {£1} werden alle negativen Plaquetten P, ,, = —1 als
Teil eines Vortex identifiziert. In einem dreidimensionalen Schnitt durch das
Gitter bilden die dazu dualen Links geschlossene Linien, denn jeder negative
Link tragt zu zwei Seiten eines dreidimensionalen elementaren Wiirfels C' bei.
Es gilt

H P, =1. (2.108)

P eC

Ebenso bilden in vier Dimensionen die zu den negativen Plaquetten dualen
Plaquetten geschlossene Flédchen.

Vortizes sind die einzigen nichttrivialen Feldkonfigurationen, die in einer Z,
Eichtheorie auftreten kénnen. Jede Konfiguration von Zs-Links ist durch
ihren Vortexgehalt bis auf Eichtransformationen eindeutig festgelegt.?*

Ein Wilson-Loop (2.106), der den Magnetflufl miit, 148t sich in einer Zs-Eich-
theorie offenbar durch die Anzahl der von ihm eingeschlossenen negativen
Plaquetten, also die Zahl n der VortexdurchstofSpunkte durch die Kontur C,
als W(C) = (—1)" angeben. Entsprechend gilt fiir den Erwartungswert

(e 9]

W(C) = (W(C)) = 3 (~1)"pa. (2.100)

n=0

24 7,,-Eichtransfomationen éndern nicht den Wert einer Plaquette und daher auch nicht
den Vortexgehalt.
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wobei p, die Wahrscheinlichkeit angibt, dal der Wilson-Loop n mal durch-
stoflen wird.

2.5.2 Perkolation und Confinement

Wir betrachten zunéchst ein einfaches Modell von N zufillig verteilten Vor-
texdurchstopunkten auf einer Fliache F, die einen Wilson-Loop C mit Flache
A enthilt. Die Vortexflichendichte ist definiert als p = N/F. Die Wahr-
scheinlichkeit p, dafl ein bestimmter Durchstopunkt in A liegt ist durch das
Flachenverhéltnis

p=A/F = Ap/N (2.110)

gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dafl genau n < N Durchsto3punkte in A
liegen ist daher

pn = (ij) ph(1—p)N . (2.111)

Der Erwartungswert (2.109) wird mit (2.110) zu

wiey = tm S0t (D)ra-pt )
= lim <1—2—£p)N:exp(—2pA). (2.113)

Damit haben wir bei zuféllig verteilten Durchstopunkten ein Flichengesetz
fiir den Wilson-Loop, was nach (2.77) zu einem linear ansteigenden Potential
mit string tension

o=2p (2.114)

fithrt [ELRT98].

In einem &hnlichen Bild kénnen wir auch eine verschwindende string tension
erklaren. Dazu betrachten wir zuféllig verteilte Paare von Durchstofipunk-
ten, wobei die Paare einen Abstand 6 haben sollen, der viel kleiner als die
Ausdehnung von C ist. Dadurch ergeben nur Paare, von denen jeweils nur ein
Partner innerhalb von C liegt, einen nichttrivialen Beitrag. Eine Rechnung
analog zu der obigen ergibt dann ein Umfanggesetz und damit ein konstantes
Potential [ELRT00].

Eine effektive Zsy-Theorie, die Confinement beschreibt, sollte also im Konti-
nuumslimes nicht durch viele kleine Vortizes charakterisiert sein. Vielmehr
sollte es ein paar sehr groBe durch das gesamte Universum perkolierende®

25 Man sagt, ein Vortex perkoliert, wenn er sich durch das gesamte Gitter zieht.
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Vortizes geben. Dann kann man (bei nicht allzu grolen Korrelationen zwi-
schen den Vortizes) erwarten, dafl deren Durchstofpunkte durch eine Fliche
in erster Naherung zufillig verteilt sind, und man erhélt Confinement.

2.5.3 Zentrumseichungen auf dem Gitter

Die Vortizes einer Zs-Theorie sind zwangsldaufig dinne Vortizes. Sie haben
die Ausdehnung einer Plaquette und schrumpfen daher im Kontinuumsli-
mes zu singuldren Linien (in drei Dimensionen) zusammen. Die Zentrums-
vortizes in einer reguldren Konfiguration der vollen SU(2)-Theorie sollten
schlauchférmige Gebilde mit einer endlichen Ausdehnung, also dicke Vor-
tizes, sein. Um die Confinement-Eigenschaft dieser Vortizes zu iiberpriifen,
ist es wiinschenswert eine effektive Zs-Theorie zu finden, in der die dicken
Vortizes zu diinnen Vortizes komprimiert werden.

Als Beispiel fiir eine Vortexkonfiguration betrachten wir ein SU(2) Eichfeld,
das in einer Ebene durch eine verschwindende radiale Komponente A, = 0
und einen Winkelanteil A, = @T?’ beschrieben wird. Fiir die glatte Profil-
funktion f(r) gelte f(0) = 0 und f(r > R) = 1, wobei R die Ausdehnung
des Vortex beschreibt. Ein Wilson-Loop in einem Abstand gréofler R um den
Ursprung hat den Wert %tr exp(inm3) = —1, ist also durch ein nichttrivia-
les Zentrumselement gegeben. Fiir Abstidnde kleiner R héngt der Wert des
Wilson-Loops vom gewéhlten Abstand ab. Es ist nicht mehr zu entscheiden,
ob ein Zentrumsvortex vorhanden ist. Dieser Umstand erschwert die direkte

Messung von Zentrumsvortizes auf dem Gitter.

Bei Abstdnden grofler als R kann man sich den Vortex durch einen idea-
len Vortex mit f(r) = 1 ersetzt denken. Dieser ist dann allerdings sin-
guldr am Ursprung. Ein idealer Vortex kann als Resultat einer singuldren
Eichtransformation interpretiert werden. Fiir V = exp(—¢T?®) trigt V dVT =
dyT? zum eichtransformierten Eichpotential AV bei. Ausgehend von einer re-
guléren Konfiguration (mit dicken Vortizes) kénnen also durch eine singulére
Eichtransformation ideale Vortizes entstehen. Bei geeigneter Wahl der Ei-
chung konnten diese gerade den urspriinglichen dicken Vortizes entsprechen.
In einer solchen Eichung wiren die Zentrumsvortizes einfach zu identifizieren.

Analog zum dualen Supraleiter, bei dem wir Eichungen ausgewihlt haben,
die nur die Cartan-Untergruppe unfixiert lassen, wollen wir nun Eichungen
betrachten, die das Zentrum der Eichgruppe frei lassen. Diese werden als
Zentrumseichungen bezeichnet.
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Jeden Link U, , € SU(2) konnen wir zerlegen als
UiB,}L = Z:BvHU:L‘vN . (2115)

Dabei ist Z, = sign(tr(U,,)) ein Zentrumselement. Der Rest U, , kann
als Element des cosets SU(2)/Zs ~ SO(3) angesehen werden und durch
den Link in der adjungierten Darstellung 0%, = —2tr (U} ,T°U, ,T") aus-
gedriickt werden. Entsprechend gilt fiir einen Wilson-Loop aus Links U die
Zerlegung

WIU| = w[Z]W[U] . (2.116)

Damit die Zentrumseichung zur Identifikation der Zentrumsvortizes dienen
kann, sollten die eichtransformierten Links in der adjungierten Darstellung
im Kontinuumslimes keine Zentrumsvortizes enthalten. Dann kann ein Zen-
trumsvortex gerade durch einen Wilson-Loop w[Z[U®]] = —1 identifiziert
werden. Alle Zentrumsvortizes sind zu idealen Vortizes geworden. Diese Ei-
genschaft ist fiir jede Zentrumseichung zunéchst zu iiberpriifen.

Nach Projektion aller Links auf ihren Zentrumsgehalt (Zentrumsprojektion)
Upy — sign(tr (Uy,)) € {£1}, (2.117)

ist die Theorie auf eine effektive Zs-Theorie reduziert. Diese kann beziiglich
ihres Vortexgehaltes, der Anzahl der (—1)-Plaquetten, untersucht werden.
Gesucht ist nun eine Zentrumseichung, in der diese projizierten P-Vortizes
physikalische Infrarotfreiheitsgrade der vollen Theorie représentieren.

Erfolgreiches Beispiel einer Zentrumseichung ist die maximale Zentrumsei-
chung [DFGO97]. Sie ist analog zur maximal abelschen Eichung (2.105) de-
finiert durch

Sex[U] = — 3 (tr (Up))?,  Sex[U% - max. (2.118)

In dieser Eichung werden die Links durch eine Eichtransformation 2, (2.47)
so nahe wie moglich an ein Zentrumselement gebracht. Fiir den SO(3)-Anteil
der Links bedeutet das, dafl er moglichst nahe bei 1 liegt.2¢

Die Messung der zentrumsprojizierten Creutz ratios zeigt, dafl die string ten-
sion der vollen Theorie reproduziert wird ([DFGO97], [DFGGO98]). Dieses
Phinomen wird als Zentrumsdominanz bezeichnet.?” Zu jedem Wilson-Loop

26 Das entspricht gerade der Landau-Eichung fiir die Links in der adjungierten Darstel-
lung.

27 Da Vortizes die einzigen Freiheitsgrade der effektiven Theorie sind, ist das gleichbe-
deutend mit dem Begriff der Vortexdominanz.
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in der projizierten Theorie, der von n P-Vortizes durchstochen wird, kann
man den entsprechenden Wilson-Loop auch in der vollen Theorie berech-
nen. So erhélt man einen Erwartungswert W,, der vollen Theorie. Die string
tension der vollen Theorie verschwindet, wenn man sie nur aus Erwartungs-
werten W, von Wilson-Loops der vollen Theorie berechnet, die bei maxi-
maler Zentrumseichung und -projektion nicht mit P-Vortizes gelinkt sind.
Berechnet man das Verhéltnis W, /W, findet man im Limes grofler Loops
Wi /Wo = (=1)" (IDFGO97], [DFGGO98]). Das deutet darauf hin, daf} in
der vollen Theorie eine der Zahl von P-Vortizes entsprechende Anzahl von
Zentrumsvortizes die Wilson-Loops linkt.

Diese Beobachtungen sprechen dafiir, dafl die P-Vortizes der maximalen Zen-
trumseichung tatséichlich die fiir Confinement relevanten Infrarotfreiheits-
grade sind und Zentrumsvortizes der vollen Theorie entsprechen. Als weite-
rer Test, ob sie physikalischen Objekten entsprechen, wurde in [LRT98] und
[LTER99] die Flachendichte p von VortexdurchstoSpunkten untersucht (siche
auch [Ten00]). Es zeigt sich, dafl die dimensionslosen MeBwerte fiir p mit a?
skalieren (vgl. Abschnitt 2.3.3) und sich im Kontinuumslimes eine endliche
Vortexflachendichte ergibt. Das legt nahe, dafl die P-Vortizes der maximalen
Zentrumseichung physikalische Bedeutung haben.

Dafl die Tatsache der Zentrumsdominanz bei Berechnung der string ten-
sion nicht als Bestétigung eines Vortexmodells fiir Confinement ausreicht,
zeigt die Zentrumsprojektion ohne vorangehende Eichfixierung. Das Poten-
tial zwischen statischen Quarks wird hier bis auf eine additive Konstante
exakt reproduziert, wie sich sogar analytisch nachpriifen 1afit [FGO99]. Erst
nach Fixierung einer geeigneten Zentrumseichung wird die Zentrumsdomi-
nanz nichttrivial, und die P-Vortizes konnen zur Identifikation von physika-
lischen Zentrumsvortizes dienen. Das wird bestétigt durch die Beobachtung,
dafl ohne Eichfixierung sémtliche oben beschriebene Tests auf einen physi-
kalischen Inhalt (Verschwinden der string tension ohne Vortizes, Skalieren
der Flachendichte, Verhéltnis (—1)" der Wilson-Loop-Erwartungswerte) ein
negatives Ergebnis haben [FGO99].

Fiir das Verhéltnis zwischen string tension und Vortexdichte in maximaler
Zentrumseichung wird in [LTER99]

o= (1440.1)p. (2.119)

gemessen. Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem Wert (2.114) aus dem Mo-
dell zufalliger VortexdurchstofSpunkte, deutet der Unterschied auf Korrela-
tionen zwischen den Durchstopunkten hin. Solche attraktiven Korrelationen
wurden in [ELRT98]| tatsdchlich gemessen (siehe auch [Ten00]).
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Eine Bestétigung des Bildes von Confinement durch Perkolation der Vorti-
zes wurde fiir die P-Vortizes der maximalen Zentrumseichung in [ELRT00]
erbracht (siehe auch [Ten00]). Bei endlichen Temperaturen wurden die Vor-
texclustergréfien in dreidimensionalen Gitterschnitten gemessen. In Schnitten
mit einer konstanten Raumkoordinate zeigt sich deutlich, dafl bei Temperatu-
ren oberhalb des Deconfinement-Phaseniibergangs kleine Cluster dominieren,
wahrend unterhalb die Vortizes bevorzugt grofie Cluster bilden. In Schnit-
ten bei konstanter Zeit perkolieren die Vortizes bei allen Temperaturen, was
konsistent ist mit einer von Null verschiedenen rdumlichen string tension?
[BFHKS93].

Die Bedeutung der maximalen Zentrumseichung im Kontinuum wurde in
[ER00a] untersucht. Dort wurde auch eine effektive Theorie von Zentrums-
vortizes formuliert, die in [ER00b] weiter analysiert wurde. Ein Zusammen-
hang zwischen der Topologie einer Konfiguration und den Selbstschnitten der
Vortexweltflichen konnte abgeleitet werden [ER00a].

28 Die raumliche string tension wird analog zur string tension (2.83), aber mit rein rium-
lichen Wilson-Loops, definiert. Sie steht nicht im Zusammenhang mit dem Potential
zwischen statischen Quarks.
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Kapitel 3

Monopole und Topologie in der
Polyakov-Eichung

In Abschnitt 2.4 wurde das Confinement-Modell des dualen Supraleiters vor-
gestellt. Wir haben gesehen, dafl Gitterrechnungen dafiir sprechen, dafl dieses
Bild in abelschen Eichungen realisiert ist. In abelschen Eichungen entstehen
farbmagnetische Monopole als Konsequenz einer singuldren Eichtransforma-
tion und anschlieender abelscher Projektion. Monopole sind langreichweitige
Felder und es liegt daher nahe, dafl sie einen Beitrag zu den topologischen
Eigenschaften einer Feldkonfiguration liefern sollten. Entsprechend hatten
wir in (2.4.2) gefunden, dafl ihre magnetische Ladung durch Elemente der
Homotopiegruppe 1 (U(1)) = m(SU(2)/U(1)) = Z gegeben ist.

Um das Konzept einer singuldren Eichtransformation in den Faserbiindelfor-
malismus einzubetten, miissen die Orte, an denen Singularitdten — Monopole
— entstehen, aus der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit ausgenommen werden. Die
nichttriviale Topologie der Feldkonfiguration wird dann (zumindest teilweise)
durch eine nichttriviale Topologie der Raum-Zeit sichtbar.

Eine bestimmte abelsche Eichung hat sich fiir die analytische Untersuchung
der magnetischen Monopole als besonders geeignet erwiesen: die Polyakov-
Eichung, die dquivalent zur modifizierten Weyl-Eichung ([LNT94], [LMT95],
[Rei97a]) ist. Hier hat man es mit statischen Monopolen zu tun, deren Po-
sitionen auflerdem leicht zu identifizieren sind. In diesem Kapitel wollen wir
uns, basierend auf [QRS99], den Zusammenhang dieser Monopole mit der
Topologie der Feldkonfiguration ansehen (siehe auch [Qua99)).
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3.1 Die Polyakov-Eichung

Wir betrachten eine Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, die in Zeitrichtung kom-
pakt ist, M = S; x M. Die (endliche) Zeitausdehnung bezeichnen wir mit 7.
Eichpotentiale auf M miissen dann periodisch bis auf eine (zeitunabhéngige)
Eichtransformation sein. Es ist fiir jedes solche Eichpotential moglich, eine
zeitabhéngige, nicht periodische Eichtransformation durchzufiihren, so daf
A, (z) echt periodisch in der Zeit ist,

Az, x) = A(zo+7,x). (3.1)

Diese zeitlich periodischen Eichpotentiale nehmen wir als Ausgangspunkt fiir
unsere Formulierung der Polyakov-Eichung. Entsprechend sind im weiteren
auch nur Eichtransformationen zugelassen, die diese Eigenschaft erhalten,
also selbst periodisch in der Zeit sind. Das ist der iibliche Ausgangspunkt
fiir die Formulierung des Pfadintegrals der Quantenfeldtheorie bei endlichen
Temperaturen 1/7.

Betrachten wir nun analog zum Wilson-Loop (2.25) ein pfadgeordnetes Pro-
dukt entlang der Zeitrichtung, das iiber die periodischen Randbedingungen
geschlossen ist,

To+T

P(zy,x) = Pexp (— /

o

dt Ao(t, m)) € SU(N). (3.2)

Unter periodischen Eichtransformationen V(z) transformiert sich dieser ver-
allgemeinerte Polyakov-Loop-Operator kovariant,

PY(z) =V (2)P(z)V(z). (3.3)

Damit erfiillt P(x) die in Abschnitt 2.4.3 angegebenen Voraussetzungen, um
es als Hilfsfeld zur Implementierung einer abelschen Eichung verwenden zu
konnen. Die Eichtransformation, die die Polyakov-Fichung fixiert, wird be-
stimmt durch

V(z)P(x)Vi(z) = plx), px)=e"® h@)eFch=ul)N'.
(3.4)
Dabei bezeichnet § eine fundamentale Doméne der Cartan-Unteralgebra b
von su(N). Uber die Exponentialabbildung F = ¥ ¢ H = U(1)V~! ist da-
durch ein fundamentaler Bereich der Cartan-Untergruppe H definiert. Ein
Element der Cartan-Untergruppe H ist durch Vorgabe seiner Eigenwerte nur
bis auf Weyl-Transformationen und diskrete Verschiebungen in der Algebra
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Abb. 3.1: (a) Die eindimensionale Cartan-Algebra der Gruppe SU(2) mit
Elementen h = h3T3. Markiert ist eine fundamentale Domine
(Weyl-Alkove) 3§, die unter der Exponentialabbildung in einen
fundamentalen Bereich F iiberfiihrt wird. Die Pfeile deuten die
Weyl-Reflexionen bzw. diskreten Verschiebungen an. (b) Fiir SU(3)
ist die Cartan-Algebra zweidimensional, h = h3T? + R8T® mit
T* = \*/2i. Wieder ist eine fundamentale Doméne markiert. Auch
hier sind die Weyl-Reflexionen und diskreten Verschiebungen ange-
deutet.

festgelegt. Im Fall der SU(2) und p = exp(—h3T3) € U(1) entspricht das
den Transformationen h® — —h3 und h® — h3 + 4x. Die Einschrinkung
auf F C H definiert daher eindeutig, welches p(x) ausgewahlt werden muf
und als Exponent welchen Algebraelements es représentiert wird. Die fun-
damentalen Doménen der Algebra fiir SU(2) und SU(3) sind in Abbildung
3.1 dargestellt. In der Mathematik tragen die fundamentalen Domé&nen der
Algebra den Namen Weyl-Alkoven und spielen eine wichtige Rollen in der
Theorie der Darstellungen von Gruppen.

Die Forderung, dafl der diagonalisierte Operator p(x) in (3.4) zeitunabhéngig
ist, ist eine zusidtzlich zur Diagonalisierung gestellte Bedingung. Den zeit-
abhéngigen verallgemeinerten Polyakov-Loop-Operator kénnen wir mit der
Definition P(x) = P(0,x) schreiben als

P(xg,x) = Ul(2)P(2)U(z), U(z) =Pexp (—/ dt Ay (t, w)) . (3.5)

Dabei haben wir unter anderem die Periodizitat der Eichfelder verwendet.
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Die Eichfixierungsbedingung (3.4) wird dann zu

V(a)P(x)Vi(z) = p(x) (3.6)

mit

V(z) =V(z)U'(z) = v(z)V(0,2), v(z)eF. (3.7)
Das zweite Gleichheitszeichen folgt durch Einsetzen von zy = 0 in Gleichung
(3.4). Die Eichtransformation, die A,(z) in die Polyakov-Eichung bringt, ist

also durch
V(z) =v(x)V(0,2)U(x) (3.8)

gegeben. Der erste Teil U(x) (3.5) bewirkt, daf§ die Zeitkomponente Agy(z)
auf Null transformiert wird,

Af(z) =0. (3.9)

Es wird also zunéchst die Weyl-Eichung fixiert. Dabei ist zu beachten, daf
U(x) (3.5) keine periodische Eichtransformation ist,

U0,z)=1, U(r,x)=P(x). (3.10)

Sie fithrt uns daher aus dem Raum der zugelassenen periodischen Eichpoten-
tiale heraus,

AV(0, ) = A;(0,2) = Cy(x), AY(r,z) = CT ) (x). (3.11)

)

Der zweite Teil V (0, ) der Eichtransformation (3.8) diagonalisiert den Po-
lyakov-Loop-Operator P(x), es folgt also
AT 0,2) = Cila), AT a) =) (312)

7 (2

Immer noch geniigt das Eichpotential nicht periodischen Randbedingungen,
und die Zeitkomponente des Eichpotentials bleibt weiterhin Null. Damit V' (x)
(3.8) insgesamt eine periodische Eichtransformation darstellt, mufi der letzte
(abelsche) Teil v(x) die periodischen Randbedingungen des Eichpotentials
wieder herstellen. Ein rein zeitunabhéngiger Anteil von v(z) kann in V (0, x)
absorbiert werden, daher folgt (vgl. (3.4))

Lo

v(z) = (p(x)) /" = exp(—h(z)). (3.13)
Durch diese Transformation wird eine neue Zeitkomponente fiir das Eichpo-
tential eingefiihrt. Diese ist abelsch und zeitunabhéngig,

AV () = v(2)00 (z) = %m p(a) = —%h(z) = a(a). (3.14)
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Funktionen f(p) von Matrizen wie in (3.13) oder (3.14) sind iiber das Spek-
traltheorem definiert. Nur wenn die Funktion f auf dem Spektrum von p
holomorph ist, kann sie glatt sein. Am Schnitt des Logarithmus mufl man
also aufpassen. Durch die Einschrankung von p auf einen fundamentalen Be-
reich F (3.4) bleibt man immer auf demselben Riemann-Blatt. Der Schnitt
des Logarithmus wird nur am Rand von F erreicht.

Da die Zeitkomponente (3.14) des Eichpotentials in der Polyakov-Eichung
iiber das Gruppenelement p gegeben ist, stellt ay eine kompakte Variable
dar, die auf eine fundamentalen Doméne der Cartan-Algebra eingeschriankt
ist. Fiir G = SU(2) gilt ag € [0,277T3/7].

Nach diesen Betrachtungen ist V() im allgemeinen eindeutig festgelegt bis
auf zeitunabhéngige Fichtransformationen aus der Cartan-Untergruppe H

V(z) — g(x)V(z), g(x)e H. (3.15)

Es ist zu beachten, dal Weyl-Transformationen und Transformationen, die
eine diskrete Verschiebung in der Algebra bewirken, durch die Beschrinkung
auf eine fundamentale Doméne, p(x) € F, ausgeschlossen wurden.

Anstatt die Polyakov-Eichung iiber die Diagonalisierung des Polyakov-Loops
als statische abelsche Eichung zu definieren, kann man sie auch als modifi-
zierte Weyl-Eichung interpretieren ([LNT94], [LMT95], [Rei97a]). Die Weyl-
Eichung AJ(x) = 0 selbst ist nicht mit den periodischen Randbedingungen
vereinbar. Die einfachste Zeitkomponente des Eichpotentials, die realisiert
werden kann, ist durch

(A M (2) =0, Opdo(z) =0 (3.16)
gegeben.

In [Rei97b] wird noch eine andere Ableitung der Polyakov-Eichung gezeigt.
Ausgangspunkt ist der kanonische Operatorformalismus mit Ag = 0. Durch
Projektion auf eichinvariante Zustdnde mittels Integration iiber die Eich-
gruppe wird die Zustandssumme definiert. Die Wiederherstellung der peri-
odischen Randbedingungen fithrt dann eine neue Ag-Komponente ein, die
diagonalisiert werden kann. Die Aquivalenz des HaarmaBes der Gruppe und
der Faddeev-Popov-Determinante der Eichfixierung [Rei96] zeigt, dafl die Zu-
standssumme dem iiblichen Yang-Mills-Pfadintegral mit fixierter Polyakov-
Eichung (bzw. modifizierter Weyl-Eichung) entspricht.

Der Polyakov-Loop-Operator P(x) hat eine anschauliche physikalische Be-
deutung. In Abschnitt 2.3.4 hatten wir mit Hilfe des Wilson-Loop-Erwar-
tungswertes W(R,T) ein Potential V' (R) (2.77) zwischen statischen Quarks
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definiert. Man interpretiert den Wilson-Loop als Paar von statischen Quarks,
die zu irgendeinem Zeitpunkt im Abstand R entstehen, fiir eine Zeitspanne
T die gegenseitige Wechselwirkung spiiren und sich dann wieder vernichten.
Fiir grofle T gilt

W(R,T) = exp(—TV(R)) . (3.17)

Analog 1d8t sich der Polyakov-Loop tr P(x) als Weltlinie eines einzelnen
statischen Quarks interpretieren. Fiir seinen Erwartungswert gilt

P = (trP(x)) = exp(—7F,), (3.18)

wobei Fy die freie Energie des einzelnen statischen Quarks bezeichnet. Damit
ist der Polyakov-Loop-Erwartungswert ein Ordnungparameter fiir Confine-
ment. Fiir P = 0 ist die freie Energie eines einzelnen Quarks unendlich gro8,
wir befinden uns in der Confinement-Phase. Dagegen erhalten wir fiir P # 0
eine endliche freie Energie F, und kein Confinement.

Die Polyakov-Eichung bietet einen idealen Ausgangspunkt fiir analytische
Untersuchungen von Polyakov-Loop-Korrelatoren, da in dieser Eichung der
Polyakov-Loop-Operator fiir abelsches und zeitunabhéngiges Ag(x) = ao(x)
eine besonders einfache Form annimmt.

3.2 Eichfixierungsdefekte

Wie bei allen abelschen Eichungen, so treten auch bei der Fixierung der
Polyakov-Eichung topologische Defekte auf. Betrachten wir die drei Eichfi-
xierungsschritte (3.8) unter diesem Gesichtspunkt noch einmal. Nach dem
ersten Schritt sind die Eichfelder Ag(x) in der Weyl-Eichung global glatt auf
der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit [0, 7] x M. Bei der darauffolgenden Diagona-
lisierung

V(0,2)P(x)VT(0,2) =p(x) € FC H (3.19)

treten am Punkt x lokale statische Eichfixierungsdefekte auf, falls der Po-
lyakov-Loop P(x) dort durch ein irregulires Gruppenelement gegeben ist.
Ein SU(N) Gruppenelement wird als irregulér bezeichnet, wenn mindestens
einer seiner Eigenwerte entartet ist.! Der diagonalisierte Operator p(x) liegt
dann auf dem Rand des fundamentalen Bereichs F. Die beiden zum entar-
teten Eigenwert zugehorigen Eigenvektoren korrespondieren zu einer SU(2)-
Untergruppe der SU(N). Daher geniigt es auch fiir den allgemeinen Fall

! Dann hat der Zentralisator, also die Menge aller Gruppenelemente, die mit dem be-
trachteten Element vertauschen, eine hohere Dimension als N — 1. Er ist also nicht
nur durch eine abelsche Untergruppe gegeben.
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der SU(N), sich bei Betrachtungen der lokalen Defekte auf die Eichgruppe
SU(2) zu beschrinken. Hier sind die irreguléren Elemente durch die beiden
Zentrumselemente +1 gegeben.

Wir definieren einen einzelnen (statischen) Defekt D; als die zusammenhén-
gende Menge von Raumpunkten, an denen P(x) irregulér ist,

D;={x e M|P(x) =+1} C M, D; zusammenhéngend . (3.20)

Hier wird noch einmal der grofle Vorteil der Polyakov-Eichung deutlich: Alle
Defekte sind statisch, D; x S;. Es geniigt demzufolge, die rdumliche Mannig-
faltigkeit M zu betrachten. Die Art des Defekts D; bestimmt sich durch die
Homotopieklassen von M \ D;.

mo(M \ D;) # 0: geschlossene Doménenwand?

m1(M\ D;) # 0: geschlossener Liniendefekt (3.21)
mo(M\ D;) # 0: isolierter Punktdefekt (magnetischer Monopol)

Offene Linien- und Wanddefekte sind topologisch &dquivalent zu isolierten
Punktdefekten. Ebenso sind dreidimensionale Defekte immer dquivalent zu
einer der oben aufgefithrten Defektarten.

Da P(x) = £1 drei Bedingungen darstellt, ist der allgemeine Fall der eines
Punktdefekts. An den Defekten ist die Eichtransformation V(z) vollig un-
bestimmt. Die residuelle Eichfreiheit erhoht sich hier von H = U(1) auf die
gesamte Eichgruppe SU(2). Das rdumliche Eichfeld AY () wird am Defekt
durch den Term V (z)9;V'(z) singulér. In Abschnitt 2.4.3 haben wir gesehen,
dafl die abelsche Komponente des Eichpotentials dann einen magnetischen
Monopol enthélt.

Auch wenn P(x) auf ganz M regulér ist, also nicht die Werte +1 annimmt,
kann es topologische Obstruktionen zur Diagonalisierung (3.19) geben. Es
kann sein, daB V(0, ) nicht die Randbedingungen von M erfiillt. Ein Bei-
spiel fiir eine solche Mannigfaltigkeit ist der Torus M = T [FMTWP98]. Im
Gegensatz dazu ist auf M = S3 fiir iiberall regulires P(x) immer V (0, z)
global glatt und wohldefiniert.

Damit die Faserbiindelbeschreibung der Eichtheorie ihre Giiltigkeit behélt,
miissen die Defekte, die bei P(x) = £1 entstehen, aus der rdumliche Man-
nigfaltigkeit M ausgenommen werden. Dazu schliefen wir die Defekte in eine
infinitesimal groflere e-Umgebung ein,

D; — DZ, (3.22)

2 Die Wand kann auch iiber die Randbedingungen an die Raum-Zeit geschlossen sein.
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Abb. 3.2: Verschiedene Defekte, die bei der Diagonalisierung des Polyakov-
Loop-Operators auftreten, und ihre einhiillenden Oberflachen. Der
Wanddefekt ist iiber die Randbedingungen von M geschlossen.

und betrachten im folgenden die Mannigfaltigkeit

M. =M\ D5 (3.23)

Jeder Defekt resultiert in einer zusétzlichen inneren Oberfliche der Mannig-
faltigkeit M. an der Stelle, an welcher der Defekt ausgeschnitten wurde. Die
unterschiedlichen Defekte und ihre einhiillenden Oberflichen sind in Abbil-
dung 3.2 illustriert.

Sei nun {X,} eine Uberdeckung von M, durch geschlossene kontrahierbare
Mengen X,,
M. = [JXa, (3.24)

gegeben mit

Xoa N Xg = 0Xy NOXg. (3.25)

Die geschlossenen Mengen X,, iiberlappen also genau mit ihren Réndern. Die
Mengen und auch ihre Schnitte haben eine Orientierung. Vertauschen der
Mengen bei der Bildung des Durchschnitts fithrt daher zu einer Umkehrung
der Orientierung. Symbolisieren wir die Orientierung mit einem Vorzeichen,
dann gilt

XaNXg=—=XgNX,. (3.26)

Da alle X, kontrahierbar sind, ist die Diagonalisierung (3.19) dort jeweils
mit glattem V,(0, ) und p(x) moglich. Bei Anwesenheit von geschlossenen
Doménenwénden besteht die Mannigfaltigkeit M, aus unverbundenen Teilen
M, mit M, = U, M,, die durch Doméinenwénde voneinander getrennt sind.
Innerhalb eines Teils M, kann dann p(x) sogar iiberall glatt gewéhlt werden.
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Um das zu sehen, erinnern wir uns, daf P(x) nach Voraussetzung iiber den
gemeinsamen Rand zweier Mengen X, und Xz hinweg glatt ist,

P(z) = Vi(@)pa(z)Va(2) = Vj(@)ps(2) Vs () . (3.27)
Die abelschen Polyakov-Loops héngen daher durch
Pa(®) = has(@)ps(@)hl5(2),  hap = Val(2)V] () (3.28)

zusammen. Die abelschen Ubergangsfunktionen hep erfiillen die Kozyklusbe-
dingung
hap - hgy = hay - (3.29)

Wegen (3.15) nimmt h,s Werte aus dem Normalisator N(H) = H x W
an. Die Diagonalisierungen p, und pg stimmen daher bis auf eine Weyl-
Transformation tiberein. Da die Eichgruppe SU(N) einfach zusammenhén-
gend ist, m (SU(N)) = {0}, stellt das Bild P C H einer Weyl-Alkove un-
ter der Exponentialabbildung einen fundamentalen Bereich fiir die Cartan-
Untergruppe dar. Jede Weyl-Transformation fithrt aus P hinaus. Durch Ein-
schrankung von p auf P € H kann also immer

Pal(®) =ps(x), = e€X,NXg (3.30)

glatt auf dem Uberlapp zweier Karten gewihlt werden. Wir haben oben
gesehen, dafl der Schnitt des Logarithmus ebenfalls nur auf dem Rand der
fundamentalen Doméne, also an den Defekten, erreicht wird. Da die Defekte
aus M. ausgenommen wurden, kann innerhalb eines M, auch

Inp, = Inpg (3.31)

auf glatte Art und Weise gewéhlt werden.

Anders sieht die Situation fiir den Ubergang von einer Region M, zu einer an-
deren M, aus. Die beiden Regionen sind durch eine Domé&nenwand getrennt,
ihre Schnittmenge ist leer. Die Diagonalisierungen p, und p, an infinitesimal
benachbarten Punkten auf verschiedenen Seiten der Doménenwand kénnten
so gewahlt sein, dafl sie in verschiedenen Weyl-Alkoven liegen. Sie erfiillen
daher nur die schwécheren Beziehungen

Pa = Py oder p, = pz (3.32)

und
Inp, = £1lnp, + 2wikr®, keZ. (3.33)
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3.3 Der Pontryagin-Index in der
Polyakov-Eichung

In Gleichung (3.21) haben wir die Defekte D;, die bei der Diagonalisierung
(3.19) auftreten konnen, iiber die Homtopieklassen von M\ D; klassifiziert. Die
einzelnen Defekte wurden mit einer infinitesimal grofleren Umgebung D; um-
geben und ausgeschnitten. Im Gegensatz zur eigentlichen Defektposition ist
auf dem Rand von D5 die Eichtransformation bis auf eine U(1) eindeutig be-
stimmt. Nun kann man das U(1)-Hauptfaserbiindel iiber D5 betrachten und
durch seine Eigenschaften die Defekte topologisch noch weiter klassifizieren.
Fiir einen punktartigen Defekt gilt D5 = S2. Ein U(1)-Hauptfaserbiindel
iiber einer S? ist durch die erste Chern-Zahl, die magnetische Monopolla-
dung

1
- F 3.34
m QWSZ{ ( )

klassifiziert. Im Fall eines geschlossenen ringférmigen Defekts ist die einhiil-
lende Mannigfaltigkeit ein Torus 7. Auch hier ist eine vollstindige Klassi-
fikation durch eine Monopolladung mdoglich. Die dritte Defektart, Doménen-
wénde, benotigt zwei unverbundene einhiillende Mannigfaltigkeiten 8D§(1)
und ID7 ,). Je nach Lage der Doménenwand sind diese auch durch Sphéren
S? oder Tori T? gegeben. Jeder Seite einer Domé#nenwand kann so ebenfalls
eine magnetische Ladung zugeordnet werden. Auf diese Art und Weise kann
die Topologie der Defekte vollstéindig charakterisiert werden.

Die entscheidende Frage ist nun, in wie weit die Topologie der gesamten
Konfiguration durch die Monopolladungen der Defekte ausgedriickt werden
kann. Als eine Moglichkeit, Konfigurationen zu klassifizieren, hatten wir in
Abschnitt 2.2.2 den Pontryagin-Index

V[A] = —— [ tr (FAF) (3.35)
/

kennengelernt. Fiir glatte Konfigurationen kann er als Integral des topologi-
schen Stroms

KAl = tr(FAA— %A/\A/\A) (3.36)

itber den Rand der Mannigfaltigkeit geschrieben werden,

V[A] = ! /K. (3.37)

82
a
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Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dafl der Pontryagin-Index der
Konfiguration in der Polyakov-Eichung allein durch die Monopolladungen
ausgedriickt werden kann.

3.3.1 Pontryagin-Index und Windungszahl

Wir wollen eine Beziehung zwischen dem Pontryagin-Index einer Konfigurati-
on und der Windungszahl des Polyakov-Loop-Operators herstellen. Dazu be-
trachten wir eine Raum-Zeit M = [0, 7] xM, wobei M = R?U{o0} = R? ~ 3
der kompaktifizierte R? ist. Die Kompaktifizierung von R?® zu S® ergibt
sich durch Einschréinkung auf Eichpotentiale mit endlicher Wirkung. Wei-
terhin wollen wir nur zeitlich periodische FEichpotentiale betrachten, d.h.
At = 0) = A(t = 7). Fiir ein glattes, zeitlich periodisches Eichpotential
A, (x) mit endlicher Wirkung erhalten wir durch Ubergang zur Weyl-Eichung
A¥(z) =0

1

- 82

1
2472

VA = —— [(K[e™] - KIC)) = -

/ tr(LALAL).  (3.38)
53 53
Dabei ist L = P dP' mit dem Polyakov-Loop-Operator P(z). Zur Herleitung
von Gleichung (3.38) haben wir benutzt, daf} sich die Eichpotentiale AV bei
29 = 0 und xg = 7 durch eine Eichtransformation mit dem Polyakov-Loop-
Operator unterscheiden (3.11), und wegen A = 0 das Integral iiber den

Rand [0, 7] x OR? verschwindet.

Bevor (3.38) als Windungszahl des Polyakov-Operators P(x) von der rdum-
lichen Mannigfaltigkeit R? in die Eichgruppe SU(N) interpretiert werden
kann, ist zu beachten, da§ P fiir || — oo i.a. nicht richtungsunabhéngig
gegen einen Wert konvergieren wird. Betrachtet man aber das asymptotische
Verhalten von P, so erkennt man, dafl P, : 9R?* — SU(N) eine Abbildung
von S? in die Eichgruppe ist. Andererseits ist m(SU(N)) = {0}, d.h. die
Abbildung P : R* — SU(N) kann stetig zu einer Abbildung R® — SU(N)
deformiert werden. Der letzte Term in Gleichung (3.38) gibt dann genau die
Windungszahl n dieser Abbildung an,

v[AY] = n[P]. (3.39)

An dieser Stelle sehen wir schon die Relevanz der Eichfixierungsdefekte fiir
die Topologie der Konfiguration. Ohne Singularititen, also fiir auf ganz S3



60 Monopole und Topologie in der Polyakov-Eichung

reguléires V (0, ), kénnten wir aus (3.19) folgern®
n[P] = n[VipV] = n[V1] + n[p] + n[V] = n[p] = 0. (3.40)

Mit einem {iiberall regulidren V(0,x) sind offenbar nur topologisch triviale
Konfigurationen vereinbar. Nach dieser Beobachtung kénnen wir nun versu-
chen, die Windungszahl des Polyakov-Loop-Operators durch die Monopol-
zahlen der einzelnen Defekte auszudriicken.

3.3.2 Windungszahl und Defekte

Wir haben auf der rdumlichen Mannigfaltigkeit mit ausgeschnittenen Defek-
ten M. eine Uberdeckung {X,} eingefiihrt. Innerhalb einer Karte X, ist die
Diagonalisierung (3.19) glatt moglich. Der Integrand der Windungszahl n|[P]
kann hier lokal als totale Ableitung

tr (LA LAL)= dGl[p, V,] (3.41)
geschrieben werden. Dabei ist
Glp,Va] = —6tr (Aq A pdp') + 3tr (Ap' A Asp) (3.42)

mit A, =V, dVaT . Fiir die Windungszahl liefert dann das Theorem von Stokes
eine Summe iiber die Réander aller Karten,

n[P] :_2417r22a: [ e v (3.43)

Eine Karte grenzt immer an andere Karten oder an Defektumhiillungen 0D3.
Wegen (3.25) konnen wir deshalb den Rand einer Karte zerlegen als

Ko = XaNXg+JXaND; . (3.44)
Ba i

Durch diese Relation wird eine Orientierung fiir den Durchschnitt von orien-
tierten Karten definiert. Jetzt 148t sich die Windungszahl schreiben als

P =Y [ (V-G Vi) 55> [ Gl Vil (3.49)

BX X X 4 MDE

3 Das letzte Gleichheitszeichen folgt fiir das abelsche p aus der Definition der Win-
dungszahl.
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Das relative Vorzeichen im ersten Integranden resultiert dabei aus der un-
terschiedlichen Orientierung von X, N Xg, je nachdem ob man gerade den
Rand von X, oder Xz betrachtet, vgl. (3.26). Mit den Ubergangsfunktionen
(3.28) folgt dann aus (3.42), dafBl der erste Integrand wieder als eine totale
Ableitung geschrieben werden kann,

Glp,Va] — Glp, V5] = —6d tr (hag dhlzInp). (3.46)

Wir konnen fiir das erste Integral in (3.45) also wieder das Theorem von
Stokes anwenden. Den Rand von X,NXg kénnen wir analog zu (3.44) zerlegen
in

IXaNXg) = |J XaNXgNX, +UX NXgND;3. (3.47)
Y#a,B
Mit Hilfe der Kozyklusbedingung (3.29) finden wir
| GoVI=Gp V) =65 [ tr(hesdhlglnp).  (3.49)
XaNXg ! XaNXgNDs

Nun betrachten wir das zweite Integral in (3.45). Der letzte Term in (3.42)
tragt nicht bei, da er fiir e — 0, also p — £1, verschwindet. Der erste Term
in (3.42) kann umgeschrieben werden in

—6tr (Aq Apdp) = —6dtr (AsInp) + 6tr (dA, Inp). (3.49)

Dann liefert das Theorem von Stokes fiir das zweite Integral in (3.42)

3 / Glp, Vel = =63 / tr(AaInp) +63 / tr (dAq Inp).

X, NDE (X0 ND?) X, NDE
(3.50)
Wieder kénnen wir den Rand 9(X, N D5) analog zu (3.47) in
OXaND;)=—J XaNXsND; (3.51)

B

zerlegen. Dabei ist auf die Orientierung (3.26) zu achten. Der erste Term auf
der rechten Seite von (3.50) wird dann zu

6" / tr(Aglnp) =33 / tr ((Aa — Ag)lnp).  (3.52)

01 H(XaND?) aB,ix (X 5ND3

Beachtet man Gleichung (3.28), so stellt man fest, daf sich dieser Term gegen
den Beitrag aus Gleichung (3.48) aufhebt. Der einzige Beitrag zur Windungs-
zahl ist daher durch den zweiten Term in (3.50) gegeben,

1
niPl = -1 / tr(lnp-T%) - dA® . (3.53)
% X0 MDS
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An einem Defekt D; sind P(x) und p(x) durch die irregulédren Gruppenele-
mente +1 gegeben,
p(x) = exp(in;m) = £1, (3.54)

und sind konstant. Wir finden also

liH(l) tr (Inp - T?’)‘DE =7n;. (3.55)
Dabei ist n; € Z durch die Wahl der Weyl-Alkove § in der Region bestimmt,
in der sich die Defekteinhiillende befindet. Weiterhin stellt

_ 1 3
mi= % / dA3 (3.56)

% XaNDS

den magnetischen Flufl (beziiglich der Cartan-Untergruppe U(1)) durch die
einhiillende Oberfliche des Defekts dar. Also ist m; die magnetische Ladung
des Defekts. Die Windungszahl (bzw. der Pontryagin-Index) ist damit allein
durch die magnetischen Ladungen der Defekte gegeben,*

n[P] = — Z nm; . (3.57)

Im Fall einer Doménenwand ist jeder ihrer Seiten eine magnetische Ladung
m; und eine Weyl-Alkove n; zugeordnet. Sie tragt also mit zwei Summanden
zu (3.57) bei. Die Beziehung (3.57) wurde in dieser Form bereits in [Rei97b]
abgeleitet.

Die Weyl-Alkoven kénnen in jeder durch Doménenwéinde abgegrenzten Regi-
on frei gewéhlt werden. Insbesondere konnen sie immer so bestimmt werden,
daB In p glatt iiber die Wand hinweg geht. Wir werden sehen, dafl sich dann
die beiden Beitrige der Doménenwand genau autheben. In diesem Fall tragen
Doménenwinde nicht zur Windungszahl (3.57) bei.

Alternativ konnen wir auch in jeder Region dieselbe Weyl-Alkove wihlen,
z.B. —ilnp € [0, r]. Dann ist n; auf die Werte 0 fiir p = 1 und 1 fiir p = —1
beschrénkt. Das fithrt auf die in [FMTWP98] und [JLI8| gefundene Bezie-
hung

n[Pl=—- Y m. (3.58)

i(P=—1)

Nur Defekte mit P = —1 tragen zur Windungszahl bei. Allerdings ist zu
beachten, dal nun Inp zwar stetig iiber die Wand hinweg lduft, aber nicht

4 In [CJ80] wurde fiir eine Dyon-Konfiguration gezeigt, da8 der Pontryagin-Index durch
die magnetische Ladung des Dyons gegeben ist.
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notwendigerweise glatt. Wir werden sehen, daf sich in diesem Fall die beiden
(identischen) Beitrige der Doménenwand aufaddieren. Die Doménenwénde
miissen bei einer Formulierung geméf (3.58) also auf jeden Fall beriicksichtigt
werden.

3.3.3 Beispiel: Hedgehog-Konfiguration

In Abschnitt 2.4.3 haben wir als Beispiel fiir eine Monopolkonfiguration in
dem zu diagonalisierenden Feld ¢, welches hier der Polyakov-Loop-Operator
P(x) ist, die hedgehog-Konfiguration kennengelernt. Daher wollen wir im
folgenden wieder einen hedgehog

P(x) = exp(—2x(r)&T) = 1 cos x(r) +ixzT sinx(r), r=|x| (3.59)

als Beispielkonfiguration betrachten, um die daraus resultierenden Beitrége
zu den Formeln (3.57) und (3.58) zu illustrieren. Dabei soll die Profilfunktion
x(r) glatt sein.

Damit die Abbildung P(x) glatt ist, mufl die Singularitit am Ursprung, an
dem & nicht definiert ist, vermieden werden. Daraus folgt

sin x(0) =0 < x(0) =nom, ng€Z. (3.60)

Die Kompaktifizierung R® — S? der rdumlichen Mannigfaltigkeit impliziert,
daB P(x) im rdumlich Unendlichen ¢ — oo winkelunabhéngig wird, also

sin x(00) =0 < x(00) = oo™, N € Z. (3.61)

Die Windungszahl ist dann durch die Differenz der zwei ganzen Zahlen aus
den Randbedingungen an das Profil gegeben, n[P] = n., — ng. In unserem
Beispiel wihlen wir konkret

no=0=n[P] =ne . (3.62)

Eine mégliche Profilfunktion y(r) ist in Abbildung 3.3a dargestellt. Der Ope-
rator P(x) wird irregulér bei x(r) = k7 mit k € Z. Es liegen also Punktde-
fekte bei r = 0 und r = oo vor und Doméanenwénde auf den Sphéren um den
Ursprung auf denen x(r) ein Vielfaches von 7 ist. Eine stetige Diagonalisie-
rung ist durch

p(x) = p(r) = exp(—2x(r)T?) (3.63)

gegeben. Das (stetige) Profil x(r) hidngt von der Wahl der Weyl-Alkoven in
den durch Doménenwénde getrennten Regionen ab.
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X(r) X(r)
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Abb. 3.3: (a) Profilfunktion fiir den hedgehog P(x) (3.59). Wahlt man die
Weyl-Alkoven fiir die einzelnen Regionen so, dafl fiir die Profil-
funktion von p(x) (3.63) gilt x(r) = x(r), ist lnp(x) glatt an
Doménenwinden. (b) Wird x(r) eingeschrénkt auf [0, 7], ist In p(x)

an den Doméanenwinden zwar stetig aber nicht glatt.

Natiirlich kénnen wir x(r) = x(r) wéhlen, dann ist Inp(x) global glatt (mit
Ausnahme der Punktdefekte bei = 0 und r = co0). Andererseits konnen wir
aber y auch auf eine Weyl-Alkove einschrianken, x(r) € [0, 7]. Dazu nutzen
wir die Invarianz von p(x) unter y — x + 27 und die Weyl-Transformation
X — —X, die die Eigenwerte von p(x) unverdndert 148t. Die resultieren-
de Profilfunktion x(r) ist in Abbildung 3.3b dargestellt. Sowohl p(x) als
auch In p(zx) sind zwar stetig, aber nicht glatt beim Ubergang iiber eine der
Doménenwénde.

Alle Defekte kénnen durch Sphéiren S? um den Ursprung eingeschlossen wer-
den, die beiden Punktdefekte durch jeweils eine, die Domédnenwénde durch
jeweils zwei. Im folgenden wechseln wir daher zu sphérischen Koordinaten
x — (r,9,p). Jede zusammenhéngende Region von M. kann dann durch
jeweils zwei Karten X iiberdeckt werden, deren Schnitte mit den Einhiillen-
den Sphéiren S? jeweils die siidliche (S2) bzw. nordliche (S%) Hemisphére
ergeben. In jeder dieser kontrahierbaren Karten existiert eine glatte Diago-
nalisierungsmatrix Vi (r, 9, ).

Mit der glatten Profilfunktion x(r) = x(r) (Abb. 3.3a) kann der hedgehog
P(x) fiir alle r durch dasselbe Paar von Matrizen V. diagonalisiert werden.
Eine explizite Form ist [Rei97b]

Vi(z) =exp(—de,T), V. (z)=hs(z)V,(x), h(z)=exp(—2¢T").
(3.64)
Dabei ist die Ubergangsfunktion Ay auf dem Uberlapp der beiden Hemisphi-
ren, dem Aquator S mit ¢ = /2, definiert. Nun kénnen wir den Magnetfluf
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des abelschen Eichpotentials A% = (Vi dVJ)? berechnen. Das Magnetfeld
zeigt immer nach auflen in Richtung r» = oco. Jeder einhiillenden Sphére um
den Ursprung kommt dann eine magnetische Ladung (3.56)

1 3 1 3 3 1
m——Ezi:/ dAL = - / (A+—A_)_§/d<p_ﬂ (3.65)
52 52152 St

zu. Das Vorzeichen dieser Ladung wird bestimmt durch die Orientierung des
Schnittes X, N D;. Diese ist entgegengesetzt zur Orientierung der einhiillen-
den Oberflache. Wenn also 0D; den Defekt von aufien umschlieit (néher bei
unendlich ist als der Defekt) zeigt die Orientierung von X, N Df in die Rich-
tung des Magnetfeldes und der Defekt triagt eine magnetische Ladung (+1).
Eine einhiillende Oberfldche, die ndher am Ursprung ist als der entsprechen-
de Defekt, trigt dagegen eine Ladung (—1). Diese Situation ist in Abbil-
dung 3.4a dargestellt. Fiir die glatte Wahl der Profilfunktion x(r) = x(r)
heben sich die Beitrdge der beiden Einhiillenden einer Domé&nenwand auf
und die Doméanenwinde tragen effektiv nicht zur Windungszahl bzw. zum
Pontryagin-Index bei. Der Pontryagin-Index wird vollstdndig durch die bei-
den Monopole bei r = 0 und r = oo bestimmt. Wegen ny = 0 triagt sogar
nur der Monopol im Unendlichen bei. Setzt man die magnetische Ladung
Moo = —1 dieses Monopols und n., = n[P] in die Formel (3.57) ein, erhélt
man die korrekte Windungszahl n|P].

Betrachten wir nun die alternative Profilfunktion x(r), die auf eine Weyl-
Alkove [0, 7] eingeschrénkt ist (Abb. 3.3b). Um diese Einschrankung zu errei-
chen, miissen die Diagonalisierungsmatrizen V. (3.64) beim Ubergang iiber
eine Doménenwand mit einer Weyl-Reflexion transformiert werden. Durch
die Weyl-Reflexion dreht sich die Richtung des Magnetfeldes in der betrof-
fenen Region um. Die Orientierung der Einhiillenden ist immer noch durch
einen Normalenvektor in Richtung des Defekts gegeben. Da nur noch n; = 0,1
auftreten, tragen nur noch (—1)-Defekte bei. Diese Situation ist fiir n = 3
in Abbildung 3.4b dargestellt: Der (+1)-Defekt im Zentrum tréagt nicht zur
Windungszahl bei. Die erste Doménenwand ist ein (—1)-Defekt. Die Orientie-
rung der inneren Einhiillenden zeigt in die gleiche Richtung wie das Magnet-
feld. Wie oben erklért, trégt sie daher magnetische Ladung my, = —1. Jetzt
zeigt aber die Orientierung der duBeren Einhiillenden ebenfalls in Richtung
des Magnetfeldes, das sich durch die Weyl-Reflexion umgedreht hat. Also
tragt auch sie Ladung mgy = —1. Insgesamt tragt die Doménenwand also
mit der Ladung m = —2 zur Windungszahl bei. Die ndchste Wand ist wieder
ein (41)-Defekt und triagt nicht bei. Sie tragt aber magnetische Ladung +2
und dreht das Magnetfeld zuriick in die urspriingliche Richtung nach aufen.
Der Monopol im Unendlichen ist wieder ein (—1)-Defekt und tréigt offenbar
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Abb. 3.4: Schnitt durch den n» = 3 hedgehog mit (a) glatter Profilfunk-
tion fiir p(x) und mit (b) auf eine Weyl-Alkove eingeschrénkter
Profilfunktion fiir p(x). Durchgezogene Kreise stellen Wanddefek-
te dar (bzw. der duflerste den Monopoldefekt im Unendlichen). Im
Ursprung sitzt ein Punktdefekt. Gestrichelt sind die einhiillenden
Oberflachen eingezeichnet. Die Zahlen in den Késtchen geben ih-
re jeweilige magnetsiche Ladung an. Sie sind bestimmt durch die
Magnetfeldrichtung (Pfeile) und die zum Defekt gerichtete Orien-
tierung der einhiillenden Oberflichen.

Ladung m = —1. Insgesamt finden wir also mit Formel (3.58) wieder das
korrekte Resultat n[P] = —((—=2) + (—1)) = 3. In dieser Formulierung ist
es also wichtig, nicht nur die Punktdefekte zu beriicksichtigen, sondern auch
die Domé&nenwénde.

3.4 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel, das im wesentlichen auf [QRS99] beruht, haben wir die
topologische Ladung (Pontryagin-Index) von Yang-Mills-Feldern in der Pol-
yakov-Eichung untersucht. Diese ist identisch mit der Windungszahl n[P]
des Polyakov-Loop-Operators. Wir haben gefunden, dafl die magnetischen
Ladungen der Defekte allein fiir die gesamte Windungszahl n|P] verantwort-
lich sind.

Dabei haben wir gesehen, dafl es entscheidend auf die Wahl der Weyl-Alkoven
in den einzelnen durch Wanddefekte getrennten Regionen ankommt. Durch
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diese Wahl werden die Faktoren n; im Endresultat (3.57) und auch die Rich-
tung des Magnetfeldes bestimmt. Sie bestimmen daher, welche Defekte ef-
fektiv zur Windungszahl beitragen und welche nicht.

Die obigen Resultate wurden in Polyakov-Eichung erzielt. Diese ist beson-
ders einfach, da hier alle Defekte statisch sind. Auch fiir allgemeine abelsche
Eichungen erwartet man jedoch einen Zusammenhang zwischen topologi-
scher Ladung und den Defekten. Tatséchlich wurde in [Jah00] eine Beziehung
zwischen Pontryagin-Index und einer verallgemeinerten Hopf-Invariante® der
Monopole abgeleitet. Ebenso wurde in Gitterrechnungen fiir verschiedene
abelsche Eichungen eine Ubereinstimmung der Weltlinien von magnetischen
Monopolen mit einer lokal erhéhten topologischen Ladungsdichte festgestellt
[ITMMO0].

Topologische Eigenschaften der Yang-Mills-Theorie, die sonst allgemein den
Instantonen zugeschrieben werden, kénnen auch durch farbmagnetische Mo-
nopole erklart werden. Das zeigt der abgeleitete Zusammenhang zwischen
Pontryagin-Index und Monopolen. In Hinblick auf den Zusammenhang der
chiralen Symmetriebrechung mit Instantonen [CDG78|, und daher mit ei-
nem nichtverschwindenden Pontryagin-Index, bieten magnetische Monopole
eventuell die Moglichkeit, verschiedene nichtperturbative Phanomene (chirale
Symmetriebrechung, Confinement) in einem einheitlichen Bild zu beschrei-
ben.

5 Die verallgemeinerte Hopf-Invariante charakterisiert Abbildungen ¢E 182 x 81 — 52,
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Kapitel 4

Dimensionale Reduktion: Vortizes in drei
Dimensionen

In Abschnitt 2.5 haben wir das Confinement-Modell der Vortexperkolation
kennengelernt. Gitterrechnungen sprechen dafiir, dal es fiir die P-Vortizes,
die nach maximaler Zentrumseichung und -projektion entstehen, realisiert
ist. In einem dreidimensionalen Schnitt durch das vierdimensionale Gitter
beobachtet man P-Vortizes als geschlossene Linien aus (—1)-Plaquetten. Git-
termessungen [ELRTO00] haben bestétigt, dafl auch an den P-Vortizes in ei-
nem Schnitt durch das Gitter mit einer konstant gehaltenen Raumkoordi-
nate ein Phaseniibergang bei Anderung der Temperatur beobachtet werden
kann. Bei niedrigen Temperaturen liegt eine Phase von durch das ganze Git-
ter perkolierenden Vortexloops vor, wihrend bei hohen Temperaturen viele
kleine Vortexloops beobachtet werden. Die kritische Temperatur Ty, dieses
Phaseniibergangs stimmt mit der kritischen Temperatur des Confinement-
Phaseniibergangs iiberein. Das legt einen Zusammenhang zwischen Vortex-
perkolation und Confinement nahe. Tatséchlich kann man diesen Zusammen-
hang in einem einfachen Random Vortex Modell verstehen, vgl. Abschnitt
2.5.2.

In diesem Kapitel wollen wir uns nun nicht mit der vierdimensionalen Yang-
Mills-Theorie in der Confinement-Phase, sondern mit dem Hochtemperatur-
verhalten der Theorie beschéftigen. Ohne Confinement erwartet man hier ein
Plasma aus farbigen Quarks und Gluonen. Experimentell soll dieses Quark-
Gluon-Plasma bald am RHIC und am LHC durch Kollisionen schwerer Kerne
erzeugt werden. Um Ergebnisse dieser Experimente deuten zu kénnen, ist ein
detailliertes Verstdndnis der Hochtemperaturphase der Yang-Mills-Theorie
erforderlich.
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4.1 Dimensionale Reduktion

Um Yang-Mills-Theorien bei endlichen Temperaturen zu studieren, betrach-
tet man eine Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit mit kompaktifizierter Zeitrichtung.’
Die Temperatur 7' ist dann das Inverse der endlichen Zeitausdehnung, Ly =
1/T. Fiir Gitterrechnungen wihlt man ein asymmetrisches Gitter mit Ny <
N;. Dabei sollte L; = N;a wesentlich grofler gewahlt werden als die charakte-
ristische Lénge der betrachteten Observable, um Effekte durch die endliche
Gitterausdehnung zu vermeiden. Im Gegensatz dazu sollte Ly = Nya von
der gleichen Grolenordnung wie die charakteristische Lange sein, damit die
Observable die endliche Temperatur spiirt. Fiir die Temperatur ergibt sich
1 1

= = apmy

Die Temperatur kann also sowohl mit dem Kopplungsparameter 3 (hoheres
B = hohere Temperatur) als auch mit der zeitlichen Gitterausdehnung N
variiert werden.

(4.1)

Bei hohen Temperaturen wird die zeitliche Ausdehnung L, offenbar belie-
big klein. Schon Anfang der 80er Jahre kam daher die Idee auf [AP81], da8
sich die vierdimensionale Yang-Mills-Theorie bei hohen Temperaturen effek-
tiv auf die entsprechende dreidimensionale Theorie gekoppelt an ein adjun-
giertes Higgs-Feld reduziert ([LMR92], [KLMPR94]). Das adjungierte Higgs-
Feld entspricht dabei der Zeitkomponente des Eichpotentials Ay(z) in der
urspriinglichen vierdimensionalen Theorie. Unter der Annahme, dafl nicht-
statische Moden den Hochtemperaturlimes nicht iiberleben [AP81], wird die
Zeitintegration zur Multiplikation mit der inversen Temperatur Ly = 1/7T,
und wir finden zunéchst fiir die Wirkung der dreidimensionalen Theorie

1 1
Svats + Sagj = —ﬁ/ &z tr (FyFyy) — —2/ S tr([Ds, A2, (4.2)
g3 g3

mit g2 = T'¢*(T) wobei g(T') die Kopplung der vierdimensionalen Theorie be-
zeichnet. Geht man etwas sorgfaltiger vor und integriert die nicht-statischen
Moden in 1-Loop-Ndherung aus, entstehen zusétzlich ein Massenterm fiir das
Feld Ay und eine quartische Selbstwechselwirkung? [Lan89]

1
St = —— [ &’z (m2 tr (A7) + Atr (A%)Q) . (4.3)
93
! Dieser Zusammenhang folgt aus der Analogie der Euklidischen Yang-Mills-Theorie
zur statistischen Mechanik ([Ber74], oder z.B. [Das97]).
2 Hoherdimensionale und nicht-lokale Operatoren wurden vernachlissigt.
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Die 2-Loop-Korrekturen zu diesem Ergebnis dufiern sich in kleinen Anderun-
gen der Parameter g3,m und A [KLRS97], z.B.

95 =Tg*(T)- (14 0O(g"). (4.4)

Aus diesen storungstheoretischen Uberlegungen konnen wir einen nichtper-
turbativen Ansatz fiir eine effektive Theorie bei hohen Temperaturen gewin-
nen. Wir wihlen Seg (g3, m, A) = Syms(g3) + Sadj(93) + Sint (g3, m, \), benut-
zen aber gz,m und A in numerischen Simulationen (Gitterrechnungen) als
Fit-Parameter an die vierdimensionale Theorie. Auf diese Weise findet man,
daf} die durch dimensionale Reduktion entstehende dreidimensionale effekti-
ve Theorie in ihrer Confinement-Phase vorliegt [KLMPR94], also eine von
Null verschiedene string tension o5 besitzt.?

Gitterrechnungen zeigen ebenso, daf die rdumliche string tension (gemessen
mit rein rdumlichen Wilson-Loops) o4(7') in vier Dimensionen mit der Kopp-
lung g5 der effektiven dimensional reduzierten Theorie skaliert ([BFHKS93],
[BSFHKO93)),

0s(T)=c-g3s =c-g"(T)T?*, c¢=0.136+0.011, (4.5)

wie man es aus (4.4) erwartet. Eine &hnliche Beobachtung haben wir schon
in Abschnitt 2.5 erwdhnt. Betrachtet man Schnitte bei konstanter Zeit durch
das vierdimensionale Gitter, so perkolieren die entsprechenden Vortexloops
auch fiir Temperaturen oberhalb Ti,;; [ELRT00]. Die nach Zentrumsprojekti-
on aus den Vortexkonfigurationen berechnete raumliche string tension steigt
mit wachsender Temperatur an, wie man es nach (4.5) erwartet. Die di-
mensionale Reduktion der Yang-Mills-Theorie bei hohen Temperaturen ist
also mit dem Vortexbild, wie man es durch maximale Zentrumseichung und
-projektion erhéilt, konsistent.

Dazu mu$ allerdings noch gezeigt werden, dafl in der dimensional reduzierten
Theorie (Yang-Mills-Theorie gekoppelt an adjungiertes Higgs-Feld in D = 3)
entsprechende P-Vortizes mit einer physikalischen Flichendichte* existieren.
Weiterhin miissen diese die volle string tension o3 reproduzieren. Diese Pro-
blemstellung wurde von uns in [GLSR00] untersucht und soll im folgenden
dargestellt werden.

3 Um in der dreidimensionalen Theorie von string tension und Confinement sprechen
zu koénnen, mufl eine Dimension als Zeit interpretiert werden.

4 Eine Flichendichte bezeichnet man als physikalisch, wenn sie in Einheiten des Gitter-
abstandes a im Limes a — 0 wie a? skaliert und daher gegen einen festen endlichen
Wert strebt.
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4.2 Zentrumsprojektion und Vortizes bei hohen
Temperaturen

In Abschnitt 2.5.3 haben wir die maximale Zentrumseichung kennengelernt.
Durch die Eichbedingung (2.118) werden die Linkvariablen U, , durch Wahl
einer Eichtransformation {2, so nahe wie moglich an ein Element aus dem
Zentrum Zs = {£1} der Eichgruppe SU(2) gebracht. Nach Fixierung der
maximalen Zentrumseichung erfolgt eine Projektion (2.117) auf das Zentrum.
Vortizes werden dann durch negative Plaquetten in der projizierten Theorie
identifiziert.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen den Vortexfldchen in der vier-
dimensionalen SU(2) Theorie bei hohen Temperaturen und den Vortexloops
der dimensional reduzierten dreidimensionalen Theorie herstellen. Dazu se-
hen wir uns zunéchst an, wie die Eichbedingung (2.118) fiir einen Schnitt
durch das Gitter bei konstanter Zeit © = (xy = const, ) und damit fiir
zeitunabhéngige Eichtransformationen €, aussieht. Wir zerlegen (2.118) als

LS (e (U)? +

4an ok 47’LLt

S (tr(Upo))?, k=1...3. (4.6)

T

Sﬁx [U]

Der zweite Summand spielt keine Rolle fiir die Eichfixierung, da tr (U,) in-
variant unter zeitunabhéngigen Eichtransformationen ist. Die Eichbedingung
auf dem Schnitt bei konstanter Zeit entspricht daher genau der Eichbedin-
gung fiir maximale Zentrumseichung, die man in einer dreidimensionalen
Theorie x = x stellen wiirde,

SEU] = —3 (tr(Upn))?, Su[U% L max, k=1...3. (47)

Die Vortexloops, die bei Zentrumsprojektion der dimensional reduzierten
Theorie in drei Dimensionen entstehen, entsprechen daher genau den Vortex-
loops der urspriinglichen Theorie (bei hohen Temperaturen) in einem Schnitt
durch das Gitter bei konstanter Zeit.

4.3 Reine SU(2) Yang-Mills-Theorie in drei
Dimensionen

In einem ersten Schritt wollen wir die Kopplung an das adjungierte Higgs-
Feld A, ganz vernachlissigen und die reine SU(2) Yang-Mills-Theorie in
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drei Dimensionen betrachten. Auch wenn diese nur eine Naherung der di-
mensional reduzierten Theorie darstellt, kénnen wir unabhéngig davon die
Frage nach dem Confinement-Mechanismus in dieser Theorie stellen.® Ins-
besondere kénnen wir analog zu den Betrachtungen in vier Dimensionen
([DFGO97], [LRT98|, [LTER99]) die Relevanz von P-Vortizes untersuchen.
Dazu betrachten wir die Gitterversion der superrenormierbaren dreidimen-
sionalen Yang-Mills-Theorie mit Wilson-Wirkung (2.52). Einziger Parameter
der Gittertheorie ist der dimensionsbehaftete Gitterkopplungsparameter (3.
Aus einem Vergleich mit der Kontinuumswirkung folgt fiir den Gitterabstand

als Funktion von
4

= 25
9350
Fiir unsere Simulationen benutzen wir ein 202 Gitter. Um den Effekt des prak-

tischen Gribov-Problems® bei Fixierung der maximalen Zentrumseichung zu
reduzieren, unternehmen wir jeweils drei Versuche, das globale Maximum von

(4.7) zu finden.

a (4.8)

Durch Berechnung der Creutz ratios (2.82) in der vollen und der zentrumspro-
jizierten Version der dreidimensionalen Theorie erhalten wir Mef3werte fiir die
jeweilige erste Ableitung des Potentials. Die Daten fiir § € [3.0,11.0] sind in
Abbildung 4.1 dargestellt. Vergleich mit dem Ansatz V'(r) = o3+ a/r liefert
fiir die volle Theorie

o3 =0.11g3. (4.9)

Dieser Wert ist in guter Ubereinstimmung mit den in [Tep99] durchgefiihrten
Monte-Carlo-Simulationen. Diese lieferten durch Messung der Korrelationen
von Polyakov-Loops”

32 g
Das Ergebnis fiir die string tension o3 unterscheidet sich nicht wesentlich von
dem Wert der rdumlichen string tension oy in vier Dimensionen (4.5). Rein

rdumliche Wilson-Loops scheinen also von der dreidimensionalen Yang-Mills-
Theorie dominiert zu sein. Im Gegensatz dazu héngt das Potential zwischen

1.788 1.414 48

5 Um in der dreidimensionalen Theorie von Confinement sprechen zu kénnen, muf
natiirlich eine Dimension als Zeit interpretiert werden.

6 Bei jeder Eichfixierung auf dem Gitter, die durch Minimieren (bzw. Maximieren)
eines Funktionals definiert ist, kann sich der numerische Algorithmus in einem loka-
len Extremum verfangen, anstatt das globale Extremum zu finden. In Analogie zum
Gribov-Problem, das die Existenz mehrerer globalen Extrema beschreibt, nennt man
dieses numerische Phénomen praktisches Gribov-Problem.

7 Analog zur Definition (2.77) des Potentials V (R) iiber Wilson-Loop-Erwartungswerte,
kann man auch die Korrelationen zweier Polyakov-Loops im Abstand R betrachten.
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Abb. 4.1: Ableitung des Potentials zwischen statischen Quarks fiir die volle
dreidimensionale Yang-Mills-Theorie und nach Zentrumsprojekti-
on.

statischen Quarks und die damit verbundene string tension im Hochtempe-
raturbereich der vierdimensionalen Theorie deutlich von der Zeitkomponen-
te Agp des Eichpotentials ab und wird daher in der effektiven dreidimensio-
nalen Theorie durch Korrelationen des adjungierten Higgs-Feldes bestimmt
[LMR92].

Wenden wir uns nun der zentrumsprojizierten Theorie zu. Im Limes grofler
Absténde stimmen die Mefiwerte mit denen der vollen Theorie iiberein (vgl.
Abb. 4.1). Die string tension o3 wird von der zentrumsprojizierten Theo-
rie im Rahmen der Fehlerbalken reproduziert, wiahrend sich das Coulomb-
Verhalten, das die volle Theorie bei kleinen Abstédnden zeigt, durch die Pro-
jektion drastisch dndert. Qualitativ ist das identisch mit den Resultaten
in vier Dimensionen [DFGO97]. Wir haben also auch in drei Dimensionen
deutliche Anzeichen einer Zentrumsdominanz. Das Zentrum der Eichgrup-
pe SU(2) ist in maximaler Zentrumseichung auch hier Kandidat fiir die
Confinement-relevanten Freiheitsgrade.

Die einzigen Freiheitsgrade der zentrumsprojizierten Theorie sind die P-
Vortizes. Ein P-Vortex wird wieder dadurch identifiziert, dal eine von ihm
durchstoflene Plaquette aus Zs-Linkvariablen den Wert —1 trégt. Die Vorti-
zes werden also durch Links des dualen Gitters gebildet. Eine einfache Uber-
legung, die formal der Bianchi-Identitiat entspricht, zeigt, daf§ die Vortizes
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Abb. 4.2: Das Verhiltnis der Vortexflichendichte p und der Ableitung des
zentrumsprojizierten Potentials zwischen statischen Quarks in
dreidimensionaler Yang-Mills-Theorie fiir verschiedene Werte des
Kopplungsparameters [3.

geschlossene Linien im dreidimensionalen Gitter bilden. Eine (dimensionslo-
se) Vortex(flachen)dichte p ist dann durch den Anteil negativer Plaquetten
definiert. Um aus der Beobachtung der Zentrumsdominanz ein Modell fiir
Confinement zu erhalten, bleibt noch zu untersuchen, ob den Vortizes der
projizierten Theorie physikalische Objekte in der vollen Kontinuumstheo-
rie entsprechen. Wichtiges Indiz dafiir wére ein Skalieren der Vortexdichte
in Einheiten des Gitterabstands p = pa? gemif (4.8) im Kontinuumslimes
a — 0 bzw. 8 — oco. Dadurch wire eine physikalische Vortexdichte p im Kon-
tinuum bestimmt. Entsprechend erwarten wir fiir groBe® r konstante Mef-
werte fiir das Verhéltnis p/ V;;roj (1) = p/Vp0j(r). Unsere Gitterresultate sind
in Abbildung 4.2 dargestellt.

Nach einem leicht abfallendem Verhalten fiir kleine Abstédnde r, das mit

dem leichten Anstieg von V{ .(r) in Abbildung 4.1 konsistent ist, strebt

das Verhaltnis p/V],,(r) fiir 7g3 > 3 gegen einen konstanten Wert. Unser
Ergebnis spricht also fiir eine endliche Vortexdichte im Kontinuumslimes.
Zum Vergleich finden wir in der vierdimensionalen Theorie bei Temperatur
T = 2Ty, fiir die rdumliche Vortexdichte [LTER99] im Verhéltnis zur rdum-

lichen string tension [BFHKS93| das Verhéltnis ps/os =~ 0.33. Innerhalb der

8 Es sollte gelten rg2 = g% > 3 damit Vplroj

(r) =~ o3, vgl. Abb. 4.1.
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Fehlerbalken stimmt das mit unserem Ergebnis fiir die dreidimensionale reine
Yang-Mills-Theorie iiberein.

In Abschnitt 2.5.2 haben wir gesehen, daf§ das Verhiltnis p/o etwas dariiber
aussagt, ob Korrelationen zwischen den Vortexdurchstopunkten vorliegen.
Fiir das Random Vortex Modell haben wir p/o = 0.5 gefunden. Die in Abbil-
dung 4.2 gemessene geringere Dichte deutet eventuell auf abstoflende Korrela-
tionen zwischen den Vortizes hin. Im Gegensatz dazu findet man [LTER99] in
der vierdimensionalen Yang-Mills-Theorie (7" = 0) ein Verhéltnis p/o =~ 0.7
und damit eher einen Hinweis auf attraktive Korrelationen, wie sie auch in
[ELRT98| gemessen wurden.

4.4 SU(2) Yang-Mills-Theorie mit
adjungiertem Higgs-Feld in 3 Dimensionen

In einem zweiten Schritt schalten wir nun die Kopplung an das adjungier-
te Higgs-Feld Ag(x) ein. Um die Gitterwirkung der effektiven dimensional
reduzierten Theorie zu konstruieren, wird die Integration iiber die Linkva-
riablen in Zeitrichtung U, o = exp(—¢,) ersetzt durch eine Integration iiber
das zugehorige Feld ¢, = ¢27*, das in der Algebra su(2) der Eichgruppe
lebt. Im Kontinuum entspricht ¢, das Higgs-Feld Ay(z), die ehemalige Zeit-
komponente des vierdimensionalen Eichpotentials. Bei dieser Ersetzung wird
der Zentrumsgehalts von U, nicht beriicksichtigt, was zundcht im Wider-
spruch zum Vortexbild von Abschnitt 2.5 zu stehen scheint. Gitterrechnun-
gen ([LTER99], [ELRTO00]) zeigen jedoch, daf fiir Temperaturen oberhalb
Tiit In einem Schnitt durch das Gitter mit einer konstanten Raumkoordi-
nate vorwiegend sehr kleine Vortexloops existieren, die sich aufgrund der
geringen zeitlichen Gittergréfle und ihrer endlichen Dicke i.a. in Zeitrichtung
iiber die periodischen Randbedingungen schliefen. Im Limes unendlich hoher
Temperatur werden die Vortexloops zu geraden Linien entlang der Zeitrich-
tung. Plaquetten mit einer Zeit- und einer Raumrichtung kénnen nicht von
diesen durchstolen werden. Daher ist das Vortexbild konsistent mit einer
Vernachldssigung des Zentrumsgehaltes von Uy g.

Entsprechend (4.2) und (4.3) wird die Wilson-Wirkung Syms|[U] (2.52) der
reinen SU(2) Yang-Mills-Theorie nun durch einen Kopplungsterm

SaailU, @] = 28" tr (60 Ul 4 6,2 Usik) (4.11)
z,k
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| [T/ [ B | B | b [ & |
Set 1] 2.0 |250]1225]-0.30 | 0.106
Set 2| 35 |2.80| 1354 | 0.26 | 0.094
Set 3 6.0 |3.00 ] 14.48 | -0.24 | 0.086

Tab. 4.1: Parametersets einer effektiven dimensional reduzierten Theorie auf
einem 243 Gitter, entnommen aus [LMR92].

und zwei Selbstwechselwirkungsterme

Sint[@] = —25%: ((3 + g) tr (¢2) + K(tr (¢i))2> (4.12)

zu einer effektiven Wirkung Seg = Symsz + Saqj + Sine €rgéinzt. Dabei ist h ein
(dimensionsloser) Massenparameter und x = \/g3, vgl. (4.3). Das erzeugende
Funktional ist durch

Zew = | DUDG exp(—SulU, ) (4.13)

gegeben. Die Integration iiber die Linkvariablen U des dreidimensionalen
Gitters beriicksichtigt das Haarmafl der Gruppe, vgl. (2.64), wihrend die
Integration iiber das algebrawertige ¢ mit einem flachen Mafl ausgefiihrt
wird. Die Parameter 3, h und k werden aus einem numerischen Vergleich der
effektiven Theorie mit der vollen vierdimensionalen Yang-Mills-Theorie bei
Temperatur T' > Ty, gewonnen. Die von uns verwendeten Werte in Tabelle
4.1 sind [LMR92] entnommen.

Startend bei einer vierdimensionalen Yang-Mills-Theorie bei hohen Tempe-
raturen haben wir eine effektive Theorie auf dem rdumlichen Teil des vierdi-
mensionalen Gitters formuliert, die auch als Feldtheorie in drei Dimensionen
angesehen werden kann. Das dabei zusétzlich zu den SU(2)-Eichfeldern auf-
tretende Higgs-Feld ¢, erinnert an die aufgegebene zeitliche Dimension. Die
eingefrorene Zeitabhingigkeit der Felder spiegelt sich in den Parametern der
effektiven Theorie wider. Entsprechend kann die string tension o,.q der effek-
tiven dimensional reduzierten Theorie mit der rdumlichen string tension oy
der vierdimensionalen Theorie bei hohen Temperaturen identifiziert werden.

In der effektiven dreidimensionalen Gittertheorie (4.13) mit Parametersets
aus Tabelle 4.1 konnen wir nun die Creutz ratios (2.82) berechnen, die uns
die Ableitung des Potentials zwischen statischen Quarks liefern. Fiir grofle
Absténde 7 sollte die Ableitung einen konstanten Wert annehmen, durch den
die string tension o,.q bestimmt ist. Die Resultate dieser Messung fiir die volle
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Abb. 4.3: Ableitung des Potentials zwischen statischen Quarks fiir die effek-
tive dimensional reduzierte Theorie (4.13) und nach Zentrumspro-
jektion derselben.

effektive Theorie und nach maximaler Zentrumseichung und -projektion sind
in Abbildung 4.3 dargestellt.

Die resultierenden Werte fiir die string tension o,q mit und ohne Zentrums-
projektion stimmen miteinander iiberein und sind weiterhin konsistent mit
dem asymptotischen Wert (4.5) der rdumlichen string tension oy der vierdi-
mensionalen Theorie bei hohen Temperaturen. Ein Vergleich mit den Resul-
taten der dreidimensionalen reinen Yang-Mills-Theorie, Abb. 4.1, zeigt, dafl
das adjungierte Higgs-Feld nur kleine Korrekturen zum Potential zwischen
statischen Quarks liefert.

SchlieBlich haben wir auch fiir die dimensional reduzierte Theorie (4.13) das
Verhéltnis zwischen Vortex(flichen)dichte und Ableitung des Potentials zwi-
schen statischen Quarks (= o,q fiir geniigend grofie Abstinde r) fiir die
Parametersets in Tabelle 4.1 gemessen. Das Resultat ist in Abbildung 4.4
dargestellt. Vergleicht man die Skala der horizontalen Achse mit der entspre-
chenden Abbildung 4.2 fiir die dreidimensionale reine Yang-Mills-Theorie,
liegt die Schluifolgerung nahe, dafl das Verhéltnis fiir die gewdhlten Parame-
tersets noch nicht seinen asymptotischen Wert erreicht hat. Um rg2 = 3_,; >3
zu erreichen, miifite z.B. 3 kleiner gewahlt werden. Zur Bestimmung der Pa-
rameter der effektiven dreidimensionalen Theorie benttigt man aber ein vier-

dimensionales Gitter, bei dem 3, ~ [3/Ny innerhalb des scaling windows liegt
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Abb. 4.4: Verhiltnis zwischen Vortex(flachen)dichte und Ableitung des Po-
tentials zwischen statischen Quarks (= o,q fiir geniigend grofe
Absténde r) fir die Parametersets der dimensional reduzierten
Theorie in Tabelle 4.1. Offenbar sind die Werte von r zu klein,
um den asymptotischen Wert des Verhiltnisses zu erkennen.

und die Temperatur iiber der des Deconfinement-Phaseniibergangs. Auf diese
Weise sind die Werte fiir § nach unten durch die endliche Grofle des vier-
dimensionalen Gitters beschriankt. Ebenso sind die moglichen Werte fiir r/a
nach oben durch die endliche Gréfle des dreidimensionalen Gitters begrenzt.

4.5 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in diesem Kapitel gezeigt, dafl in drei Dimensionen sowohl in
einer reinen SU(2) Yang-Mills-Theorie, als auch in einer dimensional redu-
zierten Theorie (4.13) mit einem zusétzlichen adjungierten Higgs-Feld, die
Eigenschaft des Confinement in der maximalen Zentrumseichung (4.7) von
den Freiheitsgraden (P-Vortizes), die nach Zentrumsprojektion der Theorie
verbleiben, allein bestimmt wird.

Die durch (4.13) definierte Theorie stellt eine effektive dimensional reduzierte
Theorie der vierdimensionalen Yang-Mills-Theorie bei hohen Temperaturen
dar. Wir konnten den Vortexgehalt dieser dreidimensionalen effektiven Theo-
rie mit dem Vortexgehalts eines Schnittes durch das vierdimensionale Git-
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ter bei konstanter Zeit identifizieren. Unsere Ergebnisse unterstiitzen daher
das Vortexbild der Hochtemperaturphase der vierdimensionalen Yang-Mills-
Theorie [ELRT00]: Betrachtet man die P-Vortizes dieser Theorie in einem
Schnitt durch das Gitter mit einer konstanten Raumkoordinate, so horen
sie oberhalb der Temperatur 7Ty, des Deconfinement-Phaseniibergangs auf,
in dem betrachteten dreidimensionalen Volumen zu perkolieren. Sie bilden
i.a. kleine Vortexloops, die sich in Zeitrichtung {iber die periodischen Rand-
bedingungen schliefen. Im Gegensatz dazu perkolieren die Vortexloops, die
man bei Betrachtung eines Schnittes bei konstanter Zeit findet, bei allen Tem-
peraturen. Diese perkolierenden Vortexloops sind in maximaler Zentrumsei-
chung verantwortlich fiir das Confinement der dimensional reduzierten Theo-
rie. Vortexbild und dimensionale Reduktion sind also konsistent.
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Kapitel 5

Vortizes in Laplace-Zentrumseichung

In Abschnitt 2.5 haben wir uns mit Vortizes als topologische Freiheitsgrade
und ihrer Relevanz fiir Confinement auseinandergesetzt. Insbesondere haben
wir uns dabei auf P-Vortizes konzentriert, die innerhalb eines bestimmten
Typs von Eichungen, den Zentrumseichungen, nach Projektion auf das Zen-
trum entstehen.

Fiir die maximale Zentrumseichung (2.118) und die darauffolgende Projek-
tion (2.117) unterstiitzen Gittersimulationen die Vorstellung, dafl in dieser
Eichung die P-Vortizes die relevanten Freiheitsgrade fiir Confinement sind.
Die projizierten Konfigurationen reproduzieren die string tension der vollen
Theorie sehr gut ([DFGO97], [DFGGO98]). Weiterhin haben die P-Vortizes
eine physikalische Flachendichte, d.h. sie entsprechen im Kontinuumslimes
physikalischen Freiheitsgraden ([LRT98], [ELRT98]). Entfernt man die P-
Vortizes aus den Gitterkonfigurationen, verschwindet die string tension und
die chirale Symmetrie ist wiederhergestellt [FE99]. Das Confinement-Modell,
das man mit den P-Vortizes verbindet, ist das in 2.5 vorgestellte Bild der Vor-
texperkolation ([LTER99], [ELRTO00]). Wir haben in Kapitel 4 gesehen, da8
dieses Modell konsistent ist mit dem Hochtemperaturverhalten der Theorie
[GLSR00].

Ein Nachteil der maximalen Zentrumseichung ist jedoch das Auftreten eines
praktischen Gribov-Problems. Selbst wenn ein eindeutiges globales Maximum
des Eichfixierungsfunktionals (2.118) vorliegt, wird der numerische Algorith-
mus, der zur Maximierung verwendet wird, oft beim Auffinden des globalen
Maximums versagen und stattdessen nur ein lokales Maximum liefern. Um
dieses numerische Problem so klein wie moglich zu halten, fithrt man Negpy
zufillige Eichtransformationen an der urspriinglichen Konfiguration durch,
wendet in jeder dieser Eichkopien den Algorithmus zur Maximierung des
Eichfixierungsfunktionals (2.118) an und w&hlt fiir weitere Berechnungen die
Kopie mit dem grofiten Maximum. Tatséchlich findet man zumindest fiir
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kleine Gitter eine deutliche Abhéngigkeit der sting tension von der Anzahl
der Eichkopien Ny ([BKPVO00], [BKPO1]). Allerdings veringert sich dieser
Effekt deutlich, sobald die Gitterausdehnung grofler als die durchschnittliche
GroBe eines Zentrumsvortex der vollen Theorie! gewihlt wird ([BFGOO00],
[BFGOO01]). Ein praktisches Gribov-Problem ist typisch fiir alle Variations-
eichungen, bei denen der Extremalwert eines Eichfixierungsfunktionals be-
stimmt werden muf, insbesondere ist es auch aus der maximal abelschen

Eichung (2.105) bekannt ([BBMS96], [HT97], [STO01]).

Um das praktische Gribov-Problem zu vermeiden, wurde in [AEFO00] eine
Laplace-Version ([VW92], [Sij98]) der Zentrumseichung eingefiihrt. Die nu-
merische Aufgabe besteht hier nur noch aus der Berechnung zweier Eigen-
werte des diskretisierten Laplace-Operators. Mit den heutigen Algorithmen
und der zur Verfiigung stehenden Rechenleistung ist daher fiir die betrach-
teten GittergroBen eine eindeutige Eichfixierung moglich. In [AEF00] wurde
weiterhin verifiziert, dal die gefundenen Vortizes die string tension der vollen
Theorie gut reproduzieren.

Wir untersuchen im folgenden [LRSO01], in wie weit den in der Laplace-Zen-
trumseichung entstehenden Vortizes ebenfalls eine physikalische Bedeutung
im Kontinuum zukommt. Zu diesem Zweck betrachten wir Eigenschaften wie
Vortexflichendichte, Dichte der Vortexkreuzungspunkte und die Verteilung
der Vortexclustergroflen. Die Ergebnisse werden mit denen der maximalen
Zentrumseichung verglichen.

5.1 Laplace-Zentrumseichung

In Abschnitt 2.4.3 haben wir gesehen, wie man eine beliebige abelsche Ei-
chung mit Hilfe eines Hilfsfeldes ¢(!)(z) (2.94) formulieren kann, das sich un-
ter Eichtransformationen kovariant transformiert. Dabei ist das Feld ¢V (z)
z.B. als Losung einer kovarianten Feldgleichung oder als das Extremum eines
eichunabhingigen Funktionals definiert. Fiir ein Feld ¢"(z) = ¢\1)(z)77/2i €
su(2) in der adjungierten Darstellung entspricht die Fixierung einer abelschen
Eichung der Forderung, dafl (b(l)(z') an jedem Raum-Zeit-Punkt z in die 7°-
Richtung zeigt. Wir suchen also nach einer Eichtransformation V(z), die
diese Drehung im Farbraum vollzieht,

V(x)pW (z)VT(z) = h(x)T?, h(z)>0. (5.1)

! Mit drei unterschiedlichen Methoden wurde in [BFGOO00], [FPh00] und [KT00] die
Dicke der Zentrumsvortizes zu ungefihr 1 fm abgeschiitzt. Bei § = 2.5 und einer
string tension o = (440MeV)? als Referenzskala entspricht das 12 Gitterabstéinden a.
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Fiir ¢V (z) # 0 ist die Eichtransformation V(z) durch die Diagonalisierungs-
bedingung (5.1) bis auf eine beliebige abelsche Transformation g(z),

V(z) = g(2)V(z), g(x) =exp(—a(z)T?) € U(1), (5.2)

definiert, die einer Drehung um die 7°-Achse entspricht.? Bei ¢(V)(z) = 0
bleibt dagegen V' (z) vollig unbestimmt, die Resteichfreiheit ist hier die ge-
samte SU(2). Im allgemeinen wird V'(z) an dieser Stelle unstetig sein. Da die
Gleichung ¢™(z) = 0 drei Bedingungen darstellt, wird durch sie in vier Di-
mensionen eine eindimensionale Defektstruktur definiert. Diese Defekte sind
die Weltlinien der magnetischen Monopole, die in einer abelschen Eichung
auftreten.

Definiert man ein weiteres kovariant transformierendes Hilfsfeld ¢® () kann
die verbliebene Freiheit von Drehungen um die 73-Achse noch weiter fixiert
werden. Es wird gefordert, da8 das Feld ¢ (x) nach einer weiteren Eichtrans-
formation g(z) € U(1) z.B. in der T*-T3-Ebene liegt,

g(z‘)V(x)¢(2) (x)VT(z')gT(x) =0 (2)T" 4 L3(x)T?,  4y(z) > 0. (5.3)

Unter der Voraussetzung, daB ¢ (z) und ¢ (z) linear unabhingig sind,
ist damit die Eichtransformation g(z)V(z) bis auf Transformationen aus
dem Zentrum Zs der Eichgruppe SU(2) fixiert. Wenn die beiden Hilfsfel-
der aber linear abhéngig sind, ist die verbleibende Eichfreiheit gréfler, und
die Eichtransformation wird hier im allgemeinen unstetig sein. Die lineare
Abhéngigkeit stellt zwei Bedingungen dar, die erfiillt sein miissen. Die Defek-
te sind daher zweidimensionale Flichen im vierdimensionalen Raum, ndmlich
die Weltflachen der Vortizes, die in einer Zentrumseichung auftreten.

Bei dieser Definition einer Zentrumseichung liegen offenbar die Monopole der
im Zwischenschritt erreichten abelschen Eichung per Konstruktion auf den
resultierenden Vortizes. So ein Zusammenhang zwischen Monopolen und Vor-
tizes ist wiinschenswert, da man fiir beide Arten von Defekten erfolgreiche
Confinement-Szenarien kennt, den dualen Supraleiter und die Vortexperko-
lation.

Je nach Wahl der Hilfsfelder ¢™"), $ wird durch die Bedingungen (5.1) und
(5.3) eine andere Zentrumseichung beschrieben. Fiir die Laplace-Fichung sind
#M, @ durch die Eigenvektoren zu den beiden niedrigesten Eigenwerten des

2 Die Bedingung h > 0 in (5.1) fixiert Weyl-Transformationen durch Einschrinkung auf
eine fundamentale Doméne.
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adjungierten Laplace-Operators bestimmt,?
~D,(2)Dy(2)¢?(z) = XidV (x). (54)

Da der Laplace-Operator positiv semidefinit ist, sind alle Eigenwerte nicht-
negativ, A\; > 0. Die Eigenvektoren transformieren kovariant unter Eichtrans-
formationen, wie wir es fiir die Definition der Hilfsfelder benttigen. Den De-
fekten soll im Rahmen eines Confinement-Modells die Rolle der im Infraroten
relevanten Freiheitsgrade zukommen. Daher wéhlt man die Eigenvektoren zu
den niedrigesten Eigenwerten, da diese die Infrarotinformationen der Eich-
felder A, (z) tragen.

Gleichung (5.4) zeigt die Verwandtschaft der abelschen Laplace-Eichung zur
maximal abelschen Eichung (2.97). Aus dem lokalen Variationsproblem der
maximal abelschen Eichung mit einem ortsabhéingigem Lagrange-Multipli-
kator A\;(z) wird in der abelschen Laplace-Eichung ein Eigenwertproblem ei-
nes Funktionaloperators mit (ortsunabhéngigen) Eigenwerten ;. Gleichzeitig
wird die Beschriankung |¢(")(z)| = 1 fallen gelassen.

In [RT00] wurde die Kontinuumsversion der abelschen Laplace-Eichung bzw.
der Laplace-Zentrumseichung untersucht. Insbesondere wurde der Monopol-
und Vortexgehalt von speziellen Konfigurationen (Instanton, Instanton-An-
tiinstanton-Paar und Meron) analysiert. Eine Verallgemeinerung der Zen-
trumseichung mit Hilfsfeldern ¢, ¢ (vgl. (5.1), (5.3)) fiir Eichgruppen
SU(N) wurde in [FPe00a] vorgestellt. Die Erweiterung auf allgemeine Eich-
gruppen wurde in [RT01] untersucht.

5.1.1 Gitterversion der Laplace-Zentrumseichung

Auf einem Gitter mit Gitterabstand a und Gittervolumen V' = [[, N, ist
der adjungierte kovariante Laplace-Operator definiert durch die 3V x 3V
Gittermatrix
AL U] =2a6,,0% = U Suiy - (5.5)
t0
Dabei bezeichnet (A]:W die adjungierte Linkvariable, also ausgedriickt mit Hil-
fe der fundamentalen Linkvariable U, ,

U = =2t (U}, T°U,,.T"). (5.6)

3 Bei entarteten Eigenwerten ist keine eindeutige Auswahl von Eigenvektoren méglich.
Die Eichfixierungsbedingung ist nicht wohldefiniert, die betreffende Konfiguration
liegt auf dem Gribov-Horizont.
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Offenbar ist Uu(m) invariant unter Eichtransformationen aus dem Zentrum
der Eichgruppe. Der adjungierte Link ist eine 3 x 3 Matrix im Farbraum,
entsprechend ist ein Eigenvektor ¢ von (5.5) an jedem einzelnen Raum-Zeit-
Punkt durch einen dreidimensionalen Vektor ¢, im Farbraum gegeben.

Die niedrigsten Eigenwerte und zugehérigen Eigenvektoren ¢() und ¢® der
Laplace-Gittermatrix (5.5) konnen nun beispielweise mittels eines Lanczos-
Algorithmus (z.B. in [Pan97]) bestimmt werden. An jedem Gitterpunkt x
kann nun sofort die orthonormale Matrix M2 angegeben werden, die ¢{!) in
die T3-Richtung und ¢{? in die T'-T3-Ebene dreht. Uber

M® = —2tr (QT°Q, T, Q, € SU(2) (5.7)

ist dann die gesuchte Eichtransformation €2, bis auf das Zentrum der Eich-
gruppe bestimmt, und die Laplace-Zentrumseichung kann fixiert werden. In
der Kontinuumbetrachtung haben wir gesehen, daf sich die verbliebene Eich-
freiheit bei einer linearen Abhingigkeit von ¢ (z) und ¢ (z) fiir die ent-
sprechenden Raum-Zeit-Punkte = vergrofiert und 2(z) dort im allgemeinen
unstetig ist. Auf dem Gitter ist diese Definition aufgrund der endlichen Dis-
kretisierung der Raum-Zeit problematisch. Eine Interpolation ist erforderlich,
die auf verschiedene Arten durchgefiihrt werden kann. In [FPe00b] wurde
gezeigt, dal als praktische Alternative auch nach Fixierung der Laplace-
Zentrumseichung die schon aus der maximalen Zentrumseichung bekannte
Zentrumsprojektion

Uy, — sign(Us,,) (5.8)

angewandt werden kann. Die dadurch als negative Plaquetten identifizierten
Vortizes stimmen, bei geeigneter Wahl eines Interpolationsverfahrens, mit
den Vortizes iiberein, die aus den Singularitdten durch parallele Eigenvekto-
ren entstehen.

In diesem Kapitel werden wir die Eigenschaften der Vortizes untersuchen,
die aus Laplace-Zentrumseichung und darauffolgender Zentrumsprojektion
entstehen [LRS01]. Diese werden verglichen mit den Vortizes aus maximaler
Zentrumseichung und anschliefender Zentrumsprojektion.

5.2 Eigenschaften der Vortizes

Im folgenden werden wir durch Zentrumsprojektion (5.8) identifizierte Vorti-
zes aus drei unterschiedlichen Eichfixierungsverfahren betrachten. Zum einen
ist das die oben beschriebene Laplace-Zentrumseichung (in den Abbildun-
gen ,laplace®). Weiter betrachten wir die maximale Zentrumseichung, fixiert
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durch einen einfachen Overrelaxationsalgorithmus ([AdI81], [MO90]), also
ohne Riicksicht auf die Existenz des oben beschriebenen praktischen Gribov-
Problems (in den Abbildungen ,max“). Um sicherzustellen, dafl die festge-
stellten Unterschiede nicht auf dem praktischen Gribov-Problem basieren,
betrachten wir als dritte Variante eine Hintereinanderausfiihrung von beiden
Eichfixierungen, Laplace-Zentrumseichung und danach zusétzlich maxima-
le Zentrumseichung durch Overrelaxation (in den Abbildungen ,lap+max®).
Verschiedene Daten in den beiden letzten Féllen resultieren dann aus un-
terschiedlichen (lokalen) Maxima der eichfixierenden Funktionale der ma-
ximalen Zentrumseichung, also verschiedenen (praktischen) Gribov-Kopien
im Konfigurationsraum. Quantitative Aussagen iiber das praktische Gribov-
Problem sollen und kénnen dadurch allerdings nicht gemacht werden. Dafiir
sei auf die Diskussion in [BKPV00], [BKP01] bzw. [BFGOO00], [BFGOO01]

verwiesen.

5.2.1 Vortexflaichendichte

In Abbildung 5.1a sind die Resultate fiir die Vortexflachendichte dargestellt,
also die Dichte der Schnittpunkte von Vortizes mit einer gegebenen Raum-
Zeit-Ebene. Wiahrend fiir beide Implementierungen der maximalen Zentrums-
eichung die numerischen Daten mit einer physikalischen Vortexflichendichte
konsistent sind, scheinen im Fall der Laplace-Zentrumseichung die Durchstof3-
punkte von Vortizes durch eine zweidimensionale Gitterebene im Kontinuum
dicht zu liegen.

Um diese Aussage préziser zu machen, fithren wir die Hausdorff-Dimension
der Menge der VortexdurchstoBpunkte durch eine gegebene Raum-Zeit-Ebe-
ne ein. Wenn N, die Zahl der e-Umgebungen angibt, die mindestens nétig
ist, alle DurchstofSpunkte zu iiberdecken, so gilt fiir gentigend kleine &

N, ~e?. (5.9)

Dabei definiert d die Hausdorff-Dimension. In der Praxis wéhlen wir gerade
eine Plaquette mit Fliche a*(3) als e-Umgebung. Die Grofe der e-Umgebung
wird also durch [ variiert. Die Zahl N. der benoétigten e-Umgebungen ist
durch die Vortexflachendichte p gegeben als

V2

N, = p(a)vy = p(a)a® (5.10)

a?’

Hier ist v, das Volumen der zweidimensionalen Gitterebene, bzw. vy/a? die
Gesamtzahl der Plaquetten in der Gitterebene. Die Hausdorff-Dimension
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Abb. 5.1: (a) Skalenverhalten der Dichte von P-Vortexdurchstopunkten
durch eine zweidimensionale Gitterebene fiir die unterschiedli-
chen Eichfixierungen. Zum Vergleich ist das Verhalten von a(/3)
bzw. a?(3) eingezeichnet. (b) Skalenverhalten der Dichte von P-
Vortexkreuzungspunkten. Zum Vergleich ist das Verhalten von
a*(B) bzw. a®(3) eingezeichnet. Offene Symbole: 12* Gitter, aus-
gefiillte Symbole: 16 Gitter.

kann also bestimmt werden iiber das Verhalten

pla)a® ~ ¥, (5.11)

Aus Abbildung 5.1a lesen wir innerhalb des scaling windows 3 € [2.1, 2.5] fir
die Daten der Laplace-Zentrumseichung ab

pla)a® = exp(—AB + B), A=225+002, B=330+005. (5.12)
Mit der Abhéngigkeit a(f3), also (vgl. Abschnitt 2.3.3)

32
e~ a(B) ~ exp(=5), (5.13)
finden wir fir die HausdorfI-Dimension
11
d=2—-——A=1.16+£0.01. (5.14)
372

Die Durchsto3punkte der P-Vortizes der Laplace-Zentrumseichung durch eine
zweidimensionale Raum-Zeit-Ebene bilden also im Kontinuumslimes in etwa
eindimensionale Strukturen. Im Gegensatz dazu haben die Durchstofpunkte
der P-Vortizes in der maximalen Zentrumseichung Hausdorff-Dimension Null,
da hier p unabhéngig von a(() ist.
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5.2.2 Dichte von Vortexkreuzungspunkten

In einem dreidimensionalen Schnitt durch das Gitter definieren wir einen
Vortexkreuzungspunkt als einen Wiirfel elementarer Plaquetten durch den
mehr als eine Vortexlinie hindurchlduft. Die Dichte peoss(a)a® der Vortex-
kreuzungspunkte in einem dreidimensionalen Schnitt durch das Gitter ist in
Abbildung 5.1b dargestellt. Wieder kénnen wir analog zu den obigen Betrach-
tungen eine Hausdorff-Dimension {iber Betrachtung von e-Umgebungen de-
finieren. Diesmal werden die e-Umgebungen als Wiirfel a3(3) gewiihlt. Dann
finden wir aus einer Parameterisierung

Peross(@)a’ = exp(—AB + B) (5.15)

fiir die Hausdorff-Dimension der Kreuzungspunkte

11
Aeross = 3 — = A. 5.16
32 ( )
Aus den in Abb. 5.1b dargestellten Daten fiir ein 16* Gitter mit 3 € [2.1, 2.5]
berechnet man fiir die maximale Zentrumseichung

Apax = 8.079+0.026, Bpax = 13.96 £0.06, do>X = 0.00£0.01 (5.17)

Cross

und entsprechend fiir die Laplace-Zentrumseichung

Ap =7.079+£0.05, By, =11.64+£0.11, d®  =0.3740.02. (5.18)

Cross

Wiéhrend die Vortexkreuzungspunkte in der maximalen Zentrumseichung in
drei Dimensionen isolierte Punkte mit einer physikalischen Dichte bilden,
liegen die Kreuzungspunkte in der Laplace-Zentrumseichung dicht mit einer
Hausdorff-Dimension, die deutlich von Null verschieden ist.

5.2.3 Vergleich mit einem Random Vortex Modell

Bevor wir eine Interpretation der verschiedenen Resultate in maximaler bzw.
Laplace-Zentrumseichung versuchen, wollen wir die Ergebnisse mit einem
Modell zuféllig verteilter diinner Vortizes (siche auch Abschnitt 2.5.2) ver-
gleichen.

Wir betrachten einen dreidimensionalen Schnitt durch das vierdimensionale
Gitteruniversum. In diesem Schnitt bilden die Vortizes geschlossene Linien
auf dem dualen Gitter. Das duale Gitter hat ebenfalls Gitterabstand a. Die
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Vortexflichendichte p in Einheiten des Gitterabstands a, also pa?, ist gege-
ben durch die Wahrscheinlichkeit p, daf} ein einzelner Vortex eine bestimmte
Plaquette durchstoft. Bezeichnen wir mit N; die Gesamtzahl der Links des
dualen dreidimensionalen Gitters und mit N, den Anteil dieser Links, der
von einem Vortex belegt ist, dann ist

N,
2op="L= 5.19

wobei N; die Gesamtzahl der sites des dualen Gitters bezeichnet. Aufgrund
der Bianchi-Identitét ist die Anzahl der Links, die von Vortizes besetzt sind
und zu einem Gitterplatz gehoren, immer geradzahlig. Fiir ein diinnes Vor-
texgas konnen wir diese Nebenbedingung vernachlissigen. Die Wahrschein-
lichkeit, daf sich zwei Vortizes an einem bestimmten Punkt im dualen Gitter
schneiden, ist dann ndherungsweise gegeben durch

Dcross ~ p2 = p2a4 . (520)

Bezeichnen wir mit Neposs = PerossVs die Anzahl der sites im dualen Gitter,
an denen sich zwei Vortizes kreuzen, gilt fiir die Dichte p.oss dieser sites

Neross Dcross 2
Pcross = Vv = a3 ~pa. (521)

Dabei bezeichnet V' = N,a? das Volumen des dreidimensionalen Gitterschnit-
tes. In einem Random Vortex Modell mit physikalischer Vortexflichendichte
p im Kontinuum verschwindet die Dichte der Vortexkreuzungspunkte beim
Ubergang a — 0 zum Kontinuum, pe.ss = 0. Dieses Verhalten erwartet man,
da sich im Kontinuum zwei Linien im allgemeinen nicht schneiden.

In Gitterrechnungen wurde bestitigt, dafl die P-Vortizes der maximalen Zen-
trumseichung eine physikalische Vortexflachendichte besitzen. Das ist auch in
Abbildung 5.1a zu sehen. Im Gegensatz zu einem Random Vortex Modell mit
der gleichen Vortexflichendichte, findet man hier auch eine endliche Dichte
Peross der Vortexkreuzungspunkte, Abb. 5.1b. Das zeigt, dafl die P-Vortizes
der maximalen Zentrumseichung Informationen tragen, die durch ein Modell
zufillig verteilter diinner Vortizes nicht beschrieben werden kénnen. Griinde
dafiir konnen z.B. ihr Ursprung in ausgedehnten Zentrumsvortizes der vollen
Theorie oder Korrelationen zwischen den Vortizes sein.

Im Fall der P-Vortizes der Laplace-Zentrumseichung stellen weder die Vor-
texflachendichte noch die Dichte der Kreuzungspunkte eine physikalische, von
a unabhingige, Grofle dar. Beide divergieren wie 1/a im Kontinuumslimes
a — 0 (vgl. Abb. 5.1). Das ist konsistent mit einem Random Vortex Modell,
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wenn man eine Vortexflichendichte p ~ 1/a ansetzt: Dann folgt aus (5.21)
tatsdchlich peross ~ 1/a.

Eine divergierende Fldachendichte bedeutet nicht notwendigerweise, daf3 die
Vortexfreiheitsgrade keine physikalische Information tragen. Nur die Flachen-
dichte der Vortizes stellt keine physikalisch sinnvolle Observable dar. In gu-
ter Naherung skaliert die Vortexflachendichte der P-Vortizes in der Laplace-
Zentrumseichung mit a. Dieses Verhalten wiirde man beispielsweise erwar-
ten, wenn ein Vortex-Loop in drei Dimensionen, z.B. durch seine eigenen
Fluktuationen, eher die Gestalt einer zweidimensionalen Fléche als einer ein-
dimensionalen Linie hat. Die Schnittpunkte eines solchen Vortex mit einem
zweidimensionalen Schnitt durch das Gitter ldgen dicht entlang einer Linie.

5.2.4 Vortexcluster

Um die Ursache fiir das unterschiedliche Verhalten der P-Vortizes aus ma-
ximaler bzw. Laplace-Zentrumseichung beziiglich Vortexflaichendichte und
Dichte der Vortexkreuzungspunkte zu bestimmen, ist es sinnvoll, die Ei-
genschaften der Vortexcluster in einem dreidimensionalen Schnitt durch das
Gitter fiir beide Félle zu untersuchen. Eine Eigenschaft der Cluster ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ihrer Gréfle. Das numerische Ergebnis fiir ein
16* Gitter und 8 = 2.4 ist in Abbildung 5.2a aufgetragen. Bei allen drei
Eichfixierungsvarianten — Laplace-Zentrumseichung, maximaler Zentrum-
seichung und der Kombination aus beiden — iiberwiegen die kleinen Vortex-
cluster deutlich. Allerdings enthalten diese kleinen Vortexcluster nicht viel
Vortexmaterial. Um das festzustellen, betrachtet man die Wahrscheinlichkeit
p(s), daB ein elementarer Vortexlink des dualen Gitters zu einem Cluster der
GroBe s gehort. Wir bezeichnen p(s) als Perkolationswahrscheinlichkeit. Die
Resultate sind in Abbildung 5.2b dargestellt. In allen drei Eichfixierungen
tritt am haufigsten die Situation auf, daf} fast das gesamte Vortexmaterial in
einem Cluster von der Grofie des Gitteruniversums versammelt ist (Perkola-

tion). Fiir die maximale Zentrumseichung wurde dieses Verhalten bereits in
[ELRT00] gemessen.

Qualitativ sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir die verschiedenen
Eichfixierungen gleich. Quantitativ beobachtet man jedoch im Fall der La-
place-Zentrumseichung eine Verstdrkung der Perkolationswahrscheinlichkeit
fiir Cluster der Maximalgrofie (s = 16). Das zeigt an, daf8 das {iberschiissi-
ge Vortexmaterial der Laplace-Zentrumseichung (das zu einer divergierenden
Vortexflachendichte fiithrt) im Vergleich zur maximalen Zentrumseichung eher
als Teil der groflen Vortexcluster auftritt und nicht als zusétzliche isolierte
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Abb. 5.2: (a) Wahrscheinlichkeit einen Vortexcluster bestimmter Grofle in
einer Konfiguration zu finden. (b) Perkolationswahrscheinlichkeit:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit gehort ein elementarer Vortexlink
zu einem Cluster einer bestimmten Grofle.

kleine Vortexcluster. Ein Bild von grofien perkolierenden Vortexclustern mit
vermehrten UV-Fluktuationen, die die string tension nicht beeinflussen, ist
mit unseren numerischen Daten konsistent. Diese Vorstellung beriicksichtigt
dariiber hinaus auch die Tatsache, dafl die string tension auch von den P-
Vortizes der Laplace-Zentrumseichung korrekt reproduziert wird [AEF00].4

5.3 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in diesem Kapitel die Eigenschaften der P-Vortizes untersucht,
die nach Laplace-Zentrumseichung und Zentrumsprojektion entstehen. Wie
in der maximalen Zentrumseichung wird die string tension der vollen Theo-
rie durch die Vortexkonfigurationen gut reproduziert. Allerdings ergibt sich
im Gegensatz zu dieser Eichung im Kontinuumslimes keine endliche Vor-
texflichendichte. Die Dichte der VortexdurchstoSpunkte skaliert mit a statt
a® und divergiert daher im Limes a — 0. Man kann den Vortexdurchstof3-
punkten eine Hausdorff-Dimension d ~ 1 zuordnen.

Das Skalieren mit a deutet darauf hin, dafl die Vortizes der Laplace-Zen-

4 Wegen der Erhaltung der string tension kann es sich bei dem iiberschiissigen Vortex-
material nur um Vortexfluktuationen kleiner Grofle handeln.
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trumseichung trotzdem physikalische Information tragen. Jedoch ist es phy-
sikalisch nicht sinnvoll, ihre Flachendichte zu betrachten. Die Ursache dafiir
konnte in starken UV-Fluktuationen der Vortizes im Vergleich zu denen der
maximalen Zentrumseichung liegen, die die string tension unverdndert lassen.
Diese Interpretation wird unterstiitzt durch eine Analyse der Perkolations-
wahrscheinlichkeit. Wenn diese UV-Fluktuationen einem in drei Dimensionen
eigentlich eindimensionalen Vortex-Loop eine flaichenartige zweidimensiona-
le Struktur verleihen, liegen die Durchsto3punkte dieses Vortex durch eine
Flédche dicht auf einer Linie. Das wére eine mégliche Erklarung fiir das Ska-
lieren der Flachendichte mit a.
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Kapitel 6

Vortizes mit Kihlverfahren:
Glueball-Massen

Bisher sind uns im Rahmen dieser Arbeit im wesentlichen nur Vortizes be-
gegnet, die durch Zentrumseichung (vgl. Abschnitt 2.5.3) und darauffolgende
Projektion der Linkvariablen des Gitters auf ihren Zentrumsgehalt (2.117)
entstanden sind. Die resultierenden P-Vortizes wurden dann auf ihre Eignung
als relevante Freiheitsgrade fiir Confinement untersucht. Die zugrunde liegen-
de Idee war, daBl in den gewéhlten Eichungen der Confinement-Mechanismus
gerade durch Vortizes realisiert ist, wéhrend in anderen Eichungen andere
Freiheitsgrade relevant sein konnen. Fiir einige Zentrumseichungen wird ei-
ne Vortexdominanz beobachtet: Die string tension der vollen Theorie wird
allein durch die P-Vortexkonfigurationen reproduziert, ohne P-Vortizes wird
die string tension zu Null ([DFGO97], [DFGGO98]). In der maximalen Zen-
trumseichung findet man fiir P-Vortizes eine endliche Dichte im Kontinuums-
limes. Die P-Vortizes und ihre Entsprechung in der unprojizierten zentrums-
fixierten Theorie sind also physikalische Objekte ([LRT98], [LTER99)).

In diesem Kapitel wollen wir nun eine andere, eichunabhéngige Methode zur
Identifikation von Zentrumsvortizes betrachten. Sie beruht auf einem Kiihl-
verfahren, das Schritt fiir Schritt eine Konfiguration auf ihren Zentrumsgehalt
reduziert [LIR00]. Wir werden sehen, daf} sich diese Vortizes deutlich von den
P-Vortizes unterscheiden. Wihrend die Durchstofpunkte der P-Vortizes in
maximaler Zentrumseichung im Kontinuumslimes eine physikalische Flachen-
dichte haben und die P-Vortizes (zumindest in dieser Eichung) fiir Confine-
ment relevant sind, tragen die eichinvariant definierten c- Vortizes® eine phy-
sikalische Wirkungsdichte. [LIR00]. Wir konnten in [L.S00b] die Relevanz der
c-Vortizes fiir das Glueballmassenspektrum der Yang-Mills-Theorie zeigen.

! Bei dieser Namensgebung steht ,,c* fiir cooling.
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6.1 Eichinvariante Vortexstruktur des Vakuums

Jede Linkvariable U, , € SU(2) kénnen wir in ein Zentrumselement
Zy = signtr (Uy ) € Zo (6.1)

und einen Anteil aus dem coset U, , € SU(2)/Zs zerlegen,

Ux,,u = Zx,,qu,,u . (62)

Das coset-Element U, , konnen wir wegen SU(2)/Zy ~ SO(3) durch adjun-
gierte Linkvariable

0P, = -2t (U} ,T°U,,T" € SO(3) (6.3)

darstellen.

Welches Zentrumselement (6.1) einem Link zugeordnet ist, kann sich unter
Eichtransformationen 2, (2.47) offenbar &ndern. In jeder Eichung ist eine
Aufspaltung (6.2) moglich, aber je nach Wahl der Eichung sind die Freiheits-
grade der Theorie anders auf Zentrum- und coset-Anteil der Links verteilt.
Wir haben schon in Abschnitt 2.5 gesehen, dafl nur bei sorgfaltiger Wahl der
Eichfixierung den Zentrumsvariablen Z, ,, eine physikalische Bedeutung zu-
kommt. In der maximalen Zentrumseichung (2.118) konnten nach Projektion
auf das Zentrum Vortizes mit einer physikalischen Flachendichte identifiziert
werden.

An Stelle einer solchen eichabhéngigen Extraktion des Zentrumsgehalts der
Theorie kénnen wir auch die Frage stellen, welche Rolle die (eichunabhéngi-
ge) blofle Existenz des Zentrums spielt. Wir wollen also untersuchen, ob und
wodurch sich eine in adjungierten Links O, , € SO(3) (6.3) formulierte Eich-
theorie von der iiblichen SU(2) Gittereichtheorie mit Links U, , € SU(2)
unterscheidet.

Geht man von einer Kontinuumseichtheorie mit glatten Feldern aus, erwartet
man naiv, daf bei Gitterabstand a — 0 alle Linkvariablen (Paralleltranspor-
ter) in der Nihe der 1 bzw. dazu eichéquivalenten Gruppenelementen sind. In
diesem Fall spielt es keine Rolle, ob bei Formulierung der Gittertheorie fun-
damentale Links U, , € SU(2) oder adjungierte Links O, , € SO(3) gew&hlt
werden. Der Zentrumsgehalt Z, , der SU(2)-Links kann unter dieser Vor-
aussetzung durch Eichtransformationen aus dem Zentrum der Eichgruppe
immer auf Z,, = 1 gebracht werden. Insbesondere wird es dann im Konti-
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nuumslimes nie Plaquetten mit Werten in der Ndhe von —1 und damit auch
keine diinnen Vortizes? geben.

Im wesentlichen kann man sich zwei Ansétze vorstellen, um einen eventuel-
len Unterschied der Kontinuumslimites von SU(2)- bzw. SO(3)-Gittereich-
theorien herauszuarbeiten. Einer davon ist ein direkter Vergleich der bei-
den Theorien in Bezug auf die Erwartungswerte, die fiir bestimmte Obser-
vablen gemessen werden. So wurde beispielsweise in [LR00] ein Unterschied
in der Stefan-Boltzmann-Konstante festgestellt. Der andere Ansatz ist, zu
versuchen, den SO(3)-Anteil der SU(2)-Wirkung auf eichinvariante Weise
zu eliminieren und die verbliebene Theorie auf diinne Vortizes und deren
Eigenschaften zu untersuchen. Diesen Ansatz wollen wir in diesem Kapitel
verfolgen.

6.1.1 Das Kiihlverfahren

Die Elimination der coset-Freiheitsgrade gelingt schrittweise durch das in
[LIR0O] vorgestellte eichinvariante Kiihlverfahren. Wir definieren eine (di-
mensionslose) coset-Wirkungsdichte pro Link als

1
Sagcl,u = Z <1 T3 tr adex,uV[OD ) (6.4)
£t
wobei O, _, = Of_f,’y. Dabei bezeichnet P, ,,[O] die Plaquette gebildet aus
den adjungierten Linkvariablen (6.3). Die coset-Wirkungsdichte 148t sich al-
ternativ auch mit Hilfe der fundamentalen Links U, ,, als

S (1 ~(u Pz,w[U])g) (65)

vEEEDR

schreiben. Die Kiihlung einer Konfiguration geschieht durch lokale Minimie-
rung von s%{u.?’ Ein Kiihlschritt ist definiert durch Ersetzen des Links U, ,
durch einen gekiihlten Link

1
U, =2 Y Bus (5 r (PW[U])> . (6.6)
£t
2 Diese sind zu unterscheiden von (ausgedehnten) Vortizes aus dem SO(3)-Anteil (nicht-
kontrahierbare Wilson-Loops), die nach geeigneter Zentrumseichung und -projektion
als (diinne) P-Vortizes in Erscheinung treten, vgl. Abschnitt 2.5.3.
3 In einem Standardkiihlverfahren, z.B. [GPPS99], wird die gesamte SU(2) Wirkung
minimiert. Zentrums- und coset-Elemente sind dann beide betroffen.
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Dabei beschreibt Uit
B:rﬂ?u = U:DT—l—ﬂ,z_/U:D-l—f/,pU:r,I? = Uw,u+ +Um+ﬂ,u (6.7)

die sechs Biigel, die an dem Link U, , befestigt sind und A sorgt fiir die
richtige Normierung U;”“U;L = 1. Der Kiihlschritt wird genau dann nicht
ausgefiihrt, wenn

1
L—Str (Ua,uUsl) < K'a*. (6.8)

Dabei legt die Wahl von « die Kiihlskala fest. Ein Kiihldurchgang beinhal-
tet eine aufeinanderfolgende Ersetzung (6.6) aller Linkvariablen des Gitters.
Nach mehreren solcher Durchgéinge ist die lokale Bedingung (6.8) iiberall
erfiillt. Weiteres Kiihlen &ndert die Linkvariablen nicht weiter. Das Kiihlver-
fahren stoppt sich also selber. Wegen A = 1/6 4+ O(a?) ist die Abbruchbedin-
gung (6.8) bis zu O(a®) gleichbedeutend mit der Bedingung

5%1’“ < 8k'a®. (6.9)

Durch Festlegen der Kiihlskala wird also bestimmt, wie hoch die coset-Wir-
kungsdichte lokal nach Kiihlung noch sein darf. Im Fall kK — 0 werden durch
den Kiihlvorgang die coset-Anteile der Eichfelder ganz aus den Gitterkonfi-
gurationen entfernt. Es bleiben nur Linkvariablen iibrig, die eichédquivalent
zu O, = 1 sind. Also gilt bei x = 0 nach Abschluf der Kiihlung

US = Zoy Qa2 (6.10)
Eichinvariante Gréflen, wie z.B. die Spur einer Plaquette, sind dann nur durch

den Zy-Anteil der Theorie bestimmt. Einzige Freiheitsgrade einer Zentrums-
theorie sind Vortizes, deren Durchstoipunkte durch Plaquetten durch

%tr (PlU°]) = —1 (6.11)

definiert sind. Spielen diese c-Vortexfreiheitsgrade der SO(3)-gekiihlten The-
orie im Kontinuumslimes a — 0 keine Rolle, gilt das auch fiir das Zentrum der
SU(2). Dann wéren die SU(2)- und SO(3)-Gitterformulierungen dquivalent.

6.1.2 Eigenschaften der c-Vortizes

In [LIR00] wurde die Dichte der Vortexdurchstofipunkte (6.11)

b= <1—%trP[U]> (6.12)
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der SO(3)-gekiihlten Theorie gemessen. Die Messungen zeigen, dafl p mit a*
skaliert. Im Gegensatz zu den P-Vortizes der maximalen Zentrumseichung,
bei denen p mit a? skaliert, 148t sich fiir die c-Vortizes also keine Interpreta-
tion als perkolierende Vortexflachen finden. Das Skalenverhalten zeigt viel-
mehr, daf} einzelne zu —1 eichdquivalente Links mit einer endlichen Konti-
nuumsdichte vorliegen. Solch ein einzelner isolierter Link erzeugt eine Spur
—1 fiir alle 2(D — 1) Plaquetten, die an ihm befestigt sind. Das entspricht
dem kleinsten {iberhaupt moglichen Vortex, der fiir a — 0 immer weiter
zusammenschrumpft.

Wenn auch keine perkolierenden Vortizes vorliegen, so kommt dem Zentrum
der SU(2) offenbar doch eine physikalische Bedeutung zu, denn die c-Vortizes
tragen eine physikalische Wirkungsdichte. Sie fithren daher zu einem Konden-
sat mit Massendimension vier, das zur Operatorproduktentwicklung beitrégt
[LIR00] und in Hochenergieexperimenten prinzipiell gemessen werden kann.

Weiterhin wurde in [LIR00] auch das Potential zwischen statischen Quarks
(vgl. Abschnitt 2.3.4) in der SO(3)-gekiihlten Theorie untersucht. Der Ab-
stand, bei dem das Potential in ein linear ansteigendes Verhalten iibergeht,
stellte sich dabei als von der Kiihlskala x abhingig heraus. Je kleiner der
Wert von k ist, je mehr also gekiihlt wird, desto grofler der Abstand, bei
dem Confinement einsetzt. Bei vollstandiger Kiihlung geht die Confinement-
Eigenschaft der ungekiihlten Theorie ganz verloren.

Um die Relevanz der c-Vortizes besser zu verstehen, haben wir uns in [LS00b]

mit einem anderen Typ von Observable auseinandergesetzt, den Massen der
0"* und 27* Gluebiille.

6.2 Glueballe

In einer reinen SU(N) Yang-Mills-Theorie miissen die einzigen moglichen ge-
bundenen Zusténde aus Gluonen zusammengesetzt sein. Wenn die Theorie,
wie erwartet, die Eigenschaft des Confinement besitzt, sind diese Zusténde
farblos. Sie werden als Gluebdlle bezeichnet. Ein eichinvarianter Zustand wird
aus dem Eichpotential durch ein pfadgeordnetes Produkt entlang eines (be-
liebigen) geschlossenen Weges gebildet. Entsprechend wé#hlt man fiir einen
Glueballoperator

O(t) = / B ¢, 1) f () | (6.13)

der sensitiv auf den gesuchten Glueballzustand sein soll, lokal eine geschlos-
sene Kombination ¢(x) von Linkvariablen U, ,. Die durch den gewihlten
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Weg gegebenen Quantenzahlen (JP¢, d.h Spin, Partitit und Ladungskonju-
gation) von ¢(x) miissen mit denen des betrachteten Glueballzustands |1))
iibereinstimmen,

(Vakuum|®|¢) # 0. (6.14)

Dabei ist die Funktion f(x) entscheidend dafiir, wie grofl der tatséchliche
Uberlapp von (Vakuum|® mit dem Glueballzustand ist. Existieren mehre-
re Zustinde mit den gleichen Quantenzahlen, mufl f(x) sorgfiltig gewéhlt
werden, um den Uberlapp mit den nicht erwiinschten Zustéinden zu mini-
mieren.* Fiir den so gewihlten Glueballoperator ®(¢) betrachtet man eine
Korrelationsfunktion

C(t) = (B(t)D(0)), (1) = d(t) — (). (6.15)

Die effektive Masse m, des Glueballs 1&8t sich dann aus dem exponentiellen
Abfall von C(t) bei grofien Werten von ¢ ablesen,

C(t) ~ exp(—mgt), t>m,". (6.16)

In [Tep87a] und [Tep87b] wurde von Teper eine sehr erfolgreiche Klasse
von Glueballoperatoren vorgeschlagen. Dazu werden zusammengesetzte (,,ge-
blockte“) Linkvariable

U =N <U(”_1)U(”-_1) + Y v iy U("‘”Ug‘k‘”) (6.17)

0 T+i,0 T, x+fc+i,i m+ic,i
k#£+i

definiert. Die Summe lduft {iber positive und negative Raumrichtungen mit
U,_; = Ul ... Der Normierungsfaktor A stellt sicher, daB Ui(;f,)Ui(Z,T = 1.

Die zusammengesetzten Linkvariablen Uéﬁ-) konnen als Links eines groberen
Gitters der Grofle (N,/2™)3 x N, betrachtet werden. Dabei beschreibt n den
blocking level, also wie oft die Vorschrift (6.17) iterativ angewandt wurde.
Elementare Links haben n = 0. In Abbildung 6.1 ist die Definition der ge-
blockten Links fiir zwei rdumliche Dimensionen graphisch dargestellt.

Die Glueballoperatoren fiir die tiefstliegenden Zustinde 07* und 27+ wer-
den dann mit Hilfe von Plaquetten Pé% aus zusammengesetzten Links (6.17)
definiert, wobei sich die Spinquantenzahlen aus den Darstellungen der hyper-
kubischen Gruppe bestimmen,

() = w ) (PR (x,t) + B (@ t) + Pl (x,1)) , (6.18)

(1) = Y (PP (1) - Py (1)) . (6.19)

4 So trigt z.B. der Glueballzustand 07 * die gleichen Quantenzahlen wie das Vakuum.
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(n—1) (n—1)
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-d/2 —d=a-2"—

blocking level n — 1 blocking level n

Abb. 6.1: Zweidimensionales Beispiel fiir den Ubergang von einem (n—1)-fach
geblockten Gitter zu einem n-fach geblockten Gitter.

In unserer Arbeit [LS00b] haben wir fiir alle Rechnungen einen blocking level
n = 2 verwendet. Die Simulationen fanden auf einem Ny = 8 N, = 16 Git-
ter statt. Es wurde der in Abschnitt 2.3.2 vorgestellte heatbath-Algorithmus
benutzt, um eine Gewichtung mit der Wilson-Wirkung (2.52) zu erreichen.
Bei den betrachteten Werten von 3 bis zu 2.5 macht sich die endliche Git-
terausdehnung natiirlich bemerkbar. Da es uns aber nicht um Hochprézisi-
onsmessung der Glueballmassen ging, sondern vielmehr um einen Vergleich
zwischen der vollen Theorie und der SO(3)-gekiihlten, ist dies fiir unsere
Zwecke nicht wesentlich. Nach Anfangsthermalisierung wurde in 15000 Mes-
sungen, getrennt durch jeweils 10 sweeps zur Reduzierung von Autokorrela-
tionen, eine Abschétzung fiir C(t) gewonnen. Die Mewerte bei t = a, ..., 4a
zeigen deutlich den exponentiellen Abfall (6.16). Um ¢ in physikalischen Ein-
heiten darzustellen, benutzen wir die S-Abhéngigkeit des Gitterabstandes a
(vgl. Abschnitt 2.3.3)

oa*(3) = 0.12exp (-61—7;2(5 - 2.3)) (6.20)

mit einer string tension von o = (440 MeV)? als Referenzskala.

Als Erwartungswert eines zusammengesetzten Feldes hat C'(0) zusétzliche
Divergenzen, selbst wenn C(¢ # 0) auf endliche Werte renormiert wurde
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Abb. 6.2: Renormierte Korrelationsfunktion Cr(t) fiir Glueballoperatoren
des 07" (6.18) bzw. 271 (6.19) Glueballzustands. Gemessen mit
vollen (ungekiihlten) SU(2)-Konfigurationen auf einem 8% x 16 Git-
ter.

[CDJ77]. Daher ist es nicht sinnvoll C'(0) auf 1 zu normieren. Stattdessen
fordern wir

Cr(t) = ZiC(t), Cr(ty) =1 (6.21)

an einem Renormierungspunkt to. Wir haben ¢y, = 0.2 fm gewéhlt, dabei
wurde C(ty) aus einer Interpolation der gemessenen C(t) bestimmt. Das re-
normierte Resultat Cg(t) ist in Abbildung 6.2 fiir 5 = 2.3,2.4, 2.5 dargestellt.
Wie erwartet zeigt Cg(0) eine deutliche 3-Abhéngigkeit aufgrund der zusétz-
lichen Divergenzen als zusammengesetzer Operator. Die Exponentialfits fiir
die verschiedenen (-Werte stimmen in guter Naherung {iberein. Wir erhalten
aus Mittelung iiber die drei Fits eine renormierungsgruppeninvariante Masse

mo++ =~ (1.67 £0.11) GeV  bzw. ma++ =~ (2.30 £0.08) GeV.  (6.22)

Die Fehler in (6.22) beinhalten sowohl statistische als auch systematische
Fehler durch die Extrapolation zum Kontinuumslimes. Die Massen (6.22)
sind konsistent mit den Daten aus [SF99] (Gluebélle in maximal abelscher
Eichung) und [Tep87a],[Tep87b]. Resultate fiir die Eichgruppe SU(3) findet
man in [MT89].

6.2.1 Gluebdlle nach SO(3)-Kiihlung

Wenden wir uns nun den 07" und 27" Glueballmassen in der geméafl (6.6)
und (6.8) SO(3)-gekiihlten Theorie zu. Wir wéhlen Kiihlskalen k = /o =
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440 MeV bzw. k = 4/0/2 ~ 311 MeV. Die (dimensionsbehaftete) loka-

le coset-Wirkungsdichte (vgl. (6.9)) ist dann kleiner als 8x* =~ 0.3 GeV*
bzw. 0.075 GeV*. Bei diesen Werten von & ist die SU(2)-Wirkungsdichte
groftenteils schon um die zweidimensionalen c-Vortexflichen konzentriert
[LIR00]. Als Abschétzung fiir die Ausdehnung eines Glueballs kénnen wir
die Korrelationslénge von Cg(t), also die inverse Masse mg ! verwenden. So
konnen wir z.B. das Volumen des 07" Glueballs grob auf die GréBenordnung
(1.5 GeV)™ =~ 0.3 GeV™? abschiitzen. Die nach dem Kiihlen verbliebene
coset-Wirkungsdichte entspriache dann nur einer Masse von etwa 0.09 GeV
bzw. 0.02 GeV. Um fiir die Glueballmassen Werte von der Gréflenordnung
1.5 GeV zu bekommen, wird auf jeden Fall die hohe SU(2)-Wirkungsdichte
der c-Vortexkonfigurationen benétigt. Spielt jedoch das Zentrum der SU(2),
das diese von einer SO(3)-Theorie unterscheidet, keine Rolle, erwartet man
nach dieser Abschétzung keine gute Reproduktion der Glueballmassen der
ungekiihlten Theorie.

Mit 5000 Messungen haben wir analog zum ungekiihlten Fall die renormier-
te Korrelationsfunktion Cg(t) bestimmt. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.3
dargestellt. Wieder sind die Werte aus den Simulationen mit verschiedenen
[ mit einem einzigen exponentiellen Abfall (6.16) konsistent. Das zeigt, dafl
das richtige Skalenverhalten im Kontinuumslimes vorliegt. Die durchgezogene
Linie zeigt den Fit an die Daten der vollen ungekiihlten Theorie bei § = 2.4
(vgl. Abb. 6.2). Die Massen fiir die 07" und 2** Gluebélle nach SO(3)-
Kiihlung stimmen mit denen in der ungekiihlten Theorie im Rahmen der
numerischen Genauigkeit iiberein. Allgemein findet man, dal die Mef3werte
nicht von der Wahl der Kiihlskala abhéngen. Diese Ergebnisse unterstiitzen
die Vorstellung, daf3 der coset-Anteil der Eichfelder nur einen kleinen Einflufl
auf die 07" und 2% Glueballmassen hat.

Ein Vergleich der Werte von Cg(0) in Abb. 6.2 und Abb. 6.3 zeigt, daf diese
durch den Kiihlprozef stark beeinflufit werden. Das ist zu erwarten, da durch
die SO(3)-Kiihlung die UV-Divergenzen des zusammengesetzten Operators
abgemildert werden. Denn die Divergenzen resultieren teilweise aus coset-
Feldern mit hoher coset-Wirkungsdichte.

Eine weitere Beobachtung ist, daf der statistische Fehler in beiden Abbildun-
gen gleich grof} ist, obwohl fiir die ungekiihlten Konfigurationen dreimal so-
viele Messungen vorgenommen wurden. Grund dafiir ist der bessere Uberlapp
(6.14) der Glueballoperatoren ® mit den tatsichlichen Glueballzusténden [1))
in den gekiihlten Konfigurationen. Um eine Abschiitzung fiir den Uberlapp
zu erhalten, kann das Verhiltnis C(2a)/C(0) betrachtet werden [Tep87a].
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Abb. 6.3: Renormierte Korrelationsfunktion CRr(t) fiir Glueballoperatoren
des 07" (6.18) bzw. 271 (6.19) Glueballzustands. Gemessen mit
SO(3)-gekiihlten SU(2)-Konfigurationen auf einem 8% x 16 Gitter
(Kihlskala k).

Wir finden bei 3 = 2.4 und k2 = o

C(2a) C(2a)
~ 4.6 (6.23)
C(O) vortex C(O) voll
fiir den 0™ Glueball und ebenso fiir den 27 Glueball
C(2a) C(2a)
~ 13.9 (6.24)
C(O) vortex C(O) voll

Fiir beide Gluebille ist der Uberlapp in der SO(3)-gekiihlten Theorie deutlich
grofer.

6.3 Zusammenfassung und Ausblick

Durch Wegkiihlen des SO(3)-Anteils der Linkkonfigurationen einer SU(2)
Gittereichtheorie erhélt man eine eichinvariante Struktur diinner Vortizes,
die auf dem Zentrum der SU(2) beruht. Diese c-Vortizes spielen keine Rolle
fiir Confinement. Sie reproduzieren nicht die string tension der vollen Theorie,
sondern fithren zu einer verschwindenden string tension [LIR00]. Trotzdem
kommt den c-Vortizes physikalische Bedeutung zu, da sie eine physikalische
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Wirkungsdichte tragen. Diese gibt einen Beitrag zur Operatorprodukentwick-
lung in Form eines Kondensats mit Massendimension vier [LIR00].

Eine Untersuchung der 07* und 27+ Glueballmassen [LSO0b] in der vol-
len und der SO(3)-gekiihlten Theorie zeigt, dafl die Massen der Gluebidlle
durch die nach Kiihlung verbliebenen c-Vortexkonfigurationen gut reprodu-
ziert werden.

Diese Ergebnisse bilden einen weiteren Baustein zur Beantwortung der Frage
nach dem Unterschied des Kontinuumslimes einer SU(2) bzw. SO(3) Gitte-
reichtheorie.
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Kapitel 7

Eine neue Alternative: Die m-Eichung

In Abschnitt 2.4 haben wir als Modell fiir die Realisierung von Confinement
den dualen Supraleiter kennengelernt. In diesem Bild kondensieren magneti-
sche Monopole, die beziiglich einer U(1)-Untergruppe der SU(2)-Eichgruppe
definiert sind, und verhindern iiber einen dualen Meifiner-Effekt das Propa-
gieren der entsprechenden farbelektrischen Freiheitsgrade. Gitterrechnungen
legen nahe, dafl dieses Bild in abelschen Eichungen realisiert ist. Es bleibt
jedoch ein Schonheitsfehler: Es existieren Zusténde, die beziiglich der U(1)-
Untergruppe neutral sind, aber trotzdem eine SU(2)-Farbladung tragen. Die-
se unterliegen im naiven dualen Supraleiter nicht dem Confinement. Um das
Fehlen solcher farbigen Zustdnde im Teilchenspektrum zu erkldren, mufl das
Bild des abelschen dualen Supraleiters erweitert werden.

Eine mogliche Vorstellung ist, dafl in der vollen Theorie magnetische Mono-
pole beziiglich jeder moglichen U(1)-Untergruppe existieren. Kondensation
aller dieser Monopole sorgt dann fiir Confinement aller farbigen Zusténde.
Die spezielle Wahl der abelschen Eichung und der dazugehoérigen Projek-
tion sorgt dafiir, dal sich eine Monopolsorte manifestiert. An Stelle dieser
Vorstellung von ,,versteckten“ Monopolfreiheitsgraden kann man aber auch
versuchen, eine nichtabelsche Version des dualen Supraleiters zu formulieren.
Das war unsere Motivation, eine Verallgemeinerung der maximal abelschen
Eichung zu betrachten [LS00a]. Die resultierende Eichung ist keine abelsche
Eichung mehr, steht aber noch in engem Bezug zu diesen. Eine kontinuierli-
che Interpolation zur maximal abelschen Eichung ist mdoglich.

7.1 Definition der Eichung

Ziel der maximal abelschen Eichung (vgl. Abschnitt 2.4.3) ist es, das Eichpo-
tential A,(x) an jedem Ort z und fiir jede Richtung p durch eine Eichtrans-
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formation Q(z) so ,abelsch wie méglich“ zu machen. Wenn wir im Fall der
Eichgruppe SU(2) die Einbettung der abelschen Untergruppe durch einen fe-
sten Farbvektor m = m®T® mit |m|*> = m*m® = 1 charakterisieren, erhalten
wir als Eichbedingung

Suac[A] = — / d'z tr (AL(2)AL(2), Swac[AY L min,  (7.1)

wobel

Ay (@) = —[m, [m, A(x)] (7.2)

den Anteil des Eichpotentials senkrecht zu m bezeichnet und pus eine Mas-
senskala ist. Tatséchlich werden abelsche Eichtransformationen (~ m) durch
diese Bedingung nicht fixiert.

Wir verallgemeinern nun diese Eichfixierung, indem wir eine Ortsabhingig-
keit des Vektors m zulassen, die nicht von aufien vorgegeben wird: m — m(z).
Die Minimierung in (7.1) soll dann nicht nur beziiglich der Eichtransforma-
tion Q(x) stattfinden, sondern auch beziiglich der Wahl eines Vektors m(x)
an jedem Raum-Zeit-Punkt,

Sma[A,m] = —,ug/ d*z tr (A7 (2) A (2)),  SmclA”,m] 7 i (7.3)

Wie durch 1, angedeutet, mufl in (7.2) jetzt die Raum-Zeit-Abhéngigkeit
von m(x) beriicksichtigt werden. Der durch diese Eichbedingung fixierten
Eichung geben wir den Namen m-Eichung. Da die Einbettung der U(1) in
die SU(2) jetzt abhingig vom Raum-Zeit-Punkt x ist, bleibt keine abelsche
Resteichfreiheit wie in der maximal abelschen Eichung.! Die m-Eichung ist
daher keine abelsche Eichung.

7.1.1 Untersuchung der Eichfixierung

Der Vektor? m(z) entspricht nicht einem von auflen zusétzlich eingefiihrten
Freiheitsgrad. Fiir eine feste Konfiguration A, (z) wird durch Minimierung
von SpualA,m] > 0 beziiglich m eine funktionale Abhéngigkeit m[A] impli-
ziert. Dazu schreiben wir

Swald,m] = 2 [ dta tr (m(@)[Au(e), [Au(e), m(@)]) . (74)

! Unter einer Eichtransformation g(z) = exp(—a(x)m(z)), wie man sie in Analogie zur
abelschen Resteichfreiheit der maximal abelschen Eichung ansetzen kénnte, bleibt das
eichfixierende Funktional (7.3) nicht invariant.

2 Genaugenommen ist das Vorzeichen von m an jedem Raum-Zeit-Punkt durch die
Eichbedingung (7.3) nicht festgelegt. Daher ist m(z) € RP, eher als Richtungsfeld
aufzufassen.
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Dieser Ausdruck wird minimal beziiglich m, wenn m die Eigenwertgleichung
A (), [Au(2), m(@)]) = Aa)m(x) (7.5)

erfiillt. Dabei muf3
AMz) = —2tr (Atz (z)Ai‘m (x)) >0 (7.6)

der kleinste der drei Eigenwerte sein. Ist m[A] auf diese Weise als Eigenvektor
von (7.5) zum kleinsten Eigenwert Ay, bestimmt, 148t sich die Eichbedingung
schreiben als

2
Sma A%, m[AY]] = %/ d*z A\nin 2, min. (7.7)

Die zwei kiinstlich eingefiihrten Freiheitsgrade des Einheitsvektors m(x) sind
jetzt wieder fixiert. Im Prinzip kann die Eichbedingung nun ohne m(x) for-
muliert werden. Fiir eine allgemeine Konfiguration A, (z) wird man allerdings
keinen expliziten Ausdruck fiir die funktionale Abhéngigkeit m[A] angeben
konnen. Trotzdem konnen wir mit den Mitteln der Stérungstheorie den Ein-
fluB infinitesimaler Eichtransformationen = exp(—§) = 1—60+ 36>+ O(6°)
auf die Eigenvektoren und Eigenwerte von (7.5) untersuchen.

Fiir den Operator
H=—[A2 A2, ) = HO + AW + H® + 0(6%) (7.8)

finden wir durch Einsetzen von

AX(w) = A(r) + [Du(A()), 0)] + 3 [[DU(A)), 6(a)). 6(2)] + O@) (79)
fiir die jeweilige Ordnung in 6

HO = —[A“, [Am H ) (7'10)

AO = (1D, 0) (A ] = [y, [1D,6], ] (111)

H® = —(D,,0)(D,0],") (7.12)

108001, (A, = 54 (D660 (713

Die ungestorten Eigenwerte /\2(0) und Eigenvektoren m; sind definiert durch

HOm; =29, i=1,2,3, AP>2A0 >0 >0, (7.14)
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Fiir die Eigenwertkorrektur in erster Ordnung Stérungstheorie findet man
(siehe z.B. [Sak94])

MY = —2tr (m Hm,) = 4t ([D,,, A)9) — 49, tr (A7) (7.15)

Dabei definieren wir

Al = —[mi, [my, A (7.16)
Insbesondere ist daher Aff der Anteil des Eichpotentials senkrecht zu m;,
vgl. (7.2). Erfiillt die ungestorte Konfiguration A,(x) die m-Eichbedingung,
mufl wegen (7.7) das Integral iiber die Korrektur zum kleinsten Eigenwert in
erster Ordnung fiir beliebiges 6(x) verschwinden,

/ diz ) =0, (7.17)

Dadurch ist sichergestellt, daf S,,c[A4, m[A]] extremal ist.

Die totale Ableitung in (7.15) trdgt nicht zum Integral bei und wir erhalten
als Eichfixierungsgleichung

[Du(A(z)), A% (2)] = 0. (7.18)

Dabei ist zu beachten, daf} in dieser Bedingung implizit auch die Forderung
enthalten ist, da ms[A] Eigenvektor von H® zum kleinsten Eigenwert ist.

In der maximal abelschen Eichung, bei der z.B. m = T? fest vorgegeben ist,
entspricht (7.18) zwei Bedingungen [D,,, A] = 0 mit Al™ = A%T? & =
1,2. Eine U(1)-Untergruppe bleibt unfixiert. In der m-FEichung variiert die
Einbettung der U(1) entsprechend der Richtung von m abhingig vom Raum-
Zeit-Punkt. Dabei wird die Abhéingigkeit m(z) durch die Feldkonfiguration
A, () bestimmt. Wegen dieser zusétzlichen impliziten Abhéngigkeit m[A]
wird (7.18) im allgemeinen drei unabhingige Bedingungen darstellen.? Die
Eichfreiheit ist daher vollstéindig fixiert.*

7.2 Gitterresultate

Um die Eigenschaften der m-Eichung und insbesondere des Vektorfeldes m(x)
weiter zu untersuchen, betrachten wir die entsprechende Eichfixierung auf

3 Insbesondere 148t eine Eichtransformation g(z) = exp(—a(z)m(z)), wie man sie
in Analogie zur abelschen Resteichfreiheit der maximal abelschen Eichung ansetzen
konnte, das Eichfixierungsfunktional (7.3) nicht invariant.

4Um das zu iiberpriifen, kann aus der Eigenwertkorrektur zum kleinsten Eigen-

wert in zweiter Ordnung Stérungstheorie die Faddeev-Popov-Matrix M®(x,y) =
6SmalAY]

507 (2)007 () | bestimmt werden.
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dem Gitter. Fiir die folgenden Gittermessungen mit der Wilson-Wirkung
(2.52) wurde ein Gitter mit 12* Gitterpunkten verwendet. Das scaling win-
dow (vgl. Abschnitt 2.3.3) liegt bei § € [2.1,2.5]. Um das Gitter zu ther-
malisieren, also eine Verteilung der Links gem&fl der Wirkung zu erreichen,
wurden 200 heatbath Schritte (vgl. Abschnitt 2.3.2) vor Start der Messungen
durchgefiihrt.

Die Eichbedingung fiir die m-Eichung 148t sich auf einem Gitter mit nj
Linkvariablen U, , als direkte Verallgemeinerung der Gitterdefinition (2.105)
der maximal abelschen Eichung formulieren [LS00a],

2 m
SmclU] = == tr (UpomaUl my),  Sma[U) 25 max.  (7.19)

NL 2

Wieder erfolgt die Maximierung sowohl beziiglich der Wahl der Eichtransfor-
mation €2, an jedem Gitterpunkt z,

Uy = QoinUs u S0 (7.20)
als auch beziiglich der Wahl eines Einheitsvektors m, an jedem Gitterpunkt,
me = meT*,  |mg|*> =mim? =1. (7.21)

Die Eichbedingung (7.19) 148t Eichtransformationen aus dem Zentrum Zs =
{£1} der Eichgruppe SU(2) unfixiert. Auch der Einheitsvektor m, ist (wie
im Kontinuum) nur bis auf Multiplikation mit —1 bestimmt, ist also ein
Element von RP, ~ Sy /7.

Nun fiihren wir fiir die Linkvariablen eine Zerlegung
Upp =), 1+Ul +U;, (7.22)

ein, wobei sich parallel und senkrecht auf den Vektor m, am Gitterpunkt x
beziehen, also

UJU’“ = —2my tr (U, ,my) , Uwf” = —[my, [my, Uy ] - (7.23)

Dann 148t sich (7.19) umschreiben in

SmalU) = 1= — 3" tr (US)1UZL,). (7.24)

L 2

Der zu m, senkrechte Anteil jedes Links U, , soll also minimal werden. Ana-
log zur Projektion auf die unfixierte U(1) in abelschen Eichungen fiithren wir
auch in der m-Eichung eine Projektion ein. Diese projiziert die geméfl (7.19)
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eichfixierten Links U, , auf die Richtung des Vektors m,, setzt also Uj’u auf

Null. Fiir den projizierten Link (A]gw finden wir
Upp = N2, 1+U), (7.25)

wobei der Normierungsfaktor aus (A]:I uUanN = 1 bestimmt wird. Wegen (7.24)
ist der von S,,¢[U] erreichte maximale Wert Sm&[U] dabei ein Maf fiir den
Fehler, der durch die Projektion einer Linkkonfiguration entsteht. Im Fall

maX[U] = 1 wiire fiir alle Links U, = 0 und daher U,, = U,,. Die Pro-
jektion wére exakt. Im anderen Extremfall, Sm&[U] — —1, wére Uﬂ# =0
und Uwfu ~ U,,,. Bei Projektion ginge die gesamte Information {iber den ur-
spriinglichen Link verloren. Durch die im Vergleich zur maximal abelschen
Eichung neu hinzukommende Freiheit, m, an jedem Punkt x so zu wéahlen,
daf} die vernachléssigten Uiﬂ moglichst klein sind, wird der Fehler, den die
Projektion fiir eine generische Observable bewirkt, wesentlich kleiner sein.
Im allgemeinen kann ein Fehler jedoch nicht vollig vermieden werden, da
zu jedem Gitterpunkt und damit zu jedem m, vier Linkvariablen mit i.a.
verschiedenen Farbraumrichtungen gehoren.

Der geringere Fehler wird erreicht durch eine hohere Zahl von Freiheitsgra-
den. Bei abelscher Projektion wird die Konfiguration von 12 = 4ygents -
3SU(2) = Yinv + eich Freiheitsgraden auf 4 = A1 orentz 1U(l) = 3inv + leicn
Freiheitsgrade pro Gitterpunkt reduziert. In der m-Eichung haben wir nach
Projektion auf die jeweilige Richtung des m-Vektors 6 = 4prentz - 1y + 2m
Freiheitsgrade pro Gitterpunkt. Vier beschreiben die projizierten Links und
zwei die Richtung des m-Vektors.

In der Gitterversion der m-Eichung 148t sich numerisch untersuchen, ob die-
se sechs Freiheitsgrade noch eine (kontinuierliche) Resteichfreiheit enthalten.
Zu diesem Zweck fixiert man fiir eine Konfiguration die m-Eichung, bestimmt
also m, und €),, und fithrt anschliefend an allen Linkvariablen zuféllige
Eichtransformationen g, = exp(—#6,) ~ 1 — 6, mit 6, < 1 durch. Erneu-
tes Fixieren der m-Eichung liefert wieder das urspriingliche Resultat fiir m,
und €, [LS00a]. Das zeigt, dafl das (lokale®) Maximum von S,,g (7.19) stabil
gegen kleine Eichtransformationen ist. Es gibt fiir generische Linkkonfigura-
tionen keine flachen Richtungen im Konfigurationsraum von m(z), Q(z), d.h.
keine (kontinuierliche) Resteichfreiheit.

5 Wie bei allen Variationseichungen erwartet man auch in der m-Eichung ein praktisches
Gribov-Problem: Der Algorithmus zur Maximierung von (7.19) findet eventuell nur
ein lokales Maximum.
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3 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5
wlm—proj] | 0.932(6) | 0.934(4) | 0.936(3) | 0.938(3) | 0.940(0)
w[ab. proj] | 0.67(0) | 0.68(4) | 0.70(2) | 0.72(1) | 0.73(8)

Tab. 7.1: Die Qualitat der Projektion w als Funktion von § fiir m-Projektion
und abelsche Projektion (maximal abelsche Eichung).

7.2.1 Qualitat der Projektion

Um die Qualitét der Projektion (7.25), bzw. den Fehler der durch die Pro-
jektion fiir eine generische Observable entsteht, quantitativ zu untersuchen,
definieren wir die Grofle

w = (Spg U, (7.26)

wobei (-)y fiir eine Monte-Carlo-Mittelung iiber alle Linkkonfigurationen
steht. Einer exakten Projektion entspricht w = 1, mit sinkendem w sinkt die
Qualitat.

In Tabelle 7.1 sind die Ergebnisse von w-Messungen fiir verschiedenen Werte
des Kopplungsparameters 3 dargestellt. Dabei haben wir die abelsche Pro-
jektion nach Fixierung der maximal abelschen Eichung den Werten der m-
Projektion gegeniibergestellt.

Wie erwartet ist die Qualitéit in der m-Projektion deutlich hoher als bei abel-
scher Projektion nach maximal abelscher Eichung. Nur ca. 3% der in den
Linkvariablen enthaltenen Information geht durch Projektion verloren® im
Gegensatz zu ca. 15% im Fall der abelschen Projektion nach maximal abel-
scher Eichung. Welche Rolle w in einer konkreten Messung spielt, hdngt von
der betrachteten Observable und der Energieskala ab. Nicht jede Observable
wird von allen physikalischen Freiheitsgraden gleichermafien abhéngen. Sind
die nach Projektion verbliebenen Freiheitsgrade genau die fiir diese Obser-
vable relevanten, kann auch bei kleinem w der Wert der Observable mit der
vollen Theorie iibereinstimmen. Das ist die Motivation fiir Projektionsver-
fahren. Man versucht, eine einfachere, reduzierte Theorie zu erhalten, die die
volle Theorie in dem interessierenden Bereich gut beschreibt. Erinnern wir
uns an die Abschnitte 2.4 und 2.5: Dort war die Idee das Infrarotverhalten,
insbesondere das Phénomen des Confinement, der vollen SU(2) Eichtheo-
rie durch effektive abelsche bzw. Zentrumseichtheorien zu beschreiben. Auf
der anderen Seite setzt der Wert von w eine obere Grenze fiir die méglichen
Abweichungen der projizierten Theorie von der vollen Theorie.

6 Beachte w € [—1,1].
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7.2.2 Creutz ratios

Durch die zusétzlichen Freiheitsgrade in der m-projizierten Theorie haben
wir eine sehr hohe Qualitdt der Projektion erreicht. Wie in der maximal
abelschen Eichung und anschlieSender abelscher Projektion sollte also auch
hier das Infrarotverhalten des Potentials zwischen statischen Quarks gut be-
schrieben werden. Aufgrund des sehr hohen w kann man sogar erwarten,
dafl die m-Projektion auch in anderen Bereichen und fiir andere Observable
die Ergebnisse der vollen Theorie gut reproduziert. Andererseits wird durch
die zusétzlichen Freiheitsgrade dann moglicherweise weniger klar erkennbar,
welche der Freiheitsgrade speziell fiir Confinement verantwortlich sind.

Um das Potential zwischen statischen Quarks in der effektiven m-projizierten
Theorie zu messen, haben wir, wie in Abschnitt 2.3.4 beschrieben, die Creutz
ratios x(k, k) (2.82) fiir Kopplungsparameter [ innerhalb des scaling win-
dows bestimmt. Mit dem Ansatz W(j, k) = exp(—kV (5)) (vgl. (2.80)) folgt
X(k, k) = V(k) — V(k — 1). Setzt man fiir das Potential eine Kombination
aus Coulombpotential und linearem Potential V (r) = or — /7 an, bedeutet

das

~ ! 2 Y 2
X(k, k) =V'(r)a* = (O’ + r2(ka(ﬁ))> -a*(B), r(ka)=+/k(k—1)a.
(7.27)

Das Verhalten a(f) haben wir in Abschnitt 2.3.3 hergeleitet. In Abbildung
7.1 ist die Ableitung des Potentials in Einheiten der string tension der vollen
SU(2) Eichtheorie dargestellt. Die aus den Creutz ratios der m-projizierten
Konfigurationen bestimmten Mefiwerte stimmen sehr gut mit dem Ansatz
(7.27) tiberein, wobei die Parameter o,7 aus einem Fit an die volle SU(2)
Gittertheorie gewonnen wurden. Im Vergleich dazu sind auch die Me3wer-
te der nach Fixierung der maximal abelschen Eichung abelsch projizierten
Konfigurationen dargestellt. Wie schon in Abschnitt 2.4.4 festgestellt wurde,
reproduzieren sie die string tension der vollen Theorie sehr gut: fiir grofle
r liegen die Werte auf dem SU(2)-Fit. Die m-Projektion liefert zusitzlich
auch eine gute Nédherung fiir den Coulombanteil des Potentials fiir kleine
Absténde.

7.2.3 Korrelationen zwischen m-Vektoren

Fiir eine feste Linkkonfiguration {U} wird der Vektor m, am Gitterpunkt z,
der S,,¢[U] minimiert, lokal aus den vier Links U, , bestimmt. Da sich diese
Links unter Eichtransformationen 2 geméaf} (2.47) transformieren, wird durch
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volle SU(2) (Fit)
<= O m-Projektion
6 L vV max. ab. Projektion

Creutz ratio/o
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Abb. 7.1: Mefidaten fiir die Creutz ratios in Einheiten der SU(2) string ten-
sion fiir m-Projektion und abelsche Projektion nach maximal abel-
scher Eichung (12% Gitter, 3 = 2.1...2.5). Als durchgezogenen
Linie ist ein Fit von (7.27) an die Daten der vollen SU(2) Git-
tertheorie eingezeichnet.

die Minimierung von S,,g[U] beziiglich m und Q jedoch eine Korrelation
zwischen m-Vektoren an verschiedenen Gitterpunkten induziert. Um diese
Korrelationen zu untersuchen, haben wir das Skalarprodukt

n(my, my) = |mims| (7.28)

zwischen zwei benachbarten m-Vektoren numerisch untersucht. Die Betrag-
striche wurden eingefiihrt, da aufgrund der Invarianz von S, unter m —
—m nur der spitze Winkel zwischen den Vektoren Bedeutung hat. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung dP/ dn, ein bestimmtes Skalarprodukt 7 zu finden,
ist in Abbildung 7.2a dargestellt. Eine zufillige Verteilung von Vektoren
wiirde konstant dP/dn = 1 ergeben, alle Skalarprodukte wéren gleich wahr-
scheinlich. Im Gegensatz dazu sehen wir fiir die m-Vektoren ein Maximum
der Verteilung bei n = 1, also bei parallelen Vektoren. Es sind also Korrela-
tionen zwischen den m-Vektoren vorhanden, sie streben danach, sich parallel
auszurichten. Diese Korrelationen werden immer stérker fiir wachsendes (3, je
naher man also dem Kontinuumslimes a — 0 ist. Das ist zu erwarten, wenn
die m-Vektoren im Kontinuumslimes in ein glattes Vektorfeld {ibergehen sol-
len.

Fiir eine quantitative Interpretation der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiithren
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Abb. 7.2: (a) Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Skalarprodukt n (7.28)
zwischen zwei benachbarten Farbvektoren m bei verschiendenen
Werten von . (b) Die Funktion f(n) aus der Parameterisierung
(7.29) héngt nicht von [ ab.

wir die Parameterisierung

dpP

d—ﬁ:uc-exp(—@)f(n), O/fw)dn:o, f=1  (7.29)

ein. Dabei ist L die physikalische Korrelationslénge, die durch die Reichweite
der Korrelationen bestimmt ist. Die Funktion f(n) ist ein Formfaktor, und
c ist ein Maf fiir die Stédrke der Korrelationen. Entscheidend fiir diese In-
terpretation ist, dafl die Konstanten L und ¢ und auch die Funktion f(n)
innerhalb des scaling windows wunabhdngig von (3 sind. In Abbildung 7.2b
ist die Funktion f(n) fiir verschiedene Werte von (3 aufgetragen, alle Kurven
liegen aufeinander. Der Vergleich von a(3)/L mit dem aus Renormierungs-
gruppenbetrachtungen bekannten Verhalten (vgl. Abschnitt 2.3.3)

a(f) =~ 0.16fm - exp (—3—7T25> (7.30)

(Referenzskala o = (440MeV)?) ergibt (vgl. Abbildung 7.3)
L=012)fm, c=0.50(6). (7.31)

Diese Unabhéngigkeit von 3 bedeutet, dafl in den Korrelationen zwischen
den m-Vektoren physikalische Information steckt, die im Kontinuumslimes
iiberlebt.
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BN L=0.12 fm

a(p)/L

Abb. 7.3: Die Korrelationsldnge L in Einheiten des Gitterabstands a(/3). Die
gestrichelte Linie stellt die Abhéngigkeit a(3) (7.30) dar, die aus
Renormierungsgruppenbetrachtungen folgt. Offenbar ist L selbst
von (3 unabhéngig.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei 3 — oo sagt etwas dariiber aus, wie
sich die m-Vektoren im Kontinuumslimes anordnen. Man konnte sich vor-
stellen, dal die Vektoren aufgrund der Korrelationen Doménen, analog zu
den Weilschen Bezirken im Ferromagnetismus, bilden. In diesem Fall bilden
die Grenzen der Doménen, die einzigen Stellen, an denen 7 deutlich von 1
verschieden sein kann, eine Menge vom Mafl Null. Man wiirde erwarten, dafl
die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei n = 1 divergiert. Das ist offenbar nicht
der Fall. Welche Strukturen das m-Feld tatséchlich bildet, wird im folgenden
Abschnitt untersucht.

7.2.4 Interpolierende Eichungen

Die m-FEichung ist eine Verallgemeinerung der maximal abelschen Eichung.
Der Feldkonfiguration wird erlaubt an jedem Gitterpunkt selbst iiber die
Farbraumrichtung zu entscheiden, in der sie maximal sein will. Durch Ein-

fithrung eines parameterabhéngigen Zusatzterms im Eichfixierungsfunktional
(7.19),

4
malU] = SmalU] + k- — S (tr(memeip))®, K20, (7.32)
L zp

kann diese Freiheit durch steigendes x kontinuierlich eingeschrankt werden.
Fiir kK — oo sind die m, an allen Gitterpunkten parallel. Wir sind wieder bei
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Abb. 7.4: (a) Qualitdt der Projektion w (7.26) und Stérke der Wechselwir-
kung p (7.33) in Abhéngigkeit des Interpolationsparameters s bei
3 = 2.4. (b) Bruchteil von benachbarten Vektorpaaren, die ein Ska-
larprodukt n (7.28) grofer als 0.95 bzw. 0.99 besitzen.

der maximal abelschen Eichung angelangt. Auch der Zusatzterm respektiert
die Symmetrie m, — —m,,.

Nun definieren wir die Stéarke der Wechselwirkung zwischen den m-Vektoren
als

1
n

=

- > (Imgmal), - (7.33)
{z}.p

Fiir eine zufillige Verteilung ist ¢ = 1/2, wihrend man fiir die maximal
abelsche Eichung, in der alle m-Vektoren parallel sind, 4 = 1 erhélt. In
Abbildung 7.4a ist die Qualitét der Projektion w (7.26) und die Stérke der
Wechselwirkung p in Abhéngigkeit des Interpolationsparameters k fiir § =
2.4 aufgetragen. Wie erwartet steigt p mit wachsendem x allméhlich an,
wahrend die Qualitdt der Projektion monoton fallt.

Fiir groe Werte von k deutet die anwachsende Stéarke der Wechselwirkung
darauf hin, dal sich Regionen gleich gerichteter Farbvektoren m, ausbilden.
In Abbildung 7.4b ist der Bruchteil von benachbarten Vektorpaaren darge-
stellt, die ein Skalarprodukt n (7.28) grofer als 0.95 bzw. 0.99 besitzen.

Um festzustellen, welcher Art die Regionen paralleler Vektoren sind, haben
wir in Abbildung 7.5 fiir K = 0.6 in einem Schnitt durch das Gitter bei kon-
stanter Zeit alle Vektoren durch ein Wiirfelchen markiert, die mit einem Refe-
renzvektor ein Skalarprodukt gréfer als 0.95 bilden. Man erkennt eine Region
von ungefdahr gleichgerichteten m-Vektoren, die sich durch das gesamte Git-
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Abb. 7.5: In diesem Schnitt durch das Gitter bei konstanter Zeit fiir eine
Beispielkonfiguration mit x = 0.6 und § = 2.4 sind alle Vektoren
durch ein Wiirfelchen markiert, die mit einem Referenzvektor ein
Skalarprodukt grofler als 0.95 bilden.

ter zieht und (im Gegensatz zu Weifischen Bezirken im Ferromagnetismus)
nicht einfach zusammenhéngend ist.

7.3 Zusammenfassung und Ausblick

Mit der m-Eichung wurde eine neue Eichung als Verallgemeinerung der maxi-
mal abelschen Eichung vorgestellt. Im Gegensatz zu dieser bleibt keine U(1)-
Eichfreiheit erhalten. Die Eichfixierung ist vollstandig (bis auf das Zentrum
der Eichgruppe in der Gitterversion).

Die m-projizierte Theorie stimmt mit der vollen Theorie sehr gut {iberein.
Nur ein Anteil von 3% der Linkvariablen wird durch die Projektion ver-
nachléssigt. Daher erwartet man, dafl eine mit den m-Vektoren formulierte
effektive Theorie eine sehr gute Beschreibung der vollen Theorie auf allen
Skalen liefert. Das wird durch Messung des Potentials zwischen statischen
Quarks bestétigt. Aufgrund der reduzierten Anzahl von Freiheitsgraden wird
eine solche effektive Theorie eventuell analytisch leichter zugénglich sein.

Um auf die Kontinuumsformulierung einer effektiven Theorie hinzuarbeiten,
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haben wir die Eigenschaften der m-Vektoren genauer untersucht. Zwischen
den m-Vektoren existieren Korrelationen, die beim Ubergang zum Konti-
nuum das richtige Skalenverhalten zeigen. Das deutet darauf hin, daf} die
m-Vektoren physikalische Informationen tragen.

Die Untersuchung einer Klasse von interpolierenden Eichungen zeigt, dafl
die Korrelationen zwischen den m-Vektoren nicht zur Bildung von einfach
zusammenhéngender Doménen gleichgerichteter m-Vektoren (vgl. Weische
Bezirke) fiihrt.
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