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Kapitel 1

Einleitung

Schon seit Wissenschaftler versuchen in der Natur vorkommende Phéanomene vorherzusa-
gen und physikalisch zu beschreiben, besteht eines der Grundprinzipien der Physik darin,
den Sachverhalt auf ein Modell abzubilden, das die wesentlichen Eigenschaften des be-
obachteten Effekts zu reproduzieren vermag. Das mit Hilfe des Modells im Modellraum
erzielte Ergebnis ist fast immer eine Naherung, mit der die Wirklichkeit mehr oder weniger
gut beschrieben werden kann.

Streng genommen baut alle Physik auf einem nicht perfekten Modell auf. Durch die Ent-
deckung weiterer Freiheitsgrade und deren Einbeziehung in das Modell kann man in der
Regel eine konsistente Verbesserung der Theorie erreichen. Prominentes Beispiel fiir eine
solche schrittweise Verbesserung der Theorie ist das Termschema des Wasserstoffatoms.
Qualitativ kann man es schon mit dem atomphysikalischen Schalenmodell beschreiben.
Jedoch erst nach der Entdeckung von Spin-Bahn-Kopplung und Kernspin sowie mit Hil-
fe der Quantenelektordynamik konnte es bis zur Hyperfeinstruktur verstanden werden.
Ganz dhnlich stellt sich der Sachverhalt auch in der Kernphysik dar. Obwohl das einfache
Schalenmodell des Atomkerns weit davon entfernt ist, das Verhalten der Nukleonen im
Kernverbund in jeder Hinsicht gut zu beschreiben, gibt es doch eine Reihe kernphysikali-
scher Phédnomene, die mit ihm erklart werden kénnen.

Da Schalenmodelle also in der Lage sind, einigen Aufschlufl iiber die zugrunde liegen-
de Physik zu geben, sollten sie als ein relevanter Teil der Theorie akzeptiert werden. In
der Sichtweise der Schalenmodelle bewegen sich die Nukleonen oder Elektronen vonein-
ander unabhingig in einem mittleren Ein-Teilchen—Potential. In dieser Ndherung ist die
Grundzustandswellenfunktion eine Slaterdeterminante und alle Ein—Teilchen—Zusténde
bis zur Fermienergie sind besetzt. In einem Modellraum aus Ein—Teilchen—Zustédnden und
unter der Annahme sich unabhéingig bewegender Teilchen, erhélt man ein solches mittle-
res Ein-Teilchen—Potential aus einer Hartree-Fock—(HF)-Rechnung. Eine HF-Rechnung
eignet sich insbesondere in der Atomphysik bei der Beschreibung von Mehrelektronen-
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systemen, da die Coulomb-Repulsion zwischen den einzelnen Elektronen gut als mitt-
leres Potential interpretiert werden kann, das die Bindungsenergie aller Elektronen um
einen bestimmten Betrag vermindert. Auch in der Festkorperphysik finden mittlere Ein—
Teilchen—Potentiale Anwendung. So kann der Ising-Ferromagnet ndherungsweise mit ei-
nem mean—field—Verfahren beschrieben werden. Auch die erfolgreiche BCS—Theorie zur
Beschreibung des Grundzustands eines Supraleiters kann unter bestimmten Vorausset-
zungen aus einem mittleren Ein-Teilchen—Potential, also einem HF-Ansatz hergeleitet
werden.

Im Gegensatz zu den Beispielen aus Atom— und Festkorperphysik erschwert die kompli-
ziertere Struktur der Nukleon-Nukleon—(NN)-Wechselwirkung in der Kernphysik die Be-
rechnung sinnvoller HF-Ein-Teilchen—Potentiale. Da realistische NN-Wechselwirkungen
bei kleinen Nukleonabstdnden (~ 0.4 fm) stark repulsiv werden, fiihrt hier eine HF-
Rechnung zu ungebundenen Kernen. Eine so erhaltenen Slaterdeterminante fiir den Grund-
zustand kann also nicht sinnvoll sein. Zu gebundenen Kernen gelangt man erst, wenn die
nackte NN-Wechselwirkung durch eine effektive ersetzt wird. Tatséchlich haben die Nu-
kleonen im Kernverbund aber sehr selten Relativabstédnde, die zu starker Repulsion fithren.
Diese kurzreichweitigen Komponenten der Wellenfunktion sind stark unterdriickt, was
man auch als Korrelation der Nukleonen bezeichnet. In der Kernphysik sollte man dem-
nach versuchen diese Korrelationseffekte zu beschreiben, was wiederum Aufschlufl iiber
deren Ursache, also das Verhalten der Nukleonen im Kernverbund bei kurzen Absténden,
gibt.

Eine solche korrelierte Wellenfunktion kann als Superposition aller zum Modellraum
gehorender Ein—Teilchen-Orbitale dargestellt werden. Die Restriktion, dal nur Zustédnde
bis zur Fermikante besetzt sind, wird dadurch aufgehoben. Ein—Teilchen—Zusténde un-
terhalb der Fermienergie werden so teilweise entvolkert und Zusténde oberhalb der Fer-
mienergie haben keine verschwindende Besetzungswahrscheinlichkeit mehr. Eine solche
Konfigurationsmischung ist sinnvoll, da z. B. die d—Beimischung in der Deuteronwellen-
funktion experimentell gezeigt werden kann. Diese Abweichung von der vollstdndigen
Besetzung der Schalenmodellzustinde unterhalb der Fermikante ist sozusagen ein Maf3
fiir die im naiven Schalenmodell vernachléssigten Korrelationen. Experimente mit dem
Ziel diese Abweichung der Besetzungszahlen von 1 und 0 zu bestimmen, sind daher von
grofiter Wichtigkeit [Sic91, Gra94, Leu94]. Selbstverstiandlich ist nicht nur die Observable
Besetzungszahl korrelationssensitiv. Auch die Ergebnisse fiir die Gesamtbindungsenergie
und den mittleren Radius sowie die Energie— und Impulsverteilung der Nukleonen im
Kern sind experimentell zugéngliche Grofien, an denen man die Giite der Theorie messen
kann.

Wegen der besonderen Struktur der NN-Wechselwirkung kommen Korrelationen in der
Kernphysik also eine grofie Bedeutung zu. Insbesondere ist eine sinnvolle Beschreibung von
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endlichen Kernen nur dann moglich, wenn Korrelationen beriicksichtigt werden und mit
effektiven Wechselwirkungen gearbeitet wird. Aber auch abseits der Kernphysik spielen
Korrelationen in Vielteilchenproblemen eine wichtige Rolle. Immer dann, wenn kompli-
zierte Zwei—Teilchen—Wechselwirkungen durch mittlere Ein—Teilchen—Potentiale ersetzt
werden, hat man Korrelationen oder Freiheitsgrade des Systems vernachlassigt und somit
nur einen Teil der Wechselwirkung diagonalisiert. Allerdings sind die Auswirkungen sol-
cher Ndherungen von Fall zu Fall sehr unterschiedlich und in der Kernphysik besonders
drastisch. Auch mufl nur in der Kernphysik auf effektive Wechselwirkungen zuriickge-
griffen werden. Selbst wenn bei Problemstellungen wie Ising-Ferromagnet, Paarwechsel-
wirkung von Elektronen, Hubbard-Modell und anderen die mit Mean-Field—Verfahren
erzielten Ergebnisse verniinftiger als in der Kernphysik sind, macht es natiirlich auch in
diesen Féllen Sinn Korrelationen zu beriicksichtigen, um zu einer konsistent verbesserten
Theorie zu gelangen.

Will man nun in einem Vielteilchensystem Korrelationen beriicksichtigen, also iiber ein
mittleres Ein—Teilchen—Potential hinausgehen, gibt es eine Vielzahl moglicher Ansétze.
Konfigurationsmischungen, also Uberlagerungen von Ein-Teilchen-Wellenfunktionen, las-
sen sich z. B. durch Variationsrechnungen, Coupled Cluster Methoden (CCM) und Ran-
dom Phase Approximation (RPA) oder Stérungstheorie herbeifiithren. Mit Stérungstheorie
ist hier eine diagrammatische Analyse der Greensfunktion gemeint und es zeigt sich, dafl
HF und RPA spezielle Terme dieser Storungsreihe sind. Wahrend in der Storungstheorie
die einzelnen Diagramme iiber ihre Ordnung klassifiziert sind und bei CCM systematisch
bestimmte Konfigurationen auf einer Startwellenfunktion aufgebaut werden, ist ein Varia-
tionsansatz héufig eher intuitiv. So miissen z. B. bei der Generatorkoordinaten-Methode,
die ein spezielles Variationsverfahren darstellt, die beizumischenden Konfigurationen im
Prinzip geraten werden. Zwar gibt es dabei meistens eine Reihe von Plausibilitdtsargu-
menten, trotzdem entscheidet letztlich das Ergebnis iiber die Qualitédt des Ansatzes. Wenn
man wie z. B. in der Kernphysik Kopplungskonstanten der Groflenordnung Eins hat, ist
aber auch die Konvergenz der Storungsreihe fiir die Ein—Teilchen—Greensfunktion nicht
garantiert. Das CCM—Verfahren (auch exp[S]-Verfahren genannt) ist im Grenzfall zwar
sicher mit der exakten Losung des Problems identisch, unterscheidet sich dann aber auch
in seiner Komplexitdt nicht mehr von dieser.

Bei all diesen Verfahren ist es daher wichtig, Vergleiche zu exakt losbaren Problemen
anzustellen um die erzielten Resultate bewerten zu konnen. Leider sind exakt losbare
physikalische Probleme selten dergestalt, dafl sie auch experimentell beobachtbar sind.
Andersherum haben Objekte wie ein Atomkern oder ein Kristall natiirlich eine sehr grofle
Zahl von Freiheitsgraden und eine exakte Bestimmung der Vielteilchenwellenfunktion ist
illusorisch. Deswegen ist man héufig gezwungen, einfachere Modelle fiir wenige Teilchen
zu untersuchen, die nur einen Teil der wirklichen Physik beinhalten, dafiir aber sowohl mit
Néherungsmethoden als auch exakt beschrieben werden kénnen. Haben die Naherungs-
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methoden in den einfacheren Modellen Erfolg, kann man auch kompliziertere Modelle, die
néher an der Wirklichkeit sind, mit den Ndherungsmethoden untersuchen und dann die
so erzielten Ergebnisse eventuell mit Experimenten vergleichen.

Entschliefit man sich nun etwa ein physikalisches Modell mit dem Formalismus der Green-
schen Funktionen, also der diagrammatischen Analyse der Storungsreihe anzugehen, gibt
es aber noch immer eine Fiille von Moglichkeiten, wie dies getan werden kann. Zunéchst
hat man mit der hierarchischen Struktur der Greenschen Funktionen zu kdmpfen. Da
die N-Teilchen-Greensfunktion von der N+1-Teilchen-Greensfunktion abhingt, ist man
gezwungen diese Kopplung auf eine sinnvolle Art aufzubrechen. Dies gelingt, indem man
z. B. die Abhéngigkeit zwischen Ein— und Zwei—Teilchen—Greensfunktion in die Selbst-
energie steckt. Nun gibt es aber unendlich viele Terme der Storungsreihe, die zur Berech-
nung der Selbstenergie herangezogen werden koénnen, so dafl man sich auf einige Wenige,
moglichst wichtige Diagramme beschréanken mufl. Dariiberhinaus miissen Greensfunktion
und Selbstenergie selbstkonsistent bestimmt werden, was ebenfalls mit sehr unterschied-
lichen Ansétzen in Angriff genommen werden kann.

Die Moglichkeiten den Formalismus der Greenschen Funktionen zu diversifizieren sind
praktisch unbegrenzt. Sei es durch Beriicksichtigung verschiedener Feynman-Graphen,
Verwendung unterschiedliche Rechen- und Selbstkonsistenzverfahren oder, hauptséchlich
in der Kernphysik, durch die Untersuchung relativistischer Strukturen der Selbstenergie.
All diesen Verfahren ist zudem noch zu eigen, daff die Dimension des Konfigurations-
raums mit steigender Teilchenzahl bzw. hoheren Ordnungen in der Stérungsreihe so stark
zunimmt, dafl eine sinnvolle Berechnung irgendwann unmoéglich wird. Obwohl also eine
Berechnung der Ein-Teilchen-Greensfunktion immer mit mehr oder weniger drastischen
Néherungen verbunden ist, zeigen iiber HF hinausgehende Rechnungen aus der Kernphy-
sik, daf} eine deutliche Verbesserung der Beschreibung erzielt werden kann. Oft wird dabei
nur ein Diagramm zweiter Ordnung beriicksichtigt, dafiir aber Wert auf eine sorgfiltige
Behandlung des Selbstkonsistenzproblems gelegt [Nec91, Koe92, Mue95a, Dew97].

Aufgrund des Erfolgs dieser Vorgehensweise wird auch in dieser Arbeit der Formalismus
der Greenschen Funktionen auf verschiedene Problemstellungen angewendet. Zum einen
wird er fiir eine realistische Kernstrukturrechnung von 0 mit NN-Wechselwirkungen,
die eine explizite Verletzung der Isospinsymmetrie der starken Wechselwirkung zulassen,
getestet. Zum anderen wird ein neuer Weg beschritten, indem diese, hauptséchlich in der
Kernphysik angewandte Theorie auf das aus der Festkorperphysik stammende Hubbard—
Modell iibertragen wird. Obwohl die genannten Problemstellungen sehr unterschiedlicher
Natur sind, besteht iiber ihre Darstellung in einem diskreten Modellraum eine gewisse Ver-
wandtschaft, die es erlaubt den Formalismus der Greenschen Funktionen auch an einem
Vielelektronensystem zu testen. Von besonderem Interesse ist hierbei, dal das Hubbard—
Modell in bestimmten Féllen exakt gelost werden kann und somit die Ergebnisse aus der
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Storungstheorie gut interpretiert werden kénnen.

Die allgemeine Theorie Greenscher Funktionen und das im speziellen angewandte Verfah-
ren wird daher detailliert in Kapitel 2.1 dargelegt, bevor in Kapitel 3 die Gemeinsamkeiten
und Unterschiede der kern— und festkorperphysikalischen Modellraume diskutiert werden.
Technische Details, die sich aus mathematischen und numerischen Schwierigkeiten bei der
Realisierung der Rechnungen ergeben, werden in Kapitel 4 erldutert. Eine Ausfiihrliche
Darstellung der Ergebnisse findet sich in Kapitel 5.

Im Gegensatz zum Formalismus Greenscher Funktionen ist die Paarwechselwirkung ein
Beispiel fiir eine aus der Festkorperphysik stammende Theorie, die auch in der Kernphysik
mit Erfolg eingesetzt werden kann. So eignet sich die BCS-Theorie gut zur Erkldrung
der hoheren Bindungsenergie eines Kerns mit gerader Nukleonenzahl im Vergleich zu
einem Kern der aus einer ungeraden Anzahl von Protonen und Neutronen aufgebaut ist.
Bei gerader Nukleonenzahl kénnen alle Nukleonen einen Partner finden und energetisch
begiinstigte Paare bilden. Der Hamiltonoperator fiir eine reine Paarkraft kann leicht in
einem einfachen Modellraum aufgestellt und exakt diagonalisiert werden, falls man sich
auf eine kleinere Zahl von Teilchen beschrankt. Der Modellraum ist hier dem des Hubbard—-
Modells sehr dhnlich und es zeigt sich, dal die BCS-Theorie eine gute Naherungslosung
ist. Bei gleichbleibenden Levelabstidnden der Ein-Teilchen—Energien findet man jedoch
bei grofien und sehr kleinen Paarkriften eine zum Teil deutliche Abweichung der BCS—
Vorhersagen von den exakten Resultaten. Insbesondere kann bei sehr kleinen Paarkréaften
der Fall eintreten, daf§ die aus der BCS-Theorie abgeleitete Gap-Gleichung gar keine
Losung mehr besitzt. Deswegen ist eine ndhere Untersuchung der Paarwechselwirkung
durchaus von Interesse.

Auch bei den Paarkriften ist ab einer gewissen Teilchenzahl eine exakte Diagonalisie-
rung nicht mehr durchfithrbar, weswegen auch hier Ndherungsmethoden von Bedeutung
sind. Zu einer gut konvergierenden Naherungslosung fiir den Paarhamiltonoperator ge-
langt man beispielsweise mit einer Lanczos-Diagonalisierung. Aber auch das CCM- oder
exp[S]-Verfahren soll in dieser Arbeit zur Beschreibung der Paarwechselwirkung heran-
gezogen werden. Dieses scheint besonders gut geeignet zu sein, weil bei einer reinen Paar-
kraft immer nur Teilchenpaare erzeugt und vernichtet werden, so dafl die erstmdogliche
Anregung eine Zwei—Teilchen—Zwei-Loch—(2T2L)-Anregung und die ndchstmégliche eine
4T4L-Anregung ist. Die Beimischung dieser Anregungen auf einem Startzustand 148t sich
im Modellraum der Paarkréfte relativ einfach durchfiihren. Im Gegensatz zum Formalis-
mus Greenscher Funktionen ist beim CCM-Verfahren die Methodik klar, so da} nicht
zwischen verschiedenen moglichen Vorgehensweisen abgewogen werden mufl. Trotzdem
kann auch fiir die Paarwechselwirkung die Ein—Teilchen—Greensfunktion auf die gleiche
Weise wie beim Hubbard-Modell berechnet werden.

Die nétige Theorie des CCM—Verfahrens sowie eine kurze Darstellung der Lanczos-Dia-
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gonalisierung ist daher in Kapitel 2.2.1 bzw. 2.2.2 zu finden. Erlduterungen iiber den
Modellraum fiir die Paarkréfte finden sich in Kapitel 3 und ein Vergleich der mit den un-
terschiedlichen Verfahren erzielten Ergebnisse findet sich im Ergebnisteil (Kapitel 5). Den
Abschlufl der Arbeit bildet Kapitel 6. Dort sollen die wesentlichen Ideen nochmals zusam-
mengefafit und die wichtigsten Resultate kompakt diskutiert werden, sowie ein Ausblick
auf Weiterfiihrendes gegeben werden.



Kapitel 2

Vielteilchenmethoden

In diesem Kapitel werden die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Methoden der Viel-
teilchenphysik vorgestellt. Diese gliedern sich zum einen in Verfahren, die im Bild Green-
scher Funktionen unterschiedliche Néherungslosungen der Dyson—Gleichung liefern, und
zum anderen in Methoden, deren Ansatz darin besteht, die gesuchte exakte Wellenfunk-
tion durch ihre wichtigsten Bestandteile zu approximieren.

2.1 Greensche Funktionen

Im folgenden Abschnitt soll der Formalismus der Greenschen Funktionen dargestellt wer-
den. Diese Methode basiert auf der Berechnung des 'mittleren’ Verhaltens eines oder
mehrerer Teilchen! in Anwesenheit der anderen, ohne daf8 die tatsichliche Vielteilchen-
wellenfunktion berechnet werden muf. Die Greenschen Funktionen oder Propagatoren
beschreiben dieses gemittelte Verhalten. Mit ihnen ist es moglich die Grundzustandsener-
gie, das Anregungsspektrum und den Grundzustandserwartungswert jedes Ein—Teilchen—
Operators zu bestimmen.

Die Berechnung der exakten N—Teilchen—Greensfunktion eines N—Teilchensystem ist aqui-
valent zur vollstiandigen Losung des Problems. Dies ist genauso schwierig, wie die Be-
rechnung der N-Teilchen-Wellenfunktion. Der Vorteil Greenscher Funktionen ist, dafl
man leichter die Storungsrechnung beniitzen kann, um zu Ndherungslosungen zu gelan-
gen. Auflerdem stellen die Feynman-Diagramme ein geeignetes Werkzeug dar, mit dem
die einzelnen Terme der Storungsreihe anschaulich und unterscheidbar gemacht werden
koénnen.

! Die Ein—Teilchen—Greensfunktion beschreibt das 'mittlere’ Verhalten eines Teilchens, die N—Teilchen—
Greensfunktion das Verhalten von N Teilchen.
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2.1.1 Der Ein—Teilchen—Propagator
Definition

In einem N-Fermionensystem, das durch einen geeigneten Hamiltonoperator H beschrie-
ben wird, ist die Ein—Teilchen—Greensfunktion definiert durch

(])VT%H agg 0
Gag(t—t’)z—z<¢ | [< (W:)H ), . (2.1.1)

Wobei T' der Zeitordungsoperator ist und « bzw. § fiir einen Vollstdndigen Satz von

Quantenzahlen stehen. Die Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren gehorchen den fer-
mionischen Antikommutatorrelationen. Die Wellenfunktion ist der exakte Heisenberg-
Grundzustand des N-Teilchensystems, angedeutet, durch |),. Zur Vereinfachung der
Schreibweise ist h = 1 gesetzt. Im folgenden wird, falls nicht explizit auf eine andere
Darstellung hingewiesen wird, immer das Heisenberg-Bild fiir Wellenfunktionen ange-
nommen und der Index H weggelassen.

Nimmt man in (2.1.1) eine bestimme Zeitordnung an, beispielsweise ¢t > ¢', kann man die
Greensfunktion als die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir interpretieren, dafl zur Zeit ¢/
ein Teilchen im Zustand 3 erzeugt wurde und sich nach der Zeitspanne ¢ —t', im Zustand
a befindet.

Lehmann—Darstellung

Nimmt man eine normierte Wellenfunktion ‘wé\’ > an und fiigt zwischen den Erzeugungs—
und Vernichtungsoperatoren aus (2.1.1) die Vollsténdigkeitsrelation des Fockraums

= D+ [wn) (] + o+ S ey (| + .+ (2.1.2)

ein, wobei Wff > die Eigenfunktionen zum Hamiltonoperator eines Systems mit N Teilchen
sind, und fithrt dann eine Fouriertransformation durch, so erhélt man die Lehmann—
Darstellung der Ein—Teilchen—Greensfunktion.

(| o) (! ab ui)
Gas (W) = D w— (EN+1 — EN) +in

n

(2.1.3)

(0| ab o) Com ™ aa [u)
S E B

Hier, wie auch im folgenden, sind die Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren in Schro-
dinger—Darstellung. Die Pole der Lehmann-Darstellung des Ein-Teilchen-Propagators
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sind die Anregungsenergien eines Systems mit A + 1 bzw. A — 1 Teilchen relativ zur
Grundzustandsenergie des A-Teilchensystems. Die Residuen, die zu diesen Polen gehéren,
sind die entsprechenden Ubergangsamplituden.

Spektralfunktion

Bei Prozessen, in denen ein Teilchen zu einem System hinzugefiigt oder entfernt wird?
spielt die Spektralfunktion eine wichtige Rolle. Fiir niedrig liegende Anregungen in end-
lichen Systemen ist die Spektralfunktion eine Summe gewichteter Deltafunktionen mit
Energieargumenten, die den Polen der Greensfunktion entsprechen. Im diagonalen Fall
sind die Teilchen— und Lochspektralfunktionen gegeben durch

Sta@) = SN aa o) 8w — B + EN Y (2.1.4)
Spalw) = (N al, [0 6w — BN 4+ EY) (2.1.5)

wobei |(¢) | aq | >|2 und |(p) 1 af, [0 >|2 Spektroskopische Faktoren genannt werden.
Sie beschreiben die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ durch Entfernen (Hinzufiigen) eines
Teilchens im Ein-Teilchen—Zustand « des N-Teilchensystem der m—-te (n—te) Anregungs-
zustand eines Systems mit einem Teilchen mehr (weniger) und der Energie EN~! (EYVF)
entsteht. Die volle Spektralfunktion ist demzufolge

Sa(w) = Sha(w) + Spa(w) (2.1.6)
Da die Terme der Spektralfunktion Wahrscheinlichkeitsdichten sind, gilt

Sz,a(w) = Sh,a(w) Z 0

(2.1.7)
5 (@) = Spalw) > 0
sowie
‘/ dw [Sha(@) + Spa(@)] =1. (2.1.8)
Beniitzt man die Lehmann-Darstellung (2.1.3) und die Integral-Formel
L pl i (2.1.9)
= P— Fimo(x 1.
x £y z T ’

27. B. die Kernreaktion 150(e, ¢/p)1°N.
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kann man die Teilchen und Lochspektralfunktionen in Abhéngigkeit des Ein—Teilchen—
Propagators ausdriicken

1
Shalw) = —ZImg Gu(w) fir w<up (2.1.10)
m
1 y
Spalw) = —=ZImg Gy(w) fir w>put, (2.1.11)
T
wobei = = EY — EY ' und pt = E)™ — EJY die chemischen Potentiale fiir das Entfer-

nen (Hinzufiigen) eines Teilchens sind. Da die Spektroskopischen Faktoren und die An-
regungsenergien eines Systems, z. B. eines Atomkerns, experimentell zugénglich sind, ist
so ein wichtiger Zusammenhang zwischen der mikroskopischen Theorie des Ein—Teilchen—
Propagators und melbaren Gréflen hergestellt.

Der freie Propagator

Falls die Teilchen nicht miteinander wechselwirken, reduziert sich der exakte Ein—Teil-
chen—Propagator auf den freien Propagator. Seine Lehmann—Darstellung ist gegeben durch

O —F) N O(F —a)
W—Eq+1in w—¢Eq—1n

9ap(w) = ga(w)bap = : (2.1.12)
wobei F' den letzten besetzten Ein-Teilchen-Zustand bezeichnet. Nicht wechselwirkend
heifit hier, daf sich die Teilchen unabhéingig voneinander bewegen, wobei aber alle Kon-
stituenten einem &ufleren Potential unterworfen sein kénnen. Wie man an (2.1.12) sieht,
hat der Freie Propagator genau einen Pol entweder iiber oder unter der Fermikante, des-
sen Residuum demzufolge den Betrag 1 haben mufl. Der Hamiltonoperator sowie der
Grundzustand eines solchen Systems 2 sind gegeben durch

Hy =Y c.ala, lgo) = ] al]0) . (2.1.13)
o ca<ER
Steckt man die gesamte Wechselwirkung in ein dufleres Feld und vernachléssigt die Kor-
relationen zwischen den Teilchen, stellt der freie Propagator die nullte Nédherung des
Vielteilchenproblems dar.

2.1.2 Observablen und Greensfunktion

Der Formalismus der Greenschen Funktionen ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn die
wichtigsten Observablen zugénglich sind [Fet71]. Insbesondere ermdoglicht die Kenntnis
der Ein—Teilchen—Greensfunktion

37. B. ein freies Elektronengas oder die Hartree-Fock-Niherung fiir ein N-Nukleonen-System.
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1. Die Berechnung des Erwartungswertes jedes Ein—Teilchen-Operators im Grundzu-
stand.

2. Die Berechnung der Grundzustandsenergie

3. Vorhersagen iiber das Anregungsspektrum des N + 1-Systems

Auf diese Punkte soll im folgenden eingegangen werden.

Erwartungswerte von Ein—Teilchen—Operatoren

Ein beliebiger Ein—Teilchen—Operator ist in zweiter Quantisierung [Rin80, Bau68] gegeben
durch

0= Z 6| B) alag , (2.1.14)

wobei « und [ fiir einen Satz orthonormlerter Ein—Teilchen—Zusténde stehen. Mit Hilfe
der Greensfunktion ergibt sich fiir den Erwartungswert dieses Ein—Teilchen—Operators

N|A|l. N\ _ - . dw 4,
(v ‘O‘w0>—§<@lolﬂ)nlirg+ 5 €"Gap(w) (2.1.15)

Relevante Ein—Teilchen—Operatoren wéren z. B. die kinetische Energie, der Spin oder die
Besetzungszahl. Fiir letztere ergibt sich insbesondere

N(a) = <wév }alaa‘ wév> = / dw Sh.a(w) . (2.1.16)

Im Modell unabhéngiger Teilchen erhélt man fiir alle Ein—Teilchen—Zustdnde unterhalb
der Fermienergie die Besetzungszahl 1. Wird die Restwechselwirkung, oder zumindest ein
Teil von ihr, mitberiicksichtigt, verringert sich die Besetzung der Zustdnde unterhalb der
Fermikante und Zusténde iiber ihr werden bevolkert. Je grofler dieser Effekt ist, desto
stirker ist die Korrelation der Teilchen untereinander.

Grundzustandsenergie

Eine besonders interessante Grofle ist selbstverstdandlich die totale Grundzustandsener-
gie. Falls die Wechselwirkung zwischen den Teilchen reinen Zwei—Koérper—Charakter hat,
erhélt man fiir den Erwartungswert des Hamiltonoperators [Fet71]

:<@Z)éV|H|@Z)éV>_ limy 47T 261 S (@[T B) + wias] G galw) - (2.1.17)
ap

Diese Beziehung ist auch unter dem Begriff ” Koltun-Summenregel” bekannt.

4Was gleichbedeutend damit ist, da8 sich die Teilchen nicht mehr unabhingig voneinander bewegen.
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Anregungsspektrum

Die Anregungsenergien des N & 1-Systems sind die Pole der Greensfunktion (EY 12

< €& F)
in der Lehmann—Darstellung (2.1.3). Die zugehorigen Spektroskopischen Faktoren ergeben

sich aus den Spektralfunktionen (2.1.4) (2.1.5).°

2.1.3 Die Dyson—Gleichung

Eine diagrammatische Analyse der Storungstheorie zeigt, dafl man die Entwicklung der
Ein-Teilchen—Greensfunktion auf Terme reduzieren kann, die durch verbundene Feynman-—
Diagramme dargestellt werden kénnen.® Eine Analyse dieser Diagramme zeigt, dafl die
exakte Greensfunktion aus einem ungestorten Propagator und allen zusammenhéngenden
Graphen mit einem freien Propagator an jedem Ende besteht. Diagrammatisch ist die-
ser Sachverhalt in Abbildung 2.1.1 dargestellt. Die doppelschraffierte Flache steht fiir die
Summe aller zusammenhéngenden Graphen und wird reduzible Selbstenergie genannt.
Wiire sie bekannt, konnte die exakte Greensfunktion sofort angegeben werden. Beispiele
fiir solche zusammenhéngenden Graphen sind in Abbildung 2.1.2 zu finden. Mathematisch
formuliert gilt

Gap(w) = gap(w +Zgaa W) S5 (w)gys(w) - (2.1.18)

Hier bezeichnet ¥§f (w) die reduzible Selbstenergie. Im Unterschied zur irreduziblen Selbst-
energie tragen zur reduziblen Selbstenergie auch solche Graphen bei, die man durch
Zerschneiden einer einzigen Ein-Teilchen-Linie in ein Diagramm niedrigerer Ordnung
iiberfiihren konnte. Daraus folgt, dafl die reduzible Selbstenergie die Summe aller
denkbaren Wiederholungen der irreduziblen Selbstenergie ist. Dieser Sachverhalt ist in
Abbildung 2.1.3 dargestellt. Fiir die dazugehorige Ein—Teilchen—Greensfunktion ergibt
sich dann

Gap(w) = Jap(w +Zga5 w) By (w gvﬂ( w)

+ Y Gas(W) sy (W) grs (W) By (w)gyra(w) (2.1.19)
5v8'~!

+

Betrachtet man nun Abbildung 2.1.3, so sieht man, daf} die gestrichelte Linie erneut die

5Siehe oben, Spektralfunktion.
6Eine erste solche ”linked cluster” Entwicklung wurde von Brueckner angegeben und bis zur vierten

Ordnung bewiesen [Brubsb]. Der allgemeine Beweis des sogenannten ”linked cluster theorem” gelang
Goldstone [Gol57].
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Abbildung 2.1.1: Diagrammatische Darstellung der Storungsreihe fiir die Greensfunk-
tion mit Hilfe der reduziblen Selbstenergie (doppelschraffierte Fliche)

gesamte Reihe fiir den exakten Propagator G einschliefit. Damit &8t sich (2.1.19) mit
Hilfe der irreduziblen Selbstenergie schreiben als

Gop(w) = gap(w +Zgaa W) Vs (W) Gyp(w) - (2.1.20)

Die obige Gleichung (2.1.20) ist die Dyson—Gleichung. Die diagrammatische Darstellung
der Dyson-Gleichung ist in Abbildung 2.1.4 zu finden. Beachtet man, daff g.s(w) =
Ga(w)dap gilt, kann man (2.1.20) umschreiben in

Gap(w) = gal aﬁ+29a Yo (W)Gyp(w) - (2.1.21)

Fiir den Fall, dafl die Selbstenergie in (2.1.21) diagonal ist, kann man die Dyson—Gleichung
nach G auflésen und erhélt
1 1

ol T = Bae) 5 2~ ) (2122

Wobei die Beziehung (2.1.12) fiir den freien Propagator eingesetzt wurde.

-y
o)

wnnf Y

Abbildung 2.1.2: Beispiele fir irreduzible (erstes und zweites Diagramm von links) und
reduzible (ibrige Diagramme) Selbstenergieeinschiibe
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Abbildung 2.1.3: Der exakte Propagator in Abhdngigkeit der irreduziblen Selbstenergie
(schraffierte Flichen). Die Aufsummation aller méglichen Wiederholungen gibt wieder die
reduzible Selbstenergie (doppelschraffierte Fliche).

Vergleicht man obigen Ausdruck fiir die Greensfunktion mit dem entsprechenden des freien
Propagators (2.1.12), kann man die irreduzible Selbstenergie ¥,,(w) als ein effektives
Potential interpretieren, das den Nenner um einen nicht—kinetischen Anteil erweitert, der
im allgemeinen komplex und explizit energieabhéngig ist.

Abbildung 2.1.4: Diagrammatische Darstellung der Dyson—Gleichung. Durch die irre-
duzible Selbstenergie (schraffierte Fliche) wird ein Zusammenhang zwischen dem exakten
Propagator (Doppellinie) und dem freien Propagator (Einfachlinie) hergestellt.
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2.1.4 Die Hartree—Fock Nidherung

Wie schon erwéhnt, ist der einfachste Zugang zu einem Vielteilchenproblem die Annah-
me, dafl sich die Teilchen unabhingig voneinander in einem mittleren Potential (”mean
field”) bewegen. Ein solches Potential kann man als den gemittelten Einflufl aller an-
deren Teilchen auf ein gerade betrachtetes verstehen. Diese Reduktion einer komplizier-
ten Zwei-Teilchen Wechselwirkung” auf ein Ein—Teilchen—Potential ist die Grundidee des
Hartree-Fock Verfahrens (HF). Vielteilchenprobleme, die ausschlielich mit einem solchen
gemittelten Potential gelost wurden, nennt man oft Systeme ohne Korrelation.

Will man die Dyson-Gleichung (2.1.20) in HF-N#herung l6sen, entspricht die irredu-
zible Selbstenergie diesem mittleren Ein—Teilchen Potential. In Abbildung 2.1.5 ist die
Dyson—Gleichung in HF-N#herung diagrammatisch dargestellt. Obwohl die HF-N&he-
rung eine drastische Vereinfachung des echten Vielteilchenproblems darstellt, kénnen die
HF-Gleichungen nur selbstkonsistent gelost werden. Dies wird deutlich, wenn man die
Ausdriicke fiir Greensfunktion und irreduzible Selbstenergie betrachtet.

Glf(w) = +Zga YSHF () GHE (w) (2.1.23)
S (W) = —2/ Z av‘V‘ﬁv>GHF ") (2.1.24)

In (2.1.24) steht <ow “_/‘ ay/ > fiir antisymmetrisierte Matrixelemente, d. h. Direkter und
Austauschterm werden beriicksichtigt.

Wie man an (2.1.23) sehen kann, ist zur Berechnung des HF—Propagators die Kenntnis der
irreduziblen Selbstenergie erforderlich. Diese héingt ihrerseits wieder vom HF-Propagator
ab, so dafl die Gleichungen nur selbstkonsistent geldst werden kénnen, etwa indem man
in einem ersten Iterationsschritt die Selbstenergie mit dem freien Propagator berechnet
und iteriert. Hat man die gekoppelten Gleichungen (2.1.23) und (2.1.24) gelost, kann man
den Propagator in der HF-Basis® angeben

Ol +SHF —F)  O(F — g — SHF)

GHE .
W)= w—eo—XHF +in  w—g,—XHF —ip

(2.1.25)

Durch die Energieintegration in (2.1.24) ist die Selbstenergie hier zu einer energieun-
abhéngigen Grofle geworden. Vergleicht man (2.1.25) mit dem freien Propagator (2.1.12),
so sieht man, dal durch die HF-Rechnung nur die Einteilchenenergie modifiziert wurde.

"In der Kernphysik beniitzt man meistens effektive Zwei-Teilchen Wechselwirkungen. Manchmal wer-
den auch Drei-Teilchen oder héhere Wechselwirkungen untersucht.

P
®D. h. die Greensfunktion wird diagonal, also GfF (w) = GEf (w)dap, und es gilt [ Sp o = 1.

— 00
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Abbildung 2.1.5: Der Ein—Teilchen Propagator in HF-Ndherung

Der zugehorige Hamiltonoperator 1a8t sich demzufolge (2.1.13) als Ein—Teilchen—Operator

schreiben
H =3 e+ Y (e [V k)| ala, = Y efFalan . (2.1.26)
i oy x
An Gleichung (2.1.26) kann man ablesen, daf
elF = ¢, + X0 (2.1.27)
und demzufolge
S =3 {ar|[V]ar) =Y (ar|V]ak) O(F — k) (2.1.28)
ey -

gilt. Die HF-Selbstenergie stellt hier das gemittelte duflere Ein-Teilchen—Potential dar,
dem alle Teilchen unterworfen sind. Der einzige Unterschied zum freien Propagator ist
eine Redefinition der Ein—Teilchen—Energien, woran man sehen kann, dafl man nach wie
vor ein System unabhéngiger Teilchen hat.

Die HF—Néherung ist von grofler Bedeutung, da sie die einfachste selbstkonsistente Losung
eines Vielteilchensystems darstellt. Insbesondere in der Atomphysik kann in Mehrelektro-
nensystemen der Beitrag der e™— e”—Abstoflung gut mit einem solchen mittleren Poten-
tial behandelt werden. In der Kernphysik ist der Sachverhalt weniger einfach. Aufgrund
der stark repulsiven Beitrdge der Nukleon—Nukleon—Wechselwirkung bei kleinen Relati-
vabsténden liefert eine reine HF-Rechnung ungebundene Kerne. Will man zu sinnvollen
Ergebnissen gelangen, mufl man diesen kurzreichweitigen Korrelationen Rechnung tragen.
Ein moglicher Ansatz ist die nackte Wechselwirkung durch eine effektive zu ersetzen. Dies
gelingt durch Losung der Bethe-Goldstone—Gleichung [Rin80, Brubbal

Q

CL)—HO

Gw)=V+V

G(w) . (2.1.29)

die in Analogie zur Lippmann—Schwinger—Gleichung die Streuung von zwei Nukleonen
im Medium beschreibt. Deshalb tritt in obiger Gleichung auch der Pauli-Operator @)
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auf, der dafiir sorgt, dafl nicht in schon besetzte Zusténde gestreut wird. Desweiteren ist
Hy in (2.1.29) nicht nur der kinetische Anteil des Hamiltonoperators, sondern der Ein-
Teilchen—Anteil, der sich aus einer HF—Rechnung in der die nackte Wechselwirkung durch
die effektive ersetzt wurde, ergibt.

Dieses Verfahren nennt man Brueckner-Hartree-Fock (BHF) und die Ein-Teilchen—Ener-
gien ergeben sich zu

el =+ > <04,u (Q(w = BHF | efHF)‘ 04,u> : (2.1.30)
usF
An Gleichungen (2.1.29) und (2.1.30) sieht man, dafl wieder selbstkonsistent gerechnet
werden mufl. Das BHF—Verfahren ist das einfachste selbstkonsistent losbare Verfahren,
das gebundene Atomkerne zu liefern vermag. Allerdings weichen z. B. die erzielten Bin-
dungsenergien deutlich von den experimentellen Werten ab.

2.1.5 Selbstkonsistenz und Terme héherer Ordnung

Da HF bzw. BHF keine zufriedenstellende Ergebnisse liefert, liegt es nahe auch Feynman—
Graphen hoherer Ordnung mit in die diagrammatische Analyse der Greensfunktion ein-
zubeziehen. Abbildung 2.1.6 zeigt die in der folgenden Analyse beriicksichtigten Selbst-
energieeinschiibe. Ganz links findet sich der HF-Selbstenergiebeitrag. Die beiden ande-
ren Terme sind Zwei—Teilchen—-Ein—-Loch—(2T1L)—- und Zwei-Loch—Ein—Teilchen—(2L1T)—-
Beitrége zur Selbstenergie zweiter Ordnung. Wie bei der HF-Rechnung hat man es auch
hier mit einem Selbstkonsistenzproblem zu tun, allerdings ist dieses aufgrund der zusétzli-
chen Graphen erheblich schwieriger zu l6sen. Als Ergebnis einer solchen Rechnung erhalt
man eine selbstkonsistente Greensfunktion, weswegen man diese Vorgehensweise auch
”Self Consistent Green’s Function” - oder SCGF-Verfahren nennt.

Will man die Ein—Teilchen—Greensfunktion mit dem SCGF-Verfahren berechnen, hat
man mit einer Vielzahl rechentechnischer und numerischer Schwierigkeiten zu kdampfen.
Dariiberhinaus kann ein gréfSerer Modellraum dazu fithren, dafl man selbst die Speicher-
kapazitdt von Grofirechnern iiberschreitet. Die von der Numerik bzw. Rechnerarchitektur
herrithrenden Probleme werden in Kapitel 4 ndher erlautert. Im folgenden soll zunéchst
der mathematische Apparat bzw. der Iterationszyklus geschildert werden.

Selbstenergiebeitrige erster und zweiter Ordnung

Startpunkt des Verfahrens ist die irreduzible Selbstenergie, die nun Beitrdge erster und

zweiter Ordnung hat.
RS () = 2D (W) + 2@ (w) (2.1.31)
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wnnnf Y

Abbildung 2.1.6: Untersuchte Beitrige zur Selbstenergie erster und zweiter Ordnung
Explizit ergibt sich fiir den Beitrag erster Ordnung9
»(w) = —2/ = > (a7 [V] 87) G () (2.1.32)

Die beiden Terme zweiter Ordnung kann man in einen Ausdruck zusammenfassen

o = 5 2 [om o leul?lve) (sl ow)

’Y(SM’Y/(S/ ’ 2m1 27TZ
(2.1.33)
X wa(w —wit WQ)G&S/ (M)GW(wg) .
Die Summation iiber die Quantenzahlen v,9, ... ist hier auf die Zustédnde des Modell-

raums beschriankt. Die zur Berechnung der Selbstenergiebeitrige benétigte Ein—Teilchen
Greensfunktion G,g(w) ist Losung der Dyson—Gleichung '°

Gop(w) = gi" ()04 +Zg )Gap(w) - (2.1.34)

In (2.1.34) ist gH¥(w) bereits aus den Selbstenergiebeitrigen erster Ordnung Y1) be-
stimmt worden. Die Gleichungen (2.1.32) bis (2.1.34) héngen wiederum alle voneinander
ab. Ziel des SCFG—Verfahrens ist es nun, diesen Satz gekoppelter Gleichungen selbstkon-
sistent zu losen.

Startwerte fiir die Selbstenergie

In einem ersten Iterationsschritt werden (2.1.32) und (2.1.34) mit dem HF-Propagator

@ w—egF+i7] w— el —in o

Will man Kerne mit realistischer Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung berechnen, ist in den Aus-
driicken fiir die Selbstenergiebeitriige V' durch G zu ersetzen.

0Da die HF-Greensfunktion bis auf die modifizierte Ein-Teilchen-Energie einem freien Propagator
entspricht, wird sie in der Folge mit g2¥'(w) bezeichnet.
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berechnet. Fiir die Selbstenergie erster Ordnung erhilt man so'!

S (w) = ; (av|[V]By)O(F —¢,) . (2.1.36)

Der Ausdruck fiir die Selbstenergie zweiter Ordnung ist etwas komplizierter und ergibt
sich zu

Soyw) = —Z/ 02[:1 gj;j (ap |[V]46) (v0| V| Br) g2 (w — wn + wa) g3’ (wn)g)i" (w2)

= 5%@1(1‘/\7@ <76‘V‘ﬁu> (2.1.37)

X

O(ey — F)O(e5 — F)O(F —¢,) N O(F —e,)O(F — £5)O(e, — F)
w— (eHF 4 efft" — cHF) w— (eHF 4 el — elF)

Die so berechneten Startwerte fiir die Selbstenergien sind in Abbildung 2.1.7 a) — ¢)
dargestellt. Diagramm a) stellt ") dar, wihrend b) und c¢) zu £ gehoren. Mit den
so gewonnenen Ausdriicken fiir die Selbstenergien, kann man jetzt die Dyson—Gleichung
(2.1.34) 16sen.

Uberfiihrung der Dyson—Gleichung in ein Eigenwertproblem

Die Dyson-Gleichung fiir ¥(® kann einfacher behandelt werden, wenn man sie in ein
nichtlineares Eigenwertproblem umschreibt. Dazu setzt man die Lehmann—Darstellung
der Greensfunktion (2.1.3) sowie den HF-Propagator (2.1.35) in (2.1.34) ein, multipli-
ziert diese Gleichung mit w — (EN™! — E¥) und bildet den Grenzwert w — (EY' — EJ).
Dadurch erhilt man eine Eigenwertgleichung fiir w,, = (EY™! — E}) | was die Anregungs-
energien des N + 1-Systems relativ zum Grundzustand sind. Diese Eigenwertgleichung
148t sich schreiben als [Bra90]

> [Gapel ™+ SEwn)] (08 ah] 00 ) = wn (v ok ) - (2.1.38)
B

In analoger Weise kann man die korrespondierende Gleichung fiir w,, = (E}’ — EX 1),
den Energien des NV — 1 —Systems herleiten, und erhélt

> [Base T+ S wm)] (05 |agl 0 ) = wm (U5 |aal ¥)) - (2.1.39)
B

Die erhaltenen Eigenwertgleichungen kann man fiir s = m oder s = n auch in eine
kompakte Matrix—Gleichung umschreiben, wobei die Grole des Modellraums die Anzahl

Hvgl. (2.1.28).
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d) e)

f) 9)

Abbildung 2.1.7: Im SCGF-Verfahren auftretende Beitrige zur Selbstenergie. Die Dia-
gramme a) — c) zeigen die mit gt berechneten Startwerte der Selbstenergiebeitrige,

wdihrend die Diagramme d) — g) Beispiele fir Graphen sind, die durch das selbstkon-
sistente Verfahren generiert werden.
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der oben links in der Matrix auftretenden HF—Ein—Teilchen—Energien bestimmt.

5£IF 0O -+ 0 a¢ a§ -+ af b b - b xXoe Xoe
I al ool W ) X350 X3P
0 0 NPy ay oap WMo b || xo X3
@@ d - @ B 0 -~ 0 0 0 -+ 0 Yy Yy
ay  ay ay 0 By 0 0 0 -~ 0 Yy Yy
. . . . . . = Ws .
ag  af ai 0 0 E, 0 0 0 Y Y
by by B0 0 0 E 0 0 zZ; Z3
by by by, 00 0 0 E, 0 Z3 Z3
oo - b 0 0 -~ 0 0 0 - E Z; Z;
(2.1.40)

In Gleichung (2.1.40) stehen E; und Ej fiir die im Modellraum moglichen 2T1L~ und
2L1T Energien, die durch die Ankopplung der Selbstenergie ¥.(?) entstehen. Im ersten
Iterationsschritt, also wenn die Selbstenergie mit dem HF-Propagator berechnet wird,
kann man sie symbolisch schreiben als

E, = e+l — et (2.1.41)

B = el el el (2.1.42)

wobei Ly, Lo und L fiir Lochzustande und 77, 75 und T fiir Teilchenzustéinde im Modell-
raum stehen. Die Groflen a; und b; sind Wechselwirkungsmatrixelemente zwischen den
Zusténden a, f3, ... und der entsprechenden 2T1L- (2L1T-) Konfiguration

a; = <T1T2 \V\ aL> (2.1.43)

bj = (LiLy|V]aT) . (2.1.44)

Im folgenden soll gezeigt werden, dafl Gleichungen (2.1.38) und (2.1.39) identisch mit
(2.1.40) sind. Die ersten Zeilen der Matrix in (2.1.40), in denen HF-Ein-Teilchen-Energien
stehen, kann man umformen in

k I
elEXGT > alY + Y W7 = w X fir p=a---v (2.1.45)

i=1 j=1
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Die iibrigen Zeilen kann man schreiben als

> alXg + EYS = wY (2.1.46)
q=«

beziehungsweise
SVIXGU 4 B2 = w7 (2.1.47)
q=«

Die Gleichungen (2.1.46) und (2.1.47) 16st man nun nach Y;* bzw. Z$ auf und erhélt

Yooal Xyt
YS = i 2.1.48
Z q; ) ( )
sowie b x5
s <20
zZ: =Yy —+— (2.1.49)

g=a Ws — Ej

Letztere Beziehungen fiir Y;* und Z7 setzt man jetzt wieder, exemplarisch fiir p = a, in

Gleichung (2.1.45) ein und findet

O ERT I SR S B PTY (21.50)
€n Oga+ Yy ———=+ — | X5 = w X5 . 2.1.50
=a ! i—1 Ws B j=1Ws — Lj

Beniitzt man nun die Definitionen fiir E; (E;) sowie a; (b;) und vergleicht die Summen in-
nerhalb der Klammern mit dem Ausdruck fiir die Selbstenergie zweiter Ordnung (2.1.34),
erkennt man, je nachdem ob s = n oder s = m gilt, die Ausdriicke (2.1.38) bzw. (2.1.39)
wieder!?, sofern man X7 mit <¢TJL\7“ ‘afl‘ ¢(1)\7> bzw. <1Z)T]X*1 |a,| ¢(1)\7> identifiziert [Mue93al.

Die Losung der Dyson—Gleichung, also die Losung des Eigenwertproblems (2.1.40) ergibt
nun eine nicht—triviale Multipol-Greensfunktion, die man in der Lehmann—Darstellung
erhalt

Goplw) =Y XX l (2.1.51)

Da die Ein—Teilchen—Zustéinde an die 2T1L— und 2L1T-Konfigurationen des Modell-
raums gekoppelt wurden, verteilt sich die Ein—Teilchen—Stérke hier auf viele Pole. Die

@(WS_F) + @(F_ws)] ]

W—ws+1i1n w—ws—1n

Gesamtstérke des Zustands a unterhalb der Fermikante ergibt sich jetzt zu

ne = > O(F —w,) (X§*)* (2.1.52)

und ist ungleich eins. Konsequenz davon ist, dafl auch Teilchen—Zusténde eine nicht ver-
schwindende Besetzungswahrscheinlichkeit haben.

12his auf den Faktor %, der von den Feynman—Regeln herrithrt und durch geschicktes aufstellen der
Matrix (2.1.40) beriicksichtigt wird.
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Renormalized Hartree—Fock

Das System der selbstkonsistent zu losenden gekoppelten Gleichungen (2.1.32) bis (2.1.34)
kann teilweise geschlossen werden, wenn man in einem néchsten Iterationsschritt die
Selbstenergie erster Ordnung mit der erhaltenen Multipol-Greensfunktion (2.1.51) be-
rechnet, die Selbstenergie zweiter Ordnung unverédndert 1&8t, und iteriert. Dies stellt kein
Problem dar. Man erhilt dann anstatt der konventionellen HF-Ein—Teilchen—Energien

eFHE — (o |T| a) +Z<&B‘V‘aﬂ>n5 . (2.1.53)
B

Diagrammatisch gesprochen fiihrt das dazu, dal bei einmaligem Wiedereinsetzen der
Multipol-Greensfunktion (2.1.51) auch Diagramme des Typs d) fiir Loch-Zustédnde und
e) fiir Teilchen-Zusténde aus Abbildung 2.1.7 beriicksichtigt werden. Iteriert man dann
mit unverdnderter Selbstenergie zweiter Ordnung, ergeben sich auch kompliziertere Dia-
gramme aus mehrfachen Aneinanderreihungen der Diagramme a), d) und e).

Der Effekt dieser Korrektur, die Renormalized Hartree-Fock!® genannt wird [Koe92,
Bra67, Ami97] ist eine Entleerung der Loch—Zusténde bzw. Bevolkerung der Teilchen—
Zusténde.

Volle Selbstkonsistenz

Um zu vollsténdiger Selbstkonsistenz zu gelangen, muf man auch X(? mit der erhaltenen
Multipol-Greensfunktion (2.1.51) berechnen. Dies bedeutet, dafi auch Diagramme des
Typs f) und g) aus Abbildung 2.1.7 mitgenommen werden. Auf den ersten Blick scheint
auch das kein Problem zu sein. Betrachtet man jedoch nochmals den Startwert fiir die
Selbstenergie zweiter Ordnung (2.1.38), sieht man, dafl anstatt den HF-Greensfunktionen
jetzt die neu erhaltene Multipol-Greensfunktion einzusetzen ist. Fiir jede Greensfunktion
hat man bei der Berechnung von £(?) also eine zusitzliche Summation iiber die Anzahl
der Pole auszufiithren. Anstatt eines Produkts von ©—Funktionen fiir jedes ydp hat man
nun eine Vielzahl von Termen, die 2T1L— oder 2LL1T-Charakter haben. Nach Energiein-
tegration erhélt man

S = 3 5 {onlv]r0) (o ) (5 e e
Youry'd' ' 515293

(2.1.54)

) [@(wsl — F)O(ws, = F)O(F —wy,) | O(F = )O(F = w,)Ows, = F>D |

W= (w81 + Wsy — wsg) w = (w81 + Wsy — w53)

130der Renormalized Brueckner-Hartree-Fock, wenn mit der G-Matrix gerechnet wird.
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Die Dyson—Gleichung (2.1.34) kann auch mit der neu berechneten Selbstenergie (2.1.54)
wieder in ein Eigenwertproblem iiberfiihrt werden. Allerdings steigt hierbei die Dimension
der Matrix (2.1.40) explosionsartig an, da nun zu einem Matrixelement a; eine Vielzahl von
Konfiguration mit 2T1L- bzw. 2L1T-Charakter gehoren und deshalb anstatt nur eines
Matrixelements mit Index i viele Terme der Gestalt a; X537 X5*° X5** mit zugehorigem
Diagonalelement wy, + w;, — ws, in die Matrix eingetragen werden miissen.

Konsequenterweise fiithrt dies dazu, dafl die Zahl der Pole der resultierenden Greensfunk-
tion ebenfalls mit jedem Iterationsschritt ansteigen wiirde und so schon nach wenigen
Rechenschritten, die zu diagonalisierenden Matrix eine nicht mehr handhabbare Dimen-
sion erreichen wiirde.

Um dies zu verhindern bedient man sich des "BAsis GEnerated by Lanczos”— oder
BAGEL—Verfahrens, das mit Erfolg zur Beschreibung endlicher Kerne [Mue88, Mue93a,
Mue95a, Har95] und in Kernmaterie [Mue95b, Mue95¢| angewandt wurde. Hierbei bedient
man sich des Lanczos—Algorithmus [Lan50, Arn51] zur ndherungsweisen Losung des Ei-
genwertproblems (2.1.40). Die Anwendung des Lanczos—Algorithmus ist gleichbedeutend
damit, dafl man nicht alle Eigenwerte- und Eigenvektoren einer Matrix berechnet, son-
dern sich auf eine bestimmte Anzahl beschrinkt, die, innerhalb einer sinnvoll zu wéahlen-
den Toleranz, das tatsichliche Eigenwertspektrum der Matrix gut approximieren (siehe
auch Abschnitt 2.2.2).

gHF > Z(1) Z(Z)
Matrix- | N>N,,
Dimension?
Selbst-
_ , N<Npax LANCZOS
konsistenz?
_ EW-Problem
Ergebnis losen N=Npax
Multipol-
Greensfunk.

Abbildung 2.1.8: Selbstkonsistentes Iterationsschema des SCGF-Verfahrens.
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In der Sprache der Greenschen Funktionen bedeutet dies, dafl man sich auf eine Maxi-
malanzahl von Polen in (2.1.51) beschriankt. Hat man eine Obergrenze fiir die Polanzahl
festgelegt, mufl man im Verlaufe der Iteration iiberpriifen, ob die Dimension der Matrix
des zu losenden Eigenwertproblems diese Obergrenze iiberschreitet, und gegebenenfalls
mit Hilfe des Lanczos-Algorithmus genau die geforderte Anzahl von Eigenwerten berech-
nen. Die Anwendung des Lanczos—Verfahrens sorgt dafiir, dafl die Anzahl der Pole die
gewihlte Maximalanzahl nicht iiberschreitet, wodurch eine voll selbstkonsistente Losung
der gekoppelten Gleichungen (2.1.32) bis (2.1.34) moglich ist. Das Resultat ist dann eine
Greensfunktion in BAGEL—(p, ¢)-Nédherung, d. h. neben dem Quasiteilchen—Pol, der in
der Néhe der HF—Ein—Teilchenenergie liegt, beriicksichtigt man noch p Pole unterhalb und
q Pole oberhalb der Fermienergie. Zur besseren Veranschaulichung ist der Iterationszyklus
in Abbildung 2.1.8 grafisch dargestellt.

2.2 Adaptive Basisgenerierung

Ein N-Teilchen—System ist vollstéindig gelost, wenn man entweder die exakten N—Teilchen—
Greensfunktion oder die exakte N-Teilchen—Wellenfunktion angeben kann. Jedoch ist
meistens der Konfigurationsraum so grof}, dafl weder das eine noch das andere moglich
ist. Wie man die Ein-Teilchen-Greensfunktion nédherungsweise und selbstkonsistent be-
rechnen kann, wurde im vorigen Abschnitt ausgefiithrt. Im folgenden werden zwei Ver-
fahren vorgestellt, mit denen es moglich ist, die N-Teilchen—Wellenfunktion sukzessive
aus einer Anfangskonfiguration aufzubauen. Fiihrt man diese Generierung von Zusténden
lange genug durch, erhélt man letztlich die exakte Wellenfuntkion. Die eigentliche Idee
dieser Vorgehensweise besteht jedoch in der Annahme, dafli man schon dann eine gute
Néaherung fiir die Wellenfunktion erhélt, wenn noch nicht alle Komponenten der exakten
Wellenfunktion erzeugt wurden.

Eines dieser Verfahren ist die sogenannte ”Coupled—Cluster-Method” (CCM), auch
exp[S]-Verfahren genannt [Kue78, Bis78, Zab74]. Das zweite Verfahren beruht im we-
sentlich wieder auf dem Lanczos—Algorithmus und wird am Ende dieses Abschnitts kurz
zusammengefaflt.

2.2.1 Das exp[S]-Verfahren

Allgemeine Form der Wellenfunktion

Der Ansatz dieses Verfahrens besteht darin, beginnend mit einem Startzustand die Viel-
teilchenwellenfunktion zu generieren. Beim exp[S]-Verfahren werden auf diesem Startzu-
stand systematisch die moglichen 1T1L—(Ein—Teilchen-Ein-Loch-), 2T2L—, - -, nTnL-
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Anregungen aufgebaut. Das ist moglich, weil jede N—Teilchenwellenfunktion geschrieben
werden kann, als [Coe58, Kue62)]

V) = e |) (2.2.1)
wenn die Normierungsbedingungen

(@[0) =1

(P|¥) =1 (2.2.2)

erfiillt sind. Beziehung (2.2.2) ist moglich, wenn (®|¥) # 0 angenommen wird, was gleich-
bedeutend mit einem verniinftig gew#hlten, nicht etwa orthogonal auf der aktuellen Wel-
lenfunktion stehenden |®) ist. Der Startzustand |®) ist eine Slaterdeterminante aus Ein—
Teilchen—Zusténden, wie z. B. die HF-Wellenfunktion. Er 148t sich schreiben als

1) =] al |0) . (2.2.3)

Das Argument der Exponentialfunktion ist ein Operator, der seinerseits eine Summe von
Operatoren ist,

N
S=>S,, (2.2.4)
n=1

wobel fiir die einzelnen Summanden

1
>y all...a;n (p1. . pn|Snlvi. . vn)ay, ...a,,

(n!)2 P1Pn V1*Un

S, =

(2.2.5)
pPi > F, v; < F

gilt. Entwickelt man die Exponentialfunktion in (2.2.1), kann man sehen, daf§ der Wel-
lenfunktion 1T1L—, 2T2L—, ..., Konfigurationen beigemischt sind. Es ergibt sich

v Vo P2
1 P1 \Z P1

Abbildung 2.2.1: Grafische Darstellung der S-Amplituden



2.2 ADAPTIVE BASISGENERIERUNG 27

|\Ij> — €(S1+52+"') |®>
1
= [1+(Sl+52+---)+§(Sl+52+---)2+--- | )

= + ZS V1 Playl ‘(b + Z p1p2V11/2 pla’Tga’VQGVl ‘®> + )
%,_/

p1p2V1V2

1T1L 2T2L
(2.2.6)
1 1 1
+ 3 Z Sgl)msgz)mama”l p2aV2‘cI)> )
pP1LP2VIV2
2T2L

wobei s{), - als Kurzform von (p; |S1|v1) usw. zu verstehen ist. Die Amplituden S, kénnen
als sogenannte ”Linked Diagrams” (Abbildung 2.2.1) dargestellt werden, was bedeutet,
daf} sie nicht aus Produkten von unabhingigen Funktionen mit weniger Variablen be-
stehen [Kue62, Hub57]. Demzufolge kann man sie als echte n—Teilchen-Korrelationen
interpretieren.

Losung durch Projektion

Will man die korrelierte Wellenfunktion |¥) und damit Observablen berechnen, ist die

Schrodingergleichung
HI|¥)=FE|V) , (2.2.7)
zu losen, die man mit Hilfe des Ansatzes (2.2.1) fiir |¥) umformt in
Hed |®) = Ee” |) . (2.2.8)
Um Gleichungen fiir die S,, zu erhalten multipliziert man Gleichung (2.2.8) der Reihe
nach mit
(P , (2.2.9)
(®|dl, a,, , (2.2.10)
<(b‘ 1/1 Vgap2ap17 (2211)
usw.

Durch die Projektion auf die 1T1L-Konfigurationen, filtert man aus der aktuellen Wel-
lenfunktion die Komponenten heraus, die durch einmalige Anwendung des Operators
s/()ll)y L@}, ay,, entstanden sind. Ahnlich bedeutet die Projektion auf die 2T2L-Konfigurationen
die Extraktion der Anteile der Wellenfunktion die durch zweimaliges Anwenden des Ope-
rators 55)11)111 aj)lay1 oder einmaliges Anwenden des Operators sfﬁmulwazl a/T_,Qa,,QaV1 entstan-
den sind. Letzteres a8t schon vermuten, dafl die Gleichungen fiir die S—Amplituden nicht-

linear und gekoppelt sind.
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Zur Herleitung der projizierten Gleichungen multipliziert man zunéchst (2.2.8) mit (®|.
Mit (2.2.1) und (2.2.2) erhélt man nacheinander

(0|He"| @) = (@|EcS| @) = E(®|W) = F . (2.2.12)

Nun multipliziert man mit (2.2.10) und ersetzt die Energie durch den eben gewonnenen
Ausdruck (2.2.12) was auf

(@

fithrt. Desgleichen verfihrt man mit den 2T2L-Anregungen (2.2.11), mit dem Resultat

(@

Fiihrt man diese Projektionen bis zu einer nTnL-Konfiguration durch, die der Teilchen-

al, a,,¢%| @) (®|HeS| @) =0 (2.2.13)

af,laleeS‘ <I>> — <<I>

al al amamHeS‘ <I>> — <¢>

vy 2

al al amames‘ <I>> <<I> ‘Hes‘ <I>> =0. (2.2.14)

vy 2

zahl des Systems entspricht (n = N), wiirden die dazugehorigen Gleichungen genau der
Schrodingergleichung entsprechen und die Losung des Gleichungsystems wére exakt. Bei
realistischen Rechnungen beschréankt man sich jedoch in der Regel auf ein n < N.

Im folgenden soll angedeutet werden, wie man aus den Gleichungen (2.2.13) und (2.2.14)
Beziehungen fiir die S-Amplituden extrahieren kann. Dazu betrachtet man zunéchst den
in beiden Gleichungen auftauchenden Term

(®|He®| @) (2.2.15)

sowie 1
e |P) = ]<I>>+Sl\@)+52]<I>>+§Sf]<1>>+-~- (2.2.16)

Der Ausdruck (® |H| @) ist als Erwartungswert beziiglich des Startzustands bekannt. Geht
man von einem Zwei—Teilchen—Operator fiir die Wechselwirkung aus, kann der Hamilton-
operator als

1 _
H = Z <k’1 |T| k’g) a,tla;@ + Z Z <k1k2 ‘V‘ k3k4> azlaLQamah (2217)
k1ko k1kakska
geschrieben werden. Betrachtet man einen Summanden des in S linearen Terms (2.2.6)
und beschrankt sich zunachst auf den kinetischen Anteil des Hamiltonoperators, so kann
man (2.2.15) mit (2.2.3) umschreiben in
> (k1 |T| k2) (0] ay - - ~aNaLIak2aLia,,ja}rV --al |0) sf)li?,j . (2.2.18)
k1ko
Um den Vakuumserwartungswert der Feldoperatoren zu berechnen bedient man sich des
Wick’schen Theorems [Bau68, Rin80]. Da die Feldoperatoren a; - - - ay allesamt auf Teil-
chen unterhalb der Fermikante wirken, aj)i aber per Definition ein Teilchen {iber der Fer-
mikante erzeugt, kann aLi nur mit ay, kontrahiert werden und das Resultat ist einfach

S (k1 [T ka) 88, Ok, O, (2.2.19)

kika
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Aus dieser Uberlegung wird auch klar, da Vakuumerwartungswerte in denen nur der
Ein-Teilchen-Operator der zur kinetischen Energie gehort, sowie zu S?, S, . . ., gehdrende
Produkte aus zwei oder mehr Teilchen— und Locherzeugern auftauchen, Null sind.

Etwas schwieriger ist die Situation, wenn man den potentiellen Anteil des Hamiltonope-
rators betrachtet. Zwar kann man (2.2.15) wieder umschreiben in

1 _
1 ) ];;k <k1k2 ‘V‘ k3k4> (0lay -- ~aNa,11a,T€2ak4ak3aI,ia,,ja}rV . ~aJ{ |0) sf}i,)jj , (2.2.20)
1R2R3 K4

aber a;, kann nun mit ay, oder aj, kontrahiert werden, so dafl man eine ganze Reihe
von Termen mit unterschiedlichen Wechselwirkungsmatrixelementen proportional zu sgl),j
erhélt.

Ubersichtlicher wird die Situation wieder, wenn man in (2.2.20) die zu S? bzw. S gehéren-
den Feldoperatoren und Matrixelemente sMs™®" bzw. s eintrigt. Ahnlich wie oben
miissen dann wieder die beiden Teilchenerzeuger aj,i und azi, mit den Vernichtern ay, und
ay, kontrahiert werden. Hieraus wiederum folgt, dal die Zwei-Teilchen-Operatoren, die
zur potentiellen Energie gehoren keine Verkniipfung mehr zu 5%, 515, und Sz herstellen
koénnen.

Die oben fiir den Ausdruck (®| He |®) angestellten Uberlegungen konnen jetzt auch auf
den Term

(@

ausgeweitet werden. Die nun zusétzlich links von H auftretenden Feldoperatoren erhéhen
nun im Vergleich zu (2.2.18) und (2.2.20) die Anzahl der moglichen Kontraktion im Va-
kuumerwartungswert der Feldoperatoren. Insbesondere ist fiir den zur kinetischen Ener-

al,a, He®| ®) (2.2.21)

gie gehérenden Term jetzt ein Link zu S? bzw. S, und fiir den zur potentiellen Energie
gehérenden Term ein Link zu S7, S S, und S3 moglich. Analoges gilt fiir die Gleichung die
durch Multiplikation mit den 2T2L-Konfigurationen entstanden ist (2.2.14). Nur ist die
Anzahl der moglichen Kontraktionen noch grofler und es sind Verkniipfungen zu 4T4L—
Konfigurationen moglich (S§, ..., Sy).

Bleiben noch die Terme (®|al a, e’ |®) und (®|a], af, ay,a,, e’ |P). Da in |®) nur Zu-

vy 2

stdnde unterhalb der Fermikante besetzt sind, liefert der erste Term nur die zu allapl

gehorende Amplitude sgll)yl zuriick. Ahnlich ergibt sich fiir den zweiten Term 55)11)1,1 55)12)1,2 +
(2)

pipane- Di€ allgemeinen Bestimmungsgleichungen fiir die S—Amplituden sind uniiber-
sichtlich und hier wenig hilfreich. Als Beispiel fiir die Struktur einer solchen Gleichung ist

S

in (2.2.22) die Beziehung angegeben, die sich aus (2.2.13) ergibt.
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V|vp) s

(pr [ vr) = 3" (v bl o) s, + Z 7] 0) 8200 + 5 Z<w

v Wp

S Pl B + 3 5 (0 [7]08) (S )

vv/p v/ pp’

—|—%Z<l/l/

vv/ pp’

) st =0 (2.2.22)

Sp1pp'vivv!

Zur Vereinfachung der Schreibweise wurde der Ausdruck

(alhlr) = (a|T|v) +> (a|T|p)s pyl )+ Z <on ‘ ‘ 1/11/> +> <oz7/ “_/‘ p1/1> Sf)ly)
P pv
(2.2.23)
+ Z <on ‘V‘ pl/> Spry T Z <cw ‘V‘ pp> ( py)l E,l,)j + sg)),jw)
pv

vpp'
eingefiihrt, in dem « fiir einen beliebigen Zustand des Modellraums steht. Offensichtlich
ist schon der explizite Ausdruck fiir die Projektion auf 1T1L-Konfigurationen (2.2.22)
einigermaflen kompliziert. Deswegen tragen auch die Ausdriicke fiir die hoheren Projek-
tionen nicht zum Verstandnis bei. Dies ist auch nicht erforderlich, da man an (2.2.22)
schon die wesentlichen Eigenschaften der Gleichungen ablesen kann.

e Die Vakuumerwartungswerte von Feldoperatoren sind verschwunden und es tauchen
nur noch Matrixelemente der kinetischen und potentiellen Energie, sowie die s—
Amplituden auf.

e Die Gleichungen sind nichtlinear und gekoppelt.

e Die Gleichungen haben eine hierarchische Struktur. Die Beziehungen fiir die s™ —
Amplituden hiingen von den sV — und s+ ~Amplituden ab.

Wenn man die s—Amplituden nicht bis zur hochst moglichen Ordnung (n = N) bestimmen
will, erfordert der letzte Punkt, dafl man die Hierarchie der Gleichungen aufbricht, indem
man ab einem bestimmten n; alle s-Amplituden mit n > n; gleich Null setzt. Ab welcher
Ordnung man die Hierarchie abbrechen kann, ist ad hoc nicht vorhersagbar und muf
anhand der Resultate iiberpriift werden.

Als Ergebnis einer exp[S]—Rechnung erhilt man die s—Amplituden bis zur gewihlten
Ordnung, die einem eine nidherungsweise Berechnung der Wellenfunktion iiber (2.2.1)
ermoglichen. Mit ihr konnen dann alle Observablen gemé&f

5y (v]o]v)
(0) = RO (2.2.24)

berechnet werden.
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2.2.2 LANCZOS-Diagonalisierung

Bei einem makroskopischen Vielteilchensystem ist man in der Regel mit dem Problem
konfrontiert, dafl der Konfigurationsraum, in dem der Hamiltonoperator diagonalisiert
werden soll, sehr grof} ist. Eine Diagonalisierung des Hamiltonoperators nimmt dann sehr
viel Zeit in Anspruch, wenn die zu diagonalisierende Matrix nicht sogar eine Dimension
erreicht, die eine Speicherung der Matrix, selbst auf einem Grofirechner, nicht mehr zuléfit.

Reduktion der Matrixdimension

Falls es moglich ist, die Gesamtmatrix mit Dimension N des Hamiltonoperators aufzu-

stellen,
h/ll h12 h/ln
g | ™ h”‘ e , (2.2.25)
hei

wahlt man einen geeigneten Startvektor, z. B.
1
0
vo=| . (2.2.26)
0
und generiert durch n — 1 -maliges anwenden des Hamiltonians auf diesen Vektor eine
Basis aus n Vektoren (n < N)

B = {Uo,HU(),H2U0,...,Hn_1U0} . (2227)

Die orthonormierten Basisvektoren bilden eine Transformationsmatrix V' mit mehr Zeilen
als Spalten mit deren Hilfe der Hamiltonian geméafl

vT H 1% (2.2.28)

transformiert wird. Das Resultat ist eine Matrix H der Dimension n, die kleiner ist,
als die urspriingliche Dimension von H. Eine Diagonalisierung von H ergibt eine Nihe-
rungslosung des Ursprungsproblems. Dieses Verfahren funktioniert insbesondere fiir die
Berechnung der Grundzustandsenergie sehr gut.
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BAGEL-Verfahren

Wenn man die Gesamtmatrix des Hamiltonoperators nicht aufstellen kann oder will, kann
die Reduktion der Matrixdimension auch eleganter durchgefiihrt werden, indem man suk-
zessive Zusténde des gesamten Konfigurationsraums erzeugt. Dazu bedient man sich aber
nicht einfach der algebraischen Matrix—Vektor—-Multiplikation, sondern betrachtet direkt
die Wirkung des Hamiltonoperators auf einen physikalischen Startzustand |ag), der z. B.
der HF-Grundzustand oder irgend ein sinnvoller Zustand des Konfigurationsraums sein
kann. Wenn |ap) nicht Eigenzustand zu H ist, was eine notwendige Bedingung fiir die
Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist, erzeugt die Anwendung von H auf |ag) einen neuen
Zustand

Hlao) = |51) - (2.2.29)
Mit
1) = |81) — {a| 1) [aw) = H |ag) — (v [H] o) o) (2.2.30)
und geeigneten Normierungskonstanten dy und ¢; kann der Zustand |3;) in
61) = H |ao) = do |eo) + c1]au) (2.2.31)

umgeschrieben werden, was bedeutet, daf§ er in eine Komponente in Richtung von |ag)
und eine Komponente orthogonal dazu zerlegt wurde. Fiir |ag) wurde die Normierungs-
konstante mit d bezeichnet, da d|ag) gerade der Diagonalanteil von H |ap) ist. Eine
neuerliche Anwendung des Hamiltonoperators auf ;) liefert dann einen zu |ag) und |aq)
orthogonalen Zustand

las) = H o) — (g [H| ) ) — (oa [H o) ovy) (2.2.32)
Mit Beziehung (2.2.31) und reellen Koeffizienten dy und ¢; findet man
(ag [H| ar) = {do (o] + 1 (]} |eu) = e1 (2.2.33)

womit man zusammen mit den geeigneten Normierungskonstanten d; und cy Gleichung
(2.2.32) umformuliert in

H o) = ¢ |ag) + dy ) + o |ag) (2.2.34)

Diese Prozedur wird fiir jeden neu erzeugten Zustand wiederholt, so dal man einen Satz
von BAGEL—Vektoren |a) erzeugen kann, fiir die allgemein die Rekursionsformel

H|a;) = cilai1) + di|ai) + cipr [aisa) (2.2.35)
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gilt [Lan50, Wil65]. Der Hamiltonoperator soll nun in der Basis der BAGEL—Vektoren
diagonalisiert werden. Da die Rekursionsformel nur von zwei AuBerdiagonalelementen
abhéngt und die Werte der Matrixelemente (o |H|ay) durch die entsprechende Multi-
plikation der Rekursionsformel von links mit («;| schon so gut wie bestimmt sind, erhélt
man eine tridiagonale, symmetrische Matrix der Form

dO 1 0 Ce . 0

C1 dl Co 0 s 0

0 co d c e 0

T R (2.2.36)
O .- --. Cp—9 dn_2 Cn—1

o .- ... 0 Cn—1 dnfl

wobei n die Anzahl der erzeugten BAGEL—Vektoren ist. Eine Diagonalisierung dieser
tridiagonalen Matrix ergibt ein Néherungslosung fiir die Diagonalisierung des Hamilton-
operators im Raum aller Konfigurationen des Vielteilchensystems.

Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dal man nie die Gesamtmatrix des Hamiltonopera-
tors speichern muf; sondern immer nur hochstens drei der BAGEL-Vektoren gleichzeitig,
aus deren Vorfaktoren sich dann auch sofort die entsprechenden Eintrége der zu diago-
nalisierende tridiagonale Matrix ergeben. Will man hingegen eine Néherung fiir die Wel-
lenfunktion des Systems in der urspriinglichen Basis, miissen fiir die Riicktransformation
alle BAGEL—Vektoren bekannt sein. Dies ist fiir die Berechnung von Erwartungswerten,
wie z. B. der Grundzustandsenergie, aber nicht nétig.

Zum Schluf} sei noch angemerkt, dafl sich das eben erklarte BAGEL—Verfahren mathe-
matisch nicht von der oben besprochenen Reduktion der Matrixdimension unterscheidet.
Technisch gesprochen besteht aber ein Unterschied darin, ob der urspriingliche Hamil-
tonoperator schon in Matrixform vorliegt und die Diagonalisierung durch Reduktion be-
schleunigt werden soll, oder der Hamiltonoperator sowieso noch aufgestellt werden mufl
und eventuell die zu erwartende Dimension so grof ist, dafy das BAGEL—-Verfahren sinn-
voller zu sein scheint. Dariiberhinaus kann die Reduktion der Matrixdimension fiir jede
beliebige Matrix durchgefithrt werden, die in Form von numerischen Werten vorliegt.
Hingegen muf im Fall des BAGEL-Verfahrens ein Operator (in diesem Fall H) und seine
Wirkung auf die Zusténde des Modellraums bekannt sein.



Kapitel 3

Modelle und Modellraume

Da bisher nur niichtern der theoretische Apparat vorgestellt wurde, soll hier ndher erlautert
werden, an welchen physikalische Problemstellungen die verschiedenen Vielteilchenme-
thoden getestet werden. Insbesondere der Formalismus Greenscher Funktionen hat seinen
Ursprung in der Kernphysik und wurde schon in vielen Variationen, auch unter Beriick-
sichtigung relativistischer Effekte oder mesonischer Freiheitsgrade, auf endliche Kerne und
Kernmaterie angewandt, weswegen er auch hier zunéchst zur Beschreibung kernphysika-
lischer Probleme herangezogen wird.

Das exp[S]-Verfahren hingegen wurde urspriinglich in der theoretischen Chemie zur Be-
schreibung komplizierter Vielelektronensysteme entwickelt, wird aber schon seit vielen
Jahren auch zur Beschreibung von Atomkernen verwendet. Dies ist in der nichtrelativisti-
schen Theorie moglich, da es abgesehen von der komplizierteren Wechselwirkung in der
Kernphysik, keinen prinzipiellen Unterschied in der Behandlung des Fermions Elektron
und des Fermions Nukleon gibt.

Der in dieser Arbeit beschrittene Weg findet seine Motivation im empirisch erfolgreichen
Schalenmodell. So werden ausschlieSlich Modelle mit diskreten Zustdnden untersucht und,
sofern moglich, die Naherungsmethoden mit Grenzfillen des untersuchten Problems ver-
glichen, die eine exakte Losung zulassen.

3.1 Schalenmodell

3.1.1 Motivation

Die Entdeckung des Schalenmodells und die damit erstmals erfolgreiche mikroskopische
Beschreibung von Kernen, kann als Geburtsstunde aller mikroskopischen Kernstruktur-

34
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rechnungen angesehen werden. Nachdem die Wichtigkeit der Spin-Bahn-Kopplung in
der Kernphysik erkannt wurde, konnte mit Hilfe der diskreten Schalenmodell-Zustédnde
erstmals die intrinsische Struktur von Atomkernen plausibel erkléirt werden. Die einfa-
che Struktur des Schalenmodells rief wenig spéter auch die Konfigurations—Mischungs—
Methoden ins Leben, die das Grundprinzip aller in dieser Arbeit verwendeten Verfahren
sind.

Zur Beschreibung eines Atomkerns muf3 der typische Hamiltonian mit Zwei—Teilchen—

Wechselwirkung
H= ko T k) al 1 Kk |V | ksky) al al 3.1.1
> (k[T ko) Ay Oy + > (kiks 3k ) ag, ag, ap, ag, (3.1.1)
kiko k1koksky

in einer Schalenmodell-Basis, wie sie in Abbildung 3.1.1 dargestellt ist, diagonalisiert
werden. Fiir einen Kern wie 1°O, fiir den in HF-Niherung die Zustéinde bis einschlieBlich
Op% besetzt sind, bedeutet eine Diagonalisierung der Restwechselwirkung im Schalenmo-
dell, dafl auch hohere Zustdnde teilweise besetzt sein konnen, was eine Konfigurations—
Mischung darstellt.

Og%
- 1p3
lp T 0f3
lp%

of o 28
0fZ
2

1s ol 20
O d —<::_ ) ls%
0d3

Op%

Os 2

1
032

Abbildung 3.1.1: Diskrete Schalenmodell-Zustinde mit Spin—Bahn—Kopplung. Rechts
sind die magischen Zahlen der Schalenabschliisse angegeben.
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Die Anzahl der Zustiande, die man bei einer solchen Konfigurations—Mischung berticksich-
tigt, definieren den Konfigurationsraum, der bei 16 Teilchen und nur wenigen Zusténden
oberhalb der Fermienergie, schon eine nicht mehr handhabbare Grofle erreicht. Deshalb
ist es bei einer solchen Rechnung notwendig sich entweder auf eine Klasse von Anregungen
(etwa 2T1L-Beimischungen im Formalismus Greenscher Funktionen oder maximal 2T2L—
Anregungen beim exp[S]-Verfahren) oder einen kleineren bzw. einfacheren Modellraum
zu beschranken.

3.1.2 Sauerstoff 16

In dieser Arbeit wurde, aufbauend auf fritheren Untersuchungen [Mue93a, Har95|, Sau-
erstoff 16 mit dem Formalismus der Greenschen Funktionen und modernen, die Isospin-
symmetrie der Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung verletzenden Potentialen untersucht.
Einzelheiten zu dieser Symmetrieverletzung werden in Kapitel 5 ertrtert, da hier nur die
Modellrdume diskutiert werden sollen.

Fiir Sauerstoff liegt es nahe, in einer Schalenmodell-Basis wie der des dreidimensionalen
Harmonischen Ostzillators, zu arbeiten. Deswegen wurde ein beschréankter Konfigurations-
raum angenommen, in dem Zusténde bis zur 1p0 f—Schale Beriicksichtigung finden. In der
Berechnung der Greensfunktion wurden gemifi Abschnitt 2.1.5 nur 2T1L- und 2L1T-
Beitrige zur Selbstenergie zweiter Ordnung zugelassen. Die zu den diskreten Zustdnden
korrespondierenden 1T-Greensfunktionen kénnen so, aufbauend auf den entsprechenden
BHF-Greensfunktionen, berechnet und Observablen wie die Grundzustandsenergie, Be-
setzungszahlen und Energieverschiebungen zwischen Proton—und Neutron—Zusténden an-
gegeben werden.

Da das Schalenmodell in der Literatur hinldnglich diskutiert wurde und keine den Mo-
dellraum betreffenden Schwierigkeiten auftreten, soll hier nicht weiter ins Detail gegangen
werden.

3.2 Paarwechselwirkung

Trotz des Erfolgs des Schalenmodells zusammen mit dem Modell unabhéngiger Teilchen,
gibt es in der Kernphysik Phinomene, die nicht auf diese Weise erkléart werden konnen. Ne-
ben kollektiven Vibrationszustdnden, die mit Hilfe einer Random—Phase—Approximation
beschrieben werden konnen, gibt es auch nicht—kollektive Effekte, die nur im Super-
fliissigkeits— oder Paarungsmodell beschrieben werden kénnen. Beispiele fiir solche Effekte
sind
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— die Energieliicke im Ein—Teilchen—Anregungsspektrum von Kernen mit gerader Nu-
kleonenzahl,

— der even—-odd-Effekt, also die geringere Bindungsenergie pro Nukleon in einem Kern
ungerader Nukleonenzahl im Vergleich zu einem geraden Kern,

— ein tiefliegendes 2t—Niveau mit Drehimpuls I = 2 in Kernen gerader Nukleonenzahl,
das weder Rotations— noch Ein—Teilchen—Niveau ist, sondern eine Quadrupolschwin-

gung.

Da alle Kerne mit gerader Nukleonenzahl den Grundzustandsdrehimpuls I, = 0 haben
und bei fast allen ungeraden Kernen I, durch den Einteilchendrehimpuls des ungeraden
Nukleons bestimmt wird, liegt die Vermutung nahe, daf§ die Bildung von zu Iy = 0 gekop-
pelten Paaren innerhalb einer j—Schale energetisch bevorzugt ist. Im Grundzustand des
Kerns werden deshalb alle Nukleonen abgepaart sein, bis auf ein méglicherweise vorhan-
denes ungerades. Bei geraden Kernen kann so die Energieliicke im Anregungsspektrum
als die Energie interpretiert werden, die notig ist, um ein Paar aufzubrechen.

Aufgrund der erwédhnten Phénomene, aber auch weil ein einfaches Modell fiir die Paar-
wechselwirkung existiert, ist es sinnvoll, die durch die Paarbildung hervorgerufenen Ef-
fekte néher zu untersuchen. Fiir den Fall einer reinen Paarkraft lautet der entsprechende
Hamiltonoperator

H = Zaka,zak - 1G] > &L&%&k_/&k/ : (3.2.1)
ks kk'>0

Der erste Term ist ein diagonaler Ein—Teilchen—Anteil, wie z. B. die HF—Ein—Teilchen—En-
ergien. Der zweite Term liefert einen Energiegewinn |G|, wenn durch die Umpositionierung

Abbildung 3.2.1: Modellraum fiir einen reinen Paarhamiltonoperator (Impulsraum,).
Dargestellt ist der HF-Grundzustand.
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eines zu I = 0 gekoppelten Paars zwei Vielteilchenzustéinde ineinander iiberfiithrt werden
konnen. Dieser Paarhamiltonoperator kann in einem sehr einfachen diskreten Modellraum
untersucht werden, der in Abbildung 3.2.1 dargestellt ist. Zusétzlich kann angenommen
werden, dafl die Ein—Teilchen—Zusténde dquidistant sind. Wichtig ist, dafl jeder diskrete
Zustand nur mit einem Teilchenpaar besetzt werden kann. Ein Aufbrechen der Paare ist
mit dem speziellen Paarhamiltonoperator (3.2.1) nicht moglich. Daraus folgt, da§ die Dy-
namik des Systems auf eine Verschiebung von Paaren im Modellraum beschriankt ist. Der
Effekt des Verschiebens von Paaren ist, daff man bei |G| # 0 eine nichtverschwindende
Besetzungswahrscheinlichkeit fiir alle Zustinde des Modellraums erhalten kann, da |G|
dafiir sorgt, dal Ein—Teilchen—Zustédnde {iber der Fermikante energetisch abgesenkt wer-
den. Die Grofenordnung von |G| mufl dabei mit dem Levelabstand der diskreten Zusténde
vergleichbar sein, da die Grenzfélle |G| = 0 oder |G| — oo nicht interessant sind.

Die Tatsache, dal nur Paare von Nukleonen bewegt werden konnen sorgt fiir einen relativ
kleinen Konfigurationsraum, so dafl eine exakte Losung des Problems fiir eine nicht allzu
grofle Teilchenzahl durch direkte Diagonalisierung des Hamiltonoperators moglich ist.
Dariiberhinaus hat man die iiberaus erfolgreiche BCS-Theorie [BCS57] an der Hand, die
speziell fiir das Paarproblem entwickelt wurde.

Auch die in dieser Arbeit untersuchten Vielteilchenmethoden kénnen gut am Paarha-
miltonoperator getestet werden und die Existenz einer exakten Losung durch direkte
Diagonalisierung oder durch den auf gruppentheoretischen Uberlegungen basierenden
Richardson—Ansatz [Ric61, Che73, Ric77|, ermoglicht eine sinnvolle Beurteilung der mit
den diversen Nédherungsmethoden erzielten Ergebnisse.

3.3 Das Hubbard-Modell

Das Hubbard-Modell ist ein einfacher Ansatz zur Beschreibung des Verhaltens von Elek-
tronen in einem Festkorper [Yos96]. Befinden sich Atome in einem Kristallgitter, spiiren
die Valenzelektronen den Einflul der Nachbaratome. Dadurch werden die Orbitale der
Valenzelektronen im Vergleich zu denen freier Atome modifiziert was fiir den Zusammen-
halt des Festkorpers verantwortlich ist. In Metallen und Halbleitern konnen sich diese
Valenzelektronen im gesamten Kristallverbund bewegen und zu Leitungselektronen wer-
den.

Im Hubbard-Modell werden die Atome auf Gitterpunkte reduziert und das dynamische
Verhalten nur durch die an den Gitterpunkten lokalisierten Orbitale der Valenzelektronen
beschrieben.

Bezeichnet man ein solches lokalisiertes Elektronenorbital mit ¢;(r), wobei j der Index
eines Gitterpunktes ist, so kann man den Hamiltonoperator, der die Wechselwirkung der
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B R

Abbildung 3.3.1: Modellraum fir das eindimensionale Hubbard—Modell (Ortsraum,).
Dargestellt ist eine mdagliche Konfiguration.

Valenzelektronen beschreibt, als

H = Z tl] (aTzaT] + alzalj) +U Z aTzaTzaLalz (331)
(ig)

angeben. Dieser Hamiltonoperator wird auch "Hubbard—Hamiltonian” genannt. Der Ope-
rator a% (CLL-) erzeugt ein Elektron mit Spin up (Spin down) im Orbital ¢;(r) am Git-
terpunkt i. Im Hubbard-Modell beschrinkt man sich zusétzlich auf ein einziges Leitungs-
band, d. h. man nimmt an, dafl es pro Gitterplatz nur zwei Orbitale gibt und zwar je eines
fiir Spin up und Spin down. Das hat zur Folge, dal im Hubbard—Modellraum, der fiir das
eindimensionale Hubbard—Modell in Abbildung 3.3.1 dargestellt ist, jeder Gitterplatz mit
keinem, einem, oder zwei (zu S = 0 gekoppelten) Elektronen besetzt sein kann.

Der erste Term in (3.3.1) beschreibt das Hiipfen der Elektronen innerhalb des Gitters.

Hi = t; (aJ{ia“ + aLaU) . (3.3.2)
(ig)

H; verschiebt ein Elektron vom Gitterplatz j auf den Gitterplatz ¢ mit der zugehorigen
Stérke ¢;;. Um eine numerische Rechnung durchfiihren zu kénnen betrachtet man mei-
stens ein endliches Gitter mit periodischen Randbedingungen. Dieses Gitter sollte, um
einen Festkorper realistisch beschreiben zu kénnen, dreidimensional sein. In der Regel
untersucht man aus technischen Griinden aber ein- oder zweidimensionale Gitter. Der
Summationsindex (ij) soll andeuten, dafi das Hiipfen der Elektronen nur fiir bestimmte
Absténde zwischen den beiden Gitterpunkten moglich ist. Im Allgemeinen beschriankt
man sich auf ndchste Nachbarn, also den Fall i = j + 1 (Nearest—Neighbour—Hopping).
Eine solche Beschrankung stellt keine drastische Néherung dar, da es unmittelbar ein-
leuchtet, daB nicht benachbarte Atomorbitale einen dufBerst geringen Uberlapp haben.
Dieses ” Nearest—Neighbour—Hopping” ist fiir ein zweidimensionales Gitter in Abbildung
3.3.2 dargestellt.

Aufgrund der periodischen Randbedingungen des Gitters, kann H; mit Hilfe einer Fou-
riertransformation diagonalisiert werden. In einem zweidimensionalen N x N-Gitter kann
man den Operator

U]

o= % Z ¢! R (mirtnage) of (3.3.3)
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Abbildung 3.3.2: Nearest—Neighbour—Hopping im zweidimensionalen Hubbard—Modell.

definieren, wobei man eine Vektornotation fiir die Gitterplitze, f: (71,72), beniitzt hat
und o fiir den Spin (T oder |) steht. Mit ciﬁ hat H; im Impulsraum die einfache Gestalt

H1 = Z €ﬁClﬁCUﬁ s (334)

wobei €7 die Ein—Teilchen—Energie ist, die zu einem Zustand gehort, den der Operator

ciﬁ erzeugt. Zur weiteren Vereinfachung wird héufig angenommen, dafl ¢;; gleich einer
Konstante t ist, was in einem Gitter aus identischen Atomen auch sinnvoll erscheint. In

diesem Fall erhélt man fiir die Ein—Teilchen-Energien

——Qt{ (QW )-+ (QW )] (3.3.5)
Ep = COS N T COS N Ty . L.

Das Ein—Teilchen—Spektrum, also die Eigenwerte von Hy, sind fiir den Fall ¢ = 1 und ein
4 x 4-Gitter in Abbildung 3.3.3 dargestellt.

Der zweite Term aus (3.3.1) beschreibt die Coulomb—Abstoflung zwischen zwei Elektronen,
die sich auf dem selben Gitterplatz befinden.

%ZUZQM@Mi (3.3.6)

Dabei ist zu beachten, dal das Pauliprinzip dafiir sorgt, dafl nur Elektronen mit entgegen-
gesetztem Spin auf ein und demselben Gitterplatz sitzen kénnen. Die elektromagnetische
Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen, die sich nicht am selben Gitterpunkt befinden,
wird vernachléssigt.
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Spin up Energie Spin down

Abbildung 3.3.3: Ein—Teilchen—Spektrum des 4 x 4 Hubbard-Modells fiir U = 0.

Die beschriebenen Restriktionen auf ein Leitungsband, ”Nearest—Neighbour-Hopping”
mit konstantem ¢ und Repulsion nur zwischen zwei auf dem selben Gitterplatz sitzenden
Elektronen, wird auch als 'minimales Hubbard—Modell’ bezeichnet und alle Untersuchun-
gen in dieser Arbeit beschréinken sich auf diesen Fall. Mit Hilfe des Operators n,; = aliaai
ist der minimale Hubbard—Hamiltonoperator gegeben durch

H = tz (a%a“ﬂ + (ILCL“':H) + UZ nynyg; - (337)

Obwohl der minimale Hubbard-Hamiltonoperator relativ einfach aussieht, hat man mit
allen Schwierigkeiten der Vielteilchentheorie zu kdmpfen. So sieht man sich mit der Un-
unterscheidbarkeit der Teilchen und einem stark mit der Anzahl der Gitterpunkte an-
wachsenden Konfigurationsraum konfrontiert. Dariiberhinaus kommutieren die Ein— und
Zwei—Teilchenoperatoren des Hamiltonoperators nicht, so dafl man es mit einem hoch-
korrelierten Grundzustand zu tun hat. In sehr kleinen Modellrdumen kann das ein- und
zweidimensionale minimale Hubbard-Modell exakt diagonalisiert werden. Solche kleinen
Systeme sind aber weit davon entfernt, das Verhalten eines makroskopischen Festkorpers
auch nur annidhernd zu beschreiben. Fiir das eindimensionale Hubbard-Modell existiert
ein von der Grofle des Gitters unabhéngige exakte Losung, der sogenannte Bethe—-Ansatz
[Lie68, Yos96].



Kapitel 4

Technische Aspekte

In diesem Kapitel sollen ndhere Angaben zu den verwendeten Potentialen und den re-
sultierenden effektiven Wechselwirkungen gemacht werden. Dariiberhinaus werden eini-
ge mathematische und numerische Details erldutert, die abgesehen von der zu Grunde
liegenden Physik zur Realisierung von bestimmten Rechnungen notwendig waren. Zum
einen handelt es sich hierbei um moglichst geschickt gewéhlte Arten, physikalische Viel-
fermionenzustinde darzustellen. Zum anderen werden Methoden zur Optimierung von
Computerprogrammen, die insbesondere bei der Realisierung von Rechnungen fiir das
zweidimensionale Hubbard—Modell unerléafllich waren, erortert.

4.1 G-Matrix

Um mit Hilfe des Formalismus der Greenschen Funktionen eine realistische Kernstruktur-
rechnung fiir Sauerstoff 16 durchfiihren zu kénnen, sollen hier aufbauend auf Abschnitt
2.1.4 noch einige Details iiber die effektive Wechselwirkung angegeben werden. Effekti-
ve Wechselwirkungen werden eingesetzt, damit die stark repulsiven Komponenten der
Nukleon—-Nukleon—(NN)-Wechselwirkung bei kurzen Relativabstdnden nicht zu divergen-
ten Matrixelementen fithren. Die G-Matrix ist Losung der Bethe-Goldstone—Gleichung

1
Gobe Vebed + = Va mn —G, . 4.1.1
bed = Vabed WZ:EF O a———— (4.1.1)

und stellt eine solche effektive Wechselwirkung dar. V' ist hier die nackte Wechselwirkung
und ab, . .., mn sind Schalenmodellindizes. In Operatorform geschrieben ergibt sich (4.1.1)
zu

Qmod
W — QmodTQmod 7

Gw)=V+V

(4.1.2)

42
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mnoe..

Abbildung 4.1.1: Mesonaustausch von Nukleonen.

wobei T' der kinetische Energieoperator ist. Q04 ist hier, im Gegensatz zu einer BHF—
Rechnung, nicht nur der Paulioperator, sondern ein von der Wahl des Modellraums
abhéngiger Projektionsoperator. Da die Kernstrukturrechnung im Modellraum eine Bei-
mischung von 2T1L- und 2L1T-Konfigurationen bis zur 1p0f—Schale zulafit, sorgt der
Projektionsoperator Q),oq dafiir, dafl diese explizit in die Kernstrukturrechnung einbezo-
genen Korrelationen nicht schon bei der Berechnung der G-Matrix beriicksichtigt werden.
Diese Doppelziahlung wird vermieden, wenn man fiir den Projektionsoperator

0 fiir m oder n aus 0s oder Op
Qmod |mn) = 0 fiir m und n aus 1s0d oder 1p0f (4.1.3)
|mn> sonst

wéhlt. Mit diesem Projektionsoperator kann nun mit jedem NN—Potential eine G-Matrix
berechnet werden. In der Regel wird fiir die nackte NN-Wechselwirkung ein Boson—
Austausch—Potential gewihlt. Die Nukleonen wechselwirken dabei iiber den Austausch
von Mesonen. Dieser Vorgang ist schematisch in Abbildung 4.1.1 dargestellt. Die Theorie
der NN-Wechselwirkung durch Mesonenaustausch [Mac89] hat eine lange Tradition und
ermoglicht die Bereitstellung von Potentialen, die sowohl die wichtigsten Eigenschaften
des Deuterons als auch die NN—Streuphasen hochgenau reproduzieren.

Hingegen wurden erst in den letzten Jahren realistische NN-Wechselwirkungen entwickelt,
die in der Lage sind Proton—Proton— und Proton—Neutron—Daten simultan zu beschrei-
ben. Diese neuen Potentiale beriicksichtigen eine explizite Verletzung der Isospinsymme-
trie in der NN=Wechselwirkung. Dies geschieht dadurch, dal beim Ein—Pion—Austausch
der Massendifferenz zwischen 7° und 7% Rechnung getragen wird und man nicht et-
wa eine gemittelte Pion—-Masse annimmt. Dariiberhinaus wird auch die unterschiedliche
Masse von Neutron und Proton beriicksichtigt, was zu unterschiedlichen Matrixelemen-
ten fiihrt, je nachdem ob zwei Neutronen oder zwei Protonen ein Meson austauschen.
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Innerhalb des Ein-Meson—Austauschmodells fiihrt dies zu einem kleinen Anteil der NN—
Wechselwirkung, der die Ladungssymmetrie verletzt.

Drei solcher modernen Potentiale wurden in der vorliegenden Arbeit zur Berechnung
der Energieverschiebungen zwischen Neutron— und Proton-Ein-Loch—Zustédnden bezogen
auf 0 und zur Berechnung der totalen Grundzustandsenergie verwendet [Har99]. Im
einzelnen sind das die Potentiale CDBonn96 [Mac96], das hochgenaue CDBonn99 [Mac00]
und das Argonne Vig—Potential [Wir95]. Die wichtigsten charakteristischen Grofien dieser
Potentiale sind im Anhang A angegeben.

4.2 Besetzungszahldarstellung

In kleineren Modellraumen kénnen sowohl der Paarhamiltonoperator als auch der Hubbard—
Hamiltonoperator exakt diagonalisiert werden. Obwohl die Sachverhalte in beiden Model-
len verschieden sind, kénnen in beiden Fiéllen die Zustédnde des Konfigurationsraums auf
sehr &hnliche Art und Weise dargestellt werden. Dazu betrachtet man zunéchst erneut
den Modellraum fiir den Paarhamiltonoperator (3.2.1). Eigenschaft dieses Modellraums
war, daf jeder diskrete HF—Zustand nur mit genau einem oder keinem Nukleonenpaar
besetzt werden kann. Die Vielteilchen—Zusténde in der HF-Basis kénnen deswegen mit
Nullen und Einsen gekennzeichnet werden, je nachdem welche diskreten Zustédnde in der
vorliegenden Konfiguration besetzt oder unbesetzt sind.

Denkt man der Einfachheit halber an einen Modellraum mit vier diskreten Zusténden,
in den zwei Nukleonenpaare auf alle moglichen Arten verteilt werden sollen, so ist leicht
einzusehen, daf

11100)  |1001)  [0110)  |0101)  [1010)  |0O11) (4.2.1)

eine sinnvolle Darstellung der sich ergebenden sechs Zustédnde ist. In dieser Darstellung
ist es einfach die Matrix des Paarhamiltonoperators (3.2.1) aufzustellen und zu diagonali-
sieren. Auch die Anzahl der méglichen Konfigurationen ist leicht aus dem entsprechenden
Binomialkoeffizienten zu bestimmen. Da fiir die reine Paarkraft immer zwei Nukleonen
zusammengefaflt werden, kann man den Paarhamiltonoperator noch fiir eine relativ grofle
Zahl von Teilchen exakt diagonalisieren.

Etwas anders liegt der Fall fiir das Hubbard—Modell. Wie erwéhnt kann in diesem Fall
jeder Gitterplatz mit einem oder zwei Fermionen besetzt werden. Da der Hubbard-
Hamiltonoperator keinen Spinflip zuldfit, ist es sinnvoll, die Elektronen nach Spin up
und Spin down zu unterteilen. Dies fiihrt in analoger Weise zu einer zweizeiligen Beset-
zungszahldarstellung.

T 1100 1010 0110
! 1100 1001 0101 (4.2.2)
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Allerdings ist hier, bei gleicher Teilchenzahl, die Anzahl der Konfigurationen sehr viel
grofler als beim Paarhamiltonoperator, was eine exakte Diagonalisierung nur fiir einen
kleineren Modellraum erlaubt.

Ergebnis einer exakten Diagonalisierung sind, neben der Grundzustandsenergie, Entwick-
lungskoeffizienten ¢; mit deren Hilfe sich die exakte Vielteilchenwellenfunktion als

1100 1010 0110
>+02 1001 >+03 >+ (4.2.3)

W) =1l 1100 0101
schreiben 148t. Der Antisymmetrie der Wellenfunktion wird Rechnung getragen, indem

man sich eine Reihenfolge definiert, in der die Fermionen aus dem Vakuum erzeugt werden,

‘ 13(38 > = agTaiTaglah |0) = —aiTa;Taglah |0) , (4.2.4)
hier also nach ansteigendem Teilchenindex und Spin down vor Spin up. Die zu wéhlende
Konvention ist beliebig. Wichtig ist nur, dafl eine einmal gewéhlte Reihenfolge im Ver-
lauf der gesamten Rechnung beibehalten wird. Letzteres ist insbesondere beim Hubbard-
Modell und periodischen Randbedingungen von grofler Wichtigkeit, da der rechte Nachbar
des N—ten Gitterplatzes in diesem Fall der erste Gitterplatz ist, und somit Matrixelemen-
te des kinetischen Energieoperators mit einem zusédtzlichen Phasenfaktor behaftet sein
konnen.

Da die Wirkung eines Operators in zweiter Quantisierung, sei es der Hamiltonoperator
oder der Operator e, auf einen solchen in Besetzungszahldarstellung gegebenen Zustand
leicht zu bestimmen ist, eignet sich diese Darstellung auch fiir eine Diagonalisierung mit

dem BAGEL-Verfahren oder eine exp[S]-Rechnung.

4.3 Programmiertechniken

Eines der Ziele der Vielteilchentheorie ist es, eine moglichst groffe Anzahl von Teilchen
sinnvoll zu beschreiben. Dies ist in der Festkorperphysik essentiell, da ein Kristall aus
einer makroskopischen Anzahl von Atomen besteht. Aber auch mittelschwere bis schwere
Kerne wie Eisen oder Blei, die verglichen mit einem Kristall noch aus einer {iberschaubaren
Anzahl von Konstituenten aufgebaut sind, stellen den Physiker vor grofite Schwierigkeiten,
will er fiir ein solches System eine Kernstrukturrechnung durchfiihren.

Obwohl die Leistungsfahigkeit moderner Grofirechner kontinuierlich steigt, wird es immer
eine "kritische” Teilchenzahl geben, die eine optimale Nutzung der Rechnerkapazitéaten
erfordert. Obwohl man in vielen Fillen auf parallelisierte und speicheroptimierte Pro-
grammbibliotheken fiir Standardprozeduren (Matrix—Vektor-Operationen, iterative Loser
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fiir Gleichungssysteme) zuriickgreifen kann, ist man oft gezwungen selbst Programme zu
entwickeln, mit denen die zur Verfiigung stehenden Ressourcen bestmoglichst genutzt
werden kénnen.

Inwieweit eine solche Optimierung moglich ist, hangt stark von der Problemstellung ab
und muf} im Einzelnen gepriift werden. In dieser Arbeit wurde speziell fiir die Berechnung
des Hubbard—Modells mit dem SCGF-Verfahren ein speicheroptimiertes und grofitenteils
parallelisiertes Programm entwickelt. Deshalb soll im folgenden anhand einiger Beispiele
auf die notigen Programmiertechniken eingegangen werden.

4.3.1 Speicheroptimierung

Zur selbstkonsistenten Losung des SCGF-Verfahrens muf$ im Verlaufe der Iteration héufig
die Matrix aufgestellt werden, die sich aus der Uberfithrung der Dyson-Gleichung in ein
Eigenwertproblem ergibt. Numerisch gesehen zerfillt die Matrix (2.1.40) in vier relevante
Blocke, die in (4.3.1) schematisch dargestellt sind.

11 1
eg. 0 -+ 0] o c,
2 2 2
0 e 0 |c] ¢ c
m m m
0 9 0 T n (4.3.1)
1 2 m
cy €5 | 0 By 0
1 2 m
¢, C c'|!0 0 - B,

Wiéhrend in (4.3.1) die Zahl der Ein-Teilchen-Energien ¢; im oberen linken Block der
Matrix zu Beginn bekannt sind, ergeben sich die 2T1L— und 2L1T-Energien im Block
unten rechts und die dazugehorigen gewichteten Matrixelemente cé- in den beiden {ibrigen
Blocken erst im Verlauf der Rechnung. Da sich die Gesamtdimension der Matrix im Verlauf
der Iteration stark &ndern kann, ist es wenig sinnvoll bei Programmstart einen geschétzten
Speicherbedarf fiir alle Eintrage der Matrix zu reservieren. Diese Vorgehensweise fiihrt
zwangslaufig dazu, dal man entweder zu wenig Speicher reserviert hat, was zum Pro-
grammabbruch fiihrt, oder man Speicher verschwendet hat, den man dann fiir andere
Daten nicht mehr verwenden kann. Deswegen sollte nur der tatsédchliche Speicherbedarf
zur Laufzeit alloziert werden. Dieser tatsdchliche Speicherbedarf ist bei einer N x N-—
Matrix jedoch in vielen Fillen nicht N? x 8 Byte!, wenn man bestimmte Eigenschaften
der Matrix ausniitzt. Insbesondere ist die hier relevante Matrix (4.3.1) symmetrisch und
schwach besetzt. Die Symmetrie der Matrix erlaubt es, nur die Diagonale und alle dariiber

! Auf den meisten Rechnerarchitekturen wird eine doppeltgenaue reelle Zahl mit 8 Byte dargestellt.
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liegenden Zahlen zu speichern (obere Dreiecksmatrix), was den Speicherbedarf auf w
Zahlen reduziert. Sei A eine solche Dreiecksmatrix, so ergibt sich die urspriingliche Matrix
zu C = AT 4 A, wenn man die Diagonaleintrige der Matrix A mit % multipliziert hat,

und man kann jede gewiinschte Operation mit der Gesamtmatrix durchfiihren.

Da die Matrix schwach besetzt ist, d. h. viele ihrer Eintrdge Null sind, kann man nur
die nichtverschwindenden Matrixeintrdge und deren Zeilenposition speichern. Dies fiihrt
allerdings erst dann zu einer Speicherersparnis, wenn mehr als ein Drittel der Eintrage
verschwinden, da mit der Zeilenposition eine zusétzliche Grofle gespeichert werden muf3.
Die Kompression einer Dreiecksmatrix soll anhand von Tabelle 4.3.1 verdeutlicht wer-
den. Dort ist oben beispielhaft eine Matrix angegeben. Diese Matrix wird zeilenweise von
links nach rechts durchlaufen und wann immer ein nicht vernachléssigharer Zahlenwert
auftaucht wird dieser (in A[i]) zusammen mit der Zeilenposition (in Z[i]) gespeichert.
Zuséatzlich wird, wenn das Ende einer Zeile erreicht ist, die aufaddierte Anzahl der nicht-
verschwindenden Eintréige (in N|[i]) gespeichert. Die einzutragenden Werte sind unten in
der Tabelle fiir jede Zeile angegeben. Die Matrixeintréige, die zugehorigen Zeilenpositionen
und die Anzahl der relevanten Eintréage pro Zeile sind jetzt in eindimensionalen Feldern ge-

1 0o 0 3 7 0 0 -8

Matrixeintrag  Af¢] |1 3 7 8|2 -9 -2|-3 2 4|4
Zeilenposition Z[i] |1 4 5 8|2 5 7|3 6 8| 4

Anzahl # 0 NIj] 4 7 11

Zeile j 1 2 3 4

Tabelle 4.3.1: Zeilenweise Kompression einer schwach besetzten Dreiecksmatriz.



48 KAPITEL 4 TECHNISCHE ASPEKTE

|

[m=—————- € - [ il alt € -

| |

S S S
|

[m=—————- € - - B i it € - -

| |

S S S
| |
1 1

Abbildung 4.3.1: Multiplikation von zwei zeilenweise komprimierten Matrizen.

speichert. Eine solche Kompression ist analog fiir jede beliebige Matrix durchfithrbar und
fithrt bei vielen verschwindenden Eintréigen zu einer erheblichen Reduktion des Speicher-
bedarfs. Allerdings ist die Darstellung einer Matrix durch die drei eindimensionalen Felder
komplizierter, was zur Folge hat, dafl manche Rechenoperationen erschwert werden.

Will man z. B. zwei beliebige zeilenweise komprimierte Matrizen miteinander multipli-
zieren, braucht man von der rechts stehenden fiir jeden Rechenschritt eine ganze Spalte,
die man sich Eintrag fiir Eintrag aus den komprimierten Zeilen heraussuchen mufl. Dieser
Sachverhalt ist in Abbildung 4.3.1 dargestellt. Die Blocke stellen die Matrixeintrage pro
Zeile dar. Die Pfeile in und zwischen den Blocken deuten an, in welcher Reihenfolge die
Eintrdge der Matrix gespeichert wurden. Man erkennt, dafl man aus jedem Block der
rechts stehenden Matrix pro Rechenschritt nur einen Eintrag bendétigt. Deswegen muf3
man jeden Block dieser Matrix nach einem nicht verschwindenden Eintrag an einer be-
stimmten Position durchsuchen.

Es ist daher giinstiger, wenn bei einer Matrix-Matrix-Multiplikation die rechts stehen-
de Matrix spaltenweise komprimiert ist. Dies ist in Abbildung 4.3.2 dargestellt. Es ist
leicht einzusehen, dafl man nun immer zwei Blocke iibereinanderlegen kann und eine
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Abbildung 4.3.2: Multiplikation einer zeilenweise komprimierten mit einer spaltenweise
komprimierten Matrizx.
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Multiplikation lediglich dann durchzufiihren hat, wenn die Zeilenpositionen gleich sind,
was gleichbedeutenden mit nichtverschwindenden Matrixeintrdgen in beiden Matrizen ist.
Natiirlich ist es nicht immer moglich jede Matrix in der geschicktesten Kompressionsart
abzuspeichern, jedoch ist es lohnend die abzuarbeitenden Rechenschritte auch unter die-
sem Gesichtspunkt zu betrachten.

Niitzt man bei der speziellen Matrix (4.3.1) die Symmetrie aus indem man nur das obere
Dreieck komprimiert abspeichert, handelt man sich damit eine gemischte Darstellung der
Gesamtmatrix ein, da die Transponierte einer zeilenweise komprimierten Matrix folge-
richtig spaltenweise komprimiert ist. Konsequenz davon ist, dafl Speicherreduktion unter
Umstanden einen erhohten Rechenaufwand zur Folge hat. Im vorliegenden Fall mufl man
das in Kauf nehmen, da die Dimension der speziellen Matrix so gro3 werden kann, dafl
man gezwungen ist, den Speicher bestmoglichst zu optimieren.

Deshalb soll zum Schlufl noch anhand der Zahlenbeispiele in Tabelle 4.3.2 illustriert wer-
den, mit welchen Groflenordnungen man es bei Rechnungen fiir das zweidimensionalen
Hubbard-Modell zu tun hat. Dort ist in der ersten Spalte die Gesamtzahl der Konfigu-
rationen fiir das exakte Hubbard-Modell bzw. die Zahl der im SCGF—Verfahren initial
auftauchenden 2T1L— und 2L1T-Konfigurationen angegeben, was gleichbedeutend mit
der Dimension der jeweiligen Matrix ist. In der zweiten Spalte ist der Speicherbedarf der
Gesamtmatrix ohne Speicheroptimierung angegeben. In den Spalten drei und vier ist der
erforderliche Speicherbedarf bei Beriicksichtigung der Symmetrie bzw. bei Berticksich-
tigung von Symmetrie und anschlieBender Kompression angegeben. Offensichtlich ist es
unmoglich auch nach bestmoglicher Komprimierung die exakte Matrix iiberhaupt zu spei-
chern geschweige denn irgendwelche Rechenoperationen mit ihr auszufithren. Bei einem
zur Verfiigung stehenden Hauptspeicher von 8 Gigabyte, iiber den der Rechner verfiigt,
auf dem sémtliche Untersuchungen durchgefithrt wurden, st68t man auch beim SCGF-

Konfigurationen gesamt Symmetrie Sym. + Kompr.

exakte Matrix 8.23 x 101 5.42 x 10%° Byte | 3.39 x 103 Byte | 1.65 x 10?° Byte

SCGF-Matrix 9.45 x 10° 7.14 x 10'2 Byte | 4.46 x 10! Byte | 1.89 x 10° Byte

Tabelle 4.3.2: Vergleich des Speicherbedarfs der exakten und der SCGF-Matriz fir un-
terschiedliche Kompressionsarten. Die Angaben beziehen sich auf das 6 x 6-Hubbard—-
Modell bei halber Fiillung.
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Verfahren an die Grenzen der Ressourcen. Nur die bestmoglich komprimierte Matrix hat
einen handhabbaren Speicherbedarf, was verdeutlichen soll, daf in diesem Fall die oben
dargelegte Speicheroptimierung eine solche Rechnung iiberhaupt erst moglich macht.

4.3.2 Parallelisierung

Abgesehen von der Speicheroptimierung kann man auf einer Multiprozessor—Architektur
die Performance eines Programms durch Parallelisierung weiter verbessern. Bei Opera-
tionen der linearen Algebra, der Integration einer Funktion iiber ein Intervall und vielen
anderen mathematischen Problemstellungen ist es relativ einfach mehrere Prozessoren
gleichzeitig zu nutzen. Die Laufzeit von Programmabschnitten, die parallelisiert werden
konnen, ist dann im Idealfall umgekehrt proportional zur Zahl der Prozessoren. Aufgrund
der erforderlichen Thread—Synchronisationen, der Datenkommunikation zwischen den auf
verschiedenen Prozessoren laufenden Programmteilen und nicht zuletzt weil ein Grofirech-
ner in der Regel von einer Vielzahl von Benutzern in Anspruch genommen wird, ist es in
der Realitdt unmoglich diese ideale Laufzeitverkiirzung zu erreichen. Trotzdem kann man
mit nicht allzu groBem Aufwand eine beachtliche Verbesserung der Performance erzielen,
weswegen auf einige Details dieser Programmiertechniken und die Hardware eingegangen
werden soll.

Rechnerarchitekturen

Bei Rechnern mit vielen Prozessoren unterscheidet man zwischen der ” Distributed Memo-
ry (DM)” und der ”Shared Memory (SM)” Architektur. Wihrend bei der DM Architektur
ein Cluster von Prozessoren iiber Speicher verfiigt, auf den nur die Mitglieder des Clu-
sters zugreifen konnen, gibt es bei der SM Architektur einen Hauptspeicher, den alle
Prozessoren beniitzen. Bei einer DM Architektur miissen daher die einzelnen Prozesse
iiber Kommunikatoren Daten und Synchronisationsabfragen austauschen. Das géngigste
Hilfsmittel zur parallelen Programmierung in einer DM Architektur ist das sogenannte
”Message Passing Interface (MPI)”, das die nétigen Kommunikatoren (und vieles mehr)
zur Verfiigung stellt.

Da es sich bei dem zur Verfiigung stehenden Rechner um eine SM Architektur handelt
(Tabelle 4.3.3) und die vorzunehmenden Parallelisierungen nicht sehr kompliziert sind,
wurde jedoch nicht mit MPI gearbeitet, sondern eine auf Compilerdirektiven basierende
Parallelisiertechnik gewidhlt. Wenn man keine Kommunikatoren einsetzt, die zu einem
definierten Zeitpunkt ihre Daten an einen anderen Prozess schicken, sind die Speicher-
zugriffszeiten der einzelnen Prozesse zwar kiirzer, jedoch kann es leicht passieren, dafl
die einzelnen Prozessoren gleichzeitig den gleichen Speicherbereich verdndern, was dann
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Prozessoren 16 (64-bit PA-RISC PA-8200)

Taktrate 200 MHz

Cache 2 MB Instruktionen, 2 MB Daten, write back, direct
mapped

Hauptspeicher 8 GB

Peakleistung 12.8 GFlops/s

Bandbreite Mem/CPU 8 x 8 nicht blockierender Crossbar mit 16 x 960 MB/s

Latency ~ 500ns

Tabelle 4.3.3: Hardwareprofil des verwendeten HP V-Class V2200 Rechners

natiirlich zu unsinnigen Ergebnissen fiihrt. Deswegen mufl man vor einer Parallelisierung
sicherstellen, dafl die Programmteile auf keinen Fall den selben Speicherbereich veréindern
und sie keine Anfangsdaten bendtigen, die ein anderer Prozess erst noch errechnen musf.
Dies insbesondere weil mit den Compilerdirektiven z. B. eine Schleife parallelisiert werden
kann, ohne dafi der Compiler iiberpriift, ob das wirklich fehlerfrei méglich ist.

Parallele Schleifen

Aufgrund der oben dargelegten Eigenschaften der Parallelisierung mit Compilerdirektiven,
muf} sorgfiltig gepriift werden, ob eine Schleife parallelisierbar ist, oder nicht. Beispiele
fiir nicht parallelisierbare Schleifen sind Schleifen in denen

— vor Beginn der Schleife die Zahl der Iterationsschritte nicht bekannt ist (While-
Schleifen),

— Variablen konditional aufaddiert werden,

— Funktionen aufgerufen werden, die Variablen auflerhalb der Schleife verindern.

Hingegen ist eine Schleife immer dann parallelisierbar, wenn sie in mehrere Unterschleifen
aufgeteilt werden kann, wobei die Reihenfolge, in der die Unterschleifen abgearbeitet wer-
den, beliebig ist. Standardbeispiel fiir eine parallelisierbare Schleife ist die d&uflere Schleife
bei einer Matrix—Vektor-Multiplikation.

V; = Z QiU (Z = ]_, cee ,TL) (432)
j=1

Der i—te Eintrag des neu berechneten Vektors ¢ hédngt nur von der i—ten Zeile der Matrix
a ab, so dafl es gleichgiiltig ist, ob man die n Eintrdge des Vektors v der Reihe nach
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berechnet oder nicht. Jeder der zur Verfiingung stehenden Prozessoren kann so einen
Teil der Vektoreintriage berechnen, da diese iiber den Index des Felds v[i] in verschiedene
Speicherbereiche geschrieben werden.

Natiirlich kénnen auch kompliziertere Schleifen parallelisiert werden, da die Vorgehenswei-
se aber immer auf dem gleichen Prinzip beruht, soll hier nicht ndher darauf eingegangen
werden. Angemerkt sei noch, dafl man bei ineinander verschachtelten Schleifen immer
versuchen sollte, die duflerste Schleife zu parallelisieren, damit moglichst wenig Kom-
munikation erforderlich ist. Aulerdem sollte man in diesem Fall nie mehr als eine der
Schleifen parallelisieren. Wird eine der Schleifen auf die Anzahl der Prozessoren verteilt,
ist die Leistung des Systems bereits optimal ausgelastet und eine weitere Parallelisierung
wiirde Ressourcen anfordern, die es nicht gibt. Virtuelle Threads und hohe Kommunika-
tionsverluste wiren die Folge.

Parallele Tasks

Eine der Parallelisierung von Schleifen dhnliche, aber etwas universeller anwendbare Tech-
nik ist die taskparallele Programmierung. Auch hierbei wird ausgeniitzt, dafl Programm-
teile die nicht gegenseitig voneinander abhéngen, gleichzeitig ausgefiihrt werden koénnen.
Die Parallelisierung von Schleifen ist im Prinzip nichts anderes als ein Spezialfall paralle-
ler Tasks, deren Verwaltung der Compiler iibernimmt. Wahrend bei parallelen Schleifen
wie der Matrix—Vektor—Multiplikation jeder Task dieselben Rechenschritte durchfiihrt,
konnen bei der taskparallelen Programmierung die einzelnen Prozesse vollig unterschied-
liche Rechenoperationen durchfiihren.

So kann z. B. ein Task mit einem Parametersatz einen Least—Square—F'it durchfiithren und
so zu einen Vektor ¢ aus bestmoglichen Koeffizienten gelangen, wéhrend ein anderer Task
gleichzeitig eine Matrix A invertiert. Nach Beendigung der Tasks wire dann das lineare
Gleichungssystem A @ = ¥ mit @ = A™! ¥ bereits gelost. Im Gegensatz zu parallelen
Schleifen, ist es so mit taskparalleler Programmierung moglich, gleichzeitig verschiedene
Rechenoperationen ablaufen zu lassen. Bei dieser Vorgehensweise muf} allerdings fiir jeden
Task ein eigener Quellcode geschrieben werden, was die Programmierung etwas umsténd-
licher macht. Auch ist darauf zu achten, dafl jeder Task nur seine privaten Variablen
verdndert und daf} globale Variablen nur als Input verwendet werden. Dariiberhinaus ist
es bei taskparalleler Programmierung schwieriger die einzelnen Aufgaben gleichméfig auf
die einzelnen Prozessoren zu verteilen. Der Vorteil der Parallelisierung kann fast vollig
zunichte gemacht werden, wenn ein Task sehr viel ldnger zur Bewéltigung seiner Rechen-
operationen benotigt, als die anderen. Der weitere Programmablauf wird ndmlich erst
dann fortgesetzt, wenn alle Tasks beendet sind. Wahrend man bei Schleifen durch ein-
faches dividieren der Gesamtiterationszahl durch die Anzahl der beniitzten Prozessoren
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zu einer gleichméfBigen Verteilung gelangt, ist es manchmal nétig Laufzeitmessungen der
Prozeduren in den unterschiedlichen Tasks durchzufiithren, um eine asymmetrische Ver-
teilung der Rechenzeiten auf die Einzelnen Prozessoren zu vermeiden. Bei sorgfailtiger
Vorgehensweise kann aber gerade bei der taskparallelen Programmierung, insbesondere
wenn die einzelnen parallelen Blocke jeweils viel Arbeit {ibernehmen kénnen, eine beacht-
liche Laufzeitverkiirzung des Gesamtprogramms erzielt werden.

Performance

Inwieweit ein Programm parallelisiert werden kann, héngt selbstversténdlich von den
durchzufiithrenden Rechenoperationen ab. Es wird nie moglich sein, ein Programm kom-
plett zu parallelisieren, da die Ergebnisse der verschiedenen parallelen Blocke schliefSlich
irgendwann zusammengefiigt werden miissen. So wird man sich immer auf einzelne Re-
gionen des Programms beschrénken, die gut parallelisiert werden koénnen. Da, wie schon
erwihnt, die parallelen Programmteile miteinander kommunizieren miissen, gibt eine Per-
formanceanalyse am besten Aufschlufl dariiber, ob und inwieweit es sinnvoll ist das Pro-
gramm zu parallelisieren. Einige Laufzeitmessungen fiir das zweidimensionale Hubbard—
Modell fiir unterschiedliche maximale Polanzahlen und daraus resultierenden Dimensio-
nen der SCGF-Matrix sind in Tabelle 4.3.4 zusammengestellt. Es zeigt sich, daf schon fiir
die kleinste Matrixdimension ein Zeitgewinn durch Parallelisierung erzielt werden kann.
Bei Laufzeiten von wenigen Minuten ist das allerdings nicht sonderlich relevant. In den
ersten beiden Zeilen sind die Laufzeiten fiir vier bzw. acht Prozessoren praktisch gleich.
In diesen Fillen geniigt es, das Programm mit vier Prozessoren arbeiten zu lassen, da
das Plus an Rechenkapazitidt durch die nétige Kommunikation zunichte gemacht wird. In

Modell Polzahl Dim. Mat. 1 CPU 4 CPU 8 CPU

t [h] t [h] t [h]
4 x4 32 37226 0.4 0.2 0.2
4 x4 48 129749 4.2 1.9 2.0
6x6 72 393627 34.5 12.7 8.9

Tabelle 4.3.4: Programmlaufzeiten in Abhdngigkeit der Anzahl von Prozessoren fiir un-
terschiedliche mazximale Polanzahlen und daraus resultierenden Matrizdimensionen. Alle
Angaben beziehen sich auf das zweidimensionale Hubbard—Modell mit U = 4 und t = 1.
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der letzten Zeile ist auch zwischen vier und acht Prozessoren ein Performancegewinn zu
erkennen. Dieser fillt aber nicht so grof§ aus wie der zwischen einem und vier Prozesso-
ren. Ursache hierfiir ist neben der erwdhnten Kommunikation auch die Tatsache, dafl nur
die rechenintensivsten Programmteile fiir acht Prozessoren optimiert wurden. Trotzdem
konnte die Laufzeit in diesem Fall fast um ein Viertel verringert werden. Fiir noch grofiere
Dimensionen der SCGF-Matrix in der Gréflenordnung einer Million kann man mit acht
oder auch 16 Prozessoren letztlich eine Laufzeitverkiirzung von einigen Tagen gegeniiber
einem Prozessor erreichen, was den Zeitaufwand der Parallelisierung rechtfertigt.

Bleibt noch hinzuzufiigen, dafl es sich bei den in Tabelle 4.3.4 angegebenen Zeiten um
Richtwerte handelt. Die Laufzeiten des Programms sind stark von der Auslastung des
Rechners und damit im Endeffekt von der Zahl der Nutzer abhéngig. In ungiinstigen
Féllen konnen die vom Programm angeforderten Ressourcen nicht zur Verfiigung gestellt
werden, was zu starken Schwankungen der gemessenen Laufzeiten fiithren kann.



Kapitel 5

Ergebnisse

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln die notwendige Theorie und einige Aspekte
der Modelle und Modellrdume besprochen, sowie einige programmiertechnischen Details
beleuchtet wurden, sollen nun die erzielten Ergebnisse im Einzelnen dargelegt werden.
Die Resultate gliedern sich hierbei nach dem untersuchten physikalischen Problem da
ein Ziel dieser Arbeit darin besteht, die Vor— und Nachteile der unterschiedlichen Ver-
fahren gegeneinander abzuwigen. Letzteres ist besonders beim Hubbard-Modell und der
Paarwechselwirkung interessant, da es dort exakt losbare Spezialfille gibt. Bei der Unter-
suchung von Sauerstoff 16 hingegen ist eher von Interesse inwieweit mit Hilfe moderner
Potentiale Energieverschiebungen zwischen Proton— und Neutronzusténden erklért wer-
den koénnen.

5.1 Verletzung der Ladungssymmetrie in Sauerstofft

5.1.1 Nolen—Schiffer Anomalie und starke Wechselwirkung

Ein experimentell beobachtbares Phénomen der Kernphysik sind Energiedifferenzen zwi-
schen den korrespondierenden Zusténden in Kernen mit gleichem Gesamtisospin aber
verschiedener Isospinprojektion. Nimmt man an, daf§ die starke Wechselwirkung zwischen
zwei Protonen identisch der Wechselwirkung zwischen zwei Neutronen ist, sollte man
die Energieverschiebungen in solchen Spiegelkernen vollstandig mit Hilfe der elektroma-
gnetischen Wechselwirkung zwischen den Nukleonen erkldren kénnen. Im Wesentlichen
also mittels der Coulomb—Repulsion zweier Protonen. Da man aus Experimenten genaue
Daten iiber die Ladungsverteilung von Kernen hat, ist es moglich phdnomenologische NN—
Wechselwirkungen anzugeben (z. B. Skyrme forces), mit denen es moglich ist, die gemes-
senen Ladungsverteilungen zu reproduzieren. Wenn also die starke NN—Wechselwirkung
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zwischen zwei Protonen gleich der zwischen zwei Neutronen ist, sollten man mit diesen
phénomenologischen Wechselwirkungen in der Lage sein, die Coulomb—Verschiebung der
Energien zu erklaren. HF-Rechnungen fiir solche Wechselwirkungen unterschitzen aber
die experimentellen Werte der Energiedifferenzen um typischerweise sieben Prozent. Die
Tatsache, dafl es offenbar nicht mdglich ist solche Energieverschiebungen nur mit der
Coulomb—Repulsion zwischen den Protonen zu beschreiben, ist auch unter dem Namen

Nolen—Schiffer—-Anomalie bekannt [Nol69].

Die Existenz dieser Anomalie legt also eine explizite Brechung der Isospinsymmetrie
in der starken Wechselwirkung nahe. Unter einer Verletzung der Isospinsymmetrie in
der starken Wechselwirkung versteht man die Tatsache, dafl sich die Proton—Proton—,
Neutron-Proton— und Neutron-Neutron—-Wechselwirkungen auch dann noch voneinan-
der unterscheiden, wenn alle elektromagnetischen Effekte herausgerechnet wurden. Ein
Spezialfall dieser Isospinsymmetrieverletzung ist die Verletzung der Ladungssymmetrie
mit der nur der Unterschied zwischen Proton—Proton—(pp) und Neutron—-Neutron—(nn)-
Wechselwirkungen gemeint ist. Die Hauptursache fiir die Brechung der Isospinsymmetrie
liegt in der Massendifferenz zwischen geladenem und neutralem Pion wéahrend die Verlet-
zung der Ladungssymmetrie zum Grofiteil auf die Massendifferenz zwischen Neutron und
Proton zuriickzufiihren ist.

Wie schon bei der Diskussion der G-Matrix (Abschnitt 4.1) erwidhnt wurde, sind in den
letzten Jahren eine Reihe von realistischen NN-Wechselwirkungen entwickelt worden, die
in der Lage sind experimentelle pp— und pn—Daten sehr genau zu beschreiben [Sto94,
Wird5, Mac96]. Neben der Beriicksichtigung der Massendifferenzen zwischen geladenem
und neutralem Pion sowie Proton und Neutron werden in solchen Wechselwirkungen noch
zusitzliche, die Ladungssymmetrie verletzende Terme miteinbezogen. Diese Terme werden
benotigt, um die empirischen Unterschiede der Streuldngen und effektiven Reichweiten fiir
pp— und nn—Streuung im ' Sy—Zustand richtig zu beschreiben. In dieser Arbeit wurde mit
drei solchen modernen NN—Wechselwirkungen versucht, die Nolen—Schiffer—Anomalie in
Sauerstoff 16 zu erkldren. Weitere Details zu den Potentialen CDBonn96, CDBonn99 und
Argonne Vg finden sich im Anhang A.

5.1.2 Berechnung der Coulomb—Verschiebung

Am Beispiel des Kerns 1°0O sollen die Einfliisse von Korrelationen und die Auswirkun-
gen der Ladungssymmetrieverletzung der Potentiale auf die Coulomb—Verschiebung der
Energie untersucht werden. Eine Moglichkeit dies zu tun, wire eine selbstkonsistente
BHF-Rechnung durchzufiihren um dann die Coulomb-Energieverschiebungen aus den
Ein-Teilchen-Energien von Protonen und Neutronen zu extrahieren. Diese Vorgehensart
erweist sich aber als ungiinstig, da solche BHF-Rechnungen die Radien der Ladungs-
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dichteverteilung unterschitzen. Das hat zur Folge, dafl der filhrende Coulomb-Beitrag
zur Energieverschiebung iiberschétzt wird. Aulerdem sind BHF-Rechnungen besser zur
Beschreibung kurzreichweitiger Korrelationen geeignet und nicht in der Lage, eine reali-
stische Verteilung der Ein—Teilchen—Stérke vorauszusagen, die aus langreichweitigen Kor-
relationen resultiert.

Da eine selbstkonsistente BHF-Rechnung also einige Nachteile hat, wird hier eine ande-
re Herangehensweise bevorzugt. Zunéchst wihlt man Ein-Teilchen—Wellenfunktionen aus
HF-Rechnungen, die eine gute Vorhersage der empirischen Ladungsverteilung zulassen.
Diese Wellenfunktionen werden dann zur Berechnung des fithrenden Coulomb—Beitrags
beniitzt. Auflerdem kénnen mit ihnen Korrekturen wie die Einfliisse der endlichen Pro-
tonengrofle, die elektromagnetische Spin-Bahn—Wechselwirkung, Auswirkungen der Mas-
sendifferenz zwischen Proton und Neutron auf die kinetische Energie, sowie Vakuumpola-
risationseffekte beriicksichtigt werden. Die Beitrige aufgrund der eben erwédhnten Effekte
werden hier nicht berechnet, sondern sind einer Arbeit von H. Sato [Sat76] entnommen.

Die Einbeziehung von Korrelationen erfolgt in zwei Schritten. Um die kurzreichweiti-
gen Korrelationen zu beriicksichtigen, wird zunéchst die G-Matrix berechnet (vergleiche
Abschnitt 4.1). Dabei muf die Bethe-Goldstone-Gleichung (4.1.1) fiir die zu untersu-
chende NN-Wechselwirkung gelost werden. Mit Hilfe dieser G-Matrix kénnen nun die
Ein—Teilchen—Energien zunéchst in einer modellraumspezifischen BHF-N&herung ange-
geben werden. Diese Nédherung beinhaltet hier nur kurzreichweitige Korrelationen, die
aus Konfigurationen auflerhalb des bis zur 1p0f—Schale reichenden Modellraums stam-
men (siehe 3.1). Im folgenden ist mit BHF immer die mit dem modellraumspezifischen
Projektionsoperator durchgefiihrte Rechnung gemeint.

In einem zweiten Schritt werden dann die langreichweitigen Korrelationen durch die Bei-
mischung der im Modellraum moglichen niederenergetischen 2T1L— und 2L1T-Konfigu-
rationen beriicksichtigt. Es wird also die Dyson—-Gleichung

Gop(w) = gZ™M (w a,a+ZgBHF @G, 5(w) (5.1.1)

mit den Selbstenergieeinschiiben zweiter Ordnung in G (Abbildung 2.1.6) gelost. gBH 1 ist

dabei die Ein—Teilchen—Greensfunktion in BHF-N&herung. Das Verfahren zur Losung von
(5.1.1) wurde ausfiihrlich in Kapitel 2.1 erldutert. Es ist allerdings hinzuzufiigen, dafl hier
nicht selbstkonsistent gerechnet wurde, sondern das aus der Dyson—Gleichung ableitbare
Eigenwertproblem nur einmal gel6st wurde.

5.1.3 Bindungsenergie und Ein—Teilchen—Eigenschaften

Als Resultat einer Losung der Dyson-Gleichung (5.1.1) erhélt man die Ein-Teilchen—
Greensfunktion in der Lehmann-Darstellung. Die Kenntnis dieser Greensfunktion ermog-
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CDBonn96 CDBonn99 Argonne Vg

n ISB pn ISB pn ISB
afgjf MeV] -17.37 -17.23 | -17.39 -17.05| -15.89 -15.58
Epy MeV] | -13.68 -13.49 | -13.71 -13.36 | -1243 -12.12
5555 MeV] 0.39 0.99 0.36 0.99 1.34 2.07
EBHF /A [MeV] -4.80 -4.72| -481 -465| -3.97 -3.82
5]‘,33172 MeV] -17.65 -17.52 | -17.68 -17.32 | -16.14 -15.82
5]95’2 MeV] -14.23 -14.03 | -14.26 -13.88 | -12.88 -12.54
5352 MeV] -0.57 0.05| -0.60 0.03 0.44 1.16
Spg/2 0.8071 0.8089 | 0.8070 0.8087 | 0.7867 0.7852
Spl/2 0.7937 0.7960 | 0.7936 0.7956 | 0.7721 0.7745
Sd5/2 0.8460 0.8474 | 0.8460 0.8472 | 0.8238 0.8261
E/A [MeV] -6.89 -6.70| -6.90 -6.70| -5.94 -5.76

Tabelle 5.1.1: Ein—Teilchen—Eigenschaften von Protonen und Bindungsenergie pro Nu-
kleon in %O fiir drei verschiedene Potentiale.

licht die Berechnung der Bindungsenergie mit Hilfe der Koltun—Summenregel (2.1.17) und
die Angabe einiger Ein-Teilchen-Eigenschaften. Einige Ergebnisse sind in Tabelle 5.1.1
aufgelistet. Angegebene Ein—Teilchen—FEnergien beziehen sich auf Protonen. Um den Ein-
flul der Isospinsymmetrieverletzung (Isospin Symmetrie Breaking) hervorzuheben, sind
fiir jedes Potential zwei Spalten mit Resultaten angegeben. Die erste, mit pn bezeichnete
Spalte enthélt hierbei die Ergebnisse, die gewonnen werden, wenn man alle auftretenden
pp— und nn—Wechselwirkungen durch die entsprechende pn—Wechselwirkung ersetzt, die
[sospinsymmetrie also nicht verletzt ist. In der mit ISB bezeichnete Spalte hingegen sind
Werte aufgelistet, die sich ergeben, wenn die Verletzung der Isospinsymmetrie explizit
beriicksichtigt wird.

Als erstes sei angemerkt, daf§ die Einbeziehung der langreichweitigen Korrelationen im
Vergleich zu BHF fiir jedes betrachtete Potential etwa 2 MeV mehr Bindungsenergie pro
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Nukleon vorhersagt. Gemessen am experimentellen Wert von ca. 8 MeV pro Nukleon ist
das eine deutliche Verbesserung gegeniiber BHF. Allerdings ist hinzuzufiigen, dafl etwa
1.5 dieser 2 MeV auf die Beimischung niederenergetischer Teilchen—Teilchen—Zusténde
des Modellraums zuriickzufiihren sind. Diese Teilchen—Teilchen—Zustéinde wiirden in ei-
ner BHF-Rechnung in der man anstatt des modellraumspezifischen Projektionsopera-
tors Qmoq (4.1.3) den Paulioperator verwendet, ebenfalls berticksichtigt werden. Die ver-
bleibenden 0.5 MeV sind auf Loch—Loch—Streuterme zuriickzufiihren, die in einer BHF—

Rechnung nicht beriicksichtigt werden.

Auch fiir die Quasiteilchen—Energien (e9F) ist der Einfluff der langreichweitigen Korrela-
tionen sehr wichtig. Es stellt sich jedoch heraus, da3 die Korrekturen aufgrund der nie-
derenergetischen Teilchen—Teilchen— beziehungsweise Loch—Loch—Beitrige dazu neigen,
sich gegenseitig grofiteils aufzuheben. Fiir das Argonne Vg beispielsweise reduziert die
Einbeziehung der 2T1L-Konfigurationen die Quasiteilchenenergie des p; ,—Zustands von
-12.12 MeV auf -15.38 MeV. Erlaubt man aber auch eine 2.1 T-Beimischung in der Defi-
nition der Selbstenergie, erhédlt man nur noch eine Quasiteilchenenergie von -12.54 MeV,
was wieder in der Ndhe des urspriinglichen BHE-Werts angesiedelt ist. Ein &hnliches
Verhalten ist bei allen drei Potentialen auch fiir andere Zusténde zu beobachten.

Im Vergleich zum Argonne V5-Potential ergibt sich fiir die Bonn—Potentiale CDBonn96
und CDBonn99 eine um etwa 0.9 MeV hohere Bindungsenergie pro Nukleon. Dieses Er-
gebnis sollte man mit BHF-Rechnungen fiir Kernmaterie bei Sattigungsdichte vergleichen,
die eine Energiedifferenz von 1.2 MeV zwischen dem Argonne— und den Bonn-Potentialen
voraussagen [Mue99]. Diese Energiedifferenzen kann man der Tatsache zuschreiben, dafl
das Argonne—Potential etwas ”hérter” ist als die Bonn—Potentiale [Eng97, Mue99]. Stérke-
re Repulsion fiithrt zu mehr Korrelation und damit zu einer ausgeprigteren Delokalisie-
rung der Ein—Teilchen—Stéarke, wie man an den in Tabelle 5.1.1 aufgefithrten Spektro-
skopischen Faktoren S sehen kann. Thre Abweichung vom BHF-Wert eins ist fiir das
Argonne—Potential stirker ausgeprigt als bei den Bonn—Potentialen.

SchlieBSlich ist noch zu beobachten, dafl eine Beriicksichtigung der ISB-Terme in der NN—
Wechselwirkung im Vergleich zur Isospinsymmetrie erhaltenden Version des Potentials
(pn) jeweils einen kleinen aber nicht vernachlissigbaren Einflufl auf die berechnete Bin-
dungsenergie pro Nukleon hat. Die Streuldngen fiir pp— und pn—Streuung implizieren eine
NN-Wechselwirkung, die fiir pn etwas attraktiver ist als fiir pp. Dieser kleine Unterschied
fithrt bei allen Wechselwirkungen zu einer Energiedifferenz von ca. 0.2 MeV pro Nukleon.

5.1.4 Korrelationen und Coulomb—Verschiebung

Neben den Ein-Teilchen-Eigenschaften und der Bindungsenergie ist von besonderem In-
teresse, inwieweit es mit dem Formalismus der Greenschen Funktionen sowie den moder-
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C(l) 5SR 5LR 5CSB CTOt EXp.

p§/12 CDBonn96 | 3205 -44 46 36 3240 3395

CDBonn99 -44 46 86 3290
AVig =71 47 108 3285

pf/12 CDBonn% | 3235 -52 37 04 3271 3542

CDBonn99 -92 37 91 3320
AVig -79 39 103 3297

ds;»  CDBonn96 | 3135 154 -15 49 3326 3542
CDBonn99 154 -15 72 3350
AVyg 187 -18 92 3401

1s1/2 CDBonn96 | 2905 159 -45 o8 3081 3166
CDBonn99 160 -46 93 3117
AVig 198 -47 112 3174

Tabelle 5.1.2: Coulomb—Verschiebung der Energie fiir Ein—Loch— (pg/IQ und pl_/12) und
Ein-Teilchen—Zustinde (d5/5 und 1s1/2) bezogen auf *°O in keV.

nen NN—Wechselwirkungen gelingt, die Nolen—Schiffer—Anomalie zu erkléren. Die Resul-
tate fiir einige Ein-Teilchen— bzw. Ein-Loch-Zusténde sind in Tabelle 5.1.2 aufgefiihrt.
In der mit C™ iiberschriebenen Spalte sind die Ergebnisse von Sato [Sat76] aufgelistet.
Diese beinhalten den fithrenden Coulomb-Beitrag, die Korrekturen aufgrund der end-
lichen Protonengrofle, die elektromagnetische Spin-Bahn—Wechselwirkung, sowie Vaku-
umpolarisationseffekte und die auf die Massendifferenzen zwischen Neutron und Proton
zuriickfithrbaren Korrekturen der kinetischen Energie. Wie erwédhnt wurden diese Beitrage
aus Ein—Teilchen—Wellenfunktionen bestimmt, die aus HF—Rechnungen mit phdnomeno-
logischen Kernkriften gewonnen wurden. In der zweiten und dritten Spalte der Tabelle
sind Korrekturen zur Coulomb—Verschiebung der Energien angegeben. Diese Korrekturen
sind in Beitrage aufgrund kurzreichweitiger Korrelationen (dsg) bzw. langreichweitiger
Korrelationen (pr) aufgeteilt. Der Wert von dsg wurde dabei geméfl

Osr = S?HF (Proton) — €?HF (Neutron) — Omean field (5.1.2)
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ermittelt. In diesem Fall wurde die BHF-Rechnung mit der die Isospinsymmetrie erhal-
tenden Version des jeweiligen Potentials durchgefiihrt. In &hnlicher Weise wird dpr aus
den Quasiteilchenenergien ermittelt, wobei die BHF-Effekte, die schon in dsg enthalten
sind, abgezogen werden. Die Korrekturterme dsg und dpg stammen aus irreduzible Dia-
gramm zweiter und hoherer Ordnung in denen wenigstens eine Wechselwirkungslinie die
Coulomb-Wechselwirkung représentiert.

Es ist festzustellen, dafl die Effekte der Korrelationen nicht sehr stark sind. Die lang—
und kurzreichweitigen Korrelationen neigen dazu, sich gegenseitig aufzuheben. Dies ist
insbesondere fiir die Ein-Loch-Zustdnde p; /12 und pl’/12 der Fall. Fiir die Ein—Teilchen—
Zustdnde ds/ und 1s; /5 liefern die kurzreichweitigen Korrelationen den dominanten An-
teil zu einer Gesamtenergieverschiebung von 100 keV. Diese Energieverschiebung fallt
fiir das Argonne—Potential wegen der dort stéirkeren Korrelationen etwas grofier aus. Die
Beitrage zur Coulomb-Energieverschiebung aufgrund der die Ladungssymmetrie verlet-
zenden (Charge Symmetrie Breaking) Terme der NN-Potentiale sind in Tabelle 5.1.2
in der vierten Spalte zu finden und mit dcsp gekennzeichnet. Da das CDBonn96 nur im
1Sy-Zustand CSB-Terme beriicksichtigt, um die empirischen pp— und nn-Streuléingen zu
reproduzieren, fillt die Korrektur dcgg in diesem Fall am kleinsten aus. Im CDBonn99
hingegen wird die aus Meson—Austauschmodellen herleitbare CSB auch in Partialwellen
mit L > 0 beriicksichtigt, was die Korrektur dcgg im Vergleich zum CDBonn96 ungefiahr
verdoppelt. Das Argonne Vig beriicksichtigt CSB—Terme ebenfalls fiir Partialwellen mit
L > 0 was ein relativ grofles dcgp zur Folge hat. Allerdings werden im Argonne Vg die
CSB-Terme fiir L > 0 vom 'Sy—Zustand aus extrapoliert und nicht aus einer mikrosko-
pischen Theorie abgeleitet.

Es ist festzuhalten, dafl die Potentiale, die CSB—Terme in allen relevanten Partialwel-
len beriicksichtigen einen Beitrag von 100 keV zur Coulomb-Energieverschiebung liefern,
wéahrend das CDBonn96 nur einen Beitrag von 50 keV voraussagt. Das zeigt wie wichtig
es ist auch in Partialwellen mit L > 0 die Verletzung der Ladungssymmetrie sorgfiltig
zu behandeln. Leider gelingt es trotzdem nicht, die Nolen—Schiffer—Anomalie vollstandig
zu erkliren. Die totale Energieverschiebung €, die mit dem Formalismus Greenscher
Funktionen und den Potentialen Argonne Vg bzw. CDBonn99 vorhergesagt werden kann,
differiert noch um ungefiahr 100 keV vom experimentellen Wert. Allerdings ist das, im
Vergleich zu Rechnungen mit Potentialen, die keine Isospinsymmetrieverletzung zulassen,
immerhin eine Verbesserung von 50%.

Fiir die verbleibende Differenz gibt es eine Vielzahl moglicher Erkléarungen. Zunéchst ist
zu beriicksichtigen, dafl eine Kernstrukturrechnung immer mit Ungenauigkeiten behaftet
ist. Modellrdume unterschiedlicher Gréfle oder eine andere Wahl der Selbstenergie kann
die Ergebnisse deutlich beeinflussen. Als Anhaltspunkt fiir den Einflufl solcher Ungenau-
igkeiten seien unterschiedliche Ergebnisse fiir die Coulomb-Energieverschiebung aus der
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Arbeit von H. Sato [Sat76] und einer Veroffentlichung von T. Suzuki [Suz92] angefiihrt.
Im Falle des Ein-Loch—Zustands pf/12 liegt das Ergebnis von Suzuki um 167 keV hoher
als das von Sato. Fiir den Ein—Teilchen—Zustand d5/, unterscheiden sich die Resultate um
138 keV. Ungenauigkeiten dieser Gréflenordnung konnen also durchaus eine Erklarung fiir
die Diskrepanz zwischen experimentellen und in dieser Arbeit berechneten Werten sein.

Eine andere Moglichkeit ist, dal die in den Potentialen CDBonn99 und Argonne Vg
beriicksichtigten CSB-Kréafte zu schwach sind. Aufgrund der erzielten Resultate konnte
man vermuten, dafl doppelt so starke CSB—Kréifte vonnoten wéren. Es ist jedoch nicht
so einfach moglich die CSB-Kriéfte zu erhohen, da jedes sinnvolle, die Ladungssymmetrie
verletzende Potential in der Lage sein muf3, die empirische Differenz Aacsg = 1.5+ 0.5
der 1Sy-pp— und —nn-Streulingen vorherzusagen. Die im CDBonn99 beriicksichtigten
CSB-Terme, die sorgfiltig aus der Massendifferenz von Proton und Neutron und den re-
sultierenden Korrekturen in der Beschreibung des Meson—Austauschs hergeleitet wurden,
liefern den richtigen Wert fiir Aacgg, so dal keinen Spielraum fiir zusétzliche CSB-Kréfte
bleibt.

Schliefflich bleibt noch die Moglichkeit die Effekte der Ladungssymmetrieverletzung aus
einer p° — w-Mischung abzuleiten. Es wurde lange Zeit angenommen, dafl eine p® —
w—Mischung die Hauptursache aller die Ladungssymmetrie verletzenden Phidnomene in
der Theorie der NN-Wechselwirkungen darstellt [Mil90]. Einige Arbeiten [Gol92, Kre93,
Pie93] lassen aber Zweifel an der Richtigkeit dieser Annahme aufkommen, zumal es auch
Autoren gibt [Li98], die zu dem Schlufi kommen, daf sich die empirisch bekannte La-
dungssymmetrieverletzung in der NN-Wechselwirkung vollstdndig aus der Massendiffe-
renz zwischen Proton und Neutron erkliren 1i8t. Auch wenn eine p° — w-Mischung als
Ursache fiir eine Ladungssymmetrieverletzung angenommen wird, bleibt festzustellen, dafl
sich dadurch der CSB-Beitrag aus der 'Sy—Partialwelle kaum veriindert diirfte, da der
empirische Wert fiir Aacsg immer reproduziert werden mufl, ganz gleich welcher mikro-
skopische Mechanismus fiir das Auftauchen einer Ladungssymmetrieverletzung zugrunde
gelegt wird. Allerdings hat die durch die Massenaufspaltung der Nukleonen hervorgerufe-
nen Ladungssymmetrieverletzung skalaren Charakter wohingegen ein p — w—Austausch
vektoriellen Charakter hat. Da nun die durch Partialwellen mit L > 0 hervorgerufe-
nen CSB-Effekte etwa die Halfte des Gesamteffekts ausmachen, ist es durchaus moglich,
daB eine durch p° — w-Mischung hervorgerufene Ladungssymmetrieverletzung zu einer
merklichen Verédnderung der resultierenden Wechselwirkungsmatrixelemente fiir hohere
Partialwellen fiihrt.

Zusammenfassend 14t sich sagen, dafl die Ergebnisse fiir Bindungsenergie und Ein—
Teilchen—Figenschaften verniinftig sind. Die Resultate liegen im Rahmen der Vorhersagen
von vergleichbaren Rechnungen, die keine die Isospinsymmetrie verletzenden Potentiale
verwenden. Obwohl alle drei Potentiale dieselben Streuphasen vorhersagen, besteht zwi-
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schen den Rechnungen mit dem CDBonn99 bzw. Argonne Vg Potential ein Unterschied
von 1 MeV pro Nukleon in der Bindungsenergie von 60. Die Ursache fiir diese Diskrepanz
konnte die unterschiedlichen Behandlung des Pion—Austausch in diesen Potentialen sein.
Wiéhrend das Argonne Vg den Pion—Austausch lokal beschreibt fiihrt die nichtrelativi-
stische Reduktion des Pion—Austauschs im CDBonn99 zu nicht-lokalen Termen. Die in
den Potentialen CDBonn99 und Argonne Vg enthaltenen CSB—Kriifte ermoglichen eine
teilweise Erklarung der Nolen—Schiffer—Anomalie. Gegeniiber Potentialen, die keine Ver-
letzung der Isospinsymmetrie zulassen, konnte mit den hier verwendeten Potentialen die
Differenz zwischen Theorie und Experiment halbiert werden.

5.2 Paarwechselwirkung

Das Phénomen der Paarwechselwirkung kann in vielen Bereichen der Physik beobachtet
werden. Die Wichtigkeit der Paarkréfte im Zusammenhang mit dem Verhalten von Ker-
nen, die aus einer geraden Anzahl von Nukleonen aufgebaut sind, wurde schon in Kapitel
3.2 erwéhnt. Bei der Beschreibung eines Kerns hat man in der Regel aber mit mehreren Ef-
fekten zu kimpfen. Eine Herangehensweise besteht demnach darin, sowohl Teilchen—Loch—
Anregungen iiber eine HF-Rechnung, als auch Teilchen—Teilchen-Korrelationen aufgrund
von Paarwechselwirkungen zu berticksichtigen. Dieser Ansatz wird in der Hartree—Fock—
Bogoliubov Theorie gew#hlt [Rin80]. Zur Beschreibung von Nukleonenpaaren in einer
energetisch entarteten j—Schale eignet sich das Seniority—Verfahren [Bau68]. Dariiber-
hinaus gibt es noch eine Vielzahl von Ansétzen, z. B. auch die Annahme einer nicht
konstanten Paarkraft, auf die aber hier nicht néher eingegangen werden soll. Vielmehr
soll im folgenden der Spezialfall einer reinen Paarkraft nidher untersucht werden. Der
Hamiltonoperator fiir diesen Fall lautet

H = Zaga,tak - 1G] > aL@}%a,;,ak/ : (5.2.1)
ks kk'>0

An dieser Stelle sei nochmals erwéhnt (vergleiche 3.2), dafl der Ein-Teilchen—Anteil dia-
gonal ist und die Dynamik des Systems auf ein Verschieben der zum Drehimpuls [ = 0
gekoppelten Paare im Modellraum beschrénkt ist.

5.2.1 Die BCS—Theorie

Auch wenn das BCS—Verfahren, das urspriinglich von Bardeen, Cooper und Schrieffer
[BCS57] zur Beschreibung des Grundzustands eines Supraleiters entwickelt wurde, in vie-
len Lehrbiichern der Kernphysik zu finden ist, soll es hier nochmals kurz skizziert werden.
Zum einen, weil das BCS—Verfahren eine gute Néherungslosung fiir das Paarproblem
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liefert und zum anderen weil ein enger Zusammenhang zwischen der BCS-Losung des
Paarhamiltonian und der HF-Losung des Hubbard-Modells besteht (siehe 5.3).

In der BCS—Theorie geht man davon aus, dal der Grundzustand des Systems aus reinen
Paarkonfigurationen aufgebaut ist. Fiir den Grundzustand setzt man

BCS) = [] (uk + vkaialz) |0) (5.2.2)

k>0

an, wobei u; und vy Variationsparameter sind, fiir die ui + v = 1 gilt. Berechnet man
den Erwartungswert des Paarhamiltonoperators beziiglich diesem Grundzustand, erhélt
man

(H) =23 ew; — |G

k>0

> Ukvk] : (5.2.3)

k>0

Hier wurde g;, = € — \ gesetzt, wobei €} die urspriingliche Ein—Teilchen—Energie und A
ein Lagrangeparameter zur Festlegung der richtigen Teilchenzahl ist. Die Variation diese

Erwartungswerts,
0 Uk 0
—(H)— ———(H) = 5.2.4
G () = 2o (1) = 0, (5:2.4)
fithrt auf die Gleichung
(vz — ui) |G| Z UV + 26U = 0 . (5.2.5)
k>0
Mit Hilfe der Grofle
A =G> wuy (5.2.6)
k>0

kann man nach den Variationsparametern auflosen

2
uj, 1 Ek
=—|1£H ————| . 5.2.7
Ui } 2 ( \/5£+A2) (527)
Mit (5.2.6) und (5.2.7) erhélt man die sogenannte Gap—Gleichung

2 >0 Ver + A?

aus der A, uy und vy iterativ bestimmt werden konnen.

A (5.2.8)
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5.2.2 BCS und exakte Losung im Vergleich

Eine exakte Diagonalisierung des Paarhamiltonoperators und eine Losung der Gap—Glei-
chung (5.2.8) ermoglichen die Angabe der Besetzungszahlen der einzelnen Ein—Teilchen—
Zusténde und die Berechnung der Grundzustandsenergie. In Tabelle 5.2.1 sind diese
GroBen fiir verschiedene Paarwechselwirkungsstéirken |G| angegeben. Bei der Betrach-
tung der Ergebnisse féllt als erstes das triviale Ergebnis fiir |G| = 0.1 auf. Ursache dafiir
ist, dafl die Gap—Gleichung keine Losung mit A # 0 garantiert. Dividiert man die Gap—
Gleichung (5.2.8) auf beiden Seiten durch A, so erhilt man

=2 NG (5.2.9)

2520 ez + A2
Eine Losung ist jetzt nur noch mdoglich, wenn f (A) nicht auf Funktionswerte kleiner
1 beschrénkt ist. Fiir kleine Wechselwirkungsstérken |G| kann dieser Fall aber eintre-

ten, so dafl die BCS-Theorie kein nicht-triviales Ergebnis liefert. Desweiteren fillt auf,
daf die Differenzen in den vorhergesagten Grundzustandsenergien mit wachsenden Paar-

G| = 0.1 G| = 0.2 G| = 0.3 G| = 0.5

BCS exakt BCS exakt BCS exakt BCS exakt

ke | (m) (ng,) Wy (ng,) Wy (nr.) (ng) Wy

1 -1.0} 1.0000 0.9970 | 0.9917 0.9833 | 0.9522 0.9543 | 0.8494 0.8740
2 -0.5] 1.0000 0.9940 | 0.9779 0.9675 | 0.8931 0.9161 | 0.7528  0.7997
3 0.0] 1.0000 0.9812 | 0.8674 0.9095 | 0.6952 0.8023 | 0.5959  0.6506
4 0.5 0.0000 0.0188 | 0.1326 0.0905 | 0.3048 0.1977 | 0.4041 0.3494
5 1.0 | 0.0000 0.0060 | 0.0221 0.0325 | 0.1069 0.0839 | 0.2472  0.2003
6 1.5 ] 0.0000 0.0030 | 0.0083 0.0167 | 0.0478 0.0457 | 0.1506 0.1260

Ey -3.0000 -3.3441 | -3.5679 -3.8087 | -3.9825 -4.4308 | -5.3220 -6.0946

Tabelle 5.2.1: Vergleich der exakten und der BCS-FErgebnisse fiir den Paarhamilton-
operator fiir verschiedene Wechselwirkungsstirken und 3 Nukleonenpaare in 6 Schalen.
Angaben fir |G|, e und Ey in MeV.
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kraften zunehmen. Hat man bei |G| = 0.2 noch einen Fehler von 7%, so wichst dieser fiir
|G| = 0.5 auf 15% an. Ahnlich stellt sich der Sachverhalt auch fiir die Besetzungszahlen
dar, wobei auffillt, dafl die Umschichtung der Ein—Teilchen—Stérke in der Néhe der Fer-
mienergie, hier also fiir die Ein—Teilchen—Zustédnde 3 und 4, von der BCS-Rechnung fiir
alle Wechselwirkungsstérken deutlich iiberschitzt wird. Hingegen wird die Umverteilung
der Ein—Teilchen—Stérke der iibrigen Zusténde mit wachsenden |G| zunéchst unterschétzt,
dann iiberschétzt. Trotzdem kann man in Anbetracht der Einfachheit des Ansatzes und
im Vergleich zu anderen kernphysikalischen Nidherungsmethoden (etwa HF fiir endliche
Kerne) sagen, da§ BCS eine gute Nidherung des Paarproblems liefert.

Da das BCS—Verfahren schon oft angewendet und getestet wurde [All72] und im folgenden
die BCS-Losungen mit den anderen Naherungsmethoden verglichen werden, sollen an die-
ser Stelle keine weiteren Daten fiir andere Konfigurationen angegeben werden. Auflerdem
dndern sich die Eigenschaften der BCS-Losung auch fiir andere Paar— oder Schalenanzah-
len nicht nennenswert, so dafl eine weitere, nur auf BCS fokussierte Diskussion unnotig
ist.

5.2.3 Losung mit Lanczos

Mit Hilfe der in Kapitel 4.2 vorgestellten Besetzungszahldarstellung ist es relativ ein-
fach, den Paarhamiltonoperator sukzessive auf einen Startzustand anzuwenden, um eine
neue Basis zu generieren (BAGEL-Verfahren). Als Startzustand wird hier der Zustand
gewdhlt, in dem die energetisch tiefsten Ein—Teilchen—Zusténde besetzt sind. Je nachdem,
wie oft man den Hamiltonoperator auf den Startzustand anwendet, erhélt man einen un-
terschiedlich groflen Basissatz und daraus Nédherungen unterschiedlicher Giite.

In Tabelle 5.2.2 sind Ergebnisse fiir die Besetzungszahlen und die Grundzustandsenergie
fiir einen Basissatz aus 3, 7 und 15 Lanczos—Vektoren, sowie das exakte Ergebnis und die
Vorhersagen der BCS—Theorie fiir 4 Paare in 8 Schalen angegeben. Die Dimension der
exakten Matrix betridgt in diesem Fall 70. Das Generieren eines Basisvektors bedeutet
ein— oder mehrmaliges Anwenden des Hamiltonoperators auf den Startzustand |11110000)
und resultiert in einem Vektor der Lénge 70. Die Dimension der am Schlufl zu diagona-
lisierenden tridiagonalen Matrix ist gleich der Anzahl der erzeugten Lanczos—Vektoren.
Anhand der Tabelle erkennt man, daf3 schon bei nur drei Basisvektoren eine durchaus
akzeptable Naherung erzielt wird, deren Qualitdt mit BCS vergleichbar ist, was umso er-
staunlicher ist, wenn man bedenkt, dafl der Rechenaufwand in beiden Féllen etwa gleich
grof} ist. Hier wird die Ausschmierung in der Nahe der Fermikante, die zwischen den Ein—
Teilchen—Zustédnden 4 und 5 liegt, von der Lanczos-Diagonalisierung etwa gleich stark
unterschétzt, wie sie von BCS iiberschétzt wird. Dies ist darauf zuriickzufithren, daf§ bei
nur zweimaliger Anwendung des Hamiltonoperators auf den Startzustand die erzeugten
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NB NB NB exakt BCS
3 7 15 Ng = 70

kool | () () () () ()
1 -1.51] 0.9468 | 0.9582 | 0.9575 | 0.9575 | 0.9562
2 -1.01 0.9264 | 0.9335 | 0.9334 | 0.9334 | 0.9234
3 -0.51 0.9013 | 0.8778 | 0.8822 | 0.8822 | 0.8454
4 0.01] 0.8716 | 0.7514 | 0.7472 | 0.7472 | 0.6517
5 051 0.1284 | 0.2486 | 0.2528 | 0.2528 | 0.3483
6 1.0 0.0987 | 0.1221 | 0.1178 | 0.1178 | 0.1546
7 1.5 0.0736 | 0.0665 | 0.0666 | 0.0666 | 0.0766
8 2.0 0.0532 | 0.0418 | 0.0425 | 0.0425 | 0.0438
Ey -7.9593 | -8.0675 | -8.0682 | -8.0682 | -7.4709

Tabelle 5.2.2: Besetzungszahlen und Grundzustandsenergie fiir 4 Paare in 8 Schalen,
|G| = 0.3 MeV und unterschiedliche Anzahlen von generierten Lanczos—Vektoren. Zum
Vergleich ist auch die BCS-Ldsung angegeben. Angaben fiir €, und Ey in MeV.

Zusténde allenfalls 2T2L—-Charakter haben konnen. Zusténde, die einen besonders hohen
Anteil an der Besetzung oberhalb der Fermikante haben, sind also noch nicht erzeugt
worden.

Mit wachsendem Npg ist die mathematisch beweisbare Konvergenz der Lanczos—Diago-
nalisierung gegen die exakte Diagonalisierung deutlich zu erkennen. Bei 15 Basisvek-
toren besteht bereits kein Unterschied mehr zwischen der exakten und der Lanczos-
Diagonalisierung. Dies ist allerdings nur fiir die Grundzustandsenergie richtig und trifft
fiir die Anregungsenergien nicht mehr zu. Da in diesem Fall das Lanczos—Verfahren nur
14 der maximal moglichen 69 Anregungszusténde liefert, ist das selbstredend auch nicht
zu erwarten. Im Gegensatz zum BCS—Verfahren, das nur die Grundzustandseigenschaften
liefert, kann die Lanczos—Diagonalisierung aber immerhin néherungsweise Aussagen iiber
die Anregungszustinde und —energien machen.

Ein Nachteil der Lanczos-Diagonalisierung, der allerdings erst bei noch gréfieren Dimen-
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NB NB NB exakt BCS
3 7 15 Np = 252
ke () () (ng) () ()
1 -2.0 0.9513 0.9599 0.9593 0.9593 0.9584
2 -1.5] 0.9369 0.9415 0.9418 0.9418 0.9362
3 -0.5] 0.9195 0.9065 0.9106 0.9106 0.8934
4 0.0 0.8994 0.8394 0.8480 0.8481 0.8037
5 0.5 0.8763 0.7126 0.7007 0.7007 0.6235
6 1.0 | 0.1237 0.2874 0.2993 0.2993 0.3765
7 1.5 0.1006 0.1606 0.1520 0.1519 0.1963
& 2.0 0.0805 0.0935 0.0894 0.0894 0.1066
9 25| 0.0631 0.0585 0.0582 0.0582 0.0638
10 3.0 | 0.0487 0.0401 0.0407 0.0407 0.0416
Ey -12.5478 | -12.7762 | -12.7793 | -12.7793 | -12.0335

Tabelle 5.2.3: Besetzungszahlen und Grundzustandsenergie fiir 5 Paare in 10 Schalen,
|G| = 0.3 MeV und unterschiedliche Anzahlen von generierten Lanczos—Vektoren. Zum
Vergleich ist auch die BCS-Ldsung angegeben. Angaben fiir ¢, und Ey in MeV.

sionen der exakten Matrix relevant wird, ist die Tatsache, dafl man zur Berechnung der
Besetzungszahlen gezwungen ist, alle erzeugten Lanczos—Vektoren zu speichern. Dies ist
notig, weil die Eigenvektoren der tridiagonalen Matrix mit den Lanczos—Vektoren in die
urspriingliche Basis zuriicktransformiert werden miissen. Bei BCS hingegen erhilt man
die Besetzungszahlen direkt aus den Quadraten der Variationsparameter vy.

Weitere Ergebnisse dieser Art sind in Tabelle 5.2.3 fiir 5 Nukleonenpaare in 10 Schalen
angegeben. Wegen des grofleren Konfigurationsraums fallt hier die Abweichung der Néhe-
rung mit Ng = 3 drastischer aus. Trotzdem geniigen auch hier 15 Lanczos—Vektoren um
das exakte Resultat zu reproduzieren und das obwohl die Dimension der exakten Matrix
mit 252 deutlich grofer ist als im vorherigen Fall.
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Die Resultate fiir andere Konfigurationen oder Wechselwirkungsstérken unterscheiden
sich nicht prinzipiell von den hier beispielhaft angefiihrten, weswegen auf die Angabe an-
derer Daten verzichtet wird. Weiter ist anzufiigen, dafl es nicht verwunderlich ist, dafl die
Lanczos—Diagonalisierung ein gutes Ergebnis liefert. Wegen der garantierten Konvergenz
ist einzig die Frage interessant, mit wievielen Lanczos—Vektoren man auskommt, wenn
man das exakte Resultat reproduzieren will. Offensichtlich ist das im Fall des Paarhamil-
tonoperator mit einer recht geringen Anzahl von Lanczos—Vektoren méglich.

Leider kann man in der Regel jedoch nicht vorhersagen, wieviele Lanczos—Vektoren bendtigt
werden, um das exakte Resultat zu reproduzieren. Deswegen sollte man sukzessive mehr

und mehr Lanczos—Vektoren generieren, bis die ermittelte Grundzustandsenergie sich im

Rahmen einer sinnvollen Genauigkeit nicht mehr dndert. Im Idealfall geniigt es 10% der

maximal moglichen Anzahl von Basisvektoren zu erzeugen. Somit sind Systeme zugéng-

lich, die nicht mehr exakt diagonalisiert werden konnen. Da aber in der Vielteilchentheorie

die Dimension des Konfigurationsraums mit wachsender Teilchenzahl stark zunimmt, ist

auch die Anwendbarkeit der Lanczos—Diagonalisierung begrenzt.

5.2.4 Paarkraft und exp[S]—Verfahren

Da der Paarhamiltonoperator kein Aufbrechen der Nukleonenpaare zulafit, sind hier fiir
das exp[S]-Verfahren nur die s—Amplituden relevant, die zu 2T2L—, 4T4L—-, ..., Anre-
gungen gehoren. Dies vereinfacht die Struktur der gekoppelten Gleichungen fiir die s—
Amplituden, die man durch Anwenden des Operators e auf den Startzustand |®) und
anschliefende Projektion erhélt. Da die Gleichungen nichtlinear und von der Struktur

f1(317 . .,Sn) = O
(5.2.10)
fn(S1,.-.,8,) =0

sind, miissen sie mit einem Newton—Verfahren bearbeitet werden. Bei Gleichungen dieser
Form, gibt es keine eindeutige Vorhersage iiber den Losungsraum. Numerisch gesehen
ist nicht garantiert, dal man eine Losung findet oder dafl eine gefundene Losung auch
die physikalisch sinnvolle ist. Dies kann im Zweifelsfall erst anhand der Observablen,
die mit der neu bestimmten korrelierten Wellenfunktion |¥) berechnet werden konnen,
entschieden werden. Kriterien fiir eine sinnvolle Grundzustandslosung sind:

1. Die erzielte Gesamtenergie (VU |H| W) mufl kleiner sein als der Wert von (® |H| ®).

2. Zustande, die zu hohen Ein—Teilchen-Energien gehoren sollten nicht stérker besetzt
sein als die, die zu niedrigen Ein—Teilchen-Energien gehoren.
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Bei der numerischen Losung eines solchen gekoppelten, nichtlinearen Gleichungssystems,
gibt man in der Regel einen Startwert fiir die s; vor. Der Algorithmus berechnet dann
zundchst die Funktionswerte f; an der vorgegebenen Stelle, variiert dann gezielt die ein-
zelnen s; und priift, ob die damit neu berechneten Funktionswerte betragsméfiig néher
an Null herangeriickt sind. Fiir eine bestimmte Anzahl von Iterationen wird dann ge-
priift, ob Konvergenz erzielt werden kann. Falls dies nicht gelingt, muf$ ein neuer Satz von
Startwerten angegeben werden. Ein moglichst geschickt gewéhlter Starwert verkiirzt so
die Rechenzeit. Bei kleinen Paarkrifte (|G| < 0.2) ist es am giinstigsten, zunéchst alle s;
Null zu setzen. Letzteres ist gleichbedeutend damit, zunédchst nur den konstanten Term
der Entwicklung von e = 3, S*/k! zu betrachten. Im Verlauf der Iteration werden dann
nach und nach hoéhere Terme der Entwicklung ungleich Null beigemischt, mit denen es
gelingt die Funktionswerte f; so lange zu minimieren, bis das Gleichungssystem geldst ist.
Abgesehen vom numerischen Faktum ist diese Vorgehensweise auch relativ plausibel. Hat
man jedoch groflere Paarkréfte ist dies nicht mehr richtig, da die in s nichtlinearen Kom-
ponenten der Wellenfunktion wichtiger werden. In diesem Fall fiithren Startwerte zwischen
0.5 und 1 eher zum Erfolg. Schlimmstenfalls mufl man das Iterationsverfahren mehrfach
durchlaufen, wobei man als Startwerte fiir die s—Amplituden Zufallszahlen zwischen -4
und 4 wéhlt, um aus den sich ergebenden Losungen die richtige auszuwéhlen.

Im Folgenden sollen Ergebnisse fiir eine Beschreibung des Paarproblems mit dem exp[S]-
Verfahren angegeben und diskutiert werden. Insbesondere wurde die Sy~ und die S;—
Néherung untersucht. In So—Néherung werden alle .S; mit ¢ > 2 und in S, Né&herung alle
S; mit ¢ > 4 Null gesetzt.

In Tabelle 5.2.4 sind die Resultate fiir die Ss— und die S;—Né&herung neben der exakten
Losung und den BCS-Resultaten fiir zwei verschiedene Wechselwirkungsstéirken und 2
Nukleonenpaare in 6 Schalen angegeben. Hier wurden nur zwei Paare auf die Schalen
verteilt, um zu zeigen, dafl in diesem Fall die S;-N&herung mit dem exakten Resultat
iibereinstimmt. Dies mufl per Definition der Fall sein, da die héchste mogliche Anregung
eine 4T4L—Anregung ist, was genau der S;—Amplitude entspricht. Unabhéngig von der
Wechselwirkungsstérke sind hier demnach S;—N&herung und exakten Losung identisch.

Im Gegensatz dazu fillt auf, daf§ die Qualitdt der S;—Néherung stark von der Paarkraft
|G| abhéngt. Wihrend die von der So—Néherung vorhergesagten Grundzustandsenergien
sowohl fiir |G| = 0.25 als auch fiir |G| = 0.45 noch besser als die BCS—Vorhersage sind
und das exakte Resultat recht ordentlich approximieren, weichen die Vorhersagen fiir die
Besetzungszahlen bei der grofleren Wechselwirkungsstérke doch erheblich von den exakten
Resultaten ab und sind schlechter als die BCS-Besetzungszahlen. Offensichtlich werden
die Beitrige der Wellenfunktion e° |®) in denen in S, quadratische Terme auftauchen mit
zunehmendem |G| tiberschétzt. Dies ist aber nicht unbedingt verwunderlich, da durch die
Projektionstechnik nur die Komponenten der Wellenfunktion die zu |®) bzw. den 2T2L—
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G| = 0.25 G| = 0.45

BCS S2 S4 exakt BCS S2 S4 exakt

koep | () () () () | () () () ()

1 -0.51] 09415 0.9317 0.9413 0.9413 | 0.7576 0.6591 0.8080  0.8080
2 0.0 0.7555 0.8364 0.8506 0.8506 | 0.5615 0.5034 0.6429 0.6429
3 05102156 0.1357 0.1229 0.1229 | 0.3335 0.3865 0.2702 0.2702
4 1.0 0.0538 0.0525 0.0464 0.0464 | 0.1806 0.2247 0.1397  0.1397
5 1.5 0.0219 0.0272 0.0241 0.0241 | 0.1029 0.1366 0.0838  0.0838
6 2.0 0.0117 0.0165 0.0147 0.0147 | 0.0638 0.0896 0.0554 0.0554

Ey -1.4873 -1.8086 -1.8137 -1.8137|-2.4116 -2.8135 -3.0475 -3.0475

Tabelle 5.2.4: Vergleich der exakten FErgebnisse mit den Ergebnissen aus der Ss— und
Sy—Ndherung sowie den BCS-Resultaten fiir den Paarhamiltonoperator fiir verschiedene

Wechselwirkungsstirken und 2 Nukleonenpaare in 6 Schalen. Angaben fiir |G|, €) und E,
i MeV.

Anregungen gehoren korrekt behandelt werden, wiahrend Terme die zu 4T4L—-Anregungen
gehoren aus zweimaliger Anwendung des Operators S, generiert werden, ohne dafl auf
die 4T4L-Komponenten der Wellenfunktion projiziert wurde. Da in S;—-Néherung die
4T4L-Komponenten also nicht korrekt behandelt werden und insbesondere da es bei 4
Schalen iiber der Fermikante viele mégliche Produkte aus zwei Sy;—Operatoren gibt, ist
verstiandlich, da8 mit wachsendem |G| diese Komponenten der Wellenfunktion tiberschétzt
werden. Diese in Sy;-Néherung iiberschéitzten Komponenten der Wellenfunktion werden
dann in S;—N&aherung durch die dann durchgefithrte Projektion auf die 4T4L-Beitrdage
wieder korrigiert, so daf3 das exakte Resultat reproduziert wird.

Hat man ein System mit mehr als zwei Paaren, ist selbstverstdndlich auch die S;—Nahe-
rung nicht mehr mit dem exakten Resultat identisch. Beispiele hierfiir sind in den Tabellen
5.2.5 und 5.2.6 aufgefiihrt. In der ersten der beiden Tabellen sind die Resultate fiir 3 Paare
in 7 Schalen zu finden. Die beiden exp[S]-Ndherungen werden wieder mit den BCS— und
den exakten Resultaten verglichen. Auch hier ist zu konstatieren, daf§ die So,—Néherung
fiir die kleinere Wechselwirkungsstirke die exakte Losung besser approximiert als fiir die
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G| =02 G| =0.35

BCS S2 S4 exakt BCS S2 S4 exakt

ke | ) () () () | () () () ()

1 -1.0} 09882 0.9771 0.9796 0.9795 | 0.9050 0.8387 0.9212 0.9175
-0.5 1 0.9690 0.9557 0.9607 0.9607 | 0.8159 0.7358 0.8624 0.8575
0.0 ] 0.8330 0.8844 0.8941 0.8940 | 0.6208 0.5606 0.7160  0.7100
0.5 ] 0.1616 0.1088 0.0993 0.0994 | 0.3488 0.4073 0.2591 0.2648
1.0 | 0.0305 0.0405 0.0362 0.0362 | 0.1690 0.2317 0.1242 0.1283
1.5 ] 0.0117 0.0208 0.0187 0.0187 | 0.0884 0.1377 0.0713 0.0740

N O Ot s W N

2.0 0.0061 0.0126 0.0114 0.0114 | 0.0521 0.0883 0.0460  0.0477

Ey -3.5714 -3.8552 -3.8580 -3.8581 | -4.4049 -4.7387 -5.0076 -5.0182

Tabelle 5.2.5: Vergleich der exakten Ergebnisse mit den FErgebnissen aus der So— und
Sy—Ndherung sowie den BCS-Resultaten fiir den Paarhamiltonoperator fiir verschiedene
Wechselwirkungsstirken und 3 Nukleonenpaare in 7 Schalen. Angaben fiir |G|, €% und Eq
i MeV.

groflere. Allerdings ist die Diskrepanz nicht ganz so drastisch wie das in Tabelle 5.2.4 der
Fall war. Dies ist unter anderem darauf zuriickzufithren, dafl man hier eine Schale mehr
unterhalb der Fermienergie hat. Abgesehen von den wieder nah an der exakten Losung
liegenden Energien ist fiir die groflere Paarkraft auch hier das Ergebnis fiir die Beset-
zungszahlen schlechter als die Vorhersagen der BCS-Theorie. Fiir die kleinere Paarkraft
hingegen sind die Besetzungszahlen in BCS— und in Sy~N&aherung etwa von gleicher Giite.

Betrachtet man die Resultate fiir die S;—Naherung, fallt auf, da} diese fiir beide Wech-
selwirkungsstiarken genauer sind als die Vorhersagen von BCS und das obwohl jetzt die
S,~Néherung natiirlich nicht mehr identisch der exakten Losung ist, da die hochstmogli-
che Anregung eine 6T6L-Anregung ist, was gleichbedeutend mit der Ss—Néaherung wére.
Da fiir die kleinere Wechselwirkungsstédrke schon die So—Niaherung sehr gut ist, ist nicht
verwunderlich, da dann die S;—Néherung fast perfekt mit der exakten Losung iiberein-
stimmt. Bei der groflen Paarkraft hingegen ist die Verbesserung von der Sy— zur S;—Néhe-
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G| = 0.2 G| = 0.3

BCS S2 S4 exakt BCS S2 S4 exakt

koep | () () () () | () () () ()

1 -1.51 09916 0.9837 0.9859 0.9858 | 0.9562 0.9221 0.9595 0.9575
2 -1.01 09839 09733 09771 09770 | 0.9234 0.8770 0.9364 0.9334
3 -0.51] 0.9588 0.9487 0.9562 0.9560 | 0.8454 0.7880 0.8870 0.8822
4 0.0 0.8050 0.8677 0.8836 0.8833 | 0.6517 0.6118 0.7539 0.7472
5 05101950 0.1323 0.1164 0.1167 | 0.3483 0.3882 0.2461  0.2528
6 1.0| 0.0412 0.0513 0.0438 0.0440 | 0.1546 0.2120 0.1131 0.1178
7 1.5 0.0161 0.0267 0.0229 0.0230 | 0.0766 0.1230 0.0636  0.0666
8 2.0 0.0084 0.0163 0.0141 0.0142 | 0.0438 0.0779 0.0405 0.0425

Ey -6.7815 -7.1152 -7.1206 -7.1208 | -7.4709 -7.8420 -8.0571 -8.0682

Tabelle 5.2.6: Vergleich der exakten Ergebnisse mit den Ergebnissen aus der Sy— und
Sy—Niherung sowie den BCS—-Resultaten fiir den Paarhamiltonoperator fiir verschiedene
Wechselwirkungsstirken und 4 Nukleonenpaare in 8 Schalen. Angaben fiir |G|, € und Eq
in MeV.

rung aber enorm, so daf8 auch hier eine sehr gute Ubereinstimmung (ca. 1% Abweichung)
zur exakten Losung erzielt werden kann.

Ganz dhnlich stellt sich auch der Sachverhalt in Tabelle 5.2.6 dar. Hier wurde die sym-
metrische Fiillung 4 Paare in 8 Schalen untersucht. Das oben erlduterte Verhalten der
So—Néaherung in Abhéngigkeit der Wechselwirkungsstéirke findet sich auch hier wieder.
Allerdings ist die Sy;—Néaherung fiir die kleinere Paarkraft aufgrund der symmetrischen
Fiillung hier deutlich besser als zuvor. Bemerkenswert ist, da} die S;—Néherung auch
fiir 4 Paare die exakte Losung sehr gut approximiert obwohl die exakte Losung der Sg—
Néherung entsprechen wiirde. Dies ist insbesondere fiir |G| = 0.2 der Fall. Aber auch die
S,—Néherung fiir |G| = 0.3 ist bei einer Abweichung von 1 — 3% der Besetzungszahlen von
der exakten Losung ausgezeichnet. Fiir beide Paarkrifte ist auch hier die S;—Né&herung
dem BCS—Verfahren iiberlegen.
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Auch fiir andere untersuchte Konfigurationen zeigen die mit dem exp[S]—Verfahren erziel-
ten Ergebnisse ein dhnliches Verhalten. Allerdings bleibt hinzuzufiigen, dafl mit steigender
Anzahl von Schalen bzw. Paaren, anders als bei BCS, der Rechenaufwand iiberpropor-
tional ansteigt. Da die exp[S]-Gleichungen mit Hilfe des Projektionsverfahrens gelost
werden, gibt es mit steigender Teilchenzahl immer mehr relevante Komponenten der Wel-
lenfunktion, die beriicksichtigt werden miissen und demzufolge immer mehr unbekannte
s—Amplituden. Hinzu kommt, dal ein nichtlineares Gleichungssystem bei einer grofien
Zahl von Unbekannten naturgemé&fl schwieriger zu losen ist, als ein lineares. Betrachtet
man z. B. das System 10 Paare in 20 Schalen, so besteht der So—Operator aus 100 Termen
und der S;—Operator aus 2025 Termen. Man hétte also ein nichtlineares Gleichungssystem
mit 2125 Unbekannten zu 16sen, was zweifellos kein einfaches Unterfangen darstellt. Will
man dieses System hingegen mit BCS beschreiben, so hat man lediglich je 20 Unbekannte
v, und ug. Dariiberhinaus ist die Giite der Naherung, zumindest fiir das hier untersuchte
Paarproblem, von der Stédrke der Wechselwirkung abhéngig. Dies war bei den oben dis-
kutierten Ergebnissen insbesondere bei der Sy;—Naherung zu beobachten und es ist nicht
auszuschlieflen, dafl dies bei grofleren Konfigurationsraumen auch fiir die S;—Néherung
gilt. Bei grofilen Paarkriften kann durchaus der Fall eintreten, dafl z. B. eine Lésung der
So-Néherung zu unsinnigen Besetzungszahlen fiihrt, so dafl mindestens die S;-N&herung
herangezogen werden muf}, um ein verniinftiges Ergebnis zu erzielen. Ein dhnlicher Fall
konnte bei groflen Konfigurationsrdumen und grofien Wechselwirkungsstéarken auch fiir
die S;—Né&herung eintreten.

Trotz dieser Vorbehalte ist es aber sicher sinnvoll, das exp[S]-Verfahren zu untersuchen.
Schliefflich will man ja gerade eine Verbesserung gegeniiber BCS erzielen. Daf} eine solche
Verbesserung mit einer Erhohung des Rechenaufwands einhergeht ist nicht verwunder-
lich. AuBlerdem ist ein System mit vielen Freiheitsgraden natiirlich auch komplizierter,
so dafl nicht zu erwarten ist, dal bei gleichem Rechenaufwand ein kleines und ein grofles
Vielteilchensystem gleich gut beschrieben werden konnen. Letztendlich ist man immer ge-
zwungen fiir ein konkretes Problem eine méglichst geeignete Néherung zu finden. Fiir das
Paarproblem und eine iiberschaubare Anzahl von Schalen ist die exp[S]-Methode aber
offensichtlich eine gute und geeignete Néherung.

5.3 Hubbard—Modell

Um das Verhalten von Elektronen zu beschreiben besteht ein vielfach untersuchter Ansatz
im minimalen Hubbard-Modell, wie in Kapitel 3.3 erldutert wurde. Zur Erinnerung sei
hier nochmals der Hamiltonoperator (in Ortsdarstellung) angegeben.

H=> t; (aJ{ia” + aLalj) +U Y alanal,a . (5.3.1)
() ¢
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Der Summationsindex (ij) steht fiir Nearest—Neighbour—Hopping und bezieht sich, je
nachdem ob das ein— oder zweidimensionale Hubbard—Modell untersucht wird, auf die
zwei oder vier nédchsten Nachbarplidtze eines jeden Gitterpunkts. Das Hubbard—Modell
hat, trotz des vergleichsweise einfach anmutenden Hamiltonoperators, einen hochkorre-
lierten Grundzustand und stellt ein kompliziertes Vielteilchenproblem dar, das nur fiir
Spezialfille exakt diagonalisiert werden kann.

5.3.1 Das HF—Verfahren fiir das Hubbard—Modell

Das Prinzip einer HF—Rechnung besteht darin, einen Zwei—Teilchen—Operator durch einen
Ein—Teilchen—Operator zu approximieren. Wie dies geschieht, ist von Fall zu Fall unter-
schiedlich. Der zweite Term des Hubbard—Hamiltonians,

Hy, = UZa%aTiaLali = UZ"Ti"li , (5.3.2)

enthélt den hier relevanten Zwei—Teilchen—Operator. Um diesen Operator durch einen
Ein—Teilchen-Operator zu approximieren, beniitzt man zunéichst die Identitdt [Dag94]

Nei = (Noi) + (Noi — (Ngs)) (5.3.3)

und nimmt dann an, dafl der Term in Klammern 'klein’ ist. Nun setzt man die Bezie-
hung (5.3.3) fiir Spin up und Spin down in Hj ein, vernachlaBigt den in (ny — (ng))
quadratischen Term und erhélt

U ming = U Y {nga) ny + (nga) nyi = () (na) (5.3.4)

Der Zwei—Teilchen—Operator H ist so zu einer Summe zweier Ein—Teilchen—Operatoren
geworden. Um nun eine HF-Rechnung durchzufiihren, mufl man einen geeigneten Start-
wert fir (n,;) wihlen. Bei gleichviel Elektronen wie Gitterplétzen scheint die Annahme

(ngi) = (n;) =05 (5.3.5)

verniinftig zu sein. Bei einer genauen Analyse des Rechenaufwands und der erzielten Fr-
gebnisse, stellt sich jedoch heraus, dafl antiferromagnetisch angeordnete Elektronen néaher
an der Realitat liegen. Dieser Sachverhalt ist fiir das ein— und zweidimensionale Hubbard—
Modell in den Abbildungen 5.3.1 und 5.3.2 dargestellt. Eine perfekte antiferromagnetische
Anordnung ist im eindimensionalen Hubbard-Modell nur bei einer geraden Anzahl von
Gitterpunkten bei halber Fiillung und im zweidimensionalen Hubbard—Modell nur bei
einem quadratischen Gitter mit geradzahliger Kantenldnge und ebenfalls halber Fiillung
moglich. Mathematisch kann dieser Sachverhalt mit den beiden Gleichungen

(ny) = (ny) = (=1)'m
(5.3.6)
(i) + () = 1
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bt

Abbildung 5.3.1: Antiferromagnetisch angeordnete Elektronenspins im eindimensiona-

len Hubbard—Modell.

beschrieben werden. Hierbei ist m ein Variationsparameter, der im Verlaufe der HF—
Rechnung bestimmt wird, und den man als eine Art Magnetisierung auffassen kann, da
er im Prinzip die Ungleichbesetzung der beiden Spinzusténde angibt. Setzt man m = 1
erhélt man die perfekt antiferromagnetische Anordnung, wie sie in den Abbildungen auf
dieser Seite dargestellt ist. Lost man die Gleichungen (5.3.6) nach den Erwartungswerten
(ny;) auf, ergibt sich

(nyi) = % [1 + (—1);m}

(5.3.7)
1 i
(ni) = 5 L= (=1)'m]
Setzt man die Beziehungen (5.3.7) in (5.3.4) ein, erhélt man
Um 7 UN
UZnTmli ~ 7 (—1) (nli — nTi) + T m? . (538)

Abbildung 5.3.2: Antiferromagnetisch angeordnete Elektronenspins im zweidimensio-
nalen Hubbard—Modell.
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In Ortsdarstellung hat man jetzt also einen nur aus Ein—Teilchen—Operatoren bestehenden
Potentialterm, der von m abhéngt. Nun niitzt man aus, dafl (— )Z — (@) gilt, wobei
im eindimensionalen Fall () = 7 und im zweidimensionalen Fall Q = (m,m) zu wihlen
ist, und fiihrt ein Fouriertransformation von (5.3.8) auf dem Gitter aus. Insgesamt erhélt
man so fiir den Hamiltonoperator (5.3.1) in Impulsdarstellung

U UN
H= Z Vel Cor — 5 mzk: {CLHQCT’“ - CIHQCM} + e m? . (5.3.9)
Da man im Hubbard-Modell mit periodischen Randbedingungen arbeitet, kann man den
letzten Ausdruck als eine Summe {iber die reduzierte Brillouin—Zone (halbe Periode) und
mit Hilfe einer 2 x 2-Matrix, die jeweils die Zusténde |k) und |k + Q) verkniipft, um-
schreiben in

e(k) U Cok
UN
H=Y (dy o) e (5.3.10)
okeB G e(k+Q) Cok+Q

Fiir jedes k aus der reduzierten Brillouin—Zone hat man also nur eine 2 x 2-Matrix zu
diagonalisieren. Da auflerdem (k) = —e(k + Q) gilt, erhélt man fiir die Eigenwerte und
Entwicklungskoeffizienten der 2 x 2—Matrizen einfach

U2 2
(5.3.11)
1 Ek

Wie gesagt, ist m ein Parameter, der im Verlaufe der Rechnung bestimmt werden muf3.
Neben einer iterativen Losung ist es auch moglich m mit dem Variationsprinzip zu bestim-
men. Nach einer Diagonalisierung von (5.3.10) gilt fiir den Grundzustandserwartungswert
von H (fiir einen der beiden Spins)

U?m? UN
T R (5.3.12)
X 1 1
Fiihrt man die Variation beziiglich m aus,
9 iy o (5.3.13)
om - o
erhilt man aus (5.3.12)
1 U?m/2 UN
L Umiz UN g (5.3.14)
2 k 5k + v m 2
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Setzt man nun noch Um/2 = A und U/N = |G|, erhélt man

1
A== G A (5.3.15)

=T

also wieder die schon im Rahmen der BCS—Theorie (Abschnitt 5.2.1) diskutierte Gap—
Gleichung.

Fiir halbe Fiillung und periodische Randbedingungen fiihrt das HF-Verfahren fiir das
Hubbard-Modell also offensichtlich zur selben Gleichung wie der BCS—Ansatz fiir den
Paarhamiltonian. Betrachtet man aber den Hamiltonoperator des Hubbard-Modells (5.3.1)
unter der Annahme eines negativen (attraktiven) Werts fiir U, ist das nicht mehr sonder-
lich erstaunlich, da man dann ein Plus an Bindungsenergie erhélt, wenn sich zwei Elek-
tronen mit entgegengesetztem Spin auf demselben Gitterplatz befinden, was letztlich die
wesentliche Eigenschaft des Paarhamiltonoperators war. Trotzdem ist es bemerkenswert,
dafl man aus zwei auf den ersten Blick unterschiedlichen Ansétzen, also Variation nach vy,
bzw. up bei BCS gegeniiber einem antiferromagnetischen Startzustand und linearisierter
Zwei-Teilchen—Wechselwirkung beim Hubbard-Modell, auf dasselbe Ergebnis kommt.

5.3.2 Diskussion der HF—Resultate

Die Durchfiihrung einer HF-Rechnung fiir das Hubbard-Modell kann auf unterschiedliche
Arten bewerkstelligt werden. In der Impulsdarstellung ist eine Losung der Gap—Gleichung
am besten geeignet. Will man die Rechnung jedoch in der Ortsdarstellung ausfiihren,
bietet es sich an einen Startwert fiir die Magnetisierung (0 < m < 1) zu wihlen und
zu iterieren, bis sich die Magnetisierung nicht mehr dndert. In Tabelle 5.3.1 sind einige
Ergebnisse fiir das eindimensionale Hubbard-Modell im Ortsraum aufgefiihrt.

Als erstes fallt auf, daBl der antiferromagnetische Startzustand fiir beide Wechselwir-
kungsstirken teilweise iiberlebt hat. Es bildet sich eine asymmetrische Besetzung jedes
Gitterpunktes aus, wobei die Besetzungszahlen von Gitterpunkt zu Gitterpunkt alternie-
ren. Die Grundzustandsenergie liegt deutlich unter dem exakten Resultat und wird mit
zunehmendem U etwas schlechter. Trotzdem ist das HF-Verfahren in Anbetracht seiner
Einfachheit hier eine recht gute Ndherung. Allerdings erkennt man sofort, dafl die erhalte-
ne Losung nicht translationsinvariant ist. In der Tat erhélt man genau eine um einen Git-
terpunkt verschobene Losung fiir die Besetzungszahlen, wenn man im Startzustand Spin
up und Spin down vertauscht. Eine solche Losung ist in Abbildung 5.3.3 grafisch darge-
stellt. Bei periodischen Randbedingungen sollte eine verniinftige Losung selbstverstand-
lich translationsinvariant sein. Eine sinnvolle Losung ist hier eine Linearkombination der
in Abbildung 5.3.3 dargestellten mit der um einen Gitterpunkt verschobenen Losung.
Mit Hilfe der Besetzungszahlen in Tabelle 5.3.1 kann man sich {iberzeugen, dafi man
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Ut =3 Ut =4
HF exakt HF exakt

i () () (o) () | () (o) (nn) ()
0 0.2231 0.7769 0.5000 0.5000 | 0.1211 0.8789 0.5000 0.5000
1 0.7769 0.2231 0.5000 0.5000 | 0.8789 0.1211 0.5000 0.5000
2 0.2231 0.7769 0.5000 0.5000 | 0.1211 0.8789 0.5000 0.5000
3 0.7769 0.2231 0.5000 0.5000 | 0.8789 0.1211 0.5000 0.5000
4 0.2231 0.7769 0.5000 0.5000 | 0.1211 0.8789 0.5000 0.5000
5 0.7769 0.2231 0.5000 0.5000 | 0.8789 0.1211 0.5000 0.5000
Ey -3.6513 -4.4334 -2.8363 -3.6687

Tabelle 5.3.1: Vergleich von HF und exaktem Ergebnis fiir das eindimensionale Hubbard-
Modell im Ortsraum. Angaben fiir Eqy in eV.

bei gleicher Gewichtung beider Losungen genau die exakte Besetzungszahl von 0.5 fiir

jeden Gitterpunkt erhélt. Auch fiir andere geradzahlige Gitter mit halber oder anderer

Fiillung sind die Ergebnisse fiir die Besetzungszahlen dquivalent zu den hier beispielhaft

angefiihrten. Bei halber Fiillung erhélt man fiir die Besetzungszahlen immer 0.5. Bei an-

deren Fiillung dementsprechend n/N, wobei n die Anzahl der Spin up oder Spin down

Elektronen und N die Gitterldnge ist. Bei ungeradzahligen Gittern erzeugt die antiferro-
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Abbildung 5.3.3: Eine mogliche, nicht translationsinvariante Lésung des HEF—Verfah-
rens fir das eindimensionale Hubbard—Modell. Die Léinge der Pfeile reprdsentiert die Be-
setzungszahl am entsprechenden Gitterpunkt.
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magnetische Anordnung der Elektronen Defektstellen, da dann, unter Beriicksichtigung
der Periodizitét, notgedrungen irgendwo im Gitter zwei Elektronen mit gleichem Spin auf
benachbarten Platzen sitzen miissen. Dies fithrt dazu, dafl es nicht mehr so einfach ge-
lingt, eine translationsinvariante Losung zu finden, da diese Defektstelle iiberlebt und die
resultierenden Besetzungszahlen nicht mehr alternierend sind. Fiir diesen Fall ist auch die
oben hergeleitete Gap—Gleichung nicht mehr korrekt, da fiir die Ein—Teilchen—Energien

2
e(k)=—2tcos(k)  mit k= Nﬂnk (5.3.16)
gilt, ist 2mny geradzahliges Vielfaches von 7 fiir alle ny wiahrend mit Q) = 7
2 N
k+Q = ka—l—?r (5.3.17)

ist und der Zahler des rechten Terms bei ungeradzahligem N ein ungeradzahliges Vielfa-
ches von 7 ist, so daB € (k) # —e (k + Q) ist. In Impulsdarstellung darf die oben hergelei-
tete Gap—Gleichung also nur fiir geradzahlige Gitter herangezogen werden. Eine Iteration
des linearisierten Hamiltonoperators in Ortsdarstellung ist hingegen auch fiir ungeradzah-
lige Gitter moglich, allerdings scheint in diesem Fall der imperfekte antiferromagnetische
Startzustand nicht unbedingt ideal zu sein.

Da sowohl die HF-Rechnung als auch die exakte Diagonalisierung des Hubbard-Hamilto-
nians im Ortsraum zu einer Gleichverteilung der Besetzungszahlen fiihrt, kann die Angabe
der Resultate im Impulsraum weitere Aufschliisse geben. Aus diesem Grund sind in Tabel-
le 5.3.2 die Ergebnisse fiir dieselbe Konfiguration und dieselben Wechselwirkungsstérken
in der Impulsdarstellung angegeben. Die Erwartungswerte der Besetzungszahlen (n,)
sind jetzt nicht mehr entartet, sondern man sieht eine deutliche Impulsabhéngigkeit. Da
hier die kinetische Energie diagonal ist, macht es jetzt auch Sinn, die zu den Zustéanden |k)
gehorenden Ein—Teilchen—Energien ¢; anzugeben. Es zeigt sich, dal die entsprechenden
Besetzungszahlen verniinftig sind, da z. B. der energetisch tiefste diskrete Ein—Teilchen—
Zustand auch am stiarksten besetzt ist. Allerdings erkennt man jetzt deutliche Abwei-
chungen zwischen den exakten und den HF-Besetzungszahlen, die im Ortsraum, zumin-
dest nachdem man die Linearkombination der beiden moglichen Losungen gebildet hat,
nicht zu sehen waren. Diese Tatsache ist auf unterschiedliche Nebendiagonalelemente der
Ortsraum-Dichtematrizen, die sich aus der HF-Rechnung bzw. der exakten Diagona-
lisierung ergeben, zuriickzufiithren. Neben der direkten Losung der Gap—Gleichung im
Impulsraum ist es selbstverstdndlich auch moglich die im Ortsraum berechneten Beset-
zungszahlen mit einer Fouriertransformation in den Impulsraum zu iiberfithren, wobei die
Resultate selbstredend identisch sein miissen. Mit Hilfe der periodischen Randbedingun-
gen und unter Ausniitzung von €*® = cos (®) +i sin (®), sowie der Tatsache, dafl der Sinus
eine ungerade Funktion ist, erhidlt man

(nes) = 57 o5 6 = )] s (5:3.18)
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Ut =3 U/t =14

HF exakt HF exakt

k {%ﬂ} ee | (nw)  (ne) (nw) () | (o) () () ()

0 -2.0 1 0.9618 0.9618 0.9549 0.9549 | 0.8985 0.8985 0.9229 0.9229

1 -1.0 | 0.8846 0.8846 0.9247 0.9247 | 0.7754 0.7754 0.8689 0.8689

2 1.0 | 0.1154 0.1154 0.0753 0.0753 | 0.2246 0.2246 0.1311 0.1311

3 2.0 10.0382 0.0382 0.0451 0.0451 | 0.1015 0.1015 0.0771 0.0771

4 1.0 1 0.1154 0.1154 0.0753 0.0753 | 0.2246 0.2246 0.1311 0.1311

5 -1.0 | 0.8846 0.8846 0.9247 0.9247 | 0.7754 0.7754 0.8689 0.8689
Ey -3.6513 -4.4334 -2.8363 -3.6687

Tabelle 5.3.2: Vergleich von HF und exaktem Ergebnis fir das eindimensionale Hubbard—
Modell im Impulsraum. Angaben fiir e und Eqy in eV.

wobei pyi; die Dichtematrix im Ortsraum ist. Da die Besetzungszahlen in der Ortsdar-
stellung, also die Diagonalelemente der Dichtematrix, fiir die exakte und die HF-Losung
identisch waren, mufl der Unterschied der Besetzungszahlen in der Impulsdarstellung von
den Nebendiagonalelementen von p,;; herrithren. Fiir U/t = 4 wird die Bevolkerung der
Ein—Teilchen—Niveaus mit positiven Energien iiberschétzt, wihrend die Entvolkerung un-
terhalb der Fermienergie iiberschitzt wird. Fir U/t = 3 ist das Bild nicht so einheitlich,
da die Besetzungszahlen teils iiber— und teils unterschétzt werden. Die Qualitéit der HF—
Néherung héngt offensichtlich von U/t ab. Bei 6 Gitterplédtzen liefert HF fiir U/t < 2 die
trivialen Besetzungszahlen 0 und 1 aus den schon bei der Diskussion der Gap—Gleichung
angefiihrten Griinden (Kapitel 5.2.2).

Bleibt noch anzumerken, daf§ fiir die beiden Grenzfélle U/t — 0 und U/t — oo die HF -
Losung mit der exakten Losung iibereinstimmt, wovon man sich leicht iiberzeugt indem
man in der Beziehung

€k
NEEY

die Werte A = 0 und A — oo einsetzt und fiir die Besetzungszahlen die erwarteten Werte

(nery =v; == |1+ (5.3.19)
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1 oder 0 und 0.5 erhalt.

Weitere HF—Ergebnisse fiir andere Konfigurationen sollen hier nicht gegeben werden, da
diese im Zusammenhang der mit dem SCGF-Verfahren erzielten Ergebnisse noch disku-
tiert werden.Auch fiir das zweidimensionale Hubbard-Modell sind die Ergebnisse der HF—
Rechnung mit den hier fiir das eindimensionale angefiihrten vergleichbar. Eine Angabe
der Resultate fiir das zweidimensionale Hubbard-Modell ist hier nicht sinnvoll, da wegen
der Forderung nach geradzahliger Kantenlénge nur das 2 x 2-Hubbard-Modell noch exakt
diagonalisiert werden kann. Die Dimension der exakten Matrix fiir das 4 x 4—Hubbard—
Modell betrigt schon 1.7 x 10%. Auch die HF-Ergebnisse werden im Zusammenhang mit
dem SCGF-Verfahren noch diskutiert (Kapitel 5.3.4) und sind auflerdem in der Literatur
zu finden [Dag94, Geb97].

5.3.3 Losung mit Lanczos

Zumindest fiir das eindimensionale Hubbard-Modell bis zu einer Gittergréfie von ~ 12
stellt das Lanczos—Verfahren eine sehr effektive Methode zur quasiexakten Diagonalisie-
rung des Hubbard-Hamiltonian dar. Unter quasiexakter Diagonalisierung ist hier die in
der Grundzustandsenergie konvergente Lanczos-Diagonalisierung zu verstehen, da diese
alle Grundzustandseigenschaften perfekt reproduziert. Wéahlt man als Startzustand eine
Linearkombination der beiden mdoglichen antiferromagnetischen Zusténde

1 (| 1010. .. 0101 ...
[astart) = 775 <‘ 0101. .. >+‘ 1010 ... >> : (53.20)

so erreicht man sehr schnell Konvergenz. In Tabelle 5.3.3 sind Ergebnisse fiir eine Lan-
czos Diagonalisierung im Vergleich zum exakten Resultat dargestellt. Schon bei nur 6
generierten Lanczos—Vektoren erhélt man eine sehr gute Ndherung fiir Energie und Be-
setzungszahlen. Bei 12 Lanczos—Vektoren sind die Abweichungen bereits minimal. Kon-
vergenz tritt bei einem Basissatz der Grofle 18 auf. Auch die Lanczos—Loésung mit nur 6
Vektoren ist dem HF-Verfahren deutlich iiberlegen, da letzteres insbesonders die Grund-
zustandsenergie deutlich unterschétzt.

Betrachtet man die Ergebnisse, so stellt man fest, dafl das Lanczos—Verfahren auf das
Hubbard-Modell angewandt, noch schneller konvergiert, als das bei der Paarwechselwir-
kung der Fall war. Wenn man bedenkt, daf§ die Dimension der exakten Matrixdarstellung
des Hamiltonoperators fiir das eindimensionale Hubbard-Modell mit 8 Gitterplatzen und
halber Fiillung 4900 betrégt ist es iberraschen, dafl schon nach 18 Lanczos—Schritten Kon-
vergenz eintritt. Der Grund fiir dieses erfreuliche Verhalten ist wieder in der antiferroma-
gnetischen Struktur des Startvektors zu suchen. Schon bei der Diskussion der HF-Losung
fiir das Hubbard-Modell wurde eine antiferromagnetische Anordnung der Elektronen als
initiale Besetzung gewahlt, um schnellere Konvergenz zu erzielen. Je nachdem ob man
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NB NB NB exakt HF
6 12 18 Np = 4900

B2 e | () | ) | () | (o) | ()
0 -2.00 | 0.9083 | 0.9137 | 0.9140 | 0.9140 | 0.8959
1 -1.41 | 0.8743 | 0.8819 | 0.8826 | 0.8826 | 0.8379
2 0.00 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000
3 1.41 | 0.1257 | 0.1180 | 0.1174 | 0.1174 | 0.1621
4 2.00 | 0.0917 | 0.0861 | 0.0860 | 0.0860 | 0.1041
1.41 | 0.1257 | 0.1180 | 0.1174 | 0.1174 | 0.1621
6 0.00 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000
7 141 08743 | 0.8319 | 0.8826 | 0.8826 | 0.8379
Ey -4.3313 | -4.6031 | -4.6035 | -4.6035 | -3.7486

Tabelle 5.3.3: Besetzungszahlen und Grundzustandsenergie fir das eindimensionale
Hubbard-Modell, 8 Gitterpldtze, halbe Fillung, U/t = 4 und unterschiedliche Anzahlen
von generierten Lanczos—Vektoren. Zum Vergleich ist auch die HF-Ldsung angegeben.
Angaben fiir e, und Eqy in eV.

den ersten Gitterplatz iiberwiegend mit Spin up oder mit Spin down besetzt, erhielt man
die zwei um einen Gitterpunkt verschobenen, alternierende Losungen, die in Abbildung
5.3.3 dargestellt sind. Im Umkehrschlul wurde beim Lanczos—Verfahren die Linearkom-
bination dieser beiden antiferromagnetischen Zusténde als Startzustand gewihlt, was in
einer deutlich schnelleren Konvergenz resultiert, verglichen mit einem anderen Startvek-
tor wie etwa nur einem der beiden antiferromagnetischen Zusténde oder einem anderen
beliebigen Zustand.

Aus dieser Tatsache 148t sich schlielen, dafl die antiferromagnetische Anordnung der Elek-
tronen offensichtlich eine sehr wichtige Komponente der exakten Losung darstellt. Abge-
sehen von den deutlichen Hinweisen auf diese Eigenschaft der Losung, die man anhand
der Ergebnisse fiir das HF—Verfahren und das Lanczos—Verfahren erhalten hat, ist dieses
Verhalten dariiberhinaus aus den folgenden Griinden auch sehr plausibel.
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1. Bei perfekt antiferromagnetisch angeordneten Elektronen sind keine Plédtze doppelt
besetzt. Es gibt keine Repulsion.

2. Da der Energiegewinn aus dem Nearest—Neighbour—Hopping resultiert, ist es beson-
ders giinstig, wenn es allen Elektronen moglich ist, sich nach links und nach rechts
zu bewegen. Diese beidseitige Bewegung ist nur dann moglich, wenn jeder Nachbar
eines Elektrons den zu seinem entgegengesetzten Spin hat.

Es ist also einleuchtend diesen energetisch ausgezeichneten Startzustand fiir das Lanczos—
Verfahren zu wéahlen, um auf ihm aufbauend im Verlaufe der Iteration die anderen relevan-
ten Komponenten der Wellenfunktion zu generieren. Hilfreich ist hierbei auch, dafl dieser
symmetrisierte Startzustand schon translationsinvariant ist, so dafl diese Symmetrie nicht
erst im Verlaufe der Iteration hergestellt werden mufl. W&hlt man einen anderen, nicht
translationsinvarianten Startzustand, sind folgerichtig fiir ein Erreichen von Konvergenz
deutlich mehr Iterationsschritte erforderlich.

Ohne besondere numerische Vorgehensweisen wie Kompression, Parallelisierung und aus-
nutzen von Symmetrieeigenschaften ist es relativ problemlos moglich, den Hamiltonope-
rator fiir das eindimensionale Hubbard—Modell bis zu einer Gittergréfie von 8 exakt zu
diagonalisieren. Das Lanczos—Verfahren hingegen ermoglicht die quasiexakte Diagonali-
sierung bis zu einer Gittergrofle von 12, ebenfalls ohne dafl besondere numerische Vor-
gehensweisen gewahlt werden miissen. In Abbildung 5.3.4 ist das Verhalten des tiefsten
Energieeigenwerts in Abhéngigkeit der Anzahl der generierten Lanczos—Vektoren fiir das
eindimensionale Hubbard-Modell fiir 12 Gitterplédtze und halbe Fiillung abgebildet. Es ist
deutlich zu erkennen, daf sich der tiefste Energieeigenwert ab ~ 15 generierten Lanczos—
Vektoren nicht mehr dndert (numerische Konvergenz mit einer Genauigkeit von 10~ wird
allerdings erst bei 20 Lanczos—Vektoren erreicht). Man beniitzt das Erreichen eines kon-
stanten Werts fiir den tiefsten Energieeigenwert im Verlaufe der Lanczos-Iteration also
als Konvergenzkriterium, fiir eine quasiexakte Diagonalisierung. Das Lanczos—Verfahren
ermoglicht so bis zu einer Gittergrofie von 12 den Vergleich der exakten Grundzustands-
eigenschaften mit den Ergebnissen anderer Ndherungen, wie etwa dem im néchsten Ab-
schnitt folgenden SCGF-Verfahren. Da dort die exakten Resultate bis N = 12 angegeben
sind, werden sie hier nicht diskutiert.

Abschlieflend sei noch bemerkt, dafl eine Verfeinerung der Programmiertechnik des Lan-
czos—Verfahrens eine quasiexakte Diagonalisierung auch fiir groflere Cluster ermoglicht. In
der Literatur finden sich viele Arbeiten, die das Lanczos—Verfahren perfektioniert haben
um die zugéngliche GittergroBe zu erhohen. Die wohl wichtigsten Arbeiten auf diesem Ge-
biet stammen von Dagotto oder Feng [Dag92a, Dag92b, Dag94, Fen92|, denen es erstmals
gelang, das Lanczos—Verfahren erfolgreich fiir das 4 x 4—-Hubbard-Modell anzuwenden und
die exakte Grundzustandsenergie sowie die Spektralfunktionen fiir verschiedenen Fiillun-
gen zu bestimmen. Der Hilbertraum fiir das 4 x 4-Hubbard-Modell hat die Dimension
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Abbildung 5.3.4: Konvergenz der Grundzustandsenergie bei einer Lanczos—Diagona-
lisierung fir das eindimensionale Hubbard—Modell, 12 Gitterplitze und halbe Fiillung.
Aufgetragen ist der tiefste Energieecigenwert in Abhdngigkeit der Anzahl der generierten
Lanczos—Vektoren.

1.7 x 108. Durch Ausnutzung aller Symmetrien und geschickte Programmierung konnten
die Autoren sich auf einen Unterraum der Dimension 1.35x 10° beschrinken. Bis heute gilt
das Gitter der Grofle 16 als Obergrenze fiir die Durchfiihrbarkeit einer Lanczos—-Rechnung,
was sich erst mit Hilfe immens verbesserter Grofirechner dndern diirfte.

Da mit den in dieser Arbeit verwendeten, nicht optimierten Programmen lediglich das
uninteressante 2 x 2-Hubbard-Modell untersucht werden koénnte und nichtquadratische
oder Gitter mit ungerader Kantenldnge aus den im Rahmen der Diskussion der HF-—
Rechnung angegebenen Griinden ungeeignet sind, sollen hier keine Lanczos-Losungen fiir
das zweidimensionale Hubbard-Modell angegeben werden.

5.3.4 Eindimensionales Hubbard—Modell und SCGF—Verfahren

Hier sollen zunéchst einige grundsétzliche Eigenschaften des SCGF-Verfahrens bei einer
Anwendung auf das Hubbard—Modell erldutert werden, bevor die einzelnen Ergebnisse
wie Besetzungszahlen, Grundzustandsenergie und spektroskopische Information diskutiert
werden.
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Konvergenzverhalten

Die im Verlaufe der SCGF-Iteration verwendete Reduktion der sich ergebenden Matrix
mit Hilfe des Lanczos—Verfahrens (siehe z. B. Abbildung 2.1.8 und Kapitel 2.2.2), sorgt
dafiir, daBl man sich wahrend einer Rechnung immer auf eine bestimmte maximale Polan-
zahl fiir die Greensfunktion beschrankt. Diese Vogehensweise ist unerlaflich, da sonst die
Anzahl der Pole und somit die Dimension der zu diagonalisierenden Matrix explodieren,
und das Verfahren divergent werden wiirde. Deswegen sollte man die Rechnung fiir ein be-
stimmtes Gitter bei festem U/t fiir verschiedenen Maximalanzahlen von Polen durchfiithren
um eine globale Konvergenzaussage machen zu kénnen. In Tabelle 5.3.4 sind die Ergeb-
nisse fiir das eindimensionale Hubbard-Modell fiir verschiedene Maximalanzahlen von
Polen aufgelistet. Die Angabe (p,q) bezieht sich dabei auf die entsprechende BAGEL-
Néherung. So bedeutet die BAGEL—(1, 2)-Néaherung, daf fiir jedes Teilchen neben dem
Quasiteilchen—Pol ein weiterer Pol unter und zwei weitere Pole iiber der Fermienergie
beriicksichtigt werden. Da sich die Angaben in untenstehender Tabelle auf ein Gitter
der Lange 6 beziehen, erhoht sich die Gesamtdimension der mit dem Lanczos—Verfahren
reduzierten Matrix demzufolge jeweils um 6. Wiirde man die Dimension von Schritt zu
Schritt um weniger als 6 erhohen wére dies gleichbedeutend damit, dafl nicht fiir jedes k

(pu q) Ntot (07 1) 12 (17 1) 18 (172) 24 (272) 30 (273) 36 (373) 42
Ek (k) (n1x) (n1x) (n1x) (n1e) (n1e)
-2.0 0.8902 0.8984 0.8977 0.8983 0.8984 0.8983
-1.0 0.7708 0.7840 0.7849 0.7853 0.7862 0.7858
1.0 0.2100 0.2160 0.2127 0.2147 0.2135 0.2142
2.0 0.0931 0.1016 0.1005 0.1017 0.1014 0.1017
1.0 0.2100 0.2160 0.2127 0.2147 0.2135 0.2142
-1.0 0.7708 0.7840 0.7849 0.7853 0.7862 0.7858
Ey -3.3010 -3.3274 -3.3576 -3.3294 -3.3287 -3.3277

Tabelle 5.3.4: Besetzungszahlen und Grundzustandsenergie fir das eindimensionale
Hubbard—Modell in Abhdngigkeit der Mazimalanzahl von Polen in der Fin—Teilchen—
Greensfunktion fir 6 Gitterplitze, U/t = 4 und halbe Fillung. Angaben fir €, und FEy
mn eV.
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die gleiche Anzahl von Polen erlaubt wird, was ein wenig aussagekréftiges Ergebnis liefern
wiirde.

Betrachtet man nun die Besetzungszahlen und die Grundzustandsenergie, erkennt man,
daB die Anderung der Gréflen mit wachsender Dimension bzw. Polanzahl minimal sind.
Lediglich zwischen der BAGEL—(0, 1)— und der BAGEL—(1, 1)-Néherung ist ein deutli-
cherer Unterschied zu erkennen, was auf das Fehlen der zusétzlichen Pole unterhalb der
Fermikante zuriickzufiihren ist (keine 2L1T-Konfigurationen berticksichtigt). Sobald man
aber auch Pole mit 2L1T—Charakter zulafit, ist das Resultat sehr stabil. Insbesondere
zwischen den (in 2T1L und 2L1T symmetrischen) (1,1)-, (2,2)— und (3, 3)-N#herungen
besteht kaum ein Unterschied, so dal man schon die (1, 1)-Néherung als nahezu konver-
gent ansehen kann. Da die (3, 3)-Nédherung bei 6 Gitterplitzen schon die Reduktion einer
Matrix der Dimension 30 000 beinhaltet, ist es erfreulich, dafl man sich schon mit der
bedeutend weniger aufwendigen (1, 1)-Ndherung zufrieden geben kann. Da der Rechen-
aufwand und somit die Dimension der zu reduzierenden Matrix stark mit der Gittergréfie
ansteigt, ist dies fiir gréflere oder quadratische Gitter umso wichtiger, da man z. B. beim
6 x 6-Hubbard-Modell nicht mehr in der Lage ist, mehr als die (1, 1)-Ndherung zu be-
stimmen. Da das Konvergenzerhalten auch fiir andere, noch handhabbare Gitter dem in
Tabelle 5.3.4 dargestellten entspricht, ist im folgenden mit einem SCGF-Resultat immer
die (1, 1)-Né#herung gemeint.

U/t—Abhéngigkeit der Losung

Wie erwéhnt hiangt die Qualitdt der HF-N&herung von U/t ab. Eine Analyse der SCGF—
Resultate fiir verschiedene U/t zeigt, dafi auch die Qualitit der SCGF-N&aherung von
U/t abhéngig ist. Deswegen ist in Abbildung 5.3.5 die Differenz zwischen der exakten
Grundzustandsenergie und der mit HF bzw. SCGF erzielten Grundzustandsenergie gra-
fisch dargestellt. Zunéchst ist zu sehen, daf§ fiir U/t — 0 sowohl HF als auch SCGF mit
der exakten Energie tibereinstimmen (die Differenz Ey — E also Null ist). Dies mufl auch
so sein, da sich in diesem Fall die Gesamtenergie auf die kinetische Energie reduziert.

Mit wachsendem U/t wichst dann die Differenz zwischen HF—Energie und exakter Energie
stiarker an als die entsprechende mit der SCGF—Energie gebildete Differenz. Bis U/t ~ 6
unterschétzen beide Néherungsverfahren die exakte Energie, die Energiedifferenz ist ne-
gativ was bedeutet, dafl die exakte Energie tiefer ist als die HF— oder SCGF-Energie.
Auferdem ist zu erkennen, dafl bei U/t ~ 3.5 bis 4 eine maximale Unterschétzung beider
Verfahren erreicht wird wéhrend fir U/t > 4 der Fehler wieder geringer wird. Bemerkens-
wert ist, dal bei U/t ~ 6 das SCGF—Verfahren die Nullinie schneidet und fiir U/t > 6 die
exakte Grundzustandsenergie iiberschétzt. Dies stellt jedoch keinen systematischen Fehler
dar, da das SCGF-Verfahren kein Variationsverfahren ist und somit eine Uberschitzung
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Abbildung 5.3.5: Grundzustandsenergiedifferenzen zwischen der exakten Lésung (o)
und der HF- bzw. SCGF-Ndiherung (Ey ) in Abhingigkeit von U/t fir 8 Gitterplitze bei
halber Fiillung.

der Energie nicht ausgeschlossen werden kann. Fiir dieses etwas iiberaschende Verhalten
der SCGF-Energie gibt es die folgenden Ursachen:

1. Ein Effekt der Fragmentierung der Ein-Teilchen-Stéarke im Verlauf einer SCGF-
Rechnung ist eine Absenkung der Grundzustandsenergie relativ zur HF—Losung. Da
die HF-Energie mit grofiler werdendem U/t ihrerseits wieder néher an die exakte
Energie heranriickt, fiihrt die Energieabsenkung infolge der SCGF-Rechnung zu
einer Uberschiitzung der Grundzustandsenergie.

2. Das SCGF—Verfahren ist ein storungstheoretisches Verfahren, das naturgeméfl eher
im Bereich kleiner Wechselwirkungsstérken eingesetzt werden sollte.

3. Im SCGF-Verfahren werden nur bestimmte Selbstenergieeinschiibe zweiter Ord-
nung beriicksichtigt. Mit wachsender Wechselwirkungsstéarke nimmt die Wichtigkeit
der nicht beriicksichtigten Selbstenergieeinschiibe zweiter und hoherer Ordnung zu.
Diese kénnten wiederum zu einer Anhebung der Grundzustandsenergie fithren.

Das Verhalten der Losung in Abhéngigkeit von U/t ist qualitativ auch fiir andere Git-
tergrofen so, wie es in Abbildung 5.3.5 dargestellt wurde. Lediglich der Kreuzungspunkt
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zwischen der exakten und der SCGF-Energie sowie die absolute Gréfle des Fehlers va-
rileren leicht mit der Gitterlange. Zusammenfassend 148t sich sagen, dal das SCGF-
Verfahren bis U/t ~ 8 ein besseres Ergebnis fiir die Grundzustandsenergie liefert als HF
und insbesondere im Bereich kleiner bis mittlerer Wechselwirkungsstérken eine sehr gute
Néherungslosung darstellt.

SCGF und exakte Losung im Vergleich

Hier sollen einige Resultate fiir das eindimensionale Hubbard-Modell mit der exakten
und der HF-Losung verglichen werden. Da mit dem verwendeten Lanczos-Programm
eine quasiexakte Losung bis zu einer Gitterldnge von 12 moglich ist, werden Gitter mit 8,
10 und 12 Pléatzen fiir drei unterschiedliche Repulsionsstiarken diskutiert. Die Ergebnisse
finden sich in den Tabellen 5.3.5, 5.3.6 und 5.3.7. Betrachtet man die Ergebnisse fiir die
Besetzungszahlen, so fillt auf, dal nur ein kleiner Unterschied zwischen den Vorhersagen
von HF und SCGF besteht.

U/t =2 Ujt=4 U/t=6

HF SCGF exakt HF SCGF exakt HF SCGF exakt

e | k) () (k) | (ge) () (k) | (o) () (k)

-2.00 | 0.9872 0.9809 0.9740 | 0.8959 0.8949 0.9139 | 0.7992  0.8000  0.8479
-1.41 | 09754  0.9693 0.9636 | 0.8379 0.8408 0.8825 | 0.7335 0.7356  0.8005
0.00 | 0.5000 0.5000  0.5000 | 0.5000  0.5000  0.5000 | 0.5000  0.5000  0.5000
1.41 | 0.0246 0.0308 0.0361 | 0.1621  0.1592  0.1173 | 0.2665 0.2644 0.1994
2.00 | 0.0128 0.0191 0.0257 | 0.1041 0.1051 0.0859 | 0.2008  0.2000  0.1520
1.41 | 0.0246 0.0308 0.0361 | 0.1621  0.1592  0.1173 | 0.2665 0.2644 0.1994
0.00 | 0.5000  0.5000  0.5000 | 0.5000  0.5000  0.5000 | 0.5000  0.5000  0.5000
-1.41 | 09754 0.9693 0.9636 | 0.8379 0.8408 0.8825 | 0.7335 0.7356  0.8005

Ey | -6.1266 -6.3924 -6.5682 | -3.7486 -4.3563 -4.6035 | -2.5925 -3.4732 -3.4088

Tabelle 5.3.5: Vergleich der HF—, SCGF- und exakten Resultate fiir die Besetzungszahlen
und die Grundzustandsenergie des eindimensionalen Hubbard—Modells mit 8 Gitterplitzen
und halber Fillung fiir zwei verschiedene U/t. Angaben fir € und Eqy in eV.
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Fiir U/t = 2 erkennt man eine leichte Verbesserung der SCGF-Besetzungszahlen im Ver-
gleich zu HF. Die Korrektur ist prozentual sehr gering, aber durchaus nicht bedeutungslos,
da fiir kleine Repulsion U auch HF, zumindest fiir 8 bzw. 12 Gitterplatze, bereits sehr
nahe am exakten Resultat liegt. Der Fehler zwischen exakten und HF-Besetzungszahlen
wird, bei 8 und 12 Gitterpliatzen, durch das SCGF-Verfahren ungefihr halbiert. Fiir 10
Gitterplédtze ist der verbleibende Fehler etwas grofier. Die Grundzustandsenergie wird fiir
alle Gittergroflen deutlich verbessert.

Fiir U/t = 4 ist der Einflufl des SCGF—Verfahrens auf die Besetzungszahlen weniger stark
ausgepragt. Man kann keine nennenswerten Verbesserungen feststellen. Die Korrektur
der HF-Besetzungszahlen durch das SCGF-Verfahren ist fiir alle angegebenen Gitter-
grofien klein (~ 1%) und uneinheitlich. Nicht alle Besetzungszahlen werden in Richtung
der exakten korrigiert. Trotzdem erhélt man auch hier eine deutlich verbesserte Grund-

Ujt=2 U/t =4 U/t =6

HF SCGF exakt HF SCGF exakt HF SCGF exakt

e | () () () | () () () | () () ()

-2.00 | 0.9991 0.9909 0.9788 | 0.8965 0.8958 0.9179 | 0.7993  0.8000  0.8482
-1.62 | 0.9986 0.9906 0.9750 | 0.8625 0.8643 0.9010 | 0.7586  0.7603  0.8199
-0.62 | 0.9908 0.9872 0.9526 | 0.6866 0.6930 0.7962 | 0.6125 0.6144 0.6787
0.62 | 0.0092 0.0128 0.0474 | 0.3134 0.3070 0.2039 | 0.3875 0.3856  0.3213
1.62 | 0.0014 0.0094 0.0250 | 0.1375 0.1357 0.0990 | 0.2414 0.2397 0.1801
2.00 | 0.0009 0.0091 0.0212 | 0.1035 0.1042 0.0821 | 0.2007 0.2000  0.1518
1.62 | 0.0014 0.0094 0.0250 | 0.1375 0.1357 0.0990 | 0.2414 0.2397 0.1801
0.62 | 0.0092 0.0128 0.0474 | 0.3134 0.3070 0.2039 | 0.3875 0.3856  0.3213
-0.62 | 0.9908 0.9872 0.9526 | 0.6866 0.6930 0.7962 | 0.6125 0.6144 0.6787
-1.62 | 0998 0.9906 0.9750 | 0.8625 0.8643 0.9010 | 0.7586  0.7603  0.8199

Ey | -79434 -8.3133 -8.6384 | -4.6920 -5.4367 -5.8343 | -3.2410 -4.3136 -4.2546

Tabelle 5.3.6: Vergleich der HF-, SCGF- und exakten Resultate fiir die Besetzungszah-
len und die Grundzustandsenergie des eindimensionalen Hubbard—Modells mit 10 Gitter-
platzen und halber Fillung fir zwei verschiedene U/t. Angaben fiir ey und Eqy in eV.
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zustandsenergie. Der Fehler zwischen HF—Energie und exakter Energie wird durch das
SCGF-Verfahren um ca. 70% reduziert.

Auch fiir U/t = 6 ist die Korrektur der Besetzungszahlen aufgrund der SCGF-Rechnung
gering. Allerdings ist hier wieder zu beobachten, daf§ die geringe Verénderung der Beset-
zungszahlen fiir jedes €y in die richtige Richtung geht. Fiir die stiarkere Repulsion U/t = 6
ist man fiir alle angegebenen Gitter schon in dem Bereich von Wechselwirkungsstérken,
fiir die das SCGF—Verfahren eine niedrigere Energie als die exakte Losung liefert (vgl.
Abbildung 5.3.5). Die Korrektur der HF—Energie durch das SCGF—Verfahren ist hier be-
sonders ausgepragt und man erhélt eine Grundzustandsenergie, die das exakte Ergebnis

U/t =2 Ujt=4 U/t =6

HF SCGF exakt HF SCGF exakt HF SCGF exakt

er | () (nq) (n1r) ey () (e | (oe) (ogE) (o)

-2.00 | 0.9905 0.9839  0.9760 | 0.8963 0.8956 0.9152 | 0.7993 0.8001  0.8472
-1.73 | 09874 0.9809  0.9726 | 0.8739 0.8748 0.9033 | 0.7716 0.7731  0.8280
-1.00 | 0.9649 0.9599  0.9550 | 0.7725 0.7783 0.8454 | 0.6750 0.6773  0.7461
0.00 | 0.5000 0.5000  0.5000 | 0.5000 0.5000  0.5000 | 0.5000  0.5000  0.5000
1.00 | 0.0351 0.0401  0.0450 | 0.2275 0.2217 0.1546 | 0.3250  0.3227  0.2539
1.73 ] 0.0126  0.0191  0.0274 | 0.1261 0.1252  0.0967 | 0.2284  0.2269  0.1720
2.00 | 0.0095 0.0161  0.0240 | 0.1037 0.1044 0.0848 | 0.2007 0.1999  0.1528
1.73 | 0.0126  0.0191  0.0274 | 0.1261 0.1252 0.0967 | 0.2284 0.2269 0.1720
1.00 | 0.0351 0.0401  0.0450 | 0.2275 0.2217 0.1546 | 0.3250  0.3227  0.2539
0.00 | 0.5000 0.5000  0.5000 | 0.5000  0.5000  0.5000 | 0.5000  0.5000  0.5000
-1.00 | 0.9649 0.9599  0.9550 | 0.7725 0.7783 0.8454 | 0.6750 0.6773  0.7461
-1.73 | 09874 0.9809  0.9726 | 0.8739 0.8748 0.9033 | 0.7716 0.7731  0.8280

Ey | -9.3379 -9.7278 -10.0418 | -5.6291 -6.4998 -6.9203 | -3.8891 -5.1520 -5.0801

Tabelle 5.3.7: Vergleich der HF—, SCGF— und exakten Resultate fiir die Besetzungszah-
len und die Grundzustandsenergie des eindimensionalen Hubbard—Modells mit 12 Gitter-
platzen und halber Fillung fir zwei verschiedene U/t. Angaben fiir ey und Eqy in eV.
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nahezu reproduziert, den Fehler der HF—Néaherung aber leicht iiberkompensiert.

Interessant ist auch, dafl die Teilchenzahl fiir alle hier untersuchten Gitter und Wech-
selwirkungsstéarken erhalten ist, wie eine Aufaddition der Besetzungszahlen zeigt. Das
SCGF—Verfahren garantiert diese Teilchenzahlerhaltung jedoch nicht und ihre Ursache
ist wohl in der Halbfiillung und den in diesem Fall symmetrisch unter und iiber der Fer-
mienergie angeordneten Polen der Ein-Teilchen—Greensfunktionen zu suchen, was man
an den weiter unten angegebenen Zustandsdichten gut erkennen kann.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dal das SCGF-Verfahren fiir alle Gittergréfien und
alle U/t eine Verbesserung der HF-Resultate ermoglicht. Bei kleinem U/¢, wenn also be-
reits HF' eine gute Néherung ist, werden Besetzungszahlen und Grundzustandsenergie
in gleichem Mafle verbessert. Der Fehler kann etwa halbiert werden. Wahrend mit zu-
nehmendem U/t nach wie vor eine Verbesserung der Grundzustandsenergie erzielt wird,
konnen die Besetzungszahlen nicht oder nur sehr wenig verbessert werden. Eine Ursache
fiir dieses Verhalten ist in den Eigenschaften der HF-Lésung zu suchen, die als Startwert
fiir das SCGF-Verfahren verwendet wird.

Zu Beginn einer SCGF-Iteration wird die HF-Greensfunktion beniitzt, um die Selbst-
energiebeitrige zweiter Ordnung zu berechnen. Die Auswirkung dieser Terme besteht
in einer Fragmentierung der Ein-Teilchen-Stirke auf mehrere Pole der resultierenden
Greensfunktion. Die meiste Stérke fiir ein bestimmtes k gehort, nach einmaliger Beriick-
sichtigung der Selbstenergien zweiter Ordnung, dann zum Quasiteilchen—Pol, der in der
Nihe der urspriinglichen HF—Energie e% liegt. Aufgrund der Fragmentierung der Ein—
Teilchen—Starke trigt der Quasiteilchen—Pol fiir ein k < e aber weniger Stérke als das
entsprechende HF-Residuum. Die restliche Stiarke wird auf Pole mit 2T1L— bzw. 2L1T-
Charakter verteilt, die zu Energien von ungefihr £2 /" Fe/ll, = 43 eF gehéren, wobei
sich diese Energien mit wachsendem U/t weiter vom Quasiteilchen—Pol weg ins Negative
bzw. Positive verschieben. Das Resultat der Bevilkerung dieser hoherenergetischen 2T1L—
und 2L1T-Anregungen geschieht auf Kosten des Quasiteilchen—Pols, so dafl nach einem
Iterationsschritt die Gesamtbesetzung eines Zustands mit & < ep abnimmt, wihrend
die Gesamtbesetzung fiir ein k£ > cp zunimmt. Erst die dann folgende Neuberechnung
der Selbstenergie erster Ordnung sorgt bei repulsivem U dafiir, daf§ die Ein—Teilchen—
Energien unterhalb der Fermikante nach oben und die Ein—Teilchen—Energien iiberhalb
der Fermikante nach unten korrigiert werden. Diese Korrektur fithrt im weiteren Verlauf
der Iteration dazu, dafl die Bevolkerung der 2T1L— und 2L1T—Anregungen, in Abhingig-
keit von U/t, wieder etwas abnimmt.

Fiir kleines U/t unterschétzt nun die HF—Rechnung die Ausschmierung der Besetzungs-
zahlen. Die Fragmentierung der Ein-Teilchen-Stérke infolge der Selbstenergie zweiter
Ordnung zusammen mit der, wegen der kleinen Repulsion geringen, Korrektur durch
die Selbstenergie erster Ordnung fiihrt insgesamt dazu, dal die Zustédnde unterhalb der
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Fermienergie entvolkert werden. Bei groflerem U/t hingegen iiberschitzt schon HF die
Ausschmierung der Besetzungszahlen. Eine weitere Fragmentierung der Ein—Teilchen—
Stédrke und damit eine Vergréferung der Diskrepanz zwischen den exakten und den HF-
Besetzungszahlen kann durch die Korrektur infolge der Selbstenergie erster Ordnung ver-
mieden werden. Jedoch ist diese Korrektur nicht oder nur sehr begrenzt dazu in der Lage,
diese Diskrepanz zu verringern. Trotzdem fiihrt die Verteilung der Stérke, auch auf hoher-
energetische Pole, zu einer Absenkung der Grundzustandsenergie, da die zu Zusténden
mit 2L1T-Charakter gehtrenden Energien natiirlich zur Gesamtenergie beitragen. Eine
Verbesserung der Resultate fiir grofieres U/t konnte moglicherweise durch die Berticksich-
tigung von mehr Polen, also mit einer BAGEL—(p, ¢)-Néherung mit deutlich groflerem p
und ¢ erzielt werden.

Spektroskopische Information

Ein grofler Vorteil des SCGF-Verfahrens besteht darin, neben den oben diskutierten Ob-
servablen wie Besetzungszahlen und Grundzustandsenergie, auch Aussagen iiber die Spek-
tralfunktionen machen zu kénnen. Die Kenntnis der nicht—trivialen Ein—Teilchen—Greens-
funktion fiir jedes der N Teilchen ermdglicht neben der Angabe des Anregungsspektrums
eines N &+ 1-Clusters auch Aussagen iiber die Zustandsdichte und damit die energetische
Lokalisierung der Ein-Teilchen—Stérke.

Wiéhrend in der Kernphysik das Anregungsspektrum von Systemen mit einem Nukle-
on weniger (oder mehr) von groBer Bedeutung ist, da dieses z. B. iiber eine (e,e'p)—
Reaktion ((«,t)-Reaktion) experimentell zugénglich ist, hat man bei einem so schemati-
schen Modell wie dem Hubbard—Modell nicht direkt die Méglichkeit einer experimentellen
Uberpriifung. Trotzdem ist auch hier eine Angabe der Spektralfunktionen bzw. der Zu-
standsdichte von Interesse. Die Loch— (Teilchen—) Spektralfunktionen S, o (w) (Sp.a (w))
geben die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dafi durch Entfernen (Hinzufiigen) eines Teil-
chens im Ein—Teilchen—Zustand « des N—Teilchensystems ein Anregungszustand eines
Systems mit einem Teilchen mehr (weniger) bei einer bestimmten diskreten Energie ent-
steht. Beim Hubbard—Modell im Impulsraum ist die Quantenzahl o die Kombination aus
Gitterimpuls £ und Spin o. Bei 12 Gitterpliatzen gibt es also 24 verschiedene Quanten-
zahlen o und demzufolge auch 24 verschiedene Loch— (Teilchen—) Spektralfunktionen.
Die Zustandsdichte hingegen unterscheidet nicht nach den Quantenzahlen, sondern gibt,
je nachdem ob w < ep oder w > e ist, die Wahrscheinlichkeit dafiir an, ein Teilchen bei
einer bestimmten Energie unabhéngig von seiner Quantenzahl entfernen oder hinzufiigen
zu konnen. Fiir die Zustandsdichte gilt demnach

N (@) = 5 3 [ () + Spa ()] (5.3.21)

«

Dies impliziert zusammen mit den Eigenschaften der Spektralfunktion (vgl. Kapitel 2)
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die Normierungsbedingung
//\/(w) dw=1. (5.3.22)

Als Referenz fiir die sich aus dem SCGF-Verfahren ergebenden Zustandsdichten sollen
Ergebnisse aus dem sogenannten Quanten—Monte—Carlo—(QMC)—Verfahren herangezogen
werden. Die Theorie dieses Verfahrens ist nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Die
Fundamentalen Konzepte der QMC werden im Anhang B skizziert, weiteres findet sich
in der Literatur [Koo97, Lan93, Nig99, Rom98, Rom97].

In Abbildung 5.3.6 ist die Zustandsdichte fiir das eindimensionale Hubbard—Modell, wie
sie sich aus einer QMC—-Rechnung [Pre94, Ass96, Jar96] ergibt, zusammen mit der sich aus
dem SCGF-Verfahren ergebenden dargestellt. Im SCGF—Verfahren erhélt man zunéchst
diskrete Werte fiir die spektroskopischen Faktoren an den Polstellen. Um diese besser
mit den QMC-Resultaten vergleichen zu kénnen wurde die Spektralfunktion mit einer
Gauflkurve der Halbwertsbreite t/4 gefaltet. Zunéchst erkennt man die fiir das Hubbard—
Modell typische Energieliicke symmetrisch um die Fermienergie, die hier bei Null liegt.
Diese Energieliicke entsteht schon bei einer HF—Rechnung und ist dort > 2A. Sowohl

05 r SCGF |

—— QMC

Abbildung 5.3.6: Vergleich der Zustandsdichten berechnet mit QMC bzw. SCGF' fiir
das eindimensionale Hubbard—Modell fir U/t = 4, 12 Gitterplitze und halbe Fillung (w
in eV).
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fiir die QMC-Rechnung als auch fiir die SCGF-Rechnung wird diese Energieliicke an
der richtigen Stelle und in der richtigen Gréflenordnung wiedergegeben. Die Energieliicke
ist die Energiedifferenz zwischen den im Grundzustand besetzten Zustédnden zu den im
Grundzustand unbesetzten Zustdnden, also den niedrigsten angeregten Zusténden. Im
HF-Verstindnis bedeutet das Uberwinden der Energieliicke die initiale und auch im HF-
oder SCGF-Endergebnis noch partiell vorhandene antiferromagnetische Anordnung der
Elektronen aufzubrechen.

Desweiteren erkennt man, daf die qualitative Form der SCGF—Zustandsdichte in der Nahe
der Fermienergie (—3 < w < 0) mit der Form der QMC-Zustandsdichte iibereinstimmt.
Die zwei Maxima, jeweils iiber und unter der Fermikante, sind in beiden Féllen deutlich
ausgepragt. Es fallt auf, daff die QMC-Methode Zusténde bei Energien zwischen +3 und
+6 eV vorhersagt, die mit dem SCGF-Formalismus nicht gefunden werden, wéhrend letz-
terer die zu 2T1L- bzw. 2L1T-Energien gehérenden Zustidnde bei 7 eV vorhersagt. Die
unterschiedliche absolute Hohe der beiden Kurven resultiert in der Normierungsbedingung
(5.3.22). Da die QMC-Methode eine Verteilung der Stérke auf einen breiteren Energiebe-
reich vorhersagt, mufl die Kurve insgesamt deutlich flacher sein. Beim SCGF—Verfahren
hingegen ist die Zustandsdichte energetisch lokalisierter. Die Hauptstérke verteilt sich auf
die zu Quasiteilchen—Energien gehérenden Pole in direkter Nachbarschaft der Fermiener-
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Abbildung 5.3.7: Polenergien der SCGF-Greensfunktionen Gy (w) in Abhingigkeit des
Gitterimpulses fir 12 Gitterplitze, U/t = 4 und halbe Fillung.
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gie. Die restliche Stérke ist bei den weiter von e weg liegenden 2T1L— und 2L1T-Energien
zu finden. Da diese grob dem dreifachen der Quasiteilchen—Energien entsprechen kann sich
beim SCGF-Verfahren im intermediéren Bereich (zwischen 43 und +6) gar keine Stérke
befinden.

Die aus dem SCGF-Verfahren resultierende Stédrke-Energie—Verteilung soll anhand von
Abbildung 5.3.7 nochmals verdeutlicht werden. Dort sind die Polenergien der Ein—Teilchen—
Greensfunktionen G, (w) in Abhéngigkeit des Gitterimpulses k& dargestellt. Die Polenergi-
en gliedern sich in drei Bereiche. Die strichpunktierte Linie repréasentiert die Quasiteilchen—
Energien. Unterhalb der Fermikante sind die zu diesen Energien gehorenden Zustédnde
iiberwiegend besetzt, oberhalb der Fermikante iiberwiegend unbesetzt. Auch die Ener-
gieliicke, also das Fehlen von Polenergien in Nachbarschaft der Fermikante, ist deutlich
zu erkennen. Die beiden gepunkteten bzw. schraffierten Energiebénder gehoren zu 2L1T—
bzw. 2T1L—Energien und entsprechen den in Abbildung 5.3.6 ganz rechts und ganz links
befindlichen kleineren Peaks. Die Zusténde die zu dem unteren der beiden Bander gehoren
sind teilweise besetzt und somit dafiir verantwortlich, dafl nicht die gesamte Stérke auf
die Quasiteilchen—Zusténde entfillt und dafl die Grundzustandsenergie relativ zu HF ab-
gesenkt wird.

Weiteren Aufschluf} iiber die energetische Lokalisierung der Ein—Teilchen—-Stéarke kann eine
kummultative Integration der Teilchenzahl geben. In Abbildung 5.3.8 ist die Grofle P (w)
fiir das SCGF—- und das QMC—Verfahren aufgetragen. Fiir P gilt

Pw=Y / Shon (1) dw; . (5.3.23)

ok o

Die Funktion P (w) gibt also jeweils die kummulierte Ein—Teilchen—Stérke zuriick, die in
einem bestimmten Energieintervall bis zur Obergrenze w lokalisiert ist. Wie man auch
rechts in der Abbildung erkennen kann, mufl P (w) bei der Fermienergie, hier ep = 0, die
Teilchenzahl wiedergeben. Da das SCGF—-Verfahren diskrete Pole liefert ist in diesem Fall
P eine Treppenfunktion. Man erkennt, dafi das SCGF—Verfahren frither als das QMC-
Verfahren signifikante Stérke liefert. Dies ist auf die tief liegenden 2L.1T-Energien zuriick-
zufiithren, die einen ersten Beitrag zu P (w) liefern. Der weitere, bei etwa w = —2.5 eV
beginnende Zuwachs an Stérke ist dann den Quasiteilchen—Polen zuzuschreiben. Der An-
stieg der mit dem QMC—Verfahren ermittelten Kurve beginnt spéter und ist gleichmafi-
ger, die Stéarke ist also auf einen grofleren Energiebereich verteilt. Im Mittel kann man
aber sagen, dafl die zu SCGF gehorende Kurve sich recht gut an die QMC-Kurve anpaflt
und qualitativ ein dhnliches Verhalten aufweist. Eine HF-Rechnung z. B. wére hier nicht
in der Lage, Stérke fiir Energien kleiner —2.5 eV vorherzusagen. Eben diese Stérke und
die daraus resultierende teilweise Entvolkerung der Quasiteilchen—Pole ist aber letztlich
dafiir verantwortlich, dal SCGF im Vergleich zu HF eine deutlich verbesserte Grundzu-
standsenergie liefert.
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Abbildung 5.3.8: Integrierte Teilchenzahl fiir das QMC-Verfahren und den SCGF-
Ansatz fiir 12 Gitterplitze, U/t = 4 und halbe Fillung (w in eV).

Es soll an dieser Stelle darauf verzichtet werden, die Zustandsdichte, die Verteilung der
Polenergien und die integrierte Teilchenzahl auch fiir andere Gitter oder Wechselwir-
kungsstéarken anzugeben, da sich am qualitativen Erscheinungsbild dieser Grofien nichts
andern wiirde. Lediglich die Energieskalen und der Betrag der Energieliicke wiirden etwas
variieren, was nicht weiter zum Verstdndnis beitragen kann.

5.3.5 Zweidimensionales Hubbard—Modell und SCGF—Verfahren

Da wie erwéahnt fiir das zweidimensionale Hubbard—Modell nur eine exakte Losung fiir
den 2 x 2 Fall und eine quasiexakte Losung nur bis 4 X 4 existiert, ist es hier nicht mehr
moglich, die SCGF-Ergebnisse in Relation zu den exakten zu setzen. Einen Hinweis iiber
die Qualitdt der Resultate erhédlt man aber durch einen Vergleich mit der HF-Losung.
Auflerdem kann man fiir einige Beispiele das QMC—Verfahren zu Rate zu ziehen, das fiir
halbgefiillte Gitter eine sehr gute Naherungslosung darstellt und dessen Fehler dazuhin
sehr genau abgeschétzt werden kann.
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SCGF, HF und QMC im Vergleich

Hier sollen einige SCGF-Resultate fiir das zweidimensionale Hubbard-Modell mit der
HF-Losung und, sofern vorhanden, mit der QMC-Losung verglichen werden. Es wurden
die Gittergrofien 4 x 4 und 6 x 6 fiir verschiedene U/t untersucht.

In Tabelle 5.3.8 finden sich zunéchst einige Daten fiir das 4 x 4-Hubbard-Modell. Wegen
der groBeren Anzahl von Gitterimpulsen wurde hier darauf verzichtet, die Besetzungszah-
len aller Gitterpunkte numerisch anzugeben. Die Symmetrie des Hubbard—Modells sorgt
jedoch dafiir, dal Besetzungszahlen, die zum gleichen e;; gehéren, gleich sind. Aus die-
sem Grund sind in der Tabelle alle relevanten Besetzungszahlen zu finden. Zur besseren
Veranschaulichung der Situation sind in Abbildung 5.3.9 die Besetzungszahlen, mit einer
GauBfunktion der Halbwertsbreite t/4 gefaltet, raumlich aufgelost dargestellt. Betrachtet
man die Ergebnisse fiir die Besetzungszahlen, so ist eine gewisse Ahnlichkeit zum Verhal-
ten der SCGF-Losung fiir das eindimensionale Hubbard-Modell zu erkennen. Die Frag-
mentierung der Ein—Teilchen—Stéirke sorgt bei U/t = 2 wieder dafiir, dafl die Besetzungs-
zahlen, die zu negativen e gehoren, relativ zu HF etwas erniedrigt werden, wihrend die
zu g = 2.0 bzw. 4.0 gehtrenden etwas erhtht werden. Dieser Trend ist hier, im Gegensatz
zum eindimensionalen Hubbard-Modell, auch fiir die anderen Werte von U/t zu erkennen.

Ut =2 U/t =4 U/t =6

HF SCGF HF SCGF QMC HF SCGF

(Ko, ky) e <”TE> <"Tk> <"Tk> <"Tk> <"Tk> <”TE> <”TE>

(0,0) -4.0| 0.9959  0.9936 | 0.9716 0.9664 0.9682 | 0.9243  0.9199

) -2.0| 0.9842  0.9807 | 0.9088 0.9052 0.9255 | 0.8128  0.8124
) 0.0] 0.5000 0.5000 | 0.5000 0.5000 0.5000 | 0.5000  0.5000

g,ﬂ) 2.0 | 0.0158  0.0193 | 0.0912 0.0948 0.0746 | 0.1872  0.1876
)

4.0 | 0.0041  0.0064 | 0.0284 0.0336 0.0319 | 0.0757  0.0801

Ey -17.5562 -17.926 | -12.5667 -13.5913 -13.6315 | -9.3800 -10.9904

Tabelle 5.3.8: Grundzustandsenergie und ausgewdhlte Besetzungszahlen fiir das 4 x 4-
Hubbard-Modell bei halber Fiillung. Angaben fiir e und Ey in eV.



5.3 HUBBARD—MODELL 99

N(ky, ky)

Abbildung 5.3.9: Rdumliche Veranschaulichung der Besetzungszahlen fiir das 4 x 4-
Hubbard-Modell bei halber Fillung und U/t = 4.

Die Grundzustandsenergien werden fiir alle Wechselwirkungsstérken deutlich nach unten
korrigiert. Ein Vergleich mit den nur fir U/t = 4 vorhandenen QMC-Ergebnissen zeigt
fiir & = (0,0) , (0,7) und (, 7) eine gute Ubereinstimmung der Besetzungszahlen. Auch
die Korrektur der Grundzustandsenergie relativ zu HF ist hier besonders grof§ und die
QMC—Energie wird nahezu reproduziert. Da die QMC auf einer stochastischen Integra-
tion beruht, sind die QMC—Observablen fehlerbehaftet. Eine solche Integration 1&8t sich
in eine Summe iiberfithren, so daf fiir eine Observable berechnet iiber eine Stichprobe S

Os(f) = > f(a7) +0 (5.3.24)

gilt, wobei die zl/! die nach einer geeigneten Wahrscheinlichkeitsverteilung gewichteten
Zustande sind, die zur Berechnung des Erwartungswertes herangezogen werden (siehe
Anhang B). Nach dem zentralen Grenzwertsatz [Neg88] konvergiert Og( f) fiir hinreichend
grofles Ng gegen den exakten Wert O(f) und fiir den Fehler § gilt

5:¢OG%_OUP. (5.3.25)

N

Im Vorliegenden Fall ist fiir die Besetzungszahlen ¢ < 0.0005 und fiir die Grundzustand-
senergie 6 < 0.015 eV.
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U/t =4 U/t==6

HF SCGF  QMC HF SCGF QMC

(keiky) e | (o) (g () | (o) (o) (o)
(0,0) 4.0 0.9721 0.9669 0.9684 | 0.9248% 0.9205  0.9346
(O, g) S3.0 1 09534 0.9485  0.9551 0.8851 0.8824  0.9070
(%, %) -2.0| 0.9101 0.9068 0.9274 | 0.8136 0.8132  0.8552
(O, 2{) -1.0 | 0.7913 0.7919 0.8459 | 0.6867  0.6881 0.7379
(0,7) 0.0 | 0.5000 0.5000 0.5000 | 0.5000 0.5000  0.5000
(%, w) 1.0 | 0.2087 0.2081 0.1546 | 0.3133 0.3119  0.2626
(%’T, %’T) 2.0 0.0899 0.0931 0.0726 | 0.1864 0.1868  0.1448
(%’T, 7r) 3.0 | 0.0466 0.0515 0.0450 | 0.1149 0.1176  0.0929
(m,m) 4.0 | 0.0279 0.0331 0.0316 | 0.0752 0.0795  0.0655

E, -28.6149 -30.821 -30.874 | -21.3293 -24.867 -23.7125

Tabelle 5.3.9: Grundzustandsenergie und ausgewdhlte Besetzungszahlen fiir das 6 x 6—
Hubbard-Modell bei halber Fiillung. Angaben fiir e und Ey in eV.

In Tabelle 5.3.9 sind die entsprechenden Daten fiir das 6 x 6-Hubbard-Modell fiir zwei
verschiedene U/t angegeben. Die raumliche Veranschaulichung der mit einer Gauflfunk-
tion (I' = t/4) gefalteten Besetzungszahlen findet sich in Abbildung 5.3.10. Auch eine
Betrachtung der Besetzungszahlen fiir den 6 x 6-Fall zeigt im Wesentlichen eine Erniedri-
gung der Besetzungszahlen unterhalb und eine Erhéhung der Besetzungszahlen iiberhalb
der Fermienergie.

Fiir U/t = 4 ist das SCGF—Verfahren in der Lage die QMC-Besetzungszahlen recht
gut wiederzugeben. Hierbei ist der Fehler fiir Zusténde in der Ndhe der Fermienergie
(—2.0 < g < 2.0 eV) groBer als fiir die anderen Zusténde. Dies diirfte ein Artefakt
des HF-Startwerts sein, der dazu neigt die Ausschmierung der Besetzungszahlen in der
Néhe der Fermikante zu iiberschétzen. Die Korrektur der HF—Energie durch das SCGF-
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Abbildung 5.3.10: Rdumliche Veranschaulichung der Besetzungszahlen fiir das 6 x 6—
Hubbard-Modell bei halber Fillung und U/t = 4.

Verfahren sorgt dafiir, dafl die QMC—Energie nahezu reproduziert wird. Der stochastische
Fehler fiir die QMC-Besetzungszahlen ist hier kleiner 0.0005. Der entsprechende Fehler
in der Grundzustandsenergie hingegen kleiner 0.009 eV.

Fiir U/t = 6 weichen die SCGF-Ergebnisse stérker von den QMC—Vorhersagen ab. Die
Besetzungszahlen werden fiir alle Zusténde unterhalb der Fermienergie unterschitzt und
fiir alle Zustédnde {iberhalb der Fermikante iiberschétzt. Auch hier ist der Fehler in der
Nachbarschaft der Fermienergie merklich gréfler. Offensichtlich fithrt die Fragmentierung
der Ein—Teilchen—Stérke hier zu einer zu starken Ausschmierung der Besetzungszahlen,
was auch durch die, diesem Effekt entgegenwirkende Korrektur der Selbstenergie erster
Ordnung nicht verhindert werden kann. Auch die Absenkung der Grundzustandsenergie
relativ zu HF fallt hier zu grof§ aus. Die vom SCGF-Verfahren vorhergesagte Energie
ist tiefer als die QMC-Energie. Dies ist wieder auf die U/t—Abhéngigkeit der Losung,
wie bei der Diskussion der SCGF-Ergebnisse fiir das eindimensionale Hubbard-Modell
erldutert, zuriickzufiithren. Auch beim zweidimensionalen Hubbard—Modell ist zu beob-
achten, da§ ab U/t = 6 die Differenz zwischen HF—Energie und QMC-Energie durch
das SCGF-Verfahren iiberkompensiert wird. Die stochastischen Fehler fiir die QMC-
Besetzungszahlen bzw. —Energien sind hier kleiner 0.0006 bzw. 0.012 eV.
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Spektroskopische Information

Da die iiber die Multipol-Greensfunktion zuginglichen GréBen Zustandsdichte N (w) und
integrierte Teilchenzahl P (w) schon im Rahmen der Ergebnisse fiir das eindimensionale
Hubbard-Modell erkliart wurden (vgl. Kapitel 5.3.4), kann hier auf eine nochmalige Defi-
nition verzichtet werden. In Abbildung 5.3.11 sind wieder die mit QMC respektive SCGF
berechneten Zustandsdichten fiir den 4 x 4—Fall aufgetragen. In Analogie zum eindimen-
sionalen Fall wurden die diskreten Pole der Greensfunktionen mit einer Gaulkurve der
Halbwertsbreite t/4 gefaltet.

Auch im zweidimensionalen Fall ist die, fiir halbe Fiillung typischerweise symmetrisch
um die Fermienergie w = 0 liegende Energieliicke, deutlich zu erkennen. Auffillig ist,
daB hier das SCGF—Verfahren eine feiner strukturierte Zustandsdichte vorhersagt, als das
QMC—Verfahren. Auf jeder Seite der Fermienergie sind im SCGF-Fall vier Peaks aus-
zumachen. Das ganz rechts bzw. ganz links befindliche niedrigste Maximum gehort zu
den 2T1L- bzw. 2L1T-Anregungen. Die hoheren weiter innen liegenden Peaks entstehen
durch Uberlagerungen von Quasiteilchen—Polen. Da die sich aus dem SCGF-Verfahren
ergebende Zustandsdichte strukturierter ist, miissen hier ihre Maximalwerte konsequen-
terweise niedriger sein, als die der QMC—Zustandsdichte, um die Normierungsbedingung
25N (w) dw = 1 nicht zu verletzen. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall kann man
hier nicht sagen, dafl beiden Kurven in der Niahe der Fermienergie ein qualitativ &hnliches

0.8 r b

—-— SCGF
—— QMC

Abbildung 5.3.11: Vergleich der Zustandsdichten berechnet mit QMC bzw. SCGF fiir
das zweidimensionale 4 x 4—Hubbard-Modell, U/t = 4 und halbe Fillung (w in eV).
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Verhalten aufweisen. Die QMC—Kurve hat unterhalb von e zwei Maxima, wobei das nied-
rigere der beiden sehr breit ist. Starke wird bis in den 2T1L—Bereich hinein vorhergesagt.
Hingegen besitzt die SCGF-Kurve, neben dem 2T1L-Peak, drei Maxima, die energetisch
lokalisierter sind. Die Existenz dieser Peaks bei den entsprechenden Energien hat aber
durchaus ihre Berechtigung, da im zweidimensionalen Fall die Eigenwerte der kinetischen
Energie nicht mehr zwischen —2.0 und 2.0 eV (zwei nichste Nachbarn), sondern zwischen
—4.0 und 4.0 eV (vier nichste Nachbarn) liegen und somit auch Quasiteilchen—Pole, die
einen grofien Anteil der Gesamtstéirke des fraglichen Ein—Teilchen—Zustands tragen, bei
tieferen Energien auftauchen koénnen, als das im eindimensionalen Modell der Fall war.

Obwohl also auf den ersten Blick die Zustandsdichten, wie sie von SCGF und QMC vor-
hergesagt werden, fiir das 4 x 4-Hubbard-Modell recht unterschiedlich anmuten, zeigt die
Betrachtung der integrierten Teilchenzahl P (w), die in Abbildung 5.3.12 dargestellt ist,
eine sehr gute Ubereinstimmung. Einen ersten, auf die 2L1T-Zusténde zuriickfithrbaren
Beitrag zur Teilchenzahl sagt das SCGF-Verfahren bei w ~ —8 eV voraus und damit nur
unwesentlich frither als die QMC-Rechnung. Die fiir QMC stetig zunehmende Teilchen-
zahl wird von der mit SCGF bestimmten Treppenfunktion im Mittel gut reproduziert.
Sogar der leichte Knick in der QMC-Kurve bei ~ —1 eV findet sich in der SCGF-Kurve
wieder.

Zum SchluB} sind in den Abbildungen 5.3.13 und 5.3.14 noch die Zustandsdichte und die

12

Abbildung 5.3.12: Integrierte Teilchenzahl fiir das QMC-Verfahren und den SCGF-
Ansatz fir das zweidimensionale 4 X 4—Hubbard—Modell, U/t = 4 und halbe Fillung (w in
eV).
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0.8

—— QMC
—-— SCGF

0.6 - b

Abbildung 5.3.13: Vergleich der Zustandsdichten berechnet mit QMC bzw. SCGF fiir
das zweidimensionale 6 x 6-Hubbard-Modell, U/t = 4 und halbe Fiillung (w in eV).

36

—-— SCGF
—— QmC

24

Abbildung 5.3.14: Integrierte Teilchenzahl fiir das QMC-Verfahren und den SCGF-
Ansatz fir das zweidimensionale 6 x 6-Hubbard—Modell, U/t = 4 und halbe Fiillung (w in
eV).
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integrierte Teilchenzahl fiir das 6 x 6-Hubbard-Modell fiir U/t = 4 und halbe Fiillung
angegeben. Bei der Zustandsdichte ist, dhnlich wie beim 4 x 4-Fall, zu erkennen, daf
wiederum das SCGF-Verfahren eine feiner strukturierte Kurve vorhersagt. Hier finden
sich, neben den 2L1T-Peaks, vier Maxima unterhalb der Fermikante (¢ = 0). Das QMC—
Verfahren sagt drei Peaks voraus, wobei der hoéchste am néchsten an der Fermienergie
liegt. Fiir den 6 x 6-Fall sagt auch das SCGF-Verfahren den hochsten Peak in der Néhe
der Fermienergie voraus. Zwar liegen die Maxima in der SCGF-Kurve niher beieinander
als die in der QMC-Kurve, trotzdem kann man sagen, daf3 das qualitativer Verhalten der
Zustandsdichten hier wieder @hnlicher ist, als im 4 x 4-Fall. Allerdings sagt das QMC—
Verfahren hier keine besetzbaren Zustédnde im Bereich der 2L1T—(2T1L)-Energien voraus.

Fiir die Integrierte Teilchenzahl ist auch fiir das 6 x 6-Hubbard-Modell eine gute Uberein-
stimmung zwischen den Vorhersagen der QMC und den SCGF-Resultaten zu erkennen.
Die ersten Beitrige zur Teilchenzahl tauchen hier fiir das SCGF-Verfahren jedoch wieder
bei deutlich tieferen Energien als die entsprechenden QMC-Beitrédge auf. Dies ist selbst-
verstandlich darauf zuriickzufiihren, dal das QMC—Verfahren keine besetzbaren Zustédnde
im Bereich der 2LL1T-Energien vorhersagt. Die Treppenfunktion reproduziert zwar auch
hier die QMC-Kurve im Mittel recht gut, jedoch sind die Abweichungen etwas grofler als
fiir das 4 x 4-Hubbard—Modell.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden verschiedene physikalische Fragestellungen mit unterschiedlichen
Methoden untersucht. Allen Problemstellungen ist dabei zu eigen, dafi es moglich ist,
den Sachverhalt in einem diskreten Modellraum zu formulieren. Diskrete Modellrdume
sind historisch bedeutsam, da sowohl in der Atomphysik als auch in der Kernphysik sehr
erfolgreiche Schalenmodelle existieren, die sowohl qualitative als auch, in eingeschrénkter
Weise, quantitative Einblicke in die mikroskopische Struktur der Materie ermoglichen.
Das Ziel dieser Arbeit war es, das einfachste Werkzeug in solch einem Schalenmodell,
ndmlich die HF-Rechnung, konsistent zu verbessern um so im Rahmen einer diskreten
Darstellung der Modellraumzustidnde zu einer verbesserten Theorie zu gelangen. Die in
dieser Arbeit untersuchten Vielteilchentheorien gliederten sich hierbei in zwei Gruppen.

Formalismus Greenscher Funktionen

Die Ein—Teilchen—Greensfunktion wurde unter Beriicksichtigung der Selbstenergien er-
ster und zweiter Ordnung aus einer selbstkonsistenten Losung der Dyson—Gleichung be-
stimmt (SCGF-Verfahren). Dazu wurde die Dyson—-Gleichung in ein nichtlineares Ei-
genwertproblem iiberfithrt. Um Selbstkonsistenz zu erreichen mufite die zu diesem Ei-
genwertproblem gehorende Matrix mehrfach neu aufgestellt und diagonalisiert werden,
sowie ihre Dimension mit Hilfe des Lanczos-Algorithmus konstant gehalten werden. Die
sich nach dem Selbstkonsistenzverfahren ergebende Greensfunktion kann dann zur Be-
rechnung von Observablen herangezogen werden. Insbesondere wurde dieser Formalis-
mus Greenscher Funktionen in der vorliegenden Arbeit fiir eine Kernstrukturrechnung
von Sauerstoff 16 und fiir eine Untersuchung des ein— bzw. zweidimensionalen Hubbard-
Modells verwendet. Bei der Untersuchung von Sauerstoff wurden moderne, die Isospin-
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symmetrie verletzende Nukleon—Nukleon—Potentiale verwendet, so dafl es moglich war, die
Nolen—Schiffer—-Anomalie zu untersuchen. Die Coulomb—Energieverschiebungen zwischen
Zustéinden in Kernen mit gleichem Gesamtisospin bei verschiedener Isospinprojektion
konnte so teilweise erkléart werden. Dariiberhinaus konnten auch die wichtigsten Ein-
Teilchen—Figenschaften und die Grundzustandsenergie des Sauerstoffkerns mit einer fiir
nichtrelativistische Kernstrukturrechnungen typischen Genauigkeit angegeben werden.

Neben dieser kernphysikalischen Anwendung wurde auch das in der Festkérperphysik
wichtige Hubbard-Modell mit dem Formalismus Greenscher Funktionen untersucht. In der
Sichtweise des Hubbard—Modells werden die Atome des Festkorpers auf Gitterpunkte re-
duziert und das dynamische Verhalten durch die Valenzelektronen beschrieben, die durch
Hiipfen zwischen den Gitterpldatzen kinetische Energie gewinnen bzw. sich aufgrund der
Coulombwechselwirkung gegenseitig abstoflen kénnen. Die Beriicksichtigung der Selbst-
energie zweiter Ordnung in der Dyson-Gleichung fiihrte beim halbgefiillten Hubbard—
Modell zu einer deutlichen Absenkung der Grundzustandsenergie relativ zu HF wihrend
die Korrektur der Besetzungszahlen gering ausfiel. Fiir das eindimensionale Hubbard—
Modell konnten Vergleiche mit den exakten Resultaten angestellt werden, die eine deut-
liche Uberlegenheit des SCGF-Verfahrens gegeniiber einer HF-Rechnung zeigten. Fiir
das zweidimensionale Hubbard-Modell mufite wegen der Gréfle des Konfigurationsraums
ein speicheroptimiertes und parallelisiertes Programm geschrieben werden. Es konnten
Vergleiche mit Quantum—-Monte-Carlo-Rechnungen angestellt werden. Fiir beide Versio-
nen des Hubbard—Modells konnte die spektroskopische Information extrahiert werden, die
Aufschluf§ iiber die energetische Lokalisierung besetzbarer Zusténde geben konnte.

Adaptive Basisgenerierung

Neben dem Formalismus Greenscher Funktionen wurden auch zwei Verfahren untersucht,
mit denen die tatsdchliche Vielteilchenwellenfunktion durch ihre wichtigsten Bestand-
teile approximiert wird. Im Einzelnen sind dies das BAGEL—Verfahren, das mit Hilfe
des Lanczos—Algorithmus eine Basis generiert und das Coupled—Cluster— oder exp[S]-
Verfahren, das bestimmte Klassen von n—Teilchen—n—Loch—Anregungen auf einem Start-
zustand aufbaut. Der Lanczos—Algorithmus ist besonders dazu geeignet die Diagonalisie-
rung von Hamiltonoperatoren in einem Unterraum n&herungsweise durchzufiithren. Diese
Vorgehensweise zeigt schnell Konvergenz und ermdglicht die Beschreibung von Syste-
men mit groflen Konfigurationsrdumen, die nicht mehr exakt behandelt werden kénnen.
Lanczos—Diagonalisierungen wurden fiir das Kernphysikalische Paarproblem und das ein-
dimensionale Hubbard-Modell durchgefiihrt. Fiir noch exakt diagonalisierbare Dimen-
sionen konnte in beiden Féllen die rasche Konvergenz verifiziert werden und es konnte
festgestellt werden, dafl das Lanczos—Verfahren fiir die untersuchten Fragestellungen bei
kleineren bis mittlere Teilchenzahlen sehr effizient ist.
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Das exp[S]-Verfahren wurde nur fiir den Paarhamiltonoperator getestet. Es zeigte sich,
daf eine Restriktion auf Zwei-Teilchen—Zwei-Loch—-Anregungen fiir kleine Paarkréfte be-
reits eine deutliche Verbesserung gegeniiber der BCS-Theorie bringt. Fiir groflere Paar-
krifte bzw. Teilchenzahlen nimmt die Wichtigkeit hoherer Anregungen rasch zu, so daf3
zumindest Vier—Teilchen—Vier-Loch—Anregungen beriicksichtigt werden sollten, um ak-
zeptable Resultate zu erzielen. Das exp[S]-Verfahren schien insbesondere fiir das Paar-
problem gut geeignet zu sein, da der Paarhamiltonoperator kein Aufbrechen von Paaren
zulaft und deshalb nur geradzahlige n—Teilchen—n—Loch—Anregungen beriicksichtigt wer-
den mufiten, was den Rechenaufwand erheblich reduzierte.

6.2 Ausblick

Die in dieser Arbeit angewandten Verfahren ergaben fiir alle untersuchte Problemstel-
lungen eine deutliche Verbesserung gegeniiber den leichter handhabbaren Mean—Field—
Methoden. Zwar ist es in einigen Jahren infolge verbesserter Grofirechner sicher méglich
die in dieser Arbeit untersuchten Vielteilchenmethoden auch fiir groflere Konfigurati-
onsrdume anzuwenden, interessanter diirfte jedoch sein, diese Verfahren an anderen Pro-
blemstellungen zu testen, da nicht zu erwarten ist, dafl sich das prinzipielle Verhalten
dieser Methoden mit wachsender Teilchenzahl drastisch &ndert. So wére es sicher auf-
schlureich, das exp[S]-Verfahren auch fiir das Hubbard—Modell durchzufiihren. Da die
Anzahl der Freiheitsgrade beim Hubbard-Modell sehr viel grofler ist, als beim Paarpro-
blem gelingt es nicht ohne weiteres die Methodik eins zu eins zu iibertragen. Es miifiten
effiziente Methoden zu Loésung von nichtlinearen Gleichungssystemen entwickelt werden,
oder versucht werden, die Entartungen der Ein—Teilchen—Zustdnde so zu nutzen, dafl
Klassen von Zustidnden zusammengefafit werden konnen, um die Anzahl der unbekannten
S—Amplituden zu verringern. Auch ist es eventuell denkbar, Monte-Carlo-Methoden mit
dem exp[S]-Verfahren zu kombinieren, so dafi die S—Amplituden stochastisch und entspre-
chend ihrer Wichtigkeit erzeugt werden, man sich also auf wenige aber dafiir signifikante
Anregungen beschrianken kann.

Desweiteren wire es sicher auch moglich, das SCGF—Verfahren auf den Paarhamiltoni-
an anzuwenden und zwar mit der BCS-Losung als Startzustand. Wegen der engen Ver-
wandtschaft der HF-Losung fiir das Hubbard-Modell mit der BCS-Losung fiir das Paar-
problem, ist fiir letzteres ein dhnlich gutes Ergebnis zu erwarten, wie es beim Hubbard-
Modell erzielt werden konnte. Von grofitem Interesse wére schliellich das SCGF-Verfahren
auf das nicht halbgefiillte zweidimensionale Hubbard-Modell anzuwenden. Fiir das halb-
gefiillte Hubbard—Modell ist das QMC—Verfahren ndmlich &duflert effizient, da das in
QMC—-Methoden gefiirchtete Vorzeichenproblem keine Auswirkungen hat. Abseits von
der Halbfiillung sorgt aber eben dieses Vorzeichenproblem dafiir, dafl es bei grofieren Git-
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tern nahezu unmoglich wird, verniinftige Ergebnisse zu erzielen. Das SCGF-Verfahren
wiirde so eine Methode darstellen, die in der Lage ist ein System zu beschreiben, daf3
weder exakt, noch mit Hilfe stochastischer Integration bearbeitet werden kann. Die Wahl
antiperiodischer Randbedingungen kann auch beim nicht halbgefiillten Hubbard-Modell
eine endliche Energieliicke an der Fermikante erzeugen, so dafl es keine Probleme mit
Entartungen geben und der SCGF-Formalismus anwendbar sein sollte.



Anhang A

Meson—Austausch—Potentiale

Hier sollen einige Eigenschaften der drei Potentiale CDBonn96, CDBonn99 und Argonne
Vs angegeben werden, die in der Kernstrukturrechnung fiir 10 verwendet werden. Da
ein Ziel dieser Rechnung darin besteht, die Nolen—Schiffer—Anomalie so gut wie moglich
zu erkldren, ist allen Potentialen eine Verletzung der Isospinsymmetrie im starken Teil
der NN-Wechselwirkung zu eigen. Der langreichweitige Teil der NN-Wechselwirkung wird
bei allen Potentialen durch Ein—Pion—Austausch beschrieben, wobei die Massendifferenz
zwischen 7° und 7% beriicksichtigt wird. Bei den Bonn-Potentialen fiihrt die nichtrela-
tivistische Reduktion des Pion-Austauschs zu Nichtlokalitdten in der Wechselwirkung.
Beim Argonne Vig hingegen wird der Pion—Austausch lokal beschrieben. Desweiteren
beriicksichtigen alle Potentiale die Massenaufspaltung zwischen Proton und Neutron, die
zu Korrekturen der kinetischen Energie und unterschiedlichen Matrixelementen fiir den
Pion—Austausch fiihrt, je nachdem, ob zwei Protonen oder zwei Neutronen das Meson
austauschen.

Dariiberhinaus beriicksichtigen die Potentiale noch zusétzliche, die Ladungssymmetrie
verletzenden Terme, die nétig sind, um die empirischen Unterschiede der Streuphasen
und effektiven Reichweiten fiir Proton—Proton— und Neutron—Neutron—Streuung im 1.Sy—
Zustand zu reproduzieren. Das Argonne Vg Potential wird in einer Spin—Isospin—Zerlegung
konstruiert. Die lokalen Potentialmatrixelement im (S = 0,7 = 1)-Kanal werden dabei
so angepaft, da sie die 'Sy-Streuphasen fiir die unterschiedlichen Isospinprojektionen
reproduzieren. Die Ladungsabhéngigkeiten von Partialwellen mit L > 0 werden beim
Argonne Vg ausgehend von den Informationen iiber den !1Sy—Zustand extrapoliert.

Die Ladungsabhéngigkeit in Partialwellen mit L > 0 werden in den Bonn-Potentialen
durch ein iiber den Ein—Meson—Austausch hinausgehendes Meson—Austausch—Modell be-
schrieben. Die Einfliisse der Nukleon-Massenaufspaltung werden dabei fiir Partialwellen
bis J = 4 berechnet. Das CDBonn99-Potential beriicksichtigt neben diesen die Isospin-
symmetrie verletzenden Termen noch Effekte aus einem irreduziblen my—Austausch, wie
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er in [Kol98] hergeleitet wurde. Der Unterschied zwischen CDBonn99 und CDBonn96 ist,
daB die Ladungssymmetrieverletzung beim letzteren nur im Sy-Zustand und nicht in
den hoheren Partialwellen beriicksichtigt wird.

Die wichtigsten Konstanten und Parameter der Potentiale CDBonn99 und Argonne Vg
sind in Tabelle A.1 angegeben. Da das CDBonn99 eine konsistente Verbesserung des
CDBonn96 ist und die Werte der Konstanten nicht nennenswert voneinander abweichen,
sollen die Werte hier nur fiir das neuere der Bonn—Potentiale angegeben werden. In der
Tabelle finden sich die Massen von Proton und Neutron sowie die der verwendeten Meso-
nen. g*/4r ist die Kopplungskonstante des jeweiligen Meson—Nukleon—Vertex und A ein
cut—off Parameter, der bestimmt, bis zu welcher Energie ein Meson beriicksichtigt werden
soll. Die Stédrke eines Wechselwirkungsmatrixelements hiangt unter anderem von einem
Formfaktor

2 2
A —mz

A+ (7 -q)

- 2

ab, in dem (q’ — cf) der Dreierimpulsiibertrag ist. Mit diesem Formfaktor muf3 jeder Ver-
tex multipliziert werden, so da3 A also ein fiir das Potential charakteristischer Parameter
ist.

Da NN-Wechselwirkungen in der Regel Zwei-Korper—Charakter haben sollten moderne
Potentialen neben den Streuphasen der NN-Streuung auch die Eigenschaften des gebun-
denen Zwei-Korper—Problems Deuteron beschreiben koénnen. Deshalb ist es iiblich die

CDBonn99 Argonne Vg
Teilchen | Masse [MeV] g A [GeV] | Masse [MeV] % A [GeV]
nt 139.56995 13.6 1.72 139.5675 13.6 0.9
0 134.9764 13.6 1.72 134.9739 13.6 0.9
o=, p° 769.9 0.84  1.31
w 781.94 20.0 1.5
Proton 938.27231 938.27231
Neutron | 939.56563 939.56563

Tabelle A.1: Fundamentale Konstanten fir die Potentiale CDBonn99 und Argonne Vig.
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CDBonn99 Argonne Vi Experiment

Bindungsenergie B; [MeV] 2.224575 2.224575 2.224575(9)
Asymptotischer S-Zustand Ag [fm~!/?] 0.8846 0.8850 0.8846(9)
Asymptotischer D/S-Zustand 7 0.0256 0.0256 0.0245(4)
RMS Radius 7y [fm] 1.966 1.967 1.971(6)
Quadrupolmoment @, [fm?] 0.270 0.270 0.2859(3)
Wabhrscheinlichkeit D-Beimischung Pp [%]  4.85 5.76

Tabelle A.2: Statische Eigenschaften des Deuterons fiir die Potentiale CDBonn99 und
Argonne Vig im Vergleich mit experimentellen Werten.

Ergebnisse, die mit einer NN-Wechselwirkung fiir das Deuteron erzielt werden koénnen,
mit experimentellen Daten zu vergleichen. Die wichtigsten dieser Daten sind fiir das
CDBonn99 und das Argonne Vg in Tabelle A.2 aufgefiihrt. Die hier verwendeten NN-—
Wechselwirkungen sind in der Lage alle mebaren Groflen mit Ausnahme des Quadrupol-
moments im Rahmen der experimentellen Genauigkeit zu reproduzieren. Die Abweichun-
gen der Vorhersagen beider Potentiale sind bis auf die experimentell nicht zugéngliche
Wabhrscheinlichkeit der D-Beimischung verschwindend gering. Typischerweise sagen loka-
le Potentiale eine grofler D-Beimischung voraus, was auf die die ”off-shell”-Stérke der
Tensorkraft zuriickzufiihren ist.



Anhang B

QMC—Formalismus

Hier sollen die wichtigsten Punkte einer QMC—-Rechnung in der Pfadintegralformulierung
kurz skizziert werden. Detailliertere Darstellungen finden sich in der Literatur [K0097,
Lan93, Nig99, Rom98, Rom97].

Hat man einen beliebigen Vielteilchen—Hamiltonoperator H, versucht man einen hand-
habbaren Ausdruck fiir den imagindren Zeitentwicklungsoperator

U=ePH (B.1)

zu finden. 3 hat hier die Einheit inverse Energie, so dal 37! als imaginire Zeit aufgefafit
werden kann. Zwar kann U auch als der Boltzmann-Operator fiir die Temperatur 371
aufgefafit werdem, trotzdem soll er im folgenden als Entwicklungsoperator bezeichnet
werden. Ist 3 > 0 spricht man vom ’thermalen’ Formalismus, geht § — oo vom ’zero—
temperature’-Formalismus und fiir die Zustandsfunktion gilt

Z =Tre P, (B.2)
Der Erwartungswert eines beliebigen Operators berechnet sich nun nach
1
_ —BH
(0) = 7 Tr [O e } . (B.3)

Dabei ist die Spur Tr iiber die kanonische oder groflkanonische Teilchenzahl zu bilden. Im
‘zero—temperature’—Formalismus beginnt man mit einer Testwellenfunktion vy und ver-
wendet den Entwicklungsoperator, um den Grundzustand herauszuprojizieren. Vorausset-
zung dafiir ist, dafl 1)y nicht orthogonal zum Grundzustand ist. Fiir den Erwartungswert
des Operators O erhélt man so

B ) e L)
0) = ﬁhjﬂlo (1o [e=PH | 4)p) '
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Die Frage ist nun, welche Gestalt der Entwicklungsoperator U haben muf, so daf} der
Erwartungswert von O berechnet werden kann. Eine Mdéglichkeit besteht in einer Pfa-
dintegralformulierung des Entwicklungsoperators. Hat man einen Hamiltonoperator, der
hochstens Zwei—Teilchen—Operatoren beinhaltet, kann er mit geeigneten Operatoren O,
als quadratische Form geschrieben werden

H=>) c,0,+ % > V.02, (B.5)

wobei angenommen wurde, dafl der quadratische Term diagonal in O, ist. Geeigne-
te Operatoren sind hier zumeist Ein—Teilchen—Dichten. Die Stérke der Zwei—Teilchen—
Wechselwirkung wird durch reelle Zahlen V,, beschreiben. Falls H als eine solche qua-
dratische Form geschrieben werden kann, ist es moglich, den Entwicklungsoperator U
als Pfadintegral zu schreiben. Dazu wird die Exponentialfunktion in N; 'Zeitschritte’
0 = N;Ap aufgeteilt, so dal

U = [e-aou]™ (B.6)

gilt. Dann muf eine Hubbard-Stratonovich-Transformation [Hub59] fiir den n-ten Zeit-
schritt des Zwei—Teilchen—Anteils durchgefiihrt werden, was auf

AB |V, 1
s /Hd o (200 ') {80 (5 4l oh 42000 + s0Vi0 )

(B.7)

fiithrt. s, ist ein Phasenfaktor der +1 ist, wenn V,, < 0 und 44 wenn V,, > 0 ist. Jede reelle
Variable o, ist ein sogenanntes "auxiliary field’, das beim Zeitschritt n zum Operator O,
gehort. Fiir den Entwicklungsoperator erhilt man nun

U — [e—AﬁH} Ny ~ /DNt [0] G (0) 6(—A,@ha(TNt)) L. 6(—Aﬁhg(ﬂ)) , (BS)

wobel die Metrik

DY [ HHdam< i’f’)i, (B.9)

n=1 o

der Gaufifaktor

G (o) = exp <— Z % A afm) (B.10)

an

und der Ein—Teilchen—-Hamiltonoperator

ho (7o) =D (a + 5aVaOan) Oa (B.11)

o
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eingefiihrt wurden. Fiir den Grenzfall unendlich vieler Zeitschritte ist Gleichung (B.8)
exakt. In der Praxis hat man jedoch immer eine endliche Zahl von Zeitschritten, so daf3
die Ndherung nur in der Ordnung Af giiltig ist.

Das Umschreiben des Entwicklungsoperators U als Pfadintegral, kann eine Berechnung
von Observablen ermoglichen. Falls die O, Dichteoperatoren sind, ist (B.1) eine Exponen-
tialfunktion von Zwei-Teilchen—Operatoren, die auf eine Slaterdeterminante wirkt und so
eine Summe vieler Slaterdeterminanten erzeugt. Im Gegensatz dazu enthélt die Pfadinte-
gralformulierung (B.8) nur Ein—Teilchen-Operatoren im Exponenten, was dafiir sorgt, daf
jeweils eine Slaterdeterminante in eine andere {iberfithrt wird. Anstatt mit einer grofien
Anzahl von Slaterdeterminanten umgehen zu miissen, hat man so zu jedem Zeitpunkt
nur mit einer Slaterdeterminante zu rechnen. Diese Vereinfachung mufl man sich aber mit
der Bestimmung eines hochdimensionalen Integrals iiber die Hilfsfelder ("auxiliary fields’)
erkaufen.

Die Berechnung diese komplizierten Integrals, zumindest wenn man keine sehr kleine An-
zahl von Hilfsfeldern o, hat, ist nur mit stochastischen Methoden, wie etwa einer Monte—
Carlo—Integration, moglich. Definiert man sich den Ein—Teilchen-Entwicklungsoperator

Ny
U, (3,0) = NltiinOo H exp (—ABh, (1)) (B.12)
n=1

so erhélt man fiir den Erwartungswert des Operators O aus (B.4)

_ /D] G(o) (O(0)) £(9)

O = ppIaEe) (B.13)
mit
(o) = (¥o |Us (8,0)] o) (B.14)
und
0|Us (8,5) O U, (2,0) |40
oty = (0l (5100 (.0) ) .

{¢0 |Us (8,0)] %)

Um (B.13) mit Monte-Carlo-Techniken zu berechnen, sollte man eine normierbare Ge-
wichtsfunktion W, sowie einen Satz statistisch unabhéngiger Hilfsfelder {o;} wéhlen, so
dafl die Wahrscheinlichkeit ein Feld mit den Werten o; zu finden W, ist. Definiert man
die Wirkung

\Va| [ droa(7)* —Iné(o) (B.16)

O —

N —

S, =Y
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wird der Erwartungswert zu

(0) = (B.17)

N ist hierbei die Anzahl der Stichproben, das Integral wird diskretisiert und die Summe
geht iiber den Stichprobensatz ®; = e%: /W;. Idealerweise sollte e~ durch W so gut
wie moglich approximiert werden, da dann alle Summanden gleich wichtig sind (®; ~ 1).
Gelingt es nicht, ein geeignetes W zu finden, kann dies zur Folge haben, dafl ®; stark
oszilliert, was dazu fiithren kann, daff die Summen in Z&hler und Nenner sehr klein werden
und sich gegenseitig aufheben. Dieses sogenannte Vorzeichenproblem kann in ungiinstigen
Féllen dazu fiithren, dafl die Fehler bei der Monte-Carlo-Integration zu grof8 sind um, bei
vertretbarem Rechenaufwand, eine sinnvolle Aussage {iber den eigentlich zu berechnenden
Erwartungswert (O) machen zu kénnen.

Dariiberhinaus ist oftmals die Zerlegung des Hamiltonoperators in die quadratische Form
(B.5) nicht trivial und muf fiir jedes physikalische Problem aufs Neue durchgefiihrt wer-
den, worauf hier aber nicht néher eingegangen werden kann. Abschlielend bleibt zu sagen,
daB es fiir viele Fragestellungen, wie z. B. die des Hubbard—Modells bei halber Fiillung,
sehr effizient ist, die Observablen nach der Beziehung (B.17) zu berechnen, was im Vor-
liegenden Fall das Entscheidende ist.
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