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Kapitel 1

Einleitung



1 EINLEITUNG

Wie einst in der Hypothese der Neutrinos durch Wolfgang Pauli im Jahr 1930
begriindet, konnen Neutrinos auch heute wieder der Wegweiser sein, wie unser
Verstdndnis der Physik erweitert werden muf}. Damals berichtete W. Pauli am
4. Dezember 1930 in seinem an die Teilnehmer einer Konferenz iiber Radioak-
tivitdt in Tiibingen adressierten Brief iiber einen verzweifelten Ausweg, um die
bei der Beobachtung des [3-Zerfalls gefundenen Probleme zu 16sen. In diesen Ex-
perimenten war das Spektrum von [ Emittern beobachtet worden. Dabei war in
der Energieverteilung ein kontinuierliches Spektrum gefunden worden. Im Rah-
men der bekannten Teilchen ging man aber davon aus, dafl der Betazerfall ein
Zweikorperzerfall ist. Somit erwartete man eine diskrete Linie im Betazerfalls-
spektrum. Desweiteren wurde beobachtet, dafl die Drehimpulserhaltung um 1/2
Einheit ! verletzt ist. In diesem Brief, beginnend mit den mittlerweile beriihm-
ten Worten, “sehr geehrte radioaktive Damen und Herren,” macht Pauli den
Vorschlag, dafl ein bisher noch unbekanntes Teilchen fiir die vermeintliche Ver-
letzung des Energie- und Drehimpulserhaltungssatzes verantwortlich sein kénnte.
Dieses damals unbekannte Teilchen war nach seinen Vorstellungen ein Fermion,
fithrte somit zur Erhaltung des Drehimpulses im Betazerfall. Es war auflerdem
sehr leicht und elektrisch neutral. Pauli hatte schon erkannt, daf3 dieses Teilchen,
wenn {iberhaupt, sehr schwer nachzuweisen sein wiirde. Eine wesentliche Frage
an seine in Tiibingen tagenden Kollegen war daher auch die mégliche Mef3barkeit
des Teilchens und damit der Uberpriifbarkeit seiner Hypothese. Mit der Einbe-
ziehung des von Pauli als “Neutron” bezeichneten Teilchens konnten die in der 3
Spektroskopie gewonnenen Ergebnisse beschrieben werden, ohne dafl der Energie-
und Drehimpulserhaltungssatz verletzt war.

Heute wissen wir, daf3 dieses von Pauli postulierte Teilchen, das Neutrino, wirk-
lich existiert. Die von ihm geforderten Eigenschaften des Neutrinos sind heute
auch als gesichert anzusehen. Das Neutrino ist ein Fermion, besitzt also einen
intrinsischen Drehimpuls von 1/2. Es ist elektrisch neutral, unterliegt der schwa-
chen und falls es eine Masse besitzt auch der Gravitationswechselwirkung. Durch
die hohe Masse der Austauschboson der schwachen Wechselwirkung kommt es
zu sehr kleinen Wirkungsquerschnitten von unter 1073% cm? bei Energien bis 1
GeV. Weiterhin ist die Masse des Neutrinos, wie auch schon von Pauli gefordert,
sehr klein. Im heutigen Standardmodell (SM) der Elementarteilchen wird sie als
Null angenommen. Bisher konnte keine Masse des Neutrinos direkt nachgewiesen
werden. Fiir die Massen der Neutrinos, insbesondere fiir die des Elektronneutrino,

!Hier und im folgenden werden natiirliche Einheiten, also A = ¢ = 1 verwendet. Fiir Um-
rechnung in SI Einheiten siehe z.B. [1].
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gibt es aber heute sehr restriktive Obergrenzen. Diese sind

m,, < 2.6eV[2],
. < 1700 keV[3)],
m,, < 18.2 MeV[3]. (1.1)

my

Somit sind 70 Jahre nach der Postulierung des Neutrinos durch Pauli und mehr
als 40 Jahre nach der Entdeckung des Neutrinos durch Cowans und Reines immer
noch grundlegende Eigenschaften des Neutrinos, wie die Masse, nicht bekannt.

In den letzten Jahren sind aber indirekte Hinweise auf eine nichtverschwindende
Neutrinomasse gefunden worden. In einigen dieser Experimente [4, 5, 6, 7] sind
Fliisse von Elektronneutrinos (v,) aus der Sonne gemessen worden. Beim Vergleich
von den experimentell gemessenen und den theoretisch berechneten Fliissen wur-
de einen starke Abweichung gefunden. Weitere Probleme wurden bei der Messung
der Verhéltnisse der Flisse von Myonneutrinos (v,) zu v, welche durch hadro-
nische Prozesse in der oberen Erdatmosphére entstehen, gefunden. Dabei wurde
wieder eine Abweichung der experimentellen Werte von den Erwartungen gefun-
den. Diese Abweichungen kann man durch Neutrinooszillationen erkldaren. Das
Neutrino wird in seinem Wechselwirkungseigenzustand erzeugt, doch es propa-
giert in seinen Masseneigenzustidnden, die anscheinend davon abweichen. Wenn
die Neutrinos verschiedene Massen haben, verdndert sich das Mischungsverhalt-
nis der einzelnen Komponenten. Falls das Neutrino zu einem spéteren Zeitpunkt
wieder in einem Wechselwirkungeigenzustand detektiert wird, sind daher auch
die Verhéltnisses dieser Zustédnde verdndert. Zustédnde konnen daher wegoszillie-
ren. Damit Oszillationen aber auftreten kénnen, miissen Neutrinos massiv sein.
Die angesprochenen Experimente, die Evidenz fiir Neutrinooszillationen gefunden
haben, lassen sich problemlos durch die Mischung von drei Neutrinos beschrei-
ben. Zusitzlich zu den oben erwihnten Experimenten [4, 5, 6, 7] hat die LSND
Kollaboration [8, 9] Evidenz fiir Neutrinooszillationen gefunden. Diese Resultate,
zusammen mit den Ergebnissen der solaren und atmosphérischen Neutrinooszil-
lationsexperimente, schienen lange Zeit nicht kompatibel mit der Mischung von
nur drei Neutrinos zu sein. Weil die LSND Ergebnisse bisher von keinem anderen
Experiment bestéitigt worden sind, wurde ihre Giiltigkeit stark angezweifelt. Seit
kurzem gibt es jedoch neue Analysen aller experimentellen Daten, die Evidenz
fiir Neutrinooszillationen gefunden haben, im Rahmen von drei Neutrinofamilien.

Aus der Vielzahl der Experimente, die Evidenz fiir Neutrinooszillationen gefunden
haben, kann man davon ausgehen, dafl Neutrinos massiv sind. Wie sieht aber die
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Neutrinomassenmatrix aus? In dieser Arbeit wird untersucht, welche Konsequen-
zen sich fiir die Neutrinomassenmatrix aus den Analysen von Neutrinooszillati-
onsdaten ableiten lassen. Dabei wird auch untersucht, welcher Unterschied sich
fiir die Neutrinomassenmatrix ergibt, wenn man die LSND Ergebnisse ausschlief3t
oder miteinbezieht.

Da im SM die Neutrinos masselos sind, folgt aus der Existenz von Neutrinoos-
zillationen, dafl das SM erweitert werden muf. Das Neutrino ist daher wie 1930
wieder ein Wegweiser, wie das derzeitige Verstdndnis der Physik erweitert wer-
den kann. Erweiterungen des SM miissen also in der Lage sein, massive Neutrinos
zu beschreiben. Ein Problem dabei ist zu erkldren, warum die Masse der Neu-
trinos um ein vielfaches kleiner ist als die der anderen elementaren Fermionen.
Der Mechanismus, der zur Masse der Neutrinos fiihrt, sollte ein anderer sein
als der, der die geladenen Fermionen massiv werden ld3t. Fiir Neutrinos gibt es
dafiir als einziges bekanntes Elementarteilchen die Moglichkeit, einen Majorana
Massenterm zu haben. Damit ein Majorana Massenterm existiert, mufl das Neu-
trino nach einer Idee von Ettore Majorana aus dem Jahr 1937 zufolge bis auf
eine Phase sein eigenes Antiteilchen sein. In diesem Fall existieren fiir das neu-
trale Fermion nicht, wie von Dirac 1928 gefunden, vier Freiheitsgrade, also Teil-
chen/Antiteilchen und Spin “up” und “down”, sondern nur zwei. Diese Moglich-
keit kann bei den uns bekannten Teilchen nur beim Neutrino realisiert sein. Es
ist bisher das einzige elementare neutrale Fermion. Bei allen anderen Teilchen
ist immer die Teilchen-/Antiteilcheneigenschaft eindeutig durch die verschiedene
elektrische Ladung gekennzeichnet. Die sich aus der Dirac oder Majorana Na-
tur ergebenden Konsequenzen fiir die Neutrinomassenmatrix werden ebenfalls in
dieser Arbeit untersucht.

Da Neutrinos massiv zu sein scheinen, benotigt man auch eine theoretische Be-
schreibung dafiir. Wegen der geringen Masse der Neutrinos werden sie in den
meisten Modellen fiir Neutrinomassen als Majoranateilchen betrachtet. In dieser
Arbeit wird ein solches Modell zur Beschreibung der Neutrinomassen verwen-
det. Das betrachtete Modell gehort zur Klasse der supersymmetrischen Modelle.
Supersymmetrische Modelle sind eine Erweiterung des SM aufbauend auf einer
zusitzlichen Symmetrie zwischen Fermionen und Bosonen. In den letzten Jah-
ren sind Supersymmetrische Modelle aus vielen Griinden populdr geworden. Sie
16sen auf einfachem Weg z.B. das Natiirlichkeits- und Hierarchieproblem. Durch
die Abwesenheit rechtshéndiger Isosingulettneutrinos in diesen Modellen, ist der
Mechanismus, der zu massiven Neutrinos fiihrt, grundsétzlich verschieden vom
Higgsmechanismus des Standard Modells. Ein Problem aller Modelle fiir Neutri-
nomassen ist, dafl ein direkter Vergleich mit experimentellen Daten noch nicht
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moglich ist. Vor allem bei supersymmetrischen Modellen bereitet dies durch die
Vielzahl von moglichen Kopplungen Probleme. Meist werden daher zusédtzliche
Symmetrien herangezogen, um auf eine definierte Weise die Parameterzahl der
Modelle zu reduzieren. Dieser Weg wird auch in dieser Arbeit verfolgt.

Ein Test unseres Modells wird durch Vergleich mit einer anderen Observablen
durchgefiihrt. Dazu eignet sich die Majorana-Neutrinomasse (m), die im neutri-
nolosen Doppeltenbetazerfall (0v/3(3) eine wichtige Rolle spielt. Der O3 Prozef
ist ein Prozefl hoherer Ordnung. Er stellt eine Moglichkeit dar zu testen, ob
das Neutrino ein Majoranateilchen ist. Der Ov(3 sollte beobachtbar sein, falls
das Neutrino, wie in unserem Modell, ein massives Majoranateilchen ist. Der
Mechanismus, der zum Ov(3( Zerfall fiihren kann, ist in Abbildung 1.1 schema-
tisch gezeigt. Der Ov (3 ist bisher noch nicht beobachtet worden. Aber aus den
Grenzwerten fiir die Lebensdauer bestimmter Kerne beziiglich des Ov/33 kann ei-
ne Obergrenze fiir (m) abgeleitet werden. Diese wird als Test fiir unser Modell
massiver Majorananeutrinos herangezogen.

YWY I\ A

A-2 N n

Abbildung 1.1: Schema fiir Neutrinolosen Doppeltenbetazerfall durch
Austausch eines massiven Majorana Neutrinos.

Der Ov(33 Prozel kann nur in Kernen, also Vielteilchensystemen auftreten. Man
muf3 daher zu seiner theoretischen Beschreibung ein Vielteilchenproblem I6sen.
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Dies kann aufgrund der Vielzahl der moglichen Zustédnde nur ndherungsweise
geschehen. Ein erfolgreiches und oft verwendetes Konzept, dies zu tun, ist die
pn-QRPA? Methode. Ein Problem dieser Methode ist jedoch, daf sie einen einge-
schrinkten Giiltigkeitsbereich hat. Z.B. liegt der physikalisch relevante Wert des
1*-Proton-Neutron-Gamow-Teller-Matrixelements im beobachteten neutrinobe-
gleiteten (33 Zerfall sehr nahe am Ende des Giiltigkeitsbereichs der pn-QRPA
Methode. Im letzten Teil dieser Arbeit wird eine neue Methode vorgestellt, wie
man den Giiltigkeitsbereich in einem einfachen, exakt 16sbaren Modell erweitern
kann.

Die gesamte Arbeit gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil werden die Konse-
quenzen der Neutrinooszillationsexperimente fiir die Neutrinomassenmatrix un-
tersucht. In diesem Zusammenhang werden die sich aus der Dirac oder Majo-
rana Natur ergebenden Konsequenzen fiir die Neutrinomassenmatrix analysiert.
Ebenso wird in diesem Teil der Einflul des LSND Ergebnisses auf die Neutri-
nomassenmatrix untersucht. Im zweiten Teil werden massive Neutrinos in einem
supersymmetrischen Modell beschrieben. Durch Vergleich der theoretischen Neu-
trinomassenmatrix mit den Einschrinkungen, die sich aus den Neutrinooszillati-
onsexperimenten fiir die Neutrinomassenmatrix ergeben, werden neue Obergren-
zen fiir Kopplungskonstanten des Modells abgeleitet. Durch Einbeziehung einer
zusétzlichen U(1)x Symmetrie werden eindeutige Werte fiir die Neutrinomassen
im Rahmen des betrachteten Modells bestimmt. Daraus wird die gemittelte Ma-
jorananeutrinomasse abgeleitet und die Vertréglichkeit mit den Ergebnissen der
Ov33 Experimente getestet. Im letzten Teil wird schliellich eine Methode vorge-
stellt, die eine Moglichkeit darstellt, den Giiltigkeitsbereich der QRPA Methode
zu erweitern.

Zu Beginn jedes Kapitels werden zunéchst die theoretischen Grundlagen darge-
stellt. Am Ende jedes Kapitels sind die jeweiligen Ergebnisse zusammengefafit.

2Quasiboson Random Phase Approximation
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Seit der Postulierung des Neutrinos durch Wolfgang Pauli im Jahr 1930 in seinem
Brief an die “radioaktiven Damen und Herren” in Tiibingen, sind viele Eigen-
schaften der Neutrinos erforscht und entdeckt worden. So ist die Existenz von
drei Isodublettzustinden aus der Zerfallsbreite des Z° bestimmt worden. Auch
Wirkungsquerschnitte fiir Standardreaktionen sind heute gut bekannt. Jedoch ist
es bis heute noch nicht gelungen, die Masse von Neutrinos direkt zu messen.
Es existieren bisher nur Obergrenzen fiir die Massen der Wechselwirkungseigen-
zustidnde. Diese liegen heute bei

my,, < 2.6 eV[2],
m,, < 170.0 keV[3),
m,, < 18.2 MeV[3]. (2.1)

Aufgrund der Ergebnisse von Neutrinooszillationsexperimente kann man davon
ausgehen, dafl Neutrinos massive Teilchen sind. Die Gréfle der Neutrinomassen
148t sich jedoch aus diesen Experimenten nicht bestimmen. Eine weitere unge-
klarte Neutrinoeigenschaft ist dessen eigentliche Natur, also die Frage, ob das
Neutrino analog zum fermionischen Elektron ein Diracteilchen oder — wie von
Ettore Majorana im Jahr 1937 [10] vorgeschlagen — ein sogenanntes Majorana-
teilchen ist. Wenn das Neutrino ein Majoranateilchen ist, ist es bis auf eine Phase
sein eigenes Antiteilchen. Dies ist bei den uns bisher bekannten Teilchen nur fiir
das Neutrino méglich. Es ist das einzige elementare neutrale Fermion unter den
heute bekannten Elementarteilchen.

In der Theorie der schwachen Wechselwirkung kommen nur linkshidndige Neu-
trinos und rechtshéndige Antineutrinos vor. Es wechselwirken daher nur zwei
Neutrinozustdnde v, und vy aus jeder Familie. Die beiden Zusténde vp und
v§ sind fiir masselose Neutrinos unerreichbar. Eine mefbare Unterscheidung zwi-
schen Dirac- und Majorananeutrinos ist nur moglich, wenn Neutrinos massiv sind.
Die fiir Dirac- und Majorananeutrinos moglichen Zustédnde sind schematisch in
Abbildung 2.1 dargestellt. Um, ausgehend von einem linkshéndigen Neutrino vy,
zu einem rechtshéndigen zu kommen, mufl ein Masseterm vorhanden sein. Das
linkshédndige Neutrino v, bewegt sich dann mit einer Geschwindigkeit kleiner als
der Lichtgeschwindigkeit c. Durch eine Lorentztransformation kann man in die-
sem Fall immer ein Koordinatensystem finden, in dem das Neutrino seinen Spin
in Flugrichtung hat und somit rechtshéndig ist. Wenn dieser Zustand vom an-
deren bekannten Wechselwirkungszustand v verschieden ist, benotigt man zur
Beschreibung der Neutrinos analog zu den geladenen Leptonen und Quarks vier
Komponenten. Identifizieren kann man diese als links- bzw. rechtshéndige Neu-
trinos und zusétzlich jeweils als Teilchen und Antiteilchen. Da aber die Ladung

12



2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

‘ |_ Lorentz

VL \)R

4 vP
CPT CPT

[
V"
t

Lorentz
Vv v Vg

CPT

Abbildung 2.1: Zusténde fiir Dirac und Majorana Neutrinos.

der Neutrinos gleich Null ist, kann man den Teilchen-/Antiteilchencharakter nicht
leicht bestimmen. Im Fall von Majoranateilchen ist dieser Unterschied nicht vor-
handen, und es gibt nur zwei verschiedene Neutrinofelder, z.B. v, und (v1)¢ = v§,.
Im folgenden werden die elementaren Eigenschaften der Neutrinos sowohl im Fall
von Dirac- als auch von Majorananeutrinos diskutiert. Daran anschlielend werden
die verschiedenen Moglichkeiten zur Generierung von Neutrinomassen beschrie-
ben. Da bis heute die Neutrinomasse noch nicht experimentell bestimmt worden
ist, wird der Mechanismus der Neutrinooszillationen und Experimente, die Evi-
denz fiir solche gefunden haben, diskutiert. Dabei wird untersucht, ob man auf-
grund der heute existierenden Analysen von Oszillationsexperimenten alle Daten
im Rahmen von drei Neutrinofamilien beschreiben kann und wo mogliche Unter-
schiede der Ergebnisse der Analysen durch theoretische Modelle fiir Neutrinomas-
sen festgestellt werden konnen. Am Ende dieses Teils werden die Konsequenzen
aus Analysen von Neutrinooszillationsexperimenten in Verbindung mit anderen
Einschriankungen der Neutrinomassen fiir die Massenmatrix der Neutrinos sowohl
fiir Diracneutrinos, als auch fiir Majorananeutrinos untersucht.

13



2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

2.1 Neutrinoeigenschaften

2.1.1 Dirac Neutrinos

Wenn das Neutrino ebenso wie die geladenen Leptonen und Quarks ein Diracteil-
chen ist, wird jeder Masseneigenzustand im freien Fall durch die Lagrangedichte
der Diracgleichung (siehe z.B. [11]) beschrieben:

L = v(iy-0em)v (2.2)

Dabei ist v ein Standard 4-Komponenten Spinor und m die jeweilige Neutrino-
masse. Die Diracmatrizen v erfiillen die Vertauschungsrelation

{7 = g™ (2.3)

Die allgemeine Losung der aus der Lagrangefunktion abgeleiteten Bewegungsglei-
chung (iv -9 em)r =0 ist

1/2

dp Lo .
) = [ X bt et
+o(p, s)b (P, s) exp(+ip - )] (2.4)
Dabei ist s = +1/2 die Spinprojektion eines Neutrinos, und a(p, s), b (7, s) sind
die Neutrinovernichtungs- und Antineutrinoerzeugungsoperatoren. In Gleichung
(2.4) sind u(p, s) und v(p, s) 4-Komponenten Spinoren, die Losungen zu

(v-pemu(p,s) =0, (v-p+muv(p.s)=0 (2.5)
sind. In der Diracdarstellung der Gammamatrizen und mit Normierung

a(p, s)u(p.s) = 1 (2.6)

2m g-pl/le+m
o) = e (TP )R 27)

14



2.1 NEUTRINOEIGENSCHAFTEN

wobei

> fir s = %,
(2.8)

ist. Fiir ein freies Neutrino sind die Spinoren aus Gleichung (2.7) Eigenzustéinde
des Helizitatsoperators %ﬁ.

- =

e = 2su(p,s

_!T—»l_’u(pas) = 2 (pv )

7P, = sv(p, s .
Wv(pv 5) = <2 (p7 ) (2 9)

Dies gilt auch fiir den Fall massiver Neutrinos. Wichtig ist es, den Unterschied
von Helizitdts- und Chiralitdtseigenzustdnden zu beachten. Die chiralen Eigen-

zustiande sind Eigenzusténde der schwachen Wechselwirkung. Diese sind definiert
durch

1 1
VL = 5(1 SYs5)v, VR = 5(1 + 75) . (2.10)
Nach Konstruktion gilt v = vg + v, und
VsVL = VL,  VsVR = tVR. (2.11)

Im Fall masseloser Neutrinos kann die Diracgleichung (2.2) zur Weylgleichung
reduziert werden [11]

- =

1+ 1+
P 75]/ - 4 5

2 2

V. (2.12)

Diese Gleichung wurde zuerst von Weyl im Jahr 1929 diskutiert, aber wieder
verworfen, da sie die Paritédt verletzt. Nachdem die Paritédtsverletzung von Wu
nachgewiesen wurde, ist sie wiederentdeckt worden. Es kann gezeigt werden, dafl
C'P in der Weylgleichung erhalten ist [12, 13, 14].

15



2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Im Fall masseloser Neutrinos sind Helizitédts- und Chiralitétseigenzustédnde iden-
tisch. Dies ist exakt nur in diesem Fall richtig. Da Neutrinos sehr leicht sind und
man meist relativistische Teilchen betrachtet, kann in guter Ndherung die Mas-
se vernachlassigt werden. Dann sind die Helizitédts- und Chiralitdtseigenzustinde
wiederum gleich.

Die Eigenschaften von Dirac Neutrinos sollen nun nicht weiter vertieft werden. Im
nédchsten Abschnitt werden die Eigenschaften von Majorananeutrinos dargestellt.
Durch ihre einzigartige Stellung in der Welt der Elementarteilchen sind sie von
theoretischer Seite von besonderem Interesse.

2.1.2 Majorana Neutrinos

Am Anfang der Diskussion der Eigenschaften von Majorana Neutrinos soll
zunéchst ein Gedankenexperiment stehen. Dieses soll den Unterschied und auch
die Idee, warum Majorana Neutrinos eingefiihrt wurden, klarer machen.

Zunéchst betrachtet man dazu ein geladenes Diracfeld, z.B. ein Elektron. Die
Zustdnde konnen durch vier verschiedene Spinoren beschrieben werden. Zwei da-
von konnen als Zustédnde positiver und negativer Helizitdt des Elektrons interpre-
tiert werden. Wegen der geringen Masse des Elektrons sind diese fast immer re-
lativistisch und die Helizitédtseigenzustédnde gleich den Chiralitdtseigenzustinden.
Im folgenden werden diese immer als gleich angenommen. Fiir die bildliche In-
terpretation sollte bedacht werden, dafl ein Teilchen mit positiver Helizitat gleich
einem rechtshéndigen Teilchen ist.

Somit hat man links- und rechtshéndige Elektronen e}, ez und analog links- und
rechtshiindige Antielektronen e}, ey. Betrachten kann man nun die Bewegung
eines Elektrons in Richtung der positiven z-Achse in einem ruhendem Koordina-
tensystem. Die z-Komponente des Spins sei s = <1/2. Der Spin und die Flugrich-
tung des Elektrons sind somit antiparallel zueinander. Es handelt sich also um
ein linkshéndiges Elektron e; . Ein Beobachter, der sich schneller als das Elektron
bewegt, sieht ein sich in negative z-Richtung bewegendes Teilchen. Er sieht somit
ein rechtshéndiges Teilchen. Zur Beschreibung des Teilchens kommen also fiir den
bewegten Beobachter die Zustéinde e und e}, in Betracht. Aufgrund der Ladung
des Teilchens kann es aber nur ein Elektron, also e} sein. Somit kann der Zustand

e; keinem Beobachter als e}, erscheinen.

Wie sieht diese Uberlegung fiir Neutrinos aus? Dazu geht man wiederum von ei-
nem linkshéndigen Neutrino v, aus. Wenn das Neutrino massiv ist — wovon man,
wie in Abschnitt 2.3.1 gezeigt werden wird, ausgehen kann — hat ein Beobachter
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2.1 NEUTRINOEIGENSCHAFTEN

die Moglichkeit sich schneller als das Neutrino zu bewegen. Wie im Fall des Elek-
trons sieht er ein rechtshidndiges Teilchen. Das Problem, das sich nun stellt, ist,
dafl bis heute nur linkshéndige Neutrinos v;, und rechtshéndige Antineutrinos 7g
experimentell beobachtet worden sind. Um wieder auf dieselbe Situation wie im
Fall des Elektrons zu kommen, mufl man also zwei Zusténde, vz und 7, postu-
lieren, die bisher noch nicht nachgewiesen worden sind. Der bewegte Beobachter
wird dann wiederum ein rechtshéndiges Neutrino beobachten, und wir haben ein
Diracneutrino und einen analogen Fall zum Elektron. Die Auswahl des richtigen
rechtshéndigen Neutrinos hat der Beobachter durch die Leptonenzahl getroffen.
Was ist aber, wenn diese beiden Zusténde nicht existieren? Der Beobachter sieht
ein rechtshéndiges Objekt. Experimentell gibt es auch ein rechtshéndiges Teil-
chen, das vg. Weil das Neutrino keine elektrische Ladung trégt, kann er dies
beobachten, wenn die Leptonenzahl L verletzt ist. L ist die einzige Quantenzahl,
die v;, und 7 unterscheidet. Da die Leptonenzahlerhaltung im Standardmodell
aber reiner Zufall ist und auf keiner bekannten Symmetrie beruht, wére es nicht
tiberraschend, wenn die Leptonenzahl keine Erhaltungsgrofie wire. Wenn diese
aber verletzt ist, gibt es keinen Grund, warum der Zustand vy nicht in einem
anderen Koordinatensystem als 7p erscheinen sollte. Die beiden Spinoren sind
in diesem Fall die links- und rechtshéndigen Projektionen ein und desselben Fel-
des. Weil somit nur zwei Spinoren benétigt werden, handelt es sich also um ein
zweikomponentiges massives Fermionenfeld. Diese Idee wurde zuerst von Ettore
Majorana im Jahr 1937 diskutiert [10], und ein Feld mit diesen Eigenschaften
wird als Majoranafeld bezeichnet.

Majorana Neutrinos sollten jedoch nicht mit der in Abschnitt 2.1.1 angesproche-
nen Weyl Darstellung verwechselt werden. In der Weylbeschreibung sind Neutri-
nos notwendigerweise masselos. Somit benotigt man fiir die kovariante Beschrei-
bung keine Transformation von v, in einen rechtshandigen Zustand, da sich das
Neutrino mit Lichtgeschwindigkeit bewegt. Zur formalen Definition des Majo-
ranafelds v mit Masseneigenwert m; wird in dieser Arbeit

v = ()" (2.13)

verwendet. Zusammen mit der generellen Entwicklung nach ebenen Wellen aus
Gleichung (2.4) und den generellen C-Transformationseigenschaften ( siehe z.B.
[15]) erhélt man

a=nb b =ntd. (2.14)
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Die Entwicklung eines Majorananeutrinofelds mit Masse m; kann somit geschrie-
ben werden als

d—)
yo= mM/ (27r2)92/3 : [u(p, s)aexp(ip - x)
+o(p, s)nta’ exp(sip - x)] . (2.15)
Dabei wird n} als Erzeugungsphasenfaktor bezeichnet. Dieser spielt eine wichtige

Rolle bei den C'P-Eigenschaften der Majorana Neutrinos. Zur Vereinfachung setzt
man meist n™ = 1.

Wie transformiert sich nun ein Majorana Neutrino unter C'P? Die C'P-Phase
eines freien Majorana Neutrinos ist definiert als

CPl(p.s)) = ncply (&p.s)). (2.16)

Mit Gleichungen (2.15) und der Majoranabedingung erhdlt man fiir die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

C’PaT(ﬁ, S)P’IC’1 ncpn:af(@ﬁ, s)
CPd'(p,s)P'C™" = enepnea (&7, ). (2.17)

Also insgesamt

Nep = nepi;
= @72’])770
e (2.18)

Majorana Neutrinos haben also eine rein imaginédre C'P-Phase.

Bei der bisherigen Diskussion wurde ein einzelner Neutrinomasseneigenzustand
betrachtet. Wie in Abschnitt 2.3.1 gezeigt werden wird, mufl man aber davon
ausgehen, dafl die Massen- und Wechselwirkungseigenzustdnde nicht iibereinstim-
men. Die Wechselwirkungseigenzustinde v,, o = e, u, 7, sind dann durch eine
nichtdiagonale, unitdre Mischungsmatrix U, definiert durch

Vo = Y Uaits, (2.19)
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2.1 NEUTRINOEIGENSCHAFTEN

mit den Masseneigenzustinden verkniipft. Der ladungskonjugierte Wechselwir-
kungszustand ist dann unter Verwendung von Gleichung (2.13) gegeben als

c  __ *
Va - E :Uail/i
i
_ %k )
= E Usiu,Vi
i

# Ny Va- (2.20)

Der Wechselwirkungseigenzustand ist daher im Allgemeinen, selbst wenn jeder
Masseneigenzustand ein Majorananeutrino ist, nicht unbedingt auch ein Majo-
rananeutrino. v, ist nur im Fall einer reellen Mischungsmatrix U und gleichen
Phasen n,,, fiir alle Masseneigenzustdnde auch ein Majorananeutrino.

Dieser Unterschied ist von besonderer Bedeutung, wenn man die Vektorkopplung
von Majorananeutrinos betrachtet. Fiir die Vektorkopplung findet man allgemein

Ijjc-’yuljg = SEYuly- (221)
Speziell fiir die Vektorkopplung von Majorananeutrinos ergibt sich

Vv = m v (2.22)
Es gibt damit keine diagonalen Beitrdge zur Vektorkopplung von Majorananeu-

trinos.

Die von der CHARM II gemessen Werte fiir die Vektorkopplung der Neutri-
nos lassen den Fall von Majorananeutrinos auf den ersten Blick somit als den
unwahrscheinlicheren erscheinen. Der von CHARM II gefundene Wert fiir die
Vektorkopplung ist [16]

gore = £0.035 £ 0.012(stat) + 0.012(syst). (2.23)

Der nicht verschwindende Wert fiir die Vektorkopplung scheint zu dem Schlufy
zu fithren, dafl Neutrinos keine Majoranateilchen sein kénnen [17]. Diese Schluf-
folgerung ist aber so nicht haltbar, da die Wechselwirkungseigenzustinde auch
in diesem Fall keine Masseneigenzustinde sein miissen. Die Vektorkopplung der
Wechselwirkungseigenzustdnde ergibt sich bei gemischten Majoranneutrinos zu

Da’}/)\l//g = Zj<k[U;jU/3/f @UékUﬁjnyny*]ﬂj’y)\l/k. (224)
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Fiir den Fall einer reellen Mischungsmatrix U fiihrt dies zu Einschrankungen der

dann moglichen reellen Phasen 7. Zur Veranschaulichung kann man den Fall von
M

nur zwei Familien betrachten. Fiir gleiche Werte der Phasen 7;" beider Familien

findet man bei einer reellen Mischungsmatrix

VaV\Va = 77,3’}9\’/6:07

UaVAVg = D17ala. (2.25)

Im Fall von entgegengesetzten Vorzeichen der Phasen n ergibt sich die Vektor-
kopplung zu

UaV\Va = EUgY\V3 = sin 200,7,\1s,
UaYAVg = €0820017,\14 (2.26)

Das Ergebnis der CHARM II Kollaboration impliziert daher, daf fiir den Fall
einer reellen Mischungsmatrix U die Phasen n nur +1 und -1 sein kénnen,
jedoch nicht alle das gleiche Vorzeichen haben diirfen.

2.2 Neutrinomassenmatrizen

Die moglichen Terme, die in der Lagrangedichte als Massenterme auftreten
kénnen, miissen lorentzinvariant sein. Somit konnen fiir fermionische Felder
Uy, = {V.},¥r = {V.p} im Allgemeinen die folgenden bilinearen Kombina-
tionen vorkommen

U, MEW, 4+ H.C. (2.27)
U METE 1+ T, MEW, . 4+ H.C. (2.28)

Dabei ist a,b der Wechselwirkungsfamilienindex, und die Felder ¥; und Vg tra-
gen die gleiche elektrische Ladung, kénnen aber verschiedene Quantenzahlen wie
Isospin haben. Die Felder U5, ¥¢, sind die ladungskonjugierten Felder in Bezug
auf U, ¥,p. Man beachte dabei, daf gilt [18]

(\IIRVL)C = (\I]C)LvR = \I/CLR. (229)

Wenn daher keine rechtshédndigen Neutrinos in der Theorie enthalten sind, exi-
stiert auch W¢ nicht. Die Diagonalelemente des als Diracmassenterm bezeichneten
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2.2 NEUTRINOMASSENMATRIZEN

Ausdrucks MP aus Gleichung (2.27) sind generell erlaubt, wihrend die Neben-
diagonalelemente nur von Null verschieden sind, wenn die einzelnen Familien-
quantenzahlen nicht erhalten sind. Der als Majoranamassenterme bezeichnete
Ausdruck aus Gleichung (2.28) ist nicht erlaubt, wenn alle Ladungen (Elektri-
scheladung, Baryonenzahl, Leptonenzahl) erhalten sind. Somit ist er aufgrund
der Erhaltung der elektrischen Ladung fiir alle Quarks und geladenen Leptonen
verboten. Nur fiir das Neutrino, das unter den bekannten Elementarteilchen als
einziges ein neutrales Fermion ist, kann ein Majoranamassenterm auftreten, wenn
die Leptonenzahl keine Erhaltungsgréfie ist. Majoranamassenterme sind im Ge-
gensatz zu Diracmassentermen immer symmetrisch, es gilt stets

R,L R,L
My = My (2.30)
Wenn die Leptonenzahl gebrochen ist und zusétzlich auch rechtshindige isosingu-

lett Neutrinos existieren, enthélt die allgemeinste Neutrinomassenmatrix folgende
Beitrige:

v e
Up| My, MP (2.31)
s | MPT My

Dabei kénnen die Majoranamassenterme M und M’ auch auftreten, wenn nur
rechts- oder nur linkshéndige Neutrinos existieren. In grofSvereinheitlichten Theo-
rien treten diese Terme meist in Form von reinen linkshéndigen Neutrinos auf.
Der Massenterme hat dann die Form

1
L = <:>§m(171§1/L+17L1/}})
= Mmvyly-. (232)
Dabei ist vy = vy + v ein Majorananeutrino. Da ein Majorananeutrino keine
definierte Leptonenzahl hat (Linearkombination aus Neutrino und Antineutrino),
mufl die Leptonenzahl um zwei Einheiten verletzt sein, um einen Majoranamas-

senterm zu erhalten. Ein Diracmassenterm dagegen wiirde die Leptonenzahl nicht
verletzen, da er invariant unter der Phasentransformation

v o— ey (2.33)

ist.
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Da im heutigen Standardmodell der Elementarteilchen nur linkshéndige iso-
dublett Neutrinos, aber keine rechtshéndigen isosingulett Neutrinos enthalten
sind und keine leptonenzahlverletzenden Prozesse vorkommen, sind Neutrinos im
Standardmodell masselos. Massive Neutrinos kann man im Standardmodell er-
halten, indem man z.B. rechtshéndige isosingulett Neutrinos einfiihrt. Dies wiirde
bei weiterhin erhaltener Leptonenzahl zu reinen Diracmassentermen fithren. Ana-
log zu den Massetermen der Quarks und geladenen Leptonen fiihrt die Generie-
rung aber im Rahmen von Eichtheorien auf Probleme, wenn sich die links- und
rechtshéndigen Neutrinos unter einer der Eichgruppen der Theorie verschieden
transformieren [18]. Da die links- und rechtshéndigen Neutrinos verschiedene La-
dungen beziiglich des schwachen Isospins haben, kann man aus den beiden Fel-
dern keine bilinearen Terme konstruieren, die invariant unter Transformationen
beziiglich dieser Eichgruppe sind. Eichinvariante Massenterme kann man daher
nur durch Yukawakopplungen generieren, wenn die Eichsymmetrie spontan ge-
brochen ist [1]. Dazu wird im Standardmodell ein zusétzliches isodublett Feld,
das sogenannte Higgsfeld, eingefiihrt. Durch einen nichtverschwindenden Vaku-
umerwartungswert dieses Felds wird die Eichsymmetrie spontan gebrochen und
fithrt durch Yukawaterme zu den Eintrdgen in der Massenmatrix. Im Falle reiner
Diracmassen ist es im Rahmen von grofivereinheitlichten Theorien jedoch nicht
moglich, die geringe Grofie der Yukawakopplung der Neutrinos an das Higgs zu
verstehen [19]. Daher geht man in fast allen Erweiterungen des Standardmodells,
die auf einem Vereinheitlichung Schema basieren, davon aus, dafl das Neutrino
ein Majoranateilchen ist.

Der allgemeinste Weg, massive Majorananeutrinos zu beschreiben stellt eine
Kombination sowohl aus Dirac-, als auch Majoranamassentermen dar. Dazu
benotigt man sowohl rechtshindige Neutrinos, als auch leptonenzahlverletzen-
de Terme. Das Neutrino ist in diesem Fall ein Majoranateilchen. Der Masseterm
ist dann gegeben als

1
Lo — eV My +H.C, (2.34)
wobei
my, M
M =
<M mR)’
v = (vp,vp) (2.35)

ist. Interessant ist der als Seesaw Mechanismus bekannte Spezialfall dieser allge-
meinen Matrix [20]. In diesem Fall nimmt man an, da mgz > M und m; = 0
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2.3 OSZILLATIONEN MASSIVER NEUTRINOS

ist. Im Fall von nur einer Generation ergeben sich die beiden Massenzustédnde zu

1 7
m = = 4M2+m?3<:>@
2 2
M2
~ M 2.36
. (2:36)
1
my = 5\/4M2+m%+%

Man erhélt also ein sehr schweres und ein extrem leichtes Neutrino. Im allge-
meinen Dreifamilienfall findet man drei leichte und drei schwere Neutrinos. Die
schweren Neutrinos stellen im Rahmen der Seesaw Theorie noch nicht beobach-
tete Teilchen dar, und die leichten Neutrinos sind die schon bekannten. Der See-
saw Mechanismus stellt eine Moglichkeit dar, die geringe Masse der bekannten
Neutrinos zu erkldren, ohne in Konflikt mit grofivereinheitlichten Theorien zu
kommen. Das Problem das Seesaw Mechanismus auf der anderen Seite ist, daf3
man rechtshindige Neutrinos ohne allgemeine Begriindung ins Standardmodell
integrieren mufl. Auch ist dies nur eine Teilerweiterung, ohne andere Bereiche
gleichzeitig in ein natiirliches Modell fiir Neutrinomassen einzubinden.

Zur theoretischen Beschreibung massiver Neutrinos wird in dieser Arbeit von Ma-
jorananeutrinos ausgegangen. In Abschnitt 3 wird dazu ein supersymmetrisches
Modell, das R, -MSSM, verwendet. Das IR, -MSSM ist eine supersymmetrische
Erweiterung des Standardmodells auf minimaler Basis. Im R, -MSSM sind alle
drei Neutrinos massiv. Diese Massen werden im Rahmen das IR,-MSSM ohne die
Einfiihrung von rechtshéndigen Neutrinos generiert.

2.3 Oszillationen massiver Neutrinos

In den folgenden Abschnitten wird das Phénomen der Neutrinooszillationen dis-
kutiert. Als erstes werden Experimente, die Evidenz fiir Neutrinooszillationen
gefunden haben, vorgestellt. Als néchstes werden die Voraussetzungen fiir Neutri-
nooszillationen sowohl im Vakuum als auch im Medium hergeleitet. Anschliefend
werden Analysen von Neutrinooszillationen vorgestellt. Anhand dieser Analysen
wird zunéchst untersucht, wie die allgemeine Neutrinomassenmatrix aussehen
kann. Als néchstes werden die Auswirkungen der Einbeziehung des umstrittenen
LSND Ergebnisses auf die Neutrinomassenmatrix diskutiert. Abschliefend werden
Obergrenzen fiir die Matrixelemente der Neutrinomassenmatrix im Allgemeinen
und fiir den Fall von Majorananeutrinos berechnet.
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

2.3.1 Experimentelle Evidenz fiir Neutrinooszillationen

Zur Untersuchung der Neutrinoeigenschaften benotigt man eine Quelle, deren In-
tensitdt ausreicht, um bei dem verschwindend kleinen Wirkungsquerschnitt von
nur etwa 1073% c¢m? [21] (E, < 1 GeV), eine geniigend grofie Zahl von Neu-
trinowechselwirkungen zu erzeugen. In der Natur und im Labor gibt es dafiir
verschiedene Mdglichkeiten. Man teilt deshalb die verschiedenen Arten von Neu-
trinoexperimenten, die Evidenz fiir Neutrinooszillationen gefunden haben, nach
der Art der Quelle in Klassen ein. Die historisch dltesten sind die solaren Neutri-
noexperimente.

Bei den solaren Neutrinoexperimenten untersucht man Neutrinos, die in der Son-
ne produziert werden. Im Rahmen des Standard-Sonnenmodells (SSM) entste-
hen Elektronneutrinos im CNO und pp Zyklus (siehe Abbildungen 2.3 und 2.2
[22, 23]). Die so entstandenen Elektronneutrinos fiihren zu den in Tabelle 2.1 an-
gegebenen Fliissen und haben im Rahmen des SSM, je nach Quelle, verschiedene
Energien. Mit diesen Angaben kann die erwartete Reaktionsrate fiir Experimente
berechnet werden. Das erste Experiment, das solare Neutrinos untersucht hat,
war das Davis Experiment in Homestake im Jahre 1968 [5, 4]. Der Neutrinode-
tektor bestand dabei aus einem Tank, der mit 6 x 10° Litern C,Cl, gefiillten war.
Durch induzierten inversen [ Zerfall am Chlor in der Reaktion

Ve 427 Cl — e~ +%7 Ar, (2.38)

wurde dabei radioaktives Argon produziert. Dieses wurde durch Spiilen mit *He
extrahiert und mit Proportionalzihlrohren nachgewiesen. Die Energieschwelle fiir
die Nachweisreaktion war dabei EFy, = 0.81 MeV. Somit wurden hauptséichlich
8 B und " Be Neutrinos nachgewiesen. Die gemessenen Werte fiir den Elektronneu-
trinoflufl sind in Tabelle 2.2 dargestellt. Beim Vergleich mit den im Rahmen des
SSM nach BP98 [27] berechneten Werten wurden im Experiment eine zu geringe
Anzahl von Elektronneutrinos gemessen.

Auch in den anderen beiden radiochemischen Experimenten GALLEX [7] und
SAGE [28] wurde ein im Vergleich zum SSM zu geringer Fluf§ an Elektronneutri-
nos gefunden (siehe Tabelle 2.2). Der Nachweis erfolgte in diesen Experimenten
ebenso iiber den inversen Betazerfall, aber in der Reaktion

ve + Ga — e~ +"' Ge. (2.39)

Der Vorteil dieser Experimente war die niedrigere Energieschwelle im Vergleich
zum Homestake Experiment. Die Energieschwelle lag bei EZ;G“ = 0.233 MeV.
Somit tragen alle verschiedenen Ketten der solaren Zyklen bei.
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Quelle Reaktion (Ey.)/ MeV | E*/ MeV Flu3 /em™2s™!
pp p+p—d+ety, 0.267 0.423 +£0.03 | (5.94 +0.06) x 10
pep | p+e +p—d+r, 1.445 1.445 (1.3940.01) x 10°
"Be | e +" Be—" Li+v, 0.386 0.386 (4.80 4 0.43) x 10°

0.863 0.863
B B =% B* + ety 6.735 ~ 15 (5.151525) x 106
hep |3*He+p—* He+ et 9.628 18.778 2.10 x 103
BN BN B C+ety, 0.706 1.1982 4 0.0003 | (6.0575712) x 108
150 BO B N +ety, 0.996 1.732 £ 0.001 (5.32%530) x 108
g TE 170+ ety 0.998 1.7364 £ 0.0003 | (6.33702%) x 106

Tabelle 2.1: Quellen von Elektronneutrinos in der Sonne im Rahmen des
SSM [24, 23, 25, 26] und Werte der gemittelten Elektronneutrinoenergie
(E,.), der maximalen Energie E}** und des Flusses aus dem jeweiligen
Prozef3.
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[ ptp=2+e +y, | [ ptpre >H*y |
| |
99.6% Y 0.4%
COPHH = PHe tY |
85% 2¥10 %
Y Y
*He +3He — ‘He *2P [3He+p—>4He+e++Ve]

y 1%
. ‘HetHe >TBety |
99.87% | 0.13%
Y Y
[ Bete—>7Li+w | | TBetp-= Bty
Y Y
CLitP~ 2He [ B > B *e& *V |
Y

B 2 “He |

Abbildung 2.2: pp Zyklus der Fusionsprozesse in der Sonne. Dick um-
rahmte Prozesse tragen zum Eletronneutrinofluf3 der Sonne bei.

Weiterhin wurden solare Neutrinos mit den Kamiokande [6] und Super-Kamio-
kande [29] Experimenten untersucht. Die Detektion der Neutrinos erfolgte dabei
iiber die Beobachtung des Cherenkovlichts der Riickstoflelektronen bei elastischer
Neutrinostreuung,

vite — vite . (2.40)

Da bei elastischer Neutrinostreuung an ruhenden Elektronen das Elektron
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‘ 2o+ > BN +Y }_,[ U e N gty ]

A
Y
COBNFP = 2 +iHe | CLCH PNty
A
99.9% v
[ 15O—>15N+e++ve ]4—{ UNt p—> B0ty ‘
A
0.1%
Y
‘ BN+ P = 0 +Y ‘ ‘ 70 + p — 4N +4He ‘
A
Y

‘ 60+ P > VE+Y }_,[ BN > HCHg +y, ]

Abbildung 2.3: CNO-Zyklus der Fusion in der Sonne. Dick umrahmte
Prozesse tragen zum Eletronneutrinoflufi der Sonne bei.

hauptséichlich in Richtung des einlaufenden Neutrinos gestreut wird, konnte mit
diesen Experimenten auch die Richtung des nachgewiesenen Neutrinos bestimmt
werden. Die Energieschwelle fiir den Nachweis der Neutrinos war durch die Schwel-
le fiir den Nachweis des Cherenkovlichts gegeben. Durch den groflen Untergrund
im Niederenergiebereich war diese hoher als in den radiochemischen solaren Neu-
trinoexperimenten. Fiir das Kamiokande Experiment lag er bei EX“™ ~ 7 MeV
und im Super-Kamiokande Experiment bei E;;¥ ~ 6.5 MeV. Es konnten somit
nur Neutrinos aus dem 8B Prozefl nachgewiesen werden. Die gemessenen Fliisse
sind wie in den radiochemischen Experimenten kleiner als im Rahmen des SSM
vorhergesagt. Die Ergebnisse aller solaren Neutrinoexperimente sind in Tabelle
2.2 dargestellt. Die gefundenen Werte sind alle signifikant kleiner als die Vorher-
sagen im Rahmen des SSM. Die Abweichungen der solaren Neutrinoexperimente
von den Vorhersagen des SSM werden als solares Neutrinoproblem bezeichnet.
Die dabei auftretende Differenz zwischen theoretischen Vorhersagen und experi-
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Experiment Ergebnis Theorie E;f%?;;
Homestake [4] 2.56+0.16+0.16 | 7.77+2 | 0.3375:0
GALLEX [7] 77.5+6.2152 12978 1 0.69 +0.07
SAGE [28] 66.6755H35 12978 | 0.52 4+ 0.07
Kamiokande [6] 2.804+0.1940.33 | 515759 | 0.54 +0.07
Super-Kamiokande [29] | 2.44 +0.05799 | 515759 [ 0.47%9.97

Tabelle 2.2: Experimentelle Ergebnisse und theoretische Vorhersagen im
Rahmen des SSM fiir solare Neutrinoexperimente. Die Ergebnisse fiir
Homestake, GALLEX und SAGE sind in SNU (1 SNU = 10—% Ereignisse
pro Atom und Sekunde) und fiir Kamiokande und Super-Kamiokande in
Einheiten des ® B Neutrinoflusses angegeben.

mentellen Ergebnissen kann durch Neutrinooszillationen erkldrt werden und ist
einer von mehreren Hinweisen auf die Existenz von Neutrinooszillationen.

Weitere Neutrinoexperimente, die Evidenz fiir Neutrinooszillationen gefunden ha-
ben, sind die atmosphérischen Neutrinoexperimente. Diese verwenden Neutrinos,
die durch kosmische Strahlung in der Atmosphére produziert werden, als Quelle.
Die verschiedenen Stufen der Neutrinoproduktion in der Atmosphéire, die zum
Verstindnis der experimentellen Daten unerlafilich sind, kann man vereinfacht
in drei Schritte einteilen. Im ersten Schritt werden dabei durch Stéfe primérer
kosmischer Strahlung geladene Pionen und Kaonen erzeugt. Diese zerfallen im
zweiten Schritt in

™ = ui +( ‘L
-+ + (5
K= — p=+', (2.41)

Dies ist der erste Prozef3, der zur Neutrinoproduktion beitrdagt. Im dritten Schritt
zerfallen die im zweiten Schritt erzeugten Myonen durch

pt o= 4y

e

~

+().

) (2.42)

Im Niederenergiebereich kann die Kaonproduktion aufgrund der héheren Kao-
nenmasse vernachléssigt werden. Das Verhéltnis der Myon- zu Elektronneutrinos
ist daher etwa

Vy  Hrut+H#, N
() = G2 249
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2.3 OSZILLATIONEN MASSIVER NEUTRINOS

Ab einer Energie von etwa 1 GeV zerfallen nicht mehr alle Myonen auf ihrem
Weg zur Erde. Das Verhiltnis aus Gleichung (2.43) steigt deshalb fiir diesen
Energiebereich an [30, 31]. Zum Vergleich von Vorhersagen und experimentellen
Werten, wird das betrachtete Verhéltnis fiir jedes Experiment im Rahmen von
Monte-Carlo-Simulationen berechnet. Betrachtet wird anschliefend die Groéfie

R = %_ (2.44)
() e

Messungen dieses Doppelverhéltnisses sind zum einen in Experimenten mit Ka-
loriemetern als Detektoren und zum anderen mit Wasser-Cherenkov-Detektoren
durchgefiihrt worden. Bei den Kalorimeter Experimenten wurden dabei die To-
nenpaare eines Gases, die durch in der Neutrinostreuung produzierte Elektronen
erzeugt worden sind, nachgewiesen und deren Spuren rekonstruiert. Vertreter
dieser Experimente sind Fréjus [32], NUSEX [33] und Soudan-2 [34, 35]. Expe-
rimente mit Wasser-Cherenkov-Detektoren sind IMB [36, 37, 38], Kamiokande
[39, 40, 41] und Super-Kamiokande[42]. Die Ergebnisse des Doppelverhiltnis-
ses R aus Gleichung (2.44) dieser Experimente sind in Tabelle 2.3 angegeben.
Dabei ist bei allen Wasser-Cherenkov Experimenten eine deutliche Abweichung

Experiment R

Freéjus [32] 1.00 £ 0.15 £ 0.08

NUSEX [33] 0.961032
Soundan-2 [34] 0.61 +0.15+ 0.05

IMB [36, 43] 0.54 +0.05 + 0.11

Kamiokande [40, 39] | 0.60700; £0.05  sub-GeV
0.57100% £0.07  multi-GeV
Super-Kamiokande [9] | 0.63 +£0.03 +0.05  sub-GeV
0.65 4 0.05 + 0.08 multi-GeV

Tabelle 2.3: Ergebnisse fiir das in Gleichung 2.44 definierte Doppel-
verhéltnis. Aufer Fréjus und NUSEX sehen alle Experimente eine grofie
Abweichung von Daten und Monte-Carlo-Simulation.

der experimentellen Daten von der Monte-Carlo-Simulation gefunden worden.
Nur die beiden Kaloriemeterexperimente Fréjus und NUSEX finden im Rahmen
ihrer Fehler Ubereinstimmung von Daten und Monte-Carlo-Simulation. Jedoch
mufl bei der Betrachtung der Ergebnisse beachtet werden, dafl die Anzahl der
von der Super-Kamiokande Kollaboration gemessenen Ereignisse weitaus grofer
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

ist als die in allen anderen Experimenten. Daher miissen Fragen beziiglich der
statistischen Relevanz vor allem der Fréjus Daten untersucht werden.

Zuséatzlich zu dem Doppelverhiltnis R hat die Super-Kamiokande Kollaboration
die Richtung jedes einzelnen Ereignisses bestimmt. Fiir die v,-dhnlichen Ereig-
nisse wurde dabei die in Figur 2.4 dargestellte Abhingigkeit vom Zenitwinkel
gefunden. Dabei bedeutet cos@ = 1 senkrechter Einfall von oben und cosf = <1

180 | p-like —<— 1

p > 0.4 GeV/c —<—

120 E E
>

60 E

0 " 1 " 1 " 1 " 1 "
-1 -0.6 -0.2 0.2 0.6 1
coH

Abbildung 2.4: Winkelverteilung der sub-GeV u-dhnlichen Ereignisse im
Super-Kamiokande Experiment. Auf der Ordinate ist die Anzahl der ge-
fundenen Ereignisse aufgetragen [42].

ein von unten in den Detektor kommendes, also die Erde durchquerendes, Neu-
trino (siehe Figur 2.5). Man sieht, dafl die Anzahl der von oben kommenden
Ereignisse hoher ist als die Anzahl der von unten kommenden. In den Vorher-
sagen der Monte-Carlo-Rechnungen der SK-Kollaboration ohne Neutrinooszilla-
tionen wird fiir alle Winkelbereiche ein Wert von etwa 180 Ereignissen gefunden
[42]. Die von unten kommenden Ereignisse weichen somit stark von den Erwar-
tungen ohne Neutrinooszillationen ab, wihrend die von oben kommenden im
Rahmen der Fehler keine Abweichungen zeigen. Diese Winkelabhéngigkeit, die
nahezu modellunabhéngig ist, zusammen mit den gemessenen Abweichungen des
Doppelverhéltnisses R von 1 (siehe Tabelle 2.3), stellen die atmosphérische Neu-
trinoanomalie dar. Diese kann ebenso wie das solare Neutrinoproblem im Rahmen
von Neutrinooszillationen erklirt werden.
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2.3 OSZILLATIONEN MASSIVER NEUTRINOS

Erde

Abbildung 2.5: Zenitwinkel ¢ und Finfallsrichtung der Neutrinos in den
Super-Kamiokande-Detektor (SK).

Als nédchste Quelle von Neutrinos kommen Teilchenbeschleuniger in Fragen. Das
LSND! Experiment in Los Alamos benutzt dabei zur Erzeugung der Neutrinos
einen 800 MeV Protonenstrahl, der auf ein Target geschossen wird. Dabei werden
Pionen, hauptsichlich 7% produziert. Die meisten der 7% werden anschlieffend
im Target gestoppt und zerfallen in Myonen. Die Myonen zerfallen mit einer
Halbwertszeit von 1.5 x 107% s [3] in ein Elektron und ein Elektronneutrino.

™t = ot o+ v,
! (2.45)

et 4+ v + 7,

Somit werden nur 7,, jedoch keine 7, produziert. Die LSND Kollaboration hat
nach v, gesucht. Diese wurden durch die Reaktion

Uo+p — e +n 2.46
p (

ILiquid Scintillator Neutrino Detector
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

nachgewiesen. Zur Identifikation des v, wurde dabei zusétzlich zu dem aus Szin-
tillationslicht gemessenen et ein verzogertes 2.2 MeV Photon aus der Reaktion
n+p — d+v(2.2 MeV) gefordert. Nach Abzug aller erwarteter Untergrundereig-
nisse fand die LSND Kollaboration einen Uberschufl von 517202 8 et Ereignis-
sen im Energiebereich von 20-60 MeV. Dieser Uberschufl von e Ereignissen kann
durch Neutrinooszillationen erklart werden. Die dafiir relevante Oszillationswahr-
scheinlichkeit fiir 7, — v, Oszillationen, die im néchsten Abschnitt defiert wird,
ist dann [44]

P, —7) = (31+£1.240.5)x 1072 (2.47)

Weiterhin wurde von der LSND Kollaboration in diesem Experiment auch v, —
ve Oszillationen, die aus dem Zerfall von ungestoppten Pionen stammen (7 —
'+ v,), untersucht. Die v, wurden dabei inklusiv durch

ve +2C — e +X (2.48)

nachgewiesen. Die Elektronenenergie liegt fiir diesen Prozefl im Bereich von 60-
200 MeV. Insgesamt wurden 40 Elektronenereignisse gefunden. Von diesen waren
21.9+ 2.1 durch Untergrundreaktionen erwartet worden. Die noch verbleibenden
Ereignisse entsprechen dann einer Oszillationswahrscheinlichkeit von [9]

Py, —v.) = (26+£1.04+0.5)x 10" (2.49)

Das Problem des LSND Experiments ist, daf§ es noch von keinem anderen Expe-
riment bestitigt worden ist. Die KARMEN Kollaboration [45, 46, 47] hat 1990
begonnen, diese Ergebnisse in einer dhnlichen Reaktion nachzumessen. Bis heute
hat KARMEN jedoch keinen Evidenz fiir Oszillationen gefunden. Bei Analy-
sen der experimentellen Daten im Rahmen von Neutrinooszillationen findet man
jedoch Parameterbereiche, die sowohl mit den LSND, als auch den KARMEN
Ergebnissen vertréglich sind. Beide Resultate werden in naher Zukunft mit Hilfe
von neuen Experimenten wie BooNE am Fermilab, [-216 am CERN, ORLaND in
Oak Ridge und NESS an der européischen Spallationsquelle tiberpriift werden.

2.3.2 3-Familien Oszillationen im Vakuum

Die Voraussetzungen fiir das Auftreten von Neutrinooszillationen sind
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2.3 OSZILLATIONEN MASSIVER NEUTRINOS

1. Die Massenmatrix M der Neutrinos in der Basis der Wechselwirkungseigen-
zusténde ist nicht diagonal < Masseneigenzustéinde # Wechselwirkungsei-
genzustédnde

2. Die Eigenwerte der Neutrinomassenmatrix M sind nicht entartet, also fiir
mindestens ein Paar von i # j gilt m; # m; und damit ein m; # 0 ist

Wenn diese beiden Voraussetzungen erfiillt sind, treten Neutrinooszillationen auf.

Auch wenn nach 1. die Masseneigenzustiande v,, o = e, u, 7, und die Wechsel-
wirkungseigenzustéande v;,7 = 1,2, 3, verschieden sind, sind diese aufgrund von
C'PT-Erhaltung durch eine unitére Transformation, wie schon in Gleichung (2.19)
eingefiihrt, miteinander verkniipft

Vo = Y Uuits. (2.50)

Die Mischungsmatrix U kann im Fall von vernachlédssigbarer C'P Verletzung ana-
log zur Cabbibo-Kobajashi-Maskawa Matrix durch drei Winkel parametrisiert
werden. Eine iiblich Parametrisierung von U ist [19]

C12C13 512€13 513
U = 512023 <C12523513  C12C23 <>S512523513  S23C13 ; (2-51)
512823 <»C12C23513  <X12523 <> S12C23513 (23C13

dabei steht Sij und Cij fiir sin gij und cos 91]

Der komplette Masseneigenzustand kann durch den Zustandsvektor
T2 = T) @ Jva) (2.52)

beschrieben werden, wobei |v,) im Hilbertraum der Masseneigenzusténde definiert
ist und nur Informationen iiber die Natur des Neutrinos enthélt. [¥M) enthélt
dagegen alle restlichen Informationen, einschliefilich der Energie-/Impuls- und
Orts-/Zeitabhingigkeit. Man kann [¥2) somit schreiben als

) = [ S

- [ oo, (2:53)
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Die Zeitentwicklung des Massenzustands ist somit gegeben durch

T (1) = e,

- [ ahanoe = 234

Dabei ist E, = y/p?> +m2. Durch Ubergang zur Ortsdarstellung kann man den
propagierenden Masseneigenzustand insgesamt schreiben als

(T, 1) = (FT) @ |va)

- [ e

dp iFE—i
B /(27r)3/2‘1’y(13?6” Pl @ |va)

UM (E 1) @ |v,). (2.55)

Der propagierende Wechselwirkungseigenzustand ist dann durch Gleichung (2.50)
gegeben als

OV (E 1) = > UV (Z1) @ |va). (2.56)

Die Amplitude dafiir, daf§ ein Wechselwirkungseigenzustand, der im Ursprung zur
Zeit t = 0 erzeugt worden ist, nach der Zeit ¢ in den Zustand /3 oszilliert, ist

Ala = B t) = (O (E 1)V (,0). (2.57)

Die Oszillationswahrscheinlichkeit dieses Ubergangs ergibt sich mit (v,|v) = Oab
Al

Pla— B t) = |Ala—B1)P
= ) UsalUaa W) (0,000 (2,1)|*. (2.58)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit hingt somit von der Beschreibung der Wellen-
funktion und vom Detektionsort & bzw. der Flugzeit ¢ ab. Zur Beschreibung der
Wellenfunktion macht man iiblicherweise folgende Ndherungen:
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2.3 OSZILLATIONEN MASSIVER NEUTRINOS

e Man nimmt an, dafl das Neutrino durch eine ebene Welle mit wohl definier-
ter Energie und Impuls beschrieben werden kann, also

v = (2m)*8 () (2.59)
oder im Ortsraum

(L, t) = elPad ikal) (2.60)

e Es wird weiterhin angenommen, dafl die Neutrinos relativistisch sind, also
|Da| > m, gilt. Dann ist

E, = +/|Pa]* +m2
g 2.61
pa+2—pa. (2.61)

12

Dabei ist p, = |pul-

Zur einfacheren Schreibweise soll sich das Neutrinos entlang der z-Achse bewe-
gen. Mit den eben gemachten Annahmen kann man nun die Ortswellenfunktion
schreiben als

2

UMz 1) = UM(2,t) ~ exp(ip, (v &t) i ;na
Pa

). (2.62)

Fiir relativistische Neutrinos gilt in sehr guter Naherung p, ~p, =p~ E =t/L
und = = t. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich somit letztendlich zu

Pla—p8) = > ULU3

UnaUsaUnyU Ay
+22 aalBalVabl b €XP 1 oF
a<b

Am2 L
- 504,,3 <:>4ZUaaUﬁaUabUﬁb Sin2 ( Zlg'b > . (263)
a<f

Dabei ist Am?, = m? <m}. Die Oszillationswahrscheinlichkeit hiingt somit von
den Elementen der Mischungsmatrix U und den Differenzen der Quadrate der
Masseneigenwerte ab. Damit ist es klar, dafl die Neutrinomassenmatrix aus den
Analysen von Neutrinooszillationsdaten nicht komplett bestimmt werden kann.
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2 MASSIVE NEUTRINOS UND NEUTRINO OSZILLATIONEN

Die Skala der Massen und die Vorzeichen der Masseneigenwerte bleiben unbe-
stimmt.

Interessant ist der Vergleich dieses allgemeinen Ergebnisses fiir drei Neutrinofa-
milien mit dem Grenzfall der Entkopplung eines Neutrinos. Im Fall, dafl nur zwei
Neutrinos miteinander mischen, ergibt sich die Ubergangswahrscheinlichkeit zu

Am?2,L
P(1—2) = sin?(20)sin (&> . (2.64)
Dabei ist die Mischungsmatrix U durch
cosf  sinf
U = 2.65
( &sinf  cosf > (2.65)

parametrisiert worden. Um den Unterschied zwischen Resultaten im Rahmen von
zwei und drei vollstdndig mischenden Neutrinofamilien zu sehen, kann man die
Oszillationen von Elektronneutrinos in einen unbestimmten Wechselwirkungszu-
stand betrachten. Bei den solaren Neutrinoexperimenten beobachtet man, wie in
Abschnitt 2.3.1 diskutiert, eine zu geringe Anzahl von v, auf der Erde. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir diese Oszillation im Rahmen von drei Neutrinos mit beliebiger
Mischung ergibt sich aus Gleichung (2.63) zu

Ple—xz) = Ple—p)+Ple—r1)

2 2
A+ o (Y 4 e (20

A 2 L A 2 L
+Ue22(U32 + U32> |:Sil'12 ( M2 > <:)>Sin2 (&)

+sin? (Amg3[’>] (2.66)

Im Grenzfall U3 = 0, also Entkopplung das Elektron- und Tauneutrinos, erhélt
man fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit im Fall dreier Familien und der Para-
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metrisierung der Mischungsmatrix U aus Gleichung (2.51)

Am?,L
Ple —x) = 2sin? <&> U2 (1 =U%)

Am2,L
_ sinZ( Ghae! >Sin2912. (2.67)

In diesem Grenzfall findet man trivialerweise exakte Ubereinstimmung von zwei
und drei Familienoszillationen. Sobald jedoch U.z von Null verschieden ist, ist
eine Ubertragung der Ergebnisse aus zwei Familienoszillationsbetrachtungen auf
den drei Familienfall sogar im Falle kleiner U,3 nicht mehr moéglich. Im Fall eines
kleinen U,; kann man die Ubergangswahrscheinlichkeit unter Vernachlissigung
von Termen der Ordnung U niherungsweise schreiben als

Ple —x) = 2sin?® <A7

Am2.L
+2sin2< e >U33<1 SU2). (2.68)

Fiir einen groflen Mischungswinkel von U,; mit maximalem Wert U,; = % ergibt
sich die betrachtete Oszillationswahrscheinlichkeit zu

1 Am?2,L Am?2,L
Ple = x) = =sin® < e > + UZ {<:>Sin2 <&>

Am?.L Am2.L
. 2 13 . 2 23
+ sin (74 > + sin ( 1 ﬂ . (2.69)

Die Abweichung vom zwei Familienfall ist proportional zu U%. Die Abweichung

vom Resultat der Mischung von nur zwei Familien kann somit nur fiir sehr kleine
U.3 vernachléssigt werden. Somit sollten Resultate, die im Rahmen von zwei Fa-
milienanalysen gewonnen worden sind, nur zum Vergleich von experimentellen Er-
gebnissen mit sehr dhnlichen Energien und Oszillationsldngen verwendet werden.
Die Ubertragung von zwei auf drei Familienoszillationen kann im Allgemeinen
gar nicht erfolgen, und die im Rahmen von zwei Familienanalysen gewonnenen
Ergebnisse stellen nur effektive Parameter dar [48].
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2.3.3 Oszillationen in Materie

Zur Beschreibung von Neutrinooszillationen in Materie mufl der im letzten Ab-
schnitt beschriebene Formalismus noch erweitert werden. Die Propagation des
Neutrinos in Materie wird im Vergleich zur Propagation im Vakuum durch die
Wechselwirkung des Neutrinos mit der Materie verdndert. Die Wechselwirkungs-
prozesse konnen durch die in Abbildung 2.6 dargestellten Feynmangraphen be-
schrieben werden. Sie setzen sich aus neutralen Stromprozessen durch Z° Aus-

____él____
—",_\c,;"—

e Ve e e
Abbildung 2.6: Neutrino Wechselwirkungsprozef3 in Materie. In norma-
ler Materie kénnen nur Elektronneutrinos durch W* Austausch wechsel-
wirken, es kénnen jedoch alle Neutrinos in normaler Materie durch Z°
Austausch wechselwirken.

tausch und geladenen Strémen, durch W= Austausch zusammen. Wichtig fiir die
Propagation der Neutrinos sind kohérente Streuungen, die zu einer zusétzlichen
potentiellen Energie

Vo= Vet Vy (2.70)

fiihren. Dabei ist Vi die zusitzliche potentielle Energie durch W#* Austausch
und Vy die durch Z° Austausch. Dies wurde zuerst von Wolfenstein im Jahr
1978 diskutiert [49]. Da aber in den natiirlichen Neutrinoquellen, v.a. der Sonne,
die Teilchendichte der Myonen und Tauonen vernachléssighar ist, verschwindet
Ve fiir diese beiden Neutrinofamilien in diesen Bereichen. Die Massenmatrix M
ist durch die Wechselwirkung mit dem Medium durch das effektive Potential
V' modifiziert worden. Da aber die Addition des gleichen Terms Vy zu allen
Elementen der Massenmatrix nur zu einer globalen Phase fiihrt [15], ist nur die

38



2.3 OSZILLATIONEN MASSIVER NEUTRINOS

Verdnderung durch Vi interessant. Die relevante Massenmatrix ist somit

My +A My Mg
M = My, Msy  Mos
M, M3y Mss

, (2.71)

wobei M;; die Elemente der Vakuummassenmatrix sind und A die Modifikation
durch die geladene Stromwechselwirkung Vi darstellt (A ~ V).

In Figur 2.7 sind die Mediummasseneigenwerte j; in Abhéngigkeit von A =
2pV ~ p fiir den Fall einer Mischung von nur zwei Neutrinofamilien aufgetra-
gen . Je nach Dichte &ndert sich somit nicht nur der Wert der effektiven Massen,

2
" R
2
B e
—w ’
e |
mf ‘\\\ """""""""""" 7
0 ‘\\ \\\\
Il
AR
|A|l=eE|V]| ~ p

Abbildung 2.7: Effektive Neutrinomassen in Materie in Abhédngigkeit von
der Dichte des Mediums. Es wurde dabei Vo > |Viy| angenommen.

sondern auch deren relative Anordnung.

Ebenso interessant wie die Massen ist auch der Mediummischungswinkel ¢, der
durch

in? 26
sin?2¢ = = (2.72)
cos? 20 (1 <:>A—i> + sin? 26
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gegeben und in Abbildung 2.8 dargestellt ist. Ag ist dabei diejenige Modifikation

AR
|Al=eE|V] ~ p

Abbildung 2.8: Effektiver Mischungswinkel der Neutrinos in Materie fiir
eine Mischung von nur zwei Neutrinofamilien in Abhédngigkeit von der
Dichte des Mediums.

der Massenmatrix aus Gleichung (2.71), bei der die Oszillationslédnge in Resonanz
ist. Auch fiir kleine Vakuummischungswinkel 6 kann der Mediummischungswinkel
¢ grofl werden. Die Oszillationsldnge verdndert sich im Medium ebenso und ist
gegeben durch

Ly
\/cos2 20(1 @ﬁ)Q + sin® 26

osz
Lm

(2.73)

Somit fiihrt also bereits ein homogenes Medium zu einer starken Modifikation der
Beschreibung der Neutrinooszillationen.

Wenn nun aber die Dichte p im Medium nicht konstant ist, sondern sich lang-
sam kontinuierlich &ndert, kommt man zum sogenannten Mikheyev-Smirnov-
Wolfenstein-Effekt (M SW). Dazu geht man davon aus, dafl ein Elektronneutrino
im Innern der Sonne produziert wird. Im Innern der Sonne ist A > Ag, also
geméfl Abbildung 2.8 der Mediummischungswinkel ¢ ~ 90°. Das Neutrino ist so-
mit ein fast reiner v3" Zustand. Als solcher propagiert er mit sich verdndernden
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effektiven Massen vom Innern der Sonne bis an deren Oberfliche. Dort ist der
Mischungswinkel dann der Vakuummischungswinkel 6, und es gilt

vy = sinfv, + cosfy,. (2.74)

Da dieser in einigen Modellen als klein angenommen wird, ist v5 ndherungsweise
identisch mit v,. Durch die Materiemodifikationen und einer langsamen Dich-
teabhéngigkeit im Medium ist aus einem als v, erzeugten Neutrino auf dem Weg
aus der Sonne ein Neutrino mit hauptséchlich v, Charakter geworden. Diese Um-
wandlung von einem v, in ein v, trotz eines kleinen Vakuummischungswinkels 6
wird als adiabatischer MSW-Effekt bezeichnet.

Wenn diskontinuierliche Dichteschwankungen auftreten, kommt man zum nichta-
diabatischen MSW-Effekt. Dabei treten bei A ~ Ap mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit Uberginge von vJ* — v}" auf. Dadurch wird die v, Komponente
trotz eines kleinen Vakuummischungswinkels # reduziert.

Insgesamt stellt der MSW-Effekt eine interessante Moglichkeit dar, die solaren
Neutrinoexperimente zu beschreiben. Ein Problem ist jedoch die zusétzliche Unsi-
cherheit durch nicht exakt fixierte Parameter im Sonnenmodell. Der MSW-Effekt
wird jedoch in vielen Detailanalysen der solaren Neutrinoexperimente verwendet
24, 19].

2.4 Phanomenologie von r-Oszillationen

In den letzten Abschnitten wurden der Mechanismus der Neutrinooszillationen,
wie auch Experimente, die als Evidenz fiir Neutrinooszillationen gesehen wer-
den konnen, vorgestellt. Als Fazit aus der Summe der positiven experimentellen
Resultate und vor allem aus der von der Super-Kamiokande Kollaboration gefun-
denen Zenitwinkelabhéngigkeit der sub-GeV v, dhnlichen Ereignisse, kann man
davon ausgehen, dafl Neutrinos oszillieren und somit massiv sind. Die einzelnen
Hinweise sind schematisch nochmals in Abbildung 2.9 zusammengefaf3t.

Zunéchst sollen die Konsequenzen von Analysen der experimentellen Daten auf
die Neutrinomassenmatrix untersucht werden. Dabei werden nur Analysen im
Rahmen von drei Neutrinofamilien betrachtet. Der erste Punkt der Untersuchung
ist, was man iiber die Massenmatrix der Neutrinos lernen kann. Dazu werden
entweder reine 3 x 3 Dirac- oder reine 3 x 3 Majoranamassenmatrizen betrachtet.
In diesen beiden Féllen kann die Neutrinomassenmatrix geschrieben werden als

M = U -diag(my,my,ms) - U (2.75)
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_ solar v
S experiments
v’'soscillate

pal N

atmospheric
Vv experiments

L SND

Abbildung 2.9: Summe der Experimente mit Evidenz fiir Neutrinooszil-
lationen.

In Gleichung (2.75) ist U die Mischungsmatrix, die Massen- und Wechselwir-
kungseigenzusténde verbindet (siehe Gleichung (2.50)). Im folgenden wird ange-
nommen, dafl C'P Verletzung klein und somit U reell ist. M ist dann auch fiir
Diracneutrinos symmetrisch. Aus Analysen von Neutrinooszillationsexperimenten
kann die Mischungsmatrix U und die Differenzen der Quadrate der Masseneigen-
werte bestimmen werden. Die Massenmatrix wird durch Neutrinooszillationsana-
lysen aber nicht absolut bestimmt, sondern nur bis auf eine Skala der Massen
und deren relative Vorzeichen. Sobald also eine der Massen festgelegt ist und die
relativen Vorzeichen der Massen fixiert sind, ist der Rest durch Analysen von
Neutrinooszillationsdaten bestimmbar.

Ein Problem der Analysen der Neutrinooszillationsexperimente ist, dafl sie bisher
meist im vereinfachten Zwei-Familienbild erfolgt sind. Dabei wurden sowohl fiir
die solaren, die atmosphérischen und das LSND Experiment drei verschiedene
Wertebereiche fiir die Differenz der jeweils relevanten Massenquadrate gefunden
[19]. Die Schluifolgerung war nun, dafl zumindest vier verschiedene Neutrinomas-
senzustédnde existieren miissen oder die LSND Ergebnisse falsch sind. Eine direkte
Ubertragung der Ergebnisse aus zwei Familienanalysen ist jedoch im Allgemei-
nen nicht moglich. Die Schlufifolgerungen sind somit auf Grund dieser Ergebnisse
nicht zwingend.

In Tabelle 2.4 sind Ergebnisse von Neutrinooszillationsdaten im Rahmen von
drei Familienschemen dargestellt, die die solaren und atmosphérischen Neutri-
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no Experimente analysiert haben. In Tabelle 2.5 sind Ergebnisse von Analysen

Am2,[eV?] Am3s[eV?] | 012[Deg.] | 023[Deg.] | 013[Deg.] | ref.
3x10°5a7x107°| 0.0l 5362 | 2837 <13 | [50]
4% 10557 x 1075 1.0 5172 | 27-32 <4 |51
1x 1007 x 1070 0.1 51-72 | 28-33 <3 |51

10" Sx10~% | 39.23 15 266 | [52]

Tabelle 2.4: Ergebnisse von Neutrinooszillationsanalysen im Rahmen von
drei Neutrinofamilien unter Einbeziehung von solaren und atmosphéri-
schen Neutrinoexperimenten.

dargestellt, die gezeigt haben, dafl mit globalen Fits im Rahmen drei Familien-
analysen alle experimentellen Daten, einschliefSlich der LSND Daten, beschrieben
werden konnen. Dabei gibt es jedoch grofiere Unterschiede bei den Ergebnissen
der Analysen, und auch die Konvergenz des Fits ist nicht mehr so gut wie bei
Ausschlufl der LSND Daten. Aus den Tabellen 2.5 und 2.4 ist ersichtlicht, daf§ die
Mischungswinkel #;5 und 53 in den verschiedenen Analysen relativ stabil sind,
aber der Winkel #;3 auch im Rahmen der einzelnen Analysen nicht exakt fest-
gelegt werden kann. Der Bereich, in dem sich 63 bewegt, liegt bei Werten, bei
denen der Sinus empfindlich von Schwankungen abhéngt.

In dieser Arbeit wurde daher die Verdnderung der Matrixelemente der Neutri-
nomassenmatrix unter Variation von 6;3 untersucht. Da die Skala der Neutrino-
massenmatrix nicht bekannt ist, ist dabei zusétzlich die kleinste Masse m; im
Intervall von 0 bis 1 eV variiert worden. Die dabei erhaltenen Ergebnisse sind
fiir positive relative Vorzeichen der Masseneigenwerte graphisch in Abbildung
2.10 dargestellt. Es ist dabei interessant zu sehen, daf§ bei wachsendem m; die
Nebendiagonalelemente kleiner werde, wiahrend bei grofleren 6,3 die Nebendiago-
nalelemente wachsen.

Ami,[eV?] Am3,[eV?] | 013[Deg.] | Oa3[Deg.] | 613[Deg.] | ref.
107 <1073 0.3 35.5 27.3 13.1 48]
107 <1073 0.3 54.5 27.3 13.1 48]
2.87 x 10~* 1.11 45 28.9 4.2 [53]
1074 <107 0.4 37.6 26.5 10.3 | [54]
4x107° =7 x107° 1 51-72 27-32 3-4 [51]

Tabelle 2.5: Ergebnisse von Neutrinooszillationsanalysen im Rahmen von
drei Neutrinofamilien unter Einbeziehung von solaren und atmosphéri-
schen Neutrinoexperimenten und den LSND Daten.
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Abbildung 2.10: Matrixelemente der Neutrino Massenmatrix im Fall von
012 = 013 = 45° in Abhédngigkeit von 63 und m;.

Da an der Giiltigkeit der Ergebnisse der LSND Kollaboration, auch aufgrund
der Ortsverteilung der gefundenen Ereignisse, erhebliche Zweifel bestehen, ist
es von Interesse, die Konsequenzen von Analysen im Rahmen von drei Famili-
enanalysen unter Einbeziehung der LSND Daten auf die Oszillationsparameter
zu untersuchen. Die Verdnderung der Fitqualitédt soll dabei nicht berticksichtigt
werden, sondern nur untersucht werden, wie sich die Massenmatrix veréndert.
Daher wurde untersucht, ob man prinzipiell die Konsequenzen von Analysen,
die die LSND Ergebnisse miteinbeziehen (Tabelle 2.5), von Konsequenzen von
Analysen, die die LSND Ergebnisse nicht beriicksichtigen (Tabelle 2.5), in der
Neutrinomassenmatrix unterscheiden kann.

Dazu ist die Neutrino Massenmatrix fiir positive C'P-Phasen fiir verschiedene
Fille der kleinsten Masse m; berechnet worden. Da sowohl im Bereich der Ana-
lysen ohne LSND Daten, als auch bei Einbeziehung der LSND Daten, erhebliche
Unterschiede bei den Ergebnissen der Analysen bestehen, wurden die berechne-
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ohne LSND mit LSND

.006 .012 .007 026 .064 .072

my = 0.00 eV 012 .109 .099 |eV 064 .292 .339 |eV
007 .099 .111 072 .339 .457
.013 .010 .008 .032 .061 .073

my = 0.01 eV 010 .114 .095 |eV 061 .296 .336 | eV
008 .095 .117 073 .336 .459
.101 .005 .005 115 .050 .067

m; = 0.10 eV 005 .181 .076 |eV 050 .354 .301 |eV
.005 .076 .186 067 .301 .496

Tabelle 2.6: Ergebnisse fiir die Neutrino Massenmatrix in der Basis der
Wechselwirkungseigenzustédnde. Dargestellt sind die gemittelten Werte
der Matrixelemente fiir die in Tabelle 2.4 und 2.5 vorgestellten Ergebnisse
von Oszillationsdaten fiir \§¥ = 1. Die Einbeziehung der LSND Daten
fiihrt zu grofieren Nebendiagonalelementen.

ten Werte der Elemente der Massenmatrizen gemittelt. Die gemittelten Werte der
Elemente der Massenmatrix sind in Tabelle 2.6 fiir die Félle m; = 0.0,0.01 eV
und m; = 0.1 eV dargestellt. Man sieht, dafl die Differenz zwischen den beiden
Analysen mit wachsendem m; abnimmt. Ab m; = 1 eV ist sie fast verschwunden.
In der Neutrinomassenmatrix ist die verschiedene Struktur somit nur bei kleinen
my spiirbar. Wenn man nun ein Modell fiir Neutrinomassen diskutiert und m;
wirklich klein ist, kann man somit hoffen, durch Herstellung von Verbindungen
zu anderen Prozessen eine Entscheidungshilfe zu erhalten, die es einem erlaubt,
eine der beiden Analysearten auszuschlieflen.

Wenn man somit davon ausgehen kann, dafl alle Neutrinooszillationsdaten mit
drei Neutrinofamilien beschrieben werden kénnen, ist es weiterhin wichtig, Ober-
grenzen fiir die einzelnen Eintrdge der Neutrinomassenmatrix zu erhalten. Dies
erlaubt es dann, z.B. Kopplungskonstanten eines Modells fiir Neutrinomassen
zu begrenzen. Da Neutrinooszillationsexperimente die Neutrinomassenmatrix nur
bis auf einen Massenskala und die Vorzeichen der Masseneigenwerte bestimmen,
benétigt man zur Berechnung von Obergrenzen zusétzliche Informationen. Dazu
kann man die Obergrenze fiir die Elektronneutrinomasse miteinbeziehen. Diese
liegt im Rahmen des Tritium Experiments aus Mainz bei m, < 2.6 eV (95%
C.L.)[2]. Wenn man die in Tabelle 2.4 und 2.5 dargestellten Ergebnisse der Ana-
lysen von Osrillationsdaten benutzt und alle Massenkombinationen und Vorzei-
chen der Masseneigenwerte durchspielt, die mit m, < 2.6 eV vertréglich sind,
kann man den fiir jedes Matrixelement erlaubten grofiten Wert bestimmen. Die
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Absolutbetriage der so gewonnenen Obergrenzen sind

26 2.5 26
IM™* < | 25 27 2.7 | eV. (2.76)
26 2.7 28

Wenn man zusétzlich annimmt, dafl das Neutrino ein Majoranateilchen ist, sollte
der neutrinolose doppelte 3 Zerfall (0v33) beobachtet werden. Der Mechanismus
und eine Beschreibung der Kernstruktur fiir diesen Prozefl in einem analytisch
l16sbaren Modell wird im Teil 4 dieser Arbeit diskutiert. Eine wichtige Grofle im
Ov 33 Zerfall ist die gemittelte Majoranaelektronneutrinomasse. Diese ist definiert
als

(myy = > mi U (2.77)

Dabei sind die m; die Betriige der Eigenwerte der Neutrinomassenmatrix, (¥

die C'P-Phasen der einzelnen Neutrinos und U,; die Elemente der Mischungs-
matrix der Neutrinos. Da der Ov33 Zerfall bisher noch nicht beobachtet worden
ist, konnte experimentell noch kein Wert fiir die gemittelte Majoranaelektron-
neutrinomasse bestimmt werden. Aus den experimentellen Daten wurden jedoch
Untergrenzen fiir die Lebensdauern beziiglich des Ov33 Zerfalls fiir verschiedene
Kerne bestimmt. Aus diesen Untergrenzen kann man Obergrenzen fiir die gemit-
telte Majoranaelektronneutrinomasse gewinnen. Der aktuell beste Wert fiir die
Lebensdauer von "®Ge beziiglich des 0v33 Zerfalls ist von der Heidelberg-Moskau
Kollaboration bestimmt worden [55] zu

Peer 0t - 0) > 11 x 10%(90%C.L.). (2.78)

Die sich daraus ergebende Obergrenze fiir die gemittelte Majoranaelektronneu-
trinomasse ist [56]

(m,)| < 0.62eV. (2.79)

Wenn man diese zusédtzliche Bedingung zur Berechnung der Obergrenzen der
Matrixelemente der Neutrinomassenmatrix miteinbezieht, konnen die allgemein
giiltigen Werte aus Gleichung (2.76) noch zusétzlich eingeschrénkt werden. Die
so gewonnenen Obergrenzen sind

60 .97 .85
MG el < | 9T 76 .80 | eV. (2.80)
85 .80 1.17

46



2.5 ZUSAMMENFASSUNG

Man darf jedoch nicht vergessen, dafi diese Grenzen nur fiir Majorananeutrinos
giiltig sind.

2.5 Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde die allgemeine Struktur der Neutrinomassen-
matrix untersucht. Da bis heute keine Neutrinomasse direkt gemessen worden
ist, gibt es bisher von der experimentellen Seite nur Obergrenzen fiir die Mas-
sen der Wechselwirkungseigenzustinde. Doch durch die neuesten Ergebnisse der
Super-Kamiokande Kollaboration mit der gefundenen Zenitwinkelabhéngigkeit
der sub-GeV Myonneutrinoereignisse, kann man davon ausgehen, dafl Neutri-
nos oszillieren und damit massiv sind. Aus diesen Daten kann die Neutrinomas-
senmatrix aber nicht absolut bestimmt werden, sondern nur bis auf eine Skala
der Massen und die Vorzeichen der Masseneigenwerte. Analysen mit drei mi-
schenden Neutrinos finden eine grofle Unsicherheit bei dem Wert des Elektron-
/Tauneutrinomischungswinkel ;3 (siehe Gleichung (2.51)). Es ist daher die Struk-
tur der 3 x 3 Neutrinomassenmatrix in Abhéngigkeit von #;3 und der kleinsten
Masse m; untersucht worden. Dabei ergab sich, dafl bei wachsendem 6,3, das Ge-
wicht der Nebendiagonalelemente zunimmt. Umgekehrt verhilt es sich mit my,
wo man bei wachsendem m; eine Abnahme der Werte der Nebendiagonalelemen-
te findet. Sobald also Verhéltnisse von Matrixelementen bekannt sind, kann die
Skala bei festem 6,3 bestimmt werden.

Desweiteren ist bis heute strittig, ob man alle Neutrinooszillationsdaten durch
eine Mischung von nur drei Neutrinos beschreiben kann. Seit kurzem gibt es je-
doch neue globale Analysen aller Neutrinooszillationsexperimente, die diese mit
einer Mischung von nur drei Neutrinos beschreiben. Es wurden deshalb die Kon-
sequenzen verglichen, die sich fiir die Neutrinomassenmatrix aus Analysen von
Osrzillationdaten ergaben, die alle Experimente einschliefen und aus Analysen,
die das umstrittene LSND Ergebnis ausschliefen. In der Neutrinomassenmatrix
findet man fiir kleine m; (m; < 0.1 eV) einen signifikanten Unterschied zwischen
den beiden Analysearten. Wenn somit mehr {iber die einzelnen Elemente der Neu-
trino Massenmatrix bekannt ist, kann man auf diesem Weg testen, ob das LSND
Resultat mit einer Mischung von nur drei Neutrinofamilien vertraglich ist.

Um die verschiedenen Modelle, die als Erweiterung des Standardmodells zur Be-
schreibung massiver Neutrinos in Betracht kommen, eventuell ausschlieflen zu
kénnen, wurden Obergrenzen fiir die einzelnen Elemente der Neutrinomassenma-
trix berechnet. Als zusétzliche Bedingung wurde dazu die experimentell bestimm-
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te Obergrenze der Masse des Elektronneutrinos von
m,, < 2.6 eV[2] (2.81)
verwendet. Die so gefundenen Obergrenzen der einzelnen Elemente der Neutrino-

massenmatrix durch die Kombination von Neutrinooszillationsdaten und Ober-
grenze der Elektronneutrinomasse sind

26 25 2.6

Mmer| <[ 25 27 2.7 eV, (2.82)
26 2.7 28

- my, +m,, +m, <81eV. (2.83)

Da das Neutrino aber nicht notwendigerweise ein Diracteilchen ist, sondern auch
ein Majoranateilchen sein kann, ergeben sich zusétzliche Einschrankungen. Wenn
das Neutrino ein Majoranateilchen ist, sollte der Ov(33 Zerfall auftreten. Die aus
der bisherigen Nichtbeobachtung dieses Prozesses gewonnene Obergrenze fiir die
gemittelte Elektronmajorananeutrinomasse von

(m,,)| < 0.62 eV][56] (2.84)

erlaubte es, die Obergrenzen der Majorananeutrinomassenmatrix zu bestimmen

zu
60 .97 .85
M el < | 97 76 .80 | eV, (2.85)
85 .80 1.17
= ||+ |, | 4 |m., | < 2.53 eV, (2.86)

Diese zusétzliche Einschrinkung bewirkt somit eine drastische Reduktion der
Obergrenzen fiir den Fall, dafl das Neutrino ein Majoranateilchen ist.

Die beiden verschiedenen Obergrenzen fiir die Elemente der Neutrinomassenma-
trix fiir Dirac- und Majorananeutrinos stellen einen indirekten Test der Natur
der Neutrinos dar. Wenn man experimentell Werte fiir Neutrinomassen findet,
die inkompatibel mit den Obergrenzen aus Gleichung (2.85) sind, miissen Neutri-
nos Diracteilchen sein. Andererseits kann man die Grenzen aus Gleichung (2.85)
verwenden, um Grenzwerte fiir Kopplungskonstanten in Modellen zu gewinnen,
in denen Neutrinos Majoranateilchen sind. Dies wird in dieser Arbeit im Rahmen
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des R, -MSSM in Abschnitt 3.2.3 getan und dabei fiir einige Kopplungskon-
stanten des betrachteten Modells eine erhebliche Verbesserung von Obergrenzen
dieser Kopplungen erreicht.

Aus diesen Obergrenzen der Elemente der Neutrinomassenmatrix ergeben sich
andererseits auch neue Grenzwerte fiir die Massen des Myon- und Tauneutrinos.
Die Obergrenzen dieser Neutrinos waren experimentell bestimmt worden zu

m,, < 170.0keV[3],
< 18.2MeV][3]. (2.87)

my

-

Im Rahmen des hier betrachteten drei Familienmischungsbildes muf3 aber fiir die
Masse des Myon- und Tauneutrinos gelten, daf sie im Fall von Diracneutrinos

m,, <810eV (da m,, +m,, +m, <81eV) (2.88)
ist, und falls das Neutrino ein Majoranateilchen ist, gilt

my- < 2.53 eV (da |m,

+ |my, | + |m,,. | <2.53 eV, s. Gl (2.86)).(2.89)

Diese Werte ergeben sich aus der Unabhéngigkeit der Spur einer Matrix von
der gewidhlten Basis. Die Kombination von Neutrinooszillationsanalysen und
Obergrenzen fiir die Elektronneutrinomasse oder im Fall von Majorananeutri-
nos zusatzlich der gemittelten Majorananeutrinomasse fiihrt somit auf deutlich
kleinere Grenzen fiir die Massen der einzelnen Neutrinofamilien.
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3 v-MASSEN IM MSSM

Im folgenden Kapitel dieser Arbeit wird zunéchst ein Modell, das R-paritatsver-
letzende, minimal supersymmetrische Standardmodell (R, -MSSM), vorgestellt.
Im Rahmen dieses Modells sind Neutrinos auf natiirliche Weise massiv. Als erstes
werden das Modell im Allgemeinen und anschlielend die verschiedenen Beitréige
zur Neutrinomassenmatrix im Rahmen dieses Modells diskutiert. Mit Hilfe der im
letzten Abschnitt gefundenen Obergrenzen fiir die Elemente der Neutrinomassen-
matrix werden verbesserte Werte fiir Obergrenzen von leptonenzahlverletzenden
Kopplungskonstanten abgeleitet werden. Zum Schlufl wird noch eine zusétzliche
U(1)y Symmetrie miteinbezogen, um die Anzahl der Parameter im betrachteten
Modell zu reduzieren. Dies wird es erlauben, ein eindeutiges Szenario fiir Neutri-
nomassen zu erhalten und somit die Werte der Neutrinomassen zu berechnen.

3.1 [R,-MSSM

Zur Beschreibung der Elementarteilchen und deren Wechselwirkung wird heute
das sehr erfolgreiche Standard Modell (SM) benutzt. Es ist eine lokale Eichtheo-
rie basierend auf der Eichgruppe SU(3).x SU(2); xU(1)y. In vielen Bereichen ist
eine hervorragende Ubereinstimmung von theoretischer Vorhersage und experi-
mentellen Ergebnissen gefunden worden. Von theoretischer Seite geht man jedoch
davon aus, dafl aufgrund der Vielzahl von Parametern eine noch fundamentalere
Theorie existieren sollte. Diese enthilt das SM als Grenzfall und ist daher einen
Erweiterung des SM. Dieses édsthetische Argument stellt natiirlich keinen Beweis
dafiir dar, dafl das SM erweitert werden muf}. Jedoch sind im SM Neutrinos wegen
des Fehlens der rechtshidndigen Isosingulettneutrinos masselos. Wie in Abschnitt
2.3.1 diskutiert wurde, kann man aber heute davon ausgehen, dafl Neutrinos mas-
siv sind. Damit mufl das SM erweitert werden. Eine Moglichkeit dies zu tun sind
supersymmetrische Modelle.

Zur Beschreibung der massiven Neutrinos wird in dieser Arbeit eine supersymme-
trische Erweiterung des SM benutzt. Warum gerade diese? Fiir die Verwendung
supersymmetrischer Modelle gibt es viele Argumente, die jedoch alle nicht zwin-
gend sind. Die meist diskutierten dabei sind die folgenden. Supersymmetrie stellt
einen natiirlichen Weg dar, das SM zu erweitern, weil es einen schon vorhandenen
Freiheitsgrad der Teilchen, den Spin, miteinander verbindet. Desweiteren treten
in supersymmetrischen Modellen keine quadratischen Divergenzen mehr auf. Su-
persymmetrie 16st damit das Hierarchie Problem [57]. Auch in Anbetracht der
Vereinheitlichung der Gravitationswechselwirkung mit den anderen Wechselwir-
kungen kann Supersymmetrie in ihrer lokalen Version ein Ausweg sein [58, 59].
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Da die Gravitation bisher noch in keiner groffvereinheitlichten Theorie mitein-
gebunden werden konnte, stellt dieses Argument einen attraktiven Grund dar.
Zusétzlich 16st Supersymmetrie das Natiirlichkeitsproblem.

Anhand des Natiirlichkeitsproblems wollen wir kurz zeigen, wie Supersymmetrie
dieses 16st. Das Natiirlichkeitsproblem stellt sich im SM folgendermaflen. Man er-
wartet aufgrund der Konvergenz der elektromagnetischen, der schwachen und der
Gluon-Quark-Kopplungskonstanten bei etwa der Skala A ~ 10 GeV der grofien
Vereinheitlichung bei noch hoheren Energien “Neue Physik”. Dabei kann neben
der Skala der groBvereinheitlichten Theorie (GUT) von ~ 10 GeV auch die
der noch fundamentaleren Planckskala von ~ 10 GeV die Schwelle dafiir sein.
Ein Problem ergibt sich im SM, da man im SM wegen der verschiedenen Iso-
spinladung der rechts- und linkshidndigen Fermionen keine direkten Massenterme
einfiihren kann. Die Masse kann aber durch die Kopplung an ein elektrisch neu-
trales, skalares isodublett Feld mit nichtverschwindendem Vakuumerwartungs-
wert, dem sogenannten Higgsfeld, erzeugt werden. Dabei darf der Vakuumerwar-
tungswert (H°) des Higgsfelds nur maximal ~ 250 GeV grof} sein. Bei groferen
Werten wire eine zu starke Kopplung des Higgs Sektors vorhanden. Dies wiirde
den offensichtlichen Erfolg der Stérungstheorie im Niederenergiebereich schwer
verstandlich machen. Die 1-Schleifenkorrigierte Higgsbosonenmasse ergibt sich
zu [60] dm3,, = O (ﬁ) A? und wiirde im Fall von A = Agyr oder A = Apaner 2U
einer zu groflen Higgsbosonen Masse fiihren. Im Rahmen von supersymmetrischen
Theorien 16st sich dieses Problem, da die 1-Schleifenkorrekturen der Fermionen
durch die der supersymmetrischen Partner aufgehoben wiirden, falls Supersym-
metrie eine exakte Symmetrie wére. Da Supersymmetrie aber gebrochen sein muf,
ergibt sich

dmiye = O (%) |m3, mj|. (3.1)

Dabei ist v die Yukawakopplung des Higssfelds an das Fermion-/Antifermionpaar
mit Masse mpr und an dessen skalare Superpartner mit Masse mpg. Somit kann
Supersymmetrie dieses Problem l6sen, wenn die Massen der supersymmetrischen
Teilchen unter 1 TeV liegen.

Nach diesen einleitenden Argumenten, die als Motivation fiir die Untersuchung
von Supersymmetrischen Modellen gesehen werden sollen, wollen wir erldutern,
was unter Supersymmetrie zu verstehen ist. Supersymmetrie stellt eine zuséitzli-
che Symmetrie dar, die die rein quantenmechanischen Fermionen mit Bosonen,
die auch einen klassischen Limes besitzen, verbindet. In Tabelle 3.1 sind einige
grundlegende Eigenschaften von Fermionen und Bosonen zusammengestellt. Zur
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BOSON FERMION
Spin ganzzahlig Spin halbzahlig
Tensor Spinor
Kommutator-Relationen | Antikommutator-Relationen
Bose-Statistik Pauli-Prinzip
Ubermittler der Krifte Materieteilchen
klassischer Limes reines Quantenobjekt

Tabelle 3.1: Eigenschaften von Bosonen und Fermionen

Erlduterung der grundlegenden Eigenschaften der Supersymmetrie beschréanken
wir uns auf den N = 1 Fall. N gibt dabei die Anzahl der Generatoren an, die
Fermionen in Bosonen transformiert und umgekehrt. Fiir den Generator @) der
Supersymmetrie muf} also gelten

Q|Boson) ~ |Fermion),

Q|Fermion) ~ |Boson). (3.2)

Dabei erfiillen die Komponenten der Generatoren () und dessen hermitesch kon-
jugierte Generators @ folgende Algebra

{Qa,Qs} = 0,

{2.q,} = o

{0.0,} = 20,

Qo Py = 0. (3.3)

Dabei sind o* = (1, ¢") die Paulimatrizen und a, 3 a, 3= 1,2 die Weylspinorindi-
zes. P, ist der Viererimpulsvektor, {A, B} = AB + BA der Antikommutator und
[A, B] = AB < BA der Kommutator der Operatoren A und B. Allgemein kann
gezeigt werden, daf fiir supersymmetrische Modelle immer gilt [61, 62]:

e Anzahl der Bosonen = Anzahl der Fermionen

e Bei exakter Supersymmetrie haben die durch @ aus einem Fermion F' her-
vorgehenden Bosonen stets die gleiche Masse

Da keine Partner der bekannten SM Teilchen mit um 1/2 verschiedenen Spin und
gleicher Masse beobachtet worden sind, mufl Supersymmetrie gebrochen sein. Die-
se Brechung fiihrt dann zu einer hoheren Masse der supersymmetrischen Partner.
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Damit besteht kein Widerspruch zu den bisherigen experimentellen Beobachtun-
gen.

Nach diesen grundlegenden Dingen {iber Supersymmetrie wollen wir auf das in
dieser Arbeit betrachtete Modell eingehen. Der konkrete Weg, wie supersymmetri-
sche Modelle konstruiert werden, ist z.B. in [59, 58, 61, 63] dargestellt. Zunéchst
werden wir die allgemeinen FEigenschaften des betrachteten Modells und einen
einfachen Weg zur Konstruktion der Feynmangraphen darstellen. Anschliefend
wird die formale Definition des Modells gegeben.

In der hier betrachteten minimalen supersymmetrischen Erweiterung des SM
fithrt man zu jedem SM Teilchen einen neuen supersymmetrischen Partner ein.
Dafiir ist nur ein Generator der Supersymmetrie nétig. Man spricht daher von
N =1 Supersymmetrie. Wenn Supersymmetrie exakt wére, hiatten die durch @
verbundenen Fermion-Bosonen Paare die gleiche Masse. In Tabelle 3.2 sind die
im Modell enthaltenen Teilchen, ihr Spin und die Quantenzahlen beziiglich der
Eichsymmetrien dargestellt. In der minimalen supersymmetrischen Erweiterung
ist der Teilcheninhalt verdoppelt worden. Dabei mufl man mindestens zwei Higgs
[sodublettfelder einfithren, um allen geladenen Fermionen eine Masse zu geben.
Das zusétzliche Higgsfeld im Vergleich zum Standardmodell wird benétigt, da
Hermiteschkonjugation des Higgsfelds nicht zu einem Feld fiihrt, das die andere
Quarkfamilie massiv macht. Insgesamt gilt aber, dafi die Anzahl der Fermionen
gleich die der Bosonen ist. Die mé6glichen Kopplungen in dieser Minimalen Er-
weiterung bei erhaltener Baryonen- und Leptonenzahl kénnen aus den im SM
bekannten Feynmangraphen konstruiert werden. Dazu geht man von einem SM
Feynman Diagramm aus und ersetzt die SM Teilchen durch ihre supersymmetri-
schen Partner. Da diese einen um 1/2 verschiedene Spin haben, mufl man im-
mer eine gerade Anzahl von SM Teilchen durch ihre supersymmetrischen Partner
ersetzen. Dies ist schematisch in Abbildung 3.1 dargestellt. Da somit immer ei-
ne gerade Anzahl von supersymmetrischen Teilchen in einem Prozefl vorkommt,
konnen diese nur paarweise produziert werden. Das leichteste supersymmetrische
Teilchen! ist in diesem Rahmen stabil. In der Kosmologie wird es hiufig als Kan-
didat fiir die dunkle Materie diskutiert und intensiv nach ihm gesucht. Bei dieser
Betrachtungsweise werden aber supersymmetrische Teilchen und SM Teilchen un-
terschiedlich behandelt und klar voneinander separiert. Formal kann dies durch
die Erhaltung der sogenannten R-Paritédt beschrieben werden. Die R-Paritét ei-
nes Teilchens ist definiert als R = (<)*5+1%2% wobei B die Baryonenzahl, L die
Leptonenzahl und S der Spin des betrachteten Teilchens ist. Die R-Paritét ist fiir
alle SM Teilchen +1 und alle supersymmetrischen Partner -1. Es gibt aber von

! Lightest Supersymmetric Particle = LSP
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3 v-MASSEN IM MSSM

Superfeld | Teilchen Spin | Superpartner Spin | SU(3). x SU(2);, x U(1)y
Vi B, 1 B 1/2 (0,0,0)
Va W 1 Wi 1/2 (0,1,0)
V3 Qm 1 g 1/2 (7/2,0,0)
Q (ug,dy)  1/2 | (ag.dy) 0 (1,1/2.1/3)
Ue Up 1/2 @, 0 (1,0,4/3)
D¢ dp 1/2 d, 0 (1,0,-2/3)
L (v,e)p  1/2 DL, ér 0 (0,1/2.-1)
E° er 1/2 & 0 (0,0,-2)
H,y Ammdmﬂv 0 Amwgmﬂv H\w th\wﬂc
H, (Hf,HY) 0 (Hy, HY) 1/2 (0,1/2,1)

Tabelle 3.2: Felderinhalt des R, -MSSM und Ladungen beziiglich der
Eichgruppe des SM (siehe z.B. [64]). Die Hyperladung Y der U(1) ist
definiert durch Q@ = (13 + Y/2), wobei Ty die dritte Komponente des
Isospins und @ die elektrische Ladung des Felds ist.
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3.1 R,-MSSM

sv A v MSsM A

A A
w W

Abbildung 3.1: Konstruktion der erlaubten Kopplungen im MSSM mit
erhaltener R-Paritét aus den Feynman Diagrammen des SMs. Supersym-
metrische Teilchen sind mit einem Tilde bezeichnet.

theoretischer Seite keine Griinde, warum die R-Paritit erhalten sein sollte. Wenn
sie aber verletzt ist, fiihrt das zu neuen Kopplungen, wie sie z.B. in Abbildung
3.2 dargestellt ist. Sobald die R-Paritit verletzt ist, fithrt dies zu baryonenzahl-
und leptonenzahlverletzenden Prozessen (siehe Abb. 3.2). Dieses minimal super-
symmetrische SM mit expliziter R-Paritédtsverletzung, R, -MSSM, ist in dieser
Arbeit verwendet worden um massive Neutrinos zu beschreiben. Wir wollen nun
zur formalen Beschreibung des betrachteten Modells kommen. Die im Modell
enthaltenen Teilchen wurden schon in Tabelle 3.2 eingefiihrt. Um die Lagrange-
funktion des betrachteten Modells zu erhalten ist es klar, dafl die Eichwechsel-
wirkung durch die Eichgruppe des SM, SU(3), x SU(2); x U(1)y, gegeben ist.
Die SU(3). Gruppe beschreibt dabei die starke Wechselwirkung durch die Invari-
anz unter Rotationen im Farbraum und die SU(2); x U(1)y die elektroschwache
Wechselwirkung. Die fiir uns im folgenden interessanten Groflen wie die Massen
und Kopplungen werden durch das Superpotential W bestimmt. Durch die Wahl
der Eichgruppe ergibt sich der R-paritidtserhaltende Anteil des Superpotentials
Al

Dabei ist Summation {iber die Generationenindizes nicht explizit aufgefiihrt. In
jedem Term miissen die SU(2) und SU(3) Indizes kontrahiert werden. Speziell
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3 v-MASSEN IM MSSM

Abbildung 3.2: Kopplung der SM und supersymmetrischen Teilchen, die
erst bei verletzter R-Paritét erlaubt sind. In diesem Fall ist nicht nur eine
ungerade Anzahl supersymmetrischer Teilchen beteiligt, sondern auch die
Leptonenzahlerhaltung verletzt.

fiir SU(2) ist dies z.B.

H\Hy, = 5aﬁH1aH2,8
= H)H)<H, Hj. (3.5)

e* «a, 3 = 1,2 ist dabei ein total antisymmetrischer Tensor um die SU(2) Iso-
spinindizes zu kontrahieren. Analog kontrahiert man den SU(3) Farbindex

HQD* = e“"H,Q3D;, a=1,2,3. (3.6)

Die 3 x 3 Matrizen A, A7, A} sind dimensionslose Yukawakopplungen, die zu
den Quark- und Leptonenmassen fithren. Der R-paritéitsverletzende Anteil des
Superpotentials ist

Wr, = NjgeLil; B + N LiQ; Dy, + p; Ly Hy + N3, Ui DS Dy (3.7)
Die Lagrangefunktion kann man aus Gleichung (3.4) und (3.7) durch die Bezie-
hung [65]

oPW
£SUSY = < Zaiqjﬂqjk + h.c. (38)
7,k

erhalten. Dabei sind ®; skalare und W, fermionische Felder. Der erste Term in
Gleichung (3.8) beschreibt de Massen und Yukawawechselwirkung der Fermionen,
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3.1 R,-MSSM

wahrend der zweite die skalaren Massen und Wechselwirkungen beschreibt. Eine
explizite Form des R-parititserhaltenden Anteils von Lspgy findet man z.B. in
[66]. Da experimentell keine Superpartner der SM Teilchen mit gleicher Masse
beobachtet worden sind, mufl Supersymmetrie in einem realistischen Modell ge-
brochen sein. Da der Mechanismus, der zur Brechung der Supersymmetrie fiihrt,
noch nicht verstanden ist, werden iiblicherweise von Hand supersymmetriebre-
chende Terme in die Lagrangefunktion eingefiihrt. Dabei beriicksichtigt man nur
Terme, die die Supersymmetrie sanft brechen und zu keinen quadratischen Di-
vergenzen fiithren. Die so einzubeziehenden Beitréige sind nun [67]

e Massenterme der supersymmetrischen Partner der Eichbosonen <:%Ma/_\a)\a
e skalare Massenterme <Mg, |®;|”
e trilineare skalare Wechselwirkungsterme <A;;,®;®;®;

e bilineare skalare Terme <B;;®;®; + h.c.

Diese Beitrdage fiihren im R-paritédtsverletzenden Anteil des skalaren Potentials
zu folgenden Termen
LI = N LiL Ef + Ny LiQ, Di + N, U DDy + fi; L Ho
+i},L;H] + H.c. (3.9)

und im R-paritdtserhaltenden Teil zu

2

eyl = mi, [Hi|* + mi, [Ho|” +m |qu]” + mf [ag|” + m} |d

~ |2 ~ ~ ~ ~
Ip| +m |5 + \NFAPH LE® + \P AP H,QD* +
+AV AV H,QU® + uBH,H, + H.c. (3.10)

2
+mi

Hier sind AV, AP, \¥ dimensionslose 3 x 3 Matrizen der Yukawakopplungen die
zu den Quark- und geladenen Leptonenmassen fithren. AY, AP, A sind ebenso
3 x 3 Matrizen. Sie beschreiben die Abweichung der hier auftretenden Terme von
den {iblichen Massentermen. Analoges gilt fiir B. Weiterhin fiihren die Massen
der supersymmetrischen Partner der Eichbosonen des SM zu den Termen

1 - - .
Loy = < M,BB + M,W*W"* + M,5*G"| < H.c. (3.11)
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3 v-MASSEN IM MSSM

Im MSSM sind zwei Higgsfelder fiir die Erzeugung der Quark- und geladenen Lep-
tonenmassen verantwortlich. Die nichtverschwindenden Vakuumerwartungswerte

(Hi) = < Ul/oﬂ > , (Hy) = ( UZ/O\/E > : (3.12)

Durch Redefinition der Phasen kénnen vy und vy immer reell gewdhlt werden.
Das Verhéaltnis der Vakuumerwartungswerte wird meist definiert als

sind

U2

tanf§ = (3.13)

U1

Um nicht eine zu kurze Protonenlebensdauer zu erhalten, machen wir die iibliche
Annahme, daf} in Gleichung (3.10) und (3.7) \” = A” = 0 ist. Bisher sind noch
keine Massenterme der Neutrinos vorgekommen. Wie Neutrinos dennoch massiv
werden wird nun dargestellt.

3.2 v-Massen im R,-MSSM

Im Lagrangian sind in der gewahlten Basis zunéchst keine direkten Massenterme
der Neutrinos enthalten. Neutrinos sind dennoch im allgemeinen im R, -MSSM
massiv. Ein Neutrino erhélt seine Masse bereits auf dem Baumniveau durch Mi-
schung mit den fermionischen Superpartnern des B, W3, als auch mit den neu-
tralen Higgssuperfeldern H? und HY. Dies wird im Abschnitt 3.2.1 diskutiert.
Desweiteren ergeben sich durch R-paritédtsverletzende Terme im Superpotential
Wp, zusétzlich 1-Schleifenkorrekturen zur Neutrinomassenmatrix. Dadurch er-
halten die beiden anderen Neutrinos eine Masse. Deren Berechnung und Beitrag
zur Massenmatrix wird in Abschnitt 3.2.2 beschrieben.

3.2.1 Baumniveau Neutrino Masse

Die bilinearen Terme in Gleichung (3.9) und (3.7) fiihren zu Termen im skala-
ren Potential, die linear in den Sneutrinofeldern 7; sind. Analog zum Higgsme-
chanismus des Standardmodells fiithrt die Mischung aus linearen und quadrati-
schen Termen zu einem nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert (VEV)
der Sneutrinofelder (i;) # 0. Die MSSM Vertizes Bv und W3vir (oder 3%wi
und Z°vi) fithren nun zu den Mischungsmassentermen B°v(7) und W3u(i7), die
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Abbildung 3.3: Mischung der Neutrinos mit den Neutralinos.

in Figur 3.3 links dargestellt sind. Zusammen mit der durch den Term ,uiLiPNII
des Superpotentials aus Gleichung (3.7) verursachten und in Figur 3.3 Mitte und
rechts dargestellten Mischung erhalten wir eine 7 x 7 Massenmatrix der neutralen
Fermionen. In der zweikomponentigen Weyl Basis

Ul = (ve, v ve, B, WP HY, HY), (3.14)

ist der Massenterm der neutralen Fermionen

1
£ = 3 Vo M W) & He. (815)
Dabei ist
0 m
Mtree — 316
( m” M, ) 7 ( )

wobei m die Nebendiagonale 3x 4 Matrix (Basis | (14, vo, v53) x (B, W3, H?, HY)|)

@Mzswcﬁul MZchﬁul 0 <
m= | eMzswegus Mzgewegus 0 Spin (3.17)
<:>M28Wc5U3 MZchgU{; 0 <us

durch die bilinearen Terme aus dem R-paritédtsverletzenden Teil des Superpoten-
tials und des sanft SUSY brechenden Sektors stammen. A, ist die im MSSM
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3 v-MASSEN IM MSSM

ibliche Neutralinomassenmatrix, und in der gewéhlten Basis ergibt sie sich zu

M, 0 EMyzsweg  Mzswsg
M- 0 M, Myzewesg  ©Mzewsg (3.18)
X SMyswes  Mgeweg 0 S ’ '
Mzswsg ©Mzewsg S 0

wobei u; = (;)/(HY), tan 8 = (H3)/(HY) und sy = sin Oy, cw = cosby, sg =
sin 3, cg = cos 3 ist. Oy ist der Weinberg Winkel, der die Mischung des B und
WO beschreibt, M; und M, sind die Massen des Bund W° und M 7o ist die Masse
des Z° Bosons.

Durch die Struktur der 7 x 7 Matrix ergeben sich zwei Eigenwerte zu Null [68, 69].
Dies erkennt man bei der Betrachtung der ersten drei und sechsten Zeile von
M, Man sieht sofort, dafl zumindest eine der Gleichungen von den anderen drei
linear abhéngig ist. Wenn man zusétzlich die Struktur der vierten und fiinften
Spalte dieser Zeilen betrachtet, findet man, daf§ von den vier Zeilen insgesamt
nur zwei linear unabhéngig sind. Daher sind zwei Eigenwerte gleich Null. Da die
Felder W°, B, H? und HY bisher noch nicht beobachtet worden sind, identifiziert
man die leichtesten drei der beteiligten Teilchen mit den Neutrinos. Durch die
Mischung mit den Neutralinos bleiben auf dem Baumniveau also zwei Neutrinos
exakt masselos. Um eine handhabbarere Neutrinomassenmatrix zu erhalten, kann
die 7 x 7 Matrix entwickelt werden und in Blockdiagonalform gebracht werden
(siehe Appendix A). Dabei entwickelt man in den kleinen Groflen (7;) /Msysy und
i/ Msysy, wobei Mgy die Supersymmetrie brechende Skala ist. Man erwartet,
dal Msysy im Bereich von 100 GeV bis 1 TeV liegt. Die dabei erhaltene effektive
3 x 3 Neutrinomassenmatrix kann man schreiben als

My = ZiMals, Ao = p{la) S (Hi)ha, (3.19)
M1+t&1’12 9WM2

Z = g :
! 92 4(sin 28 M3, w (M + tan? Oy M) <My My 1i?)

Dabei sind g, die SU(2) Eichkopplung und M, die sanft SUSY brechenden
Massen des Zino und Wino aus Gleichung (3.11), sowie i die Kopplung der beiden
Higgsfelder aneinander. Man erwartet fiir diese Gréflen, dafl sie im Bereich der
charakteristischen SUSY brechenden Skala Mgysy liegen.

In der Literatur wird dieser Beitrag zur Neutrinomassenmatrix haufig ver-
nachléssigt. Das Argument in diesen Arbeiten ist, dafl man den bilinearen Term
im R-paritéitsverletzenden Superpotential aus Gleichung (3.7) durch eine Neude-
finition der Felder L; zum Verschwinden bringen kann und alles in H; absorbiert.
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3.2 v-MASSEN IM R,-MSSM

Da jedoch im sanft supersymmetriebrechenden Potential aus Gleichung (3.10)
auch bilineare Terme der gleichen Art enthalten sind, ist diese Rotation im Allge-
meinen nicht moéglich [60]. Somit mufl fiir die Diskussion massiver Neutrinos im
Rahmen des R,-MSSM auch der Baumniveaubeitrag miteinbezogen werden. Da
nach heutigem Kenntnisstand (siehe 2.3.1) zumindest zwei Neutrinos massiv sind,
miissen fiir eine adéquate Beschreibung der Neutrinomassen im Rahmen des IR,-
MSSM auch hohere Korrekturen mitbetrachtet werden. Deren Berechnung wird
im folgenden Abschnitt dargestellt.

3.2.2 1-Schleifen-Korrekturen

Die R-paritétsverletzenden Terme i, L;,Q; Dy und A;jxL;L; B des Superpotenti-
als aus Gleichung (3.7) fiihren zu Kopplungen der Neutrinos an Quark-Squark
(¢g) und Lepton-Slepton (II) Paare. Die Amplitude fiir die in Figur 3.4 (b) dar-
gestellten 1-Schleifen Diagramme ergibt sich mit den Feynmanregeln aus Anhang
B fiir die Lepton-Slepton Schleife zu

d*
S [ e

Im =1 l

PV Z

(¢ &p)* M2

gt (3.20)

Dabei sind die in der Schleife propagierenden Sleptonen Massenzustédnde lNi, i=1,2,
mit den Flavor Eigenzustéinden verbunden durch

I, = Vilp + Violp. (3.21)

Die Mischungsmatrix kann fiir reelle A Terme durch einen Winkel parametrisiert
werden als

cos®; sin P,
V= = . 3.22
< &sin @ cos P > ( )

Der Mischungswinkel ®; wird durch Diagonalisieren der Massenmatrix der Slep-
tonen bestimmt und ist im Anhang B.3 abgeleitet. Da M;o > my ist, ergibt
sich fiir p — 0 (siche Anhang B) und einer Entwicklung in der Differenz der
Massenquadrate der links- und rechtshindigen Sleptonen die Amplitude zu

L mym,(AF +utanﬁ)
1672 M?

iMgn = S AipAmgi

Lp

(3.23)
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3 v-MASSEN IM MSSM

Abbildung 3.4: 1-Schleifen-Beitrage zur Neutrino Massenmatrix.

Der Beitrag zur Massenmatrix ist also proportional zum Quadrat der Massen der
geladenen Leptonen. Da aber m2 > m? > m ist, kommt der dominante Beitrag
der 1-Schleifen Lepton-Slepton Diagramme durch das 77 Paar in der Schleife. Der
Beitrag zur Neutrino Massenmatrix kann also geschrieben werden als

)\i33)\j33 m%(Af + ptan ﬁ)
872 2

M = Z3\izz ;a3 (3.24)

Analog erhélt man fiir den 1-Schleifen Quark-Squark Beitrag

33 ;'33 mi (AP + ptan §)
812 m?

M~ = ZyNiggNigs. (3.25)

Der Faktor 3 erscheint aufgrund der Summation iiber die SU(3) Farbfreiheitsgra-
de der Squarks und Quarks.
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Die gesamte Neutrino Massenmatrix im I,-MSSM auf 1-Schleifen Niveau ergibt
sich somit zu

MY = M+ M M (3.26)

Durch die Struktur der einzelnen Massenmatrizen ist es nicht moglich, alle drei
Neutrinomassen verschieden von Null zu erhalten, wenn ein Beitrag weggelassen
wird. Dies sieht man leicht, wenn man die einzelnen Beitridge jeweils als direktes
Produkt eines Vektors mit sich selbst schreibt. Die Matrix aus Gleichung (3.26)
kann man schreiben als

3
s Y tialip (3.27)
=1

mit drei linear unabhénigen Vektoren a;,i = 1,2,3. Das Eigenwertproblem fiir
die Neutrinomassen ist dann:

3

3
Z Z Wiq@iglp = MyTq

=1 f=1

3 3
oder Z Qi Z gty = MyTq (3.28)
=1 p=1

Hat man nur einen Vektor @;, so ist es klar, dafl man dazu im R? zwei orthogonale
Vektoren ¥ finden kann und damit

3
Zaiﬁwﬁ = myx, =0. (3.29)
A=1

Zwei Neutrinomassen verschwinden in diesem Fall. Fiir M ; aufgebaut aus zwei
Vektoren d; und d, erhélt man einen dazu orthogonalen Vektor # und damit nur
ein masseloses Neutrino.

Ziel ist es nun, alle drei Beitrége gleichzeitig zu analysieren und die Konsequenzen
fiir die Neutrinomassen zu betrachten, wenn man die Analysen der Neutrinoos-
zillationen miteinbezieht.
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.. (1)
3.2.3 Neue Grenzen fiir Kopplungskonstanten A,

Zunéchst soll untersucht werden, in wieweit die Analysen der Neutrinooszillati-
onsexperimente die Werte der Kopplungskonstanten einschrénken. Insbesondere
sollen Obergrenzen fiir die R-paritétsverletzenden Kopplungskonstanten )\5'3)3 ge-
funden werden. Diese sind von besonderem Interesse, da sie zu einer Vielzahl im
SM verbotener Prozesse fiihren. Um dies zu tun, vergleichen wir die theoretische
Neutrino Massenmatrix mit den Obergrenzen fiir die einzelnen Matrixelemente,
die wir in Abschnitt 2.4 gefunden haben. Dabei ist es interessant, dafl falls alle
Zi,1 = 1,2,3 das gleiche Vorzeichen haben, keine Dominanzannahmen fiir die
Gewinnung der Grenzen gemacht werden miissen. Dieser Fall wird im Rahmen
von vielen Renormierungsgruppenanalysen gefunden [70, 71]. Fiir verschiedene
Vorzeichen geht man iiblicherweise von der Annahme aus, daf einer der Beitrédge
zur Massenmatrix den dominanten Beitrag liefert. Dies ist im Bereich der Analyse
supersymmetrischer Modelle eine géngige Praxis und wegen der Vielzahl der ent-
haltenen Kopplungskonstanten leider auch der einzig mogliche Weg, Obergrenzen
zu bestimmen.

Als néchsten Schritt mufl man Werte fiir die beteiligten Parameter des MSSM
finden. Diese sind bisher unbekannt, aber sobald man experimentell die ersten SU-
SY Teilchen nachgewiesen hat, sind diese fixiert. Da bis heute noch keine SUSY
Teilchen beobachtet worden sind, nehmen wir an, daf} alle enthaltenen Parame-
ter in den Beitrdgen der 1-Schleifendiagramme von der gleichen Gréfenordnung
sind, also A ~ pu ~ m; ~ mz ~ Mgysy und tan3 = 1. Dabei ist Mgygy die
charakteristische Skala, an der Supersymmetrie gebrochen ist. Aufgrund des Na-
tiirlichkeitsargument und der Tatsache, dafl noch keine SUSY Teilchen beobachtet
worden sind, nimmt man an, dal Mgy sy im Bereich von 100 GeV bis 1 TeV liegt.

Mit diesen Annahmen und den Werten fiir die Obergrenzen der Matrixelemente
aus Abschnitt 2.4 sind die in Tabelle 3.3 dargestellten Obergrenzen erhalten wor-
den. Durch Vergleich mit den aus [72] entnommenen Werten sieht man, daf} die so
gewonnen Obergrenzen eine enorme Verbesserung darstellen. Fiir einzelne Kopp-
lungskonstanten ist dies eine Verbesserung um bis zu drei Groflenordnungen. Die
Einbeziehung der Ergebnisse der Analysen der Neutrinooszillationsexperimente
stellt somit ein sehr restriktives Mittel zur Eingrenzung des Parameterbereichs
des IR, -MSSM dar. Der Vergleich mit den Neutrinooszillationsdaten erlaubt es
aber nicht, eine Vorhersage iiber die Grofie der Neutrinomassen zu machen. Um
ein Modell mit Vorhersagekraft zu gewinnen, soll nun im folgenden eine zusétzli-
che Symmetrie einbezogen werden. Diese Symmetrie war sehr erfolgreich bei der
Beschreibung der Struktur der Fermionenmassenmatrizen. Die Symmetrie erlaubt
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neue Grenze | existierende Grenze (aus [72])
m 1.7 1073 3-1073
W 1.9-10°3 6102
W 3.8 -107* 7-107%
ooy foogey | 43 1074 .36
T | 53107 48

Tabelle 3.3: Obergrenzen fiir trilineare R-paritéitsverletzende Kopplungs-
konstanten /\EQ3. Die Werte wurden durch Vergleich mit den in Abschnitt
2.4 gefundenen Obergrenzen fiir die Eintrdge der Neutrino Massenmatrix
und der Annahme A >~ ;1 >~ mj ~ mz ~ Mgpygy, tan f = 1 erhalten. Man
erwartet, dafl 100 GeV < Msysy < 1 TeV gilt.

es, viele Parameter des Modells miteinander zu korrelieren. Damit wird die Zahl
der freien Parameter drastisch reduziert werden.

3.3 Massenmatrizen mit U(1l)y Flavor Symme-

trie

Im Standardmodell (SM) der Elementarteilchen sind die Massen der Teilchen
Parameter der Modells. Im SM sind drei Leptonen Familien und ebensoviele up-
und down-Quark Familien enthalten. Dies fiihrt zusammen mit den Eichbosonen-
massen zu elf Massenparametern. Diese miissen experimentell bestimmt werden.
Fiir die Verhéltnisse der Massen der Familien einer Klasse findet man jeweils eine
hierarchische Struktur,

msg > Mo > My. (330)

Die Vermutung liegt daher nahe, dafl man diese Struktur durch eine versteckte
und gebrochene Symmetrie erkldren kann. Wie man dies tun kann, soll in den fol-
genden Abschnitten gezeigt werden. Im Anschlufl daran werden die Konsequenzen
fiir Parameter der IR,-MSSM untersucht.

3.3.1 Texture Zeros und Symmetrien

Um die Massenmatrizen durch eine versteckte Symmetrie zu erkldren, untersucht
man zunéchst die Struktur der up- und down-Quark Massenmatrizen. Da experi-
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Losung Y, Y,

0 V2)\ 0 0 2\ 0

1 V22X N0 20% 203 4)3
0 0 1 04X 1

0 X 0 02X 0

2 N A2 201 2)\3 2)3
0 A 1 0 2) 1

0 0 V2 0 2\ 0

3 0 X 0 20T 203 4)3
V22Xt 0 1 0 4\ 1

0 V22X 0 0 2\ 0

4 NISERVEISED . 20 203 0
0 A1 0 0 1

0 0 A 0 2\ 0

5 0 \/§2A4 % 2\% 2)3 0
A % 1 0 0 1

Tabelle 3.4: Struktur der up- und down-Quark Massenmatrizen mit fiinf
Nullen [74]. Der Entwicklungsparameter X\ ist dabei das 12 Element der
CKM-Matrix.

mentell nur die Mischung des linkshidndigen Sektors zugénglich ist, verlangt man,
da} der links- und rechtshindige Sektor durch eine Symmetrie verbunden ist.
Wir wollen uns auf rechts-links symmetrische Massenmatrizen beschrianken. In
diesem Fall kann man die Struktur der Massenmatrix bestimmen [73, 74]. Dabei
legen die experimentell bestimmten Quark Massen und Mischungswinkel [3] die
Massenmatrix fest. Um eine méoglichst einfache Struktur zu erhalten, favorisiert
man Ldsungen mit einer moglichst grofien Anzahl von Nullen. Fiir die maximal
realisierbare Anzahl von fiinf Nullen sind in Tabelle 3.4 alle méglichen Losungen
fiir die up- und down-Quarks dargestellt. Dabei ist der Entwicklungsparameter A
das 12 Element der CKM Matrix. Die in Tabelle 3.4 enthaltenen Nullen (Texture
zeros [75]) stellen dabei keine exakten Nullen dar, sondern kleine Groflen, die die
Massen und Mischungswinkel nicht signifikant beeinflussen.

Da Symmetrien in fast allen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle spielen,
hat man anschliefend versucht, die Struktur der Massenmatrizen durch eine ver-
steckte Symmetrie zu erkldaren. Diese Symmetrie ist durch Terme der Ordnung A
gebrochen. Solange diese Symmetrie exakt ist, ist nur die dritte Familie massiv.
Das Brechen der Symmetrie generiert dann die restlichen Eintrdge der Massen-
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Q u d L e H H,
Ulpp |y o« o a a; -2a3 wag

Tabelle 3.5: U(1)rp Ladungen. Q, L, Hy, Hy sind die SU(2) Dublettfel-
der und u, d, e die zugehérigen rechtshiandigen SU(2) Singulettfelder. Die
Indizes i = 1,2,3 der U(1)pp Ladungen beziehen sich auf die einzelnen
Generationen.

matrix. Der einfachste Weg eine zusétzliche Symmetrie in das SM zu integrieren,
stellt eine horizontale U(1)y Symmetrie dar. Diese kann man aufspalten in

U)y = U)pp+U1)pr. (3.31)

Dabei ist U(l)pp der familienabhéngige Anteil und U(1)p; der familienun-
abhéngige Anteil. Da wir symmetrische Massenmatrizen betrachtet haben, mufl
der familienabhéngige Anteil U(1)xp in gleicher Weise auf rechts- und linkshéndi-
ge Teilchen wirken. Fiir den Teilcheninhalt des MSSM kann man die in Tabelle
3.5 dargestellte Zuordnung der familienabhéngingen U(1)rp Ladung verwenden
[73, 74]. @, L sind dabei die tiblichen Quark und Leptonen isodublett Felder und
u, d, e die zugehorigen isosingulett Felder. Dabei bewirkt die Forderung nach sym-
metrischen Matrizen, daf§ alle Quarks beziehungsweise Leptonen der i-ten Genera-
tion sich mit der gleichen Ladung transformieren. Der familienunabhéngige Anteil
U(1)r; kann nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit dazu verwendet werden,
den familienabhéngigen Anteil spurlos zu machen. Dies fiihrt auf a; = <{(as+a3)
und a; = <{az+as). Mit dieser Einschrankung ergeben sich die U(1)p Ladungen
der Quark-Antiquark Paare zu

(a3 +ay) “og Sy
g 209 Qo + (g (332)
<2 a9 + Qg 203

und die der geladenen Lepton-Antilepton Paare zu

= (a3 + CLQ) <Xl3 D)
<Xl3 2as as + ao . (333)
<Xl9 a3 + a2 2as

Solange die U(1) Symmetrie exakt ist, kann somit nur jeweils ein Mitglied der
Familie durch Kopplung an das zugehérende Higgsfeld massiv werden. Die restli-
chen Eintrége der Massenmatrix werden generiert, wenn die Symmetrie gebrochen
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wird. Dazu nehmen wir an, dafl ein zusétzliches SU(2) Singulettfeld 6 und dessen
konjugiertes Feld 6 existiert. Diese beiden Felder transformieren sich mit U(1) 4
Ladung -1,+1. Die Brechung der Symmetrie geschieht, wenn dieses Feld einen
nicht verschwindenden Vakuumerwartungswert (vev) besitzt. Dadurch werden
alle Eintrage der Massenmatrix verschieden von Null. Der 32-Eintrag der up-
Quark Massenmatrix ist dann wegen U1(1)x Ladungserhaltung durch die Kopp-

lung c‘tH, (Mi2>a2 “ gegeben. Dabei ist M, die Vereinheitlichungsskala. Die
so generierten nicht verschwindenden Terme kénnen durch verschiedene Mecha-
nismen erzeugt werden [74]. Eine Moglichkeit ist die Mischung von leichten und
schweren Higgszustédnden. Dabei geht man von einer Stringkompaktifizierung aus,
die zusétzlich zu Hy; und H, Higgs Multipletts Hf; leicht beldfit. Diese leichten
Higgsfelder gewinnen an Masse, wenn die Eichsymmetrie nach der Kompaktifi-
zierung spontan gebrochen wird durch Kopplung an das skalare Feld 6 mit nicht
verschwindedem Vakuumerwartungswert. Nach dieser spontanen Symmetriebre-
chung bei einer hohen Skala ist das leichte Higgsfeld einen Kombination der bis-
herigen Higgsfelder, die die gleichen SU(3) x SU(2) x U(1) Quantenzahlen tragen.
Das leichte Higgsfeld kann somit durch den nicht verschwindeden Vakuumerwar-
tungswert des skalaren Feldes 6 eine Mischung von Termen mit verschiedenen
U(1) Ladungen sein, im einfachsten Fall von nur einem zusétzlichem Feld, also

. o\
HiM ~ Hy,+ H] o (3.34)

Dabei tragt H{, die U(1) Ladung r. Dieses leichte Higgsfeld kann nun alle
benotigten Eintrdge der Massenmatrix generieren. Die up-Quark Massenmatrix
ergibt sich zu

6\404372042| 6‘73&3‘ 6\2(137&2\
M, = l—3as| el2(az—ar)|  (laz—ai] . (3.35)
6\2&3—a2| €\a2—a1| 1

Somit sind néherungsweise Nullen in den Elementen 13 und 11 korreliert, also
mit den Losungen 1,2 und 4 aus Tabelle 3.4 in Einklang. Mit as, = 2a3 kann
Losung 2 und 4 reproduziert werden durch

A
M, = e € € (3.36)
et e 1
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Wenn man nun annimmt, daf§ der Unterschied der Higgsmassen fiir den Unter-
schied zwischen up- und down-Quark Massen verantwortlich ist, erhélt man fiir
die down-Quark Massenmatrix

& e &
My = e e e |. (3.37)
et €

Um die Leptonenmassenmatrix zu erhalten, mufl man nun alle Parameter so
wéhlen, dafl man am Ende an der Vereinheitlichungsskala m; ~ m., erhélt. Daher
mufl a; = oy sein. Die Leptonen Massenmatrix hat somit die Form

d-4-20]  -3b]  -b-2]

M; = gl=3l  gl2-1)  gb-1] ) (3.38)
gl=b=21  gb-1] 1

Fiir b > 1 ist somit das 13 und 11 Element nédherungsweise gleich Null. Diese fiihrt
zu der von Georgi [76] gefundenen Relation Det(M,) = Det(M,;). Fiir € = 0.23
und b = 3 findet man gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Mischungs-
winkeln und Massen [74]. Die Leptonenmassenmatrix hat somit die gleiche Form
wie die der down-Quarks.

Es ist somit moglich, die Massenmatrizen durch eine zusétzliche U(1) Symmetrie
zu beschreiben. Diese Idee von Ibdnez und Ross [74] wird nun auf den fiir uns
interessanten Fall der Kopplungskonstanten )\5'3)3 iibertragen und damit wird die
Anzahl der Parameter in der Neutrinomassenmatrix im Rahmen unseres Modells
reduziert.

3.3.2 U(1)x Flavor Symmetrie und )\E;-)k
Wie in Abschnitt 3.3.1 diskutiert worden ist, ist die Einfiihrung einer zuséitzlichen
U(1)x Symmetrie eine elegante Losung, die vielen unabhéngigen und experimen-
tell zu bestimmenden Yakawakopplungskonstanten miteinander in Verbindung
zu bringen. Man hat dadurch eine erhebliche Reduktion der freien Parameter
erreicht. Ob diese diskutierte U(1)yx Symmetrie nun wirklich in der Natur rea-
lisiert ist, muf} getestet werden. Wenn sie eine relevante Symmetrie ist, muf3 sie
auch fiir Verhéltnisse anderer Kopplungskonstanten relevant sein. Fiir die von

uns in Abschnitt 3.2.2 betrachteten Kopplungskonstanten )\5;,)3 also auch. Die

Kopplungskonstanten /\l%)3 verbinden analog zu den Yukawa Kopplungen jeweils
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ddo «—»| dvd
d,I” Massenmatrizer R-Paritaet

N/

U(1) Flavor
Symmetrie

Abbildung 3.5: U(1) Symmetrie fiir Massenmatrizen, also auch fiir trili-
(1)

neare Kopplungskonstanten A, ;.

Qp | Qig | Qg | Ay | A2 | as
3| 2 1 (-3]2]1

Tabelle 3.6: Effektive Ladungen der Quark- (c;) und Leptonenfelder (a;).

zwei Fermionen und ein skalares Feld. Da wir hier die gleiche Struktur haben,
ist die Ubertragung der U(1)x auf die Kopplungen /\E% besonders einfach. Wir
betrachten also im Folgenden ein um die U(1)x Symmetrie erweitertes, also ein-
geschrénktes Modell. Dieses werden wir als R,-MSSM U (1) x-Modell bezeichnen.
Die Anwendung der U(1)y Symmetrie auf die trilinearen Kopplungskonstanten
/\E;)k erfolgt analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 3.3.1. Bei den aus der Ana-
lyse der Massenmatrizen gewonnenen effektiven U(1)y Ladungen (siehe Tabelle
3.6) sind alle trilinearen Kopplungen verboten, solange die Symmetrie exakt ist.
Die Existenz des isoskalaren skalaren Felds # mit U(1) Ladung -1 fithrt dann zu

folgenden effektive Operatoren

9 li+lj+ek 9 li+qj+dk
LiL;E <M—x> , LiQ;D; <M—x> - (3.39)
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Dabei sind die U(1)x Ladungen der Felder L;, E%, Qr, Dy gegeben als l;, 5, qx, d,
und My ist die Skala, an der die U(1)x Symmetrie gebrochen wird. Die spontane
Brechung der U(1)x Symmetrie durch einen nicht verschwindenden Vakuumer-
wartungswert der Feldes 6 fiihrt zu den Kopplungen

LiL; Eg\ije, LiQjDp)ijy., (3.40)
. 0) li+lj+ep , 9) li+q;+dy ] ) ] ) ‘
wobel Ajji ~ | 37c und A ~ (M_x> sind. Dies sind jedoch die

U(1)x Ladungen an der Skala M. Diese wéren im Niederenergiebereich im Rah-
men des SM die gleichen. In der SUSY Erweiterung des SM tritt jedoch ein
zusétzliches Higgsfeld H; auf. Dieses unterscheidet sich nicht durch Quantenzah-
len von den linkshéndigen Leptonenisodublett Feldern L;. Die Festlegung, welches
dieser Felder als Higgsfeld betrachtet werden soll, geschieht erst im Niederenergie-
bereich. Hier bezeichnet man dasjenige Feld als Higgsfeld, das als einziges einen
nicht verschwindenden Vakuumerwartungswert besitzt. Dies kann immer durch
eine Rotation zwischen den vier Feldern erfolgen. Diese Rotation beeinflufit auch
die trilinearen Kopplungskonstanten. Man findet fiir den Niederenergiebereich

[77]

Aije ~ @R N~ g\ D (3.41)
Dabei sind die a; die effektiven Ladungen des Niederenergiebereichs, die in Tabelle
3.6 angegeben sind und € = 0.23. Da fiir uns nur Verhéltnisse von trilinearen
Kopplungskonstanten von Interesse sind, konnen wir die effektive Kopplung ay,
eliminieren und erhalten mit |a; <a3| = 4 und |ay <az| =1

&
1

Fiir die Kopplungskonstante A;33 ist dieses Verhéltnis nicht so einfach zu gewin-
nen, da sie antisymmetrisch beziiglich Vertauschung der beiden ersten Indizes
sind. Nach Gleichung (3.41) koénnen sie geschrieben werden als

)\ijkz (EﬂiiaHl )\5c LT )‘zEI;) . (343)

DO =

s ) .
Division von A;33 durch A4 ergibt nun

Ny 1 (AgEg N _A%)
= (B geulB) (3.44)
Nas 2\ M My
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E
Um das Verhéltnis /’\\;53
33

dung -1, also H; und L;, betrachtet werden. Man kann zeigen, daf§ gilt [77, 78]

abzuschitzen, mufl die Rotation der Felder mit Hyperla-

~ &2 (3.45)

Fiir die von uns benétigte Kopplung \;33 erhalten wir damit

1 i —Q,
Aizg = 3 (1 e 3‘) - (€2) Nz
(et =1)et
= (E<1)E | Agas- (3.46)
0

Durch die Einfiihrung der zusétzlichen U(1)x Symmetrie zusammen mit den
Analysen der Massenmatrizen haben wir somit die Anzahl der freien Parameter
beziiglich der in der Neutrino Massenmatrix vorkommenden trilinearen Kopp-
lungskonstanten )\Z(»Qg von urspriinglich fiinf auf eine reduziert.

3.3.3 Neutrino Oszillationen und das U(1)x-R,-MSSM

Das U(1) x-RR, -MSSM mufl nun auf seine Konsistenz mit experimentellen Daten
gepriift werden. Da bisher noch keine Untergrenzen fiir die Kopplungskonstanten
/\E% existieren, ist ein Vergleich der einzelnen Kopplungen nicht mdoglich. Man
kann jedoch Phénomene, wie massive Neutrinos, die durch Einbeziehung dieser
Kopplungen erklédrt werden konnen, zumindest als Konsistenztest verwenden. Wir
wollen dafiir die im Rahmen des JR,-MSSM mit zusétzlicher U(1) Symmetrie ge-
fundene Neutrino Massenmatrix mit der in Abschnitt 2.4 gewonnenen vergleichen.
Also untersuchen wir, ob im Rahmen diese Modells

MTheorie = MPheno (347)

erfiillt werden kann. Das Problem auf der phidnomenologischen Seite war, daf}
bisher noch keine Neutrinomassen direkt nachgewiesen wurden. Aufgrund der
Neutrinooszillationsexperimente konnte aber die Mischungsmatrix zwischen den
Neutrinomassen- und Flavorzustdnden, sowie die Differenzen der Quadrate der
Masseneigenwerte bestimmt werden. Die Neutrinomassenmatrix war somit aber
nur bis auf eine Skala und die Vorzeichen der Massen bestimmt. Auf der phéno-
menologischen Seite existiert somit ein freier Parameter fiir gewéhlte Vorzeichen
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der Neutrinomassen. Bei der Beschreibung massiver Neutrinos im Rahmen des
R, -MSSM fanden wir bei den Beitrigen auf dem Baumniveau drei nur bis auf
Obergrenzen bestimmte Groflen Ay, As, A3 (aus Gleichung (3.19)) und fiinf weite-
re auf dem 1-Schleifenniveau (siehe Gleichung (3.25)). Diese acht Parameter sind
durch Einfithrung der zusétzlichen U(1)x Flavor Symmetrie auf vier reduziert
worden. Von den vier restlichen Parametern stammen drei aus dem Baumniveau
und einer aus den 1-Schleifenbeitrigen. Wenn man Ubereinstimmung in Gleichung
(3.47) fordert, erhdlt man aufgrund der Symmetrie der Matrix im Allgemeinen
sechs linear unabhéngige, nichtlineare Gleichungen mit insgesamt fiinf Unbekann-
ten. Dieses Gleichungssystem kann nun iterativ gelost werden. Dabei kann man
den Wert der kleinsten Masse einschrénken durch [2]

26eV > |m,|

= | Z Uzl
i

> | Z UZma|
i

> my. (3.48)

3.3.4 Ergebnisse

Das im vorherigen Abschnitt aus Gleichung 3.47 gewonnene Gleichungssystem
fiir die Neutrino Massenmatrix wurde fiir jeden in Tabelle 2.4 und Tabelle 2.5
dargestellten Parametersatz von Mischungswinkeln und Massenquadratsdifferen-
zen gelost. Um die in Tabelle 3.7 dargestellten Werte zu erhalten, wurde wie in
Abschnitt 3.2.3 angenommen, da§ A” ~ AF ~ ; ~ my ~ mz ~ Msygy und
tan = 1 ist. Dabei ist Mgysy die charakteristische Skala, an der Supersym-
metrie gebrochen ist. Man vermutet, dal Mgsysy im Bereich von 100 GeV bis
1 TeV liegt. Die zur Gewinnung der in Tabelle 3.7 gemachten Annahmen be-
einflussen jedoch die in Tabelle 3.8 dargestellten Masseneigenwerte der Neutrino
Massenmatrix nicht. Diese sind nur von der Struktur der Massenmatrix abhéngig.
Die Struktur wird nur von den Ladungen der U(1)x Symmetrie bestimmt. Die
Neutrinos im R,-MSSM sind Majoranateilchen. Die moglichen Vorzeichenkombi-
nationen der Masseneigenwerte sind daher eingeschrénkt (siehe Abschnitt 2.1.2).
Es diirfen nie alle Massen das gleiche Vorzeichen haben. Diese Einschréankung
ermoglicht es, einige Losungen auszuschliefen. Es wurde fiir jeden betrachteten
Satz von Oszillationsparametern ein eindeutiger Satz von Masseneigenwerten ge-
funden. Die Masseneigenwerte sind jeweils hierarchisch angeordnet. Es gilt wie
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(A [GeV?] [ 1Aal[GeV] [TAl[GeV | [Ny /107 [ |

008 012 019 2.1 (48]
008 014 016 2.4 (48]
004 004 002 7 [52]
.006 013 021 2.1 [54]
004 022 022 3.0 53]

Tabelle 3.7: Vorhersagen des RR,-MSSM mit U(1)x Symmetrie fiir Kopp-
lungskonstanten N3, und A;. Die Werte fiir die restlichen trilinearen
Kopplungen kénnen mit Hilfe von Gleichung 3.42 und 3.46 gewonnen
werden. Die Voraussetzungen sind die Gleichen wie in Abschnitt 3.2.3.
Die Unterschiede in den einzelnen Spalten kommen von den verschie-
denen Analysen der Neutrinooszillationsexperimente, die jeweils in der
letzten Spalte zitiert sind.

bei den geladenen Leptonen

My > My, > m,,. (3.49)
Die Werte fiir die Kopplungskonstanten AE% liegen weit unter den in Abschnitt
3.2.3 von uns gefundenen Obergrenzen.

Es ist somit gelungen, die fehlende Information auf der phinomenologischen Sei-
te, die Massenskala und Vorzeichen der Massen, durch Vergleich mit der theore-
tischen Beschreibung der Neutrinomassenmatrix im Rahmen des IR, -MSSM mit
zusétzlicher U(1)y Symmetrie zu bestimmen. Die Struktur der Theorie hat das
fehlende Wissen auf der experimentellen Seite im Rahmen des hier betrachteten
Modells bestimmt (siehe Abbildung 3.6). Um das U(1)x R, -MSSM zu testen,
kann man die gemittelte Majorana Neutrinomasse

(m,) = > CCpUZm (3.50)

betrachten. (m) spielt eine wichtige Rolle bei der Beschreibung des neutrinolosen
Doppeltenbetazerfalls (0v33). Da der Ovf3 noch nicht beobachtet worden ist,
gibt es keine experimentellen Werte fiir (m). Aus der Nichtbeobachtung des Ov3 /3
kann aber eine Untergrenze fiir die Lebensdauer von Kernen beziiglich des Ov 33
bestimmt werden. Aus dieser kann man durch Modellrechnungen Obergrenzen
fiir (m) berechnen. Der aktuell beste Wert fiir (m) ist [79, 56]

(m,)| < 0.62¢V. (3.51)
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L ma[eV] | moleV] | maleV] | ¢E) [ ¢E [ [m)| | ]

003 | 032 | 549 | + [ - [ 041 [[4g]
018 | 036 | 549 | - | - | 045 |[4g]
001 | w011 | w030 | - | + [ 010 [[52]
000 | 022 | 633 | - | - [ 028 |[54]
013 | 022 | 1054 | - | + [ 009 |[53]

Tabelle 3.8: Vorhersagen des R, -MSSM mit U(l)x Symmetrie fiir
Neutrinomassen und die gemittelte Majorana Neutrinomasse (m,) =
S C.U2m,. Dabei ist ¢8), = sign(my) - sign(m;), i = 2,3 die C.P Phase
der Neutrino Masseneigenzustidnden. Die Voraussetzungen sind die glei-
chen wie in Abschnitt 3.2.3. Die Unterschiede in den einzelnen Spalten
kommen von den verschiedenen Analysen der Neutrinooszillationsexpe-
rimente, die jeweils in der letzten Spalte zitiert sind.

Die Werte fiir die gemittelte Majorana Neutrinomasse im betrachteten Modell lie-
gen im Bereich |[(m, )| ~ 0.01-0.05 eV. Damit gibt es zwischen den experimentellen
Daten und den Ergebnissen im -MSSM keine Widerspriiche. Zusétzlich liegt die-
ser Wert in einem Bereich, den die nédchste Generation von Ov/33-Experimenten,
z.B. das GENIUS Experiment [80, 81, 82], untersuchen wird. Ein positives experi-
mentelles Ergebnis in dem vorhergesagten Bereich wiirde indirekt das betrachtete
R,-MSSM mit zusatzlicher U(1) Symmetrie bestitigen. Das betrachtete Modell
stellt damit eine weitere Motivation fiir die Durchfiihrung dieser Experimente
dar. Umgekehrt werden die Ergebnisse ein Test fiir das U(1)x RR,-MSSM Modell
sein.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel ist mit dem R, -MSSM ein supersymmetrisches Modell be-
nutzt worden, um massive Majorananeutrinos zu beschreiben. Es wurde gezeigt,
daff im R, -MSSM im Allgemeinen alle drei Neutrinos massiv sind. Dazu sind
sowohl das Baumniveau, als auch die I/ und ¢§ 1-Schleifenbeitrage miteinzubezie-
hen. Die Massenmatrix enthélt reine Majoranamassenterme. Im R, -MSSM sind
keine rechtshéndigen isosingulett Neutrinos enthalten. Durch Vergleich der theo-
retischen Massenmatrix mit den in Abschnitt 2.4 gefundenen Obergrenzen fiir
die Elemente der Neutrinomassenmatrix, konnten verbesserte Obergrenzen fiir

die leptonenzahlverletzenden Kopplungskonstanten )\5;,)3 gewonnen werden. Die
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OsziIIationsanaIysen]
.|.

R-MSSM Neutrino ) eindeutige
Massenmatrix 7 Neutrino Massen

+

U(1)-Symmetrie

Abbildung 3.6: Schema des Inputs fiir Berechnung der Neutrino Massen-
matrix.

Obergrenzen konnten dabei zum Teil um einen Faktor 10® verbessert werden.

Um ein Modell mit Vorhersagekraft fiir die Neutrinomassen zu erhalten, wur-
de eine zusitzliche U(1)x Symmetrie auf das Modell angewandt. Diese U(1)y
Symmetrie war sehr erfolgreich bei der Beschreibung der Quark- und gelade-
nen Leptonenmassenmatrizen. Die Ladungen beziiglich dieser U(1)x, die in der
Beschreibung der Quark- und geladenen Leptonenmassenmatrizen gefunden wor-
den waren [74], sind auf die leptonenzahlverletzenden Kopplungskonstanten )\E%
tibertragen worden. Dadurch konnten diese Kopplungskonstanten miteinander
korreliert werden und die Zahl der Parameter des Modells erheblich reduziert
werden. In der theoretischen Neutrinomassenmatrix sind dann nur noch vier freie
Parameter enthalten. Durch Vergleich der theoretischen Neutrinomassenmatrix
mit der durch Neutrinooszillationsexperimente eingeschrankten Neutrinomassen-
matrix ist ein System von sechs Gleichungen mit nur fiinf Unbekannten gewinnen
worden. Durch Losung dieses Gleichungssystems konnten die Neutrinomassen
und Kopplungskonstanten eindeutig bestimmt werden. Wie in Abschnitt 2.1.2
gezeigt wurde, sind fiir Majorananeutrinos nicht alle Vorzeichenkombinationen
der Masseneigenwerte erlaubt. Dies wurde bei der Losung des Gleichungssystems
beriicksichtigt und fiihrte zum Ausschlufl von Zweideutigkeiten. Um das Modell
weiter zu untersuchen, wurde die gemittelte Majorananeutrinomasse (m) berech-
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net. Es wurde fiir alle verwendeten Analysen der Neutrinooszillationsexperimente
ein Wert von (m) ~ 0.01 <0.04 eV gefunden. Die aktuelle Obergrenze fiir (m)
liegt bei

|(m)| < 0.62 eV. (3.52)

Damit ist das betrachtete U(1)x R,-MSSM vertréiglich mit den Ergebnissen der
Ovf3 Experimente. Auflerdem liegen die fiir (m) gefundenen Werte alle in einem
Bereich, der mit der nédchsten Generation von Ovf33 Experimenten untersucht
werden soll. Das betrachtete Modell ist damit in naher Zukunft falsifizierbar.
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4 SEMIKLASSISCHE METHODE ZUR BESCHREIBUNG DES [3/3-ZERFALLS

4.1 Einleitung

Der Ausgangspunkt zu dem in diesem Kapitel betrachteten Uberlegungen ist der
neutrinobegleitete doppelte § Zerfall(3/3). Dieser Prozefl zweiter Ordnung kann
im Rahmen des Standard Modells (SM) als zwei nacheinander stattfindende /3
Zertélle vorkommen. Der (3 Zerfall ist trotz der langen Lebensdauer der Ker-
ne bereits beobachtet worden. Die Kerne, in denen der (3 beobachtet wurde,
sind Kerne mit gerader Protonen- und Neutronenzahl (gg Kerne). Diese sind
durch die Paarkraft stdrker gebunden als ihre isobaren ug und gu Nachbarn.
Sie sind daher stabil gegen den einfachen 3 Zerfall. Da es sich beim 33 Zerfall
aber um einen Prozefl zweiter Ordnung handelt, sind die Lebensdauern der Ker-
ne im Bereich 10%° Jahren (fiir eine Ubersicht siehe z.B. [79]). In den meisten
Erweiterungen des SM erwartet man auflerdem das Auftreten des neutrinolosen
B3 Zerfalls. Dessen Beobachtung wiirde eine wichtige Frage in der Physik iiber
die Natur der Neutrinos beantworten. Sie miissen dann Majorananeutrinos sein
(also bis auf eine Phase gleich ihre eigenen Antiteilchen, siehe Abschnitt 2.1.2).
In Abbildung 4.1 ist der Ovf3/ schematisch dargestellt. Wie man in Abbildung

bhhhd i

-

A-2 N n

Abbildung 4.1: Schema fiir Neutrinolosen Doppeltenbetazerfall durch
Austausch eines massiven Majorana Neutrinos.
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4.1 EINLEITUNG

4.1 erkennt, wird im ersten [ Zerfall ein Neutrino mit positiver Helizitdt emit-
tiert, das in der zweiten Stufe mit negativer Helizitdt absorbiert wird. Damit ein
Uberlapp von Zusténden positiver und negativer Helizitéit vorhanden ist, miissen
Neutrinos fiir das Zustandekommen dieses Zerfalls massiv sein oder rechtshéndige
Strome in der schwachen Wechselwirkung vorkommen. Weiterhin muf3 das Neu-
trino gleich seinem eigenen Antiteilchen sein, um am zweiten Vertex absorbiert
werden zu konnen. Das Neutrino mufl daher ein Majoranateilchen sein. Der Ov 33
Zerfall ist bisher noch nicht beobachtet worden. Aber bereits aus seiner Nicht-
beobachtung und den daraus gewonnen Untergrenzen fiir die Lebensdauer der
betrachteten Kerne kann man wichtige Schliisse fiir mogliche Erweiterungen des
Standard Modells ziehen. Dabei ist es jedoch essentiell, eine zuverlédssige Theorie
fiir die Beschreibung dieses Prozesses zu haben.

Die theoretische Beschreibung der 33 Zerfille kann man in zwei Teile unterglie-
dern

e clementarer Zerfallsprozefl

e Vielteilchenstruktur

Der elementare Zerfallsprozef fiir den Neutrino begleiteten [ Zerfall ist bekannt,
den des neutrinolosen kann man im Rahmen verschiedener Modelle betrachten.
Um eine realistische Beschreibung der Vielteilchenstruktur zu erreichen, muf3 dies
im Rahmen einer mikroskopischen Theorie geschehen. Dabei werden die im Kern
relevanten Freiheitsgrade, die Nukleonen, beriicksichtigt. Somit sollte man Scha-
lenmodell Rechnungen fiir diese Kerne durchfiihren. Da der doppelte 3 Zerfall
nur in schweren Kernen beobachtet wurde, ist diese Art der Beschreibung nicht
moglich. In diesen Kernen sind zu viele Zustédnde in die Rechnung miteinzubezie-
hen. Dies sieht man leicht, wenn man die allgemeine Wellenfunktion eines Systems
aus A Nukleonen betrachtet.

W) = > cii,a)..ali]0) (4.1)

Die insgesamt moglichen Zustédnde sind dann gegeben durch

(V) = wovsw (12)

N, ist dabei die Anzahl der moglichen Zustéinde eines Nukleons und A die
Anzahl der Nukleonen. Man ist daher gezwungen N&herungsmethoden zur Be-
schreibung des Vielteilchenproblems zu verwenden. Eine in der Beschreibung der
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2133 Prozesse sehr erfolgreiche Methode ist dabei die pn-QRPA!. Ein Problem
der pn-QRPA-Ergebnisse ist, daf3 die Matrixelemente der dominanten Gamow-
Teller [83, 84] Ubergiinge sehr stark vom 17 Teilchen-Teilchen-Matrix-Element
abhéngen. Seine Stdrke wird durch den Parameter g,, charakterisiert. g,,=1 be-
deutet, dafl man fiir dieses Matrixelement den Wert einer realistischen Wech-
selwirkung, z.B. die des Bonn-Potentials wihlt. Man findet, da8 fiir g,,=1, was
zu Ubereinstimmung mit dem Experiment fithrt, man in der Nihe des Endes
des Giiltigkeitsbereichs der QRPA Methode liegt. Desweiteren wird durch die im
Rahmen der QRPA Methode gemachten Naherungen das Pauli-Prinzip verletzt.
Somit ist noch keine absolut befriedigende theoretische Beschreibung des Viel-
teilchenproblems fiir den (3 Zerfall gefunden worden. Im folgenden stellen wir
eine andere Losungsmethode vor und wenden diese auf ein analytisch 16sbares
Problem an. Dabei untersuchen wir verschiedene N&herungen und vergleichen
diese mit der exakten Losung. Die in diesem vereinfachten Modell erhaltenen Er-
gebnisse werden somit die experimentellen Daten nicht quantitativ beschreiben.
Ziel der Untersuchung ist nur die qualitative Beschreibung der exakten Losung
des Modells durch die Ndherungslosungen. Dazu berechnen wir die ersten beiden
Anregungsenergien, die Betazerfallsamplituden und die Ikeda-Summenregel.

Im folgenden Abschnitt diskutieren wir die Methoden, die man zur Lésung des
Modells benétigt und die Ubergangsoperatoren des Betazerfalls. Im Abschnitt
“semiklassische Losungsmethode” stellen wir den betrachteten Modell Hamilton-
operator vor und erldutern das Vorgehen zur Berechnung der Anregungsenergien,
Betazerfallsamplituden und der Tkeda-Summenregel. Am jeweiligen Ende der Ab-
schnitte werten wir die so erhaltenen analytischen Ergebnisse fiir eine spezielle
Wahl der Protonen- und Neutronenzahl aus und stellen die numerischen Ergeb-
nisse vor. Im letzten Abschnitt folgt eine Zusammenfassung der Ergebnisse.

4.2 Paarkraft und Losungsmethoden

4.2.1 Paarkrifte in der Kernphysik

In den einfacheren mikroskopischen Modellen wird von einer Einteilchenstruk-
tur ausgegangen. Im Schalenmodell bewegen sich die Nukleonen dabei in einem
effektiven Potential, das durch sie selbst erzeugt wird. Dieses sehr erfolgreiche
Modell kann damit die magischen Zahlen der Protonen und Neutronen erkldren.
Bei der Betrachtung des Gesamtdrehimpulses von sphérischen Kernen ergeben

IQuasipartice Random Phase Aapproximation
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4.2 PAARKRAFT UND LOSUNGSMETHODEN

sich jedoch Probleme [85]. In diesem Fall ist der Gesamtdrehimpuls jedes einzel-
nen Nukleons j eine gute Quantenzahl. Die Menge der Nukleonen mit gleichem
j aber verschiedener Projektion m = <y...7 bilden dann eine Schale. Wenn nun
alle Unterzustdnde der Projektionen m gefiillt sind, ist der Gesamtdrehimpuls
automatisch Null, da der Raum der m<Zustinde invariant unter einer réaumli-
chen Drehung ist. Falls aber nur ein Teil der j-Schale besetzt ist, kénnen durch
unterschiedliche Kopplung der einzelnen Drehimpulse verschiedene Werte des Ge-
samtdrehimpuls vorkommen. Im Rahmen eines Einteilchenmodells héangt die Ge-
samtenergie nicht von der Kopplung der einzelnen Drehimpulse ab. Somit sollte
eine Entartung der symmetrischen Zustinde mit verschiedenem Drehimpuls vor-
kommen. Diese Entartung wird durch eine Restwechselwirkung aufgehoben.

Experimentell wird einen solche Entartung des Grundzustandes mit verschiede-
nen Drehimpulsen aber nicht beobachtet. Statt dessen beobachtet man folgendes

e bei gg-Kernen besitzt der Grundzustand immer den Drehimpuls Null.
Die Restwechselwirkung erniedrigt die Gesamtenergie dieses Zustands al-
so beziiglich der anderen.

e gg-Kerne sind stiarker gebunden als ug- und gu-Kerne.

e In gg-Kernen gibt es eine Energieliicke von 1-2 MeV zwischen dem Grund-
zustand und der niedrigsten Einteilchenanregung.

Die Restwechselwirkung fiihrt also zu einer besonders starken Bindung der
Zustdnde mit Gesamtdrehimpuls j,., = 0. Der Paarkraftformalisums ist ein Mo-
dellansatz der diese Eigenschaft besitzt.

Die Betrachtung einer Wellenfunktion eines Nukleonenpaars mit Gesamtdrehim-
puls Null veranschaulicht, wie die Restwechselwirkung zu konstruieren ist. Wir
betrachten ein zum Drehimpuls Null gekoppeltes Nukleonenpaar [85]:

\1’(7?1,772) = Z(jj,ml,m2|00>111m1(F1)\11m2(F2)

mi,ma

\/%TZ ST (7)) U (7). (4.3)

Wenn man die Einteilchenwellenfunktion in Radial- und Winkelanteil zerlegt, also
U(7) = f(r)Y;m(Q) verwendet, ergibt sich die Wellenfunktion des Nukleonenpaars
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V) = g ) S Yo )Y, (@
(=

= ?\/mf(rl)f(m)Pj(cos 012). (4.4)

Dabei ist #;5 der von den Raumrichtungen €2; und €y eingeschlossene Winkel.
Die Legendre-Polynome P(x) haben ein deutliches Maximum bei 1. Somit ist die
Wahrscheinlichkeit, die beiden Nukleonen in der gleichen Richtung zu finden, am
grofiten. Zusétzlich sind in der Gesamtwellenfunktion die Nukleonen mit Projek-
tion m und <m gepaart. Diese gehen durch Zeitumkehr auseinander hervor und
haben daher eine dhnliche Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Restwechselwirkung
sollte daher attraktiv und kurzreichweitig sein. Idealisiert setzt man diese so an,
dafl nur der jg, = 0 Zustand energetisch erniedrigt wird. Im Zweiteilchenfall ist
dieser gegeben als

[dges = 0) = 7 jm)j m). (4.5)

1 J
VT 2

Dieser Zustand wird in zweiter Quantisierung durch den Operator

1,
At = 3 (e ™al al (4.6)
m=—j
erzeugt. Die Paarwechselwirkung setzt man nun als
Ve = &GATA
1
— <:>4IG Z, alal L a_ (4.7)

mit G > 0 an. Vp ist analog dem Teilchenzahloperator definiert und zahlt die
Nukleonenpaare, die zu Drehimpuls Null gekoppelt sind. Das so konstruierte Po-
tential erniedrigt also nur den Zustand mit Gesamtdrehimpuls jgs = 0 um G.

Die so konstruierte Paarkraft spielt eine wichtige Rolle in der Beschreibung des
BB Zerfalls durch die Paarung von Protonen und Neutronen.
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4.2 PAARKRAFT UND LOSUNGSMETHODEN

4.2.2 BCS-Néiherung

Die im letzten Abschnitt vorgestellte Paarkraft kann im Fall teilweise gefiillter
Schalen, also sphérischer Kerne, im Rahmen des Senioritédts- und Quasispinmo-
dells gelost werden [86, 85, 87]. In deformierten Kernen sind die Projektionen
innerhalb einer j Schale nicht entartet. Es existieren aber auch hier entartete
Paare von zueinander zeitumkehrkonjugierten Zusténden, die iiber kurzreichwei-
tige Kréfte stark koppeln. Die 1957 von Bardeen, Cooper und Schrieffer [88] zur
Beschreibung der Supraleitung in Festkorpern entwickelte Theorie geht von kor-
relierten Impulszustdnden mit Gesamtimpuls Null aus. Belyaev hat diese Theorie
1959 erstmal auf Kerne angewandt, wobei dann nicht korrelierte Paare mit entge-
gengesetztem Impuls, sondern mit entgegengesetzter Projektion m des Drehim-
pulses betrachtet wurden. Zur Darstellung dieser Theorie kann man von einem
Hamiltonoperator mit reinem Einteilchenanteil und einer diagonalen konstanten
Restwechselwirkung ausgehen, also

1
H = Ze?ajai@ZGZalatka,k:ak/. (4.8)

e k!

Die zugehorige Schrodingergleichung kann nicht analytisch gelost werden. Man
kann aber eine Ndherungslosung finden, die auf dem BC'S-Zustand

IBCS) = II}%, (uk + vkalaik) |0) (4.9)

basiert. In diesem Zustand ist jedes Paar von Einteilchenniveaus mit Projektion &
und <% mit der Wahrscheinlichkeit |vg|? besetzt und mit der Wahrscheinlichkeit
|ug|? leer.

Damit der BCS-Zustand normiert ist muf}
Jug]* + Jop [ = 1. (4.10)

gelten. Die Teilchenzahl ist im BCS Zustand keine gute Quantenzahl. Man fordert
jedoch, daf} sie im Mittel erhalten ist. Ihr Mittelwert ist gegeben als

N = (BCS|N|BCS)
= > 2} (4.11)

k>0
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Die Unbestimmtheit der Teilchenzahl ist gegeben durch die mittlere quadratische
Abweichung durch
. . 2
AN? = <BCS|N2|BCS><:>(<BCS|N |BCS>>

k>0

Sie ist somit nur fiir komplett besetzte oder unbesetzte Zustdnde gleich Null.
Ansonsten vernachléssigt man die Abweichung fiir den Fall, dal AN < N gilt.

Da der BCS Zustand die Teilchenzahl verletzt, mufl sie als Zwangsbedingung bei
der Bestimmung der Koeffizienten u; und v, miteinbezogen werden. Diese werden
dann aus dem Variationsprinzip

5(BCS|H < AN|BCS) (4.13)

bestimmt. Ausfithren der Variation ergibt die Gap-Gleichung

(4.14)

; \/€k+A2

Dabei ist A =G Y, upvp und g, = &) &\ ©Guj. Gleichung (4.14) kann unter
Berticksichtigung der Bedingung der gemittelten Gesamtteilchenzahl

> i = N (4.15)

k>0

iterativ gelost werden. Die Koeffizienten u; und v, ergeben sich dann aus

2 o= et
£2 Ve +Ar )’
1 €
2 k
u, = - |14+——=1. 4.16
' 2( ,@z+§2> (416

A = 0 ist immer triviale Losung der Gapgleichung. Sie kann aber nicht durch
Erhohung der Paarkraftstirke G stetig in die meist existierende, nichttriviale
Losung tiberfiihrt werden. Man spricht daher von einem Phaseniibergang zwischen
den gepaarten und ungepaarten Zustidnden des Kerns.
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4.2.3 Bogoliubov-Transformation

Eine elegantere als die gerade beschriebene Methode ist die auf der BCS-Theorie
zur Losung der Paarkraft aufbauende Formulierung durch Quasiteilchen. Die
Transformation auf diese neuen Teilchen wurde erstmals von N.N. Bogoliubov
und J.G. Valatin eingefiihrt [89, 90, 91, 92]. Zusétzlich kann man im Rahmen der
Quasiteilchen einfach die angeregten Zusténde konstruieren. Die grundlegende
Idee der Bogoliubov Transformation ist die Suche nach neuen Operatoren qy, fiir
die der BCS Zustand das Vakuum darstellt, also

a|BCS) = 0 (4.17)

gilt. Man findet, dafl dies fiir die Transformation

O = UpQg @vkatk OzL = ukCLL SUEA_}
_p = UpG_j, + vkaL aT_k = ukaT_k + vrag (4.18)

erfiillt ist. Durch die inverse Transformation mufl nun der Hamiltonoperator

1 _
H = Ztklk@allak? + 5 Z vklk2k3k4allal2ak4ak3 (419)
kiks kikoksky

als Funktion der Quasiteilchenoperatoren geschrieben werden. In Gleichung (4.19)
ist

Ukykoksks = Ukikokaks <7 Ukykokaks (4'20)

das antisymmetrisierte Matrixelement. Durch Umordnen der Quasiteilchenope-
ratoren in Normalform kann man die Terme nach Abzug der Zwangsbedingung
fiir Teilchenzahlerhaltung folgendermaflen klassifizieren

H@/\N = U+ Hyy + Hyy + Hyg + H31 + Hoo. (421)

Dabei ist H;; der Anteil des Hamiltonoperator in Normalordnung mit ¢ Quasiteil-
chenerzeugungs- und j Quasiteilchenvernichtungsoperatoren. U ist der Energie-
anteil des BCS Grundzustands ohne Quasiteilchen, H; beinhaltet die Abhéngig-
keit der Energie von Quasiteilchen-Quasiloch Anregungen. Die Terme H,q, H3;
und Hy, enthalten Terme héhere Kopplungen und werden daher im Allgemeinen
vernachléssigt. Hoy verletzt die Quasiteilchenzahlerhaltung und impliziert, dafl
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|IBCS) nicht der wahre Grundzustand ist. Zur Bestimmung der Koeffizienten uy,
und v, fordert man daher

Hyy = 0. (4.22)

Im Fall eines konstanten, diagonalen Paarkraftpotentials kann die Bedingung
(4.22) geschrieben werden als

2euvr, <A (up Svp) (4.23)

Dabei ist wiederum A = G Y, o upvg und g, = S A G Y, o v Die Losung
ist also identisch zu denen der BCS Theorie. Hy; ergibt sich nun zu

H,y = Zek (a,iak + atka_k) (4.24)

k>0

mit der Quasiteilchenenergie e, = \/ex + AZ. H hat somit die Form eines Ha-
miltonoperators von nichtwechselwirkenden Quasiteilchen. In dieser Schreibweise
sind somit die Korrelationen im Grundzustand enthalten.

4.2.4 Bosonenmappping

Kollektive Zustdnde der Kerne konnen in bestimmten Bereichen gut durch Bo-
sonenanregungen beschrieben werden. Dies legt es nahe, anstatt der elementaren
Fermionen nur die Bosonen zu betrachten und den Hilbertraum nicht in der fer-
mionischen Basis sondern in der bosonischen zu 16sen. Diese Methode ist bereits
seit langem bekannt und vielfach in der Literatur diskutiert worden (siehe z.B.
[93, 86]). Beim Ubergang von der fermionischen Basis zur bosonischen muf man
jedoch einige Dinge beachten. Zunéchst sei daran erinnert, da3 der vielfermio-
nen Hilbertraum Hpr mit seinen Vektoren und Operatoren komplett durch das
Vakuum und die Fermionenerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aL, oy spe-
zifiziert wird. Da Bosonen ganzzahligen Spin besitzen, ist es besonders einfach,
eine Korrespondenz fiir bifermionische Operatoren zu finden, also Paare von fer-
mionischen Operatoren aza},alak,a;ak. Gesucht wird nun eine Vorschrift, die
es erlaubt eine bijektive Abbildung des Fermionenraumes auf den Bosonenraum

vorzunehmen:
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Dabei ist der Bosonenraum wiederum spezifiziert durch das Bosonenvakuum |0)
und die Bosonenerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren B, B. Damit mufl nun

B,|0) = 0 [BM, BH = O
[B,,B,] =0 (4.26)

gelten. Ein Problem bei der Abbildung des Fermionenraums auf den Bosonenraum
ist, dafl im Fermionenraum durch das Pauli-Prinzip Zustdnde verboten sind. Der
Bosonenraum ist also grofler als der Fermionenraum, und eine eindeutige Abbil-
dung kann nur erfolgen, wenn man den Bosonenraum auf geeignete Weise auf
Hphys einschréankt.

Hp < thysCHB (4.27)

Zur Konstruktion dieser Abbildung existieren zwei grundlegende Konzepte. Nach
Belyaev und Zelevinskii [94] erfolgt das Mapping der Operatoren so, daf§ die
Vertauschungsrelationen erhalten bleiben. Dabei geht man davon aus, daf alle
wichtigen Operatoren aus einer kleinen Basis von Operatoren konstruiert werden
konnen. Die Vertauschungsrelationen dieser Basisoperatoren bilden eine Algebra.
Die grundlegenden Bosonenoperatoren werden so gewéhlt, daf sie die gleiche Al-
gebra erfiillen. Die Konstruktion der iibrigen Operatoren erfolgt im Bosonenraum
analog zu der im Fermionenraum. Die Vektoren in den Hilbertraumen erhélt man
durch Definition eins korrespondierenden Vakuums |0) im Bosonenraum zum Va-
kuum der Fermionenraums |0). Durch diese Konstruktion wird nur der physika-
lische Unterraum H,,s aufgespannt.

Der zweite Weg zur Konstruktion des Bosonenbildes geht auf T. Marumori, M.
Yamamura und A. Tokunaga zuriick [95, 96]. Diese Autoren schlugen vor, die
Vektoren des fermionischen Hilbertraums auf die des bosonischen Hilbertraums so
abzubilden, daf} die Matrixelemente erhalten bleiben. Die Operatoren miissen so
definiert werden, daf} dies erfiillt ist. Dabei startet man von einer orthonormierten
Basis im Bosonenraum. Diese erfiillen

(n|n') = Opur Z In)(n| = 13. (4.28)

Die Bosonenzustidnde |0) werden dann den Fermionenzusténden |n) zugeordnet.
Das Bild des Operator Op des Fermionenraums ist dann gegeben durch

Op — Op=> (n|Opln') - |n)(n]. (4.29)

nn'
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Das Matrixelement ist durch diese Vorschrift offensichtlich erhalten, aber das
Verfahren ist nicht eindeutig.

Die beiden Konzepte der Abbildung der Operatoren nach Belyaev und Zelevinskii
oder der Abbildung der Zustéinde nach Marumori ist in vielen Bereichen ange-
wandt worden. Wir wollen nun noch explizit zwei Repréasentationen des Drehim-
pulsoperatoren angeben, die wir auch bei der semiklassischen Losungsmethode
anwenden. Die Drehimpulsoperatoren Jy = J, +i.J, und J. erfiillen die Vertau-
schungsrelationen der SU(2) Gruppe

o 0] =20., [J..Jo]=+].. (4.30)

Der zugehorende Hilbertraum wird durch die Eigenvektoren |IM) der Operato-
ren J2 und J, aufgespannt. Dieser Hilbertraum wird nun auf einen Bosonenraum
abgebildet, der durch das Bosonenvakuum |0) und die Bosonenoperatoren B, Bf
aufgespannt wird. Diese haben wiederum die Eigenschaften aus Gleichung (4.26).
Eine Moglichkeit, die Drehimpulsoperatoren .J; durch die Bosonenoperatoren aus-
zudriicken, geht auf Holstein und Primakoff zuriick [97]. Fiir eine bestimme Wahl
des Drehimpulses I kann man die Operatoren schreiben als

Jo — (Jy)p = V2I-B' /1L BB,
J = (J)p = V2I-\/1ek -BIB-B, (4.31)

J. — (J.)p = &I+BiB.

Dabei sind die Wurzeln eine formale Abkiirzung der zugehérigen Taylorentwick-
lung. Die so definierten Operatoren (.J;)p erfiillen die SU(2) Algebra des Drehim-
pulses. Der Bosonenraum wird durch die Operatoren

n) = %BWO) (4.32)

mit n = 0,1, 2, ... aufgespannt. Durch die Definition der Bosonenrepresentation
der Drehimpulsoperatoren ist der Bosonenraum durch die Bedingung n < 21 auf
21 4+ 1 Zustédnde beschrankt. Somit stellt das Mapping nach Holstein und Prima-
koff eine bijektive Abbildung des fermionischen Hilbertraums auf den physikali-
schen Bereich des Bosonenhilbertraums dar. Das Problem ist aber die unendliche
Reihe der Taylorentwicklung. Wenn die Bosonenzahl klein ist im Vergleich zu 21,
konvergiert sie schnell. Ansonsten mufl man im Prinzip alle Terme mitnehmen
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um die Algebra zu erhalten. Eine Losung dieses Problems ist die von J.F. Dyson
[98] vorgeschlagene Bosonenrepriisentation der Drehimpulsoperatoren

Jy = (Jy)p = V2I-B'leL . BB,
V2T - B, (4.33)
J. — (J.)p = &I+ B'B.

~
1
~
sl

[

Die so konstruierten Bosonenbilder erfiillen wieder die SU(2) Albegra des Drehim-
pulses, aber die Operatoren (J;)p unnd (J_)p sind nicht hermitesch konjugiert
zueinander, was zu einem nicht hermischen Hamiltonoperator fiihrt.

4.2.5 Die Random-Phase-Approximation

Die Beschreibung des Vielteilchenanteils im 33 Zerfall erfolgt meist im Rahmen
der Random-Phase-Approximation (RPA) fir Quasiteilchen. Wir wollen kurz
dieses Verfahren vorstellen und anschliefend auf Probleme eingehen, die sich bei
der Beschreibung des 33 Zerfalls im Rahmen der RPA Methode ergeben.

In Erweiterung der Hartree-Fock-Methode enthalten Anregungen des RPA
Grundzustands nicht nur Teilchen-Loch Anregungen der Form ajam 2 sondern
auch Kombinationen der Form af a,. Bei der zweiten Art der Teilchen-Loch Erzeu-
gung wird ein oberhalb der Fermienergie liegender besetzter Zustand vernichtet
und ein unterhalb der Fermienergie liegender unbesetzter Zustand besetzt. Die
Existenz dieser Zusténde ergibt sich aus den im Grundzustand bereits enthalte-
nen Korrelationen. Die méglichen Anregungen sind in Abbildung 4.2 dargestellt.
Der Operator zur Erzeugung der angeregten Zustéinde hat damit die allgemeinere

Form
Q, = Z Xv.al a; <:>Z Y2 ala,. (4.34)

Er muf} der Bedingung
Q,IRPA) = 0 (4.35)

geniigen. Aus dieser Bedingung ergeben sich in der Quasibosonennéherung die
RPA-Gleichungen. In Matrixform haben diese die folgenden Gestalt:

(3 2) (%) —wem(p )(5)  wo

2dabei bezeichnen Indizes m,n Zustinde oberhalb und 4, j Zustinde unterhalb der Fermi-
energie
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Abbildung 4.2: Mdégliche angeregte Zustédnde der RPA Methode. Auf der
Ordinate ist die Besetzungswahrscheinlichkeit aufgetragen. Diese ist bei
E = gleich eins.

Dabei ist F, die Energie des angeregten Zustands und Ey die des Grundzustands.
X" und Y sind die Matrizen der Koeffizienten aus Gleichung (4.34). A, B sind
vom Hamiltonoperator abhingige Matrixelemente, die in Anhang C angegeben
sind.

Die Losung der RPA-Gleichungen ist aber nur stabil, wenn um ein Minimum der
Grundzustandsenergie entwickelt wird. Die Lage des Minimums verschiebt sich
jedoch mit zunehmender stirke des Proton-Neutron-1"-Matrixelements (Gamow-
Teller-Korrelationen). Daher wird die Losung ab einem bestimmten Wert des
Proton-Neutron-1*-Matrixelements instabil. Desweiteren wird durch die Quasi-
bosonennéherung das Pauli-Prinzip verletzt. Diese beiden Probleme der RPA-
Methode werden wir im Rahmen des im folgenden vorgestellten Verfahren beson-
ders untersuchen.

4.2.6 Betazerfallsamplituden

Betazerfall in Kernen tritt auf, wenn in einer Reihe von isobaren Kernen ein Nach-
barkern mit einer geringeren Masse existiert. Dabei kann man die grundlegenden
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3~ und 31 Prozesse unterscheiden:

B 49Xy — §+1XN—1+67+77@
B Xy — 5 Xy t+etu (4.37)

Die Lebensdauern dieser Zerfélle liegen meist im Bereich von Sekunden bis Stun-
den, kénnen aber auch wie z.B. im Fall des '°In 4 - 10!* Jahre betragen. Die
dominanten Beitrige zu den Ubergangsamplituden stammen von den sogenann-
ten “erlaubten” Ubergéingen, bei denen kein Drehimpuls iibertragen wird. Dabei
kann man nun weiterhin zwei Arten von Ubergingen unterscheiden:

e Fermi-Ubergiinge: dabei erfolgt kein Spinflip des zerfallenden Nukleons

o Gamow-Teller Uberginge: dabei wird der Spin des zerfallenden Nukleons
um 1A verdndert

Die Beschreibung des Betazerfalls kann in einen Anteil, der nur die beteilig-
ten Leptonen enthélt, und einen hadronischen Anteil unterteilt werden. Da die
Kernstruktur nur in den hadronischen Anteil eingeht, wollen wir nicht weiter auf
den leptonischen Anteil eingehen. Der Betazerfallsoperator auf hadronischer Seite
kann fiir Fermi-Ubergénge geschrieben werden als [83]

A
Bremi =T~ = Y 7(i), (4.38)

wobei 77 = 1/v/2(1 ©i7y) ist und 7(i) der auf das i-te Nukleon wirkende Iso-
spinoperator ist. Fiir Gamow-Teller Uberginge erhilt man

A

Bor=Y" = > &(i)r(i). (4.39)

=1

Die T-Zerfallsiibergangsoperatoren konnen durch Hermiteschkonjugation der 3~
Ubergangsoperatoren erhalten werden.

4.2.7 Die Ikeda-Summenregel

Die Tkeda Summenregel verbindet die Ubergangsamplituden des f~- und f*-
Zerfalls mit der Anzahl der Protonen und Neutronenn des Ausgangskerns. Die Ike-
da Summenregel kann in Ladungsaustauschmodellen aus Kommutator-Relationen
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der von 71,77 abgeleiteten Operatoren hergeleitet werden. Fiir Gamow-Teller

Ubergénge findet man [83, 99]

YIS Y I8P = 3(N; & Z). (4.40)
/ /

Im Fall von Fermi-Ubergiingen gilt, wenn der Isospin eine gute Quantenzahl ist,
[(FI85) P = (T F To)(T £ T5 + 1) (4.41)

und somit im Normalfall fiir 7' = |T3| [100, 101, 102]

S = KFBTIN <« KFI8TI

4.3 Semiklassische Losungsmethode

Nachdem alle im weiteren bendétigten Grundlagen dargestellt wurden, wird
zunédchst der Modell-Hamiltonoperator vorgestellt und damit das Modell defi-
niert. Anschliefend wird dieser mit der semiklassischen Loésungsmethode in ver-
schiedenen Ndherungen gel6st. Dabei werden die ersten beiden Anregungsenergi-
en berechnet.

4.3.1 Modell Hamiltonoperator

Der Hamiltonoperator, den wir betrachten, beinhaltet Einteilchenterme, einen
Paarkraftterm fiir Protonen und Neutronen und eine ladungsabhéngige Rest-
wechselwirkung, die Teilchen-Loch und Teilchen-Teilchen Kanéle beinhaltet. Im
Rahmen der QRPA Methode sind die mit dieser Restwechselwirkung erhaltenen
[ Zerfalls- und (3 Zerfallsmatrixelemente bei Anpassung der Stérkeparameter
so gut wie eine G-Matrix, die aus dem Bonn Ein-Boson-Austausch-Potential
gewonnen wurde [103, 104, 105]. Der volle Hamiltonoperator ist gegeben als
[106, 105, 107]:

H = H,+H,+H,.,, (4.43)
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wobei

Hi — Zgiajmaim éGlSjSMZ =n,p
m

H,.; = 2xN(B~3") ©2tN(P~P")
1
- § : )

i
57 - Za;;manm
m

P o= Y dhal = Sl (4.44)
m m
ist. N(x) ist das normalgeordnete Operatorprodukt und af = a;p,mp ist der Pro-

tonen Teilchenerzeugungsoperator, a;g = (<:>)jp_mpa}p7 , der korrespondierende

zeitumkehrkonjugierte Operator. Der Parameter y beschreibt die Stérke einer
Proton-Neutron-Teilchen-Loch-Kraft, wihrend « die Starke der Proton-Neutron-
Paarkraft darstellt. Da wir ein analytisch l6sbares Modell untersuchen wollen,
machen wir weiterhin einige Einschrdankungen. Wir betrachten nur Nukleonen in
einer einzigen j-Schale. Diese ist fiir Protonen und Neutronen die gleiche. Eine
Bogoliubov-Transformation auf Quasiteichen «; ,,, i = p, n (siehe Abschnitt 4.2.3)

fiir Protonen der Form

a;m = upa;;m S UpUpm
Qpm = Upad, + Upym (4.45)

und analog fiir Neutronen bringt H, , fiir ; = (2j+1)G;/4 jetzt in Diagonalform.
H,=¢, Z a;mpapmp, H,=¢, Z al ., (4.46)

Dabei sind ¢,,, die Quasiteilchenenergien. Der Beitrag der Restwechselwirkung
ergibt sich nach dieser Bogoliubovtransformation zu

Hyeo = 2x(2j+1) [(ujvl + v;ufl)AT A+ upvpu,v, AT AT
FunvpupvpA - Al 26(25 + 1) [(uivy + vius)AT - A
<:)fu],,vpunvnAT AT E Uy Uy UpUp A - A]
Al = [a:7 @ alloo (4.47)
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Wir nehmen weiterhin an, daf3 die Quasiteilchenenergien fiir Protonen und Neu-
tronen gleich sind. Dadurch erhalten wir fiir den schematischen Hamiltonoperator,
den wir untersuchen, die Form

H = C+MATA + )\ (A? + A?), (4.48)
wobei

C = (N, +N,)

A= 4Q [x(uwl + viuy) Sk(ujul + vovl)]

Ay = AQ(X + K)upvpU, Uy,

QO = (2j+1)/2, v; = VN,J29), ui = /1 =N,/ (2Q) (4.49)

ist. IV; ist die Zahl der Protonen und Neutronen. Eine detailierte Herleitung der
Koeffizienten u;, v; findet man z.B. in [86]. Der so erhaltene Hamiltonoperator ist
im Fall von A\; = 0 gleich dem von Lipkin et al im Jahr 1965 [108] untersuchten
Hamiltonoperator. Wir wollen den Modell Hamiltonoperator jedoch nicht weiter
einschranken und den allgemeinen Fall von A\; # 0 miteinschliefen.

4.3.2 Anregungsenergien

Um die Eigenschaften des Grundzustands des in Abschnitt 4.3.1 vorgestellten
Hamiltonoperator zu untersuchen, lésen wir das zeitabhingige Variationsprinzip?

t
5 / (U H iy | 0)d. (4.50)
0

Wenn der Zustand |¥) den gesamten Hilbertraum des betrachteten Hamiltonope-
rator aufspannt, ist die Losung des Variationsprinzips dquivalent zur Losung der
zeitabhédngigen Schrodingergleichung. Da wir aber nur an den Grundzustandsei-
genschaften und kleinen Abweichungen davon interessiert sind, beschrinken wir
uns auf zwei Klassen von Wellenfunktionen |¥). Fiir jede Klasse losen wir das
Variationsprinzip fiir zwei verschiedene Félle. Der erste dabei zu untersuchende
Fall beruht auf der Niherung, da8 sich die bifermionischen Operatoren A und Af
wie Bosonen verhalten, also

1) [AAT] =1 (4.51)

3hier und im weiteren werden wieder natiirliche Einheiten, also i = ¢ = 1, verwendet
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gilt. Alle anderen Kommutatoren werden nicht weiter genéhert. Diesen Fall wer-
den wir im Folgenden mit 1 bezeichnen. Im zweiten untersuchten Fall werden die
bifermionischen Operatoren A und Af nicht mehr als Bosonen betrachtet und der
volle Kommutator bei der Losung des Variationsprinzips benutzt.

2) [4.41 = 1 @% (Np + NN) (4.52)

Diesen Fall werden wir als Fall 2 bezeichnen.

Die erste betrachtete Wellenfunktion hat die Form
A) (2,20 = exp (2AT =27 A4) |0),, (4.53)

wobei z klassisch eine komplexe Funktion in der Zeit ist und z* das konjugiert
komplexe von z ist. |0), ist das Vakuum der Quasiteilchen. Diese Wellenfunk-
tion wird im weiteren mit A bezeichnet. Im Fall 1 stellt die Wellenfunktion A
einen kohdrenten Zustand in Bezug auf die zur Weyl Gruppe assoziierte Algebra
{ AT A 1} dar, wihrend sie im Fall 2 ein kohirenter Zustand der SU(2) Gruppe
der Algebra AT, A, C ist. Die Verwendung von kohirenten Zustinden ist von be-
sonderem Vorteil, da somit die Unschéarfe der Ortskoordinaten und des linearen
Impulses minimiert werden [109]. Die zweite betrachtete Wellenfunktion ist

B) |¥(z,2%)? = (zAT2 <:>z*A2> 10),
exp S|0),. (4.54)

Dabei ist z wieder eine komplexe Funktion der Zeit. Die Operatoren im Expo-
nenten der Wellenfunktion erfiillen im Fall 1 die Kommutatorrelationen

[AZ, ATZ] — 244ATA=D,
[A*,D] = 847
[ATQ,D] = esAP (4.55)
{A"® A% D} sind also Generatoren einer SU(1,1) Algebra. Um das Variations-

prinzip im Fall B.1 l6sen zu kénnen verwenden wir das Cambel-Hausdorf Theorem
und schreiben die Wellenfunktion in der Form

W (z, 2%))P = exp a A exp BC exp vA?|0),. (4.56)
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Zur Definition der Operatoren siehe Gleichung (4.47) und (4.49). Die Faktoren
a, 3, sind Funktionen von z und kénnen durch den Betrag p und die Phase ®
von z = pe'® ausgedriicken werden:

e'?
a = 7tanh(2p),
1
B = @len(cosh(Qp)),

v = @%tanh@p). (4.57)

Mit dieser Faktorisierung kann man die Wellenfunktion B letztlich schreiben als

1

aAt?
—e¢ 0),. 4.58
o) 10} (4.58)

¥)" =

Im Fall der Betrachtung der exakten Vertauschungsrelationen ist diese Faktori-
sierung der Wellenfunktion B nicht mehr moglich. Um Probleme bei der Normal-
ordnung zu umgehen wird die Wellenfunktion B in diesem Fall nur in Bezug auf
At voll ausgeschrieben als

)2 = Ne*42)0),, (4.59)

wobei A die Normierungskonstante des Zustands ist. Sie ist gegeben als

Q

Y on (20125 + 1)! :
N :;(%) (n!()2(2)j(<;7>2nj31)!’ @ =pe?. (4.60)

Die verschiedene Fille sind nochmals in Tabelle 4.1 zusammengestellt.

L [¥(z,27)) | [aA] ]
Al | exp{zAl ©z*A}|BCS), 1
A2 | exp{zAt ©2*A}|BCS), | 1 &5 (N, +N,)
B.1 | exp{zA™? &2*A%}|BCS), 1
B.2 | Nexp{zAP?}|BCS)., |1&55(N,+N,)

Tabelle 4.1: Mit semiklassischer Ldsungsmethode untersuchte Wellen-
funktionen

Fiir diese vier verschiedenen Fille wird das zeitabhéngige Variationsprinzips aus
Gleichung (4.50) gelost. Der Losungsweg wird exemplarisch anhand von A.2
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durchgefiihrt. Um das Variationsprinzip leichter 16sen zu kénnen, transformieren
wir mit einer Bogoliubov Transformation auf Quasiteilchen. Da diese Transfor-
mation die pn Paarkraft diagonal machen soll, sind die neuen Quasiteilchen einen
Superposition aus Protonen und Neutronen. Die Transformation auf die neuen
Quasiteilchen lautet

eTa;‘)me’T = Ua;;m SVamm = a;m
T -7 __ « T
e apme” = Utpm SV 0 — = Qppm,
elal e =Udl  &Vamm=al
T -T —
€ Apmé = Uanm <:>V*a;‘% = Qpm.- (461)

Dabei ist a~ = (<)’ ™a;_,, der zeitumkehrkonjugierte Zustand zu a;,,. Weiter
sind U = cosp, V = e *sin p mit z = pe’®. Nach dieser Transformation ist die
Wellenfunktion A.2 das Vakuum der neun Quasiteilchenvernichter o, und o,
(siehe Abschnitt 4.2.3). Die aus dem Variationsprinzip so gewonnenen Differenti-
algleichungen sind jedoch nicht kanonisch, erfiillen also nicht die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen. Durch Transformation der Koordinaten z, z* auf r, ¢ mit
2 = pe'® und r = 2Qsin® p findet man die klassischen Bewegungsgleichungen aus
dem Variationsprinzip.

'_ OH . OH

Dabei findet man fiir den Erwartungswert des Hamiltonoperator H zwischen dem
Zustand A.2

2 20 &1
H = 2er + M\ [r(1 <:>L) + T—] +2Xy 50

=)+ I r(1 =) cos 2¢. (4.63)

2€2

Die so erhaltenen Bewegungsgleichungen sind nicht linear. Da wir nur an den
Eigenschaften des Grundzustands und kleinen Abweichungen davon interessiert
sind, linearisieren wir A um sein Minimum. Um dieses zu finden, miissen wir
zunéchst die stationdren Punkte mit den Ableitungen 7 und ¢ gleich Null finden.
Die Werte fiir » und ¢, fiir welche dies erfiillt ist, sind

o 207 24 A\ S20+ 2
r=
2Q &1 AL E2)0 ’

— g (4.64)

Das Minimum von H existiert dabei nur, falls die Groflen e, A, Ay zu einem po-
sitiven Wert von 7 fiihren. Durch Entwicklung um das so gefundene Minimum
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bis zu Termen zweiter Ordung erhélt man dann zwei entkoppelte Differentialglei-
chungen zweiter Ordung. Als Losung fiir die Anregungsfrequenz erhilt man fiir
den Fall A.2

- 4)\2 )\2 )\1 <:>’)\2 1

Die Ergebnisse fiir die anderen Félle, die man nach dem selben Schema erhélt,
sind in Tabelle 4.3.2 dargestellt. Die Berechnung der semiklassischen Losung kann
also abstrahiert dargestellt werden als

e Wahl geeigneter Testfunktion (Kohérente Zusténde)

e Annahmen iiber Kommutator von A, A

Berechnen des zugehorigen Variationsprinzips

Einfiihren von kanonischen Koordinaten

Lésen der Bewegungsgleichungen
— Anregungsenergien

— Klassische Losung

Da wir es mit einem quantenmechanischen System zu tun haben, wollen wir nun
sehen, wie die klassischen Resultate mit den exakten Losungen zusammenhéngen.
Dies wird wieder fiir den Fall A.2 diskutiert. Dazu quantisiert man die kanonisch
konjugierten Variablen r, ®. Um dies zu tun und die quantisierte Losung mit der
urspriinglichen in Verbindung bringen zu koénnen, transformiert man die kano-
nisch konjugierten Variablen auf komplexe Koordinaten durch

! }); *—Lr i
C’:ﬁ(rjwd)), C —\/5( Sig). (4.66)

Dabei erfiillen die neuen komplexen Variablen
{C*,C} =i, {C*H}=C*, {C.H}=C. (4.67)

Die Poissonklammer sind wie tiblich als

9/ 99 _ 9f9%

or 96~ 96 or (4.68)

{f.9}=
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Testfunktion Klas. Energie ‘H Kan. Koord. Minimum Anregungsenergie
Al L2e+ M)(E+77) £ =V2Re(2), (0,0) V(26 + )2 403
+A0(E% &) n=v2Im(z)
A2 2er + Mi[r(1 & 55) + 1] r = 2Qsin? p, (r, %) (525 (26 + A ©2X0 + )
FA 221 (1 & ) cos(29) ¢ X (2e A + 2Xy + 223
B.1 S(In[l + 4z £ 24/22(1 4 22)])? | @ = Lsinh*(2p), (x,7) [£2(2e+
+2M12 + 2001/ 22(1 + 22) cos ¢ ¢ A1 +4 1) 24),5)]2
B.2 (26 + A\1)2 + 2)0% cos ¢ © = cpN, (z,7) (=220 L (MG(2)
o 1
Sk (4a? S20 + mmmlmv 0 +2)\F(2))]2

Tabelle 4.2: Ergebnisse der Anregungsenergien der betrachteten Fille.
Die klassische Energie ist der Mittelwert des Hamiltonoperator im jeweils
betrachtetetn Fall. Die Anregungsenergie wurde durch Linearisierung um

das Minimum berechnet.
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definiert. Um nun die komplexen Variablen zu quantisieren, betrachten wir davor
noch die Operatoren

~ 1 - ~ ~ ~
So = =[N, + N, ©2Q], S, =V2QA" S_=+V20A. (4.69)

(\]

Diese sind Generatoren einer SU(2) Algebra und erfiillen
[So, S1] = £254, [S4,5.]=25,. (4.70)

Der gesamte Hamiltonoperator kann aus diesen Generatoren aufgebaut werden.
Um die exakte Losung des Hamiltonoperators zu erhalten, wird dieser in seinem
Bosonenbild gelost (siehe Abschnitt 4.2.4). Um einen Zusammenhang des Losung
des Hamiltonoperator im fermionischen Hilbertraum, der korrespondierenden
Lésung im bosonischen Hilbertraum und des semiklassisch erhalten Losung her-
zustellen, betrachten wir die gemittelten Werte der Generatoren aus Gleichung
(4.69). Diese sind

(W[Solyy = 20V £ =8,
W[Siy) = 20UV =8,
WS_|¢) = 200V*=5_. (4.71)

Wenn man die Koeffizienten U und V durch die komplexen Koordinaten aus
Gleichung (4.66) ausdriickt, kann man die Poissonklammern der Mittelwerte be-
rechnen und erhélt

{80, S0} = £8., i{S.. S} =28, (4.72)

Die komplexen Funktionen &y und Sy sind somit Generatoren einer “klassischen”
SU(2) Algebra. Durch das Theorem von Darboux [110] kann man weitere Paa-
re komplexer Koordinaten finden. Diese erfiillen wiederum die Relationen aus
Gleichung (4.67). Zwei weitere Paare komplexer Koordinaten, die man so findet,
sind

cr o= V2V, ¢ = Vv,
V*
C; = V2OUV;Cy = V20 (4.73)

Auch bei dieser Wahl der komplexen Koordinaten erfiillen die Mittelwerte der
Generatoren der SU(2) Algebra aus Gleichung (4.71) wieder die Poissonklam-
mern aus Gleichung (4.72). Somit sind die Mittelwerte wieder Generatoren der
“klassischen” SU(2) Algebra.
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Betrachtet man nun explizit die Form der Mittelwerte der Generatoren in Bezug
auf die komplexen Koordinaten C'; und C7, findet man fiir diese

sV o= o e,

s = veac /1 @02151,

sY = V20 1@0215101. (4.74)

Zur Quantisierung dieser Generatoren betrachten man nun die Bosonenoperato-
ren B und BT. Diese erfiillen

[B,B'] = 1. (4.75)

Die quantisierte SU(2) Algebra erhélt man nun durch das Mapping der komplexen
Koordinaten auf die Bosonenoperatoren durch

(C1,C13i{, }) — (B, BL L)) (4.76)

Die Generatoren in der Bosonendarstellung sind somit gegeben als

SSHP) = BB =Q,
— BiB
BB
SHP) = 20 L& Bl (4.77)

Dabei steht der Index HP als Abkiirzung fiir Holstein und Primakoff. Holstein
und Primakoff haben diese Bosonendarstellung der urspriinglich betrachteten bi-
fermionischen Operatoren S; zuerst gefunden [97] (siehe auch Abschnitt 4.2.4).
Der so gefundene Weg zur Quantisierung der klassischen Koordinaten fiihrt somit
am Ende auf das Ergebnis, das man durch direkte Konstruktion des Bosonenbilds
der bifermionischen Operatoren erhalten héitte. Der Zusammenhang ist diagram-
matisch gegeben als:

(S Lle= 8T
! N
{Sep o ilh} (4.78)
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Class

Abbildung 4.3: Zusammenhang von fermionischen, bosonischen und klas-
sischen Hilbertraum.

Die semiklassische Losung stellt somit einen Zwischenschritt auf dem Weg von
der fermionischen zur bosonischen Basis dar. Dies ist in Abbildung 4.3 dargestellt.
Zum Vergleich der semiklassischen Losung mit dem exakten Resultat betrachten
wir die Holstein-Primakoff Bosonendarstellung des Hamiltonoperators aus Glei-
chung (4.48). Diese ist gegeben als

1
' = 2B'B+ )\ (B'B @ﬁBJrZBQ)
N+1 N
B\ (1e——Lt2)(1e—
+Ao J( =g 1)
N+1 N
le—)(1s-——=)B%. 4.79
+\/( S 1 e55)5] (4.79)

Dabei ist N = BB der Bosonenzahloperator. Dessen Eigenwerte werden durch
Diagonalisierung in der Basis

1 in
n) = —=B""10), (4.80)

berechnet. Die Matrixelemente sind in Anhang D angegeben. Im Grenzfall grofler
Q2 kann der Holstein-Primakoff Hamiltonoperator durch

HU') = (2¢ + \))B'B + ) (B + B?) (4.81)

beschrieben werden.
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Als néchstes betrachten wir die gemittelten Werte der Generatoren der SU(2)
Algebra in den komplexen Koordinaten C3 und Cs.

S =cioy =0, Y =v2ac;, s® =v20(1 @0553)03. (4.82)
Durch das Mapping

(C3, C530{.}) = (b, ), (4.83)
erhédlt man die Operatoren

SiP = by e,

S = V2abt

s = V20(1 @%)b. (4.84)

Dabei sind b und b' wiederum Bosonen. Diese Bosonenalgebra ist identisch zu
der von Dyson [98] gefundenen Bosonendarstellung der SU(2) Algebra aus Glei-
chung (4.69) (siche auch Abschnitt 4.2.4). Dabei ist der so erhaltene Bosonen
Hamiltonoperator

I Y
HY) = (2e+ M1+ ==5)N & LN
5 (26 + A ( +QQ)) 59
2
+ X0+ ( @—2Q+(@§+—492) +—4Q2)b], (4.85)

mit N = bfb, nicht mehr hermitesch. Die durch Diagonalisierung der in Anhang D
angegebenen nichtsymmetrischen Matrix sind dennoch reell. In zwei Féllen stim-
men die Bosonendarstellungen der Hamiltonoperatoren nach Holstein-Primakoff
und nach Dyson iiberein. Dies ist der Fall fiir Ay = 0 oder im Limes 2 — oo.

Die analytischen Ergebnisse werden fiir den speziellen Fall von einer j = 19/2
Schale mit N = 14 Neutronen und Z = 6 Protonen untersucht. Um die in der
Literatur tiblichen Variablen [107] zu benutzten, skalieren wir die Parameter x
und < und definieren

/

2Q,
K = 20k. (4.86)

Die Rechnungen werden fiir eine Teilchen-Loch Stédrke y' = 0 und \' = 0.5
durchgefiihrt. Die Proton-Neutron Paarkraftstirke « wurde im Intervall von 0.0
bis 3.0 variiert.
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4

@)

E [MeV]

(b)

(v)

E [MeV]

Abbildung 4.4: Anregungsenergien des Testwellenfunktion A als Funkti-
on der Proton-Neutron-Paarkraftstirke ' = 2Qk definiert in Gleichung
(4.44) und (4.86). (i)ist die erste Anregungsenergie die durch Diagona-
lisierung des Hamiltonoperators im Holstein-Primakoff Bosonenbild ge-
wonnen wurde. (ii) ist die im Rahmen der semiklassischen Lésungmetho-
de erhaltene Energie fiir A.1 und (v) die fiir A.2. Die Kurven (iii) und
(iv) sind durch Diagonalisierung der gendherten Holstein-Primakoff Ha-
miltonoperators aus Gleichung (4.81) fiir eine kleine Basis (10 Zusténde)
und eine grofie Basis (20 Zusténde) erhaltenworden.
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Die so erhaltenen Energien fiir die Testfunktion A sind in Abbildung 4.4 (a) fiir
X' = 0.0 und in (b) fiir y' = 0.5 dargestellt. Die im Rahmen der semiklassischen
Losungsmethode erhaltenen Energien aus Tabelle 4.3.2 fiir A.1 und Gleichung
A.2 sind durch die Kurven (ii) und (v) dargestellt. Die beiden Losungen beschrei-
ben verschieden Anregungen, also zwei verschieden Phasen des Kerns. Dabei hat
die gemittelte Energie H im Fall A.1 ihr Minimum am Ursprung in Bezug auf
die kanonischen Koordinaten ¢ und 7. Im Fall A.2 hat ‘H sein Minimum, wie in
Abbildung 4.5 dargestellt, bei einem nichtverschwindenden Wert von r und bei
¢ = m/2. Die Verldufe der Kurven (ii) und (v) in Abbildung 4.4 (b) sind sehr
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S -02 ¢ .
é\_ — X’=0.0; k'=1.5
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Abbildung 4.5: Minimum von ‘H in Abhédngigkeit der “Ortskoordinate”
r (Definition bei Gleichung (4.62)) fiir einen “Impuls” von ® = 7/2,
k' = 1.5 und ' = 0.0 und \’' = 0.0.

dhnlich zu denen aus Abbildung 4.4 (a). In den Abbildungen ist weiterhin ist die
erste Anregungsenergie des Hamiltonoperators im Holstein-Primakoff Bosonen-
bild durch die Kurve (i) dargestellt. Diese ist identisch zu der des fermionischen
Hamiltonoperator [111, 112]. Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators im Bo-
sonenbild nach Dyson fiihrt ebenso zu einem identischen Ergebnis. Interessant
ist das Ergebnis des Holstein-Primakoff Hamiltonoperators im Fall von grofien 2
oder Entwicklung der Wurzel bis zur zweiten Ordnung. Wenn man die erste An-
regungsenergie in der vollen Basis berechnet, erhélt man die Kurve (ii) und (iii).
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In dieser Naherung findet also ein Phaseniibergang statt. Von Sambataro und
Suhonen wurde in [107] ein Minimum der Anregungsenergie bei gleichem &’ ge-
funden. Wenn man in unserem Fall die Basis fiir die Diagonalisierung verkleinert
und nur zehn Zusténde einbezieht, findet man ein analoges Resultat. Diese ist
die mit (iv) bezeichnete Kurve. Die Losung (ii) und (iii) des Holstein-Primakoff
Hamiltonoperators in zweiter Ordnung ist qualitativ in Einklang mit den beiden
Losungen des semiklassischen Verfahrens.

Die zweite betrachtete Wellenfunktion hat eine RPA &hnliche Struktur und ist
quadratisch in den Operatoren A" und A. Durch diese Struktur erhilt man in
der semiklassischen Beschreibung den zwei Phononenzustand. Dieser ist fiir die
gleiche Wahl der Parameter von N = 14 Neutronen und Z = 6 Protonen in einer
J = 19/2 Schale untersucht worden. Die Ergebnisse fiir die Félle B.1 und B.2 sind
in Figur 4.6 zusammen mit der zweiten Anregungsenergie des Holstein-Primakoff
Bosonen-Hamiltonoperator dargestellt.
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Abbildung 4.6: Anregungsenergien des Testwellenfunktion B. In (a) sind
die Ansétze B.1 und B.2 dargestellt. In (b) ist der Ansatz B.2 im Vergleich
mit dem exakten Resultat gezeigt.
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4.3.3 Grundzustandskorrelationen

Ein Ma$ fiir die Grundzustandskorrelationen ist der Mittelwert der Protonen- und
Neutronenquasiteilchen. Wir wollen diese fiir den Fall der Testwellenfunktion A
berechnen, da diese Testwellenfunktion die ersten Anregungsenergien beschreibt.
Die ersten Anregungsenergien sind wichtig fiir die noch betrachteten § Ubergang-
samplituden.

Da die Mittelwerte des Quasiteilchen zeitabhéngig sind, betrachten wir das Zeit-
mittel dieser Operatoren, also

T

1 = = 11 1

SR AN = 57 [ €+ (4.87)
0

Aus den Bewegungsgleichungen (4.62) findet man fiir den Fall A.1

§ = &oeos(wt + ¢y),
n = %sin(wt—i—%). (4.88)

Da keine Anfangsbedingungen bekannt sind, bestimmen wir die Konstanten &,
durch eine Quantisierungsbedingung. ¢y hat keinen Einflufl auf die von uns be-
trachtete Grofle und wird daher nicht bestimmt. Mit der Bohr-Sommerfeld Quan-
tisierungsbedingung

T
/Adt = 21n (4.89)
0

findet man fiir n=1

2 2(26 + A\ <:>2A2)

& = - : (4.90)

Der Mittelwert der Quasiteilchen ergibt sich damit zu

=~ =~ 2¢ + A\ &2\

% (4.91)

Die Konstante C' ist in Anhang E definiert.
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Im Fall A.2 erhdlt man aus den Bewegungsgleichungen

r = 7 +Rcos(wt + ¢y),
2C .
¢ = <—Rsin(wt + ¢p). (4.92)
w
und mit Hilfe der Quantisierungsbedingung erhélt man
R =—. 4.93
. (193)

Der Mittelwert der Quasiteilchen ergibt sich damit zu

— 202 26+ N\ S2\ + 2
201 A &2)

[e]

= 7. (4.94)

Um einen Vergleich mit der exakten Losung zu erhalten, betrachten wir nun noch
den Holstein-Primakoff Fall. Der Grundzustand, der aus der Diagonalisierung
des Holstein-Primakoff Bosonen Hamiltonoperators gewonnen wird, kann in der
verwendeten Oszillatorbasis geschrieben werden als

62) =3 Cm).  Im) = —=(B)"[0). (4.95)

Der gemittelte Quasiteilchenoperator fiir die Wellenfunktion A im Fall 2 kann in
komplexen Komplexenkoordinaten C', C* beschrieben werden als

(WIN, + N, |1b) = 4QVV* = 2C*C. (4.96)

Quantisierung der komplexen Koordinaten ergibt nun im Holstein-Primakoff Fall
fiir den gemittelten Erwartungswert der Quasiteilchen

2Q

1= =

5N+ Ny = > (Cy>m. (4.97)
m=0

Die analytischen Ergebnisse sind wiederum fiir den Fall von j = 19/2 mit N = 14
Neutronen und Z = 6 Protonen untersucht worden. Die Rechnungen wurden fiir
eine Teilchen-Loch Stéirke x’ = 0 und x’ = 0.5 durchgefiihrt. Die Proton-Neutron
Paarkraftstirke x wurde im Intervall von 0.0 bis 3.0 variiert. Die so erhaltenen
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Abbildung 4.7: Gemittelte Erwartungswerte der Quasiteilchen. Die
durchgezogene Kurve représentiert den Fall A.1, die gestrichelte den Fall
A.2 und die gepunktete Kurve den gemittelten Erwartungswert der Qua-
siteilchen in der Holstein-Primakoff Bosonenreprésentation.

Ergebnisse sind in Abbildung 4.7 dargestellt. Die Holstein-Primakoff Bosonenre-
prasentation ergibt im Vergleich mit A.2 sehr &hnliche Ergebnisse. Qualitativ ist
der Verlauf von A.1 gleich dem der Holstein-Primakoff Kurve bis zu dem Punkt,
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an welchem die Methode zusammenbricht. Die Werte der gemittelten Erwar-
tungswerte der Quasiteilchen rechtfertigen auch die in A.1 gemachte Ndherung.
Die Bosonenniherung ist im Giiltigkeitsbereich von A.1 um 5 % verletzt.
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4.3.4 (-Ubergangsamplituden

In diesem Teil werden die # Ubergangsamplituden berechnet. Dazu mu8, sowohl
der betrachtete Zustand, als auch der Ubergangsoperator quantisiert werden. Fiir
den Fall A.1 ist exemplarisch das Vorgehen in Anhang E dargestellt. Das so
erhaltene Ergebnis fiir A.1 ist

(0]5710)] = V2Q(U,V.X V,U,Y),
(0, BF|0)] = V2Q(U,V,X <V, U,Y). (4.98)

Dabei ist [01) der erste angeregte 07 Zustand und

x_ [1<:><26+)\1<:>w>2]_%7 v — 2¢ + \1 Sw

X. 4.99
N (4.99)
U, und V,, sind in Gleichung (4.49) definiert.

Im Fall A.2 erhélt man analog

Oul510)| = m[UmeX@YwX”)

V2 V2
X &Y X+Y
+V, U, (&T + S ,
e ™ 57|
X &Y X+Y
0.|31]0)] = \/2Q[UVH@T 45
{00150} Vol =2 -5
X &Y X+Y
+VpUn(T +5 4.100
o2 57| (4:100)
mit
T — LQ—@;’
20 /o 0
0 r
S = 1
T( <l;>2g2>7
B+ C&sw 2 1
X =11 Z 7" e
| (:)( B &C >] "
B+C sw
Y = «&— — X
B &C '
B — 4)\2 292(264—)\1 <:>2A2+%)(2€<:>)\1—|—2)\2+>\15)\2)
20 &1 (A ©2X5)2 ,
20 <1
C = —p (A1 +2)9). (4.101)
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Im Fall des Holstein-Primakoff Bosonen-Hamiltonoperators sind die Zustédnde
durch Diagonalisierung des Hamiltonoperators zu berechnen. Um konsistent zu
sein, miissen fiir die Ubergangsoperatoren die exakten Bosonenbilder verwendet
werden. Diese sind durch

B'B
o= V20 |U VBN [1le——+
’ 8 V20
/ B'B B'B
V,Ui\|1 &——B + (V,V,, U, U,) ——
2Q Vo |

BB
Bt = UV\/M:)—BJrVUB\/l(:)—
+V,V, UU) o ] (4.102)

gegeben. Mit der Notation CY) als die Amplitude des Basisvektors |n) des k-ten
angeregten 07 Zustands, kann die  Ubergangsamplitude vom Grundzustand in
den k-ten angeregten 07 Zustand geschrieben werden als

2Q
O8710g) = > n(V,V, &UU,)CHCE

n
n=0

+ Z Vn+ 120 en)(ct),cou,v, +ccY v,u,),
2Q

(01]8H0g) = > n(V,V, UU,)CHCY
n=0

+Z\/n+ (202 ©n)

-(Cnﬂc WU, +CC U, V). (4.103)

Die analytischen Ergebnisse werden wieder fiir den Fall von j = 19/2 mit N = 14
Neutronen und Z = 6 Protonen untersucht. Die Rechnungen sind fiir eine
Teilchen-Loch Stérke ' = 0 und x’ = 0.5 durchgefiihrt. Die Proton-Neutron
Paarkraftstirke ' wird im Intervall von 0.0 bis 3.0 variiert. Die so erhaltenen
Ergebnisse sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Bei kleiner Proton-Neutron Paar-
kraftstirke findet man eine sehr gute Ubereinstimmung von Holstein-Primakoff
und A.1. Bei grofieren Werten der Paarkraftstirke ist im Fall der 8 Amplitude
ein dhnlicher Verlauf zu beobachten. Bei der 5~ Amplitude ist eine Abweichung
von weniger als 15% zu beobachten fiir " < 2.
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Abbildung 4.8: 3 Ubergangsamplituden fiir die Félle A.1 (a), A.2 (b) und
Holstein-Primakoff (c¢). Im Oberen Teil sind die - Amplituden gezeigt
und im unteren Teil die 37 Amplituden.
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4.3.5 Ikeda-Summenregel

In den beiden betrachteten Féllen der Testwellenfunktion A ist nur ein angeregter
Zustand bei der Berechnung der § Ubergangsamplituden eingegangen. Die kor-
respondierende Ikeda-Summenregel kann nun leicht berechnet werden, und man
erhélt

Sar = [O710,)P 10,5710, = N &2,
Saz = HOB 0P &l [0 = (L& S) (N ©2). (4.104)

Dabei ist NV die Neutronenzahl und P die Protonenzahl des betrachteten Anfangs-
kerns. Im Fall der Holstein-Primakoff Bosonenabbildung sind mehrere angeregte
Zusténde beteiligt. Die [keda-Summenregel kann damit geschrieben werden als

2Q 20
Sup =3 {07107 &3 1(0c]57[0,) " (4.105)
k=0 k=0

Die Matrixelemente sind in Gleichung (4.103) angegeben worden.

Die analytischen Ergebnisse werden wieder fiir den Fall von j = 19/2 mit N = 14
Neutronen und Z = 6 Protonen untersucht. Die Rechnungen werden fiir eine
Teilchen-Loch Stérke x’ = 0 und \’ = 0.5 durchgefiihrt. Die Proton-Neutron
Paarkraftstirke ' wird im Intervall von 0.0 bis 3.0 variiert. Die so erhaltenen
Ergebnisse sind in Abbildung 4.9 dargestellt. Uber den gesamten gezeigten Be-
reich findet man eine sehr gute Ubereinstimmung der semiklassischen Ergebnisse
und der Ergebnisse im Holstein-Primakoff Bosonenbild. Die Tkeda Summenregel
ist jedoch ab xk = 1.37 verletzt.
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Abbildung 4.9: Ergebnisse der Ikeda Summenregel. Dargestellt sind die
Félle A.1 (a), A.2 (b) und das Holstein-Primakoff Bosonenbild (c) fiir
jeweils ' = 0 und \' = 0.5.
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4.4 Zusammenfassung

Im letzten Abschnitt wurden die beiden niedrigsten Anregungsenergien eines Mo-
dell Hamiltonoperators semiklassisch untersucht und mit den exakten Losungen
verglichen. Dazu wurde fiir den Modell Hamiltonoperator ein zeitabhéngiges Va-
riationsprinzip beziiglich zweier Testwellenfunktionen formuliert. Dabei war eine
Wellenfunktion linear in den zwei Quasiteilchenoperatoren A" und A und eine
quadratisch. Jedes Variationsprinzip wurde sowohl fiir den Fall, daf§ sich A und
A" wie Bosonen verhalten, als auch bei Betrachtung der exakten Vertauschungs-
relationen berechnet. Die in A und A' lineare Wellenfunktion stellt in den beiden
Féllen 1 und 2 einen kohérenten Zustand beziiglich der Weyl und SU(2) Gruppe
dar. Fiir die in A und A' lineare Wellenfunktion wurden in der Bosonenniherung
Bewegungsgleichungen aus dem Variationsprinzip gefunden, die exakt l6sbar wa-
ren. Die Losung dieser Bewegungsgleichungen ist identisch mit der Losung fiir
die Anregungsenergie im RPA Formalismus und existiert nur bis zu einer be-
stimmten pn-Paarkraftstirke. Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen un-
ter Verwendung der exakten Vertauschungsrelationen ergab sich diese in einer
nichtlinearen Form. Daher wurde zunéchst das Minimum des Erwartungswerts
der Energie bestimmt und die Bewegungsgleichungen um dieses Minimum bis
zum linearen Glied entwickelt und gelost. Das Minimum existiert nur fiir Werte
der pn-Paarkraftstirke, die grofler als der kritische Wert sind, bei dem die Anre-
gungsenergie in der Bosonenndherung verschwindet. Diese Methode bietet somit
eine Moglichkeit, den Bereich der pn-Paarkraftstérke zu beschreiben, bei dem die
RPA Methode nicht anwendbar ist.

Der zweite angeregte Zustand wurde durch die in den bifermionischen Opera-
toren quadratische Wellenfunktion beschrieben. Hier war sowohl in der Boso-
nennédherung, als auch bei Betrachtung der exakten Vertauschungsrelationen der
Operatoren A und Af keine exakte Losung der Bewegungsgleichungen moglich.
Im Gegensatz zur Wellenfunktion A bricht die Anregungsenergie in der Boso-
nennédherung fiir einen kleineren Wert der pn-Paarkraftstarke zusammen. Dies hat
seine Ursache wahrscheinlich darin, daf§ im Fall der Testwellenfunktion B mehr
anharmonische Effekte berticksichtigt worden sind. Die Anregungsenergie bei Be-
trachtung der exakten Kommutatoren ist fiir alle Werte der pn-Paarkraftstirke '
giiltig. Sie stimmt fiir kleinere ' sehr gut mit dem exakten Resultat tiberein und
gibt bei groflen ' den Verlauf der exakten Kurve wieder. Die exakten Resultate
konnten dabei durch die Quantisierung der aus dem Variationsprinzip erhaltenen
klassischen Variablen der in A und A linearen Testfunktion reproduziert werden.
Der so gewonnene Bosonen Hamiltonoperator entspricht je nach Wahl der kom-
plexen klassischen Koordinaten den Bosonenbilder nach Holstein und Primakoff
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oder Dyson des urspriinglichen fermionischen Hamiltonoperators.

Weiterhin wurden die Fermi-Betaiibergangsamplituden beziiglich der in A und
AT linearen Wellenfunktion berechnet. Da der dem Holstein-Primakoff entspre-
chende Bosonen Hamiltonoperator die gleichen Anregungsenergien wie der ur-
spriingliche fermionische Hamiltonoperator besitzt, wurde fiir diesen ebenso die
Fermi-Ubergangsamplituden berechnet und mit den anderen verglichen. Im Fall
der 1 Uberginge folgten die durch das Variationsprinzip erhaltenen Amplituden
iber den gesamten betrachteten Bereich der pn-Paarkraftstirke s’ qualitativ der
im Holstein-Primakoff Bosonenbild erhaltenen Kurve. Im Fall der 3~ Uberginge
ist der Verlauf nur fiir x’ < 1.5 gleich, aber die Abweichung auch bei k' = 2
kleiner als 15 %.

Fiir die Ikeda-Summenregel findet man iiber den gesamten betrachteten Bereich
eine gute Ubereinstimmung der aus dem Variationsprinzip erhaltenen Ergebnisse
und der im Holstein-Primakoff Bosonenbild erhaltenen. Ab x’ = 1.3 ist die Tkeda-
Summenregel jedoch verletzt.

Insgesamt findet man eine gute Ubereinstimmung der Niherungen und exakten
Losungen der 3 Ubergangsamplituden. Bei der Betrachtung der ersten beiden An-
regungsenergien stellt die betrachtete Methode eine Moglichkeit zur Beschreibung
von Bereichen der pn-Paarkraftstirke dar, die der RPA Methode nicht zuging-
lich sind. Fiir die Zukunft stellt das betrachtete Verfahren somit eine interessante
Moéglichkeit zur Beschreibung des (35 Zerfalls dar.
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5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In dieser Arbeit sind verschiedene Aspekte auf dem Gebiet der Neutrinophysik
untersucht worden.

Im ersten Teil wurde die allgemeine Struktur der Neutrinomassenmatrix unter-
sucht. Da bis heute keine Neutrinomassen direkt gemessen worden sind, gibt es
bisher von der experimentellen Seite nur Obergrenzen fiir die Massen der Wech-
selwirkungseigenzusténde [3]. Vor allem durch die neuesten Ergebnisse der Super-
Kamiokande Kollaboration mit der gefundenen Zenitwinkelabhéngigkeit der sub-
GeV Myonneutrinoereignisse, kann man davon ausgehen, dafl Neutrinos oszillie-
ren und damit massiv sind [29]. Aus diesen Daten kann die Neutrinomassenmatrix
aber nicht absolut bestimmt werden, sondern nur bis auf eine Skala der Massen
und die Vorzeichen der Masseneigenwerte.

Da es bis heute strittig ist, ob man alle Neutrinooszillationsdaten durch eine Mi-
schung von nur drei Neutrinos beschreiben kann, wurden die Konsequenzen, die
sich fiir die Neutrinomassenmatrix aus Analysen von Oszillationsdaten, die al-
le Experimente einschlieen und Analysen, die das umstrittene LSND Ergebnis
ausschlieflen, ergaben, verglichen. In der Neutrinomassenmatrix wurde nur fiir
kleine m; (m; < 0.1 V) ein signifikanter Unterschied zwischen den beiden Ana-
lysearten gefunden. Sobald daher von der experimentellen Seite mehr {iber die
Elemente der Neutrinomassenmatrix bekannt ist, kann dies ein indirekter Test
fiir die Giiltigkeit der LSND Ergebnisse sein.

Durch Kombination der Einschrankungen, die sich aus den Analysen von Neutri-
nooszillationsexperimenten ergaben, mit dem experimentellen Maximalwert fiir
die Elektronneutrinomasse von m,,, < 2.6 eV [2], wurden Obergrenzen fiir die Ele-
mente der allgemeinen 3 x 3 Neutrinomassenmatrix fiir sowohl Dirac-, als auch
Majorananeutrinos bestimmt. Diese ergaben sich zu

2.6 2.5 2.6
IM™r < | 25 27 2.7 |eV. (5.1)
2.6 2.7 2.8

Diese allgemein giiltigen Werte konnten durch die Einbeziehung der Resultate aus
der Suche nach dem fiir Majorananeutrinos erlaubten doppelten 3 Zerfalls weiter
eingeschrankt werden. Die Werte der Obergrenzen fiir die Elemente der Neutri-
nomassenmatrix unter Beriicksichtigung des Eingeschrinkten Wertebereichs fiir
die gemittelte Majorananeutrinomasse von |(m,)| < 0.62 eV [56], ergaben sich zu

60 .97 .85
M el < | 9T 76 .80 | eV. (5.2)
85 .80 1.17
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Die beiden verschiedenen Obergrenzen fiir die Elemente der Neutrinomassenma-
trix fiir Dirac- und Majorananeutrinos stellen einen indirekten Test fiir die Natur
der Neutrinos dar. Wenn man experimentell Werte fiir Neutrinomassen findet,
die inkompatibel mit den Obergrenzen der Majorananeutrinos sind, miissen Neu-
trinos Diracteilchen sein.

Aus diesen Obergrenzen der Elemente der Neutrinomassenmatrix ergeben sich
Obergrenzen fiir die Massen des Myon- und Tauneutrinos. Im Fall von Dirac-
neutrinos mufl m, , < 8.10 eV sein. Falls Neutrinos Majoranateilchen sind, mufl
my - < 2.53 eV gelten.

Diese Werte liegen um mindestens fiinf Gréflenordnungen unter den experimen-
tellen Obergrenzen von m,, < 170.0 keV und m,, < 18.2 MeV [3].

Die Kombination von Neutrinooszillationsanalysen und Obergrenzen fiir die Elek-
tronneutrinomasse oder im Fall von Majorananeutrinos zusétzlich der gemittel-
ten Majorananeutrinomasse fithrte somit auf deutlich restriktivere Grenzen fiir
die Massen der einzelnen Neutrinofamilien und der Elemente der Neutrinomas-
senmatrix.

In zweiten Teil dieser Arbeit wurde mit dem R,-MSSM ein supersymmetrisches
Modell benutzt, um massive Majorananeutrinos zu beschreiben. Es wurde ge-
zeigt, daff im R, -MSSM im Allgemeinen alle drei Neutrinos massiv sind. Dazu
sind sowohl das Baumniveau, als auch die Il und qq 1-Schleifenbeitrige miteinzu-
beziehen. Die Massenmatrix enthélt reine Majoranamassenterme. Im R, -MSSM
sind keine rechtshiandigen isosingulett Neutrinos enthalten. Durch Vergleich der
theoretischen Massenmatrix mit den im ersten Teil gefundenen Einschrankungen
fiir die Elemente der Massenmatrix fiir Majorananeutrinos, konnten verbesserte
Obergrenzen fiir die leptonenzahlverletzenden Kopplungskonstanten )\5'3)3 gewon-
nen werden. Diese konnten dabei zum Teil um einen Faktor 10? verbessert werden.
Diese neuen Obergrenzen stellen einen Test des I8,-MSSM auch in anderen Berei-
chen leptonenzahlverletzender Prozesse, wie dem elektrischen Dipolmoment des
Elektrons [113], dar.

Um ein Modell mit Vorhersagekraft fiir die Neutrinomassen zu erhalten, wur-
de eine zusitzliche U(1)x Symmetrie auf das Modell angewandt. Diese U(1)y
Symmetrie war sehr erfolgreich bei der Beschreibung der Quark- und geladenen
Leptonenmassenmatrizen. Die Ladungen, beziiglich dieser U(1)y, die von Ibénez
und Ross [74] in der Beschreibung der Quark- und geladenen Leptonenmassen-
matrizen gefunden worden waren, sind auf die leptonenzahlverletzenden Kopp-
lungskonstanten )\Z(»Qg iibertragen worden. Dadurch konnten diese Kopplungskon-
stanten miteinander korreliert und die Zahl der Parameter des Modells erheblich
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reduziert werden. Durch Vergleich der theoretischen Neutrinomassenmatrix mit
der durch Neutrinooszillationsexperimente eingeschrinkten Neutrinomassenma-
trix wurde ein System von sechs Gleichungen mit nur fiinf Unbekannten gewon-
nen. Durch Losung dieses Gleichungssystems fiir einen gegebenen Satz von Mi-
schungswinkeln und Massenquadratsdifferenzen konnten die Neutrinomassenei-
genwerte und Kopplungskonstanten eindeutig bestimmt werden. Bei der Losung
des Gleichungssystems wurden nur die Vorzeichenkombinationen der Massenei-
genwerte verwendet, die mit dem von der CHARM II [16] Kollaboration gefun-
denen Wert fiir die Vektorkopplung von Majorananeutrinos in Einklang sind.

Um das Modell weiter zu untersuchen, wurde die gemittelte Majorananeutrino-
masse (m), berechnet. Die gemittelte Majorananeutrinomasse spielt eine wichtige
Rolle in der Beschreibung des 0v33 Zerfalls [79, 56]. Dieser Prozef} sollte fiir die
im R, -MSSM betrachteten Majorananeutrinos auftreten. Im R, -MSSM mit
zusitzlicher U(1)y Symmetrie ergab sich bei der Verwendung der verschiedenen
Osrzillationsanalysen ein Wert von (m,,) ~ 0.01<0.04 eV. Dieser Wert steht nicht
im Widerspruch mit der experimentellen Obergrenze von |(m, )| < 0.62 eV [56].
Er liegt in einem Bereich, der von der néchsten Generation von Ov3[3 Zerfalls-
experimenten, wie dem GENIUS Experiment [82], untersucht werden wird. Das
betrachtete Modell ist damit in naher Zukunft falsifizierbar.

Im letzten Teil dieser Arbeit wurde eine semiklassische Methode zur Beschreibung
der Kernstruktur im (3 Zerfall untersucht. Ein Problem der hierzu iiblicherweise
verwendeten RPA Methode ist das Zusammenbrechen der Methode in der Néhe
des physikalisch relevanten pn-Paarkraftstirken. Um die neue Methode zu testen,
sind die beiden niedrigsten Anregungsenergien eines Modell Hamiltonoperators
semiklassisch berechnet und mit den exakten Losungen verglichen worden

Fiir die erste Anregungsenergie wurde in der Bosonenndherung eine zur RPA
Methode identische Losung gefunden. Bei der exakten Behandlung der auftre-
tenden Operatoren wurde durch Linearisierung der analytischen Losung um
das Minimum der klassischen Energie eine Beschreibung fiir Bereiche der pn-
Paarkraftstiarke gefunden, fiir den die RPA Methode nicht giiltig ist.

Fiir die zweite Anregungsenergie wurde in der Bosonennéherung ein verschwinden
der Anregungsenergie fiir kleinere Werte der pn-Paarkraftstirke ' als in der
RPA Methode gefunden. Im Rahmen der exakten Behandlung der auftretenden
Operatoren wurde eine fiir alle Werte vom &’ giiltige Anregungsenergie gefunden.
Fiir kleinere Werte von ' wurde fiir die so gefundene Anregungsenergie eine sehr
gute Ubereinstimmung mit der exakten Losung gefunden, fiir groBere Werte von
k' ergab sich ein dhnlicher Verlauf.
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Weiterhin wurden die Fermi-Betaiibergangsamplituden berechnet. Im Fall der
pt+ Uberginge wurde fiir die im semiklassischen Verfahren erhaltenen Amplitu-
den iiber den gesamten betrachteten Bereich der pn-Paarkraftstirke s’ qualitativ
eine gute Ubereinstimmung mit der exakten Lésung gefunden. Im Fall der -
Ubergiinge wurde nur fiir ' < 1.5 ein gleicher Verlauf, aber auch bei ' = 2 eine
Abweichung von weniger als 15 % von der exakten Losung gefunden.

Fiir die Tkeda-Summenregel wurde iiber den gesamten betrachteten Bereich eine
gute Ubereinstimmung der im semiklassischen Verfahren erhaltenen Losung und
der exakten gefunden. Ab x’ = 1.3 ist die Ikeda-Summenregel jedoch verletzt.

Insgesamt wurde gute Ubereinstimmung der N&herungen und exakten Lésungen
der 8 Ubergangsamplituden gefunden. Bei der Betrachtung der ersten beiden
Anregungsenergie stellt die betrachtete Methode eine Moglichkeit dar zur Be-
schreibung von Bereichen der pn-Paarkraftstéirke, die der RPA Methode nicht
zugénglich sind. Fiir die Zukunft stellt das betrachtete Verfahren somit eine in-
teressante Moglichkeit zur Beschreibung der Kernstruktur des 35 Zerfalls dar.

Vor allem aufgrund der neuesten Ergebnisse der Super-Kamiokande Kollaborati-
on kann man davon ausgehen, dafl Neutrinos oszillieren und damit massiv sind.
Da Neutrinos im Standardmodell masselos sind, stellen diese Resultate Evidenz
von der expreimentellen Seite dafiir dar, dafi das Standardmodell erweiter wer-
den mufl. Wie im Jahr 1930 — in der Hypothese der Neutrinos durch W. Pauli
— sind Neutrinos damit wieder ein Wegweiser, wie das heutige Verstdndnis der
Physik erweitert werden muf}. In dieser Arbeit ist eine mdogliche Erweiterung des
Standardmodells untersucht worden. Durch die Vorhersagekraft des Modells und
die Testbarkeit der Ergebnisse in der nahen Zukunft ist diese besonders attraktiv.
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Anhang A

Effektive 3 x 3
Neutrinomassenmatrix auf dem
Baumniveau

Die effektive 3 x 3 Neutrino Massenmatrix auf dem Baumniveau erhilt man aus
der 7 x 7 Massenmatrix

Mm:< 0 m > (A.1)

m” M,
wobei die Nebendiagonale 3 x 4 Matrix m durch
@Mzswc/gul MZch/gul 0 S
m= | ©Mzswcpus Mzewcegus 0 Sy (A.2)

<:>M28Wc5U3 M2CWC[3U3 0 <us

und die Neutralino 4 x 4 Matrix M, durch

M, 0 <:>MZchﬁ Mzswsﬁ
M = 0 M, Mzewes  SMzewsg (A.3)
X @]WZSWC[g MZch/g 0 U '
Mzswsg @]WZCWS,g S 0

gegeben ist. Experimentell findet man, da8 (M, );; > m,; ist [69]. Man kann die
7 x 7 Massenmatrix deshalb nidherungsweise diagonalisieren. Dazu bringt man
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die Massenmatrix zunéchst auf Blockdiagonalform und diagonalisiert dann die
einzelnen Unterrdume. Als Entwicklungsparameter wéhlen wir

& = mM". (A.4)

Als rotierte Basis fiir die effektive Neutrino Massenmatrix wihlen wir nach [69,
68, 114]

o = ZiyTy,, (A.5)
und erhalten fiir die Massenmatrix

EMireest = e (A.6)
Die unitére Transformation = kann beschrieben werden als

= = ( VST v > ( 1 ijgg 1 cfﬁ& > | A0

Wenn man nur Terme bis zur ersten Ordnung im kleinen Entwicklungsparameter
& berticksichtigt, bringt der zweite Teil der Transformation die Massenmatrix auf
Blockdiagonalform, und der erste Teil diagonalisiert diesen. Fiir die effektive 3 x 3
Neutrino Massenmatrix erhélt man durch diese zweite Transformation

A2 A, A,
MPs = emMI'm" =Z- | AN, A2 A | (A8)
AAr AN, A2

Dabei ist
M, + tan? Oy M,
Z = ¢ A,
92 4 DetMX 9 ( 9)
DetM, = sin2B8Mp, (M, + tan Oy My) < p” My Mo, (A.10)
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Anhang B

1-Schleifen Beitrige zur Neutrino
Massenmatrix

Die Berechnung des Beitrags der 1-Schleifen Diagramme ist im Folgenden fiir den
Slepton-Lepton Fall dargestellt. Fiir die Quark-Squark Beitrige ist der Rechnung
analog.

Um die Amplitude der Einschleifen Diagramme zu erhalten, benttigen wir die
Kopplung der Neutrinos an Slepton-Lepton Paare. Die dafiir relevanten Feynman
Regeln sind nach [115, 58] in Figur B.1 dargestellt. Einsetzen der Propagatoren
[116, 1] ergibt dann fiir den in Figur 3.4 (a) dargestellten Graphen folgenden
Beitrag

2 .
: Ay e ig + 1)
o = 3 [ gl PN

Im =1 ¢ <mj
PV, @p)i T A pt- (B.1)
Dabei sind die /; die Masseneigenzusténde der Sleptonen, die durch
i = Vialp + Valg (B.2)

mit den Flavor Eigenzustdnden verbunden sind. Die Elemente der Mischungma-
trix V;iz7 kénnen durch einen Winkel parametrisiert werden als

cos®;, sind,
V= = . B.3
( &sin®;  cos P, > (B-3)
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Abbildung B.1: Feynman Regeln fiir relevante Kopplungen.
® ergibt sich durch Diagonalisieren der Sleptonen Massenmatrix [115]

M, < pi +mj my(A + ptan 3) > . (B.4)

my(A+ptanB) iy +mi

Die Massen der Masseneigenzustiande sind

1
My, = 3 (u% + ph +2mi £ \/(,u% Su%)? + 4mi (A + ptan ﬁ)2> (B.5)

und der Mischungswinkel ® ergibt sich zu

sin2®;, = 2(A + ptan B)m (B.6)

V(17 S )2 + 4(A + ptan §)2m;

Um das Integral in der Amplitude auf die wesentlichen Beitrige zu reduzieren,
splitten wir es auf in einen Teil, der im Z&ahler die Terme mit ¢ und einen Teil,
der den Massenterm enthélt. Zunéchst zeigen wir, dafl der Term proportional ¢
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im Grenzfall p — 0 verschwindet. Um den Nenner quadratisch in der Integrati-
onsvariablen zu schreiben, fiihren wir Feynman Parameter ein [116]:

1

(¢ &p)* & M,] (¢> =)

1
N 0/ [2¢? ©22pq + xp? S M), + ¢? Sag? (1 Sx)mi)

1

1
= d B.7
/ 2 SrM? <(1 x)m] v (B.7)
0

Dabei ist | = g ©ap. Fiir den Zahler erhédlt man
qg+m; = l+ap+my. (B.8)

Terme proportional zu [ verschwinden aus Symmetriegriinden. Im interessanten
Fall von p — 0 iiberlebt somit nur der Term proportional zu m;. In diesem Grenz-
fall kénnen wir die Amplitude mit der Definition der Schleifenintegralfunktionen

n

. d"q 1
By(p*,m*, M?) = «il6 2/
oA ") R @ e (i wp o0

(B.9)
und einsetzen der Mischungsmatrixelemente V;; aus Gleichung (B.3) schreiben als

. . 1 .
Zqu = A Z m)\qlp)\mplml SIH(2¢p)
lm

- (Bo(0,m2, M) <By(0,m:, M) . (B.10)

Im betrachteten Fall p — 0 ist die Differenz der Funktionen By gerade [115]

2 2 2 2 M22 m2
B(07 Mlym )@BU(O,MZ,m ) = mln <V22>

o My (1 (B.11)
n{ —— . .
m? < M;? M}
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Experimentell finden wir, dal M, > m,;. Somit ist

M2
B(0, M{,m?) & Bo(0, My, m*) = In (ﬁ)
1

C(ME O AM?

- (ﬁ R )

V(1] Sup)? + 4mi (A = ptan )
M

12

AM?
M

(B.12)

Dabei wurde im letzten Schritt die Differenz der quadrierten Eigenwerte der Slep-

tonenmassenmatrix aus Gleichung (B.4) eingesetzt. Die Amplitude kann somit
geschrieben werden als

: L 1 mymy, (A + ptan )
Zqu = A ZX: W)\qlp)\mpl M12 . (B13)

134



Anhang C

RPA Matrixelemente

Unter Bosonenndherung versteht man die Annahme, daf sich die bifermionischen
T

Operatoren ala,, und afa; im Mittel wie Bosonen verhalten, also

(RPA| [alam,a;‘laj] IRPA)
8550mn ©0mn (RPA|a;jal [RPA) <0, (RPA|anal, [RPA) ~ 6,6,
— (HF| [a}am,a;aj] IRPA) (C.1)

in guter Ndherung erfiillt ist. Hierbei ist |HF) der Hartree-Fock Grundzustand.
Die Elemente der Matrizen A und B sind

Ami,nj — <HF| [ajama [Hv GLGJ']] |HF>

Buin; = ©(HF [aj.am, [H, a}anH HF) (C.2)
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Anhang D

Matrixelemente der

Bosonenreprisentationen

Die nicht verschwindenden Matrixelemente des Holstein-Primakoff Bosonenbilds

des Modell Hamiltonoperators Hl(gHP) sind:

2Qen +1

HY )y = n(2
(n[Hp™ ) = n(2e+ h——F5—),

(TP),y — R PIINELINE
(n+2[Hg 0}y = Xof(n+1)(n+2)(1 o)1 S55),

| H P n+2) = (n+2/HI|n).

Die nicht verschwindenden Matrixelemente des Dyson Bosonenbilds sind:

2Q &n + 1)

202 ’
Xo[(n+1)(n + 2)]z,
Xo[(n+1)(n+ 2)]:

(n|HP |n) = n(2e+

N

(n+2[HY |n)
mlHY In+2) =

M=

X [1<:>1 —|—(<:)l+ !
Q402

2€2

Die Basiszustédnde sind dabei gegeben durch

(67)"10)s,

n) =

al-
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Anhang E
5 Ubergangsamplituden

Zur Berechnung der 3 Ubergangsamplituden geht man folgendermafien vor. Ex-
plizit werden die Schritte fiir den Fall A.1 dargestellt. Zunéchst werden die Be-
wegungsgleichungen in Standard RPA Form geschrieben. Ausgehend von den in
4.3.2 gefundenen kanonischen Koordinaten fiihrt dies zu

<g>:<§vf;><§> (E.1)

Dabei sollen die neuen Koordinaten

erfiillen. Durch Einbeziehung dieser Bedingungen kann man zwei der Transfor-
mationskoeffizienten eliminieren. Diese Bedingungen fiihren auf

Z=eX, W=Y. (E.3)

Betrachten wir ()? ,Y) als unabhiingige Variablen, kann man durch die Transfor-
mation

X:%()?Jr?), Y:%()N( &Y), (E.4)

die Bewegungsgleichungen schreiben als
2¢ + Ay 2\ X X
= : E.5
( 2, <:)(26+/\1)><Y> “’(Y) (E5)
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Die Bedingung der Poissonklammern aus Gleichung E.2 liefert die Normierung
X’sY?=1. (E.6)

Somit ergeben sich die Transformationskoeffizienten X und Y zu

N

2
X:p@(M) oyt e (E.7)

2 2

Die so gefundenen Koordinaten miissen nun noch quantisiert werden. Dazu gehen
wir analog zu Abschnitt 4.3.2 vor und definieren die komplexen Koordinaten

1

V2

1

¢ V2

(Q+iP), C* (Q <iP). (E.8)

Diese kann man in den urspriinglichen Koordinaten (z, z*) schreiben als

_1<:>z' 141

V2 V2

Die Quantisierung erfolgt durch Ersetzen der komplexen Koordinaten (C,C*)

C

(Xz+4YzY), C*=

(Xz"+Yz). (E.9)

durch die Bosonen (B, BY). Der 3 Ubergangsoperator in Quasiteilchendarstellung
ist gegeben als

B = V2Q(U,V,A" + V,U,A),
Bt = V2Q(U,V,A + V,U,AM). (E.10)

Gemittelt durch die Testfunktion A unter der Annahme 1 ergibt sich

(0uB710)] = V2Q(U,V.X &V,U.Y),
(0, BF|0)] = V2U,V,X <V, U,Y). (E.11)

Ersetzen von (z,z*) durch C,C*) und Quantisierung durch Bosonen ergibt fiir
Uberginge vom Grundzustand

B|0) =0 (E.12)
zum ersten angeregten Zustand

0,) = B*|0) (E.13)

140



E [ UBERGANGSAMPLITUDEN

fiir die 3 Zerfallsamplituden

(01]5710)] = V2Q(U,V,X ©V,U,Y),
1(01|6710)] = V22U, V,X <V, U,Y). (B.14)

Analog geht man fiir den Fall 2 der Wellenfunktion A vor. Die dabei erhaltenen
Variablen sind

o T
X = (¢+p), g=rer, p=¢p&—,

2

Hg\H
(\)

Y = —(¢&p). (E.15)

S

Die Bewegungsgleichung hat dabei die Form

( <:)(BB+4:>CC) qBBiCC) > ( ); > - ( ); > ' (10

Dabei ist

B - ANy 29%(26 + A ©2Xy + 22)(2e S\ + 2)p + 2222
200 1 ()\1 @2/\2)2 ’
20 &1

Die normierten Losungen der Bewgungsgleichung sind

B+ Csw 2 1
X = [1 — ) |2
B+ Csw
Yy = &——X. E.18
B &C ( )

Die zu quantisierenden komplexen Koordinaten sind

1 . e, q+p q &1ip
L 1 . 14+, qgep q-+ip
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Da der gemittelte Ubergangsoperator nicht linear in den Koordinaten (r, @) ist,
linearisieren wir ihn um sein Minimum. Man erhélt

WAy = <(igT +ps),

(Y|A[Y) = iqT <psS, (E.20)
mit
ro_ L Qesr |
2Q0 /o °
T(l@ﬁ)
o r
S = \/r(1e—). (E.21)

2€2

Die 3 Ubergangsamplituden vom Grundzustand zum ersten angeregten Zustand
der quantisierten Zusténde sind dann

(O]5710)] = M[Upvn<TX7§Y+sz§Y>

X &Y X—l—Y)]

ARUL(ST =+ 5=
L XeY X4V
(OuB*]0)] = m[Upva st
X &Y X+Y
ARULT= 2+ 55 )]

(E.22)
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