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Zusammenfassung

Die Bestimmung der Volatilitdt von Finanzmarktdaten ist heutzutage Kernpunkt empirischer Analysen im Be-
reich des Finance/Banking oder in der monetdren Makrodkonomik. Dabei erweisen sich multivariate GARCH
(MGARCH-) Modelle als besonders hilfreich, da mit ihnen wichtige empirische Eigenschaften von Finanzmarkt-
daten, wie z.B. Volatilitatscluster oder kontemporéare Korrelationen mehrerer Zeitreihen, leicht abzubilden sind.
Es wird daher sowohl eine Ubersicht iiber géngige und neuere MGARCH-Modelle als auch deren Schétzmetho-
den gegeben. Zusétzlich soll durch eine empirische Analyse herausgefunden werden, ob Spill-Over-Effekte zwi-
schen Devisenmarkt, Geld- und Aktienmarkt in FEuropa existieren. Insbesondere kommen zwei getrennte bivariate
MGARCH-Modelle (CCC-Modell nach Bollerslev und DCC-Modell nach Engel) mit zusétzlichen Erweiterungen
zur Anwendung, wobei untersucht wird, ob mégliche Politimplikationen hinsichtlich der Diskussion um flexible
vs. fixe Wechselkursregime 6konometrisch abgeleitet werden kénnen.

Schlagwérter: Multivariate GARCH-Modelle, Volatilitdts-Spill-Over, Bivariate MGARCH-Schétzung

t mailto: michael. lad@gmx.net



Inhaltsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis

Tabellenverzeichnis

Symbolverzeichnis

1 Einleitung

Finanzmarktdaten - Stylized Facts und (G)ARCH-Modellspezifikation

2.1 Stylized Facts - Finanzmarktdaten und ihre empirischen Phénomene . . . . . .

2.2

(G)ARCH-Modellspezifikation . . . . . . . ... ... ...

221

2.2.2

Univariate Modellierung . . . . . . . . . ... .. o Lo

Multivariate Modellierung . . . . . . .. ... oo

3 Theorie multivariater GARCH-Modelle

3.1

Klassische multivariate GARCH-Modelle . . . . . . . . . . . . .. .. ... ...

3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.14

3.1.5

VEC(P,Q)-Modell . . .. ... .
Diagonales VEC(P,@Q)-Modell . . . . .. ... ... ... .. ... ...
BEKK(P,Q,K)-Modell . . ... ... ... .. ... ...
Diagonales BEKK(P, @, K)-Modell . . . .. ... ... ... ........

CCC(P,Q)-Modell . . . . ...

III1

IV

10

10

12

15



INHALTSVERZEICHNIS

3.2 Neuere multivariate GARCH-Anséatze . . . . . . . . . . . . . . . . ... ...

3.2.1

3.2.2

Modelle mit zeitlich-variierenden Korrelationen . . . . . . . . . .. .. ..

FlexM-Modell . . . . . . . . .

3.3 Erweiterungen . . . . . . .. Lo

3.3.1

3.3.2

Weitere mogliche multivariate GARCH-Spezifikationen . . . . . . . . . ..

Alternative Herangehensweisen der Modellierung von

Volatilitaten . . . . . . . .

Methoden der Schiatzung multivariater GARCH-Modelle

4.1 Maximum-Likelihood-Schétzung . . . . . . . . . . ... ...

4.2 Schatzung in zwei Schritten . . . . . . . ..o

4.3 wariance-targeting-Schatzung . . . . . ..o

4.4 Semiparametrische Schatzung . . . . . . .. ..o Lo

Volatilitits-Spill-Over zwischen Euro, Euribor und Eurostoxx

5.1 Theoretischer Hintergrund . . . . . . . . . . . . .. ... o

5.2  Empirische Untersuchung: Deskriptive Analyse . . . . . . .. ... ... ... ...

5.3 Bivariate GARCH-Schétzung . . . . . . . . .. ... .o

5.3.1 Modellspezifikation . . . . . . . ... oo
5.3.2 Test auf konstante Korrelationen . . . . . . . ... ... ... ... ...
5.3.3 Analyse der gewahlten Modelle . . . . . . ... ... ... ... ... ...
5.3.4 Kuitische Betrachtung . . . . . . . ... oo

6 Kritische Zusammenfassung und Ausblick

Literaturverzeichnis

Anhang

39

39

42

43

44

46

46

48

02

02

23

95

60

61

65

IT



Abbildungsverzeichnis

2.1 Geschiatzte Dichtefunktion . . . . . . . . . . . .
2.2 Volatilitatscluster . . . . . . . .
2.3 Autokorrelationen . . . . . . .. L

2.4 Gemeinsame Bewegung® von Volatilitdten . . . . . . .. ... ... ... ..

5.1  Volatilitatscluster der untersuchten Finanzmarktzeitrethen . . . . . . . . . . . ..

III



Tabellenverzeichnis

5.1 Verteilungscharakteristik (empirisch) . . . .. . ... . Lo Lo 49
5.2 Test auf Normalverteilung . . . . . . . . . .. ... ... 49
5.3 Test auf Autokorrelation . . . . . . . . . ... o1
5.4 Einheitswurzeltest . . . . . . . . .. oL 92
5.5 Test auf konstante Korrelationen . . . . . . .. ... ... oL 55
5.6 Bivariate CCC-GARCH-Schatzung . . . . . . . .. .. .. ... .. ... .. o7
5.7 Bivariate CCC-GARCH-Schitzung mit Spill-Over-Effekten . . . . . . . . . . .. 29

IV



Symbolverzeichnis

Fiir die unten aufgefiihrten Symbole bezeichnet der Zeitindex ¢ stets einen Zeitpunkt aus N.

Allgemeine Notation

a; Parametervektor

A = [a;] Parametermatrix mit Element a;;
b geschatzter Koeffizientenvektor
b; Parametervektor

B = [b;;] Parametermatrix mit Element b;;
C = [cij] Parametermatrix mit Element c¢;;

it

O
I
%

Diagonalmatrix der bedingten Standardabweichungen /h;; ;

Dy Dublikationsmatrix

el nominaler Wechselkurs

el realer Wechselkurs

e; white-noise- Vektor

En Eliminationsmatrix

E(z) Erwartungswert der Variablen x

fQ) Dichtefunktion

f, Vektor von Faktoren

F = [f] symmetrische Matrix mit Element f;;

g(.) Dichtefunktion

gi Parametervektor

G = [gij] Parametermatrix mit Element g;;

Gg(.) Gammafunktion

he = it positive bedingte Varianz

hij+ bedingte Kovarianz

H, symmetrische positiv definite bedingte Kovarianzmatrix
H Bandbreite einer multivariaten Kerndichteschatzung
1y nominaler Zinssatz

Iy Einheitsmatrix der Ordnung N

v



SYMBOLVERZEICHNIS

K Kern einer multivariaten Kerndichteschatzung
1=[l] Vektor mit Element [;

L = [l;;] Matrix mit Element /;;

L(.) Likelihood-Funktion

my nominales Geldangebot (logarithmiert)
N Anzahl an Zeitreihen y;

O = [0;4] Matrix mit Element o;;

Dt inldndisches Preisniveau

Dy auslédndisches Preisniveau

Q = [q;] Parametermatrix mit Element g;;

Q unbedingte Kovarianzmatrix von &,

S Stichprobenkovarianzmatrix

Uy Residuum

Var(x) Varianz der Variablen x

x exogene Variable

X Regressormatrix

Yt beliebige Zeitreihe

Vi reales Volkseinkommen (logarithmiert)

Griechische Buchstaben

« Parameter
I} Parameter
vy Parameter

Ly = [pij(7t)] symmetrische Marix der Korrelationen p;;( ) - zeitvariant bzw. zeitinvariant

) Parameter

A Log-Differenz erster Ordnung

€ 1.1.d.-verteilte Zufallsvariable

£ Zufallsvariable eines white-noise-Prozesses
G NI D-verteiltes Residuum

Z Diagonalmatrix der Elemente (322, fzt_m)%
7, spezieller Residuenvektor

0 Parameter

U Vektor der zu schéitzenden Parameter

O, = [0;.] Parametermatrix mit Element 6;;,

K Parameter

VI



SYMBOLVERZEICHNIS

R

Pax
o~

[1

IS

Q

>

Uy

T,

® = [¢y)]
Uy = [y
w

97

Operatoren

©
@

diag(.)
vec(.)

vech(.)

vech"(.)

Parameter

bedingte Kovarianzmatrix des Faktorenvektors f;
Erwartungswert

Parameter

standardisiertes Residuum der Form &;; = u;+/ \/m
Matrix der Form E; = ({1, .., &)
Korrelationskoeffizient

Parameter

eindimensionale Varianz (bedingt/unbedingt)
unbedingte Kovarianzmatrix

1diosyncratic error - Vektor

bedingte Kovarianzmatrix des idiosyncratic error - Vektors vy
Parametermatrix mit Element ¢;;
Stichprobenkorrelationsmatrix mit Element v;;;
Parameter

Informationsmenge (mit endogenen bzw. exogenen Variablen)

Hadamard (elementweises) Produkt zweier Matrizen

elementweise Division zweier Matrizen

elementweise Potenzierung einer Matrix

Diagonalisieren eines Vektors 1 = [[;]: Erzeugen einer Diagonalmatrix mit den
Diagonalelementen ;

Operator, der alle Elemente einer Matrix spaltenweise untereinander in einen Vek-
tor plaziert

Operator, der die Elemente des unteren (linken) Dreieckteils einer quadratischen
Matrix spaltenweise untereinander in einen Vektor plaziert

Operator, der die Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen einer quadratischen

Matrix spaltenweise untereinander in einen Vektor plaziert

VII



Kapitel 1

Einleitung

,,...there is a lot of commonality in volatility changes across stocks:
a 1% market volatility change typically implies a 1% wvolatility
change for each stock. Well, perhaps the high volatility stocks are
somewhat more sensitive to market volatility changes than the low
volatility stocks. In general it seems fair to say that when stock

volatilities change, they all tend to change in the same direction.“

Black (1969, S. 179)

Sich iiber die Zeit hinweg verdindernde Varianzen, besonders von Finanzmarktdaten, stehen seit
jeher im Zentrum empirischer und theoretischer Untersuchungen. Die Motivationen hierfiir sind
vielschichtig. Besonders dominant ist allerdings die Beachtung der bedingten Varianz (Volatilitét)
im Bereich des Banking/Finance, da sie auf diesem Gebiet direkt mit grundlegenden Theorien
verbunden ist. Die Berechnung des Value-at-Risk, die Portfolioselektion bzw. -allokation zwischen
Aktien und Rentenpapieren oder die Preisfestsetzung von Optionen sowie Hedging-Uberlegungen
sind ohne eine Bestimmung des Risikos (oft in Form der bedingten Standardabweichung der
Renditen) der zugrundeliegenden Finanzmarktwerte undenkbar. Aber auch makrockonomische
Uberlegungen sind eng mit der Bestimmung von Risiko verbunden. Da z.B. Aktienmérkte und
deren Wertzuwichse direkt mit dem Wirtschaftskreislauf in Verbindung stehen, kann davon aus-
gegangen werden, dass die Messung der Unsicherheit auf makrookonomischer Ebene, z.B. in Form
der Volatilitdt der industriellen Produktion, des Zinssatzes oder des Geldmengenwachstums, da-
zu beitragen, die Variabilitit des Aktienmarktes zu erkléaren. Ein wesentliches Problem besteht
allerdings in der Tatsache, dass die Volatilitdt nicht beobachtbar ist, sondern aus den Daten
geschitzt werden muss; eine moglichst zuverlédssige Schétzung und Prognose der Volatilitat ist

daher unabdingbar.
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Durch zahllose Untersuchungen wurde festgestellt, dass zwar exogene Variablen einen ge-
wissen Erklarungsgehalt fiir die Volatilitidt der untersuchten Finanzmarktrenditen haben, jedoch
verzogerte endogene Anderungsraten bedeutender fiir den Verlauf der Volatilitit sind. In den
70er Jahren konzentrierte sich daher die Forschung vor allem auf klassische Zeitreihenmodelle,
wie etwa autoregressive (AR-) oder autoregressive moving average (ARMA-) Prozesse, die rela-
tiv leicht zu implementieren waren. Diese Herangehensweise hinkt jedoch in zweifacher Hinsicht:
Zum einen wird durch die lineare Konstruktion die Modellierung von dynamischen Beziehungen
eingeschréankt, zum anderen werden diese klassischen Zeitreihenmodelle im Allgemeinen ohne
a-priori Bedingungen der AR~ bzw. MA-Parameter angewandt, was strukturelle Interpretationen
erschwert. Gerade Wechelkurse, Aktienkurse, Zinssédtze oder andere Finanzmarktdaten weisen
nicht-lineare dynamische Verhaltensmuster auf, die einen Bruch mit den zuvor genannten linear-

en Zeitreihenmodellen unumgénglich machen.

Rob Engles Arbeit ,, Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, with Estimates of the Varian-
ce of United Kingdom Inflation“ aus dem Jahre 1982 kann wohl als einer der meist zitierten Artikel
in der Okonometrie der letzten beiden Jahrzehnte gesehen werden (McAleer und Oxley, 2002,
S. 238). Mit ihm begriindete Engle eine neue Klasse der sogenannten autoregressive conditional
heteroscedasticity (ARCH-) Modelle. Diese nicht-lineare Spezifikation der bedingten Varianz einer
Zeitreihe, bzw. die strukturelle Festlegung der zeitreihenspezifischen Heteroskedastizitat durch
einen autoregressiven Prozess der verzogerten quadrierten Residuen, erwies sich als dufierst hilf-
reich fiir die Modellierung der wichtigsten empirischen Befunde von Finanzmarktdaten, da sie
explizit zwischen bedingten und unbedingen Momenten zweiter Ordnung unterscheidet. Jedoch
wurde bald festgestellt, dass ARCH-Modelle insbesondere fiir Finanzmarktdaten mit hoher Beob-
achtungsfrequenz haufig nicht in der Lage waren, deren empirischen Befunde adéquat abzubilden.
Dies veranlasste Bollerslev (1986) dazu, Engles ARCH-Modelle - in Analogie der Verallgemeine-
rung von AR- zu ARMA-Modellen - zu einem verallgemeinerten (generalized) GARCH-Modell
mit autoregressiven Termen der eigenen, verzogerten, bedingten Varianzen zu erweitern.
Insbesondere aus 6konometrischer Sicht sind (G)ARCH-Modelle dazu geeignet, dynamische
Beziehungen von Zeitreihen aufzudecken bzw. zu testen. Nicht nur fiihrt die spezifische Model-
lierung des Varianzterms zu effizienteren Schétzern, sondern auch klassische Fragestellungen der
Random-Walk-Hypothese, die Abschatzungen von Prognoseintervallen oder das Vorliegen latent-

er Faktoren erscheinen durch die Anwendung von (G)ARCH-Modellen in einem anderen Licht.
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Die schwerwiegendste Einschrankung dieser nicht-linearen Zeitreihenmodelle liegt jedoch in
ihrer univariaten Natur. Die bedingte Varianz wird vollkommen unabhéngig und speziell auf ei-
ne Finanzmarktdatenreihe bezogen. Somit wird eine mogliche und bei Finanzmarktdaten haufig
anzutreffende kontemporére Korrelation mehrerer Zeitreihen vernachléssigt. Die Notwendigkeit
einer Modellierung gerade des empirischen Phénomens einer sich iiber die Zeit hinweg veran-
dernden Kovarianz fiihrte zur Entwicklung multivariater GARCH-Modelle. Heute steht fest, dass
das Standard ARCH-Modell nur Ausgangspunkt einer empirischen Studie sein kann und man
auf Erweiterungen, besonders in multivariater Hinsicht, angewiesen ist, da hierdurch effizientere
Entscheidungen im Finanzsektor moglich sind und die Modellierungen von Finanzmarktdaten

erleichtert werden.

Ziel dieser Arbeit ist, einen Uberblick iiber ausgewihlte, in Wissenschaft und Praxis héufig an-
gewandte, multivariate GARCH-Modelle und deren zugrundeliegende Strukturen sowie theore-
tische Grundlagen zu geben. Besonders soll hierbei zwischen klassischen multivariaten GARCH-
Spezifikationen und neueren multivariaten Modellierungen der bedingten, sich in der Zeit ver-
andernden Kovarianzmatrix, unterschieden werden. Da die Schatzung solcher multivariater Va-
rianzspezifikationen nicht génzlich mit Methoden der Schéatzung univariater GARCH-Modelle in
Einklang zu bringen ist, wird des weiteren auf spezifische multivariate Schéitzmethoden eingegan-
gen. Allerdings erfolgt keine Beurteilung der einzelnen Modelle hinsichtlich Prognosefédhigkeit und
-genauigkeit, noch werden diverse Methoden der Modellselektion bzw. addquater Modellspezifika-
tion dargestellt - eine vertiefende Behandlung dieser Aspekte wiirde den Rahmen dieser Arbeit
sprengen. Jedoch soll in einem empirischen Teil eine multivariate GARCH-Schétzung durch-
gefithrt werden. Aus volkswirtschaftlicher Sicht scheint hierfiir der Diskurs iiber die Vor- und
Nachteile von fixen versus flexiblen Wechselkursregimen fiir eine 6konometrische Untersuchung
geeignet zu sein. Besonders nach dem Fall des Wahrungssystems von Bretton Woods und der
nachfolgenden Zeit flexibler Wechselkurse in den 70er Jahren wurde das jeweilige Wechselkursre-
gime immer wieder fiir eine negative inldndische Wirtschaftsentwicklung verantwortlich gemacht.
Diese Diskussion hat durch die Turbulenzen im Europidischen Wahrungssystem in den 90er Jah-
ren und die Einfiihrung des Furo 1999 neue Nahrung erhalten. Dabei wird argumentiert, dass
ein fixes Wechselkursregime Schocks von aufsen durch diverse Transmissionsmechanismen auf die
inlandische Wirtschaft iibertrigt, wihrend diese exogenen Storungen in einem flexiblen Wech-
selkurssystem absorbiert werden. Speziell soll auf Europa angewandt durch eine multivariate

GARCH-Sperzifikation untersucht werden, ob ein negativer Zusammenhang zwischen der Varia-
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bilitat des EUR/USD-Wechselkurses und der Volatilitat von Finanzmérkten herrscht und somit
von einem stabilisierenden Effekt eines flexiblen Wechselkurssystems gesprochen werden kann.
Die Finanzmérkte werden dabei durch zwei prominente Finanzmarktindikatoren, zum einen den
kurzfristigen Zinssatz (Euribor) und zum anderen den Aktienmarktindex (Eurostoxx), repré-
sentiert. Frithere Untersuchungen vergleichen die Variabilitdten in unterschiedlichen monetaren
Regimen meist durch unbedingte Varianzen der Makroindikatoren in verschiedenen Zeitperi-
oden und messen dabei Unterschiede in den Volatilitdten dem fixen bzw. flexiblen Wechselkurs
zu. Hierbei wird jedoch aufter Acht gelassen, dass unterschiedliche Zeitpunkte nicht nur andere
Wihrungssysteme, sondern auch unterschiedliche Charakteristika der Makrockonomik mit sich

bringen.

Die Arbeit ist inhaltlich wie folgt gegliedert: Wahrend in Kapitel zwei empirisch fundierte Eigen-
schaften von Finanzmarktdaten, sogenannte stylized facts, exemplarisch dargestellt werden und
auf die Grundstruktur von univariaten und multivariaten GARCH-Modellen eingegenangen wird,
soll in Kapitel drei eine Ubersicht iiber die Theorie multivariater GARCH-Modelle erfolgen und
diverse Erweiterungen und Alternativen zu den diskutierten Modellen aufgezeigt werden. Kapitel
vier behandelt einige iibliche Schétzmethoden multivariater GARCH-Spezifikationen. In Kapitel
finf werden sodann mogliche Volatilitits-Spill-Over zwischen dem EUR/USD-Wechselkurs und
dem Euribor einerseits sowie dem EUR/USD-Wechselkurs und dem Eurostoxx andererseits mit
Hilfe zweier bivariater GARCH-Schétzungen mit zusétzlichen, nicht standardmaéfigen, Erweite-
rungen untersucht. Eine kritische Zusammenfassung mit einem Ausblick auf mdogliche weitere

Forschungsschwerpunkte schliefst in Kapitel sechs die Arbeit ab.



Kapitel 2

Finanzmarktdaten - Stylized Facts und

(G)ARCH-Modellspezifikation

2.1 Stylized Facts - Finanzmarktdaten und ihre empiri-

schen Phanomene

In der empirischen Analyse von monetédren Herausforderungen oder die Finanzmérkte betreffen-
den Problemstellungen weisen die zu untersuchenden Daten einige empirisch fundierte Eigen-
schaften (stylized facts) auf, die sie von anderen Zeitreihen unterscheiden. Diese Phéanomene kon-
nen weder durch klassische AR- oder ARMA-Prozesse (vgl. Box et al, 1994), noch durch andere
(nicht-)lineare Verallgemeinerungen in der Spezifikation des bedingten Erwartungswertes model-

liert werden. Im Folgenden sollen vier stylized facts vorgestellt werden.

Stylized fact 1: Leptokurtische Verteilung

Bereits Mandelbrot (1963, S. 395) stellte bei seinen Untersuchungen auf Rohstoffmérkten fest,
dass Preisénderungen der untersuchten Waren tendenziell eine leptokurtische Verteilung auf-
wiesen. Vor allem bei Anderungsraten von Finanzmarktdaten ist die geschitzte Kurtosis meist
grofer als drei. Abbildung 2.1 zeigt dies anhand der Verteilung von téglichen Anderungsraten
(Log-Differenzen erster Ordnung) des DEM /USD-Wechselkurses von 1995-1998.
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Abbildung 2.1: Geschitzte Dichtefunktion der téiglichen Log-Anderungsraten des DEM /USD-
Wechselkurses (1995-1998)
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Quelle: eigene Berechnungen.!

Im obigen Fall der Verteilung des DEM /USD-Wechselkurses ergibt sich eine Kurtosis von 5,947,

die somit deutlich iiber drei liegt.

Stylized fact 2: Volalitildtsclustering

Weiterhin fand Mandelbrot (1963, S. 418) heraus, dass nach grofen (kleinen) Preisénderungen
(positiver oder negativer Art) seiner untersuchten Variablen tendenziell wieder grofse (kleine)
Preisénderungen folgten. Ebenso beobachtete Engle (1982) im Rahmen seiner Analyse der briti-
schen Inflationsrate, dass die Varianzen der Storterme weniger stabil waren als gemeinhin ange-
nommen. Er stellte dabei fest, dass nach Phasen mit sehr grofer (kleiner) Volatilitéit tendenziell
wieder Phasen mit grofer (kleiner) Volatilitdt folgten, sich also sogenannte Volatilitatsklum-
pen (Volatilititscluster) bildeten. Weitere Studien iiber Aktienrenditen oder Anderungsraten von
Wechselkursen (siehe z.B. Domowitz und Hakkio, 1985) zeigen, dass dieser Effekt in Finanzmérk-
ten recht hiufig anzutreffen ist. In Abbildung 2.2 sei dies anhand der téglichen Log-Renditen der
Siemensaktie nochmals dargestellt. Bei genauerem Hinsehen lassen sich Volatilititscluster z.B.

zu Beginn des Jahres 2000 und zum Ende des Jahres 2001 erkennen.

! Hinweis: Die Kerndichteschiitzung wurde mit Matlab 6.1 durchgefiihrt. Zur Anwendung kam ein Gaufkern mit
Bandbreite h = 1.06 - T~'/5. Die exakte Matlab-Prozedur findet sich im Anhang.
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Abbildung 2.2: Volatilititscluster: tiagliche Log-Renditen der Siemensaktie (1999-2002)
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Quelle: eigene Berechnungen.

Stylized fact 3: Unkorrelierte, aber nicht unabhingige Anderungsraten

Die im stylized fact zwei dargestellten Volatilitdtsschwankungen sind eng mit der Tatsache ver-
bunden, dass zwar die Renditen oder Anderungsraten auf Finanzmiérkten iiber die Zeit hin keine
Korrelation aufweisen miissen, jedoch ihre Quadrate (positiv) seriell korreliert sind (vgl. Abbil-

dung 2.3 - mit eingezeichnetem 95%-Konfidenzintervall).

Abbildung 2.3: Autokorrelation der téglichen Log-Renditen der Siemensaktie (1999-2002)
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Die stylized facts zwei und drei sind, anders gesprochen, nicht gepréagt durch besondere Eigen-
schaften der bedingten ersten Momente, sondern vielmehr durch Charakteristika der zweiten
Momente einer Zeitreihe. Diese Eigenschaften tangieren jedoch die Effizienz der Mérkte nicht.?
Die beste Vorhersage, z.B. einer Rendite, ist im Allgemeinen ihr Erwartungswert, d.h. die vorhan-
denen Informationen erlauben keine Riickschliisse auf die zukiinftige Kursentwicklung. Allerdings
sind die betrachteten Variablen nicht (statistisch) unabhéngig, sondern ihre Variabilitdt hangt
vom Verlauf des Preises bzw. Kurses der jiingeren Vergangenheit ab - sie sind sozusagen bedingt

heteroskedastisch.

Stylized fact 4: , Gemeinsame Bewegung* von Volatilitdten

Hamao et al. (1990) stellen bei ihrer Untersuchung des gegenseitigen Einflusses von Anderun-
gen des S&P500-Aktienindex, des FTSE100-Index und des Nikkei225-Index die Existenz von
sogenannten Spill-Over-Effekten zwischen den internationalen Aktienmérkten fest. Zur Veran-
schaulichung dieser ,,gemeinsamer Bewegung* bei Finanzmarktdaten sind in Abbildung 2.4 die

téglichen Log-Anderungsraten des DEM/USD- und des FFR-USD-Wechselkurses abgetragen.

Abbildung 2.4: ,Gemeinsame Bewegung“ von Volatilititen: tigliche Log-Anderungs-
raten des DEM /USD- und des FFR/USD-Wechselkurses (1990-1998)
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FFRAJSD-Wechselkurs

0.04
0.02

]
.02
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Anderungsrate

1 1 | |
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Zeit

Quelle: eigene Berechnungen.

2 Bs wird grundsitzlich - abhingig von der zur Verfiigung stehenden Informationsmenge - zwischen schwacher,
semi-starker und starker Markteffizienz unterschieden, die sich entsprechend auf die beste Vorhersage der un-
tersuchten Finanzmarktvariablen auswirkt.
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2.1 Stylized Facts - FINANZMARKTDATEN UND IHRE EMPIRISCHEN PHANOMENE

Beim Vergleich der téglichen Log-Anderungsraten des DEM/USD- und des FFR/USD-
Umtauschkurses kann eine gemeinsame zeitliche Bewegung ihrer Volatilitdten erahnt werden.
Grofse Turbulenzen im FFR/USD-Wechselkurs sind gepaart mit deutlichen Bewegungen des
DEM/USD- Wechselkurses. Besonders deutlich ist die tendenzielle Ubereinstimmung der Be-
wegungen der Anderungsraten der beiden Umtauschkurse Mitte/Ende 1995. Vollkommen unter-
schiedlich hierzu ist dagegen das z.B. in Pagan (1996, S. 67ff.) dargestellte Phéanomen gemeinsa-

mer Faktoren bzw. der Kointegration von Zeitreihen anzusehen.

Fiir weitere empirische Phéanomene und statistische Eigenschaften von Finanzmarktzeitreihen sei

auf Pagan (1996, S. 17-38) und Bollerslev et al. (1994, S. 2963-2967) verwiesen.



2.2 (G)ARCH-MODELLSPEZIFIKATION

2.2 (G)ARCH-Modellspezifikation

2.2.1 Univariate Modellierung

Die von Engle (1982) begriindete Klasse der ARCH(P)-Modelle mit Ordnung P scheint hilfreich,
die stylized facts eins, zwei und drei einfach und sparsam hinsichtlich der zu schitzenden Para-
meter zu modellieren. In Anlehnung an Engle sei eine Zeireihe {y;}_, gegeben, wobei diese unter

Beachtung der Informationsmenge €2, ; zum Zeitpunkt £ — 1 durch

Ye = e + U,
Var(ug| 1) = hy (2.2.1)

modelliert werden kann. Dabei bezeichnet p; = E(y;|€2;_1) den bedingten Erwartungswert® zur
Informationsmenge €2;_; sowie h; die positive bedingte Varianz der Residuen {u;}7;.

Das ARCH-Modell charakterisiert nun die bedingte Varianz wie folgt
ug = €\ hy, (2.2.2)

wobei ¢ als i.i.d.-Zufallsvariable mit F(e;) = 0 und Var(e;) = 1 angenommen wird und h; geméaf
P

hy = c+ Z Uy, (2.2.3)
p=1

modelliert ist.* Hiufig wird zusitzlich eine Normalverteilung fiir ¢, in Gleichung (2.2.2) ange-
nommen und wu; als bedingt normalverteilt spezifiziert (u;|€Q;_1 ~ N(0, h;)).> Die Normalvertei-
lungsannahme kann jedoch ohne weiteres zugunsten einer anderen Verteilung aufgehoben werden

(z.B. wird oft eine t-Verteilung spezifiziert, um breitere Flanken zu erzeugen).
Alternativ wird haufig der ARCH(P)-Prozess auch als
P

up o= e+ Y opup ey (2.2.4)

p=1

3 BEs wird angenommen, dass sich E(y;|€2;_1) aus einer Kombination von verzdgerten endogenen und/oder exo-
genen Variablen zusammensetzt. Die Ausprigungen dieser Variablen basieren ausschlieflich auf Ereignissen
der Informationsmenge ;. Fiir weitere Details hieriiber wird auf die Ausfiihrungen am Ende dieses Kapitels
verwiesen.

4 In der Literatur wird die in Gleichung (2.2.2) spezifizierte Form teilweise als starker ARCH-Prozess benannt
und bei schrittweiser Aufhebung der unterschiedlichen Annahmen zunéchst als semi-starkes ARCH (Aufhebung
der i.i.d.-Annahme) und dann als schwaches ARCH (unter anderem ist hier u; nur noch seriell unkorreliert)
bezeichnet. Die Unterscheidung ist vor allem in der temporalen Aggregation von Finanzmarktdaten (z.B. von
Tages- zu Wochenrenditen) wichtig, wobei hierbei den schwachen ARCH-Modellen eine tragende Rolle zuge-
wiesen wird. Im Folgenden soll dies aber nicht weiter verfolgt und von starken ARCH-Prozessen ausgegangen
werden,; fiir weitere Ausfiihrungen sieche Bollerslev et al. (1994, S. 2999f.).

5 Somit besteht kein Unterschied mehr zwischen starken und semi-starken ARCH-Prozessen.
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2.2 (G)ARCH-MODELLSPEZIFIKATION

beschrieben, wobei €; dann einen white-noise-Prozess® darstellt (Hamilton, 1994, S. 6571f.).

Fiir eine strikt positive bedingte Varianz h; in Gleichung (2.2.3) muss gewéhrleistet sein,
dass ¢ > 0 und «,, > 0 fiir alle p = 1, ..., P gilt (Bera und Higgins, 1993, S. 309). Des weiteren
folgert Hamilton (1994, S. 659) fiir nichtnegative Koeffizienten (Gleichung (2.2.3)), dass der

Prozess dann kovarianzstationir” ist, wenn gilt:
P
D o, <1 V p=1,..,P (2.2.5)
p

Wihrend die unbedingte Varianz o?=Var(u;) als invariant in der Zeit angesehen wird, kénnen
sich die bedingten Varianzen iiber die Zeit hinweg verédndern. Eine sich in der Zeit verdndernde

Volatilitat kann somit modelliert werden.

Ein Problem der ARCH(P)-Modelle ist, dass fiir einige Anwendungen hohe Ordnungen P verwen-
det werden miissen, da der Einfluss weit zuriickliegender Werte auf die Volatilitdt nur langsam an
Stirke verliert. Der damit einhergehenden komplexeren Ausgestaltung® des ARCH-Modells kann
durch die Anwendung des GARCH(P, Q)-Modells mit Ordnung P und @ Rechnung getragen
werden. Bollerslev (1986) spezifiziert daher die bedingte Varianz h, wie folgt:

P Q
hi =c+ Z ozpuf_p + Z Byhi—q (2.2.6)
p=1 q=1

Fiir eine positive bedingte Varianz und die Stationaritidt des GARCH-Prozesses muss gelten:
c>0,0p, >0firallep =1,..,P, 3, > 0 fiir alle ¢ = 1, ..., Q) sowie 25:1 a, + Zqul By <1
(Bera und Higgins, 1993, S. 312 und Hamilton, 1994, S. 666).°

Liitkepohl (1997, S. 75) weist explizit auf die Erfahrung in der Praxis hin, dass ARCH-Modelle
niedriger Ordnung héufig nicht in der Lage sind, Finanzmarktdaten mit hoher Beobachtungsfre-
quenz (z.B. Intraday-Daten) addquat abzubilden, wahrend dies mit die GARCH-Modellen viel
besser gelingt. Im Gegensatz dazu argumentiert Tsay (2002, S. 95f.), dass zwar mit GARCH-

Prozessen einige Schwéichen der ARCH-Modellklasse aufgefangen werden kénnen (wie z.B. die

6 Mit E(e;) = 0 und E(eie,) = o2 fiir alle t = 7 sowie E(gse,) = 0 sonst.
7 Und somit der Prozess nicht explodiert bzw. die ersten beiden Momente endlich sind.
8 Hiufig wird auch in der Literatur das Problem des Overfittens angesprochen (Brooks, 2002, S 453).

9 Nelson und Cao (1992) fiihren etwas schwiichere Bedingungen an, die mit speziellen Ausprigungen der Ord-
nungen P und ) zusammenhéngen und komplexerer Natur sind.
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2.2 (G)ARCH-MODELLSPEZIFIKATION

komplexere Ausgestaltung von ARCH-Modellen héherer Ordnung), jedoch die Abbildung der
leptokurtischen Verteilungseigenschaft von Hochfrequenzdaten nicht génzlich gelingt.

Standard GARCH-Modelle unterstellen des weiteren einen symmetrischen Effekt von po-
sitiven und negativen Fehlern auf die Volatilitdt, was in der Realitdt allerdings selten gegeben
ist; mit anderen Worten, warum sollen z.B. gute und schlechte Unternehmensnachrichten die
gleiche Auswirkung auf die Volatilitdt einer Aktie haben? In der Tat sind in den letzten Jahren
eine Reihe von parametrischen Erweiterungen der Standardmodelle vorgeschlagen worden, von
denen z.B. das exponential GARCH (EGARCH-) Modell insbesondere assymetrische Effekte zu
fassen versucht oder das integrated GARCH (IGARCH-) Modell, in dem eine erhohte Persistenz
von Schocks modelliert wird. Einen guten Uberblick iiber die Weiterentwicklung von Standard

GARCH-Modellen findet sich z.B. in Palm (1996, S. 210-219) und Campbell et al. (1997, S. 481f.).

2.2.2 Multivariate Modellierung

Stylized fact vier legt nahe, dass eine Erweiterung der univariaten GARCH-Spezifikation auf
den multivariaten Fall wesentliche Vorteile (z.B. in der Form von effizienteren Schétzern) durch
die explizite Beriicksichtigung kontemporérer Korrelationen von Finanzmarktdaten bietet. Aus
theoretischer Sicht ist die Verallgemeinerung auf multivariate GARCH-Modelle einfach.!® Gege-
ben sei ein NV x 1 dimensionaler Zeitreihenvektor y; = (y1.4, ..., yn,)'. Die allgemeine Form eines
multivariaten GARCH-Modells kann dann unter Beachtung der Informationsmenge €2, ; zum

Zeitpunkt ¢ — 1 ausgedriickt werden als

Y = My + g,
Var(ut|ﬂt_1) = Ht7 (227)

wobei p, = E(y:|€%-1) wiederum den bedingten Erwartungswert und w; = (uyy, ..., uy+)" einen
N x 1 dimensionale Vektor von Residuen darstellt sowie H; die symmetrische, positiv (semi-)
definite bedingte Varianz-Kovarianzmatrix'! der Dimension N x N bezeichnet. Wiederum kann

der Storvektor u; geschrieben werden als

1
uy = Ht2 € (228)

10 Engle et al. (1984) waren die ersten, die eine multivariate Erweiterung, allerdings auf ARCH-Modelle abzielend,
vornahmen.
1 Tm Folgenden wird nur noch der Begriff Kovarianzmatrix verwendet.
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2.2 (G)ARCH-MODELLSPEZIFIKATION

wobei € ein i.i.d.-Zufallsvektor der Dimension N x 1 mit Erwartungswert E(e;) = 0 und Varianz

Var(e;) = Iy ist (Fengler und Herwartz, 2002, S. 250).'2

Die bedingte Kovarianzmatrix H, enthélt die Hauptdiagonalelemente h;;, fiir alle 7 = 1,..., N als
bedingte Varianzen von u;; sowie die Nebendiagonalelemente h;;, fiir alle ¢, 7 = 1,..., N und ¢ # j

als die bedingten Kovarianzen von u; ; und u; . Fiir einen trivariaten Fall ergibt sich beispielsweise

hi1g hize hasy
H, = hoiy hosy hosy |- (2.2.9)

hsie haay hasy

Um das multivariate GARCH-Modell schéatzen zu konnen, muss eine Parametrisierung der
bedingten Kovarianzmatrix H; erfolgen. Analog zum univariaten Fall soll H, von verzogerten
(quadrierten) Residuen u,_,, fiir alle p = 1, ..., P und verzogerten Kovarianzmatrizen H,_,, fiir al-
le g =1,...,Q abhéngen. Technisch ergeben sich jedoch fiir den multivariaten Fall mit beliebigen
Abhéngigkeiten einige Komplikationen. Erstens muss per Definition gewahrleistet werden, dass
die Kovarianzmatrix H; positiv (semi-)definit ist!'3, was meist zu sehr restriktiven Bedingungen
des Parameterraums fithren kann. Zweitens ist das Modell aufgrund seiner Dimensionalitit zu
komplex fiir die empirische Arbeit. Eine Reduktion der Dimensionalitat, um Komplikationen bei
der Schitzung zu vermeiden, ist daher von Noten, jedoch sollte drittens dennoch gewéhrleistet
sein, dass Realitatsndhe bzw. Flexibilitat nicht zu stark beeintrachtigt werden. Man versucht da-
her, eine Struktur von H; festzulegen, die zum einen die Dimension des Parameterraums reduziert
(ohne dabei zu restriktiv vorzugehen) und zum anderen eine positiv definite bedingte Kovarianz-
matrix H; - auch unter weniger starken Einschrdnkungen des Parameterraumes - gewahrleistet.

Schliefslich wird haufig zusétzlich versucht, statt den bedingten Kovarianzen die bedingten Kor-

relationen zu spezifizieren.

Nicht zu vernachldssigen bei der Modellierung von GARCH-Prozessen ist die Spezifikation des
Regressionsmodells fiir den Zeitreihenvektor y; = (yi4,...,yne)’, d.h. die Form des bedingten

Erwartungswertes E(y;|€2;_1) als solches. Haufig wird eine vektorautoregressive moving average

12 Es sei wiederum angemerkt, dass zur Vereinfachung (besonders bei der Durchfithrung der Schitzung) oft an-
genommen wird, dass €; einer multivariaten Normalverteilung folgt. Fiir weitere Ausfiihrungen beziiglich der
Verteilung speziell des Zufallsvektors €; sieche Abschnitt 4.1.

13 Tm Fall, dass sich die Anderungsraten einer Zeitreihe nicht veriindern, ist die Varianz der betreffenden Zeitreihe
null und somit die betreffende Kovarianzmatrix semi-definit. Da dies aber bei Finanzmarktzeitreihen eher selten
der Fall ist, wird im Folgenden von positiv-definiten Kovarianzmatrizen ausgegangen.
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2.2 (G)ARCH-MODELLSPEZIFIKATION

Spezifikation (unter Einbeziehung exogener Variablen) (VARMA (X)-Modell) herangezogen, was
jedoch einen betrachtlichen Anstieg der Zahl zu schitzender Parameter mit sich bringt. Daher

geht man zu einfacheren Spezifikationen {iber oder modelliert

u; =y — l?l‘t (2210)

als neu zu untersuchende Daten, wobei fi, den bedingten (geschétzten) Erwartungswert in Form
des Stichprobendurchschnittes!* darstellt. Wie jedoch Li et al. (2002, S. 252) anmerken, fiihrt eine
nicht-adédquate Modellierung des bedingten Erwartungswertes von y; zu moglichen inkonsistenten
Schétzern des GARCH-Prozesses. Weiter weisen Tse und Tsui (2001, S. 4) darauf hin, dass
durch die Spezifikation in Gleichung (2.2.10) bei der Maximum-Likelihood (ML)-Schétzung (siehe
Abschnitt 4.1) eine asymptotische Unkorreliertheit zwischen ML-Schétzern der Koeflizienten des
bedingten Erwartungswertes einerseits und ML-Schétzern der Parameter der bedingten Varianz

andererseits angenommen wird und somit y, auch als bereits , gefiltert’ angesehen werden kénnte.

14 Zeitreihenspezifisch.
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Kapitel 3

Theorie multivariater GARCH-Modelle

3.1 Klassische multivariate GARCH-Modelle

3.1.1 VEC(P,Q)-Modell

Eine direkte Verallgemeinerung des univariaten GARCH(P, @Q)-Modells aus Gleichung (2.2.6) auf
den multivariaten Fall stellt folgende, von Bollerslev et al. (1988, S. 119) eingefiihrte Form von
H, dar:

P Q
vech(H;) = wech(C) + Z Ajvech(u_pu; ) + Z B, vech(H;_,), (3.1.1)

p=1 q=1

mit vech(C) als [N(]\;H)] x 1 dimensionalen Vektor von Konstanten, der die zeitinvarianten

Varianz- /Kovarianzelemente beinhaltet und A, sowie B, als Koeffizientenmatrizen der Dimension

[N(]gﬂ)] X [N(A;H)]. Zusétzlich steht vech(.) fiir den Operator, der die Elemente des linken unteren

Dreieckteils einer quadratischen N x N Matrix spaltenweise untereinander in einen [W] x 1

dimensionalen Vektor plaziert.! Unter Missachtung des zum vech(.)-Operator verwandten vec(.)-

Operators, der alle Spalten einer M x N Matrix untereinander in einen M - N x 1 dimensionalen

! Beispielsweise ergibt sich fiir eine 3 x 3 Matrix F = [f;;]:

Ju
fa1
vech(F) = far . Fir weitere Ausfiihrungen siehe Liitkepohl (1996, Kapitel 7).
S22
[32

f33
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3.1 KLASSISCHE MULTIVARIATE GARCH-MODELLE

Vektor stapelt,? fiihren Engle und Kroner (1995, S. 125) fiir das Modell aus (3.1.1) die Be-
zeichnung vec-Reprasentation ein. In der neueren Literatur wird daher teilweise die Bezeichnung
vech-Reprasentation gewahlt. Um aber eine Kohdrenz mit dem iiberwiegenden Teil der Literatur

herzustellen, wird in dieser Arbeit der urspriinglichen Bezeichnung von Engle und Kroner gefolgt.

Explizit kann das VEC(P, Q)-Modell fiir einen bivariaten Fall mit P = @ = 1 wie folgt geschrie-

ben werden:

2
hn,t C11 a11 a2 Qi3 Uy 1
vech(H;) = hort| = |car| T [a21 a2 ag3| = [wi—1 - Uiy
h 2
22t C22 azyp azz g3 Ug -1

bii bz big hll,t—l
+ | ba1 bao Dos| - h21,t71 : (3'1'2)

bs1 b3z bss haot—1

Aufgrund der sehr allgemeinen Struktur des VEC-Modells (H; héngt von P quadrierten bzw.
Kreuzprodukten der Elemente des Residuenvektors u; und ) verzogerten bedingten Varianzen

und Kovarianzen ab) kénnen eine Vielzahl dynamischer Strukturen der multivariaten Volatilité-

N(J\;Jrl)} 1+ N(N+1g-(P+Q)] Zzu

ten modelliert werden. Jedoch ergeben sich dadurch insgesamt |
schiitzende Parameter?, was meist praktisch undurchfiihrbar ist.

Hafner (2001, S. 2) postuliert, dass die Tatsache, dass die Martizen C, A, firallep = 1,..., P
und B, fiir alle ¢ = 1, ..., Q) symmetrisch positiv definit sind, als hinreichende Bedingung einer
positiv definiten bedingten Kovarianzmatrix H, ausreicht, jedoch die Annahme symme-
trischer Matrizen sehr restriktiv sei. Es kann allerdings angemerkt werden, dass es bislang wohl
keine allgemeinen giiltigen Ergebnisse iiber notwendige und hinreichende Bedingungen einer po-

sitiv definiten Matrix H; im Zusammenhang mit dem VEC-Modell gibt.

Um auf bekannte stochastische Ergebnisse von VARMA-Prozessen zuriickgreifen zu kénnen, for-
muliert Hafner (2001, S. 2f.) durch Umsortieren des VEC(P, )-Modells aus (3.1.1) ein VARMA-
Prozess der Ordnung (max(P, @), P):

maz(P,Q)
vech(uuy) = vech(C) + Z (A, +Bg)vech(u_pu;_,) ZB e+ e, (3.1.3)

2 Siehe Liitkepohl (1996, Kapitel 7).

3 Fiir N = 5 Zeitreihen sind beispielsweise fiir P = Q = 1 bereits 465 Parameter zu schétzen.
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3.1 KLASSISCHE MULTIVARIATE GARCH-MODELLE

wobei e; = vech(usu}) — vech(Hy) ein white-noise- Vektor ist! und falls Q > P: Apy = ... =
Ag =0bzw. bei P > Q: Bgy1 = ... = Bp = 0 gilt. Der multivariate GARCH-Prozess aus (3.1.1)
ist dann genau kovarianzstationdr, wenn alle Eigenwerte der Matrix Z;}fjﬁf’@ (A,+B,) einen
Betrag kleiner eins haben. Fiir einen formalen Beweis siehe Bollerslev und Engle (1993, S. 174).

Weiter fithrt Gouriéroux (1997, S. 108) fiir den Fall der Kovarianzstationaritét des Prozesses

die unbedingte Kovarianzmatrix ¥=Var(u;) des VEC-Modells mit

-1

maz(P,Q)
N(N +1
vech(X) = [ In — Z (A, +B,) |- vech(C), wobei N’ = %, (3.1.4)
p=q=1

an.

Bollerslev und Engle (1993) stellen in Anlehnung an univariate IGARCH-Modelle, die quasi
eine Einheitswurzel in der bedingten Varianz aufweisen, die Frage, inwieweit sich Schocks in der
bedingten Kovarianzmatrix fortsetzen und so fiir Vorhersagen als wichtig zu erachten sind. Die
Persistenz in der Varianz charakterisieren sie als den Einfluss der urspriinglichen Bedingungen
(Informationen in €2) auf die Prognose der zukiinftigen bedingten Kovarianzmatrizen. Nach

ihnen sind die Zeitreihen y, = (y14, ..., yn)" nicht persistent in der Varianz wenn

limsup [{Hj(s)}:| =0 (3.1.5)

t—o0

fir alle s >0 und ¢ = 1,..., N(N + 1)/2, wobei Hj(s) gegeben ist durch

H;(s) = E(vech(H;)|2s) — E(vech(H,)|2) YV t>s>0 (3.1.6)

(Bollerslev und Engle, 1993, S. 172).

Fiir das allgemeine VEC-Modell gilt dann insbesondere, dass im Fall der Kovarianzstatio-
naritét keine Persistenz aufzufinden ist bzw. limsup,_,  |H;(s)| = 0 fiir alle s > 0 folgt. Trifft
dies dagegen nicht zu, dann sind Schocks wichtig fiir Vorhersagen der bedingten Kovarianzmatrix
und somit persistent (Bollerslev und Engle, 1993, S. 174). Allerdings muss einschréankend erwéahnt
werden, dass eine offensichtliche Persistenz in der bedingten Kovarianzmatrix z.B. auch von einer
zugrundeliegenden Verteilung mit dickeren Flanken (Bollerslev et al.; 1994, S. 2992) oder, wie La-
moureux und Lastrapes (1990, S. 225ff.) anfiihren, aufgrund einer Mikspezifikation des Modells
(genauer gesagt, einer Vernachlissigung von deterministischen strukturellen Verinderungen in

der unbedingten Varianz) hervorgerufen werden kann.

4 Ele;]=0 und E[e;e.]=X. fiir alle t = 7 sowie E[e;e}]=0 sonst.
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3.1 KLASSISCHE MULTIVARIATE GARCH-MODELLE

Obwohl viele Finanzmarktzeitreihen Persistenz in ihren univariaten GARCH-Prozessen auf-
weisen, postulieren Bollerslev und Engle (1993, S. 176), dass eine nichttriviale lineare Kombinati-
on solcher Zeitreihen keine Persistenz in der bedingten Kovarianzmatrix aufweist. Die Zeitreihen
sind daher kopersistent in der Varianz, was in Anlehnung an kointegrierte Zeitreihen® als linger-
fristige Beziehung dieser Variablen interpretiert werden kann. Dies soll hier jedoch nicht weiter

vertieft und fiir weitere Ausfithrungen auf Bollerslev und Engle (1993, S. 176ff.) verwiesen werden.

3.1.2 Diagonales VEC(P, Q))-Modell

Wie bereits oben erwahnt, tritt bei Hinzuziehung von mehreren Zeitreihen, der Zulassung von
weiteren verzogerten quadrierten bzw. Kreuzprodukten der Elemente des Residuenvektors u; und
zusatzlichen verzogerten bedingten Varianzen und Kovarianzen eine Fiille von Parametern auf,
die eine praktische Schidtzung unméglich machen. Daher vereinfachen Bollerslev et al. (1988)
das von ihnen eingefithrte VEC(P, Q)-Modell dahingehend, dass sie in den Parametermatrizen
A, und B, nur Diagonalelemente zulassen. Somit héngen die bedingten Varianzen h;;; nur von
verzogerten quadrierten Residuen und von verzogerten eigenen Werten ab; die Kovarianzen h;;¢
setzen sich dagegen nur aus verzorgerten Kreuzprodukten der Residuen und wiederum aus eigenen
verzogerten Werten zusammen.

Unter Verwendung des Hadamard Produktes® ® und unter der Spezifizierung impliziter
Beziehungen” fiir die symmetrischen N x N Matrizen A% und B} der Form A, = diag[vech(Az)]
fiir alle p = 1,..., P sowie B, = diaglvech(B})] fiir alle ¢ = 1,...,Q formulieren Bauwens et al.
(2003, S. 5) das diagonale VEC-Modell als

Q

P
vech(Hy)) = C+> Aro(wu )+ Y ByoH,, (3.1.7)
p=1

q=1

Ohne Verwendung des Hadamard-Produktes kann das diagonale VEC-Modell fiir einen bivariaten

® Siehe hierfiir z.B. Engel und Granger (1987).

¢ Das Hadamard Produkt (oder elementweise Produkt) zweier M x N Matrizen L = [I;;] und O = [o;] ist
definiert als L ©® O = [l;;0;;](amx - Fiir weitere Ausfiihrungen siehe Liitkepohl (1996, S. 3 und S. 20f.).

T Weiterhin sei angefiihrt, dass der hier verwendete Diag-Operator diag(.) aus einem N x 1 Vektor 1 = [I;] eine
N x N dimensionale Diagonalmatrix F mit den Diagonalelementen f;; = I; erzeugt (Liitkepohl, 1996, S. 6).
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3.1 KLASSISCHE MULTIVARIATE GARCH-MODELLE

Fall mit P = @ = 1 explizit wie folgt geschrieben werden:

2
Dt C11 a0 0 Uy
vech(H;) = hore| = [ca| T | 0 aar 0| |wi—1-u2s1
2
h22,t C22 0 0 ag Ut 1

bll 0 0 hll,t—l
+ 0 bgl 0 : h217t_1 . (318)
0 0 b22 h22,t71

Durch die Festlegung der Parametermatrizen A, und B, auf ihre Diagonalelemente reduziert sich
die Zahl der insgesamt zu schitzenden Parameter auf [W](l + P+ Q). Diese Restriktion
scheint dahingehend intuitiv einleuchtend, da die die Varianzen bzw. Kovarianzen erzeugende
Information gewohnlich durch (verzogerte) quadrierte Residuen bzw. durch deren (verzogerte)
Kreuzprodukte abgedeckt werden kann (Engle und Kroner, 1995, S. 126).

Wie Attanasio (1991, S. 493) anfiihrt, ist die Kovarianzmatrix H, dann positiv definit,
falls in Gleichung (3.1.7) die Matrizen C, Aj fiir allep = 1,2, ..., P sowie B fiir alle ¢ = 1,2,...,Q

und ebenso die anfénglichen Kovarianzmatrizen Hy, H_4, ..., H;,_¢ positiv definit sind.

Da das diagonale VEC-Modell als eine spezielle Modifikation des allgemeinen VEC(P, Q)-Modells
angesehen werden kann, wird hinsichtlich Kovarianzstationaritéit und Persistenz in der be-
dingten Kovarianzmatrix auf die Ausfithrungen des VEC-Modells im vorherigen Abschnitt mit
den entsprechenden Modifikationen fiir den diagonalen VEC-GARCH-Prozess verwiesen. Engle
und Kroner (1995, S. 133) merken allerdings speziell an, dass das diagonale VEC-Modell dann
kovarianzstationér ist, falls die Summe der Diagonalelemente aus A, und B, (a;; + b;;) fiir alle
1 =1,..., N Kkleiner eins ist.

Gerade die Festlegung auf Diagonalelemente der Parametermatrizen mag sich jedoch dann
negativ auswirken, wenn z.B. explizit eine Abhéngigkeit der bedingten Varianzen einer Zeitreihe
von der Historie der Volatilitdt anderer Zeitreihen im System gewiinscht wird oder die Kopersi-

stenz (in der Varianz) der Variablen untersucht werden soll.
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3.1.3 BEKK(P,Q, K)-Modell

Aufgrund der Tatsache, dass es einerseits in der VEC-Représentation sehr schwer ist, eine posi-
tiv definite Kovarianzmatrix H; ohne sehr restriktive Bedingungen zu gewéhrleisten, und ande-
rerseits das diagonale VEC-Modell hinsichtlich dynamischer Strukturen der Volatilitdt zu limi-
tiert sein kann, diskutieren Engle und Kroner (1995, S. 127ff.) folgende, von ihnen als BEKK-

Reprisentation® benannte Spezifikation eines multivariaten GARCH-Modells:
K P K Q
H, = CC+> > Ajupu, Ay, + > Y B H_ By, (3.1.9)
k=1 p=1 k=1 g=1

Die Matrix C stellt dabei eine obere Dreiecksmatrix der Dimension N x N dar, die Matrizen
A, sowie By, sind Parametermatrizen der Dimension N x N, wahrend K die Allgemeinheit des

Prozesses aus (3.1.9) determiniert.

Unter der Annahme P = Q = K =1 folgt fiir ein bivariates BEKK-Modell:

ci 0 C11 Cr2
Ht == .
Ci2 €22 0 ¢
2

11 A2 Uy Uy -1 U2t—1 @11 a2

+ . ) .
Q12 A22 Uypt—1* U2t—1 U1 Q21 A2
bii ba hll,tfl h12,t71 bii bio

+ . . . (3.1.10)
bia by h12,t—1 h22,t—1 bai  bao

Die Matrizen Ay, und By, sind im Vergleich zum diagonalen VEC-Modell aus (3.1.7) nicht
auf ihre Diagonalelemente beschréankt. Daher kénnen dynamische Strukturen der Abhéngigkeit
der bedingten Varianzen und Kovarianzen einer Zeitreihe von den bedingten Varianzen bzw.

Kovarianzen anderer Zeitreihen modelliert werden, ohne dabei ein Ubermals an Parameter schét-

zen zu miissen. Insgesamt miissen im BEKK-Modell [N(A;H)] + [(P + Q)K] - N* Parameter
geschatzt werden.
Durch die quadratische Formulierung der Terme der rechten Seite der Gleichung (3.1.9) ist

garantiert, dass die Kovarianzmatrix H, positiv  definit? ist, jedoch fiihren

8 Das Akronym BEKK stammt dabei von der gemeinsamen Arbeit von Yoshi Baba, Rob Engle, Dennis Kraft
und Ken Kroner - einer fritheren Version des Artikels von Engle und Kroner (1995).

9 Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit.
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Engle und Kroner (1995, S. 131) speziell unter der Bedingung von positiv definiten, urspriing-
lichen Kovarianzmatrizen Hy, H_4, ..., H;_¢ fiir eine positiv definite Matrix H,; die schwache
(hinreichende) Bedingung des vollen Rangs entweder von C oder By, an.

Die quadratische Form des BEKK-Modells macht es allerdings notig, dass die Paramter
in Gleichung (3.1.9) zunéchst identifiziert werden. Dies kann aber in den in der empirischen
Praxis angewandten BEKK-Modellen meist durch einfache Vorzeichenrestriktionen erreicht wer-
den (siehe speziell Engle und Kroner, 1995, S. 130).1° Weiter folgern Engle und Kroner (1995,
S. 127ff.), dass das BEKK-Modell aus (3.1.9) durch den Summationsparameter K geniigend allge-
mein gehalten werden kann, um alle positiv definiten diagonalen VEC-Représentationen und die
meisten postiv definiten VEC-Reprasentationen eines multivariaten GARCH-Prozesses zu um-
fassen. Hinsichtlich der Beziehung zwischen allgemeinem VEC-Modell und dem BEKK-Modell
kann dann gefolgert werden, dass es zu jedem BEKK-Modell eine eindeutige dquivalente VEC-
Darstellung gibt, wahrend dies umgekehrt nicht der Fall ist. Dabei scheitert der Umkehrschlufs
an den nicht-positiv definiten VEC-Modellen. Fiir spezielle Bedingungen hinsichtlich der Aqui-
valenz von allgemeinem VEC-Modell und BEKK-Modell bzw. von diagonalem VEC-Modell und
BEKK-Modell siche Engle und Kroner (1995, S. 130ff.).

Aufgrund der oben genannten Tatsache, dass es zu jedem BEKK-Modell eine eindeutige aquiva-
lente VEC-Darstellung gibt, jedoch dies umgekehrt nicht der Fall ist, kann das BEKK-Modell als
Spezialfall des VEC-Modells angesehen und dessen Eigenschaften aus denen des VEC-Modells ab-
geleitet werden. Wendet man daher auf beiden Seiten der Gleichung (3.1.9) den vech(.)-Operator
unter Beachtung von vech(ABC) = (C' ® A)vech(B) an, erhdlt man in Anlehnung an Engle
und Kroner (1995, S. 130 und S. 132f.) folgendes Ergebnis:

K P
vech(Hy) = En(C ® C)Dyvech(Iy) + Z Z En(App ® Ayy) Dyvech(u,_pu;_)
k=1 pi=1
K
+> ) En(Biy ® Bi,) Dyvech(H,_,), (3.1.11)
k=1 g=1

wobei &y und Dy die elementaren Eliminations- und Dublikationsmatrizen bezeichnen.!'!

10 Tm hiufig verwendeten BEKK(1,1,1)-Modell reicht z.B. die Annahme aus, dass die Elemente a1; und by; der
Matrizen A1; und B1; und die Hauptdiagonalelemente von C positiv sind.
" Die $N(N + 1) x N? dimensionale Eliminationsmatrix €y ist fiir jede N x N Matrix F definiert als

vech(F) = Eyvec(F), wihrend die N2 x 1N (N + 1) dimensionale Dublikationsmatrix Dy fiir jede N x N
Matrix F definiert ist als vec(F) = Dyvech(F). Fiir nihere Ausfiihrungen iiber Eliminations- bzw. Dublikati-
onsmatrizen siehe Liitkepohl (1996, S. 9f. und S. 122ff. sowie S. 127ff.).
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Der multivariate GARCH-Prozess aus (3.1.9) ist dann kovarianzstationir, wenn alle Eigen-
werte von Y Zle(Akp @ Agp) + S0, ZqQ:l(qu ® By,) einen Betrag kleiner eins haben; fiir
einen Beweis sieche Engle und Kroner (1995, S. 133).

Weiter fithren Engle und Kroner (1995, S. 133) die unbedingte Kovarianzmatrix X des
BEKK-Modells wie folgt an:

K P K Q -1
Z(Akp ® Ayp)' + Z Z(qu ® qu)'> -vec(C'C). (3.1.12)

1 p=1 1 ¢g=1

vec(X) = (INz —

Hinsichtlich der Persistenz'? von Schocks in der bedingten Kovarianzmatrix verweist Palm

(1996, S. 223) auf die Bedingungen fiir die Kovarianzstationaritit des BEKK-GARCH-Prozesses.

Tse (2000, S. 108f.) nennt als Nachteil des BEKK-Modells die schwierige Interpretation der Para-
meter der Kovarianzmatrix H;. Durch das gleichzeitige Auftauchen von einzelnen Parametern in
der Spezifikation der verschiedenen bedingten Kovarianzen h;;; und Varianzen h;;; geht die In-
tuition ihrer Netto-Effekte auf die jeweilige Varianz oder Kovarianz verloren. Dies wird besonders

deutlich, wenn Gleichung (3.1.10) ausfiihrlich geschrieben wird:

2 2 2 2 2 2
b1 = o +ahuy g+ 201100U U1 F a5 U F bR
2
+2b11b21hi24—1 + b5 oo
h _ h _ 2 2
12t = 21t = C11Ci2 + @11a12U7 ¢ + (a12a91 + G11a22)u1,t—1u2,t—1 + a21G22us ;g
+b11b12h111—1 + (b1abay + bi1bag)hios—1 + barbashao 1
_ 2 2 2 2 2 2 2
haa = Clpt Cy + alpUy; ¢ + 2a12a90u1,t—1U24—1 + AoUpy 1 + bighi11-1

+2b19boghigs 1 + baghos 1. (3.1.13)

Wie Baur (2002, S. 7) weiter anmerkt, ist die Verzerrung der Parameter durch deren gleichzei-
tiges Beeinflussung der verschiedenen Varianz-/Kovarianzgleichungen méoglich. Auch bleibt ihre

statistische Signifikanz durch ihre Verkniipfung zu Koeffizienten (siehe Gleichung (3.1.13)) unklar.

12 Genauer: keiner Persistenz.
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3.1.4 Diagonales BEKK(P, @, K)-Modell

Um die doch vergleichsweise grofe Anzahl der zu schitzenden Parameter des BEKK-Modells zu
reduzieren, kann dquivalent zur Bestimmung des diagonalen VEC-Modells eine diagonale BEKK-
Repréasentation eines multivariaten GARCH-Prozesses hergeleitet werden, indem die Matrizen

Ay, und By, in Gleichung (3.1.9) als Diagonalmatrizen spezifiziert werden. Fiir die Spezifikation

P =@ = K =1 geben Bollerslev et al. (1994, S. 3005) das diagonale BEKK-Modell an als
H, = CC+ ajd); ® (w1, )+ 06,108, ©Hiq, (3.1.14)

wobei implizit gilt: Ay = diag|a;] und Byy = diag[By,].

Ausfiihrlich folgt fiir eine bivariate Modellspezifikation im diagonalen BEKK(1,1,1)-Fall:

cin 0 C11 C12
Ht — .
C12 C22 0 ¢
2
a; O Uy Upp—1 * U2,t—1 a; O
+ . ) .
0 azx Upp—1 - Ut—1 U4 q 0 ag

b 0 hi1+-1 hi2+ b 0
n 11 e P21 101 . (3.1.15)

0 b22 hl?,t—l h22,t—1 0 b22

Die Vereinfachung der Parametermatrizen Ay, und By, filhrt zur Schitzung von
[W] + [(P+ Q)K] - N Parametern. Somit ist die Anzahl der zu schitzenden Parameter im
Vergleich zum BEKK-Modell um ein wesentliches verringert, ohne dass zugleich der Hauptvorteil
einer positiv definiten Kovarianzmatrix H; aufgegeben werden muss. Daher ist das diago-
nale BEKK-Modell (besonders in der Darstellung eines multivariaten GARCH(1,1)-Prozesses)
in empirischen Anwendungen weit verbreitet. Insbesondere sei hier darauf hingewiesen, dass in
Anlehnung an die Argumentationsweise des Abschnitts 3.1.3 das diagonale BEKK-Modell als
restringierte Version des diagonalen VEC-Modells angesehen werden kann.

Wiederum wird fiir Ausfiihrungen tiber Kovarianzstationaritit und Persistenz auf das
BEKK-Modell mit den entsprechenden Modifikationen fiir den diagonalen Fall verwiesen. Auch
hier postulieren Engle und Kroner (1995, S. 133), dass das diagonale BEKK-Modell genau dann

kovarianzstationdr ist, falls Zijjﬂ(ai‘,k +07,) <1firallei=1,.., N gilt.
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Jedoch bestehen weiterhin (allerdings in begrenztem Umfang) die aus dem gleichzeitigen Auftau-
chen von Parametern in den Varianz-/Kovarianzgleichungen entstehenden Nachteile der BEKK-
Modellklasse. Wie an der ausfiihrlichen Formulierung des bivariaten diagonalen BEKK-Modells
aus Gleichung (3.1.15):

2 2 2 2
hi14 = ) tanuy gt bi1hate—1
hiot = ho1r = c11€12 + @11G22) U1 —1U2,—1 + b11biahio 1
2 2 2 2 2
haat = Cg+ oy F apuUs g + byyhaoi (3.1.16)

gesehen werden kann, ist nicht klar, ob die Parameter der Kovarianz h,, das Resultat der Pa-
rameterschitzung in den Varianzengleichungen hj;; und hgy sind oder ob die Kovarianzgleichung
von hjy die Parameter der Varianzen hi; und hgy bestimmt (Baur, 2002, S. 8). Die diagonale Spe-
zifikation des BEKK-Modells kann jedoch als, wie es Engle und Kroner (1995, S. 140) bezeichnen,
bottom-up-Modell bei der Schatzung bzw. Spezifizierung eines allgemeineren BEKK-Modells be-
niitzt werden, indem nach einem Lagrange-Multiplikator-Test auf die ausstehenden Restriktionen

z.B. weitere Nebendiagonalelemente zum Modell hinzugefiigt werden.

3.1.5 CCC(P,Q)-Modell

Bollerslev (1990) schlégt zur Vereinfachung des allgemeinen VEC-Modells ein sogenanntes CCC-
Modell (constant conditional correlation) vor, in dem die Kovarianzmatrix ,stufenweise” spezi-
fiziert wird: Zuerst wird ein univariates GARCH-Modell der bedingten Varianzen festgelegt, um
dann auf dessen Basis die bedingten Korrelationen zu modellieren. Bollerslev (1990, S. 499) de-
finiert fir alle i, 7 = 1, ..., N die N x N dimensionale Matrix D; = diag[hit] als Diagonalmatrix,
die die bedingten Standardabweichungen \/m auf ihrer Diagonalen enthilt sowie I' = [p;;]
als symmetrische Matrix der konstanten bedingten Korrelationen p;; der Elemente von u;.'* Er

spezifiziert die bedingte Kovarianzmatrix H; wie folgt:

H, hangt daher vor allem von den sich in der Zeit verandernden bedingten Varianzen h;; ; ab. Diese

kénnen dquivalent zu den univariaten GARCH(p, ¢)-Prozessen aus Gleichung (2.2.6) modelliert

13 T konnte als symmetrische, positiv definite bedingte Korrelationsmatrix mit den Elementen p; = 1 fiir alle
i=1,...,N und p;; <1 fiir ¢ # j bezeichnet werden.
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werden als
P Q
hiig = ¢+ > _apul, 4+ Bighiig ¥V i=1,.,N, (3.1.18)
p=1 q=1

wobei wiederum die iiblichen Restriktionen fiir eine positiv definite Varianz und Stationaritat des

4

Prozesses gelten sollen,'* wihrend die zeitinvarianten bedingten Kovarianzen h;;, proportional

zum Produkt ihrer bedingten Standardabweichungen sind:
h'ij,t = Pij\/ hii7t\/ hjj7t vV i 7é ] (3119)
Im bivariaten Fall ergibt sich das CCC(1,1)-Modell ausfiihrlich als

\ hll,t 0 I pi2 VvV h11,t 0

H, = : : , (3.1.20)

0 oot pa1 1 0 Voot

wobei hi1, und hgoy genauer spezifiziert sind als

2
hi1e =c1 +anuy, g + Biihi -1

hast = Ca + anth, | + Ba1.hog (3.1.21)

Wie man sieht, sind insgesamt nur [N(]\;l)] + (1+ P+ Q)N Parameter zu schitzen, was den

Rechenaufwand um ein Vielfaches verringert. Damit die bedingte Kovarianzmatrix H; positiv
definit ist, miissen lediglich die bedingten Standardabweichungen entlang der Hauptdiagonalen
von Dy positiv!® und die Korrelationsmatrix T' positiv definit sein (Bollerslev, 1990, S. 499).
Hinsichtlich der Kovarianzstationaritdt des CCC-Modells fiihren Ledoit et al. (2002,
S. 16) unter Bedingungen von positiven Parametern aus Gleichung (3.1.18) die Bedingung
25:1 Qp + Zqul Big < 1 fiir die jeweiligen ¢ = 1,..., N an. Die unbedingten Varianzen sind

(in Anlehnung an die Herleitung im univariaten Fall) mit

&

1 szl Qip — Zq:l Giq

O34

(3.1.22)

leicht anzugeben, wohingegen dies fiir die unbedingten Kovarianzen aufgrund ihrer nicht-linearen

Spezifikation schwer féllt (Bauwens et al., 2003, S. 12).

4e>0,a,>0firallep=1,.., P und 8, > 0 fiir alle ¢ = 1, ..., Q sowie 25:1 op + Zqul Bq < 1.
15 Strikt gewihrleistet durch die restriktiven Bedingungen fiir univariate GARCH-Prozesse (siche Abschnitt 2.2.1).
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Der Bezug auf univariate GARCH-Modelle in der Festellung der Kovarianzstationaritit des
CCC-GARCH-Prozeses trifft ebenso auf die Ausfiihrungen {iber die Persistenz eines Schocks
zu. Danach herrscht keine Persistenz vor, wenn die N univariaten GARCH-Prozesse des CCC-
Modells aus Gleichung (3.1.18) kovarianzstationér sind (Bollerslev et al., 1994, S. 3010).

Jeantheau (1998, S. 76) geht in seinen Ausfiihrungen einen Schritt weiter und leitet fiir den

CCC-GARCH-Prozess Bedingungen iiber strenge Stationaritdt und Ergodizitat her.

Die Vorteile des CCC-Modells scheinen klar: Es gewéhrleistet eine positiv definite Kovarianz-
matrix sowie eine iiberschaubare Anzahl an zu schiatzenden Parametern. Dariiber hinaus besitzt
es die Flexibilitat von univariaten GARCH-Modellen hinsichtlich der bedingten Varianzen und
lakt, im Gegensatz zum BEKK-Modell, eine intuitive Interpretation der zu schétzenden Para-
meter zu. Zusétzlich bietet das von Bollerslev (1990) eingefiihrte Modell weitere Vorteile durch
Vereinfachungen bei der Schéitzung im Rahmen der Maximum-Likelihood (ML)-Methode (Ab-
schnitt 4.1).16

Allerdings stellt sich die Frage, ob die bedingten Korrelationen wirklich zeitinvariant sind,
oder ob dies eine eher unrealistische Annahme darstellt (z.B. kann angenommen werden, dass
Korrelationen zwischen einzelnen Finanzmarktzeitreihen in Krisenzeiten ansteigen). Hoti et al.
(2002, S. 12) fiithren des weiteren als Preis einer leichteren Umsetzbarkeit und einer Reduzierung
7

der zu schiitzenden Parameter an, dass die Volatilititen nicht dynamisch aufeinander bezogen,*

sondern die multivariaten Effekte nur durch die bedingte Korrelationsmatrix bestimmt sind.

16 Tnsbesondere ergibt sich mit 9 als dem Vektor der zu schitzenden Parameter (beinhaltet in T' und D;) und
unter der Annahme einer zugrundeliegenden Normalverteilung die Log-Likelihood-Funktion einer Maximum-
Likelihood (ML) - Schétzung als

T T
L) = — Y 1n@r) — LT = S Dy - S D (ve — ) (D (e
nL(d) = ——-In(2r) - 5 T > In|Dy| QZ( ¢ e =) T (D (ye — 1)),

t=1 t=1

wodurch nur eine N x N Matrixinversion erforderlich ist (Bollerslev, 1990, S. 499f.). Zusétzlich gibt
es unter anderem in Anlehnung an das SUR-Modell (seemingly wunrelated regression) (siehe Zellner
(1962)) weitere Vereinfachungen, wie z.B. die ML-Schitzung von I'2;; durch das Stichprobeniquivalent
I'=-7T"'Y,(D; 'u)(D; tay), wodurch die Parameter von T' aus der Log-Likelihood-Funktion herausgelost
werden konnen (Bollerslev, 1990, S. 499f.).

17 Dies wird jedoch, wie im Abschnitt 3.1.3 angefiihrt, von Tse (2000, S. 108f.) und Bauer (2002, S. 7) in Be-
zug auf das BEKK-Modell unter anderem hinsichtlich der Interpretierbarkeit der einzelnen Parameter, deren
Unverzerrtheit und statistischen Signifikanz kritisiert.
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3.2 Neuere multivariate GARCH-Ansatze

3.2.1 Modelle mit zeitlich-variierenden Korrelationen

Die besonders fiir Hochfrequenzdaten unrealistische Annahme zeitinvarianter bedingter Korre-
lationen fithrte zur parallelen Entwicklung zweier, das CCC-Modell verallgemeinernder Modell-

klassen, die die bedingte Korrelationsmatrix zeitabhéngig formulieren.

So schldgt Engle (2000, S. 7-10) eine Verallgemeinerung zum CCC-Modell vor, die er als DCC-
Modell (dynamic conditional correlation) beschreibt. Ausfiihrlicher stellen dazu Engle und
Sheppard (2001, S. 4f.) das Modell wie folgt dar, in dem sie die bedingte Kovarianzmatrix aus
Gleichung (3.1.17) leicht abwandeln zu

Ht - DtFtDt7 (321)

1
wobei I'; fiir die nun zeitabhéngige (bedingte) Korrelationsmatrix steht, D; = diag|[h/; ;] fiir alle
¢t =1,...,N wiederum als N x N Diagonalmatrix der bedingten Standardabweichungen /h;;

gegeben und h;;; geméf des univariaten GARCH-Modells:

P Q
hii,t = + Z oz,»puitfp + Z ﬂiqhii,t—q V = 1, ceey N (322)
p=1 q=1

definiert ist. Gleichermafen sollen die iiblichen Restriktionen fiir univariate GARCH-Prozesse fiir
eine positiv definite Varianz und Stationaritit gelten.'® Die vorgeschlagene dynamische Korrela-

tionstruktur ergibt sich aus

Ft = Q:ith :717

w 14 B w 14
Q = (1-) o= B)Q+ ) o€ &)+ BuQi, (3.2.3)
w=1 v=1 w=1 v=1

wobei Q; = [g;;] eine symmetrische (positiv definite) N x N Matrix und Q die unbedingte N x N

Kovarianzmatrix der standardisierten Residuen &;; = u;:/1/hiis darstellen sowie Q) gegeben
1

ist durch Q; = diag[Q}?]. Weiterhin sind «,, und (3, nichtnegative Skalare, die die Bedingung

18¢>0,a,>0firallep=1,..., P und 3, > 0 fiir alle ¢ = 1, ..., Q sowie 25:1 oy, + ZqQ:l By < 1.
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w % . : o . L ey
Y o1 Qw + Doy By < 1 erfiillen. Somit ergibt sich als typisches Element von I'; : p;; = —\/qfﬁ
Da die Struktur der Korrelationsmatrix speziell durch die konkreten Werte von W und V' bedingt

ist, soll hier das DCC-Modell als DCC(W, V')-Modell bezeichnet werden.!?

Die Anzahl der zu schitzenden Parameter belduft sich auf [W] +(14+p+q)N+(W+V).
Damit H; positiv definit ist, folgern Engle und Sheppard (2001, S. 6), dass - unter Bezugnahme
auf Regeln der linearen Algebra - I'; dann positiv definit ist, wenn dies ebenso fiir Q, gilt. Sie
stellen dabei mehrere hinreichende Bedingungen auf, die eine positiv definite bedingte Ko-
varianzmatrix H; gewahrleisten, wobei die Bedingungen fiir die Parameter der dynamischen
Struktur eher von spezieller Natur sind*’, wihrend die Bedingungen fiir die bedingten Varianzen
hii+ aus Gleichung (3.2.2) denen der positiv definiten bedingten Varianzen im univariaten Fall
gleichen.

Engle (2000, S.10ff.) schldgt des weiteren speziell fir sein DCC-Modell eine Schétzung in
zwei Schritten vor, in der im ersten Schritt die Schatzung des univariaten GARCH-Prozesses
erfolgt und im zweiten Schritt die Schétzung der dynamischen Korrelationsstruktur darauf auf-

gebaut wird; in Abschnitt 4.2 wird darauf ndher eingegangen.

Alternativ zum DCC-Modell nach Engle formulieren Tse und Tsui (2001, S. 4-7) ein VC-Modell
(varying correlation). Darin postulieren sie eine bedingte Korrelationsmatrix, die an einen auto-
regressiven gleitenden Durchschnitt erinnert. Wiederum wird die bedingte Kovarianzmatrix aus

Gleichung (3.1.17) abgewandelt zu
Ht - DtI‘tDt, (324)

wobei D, und die bedingten Varianzen h;; ; gemaf obigen Ausfithrungen definiert sind. Allerdings

wird hier nun die zeitabhingige, bedingte Korrelationsmatrix I'; modelliert als
Ft - (1 - 91 - 92):[‘ + 91:[‘,571 + 92\:[/,5,1. (325)

I' = [piy] ist dabei die (positiv definite) N x N Parametermatrix mit den Elementen

pii = 1 fiir alle 7. ; und 05 stellen nicht-negative Parameter dar, die die Bedingung 6, + 6, < 1

19 Man beachte, dass im DCC(W, V)-Modell speziell die Parameter W und V spezifiziert werden, deren konkrete
Werte nicht unbedingt mit den sonst {iblichen Parametern P und @ tibereinstimmen miissen.

20 Genauer muss neben den zuvor genannten Bedingungen der Gleichungen (3.2.3) gelten, dass der kleinster
Eigenwert von Q grofer null ist.
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erfiillen. Des weiteren entspricht W,_; einer N x N Stichprobenkorrelationsmatrix von u,, wo-

bei 7 =t — M,t — M +1,...,t — 1. Sie enthalt somit - unter Standardisierung von w;, gemafs

&t = Uit/ +/hiiy - die Elemente

S &t mEim
VM e, )0 )
Die dynamische Struktur muss somit in Abhéngigkeit des konkreten Wertes von M gesehen
werden, daher wird oft das VC-Modell genauer als VC(M)-Modell benannt.

Wird 2} als N x N Diagonalmatrix mit dem i-ten Element (32M_, {ftfm)% und ;1 =
(&1, ., &) als N x M-Matrix definiert, folgt (Tse und Tsui, 2001, S. 6)

V 1<i<j<N. (3.2.6)

Viji—1 =

v, = Zt__llat—la,,g_lzt__ll- (3.2.7)

Die Anzahl der zu schitzenden Parameter kann auf insgesamt [W] +(1+p+qgN+2
festgelegt werden, was die Anzahl der zu schitzenden Parameter im CCC-Modell um zwei (ndm-
lich 6; und 6,) tibersteigt. Tse und Tsui (2001, S. 7) merken hierzu an, dass das VC-Modell unter
der Bedingung 6, = 0, = 0 das CCC-Modell beinhaltet.?! Im Zentrum der Bedingungen um eine
positiv definite bedingte Kovarianzmatrix H, steht neben positiven bedingten Varianzen
hi; s die positiv definite Matrix W;_,, durch die eine positiv definite Matrix I'; gewahrleistet ist.
Dies wird insbesondere durch die notwendige Bedingung M > N erreicht (fiir weitere Ausfiih-
rungen siehe Tse und Tsui (2001, S. 6)).2

Weiter fithren Tse und Tsui (2001, S. 7) an, dass die Bedingungen fiir die Parameter 6; und
05 (d.h. deren Nicht-Negativitdt und 6y + 03 < 1) unter Umstédnden Probleme bei der Optimie-
rung der Log-Likelihood-Funktion?® bereiten konnen, dies jedoch durch einfache Transformation
der Form 6; = 72/(1 + % + ~3) fiir alle 4 = 1,2 sowie der anfinglichen Optimierung der Log-
Likelihood-Funktion unter anderem hinsichtlich v; und ~, umgangen werden kann (fiir die genaue

Vorgehensweise siehe Tse und Tsui (2001, S. 71f.)).

Die Modelle der zeitlich variierenden Korrelationen heben die, besonders fiir hochfrequentielle
Zeitreihen, unrealistische Annahme zeitinvarianter bedingter Korrelationen auf. Sie gewéahrlei-

sten eine positiv definite Kovarianzmatrix H;, ohne die Intuition bzw. die Interpretation der zu

21 Daher kann als Test auf Konstanz der bedingten Korrellationen iiberpriift werden, ob 6; = 65 = 0 ist. Fiir einen
kurzen Verweis auf weitere Testverfahren siehe Abschnitt 5.3, wobei der Test von Engle und Sheppard (2001,
S. 10f.) genauer beschrieben wird und zur Anwendung kommt.

22 Gilt des weiteren M = 1, so ist ¥;_; durch eine Einheitsmatrix gegeben. Eine Updaten der bedingten Korre-
lationsmatrix durch die Einheitsmatrix erscheint aber wenig sinnvoll.

23 Siehe Abschnitt 4.1.
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3.2 NEUERE MULTIVARIATE GARCH-ANSATZE

schitzenden Parameter (besonders der univariaten GARCH-Spezifikation der bedingten Varian-
zen) und die Flexibilitdt (ebenfalls hervorgerufen durch die Einbeziehung univariater GARCH-
Prozesse) aufzuheben. Wie Bauwens et al. (2003, S. 14) jedoch anfiihren, besteht ein Nachteil
dieser Modelle in der Tatsache, dass samtliche, die Korrelationsstruktur bestimmende Parame-
ter (ay, und (3, im DCC-Modell nach Engle sowie #; und 3 im VC-Modell nach Tse und Tsui)
Skalare darstellen und daher die bedingten Korrelationen im jeweiligen Modell die gleiche Dy-
namik aufweisen.?? Dies ist jedoch fiir eine positiv definite - sich {iber die Zeit verindernden -
(bedingte) Korrelationsmatrix I'; unvermeidbar. Des weiteren ist analog zum CCC-Modell nach
Bollerslev fiir die leichtere Umsetzbarkeit folgender Preis zu zahlen: Die Volatilitédten sind nicht

direkt, sondern nur iiber die bedingte Korrelationsmatrix aufeinander bezogen.

3.2.2 FlexM-Modell

Eine andere Herangehensweise in der Modellierung von zeitlich variierenden Kovarianzmatrizen
stellt die Arbeit von Ledoit et al. (2002) dar. Auf der Grundlage eines multivariaten GARCH(1,1)-
Modells* der Form

Ht = C -+ A ® (ut,lug_l) —+ B ® Htfl, (328)

mit den symmetrischen N x N Parametermatrizen C, A und B, entwickeln sie Schétzer fiir die
Elemente der bedingte Kovarianzmatrix ,dezentral* in zwei Stufen, die fiir multivariate Schéatzpro-
bleme mit hoher Zeitreihenanzahl geeignet sind und positiv definite bedingte Kovarianzmatrizen
hervorbringen, ohne unrealistische a-priori Restriktionen aufzuerlegen.

Im ersten Schritt der FlexM-GARCH (flexible multivariate) Modellierung werden die Ko-
effizientenreihen ¢;;, a;; und b;; separat durch eine zweidimensionale (fiir alle ¢ # j) bzw. ein-
dimensionale (fiir alle i = j) GARCH(1,1)-Spezifikation geschétzt (fiir ndhere Ausfithrungen
siehe Ledoit et al. (2002, S. 5f.)).26 Die geschitzten Koeffizienten werden anschliefend in die

24 Was bei einer grofen Anzahl an Zeitreihen mit grofen strukturellen Unterschieden wohl in Frage gestellt werden
muss.

25 Ledoit et al. (2002) nennen als Basis fiir ihre Modellkonstruktion das diagonale VEC(1,1)-Modell. Bei genauerem
Hinsehen muss jedoch davon ausgegangen werden, dass es sich hierbei nicht um ein diagonales VEC-Modell,
sondern um eine allgemeinere Form handelt, die an die diagonale BEKK-Darstellung aus Gleichung (3.1.14)
erinnert.

26 Bs sei angemerkt, dass dieser Vorgang der getrennten bzw. aufeinander aufbauenden Schiitzung der Diagonal-
und Nebendiagonalelemente c;;, as; und by; bzw. ¢4, a;; und by fiir alles = 1, ..., NV und j = i+1, ..., IV jeweils auf
Basis der Maximum-Likelihood-Methode bzw. der Quasi-Maximum-Likelihood-Methode des Abschnitts 4.1 und
unter Annahme einer Normalverteilung erfolgt. Weiter sei angemerkt, dass die Schétzung dieser Elemente an die
Schétzung in zwei Schritten des Abschnitts 4.2 erinnert, jedoch bei nédherer Betrachtung dennoch unterschiedlich
ist.
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N(N+1)

3 univariate bzw. bivariate

Koeffizientenmatrizen C, A und B zusammengefiigt, wobei fiir
GARCH-Modelle insgesamt 3% Parameter zu schatzen sind. Jedoch ergibt sich dabei
das Problem der, wie es Ledoit et al. (2002, S. 3) bezeichnen, ,Inkompatibilitat“ der geschitzten
Koeffizientenmatrizen C, A und B, da sie zu bedingten Kovarianzmatrizen H; fithren konnen,
die nicht positiv definit sein miissen. Um daher eine positiv definite Kovarianzmatrix zu
gewahrleisten, werden im zweiten Schritt die zusammengesetzten Parametermatrizen so umge-
formt, dass sie positiv definit sind und somit zu einer positiv definite Kovarianzmatrix fithren
kénnen. Hierbei 16sen Ledoit et al. (2002, S. 7ff.) die Gleichung (3.2.8) zunéchst rekursiv auf zu

o0

H = > B¥0C+) BY0AO® (W u ;)
k=0 k=0

= Co(I-B)+) BY0AO W_u, ;)

k=0

= G+) BY0OA® (w_p1uj 4 ) (3.2.9)

k=0
mit G = C © (I — B), wobei in Anlehnung an das Hadamard-Produkt das Symbol "* die
elementweise Potenzierung einer Matrix L = [l;j] der Form LM = [IF] fiir alle 4,5 = 1,.., N
sowie das Symbol @ die elementweise Division zweier Matrizen L = [[;;] und O = [o0;;] der Form
L® O = [l;;/0;] fiir alle 4, j = 1, ..., N darstellen sollen. Die Transformation kann anschliefsend

wie folgt formalisiert werden:
ming Hé — G|| s.t. G ist postitiv definit und §;; = s, Vi = 1,..., N,
min g HA — AH s.t. A ist postitiv definit und a; = @i, Vi=1,...,N,
ming Hf} — BH s.t. B ist postitiv definit und b; = by, Vi=1,..., N,
wobei C ,zuriickberechnet wird aus C = G ® (I — B) (Ledoit, 2002, S. 12).27
Die so gewonnenen Matrizen A, B und G bzw. C sind positiv definit, asymptotisch kon-
sistent und enthalten unveréndert die Diagonalparameter aus der univariaten GARCH(1,1)-

Schatzung; fiir weitere Bedingungen und Beweise hinsichtlich der Gewéhrleistung einer positiv

definiten Kovarianzmatrix siche Ledoit et al. (2002, S. 7ff.).

27 Fiir das genaue Minimierungsproblem siche Ledoit et al. (2002, S. 27ff.)
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Ledoit et al. (2002, S. 11) fithren des weiteren an, dass durch diese Transformation nicht nur
eine positiv definite Kovarianzmatrix garantiert, sondern auch die Kovarianzstationaritit des
Prozesses insbesondere durch die Bedingungen a;; + b; < 1 fiir alle ¢ = 1,..., N gegeben ist.
Allerdings kénnen, wie sie weiter aufzeigen, im FlexM-Modell Standardfehler der zu schétzenden
Parameter nicht direkt angegeben werden. Sie schlagen daher eine Bootstrap-Methode?® fiir die

Berechnung der Standardfehler vor (Ledoit et al., 2002, S. 13ff.).

3.3 Erweiterungen

3.3.1 Weitere mogliche multivariate GARCH-Spezifikationen

Eine treffende Bezeichnung fiir das breite Spektrum moglicher Variationen (multivariater)
GARCH-Modelle ist wohl das Akronym YAARCH (yet another ARCH) von Engle (2002,
S. 426). In der Tat stellen die in den vorherigen Abschnitten genannten GARCH-Modelle nur
eine Auswahl der in der Literatur diskutierten multivariaten GARCH-Prozesse dar. Daher sollen

kurz einige weitere interessante GARCH-Modelle angefiithrt werden.

Das einfachste Modell ist hierbei das Skalar-GARCH-Modell. Dabei wird angenommen, dass

die jeweiligen Varianzen bzw. Kovarianzen gemaéfs folgendem Prozess definiert sind:
hi,j,t = GCij +a- (ui7t_1uj7t_1) + ﬁhi,j,t—l A l,j = 17 ceny N. (331)

Die Parameter o und [ sind positive Skalare und werden als konstant fiir alle Varianzen und
Kovarianzen angenommen, wahrend die Elemente ¢; ; die lingerfristige Kovarianzmatrix bestim-
men sollen und fiir jede Varianz bzw. Kovarianz individuell ausgeprigt sind (Engle und Mez-
rich, 1996, S. 37f.). Die relativ geringe Anzahl an zu schétzenden Parametern sowie das simple
Hervorbringen einer positiv definiten Kovarianzmatrix (unter Bedingung einer positiv definiten
Kovarianzmatrix der Elemente ¢;;) macht das Skalar-GARCH-Modell besonders attraktiv und
veranlasste zur Vereinfachung weiterer zuvor genannter GARCH-Prozesse. So schlagen z.B. Bol-
lerslev et al. (1994, S. 3005) die skalare Schreibweise des BEKK-Modells (also ein sogenanntes
Skalar-BEKK-Modell) aus Abschnitt (3.1.3) vor, wiahrend Ding und Engle (2001, S. 5ff.)

28 Einen Uberblick hieriiber bieten z.B. Efron und Tibshirani (1993).
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weitere vereinfachte Abwandlungen der klassischen GARCH-Modelle aufzeigen. Oft werden die
skalaren Vereinfachungen aufgrund ihrer einfachen Struktur kritisiert: Varianzen bzw. Kovarian-

zen konnen z.B. keine unterschiedlichen dynamischen Strukturen entfalten.

Eine Klasse von GARCH-Prozessen, die besonders fiir grofere Systeme (d.h. fiir mehrere interes-
sierende Finanzmarktdatenreihen) geeignet sind, stellen die von Engle et al. (1990) eingefiihrten
Faktor-GARCH-Modelle dar. Hierbei wird angenommen, dass es einen bzw. mehrere Fak-
toren gibt, die global die Kovarianzmatrix bestimmen.?? Die Motivation gemeinsamer Faktoren
wird héufig in der Portfoliotheorie angewendet. Es erscheint hier besonders einleuchtend, dass
Volatilitdten unterschiedlicher Daten (z.B. von Aktien) von den gleichen ,Informationen (z.B.
Makrodaten) beeinflusst werden. Ist speziell y, ein N x 1 Vektor von Beobachtungen mit K Fak-
toren, die im K x 1 Vektor f; zusammengefasst sind, und B eine NV x K Matrix der zeitinvarianten

Faktorladungen, dann kann das multivariates GARCH-Modell geschrieben werden als
Yt = Bft + Uy, (332)

wobei v; ein N x 1 Residuenvektor ist.?® Des weiteren wird angenommen, dass die konstante
bedingte Kovarianzmatrix von v, gegeben ist durch Y und f; eine bedingte Kovarianzmatrix A,
besitzt. Sind f; und v, un- oder konstant korreliert, dann kann die bedingte Kovarianzmatrix von

y: geschrieben werden als
H, =BAB + 7T (3.3.3)

(Bollerslev et al, 1994, S. 3005ff.). Ist A; eine Diagonalmatrix mit den Elementen A ; oder sind

die Nebendiagonalelemente konstant, kann das Modell auch geschrieben werden als

K
H, = bybjA, + T, (3.3.4)

k=1
wobei by, die k-te Spalte von B bedeutet und Y die moglichen Nebendiagonalelemente aufnimmt
(Engle et al., 1990, S. 215). Wird die Abhéngigkeit der Faktoren und Faktorladungen von der
ihr zugrundeliegenden Information genauer spezifiziert, kann das Faktor-Modell als Spezialfall

des BEKK-Modells gesechen werden (siehe hierzu Bera und Higgins (1993, S. 346)). Hinsichtlich

29 Dies erinnert stark an die Faktoren- bzw. Hauptkomponentenanalyse multivariater Verfahren (vgl. hierzu z.B.
Backhaus et al. (2000)).

30 Hiufig auch - vor allem in der englischen Literatur - als idiosyncratic error bezeichnet.
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der Schitzung des Faktor-GARCH-Modells muss allerdings gesagt werden, dass die Spezifizie-
rung (bzw. die Beobachtbarkeit) der Faktoren allein schon wegen der ékonomischen Intuition
wiinschenswert ist und den Schitzvorgang wesentlich vereinfacht.?! King et al. (1994, S. 901ff.)
finden jedoch in ihrer Volatilitdtsanalyse des Zusammenhanges internationaler Aktienmarkte we-
nig Erklarungsgehalt der Makrovariablen (also beobachtbarer Faktoren) und weisen daher grofere
Bedeutung latenten Faktoren zu. Hier konnte das Modell mit latenten Faktoren von Diebold und
Nerlove (1989), das dhnlich wie das Faktor-GARCH-Modell formuliert ist, zum Tragen kommen.

Auch die Entwicklungen hinsichtlich Persistenz in der Varianz haben zu interessanten Ent-
wicklungen innerhalb der Faktor-GARCH-Modelleklasse gefiihrt. Engle und Lee (1993) fiihren
hierzu ein Faktor-GARCH-Modell zur Modellierung von permanenten bzw. transitorischen Kom-
ponenten in der Volatilitat ein.

Abwandlungen zu den Faktor-GARCH-Modellen sind im O-GARCH-Modell (orthogonal)
von Alexander (2001) und im verallgemeinerten GO-GARCH-Modell (generalized orthogonal)
nach van der Weide (2002) zu sehen. Im O-GARCH-Modell wird implizit angenommen, dass die
Daten mittels Hauptkomponentenanalyse in unkorrelierte Komponenten linear transformiert wer-
den koénnen. Diese latenten Komponenten konnen wie im Faktor-GARCH-Modell als Faktoren
interpretiert werden, die hinter dem System stehen und es bestimmen. Da fiir die Komponenten
eine bedingte Korrelation von null angenommen wird, reichen univariate GARCH-Modelle aus,
um die bedingten Varianzen der Komponenten zu modellieren, und dann durch geeignete Um-
formungen die bedingte Kovarianzmatrix der zugrundeliegenden Daten zu erhalten (fiir weitere
Ausfithrungen siehe Alexander (2001, S. 24ff.)). Eine der zentralen Annahmen im O-GARCH-
Modell ist die Orthogonalitiit der Matrix der Lineartransformationen.?® Van der Weide (2002)
nimmt dies zum Anlass und formuliert das GO-GARCH-Modell, in dem die Matrix der Linear-
transformationen nur noch invertierbar sein muss.

Faktor- und Orthogonale GARCH-Modelle liefern somit weitere Methoden, komplexe dyna-
mische Kovarianzmatrizen vereinfacht zu schétzen, so die Anzahl der zu schitzenden Parameter
zu reduzieren, ohne dabei eine positiv definite bedingte Kovarianzmatrix aufter Acht zu lassen.
Allerdings weisen diese Herangehensweisen Schwéchen bei der Interpretation der Faktoren und
der Koeffizienten der univariaten GARCH-Modelle sowie der doch schwachen Leistung in gering

korrelierten Systemen auf (Engle und Sheppard, 2001, S. 3).

31 Fiir weitere Ausfiihrungen hinsichtlich des Schitzvorgangs siehe Gouriéroux (1997, S. 121-124).

32 D.h. die Matrix, die die unabhéngigen Komponenten mit den beobachteten Zeitreihen ,yerkniipft®.
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Eine ganz andere Herangehensweise ist im GDC-Modell (generalized dynamic covariance) zu
sehen, das von Kroner und Ng (1998, S. 833ff.) vorgeschlagen wird. Das GDC-Modell ist wie folgt
definiert:

Ht — DtFDt —|— @ @ ®t7 (335)
wobei gilt:

D; = [dij;] mit diy=+/0i; ¥V i und dy; =0 VY i#j,
O, = [0ijul;

I'=[py;] mit py;=1 V i und p; = pj,

Q=[p;] mit ¢;=0 V i und ¢ =y,

Oije = cij + ayueruy_ya; + biH by Vi, 7, (3.3.6)

und C = [¢;;] symmetrisch positiv definit ist sowie a;, b; fiir alle ¢ = 1, ..., N Parametervektoren
der Dimension N x 1 darstellen (Kroner und Ng, 1998, S. 833). Das GDC-Modell beinhaltet zwei
Komponenten: Zum einen die Komponente D, I'D;, die dem CCC-Modells aus Abschnitt 3.1.5
dhnelt, zum anderen die Komponente ® © ©,, die Nullen als Diagonalelemente hat und deren
Nebendiagonalelemente durch eine Kovarianzstruktur dhnlich des BEKK-Modells - skaliert mit
dem Parameter ¢;; - gegeben sind (Kroner und Ng, 1998, S. 834).

Zentral in der Diskussion um das GDC-Modell ist seine Vielseitigkeit: Durch spezielle An-
nahmen und Definitionen kann wahlweise aus dem GDC-Modell ein restringiertes VEC, BEKK,
Faktor-GARCH oder ein CCC bzw. ein DCC-Modell konstruiert werden (siehe hierzu Kroner
und Ng (1998, S. 834) bzw. Bauwens et al. (2003, S. 16)).

Eine der stéarksten Restriktionen der in dieser Arbeit behandelten multivariaten GARCH-Modelle
ist die Vernachléssigung von Asymmetrien. Die bedingte Kovarianzmatrix ist im Grunde nur eine
Funktion der Hohe verzogerter Residuen, beinhaltet jedoch nicht die Richtung der Abweichung.
Es scheint aber logisch, gerade diese Abweichung zu beriicksichtigen, da Finanzmérkte (bzw.
die Volatilitat auf Finanzmérkten) stérker auf negative als auf positive Nachrichten reagieren

(d.h. der sogenannte Leverage-Effekt negativer Nachrichten gréfer ist).® Daher verallgemeinern

33 Ist ein bestimmtes Modell gegeben, so kénnen Asymmetrien der bedingten Varianzen und Kovarianzen in
Abhéngigkeit moglicher Auspragungen von u; ; in der sogenannten news-impact-Kurve dargestellt werden; fiir
eine multivariate Darstellung siehe Kroner und Ng (1998, S. 838). Dies soll hier aber nicht weiter verfolgt
werden.
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Kroner und Ng (1998, S. 835ff.) ihr GDC-Modell - der univariaten Herangehensweise von Glosten
et al. (1993) folgend - zu einem ADC-Modell (asymmetric dynamic covariance), indem sie die

Bedingung an 6;;, aus (3.3.6) zu
gij,t = Cij + a;ut_lu;_laj + b;Ht_lbj + g;nt,ln;_lgj A Z,] = 1, ceey N (337)

abwandeln, wobei g; fiir alle i = 1, ..., N ebenfalls ein Parametervektor ist und n, = (n1¢, ..., In¢)’
ein Residuenvektor mit 7;; = max|[0, —u;,| darstellt, um das Vorzeichen von u;; zu beriicksich-
tigen. Somit kénnen wiederum durch spezielle Annahmen asymmetrische Varianten des VEC,
BEKK, CCC-Modells etc. konstruiert werden (siehe hierzu Kroner und Ng (1998, S. 836)).
Braun et al. (1995) untersuchen hingegen die bedingte Kovarianzstruktur von Aktienren-
diten, indem sie das weit verbreitete asymmetrische univariate EGARCH-Modell (exponential
ARCH ) von Nelson (1991) auf den bivariaten Fall erweitern und so im Rahmen der Portfoliotheo-
34

rie positive bzw. negative Renditen unterschiedlich auf den Beta-Koeffizienten wirken lassen.

In ihrem bivariaten EGARCH-Modell sind die Residuen des Marktes gegeben durch
Um,t = Om,t€mt (338)
und die Residuen des Portfolios durch

Upt = ﬁp,tEm,t + Opt€p,ts (339)

wobei 3,; den Beta-Koeffizienten des Portfolios, ,,,; und o, die bedingten Standardabweichun-
gen des Marktes bzw. des Portfolios darstellen. Weiter sind €, ; und €, i.7.d.-verteilte, standardi-
sierte Residuenprozesse. Die bedingte Varianz des Marktes bzw. die portfoliospezifische Varianz

folgen univariaten (modifizierten) EGARCH-Prozessen:

In(02,) = i+ Z Omk(Em€mt—k + wWmn(l€mi—r| — E(€r)), mit 0,1 =1 (3.3.10)
k=1

1H(0§,t) = Qpi+ Z Opmk(KpmEm,t—k + Wpm(|€mi—rk| — E(em))
k=1

+ Z Opi(Fp€pi—k + wp(lepi—i| — E(€ey)), mit  0pm1 = 0p1 = 1, (3.3.11)
k=1

34 Im Grunde wird hierdurch die Moglichkeit des unterschiedlichen Einflusses von positiven bzw. negativen Nach-
richten auf die Kovarianz der Portfoliobestandteile eréffnet.
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wihrend der Beta-Koeffizient (bedingt auf €, ) modelliert ist als

Bpt = gt + Z 08k(Opm * €mi—i - €pt—k + Om - €mui—ic + Op - €p1—g), mit ggq =1. (3.3.12)
k=1
Der Leverage-Effekt wird somit durch 6, - €, und 9, - €, hervorgerufen (Braun et al., 1995,
S. 1578f.).
Ein weiteres interessantes asymmetrisches multivariates GARCH-Model stellt z.B. das con-
stant correlation multivariate GJR-Modell von Hoti et al. (2002, S. 11ff.) dar, das als eine
asymmetrische Erweiterung des CCC-Modells von Bollerslev bzw. als multivariate Definition des

GJR-Modells nach Glosten et al. (1993) angesehen werden kann.

Abschlieffend soll hier angemerkt werden, dass in der Theorie (multivariater) GARCH-Modelle
auch eine Verbindung zwischen erstem und zweitem bedingten Moment spezifiziert werden kann.
Solche GARCH-M-Modelle (GARCH-in-Mean) sind besonders im Finance-Bereich gefragt,
da damit der bedingte Erwartungswert explizit von einer sich in der Zeit verédndernden Va-
rianz abhéngig modelliert werden kann (sieche Engle et al. (1987) fiir eine die univariate und
Bollerslev et al. (1988, S. 119) fiir eine multivariate GARCH-M-Modellierung). Nachteile sind je-
doch darin zu sehen, dass die asymptotische Normalitat der Maximum-Likelihood-Schétzer (siche
Abschnitt 4.1) nicht gewéhrleistet sein kann und die Zahl der zu schitzender Parameter rasch

steigt (Campbell et al., 1997, S. 494).

3.3.2 Alternative Herangehensweisen der Modellierung von

Volatilitaten

Speziell entstand die Modellklasse der stochastischen Volatilititen (SV-Modelle) als Alterna-
tive zu den GARCH-Modellen.?® Die bedingte Varianz (bzw. im multivariaten Fall die bedingte
Kovarianzmatrix) héngt in SV-Modellen nicht von vergangenen Beoachtungen, sondern von ei-
nem unbeobachteten stochastischen Prozess (oder einer latenten Struktur) ab. Harvey et al.

(1994) schlagen folgendes multivariates SV-Modell vor, das als Spezifikation von N univariaten

35 Die am h#ufigsten verwendete Herangehensweise stellt dabei im univariaten Fall das SV-Modell von Taylor
(1986, S. 70ff.) dar. Des weiteren findet sich eine gute Zusammenfassung bzw. einen Vergleich zwischen univa-
riaten GARCH und univariaten SV-Modellen in Taylor (1994).

37



3.3 ERWEITERUNGEN

SV-Modellen gesehen werden kann

U = € exp(ht/Q), (3313)

wobel u; = (uyy,...,un,) und € = (€14, ..., ex) tblich defniert sind, jedoch speziell €, gemaf
NID(0,%,) verteilt ist. Des weiteren folgt hy = (hiy4,..., hn,) einem multivariaten Random-
Walk-Prozess oder kann speziell als VAR(1)-Prozess definiert werden:

h; = Bhy_; + ¢, (3.3.14)

mit ¢, als N x 1 dimensionalen NID-Vektor mit E(¢,) = 0 und Var(¢,) = X, sowie B als
N x N Parametermatrix. Nachteile dieser SV-Modelle sind allerdings in einer komplexen Schét-
zung (siehe hierzu speziell Shephard, 1996, S. 23ff.) bzw. darin zu sehen, dass konstante bedingte
Korrelationen auferlegt werden, d.h. es keine direkte Festlegung von sich verdndernden Korrela-
tionen oder Kovarianzen gibt (Harvey et al., 1994, S. 251). Weitere multivariate SV-Modelle sind
z.B. das multivariate Faktor-SV-Modell (Shephard, 1996, S.45) oder das ebenfalls auf Faktoren
aufbauende SV-Modell von Chib et al. (2002, S. 2ff.).

In der Literatur existieren weitere Methoden zur Modellierung multivariater Volatilidten: Be-
sonders interessant scheint das von Tsay (2002, S. 376ff) durchgefithrte mehrdimensionale Vola-
tilitdtsmodell, das die schrittweise Erweiterung einer univariaten Modellierung beinhaltet. Ding
und Engle (2001, S. 6) erweitern das vor allem in der Praxis angewandte univariate EWMA-
Modell (ezxponetially weighted moving average) auf den mulitvariaten Fall, wiahrend Andersen et
al. (2001, S. 42ff.) tégliche Varianzen bzw. Kovarianzen auf der Basis von intraday-Daten ohne
Spezifikation eines genauen multivariaten Modells schétzen. Fiir einen Uberblick iiber weitere
alternative Herangehensweisen zur Modellierung von Volatilitdten (allerdings meist auf den uni-

variaten Fall abzielend) siehe z.B. Bollerslev et al. (1992, S. 17ff.) oder Brooks (2002, S. 441ff.).
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Kapitel 4

Methoden der Schatzung multivariater

GARCH-Modelle

4.1 Maximum-Likelihood-Schatzung

Die am héufigsten zur Schitzung der multivariaten GARCH-Modelle (bzw. des unbekannten
Parametervektors) benutzte Methode stellt wohl der Maximum-Likelihood (ML)-Ansatz dar.
Hierbei wird versucht, denjenigen Wert aus dem zuldssigen Parameterraum auszuwahlen, der die
grofte Wahrscheinlichkeit (Likelihood) besitzt, dem vorliegenden (bekannten) Stichprobenbefund
zugrundegelegen zu haben. Die so gewonnenen Schétzer sind konsistent, (asymptotisch) effizient
und asymptotisch normalverteilt. Allerdings setzt die ML-Methode neben der i.:.d.-Annahme
die Sperzifikation einer Verteilung des zugrundeliegenden Stichprobenbefundes, in der hier vorge-
stellten Modellspezifikationen also der Elemente des Zufallsvektors €;, voraus. Haufig wird daher
zusitzlich eine multivariate Normalverteilung von €; mit Erwartungswert E(e;) = 0 und

Varianz Var(€;) = Iy postuliert.! Die bedingte Dichtefunktion von y; ergibt sich dann als

F 0. 21) = (27) ¥ L exp (—%m ) H (i m) , (4.11)

mit ¥ als dem Vektor, der die zu schiitzenden Parameter? umfasst und je nach GARCH- Modell-

spezifikation unterschiedlicher Dimension ist. Durch Aufstellen der Likelihood-Funktion

I Somit ist also u; bedingt standardnormalverteilt.

2 H; und p, sind dabei Funktionen von 9.
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4.1 MAXIMUM-LIKELIHOOD-SCHATZUNG

L(9;y:) = [1—, f(y:|9, Q1) und anschliefender Logarithmierung kann folgende Log-Likelihood-
Funktion hinsichtlich des Parametervektors 9 maximiert® werden:

T T

In £9) =~ In(2) — =S W H] — 53 (v - ) H (- ) (4.12)

t=1 t=1
(Bauwens et al. (2003, S. 22)). Der ML-Schiitzer 9y, fiir den wahren Parametervektor ¥ wird
mittels numerischen Optimierungsverfahren bestimmt, wobei im Kontext multivariater GARCH-
Modelle entweder auf den von Berndt et al. (1974, S. 656ff.) begriindeten BHHH*-Algorithmus
oder auf die method of scoring (Engle, 1982, S. 996f.) zuriickgegriffen wird. Im Wesentlichen
werden hierbei nur Ableitungen erster Ordnung (d.h. Score-Vektoren) herangezogen und typi-
scherweise numerische Techniken zur Approximationen dieser Ableitungen verwendet, da die
analytischen Gradienten oft zu komplex erscheinen.® Allerdings wird in der Literatur auch ar-
gumentiert, dass es vorteilhaft sein kann, direkt analytische Ableitungen zu verwenden, da z.B.
die Standardfehler ,akurater geschétzt und die ML-Schiatzungen schneller durchgefithrt werden
konnen (Lucchetti (1999, S. 1).°

Wie stylized fact eins aufzeigt, weisen Hochfrequenzdaten besonders breite Flanken in ihrer Ver-
teilung auf. Diese erh6hte Kurtosis kann oft nicht durch die dynamische Struktur in der Varianz
von GARCH-Modellen erfasst werden. Eine logische Alternative scheint daher die Annahme,
dass die Elemente des Residuenvektors €, einer multivariaten ¢-Verteilung mit E(e;) = 0 und

Var(€;) = Iy entstammen. Fiir die bedingte Dichtefunktion von y, folgt somit

90%) o |H, |2 Ly 0= ) (e — ) _N;V,
G(5)lr(v —2)]= v=2

fyel9, v, 81) = (4.1.3)

3 Da die Likelihood-Funktion eine streng monoton steigende Funktion ist, ist das Maximum dieser Funktion
mit dem Maximum der logarithmierten Funktion identisch. Aufgrund der so entstehenden ,logarithmischen
Differenzen” wird die Maximierung wesentlich vereinfacht.

4 Stellvertretend fiir die Autoren Berndt, Hall, Hall, Hausman.

® Bs sei angemerkt, dass die Computertechnik in den letzten 30 Jahren bedeutende Fortschritte erzielt hat und
daher heute in 6konometrischen Programmpaketen oft andere Algorithmen verwendet werden. Einen guten
Uberblick iiber statistische, dynamische bzw. stochastische Optimierungsverfahren bietet z.B. Papageorgiou
(1996).

6 Luchetti (1999) fiihrt des weiteren analytische Ableitungen fiir die BEKK-Spezifikation eines multivariaten
GARCH-Prozesses mit zugrundeliegender Normalverteilung an. Fiorentini et al. (2003, S. 5ff.) gehen einen
Schritt weiter und geben fiir eine bedingte multivariate ¢-Verteilung analytische Formen fiir den Score-Vektor,
die Hesse-Matrix und die Informationmatrix an. Hinsichtlich analytischer Formen speziell fiir das VEC-Modell
siche auch die Arbeit von Liu und Polasek (1999, S. 99ff.). Interessant ist ebenfalls die Herangehensweise
von Iglesias und Phillips (2003, S. 15ff.), die fiir spezielle multivariate ARCH-Modelle eine SUR- (Seemingly
Unrelated Regression) Spezifikation angeben und so einen alternativen Weg der analytischen Bestimmung der
Informationsmatrix gehen.
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4.1 MAXIMUM-LIKELIHOOD-SCHATZUNG

wobei G(.) die Gamma-Funktion bezeichnet sowie v fiir den Freiheitsgrad steht (Bauwens und
Laurent, 2002, S. 12).7 Allerdings bezweifelt z.B. Choi (2002) die Relevanz der ¢-Verteilung, da
sie per Definition symmetrisch ist, jedoch Hochfrequenzdaten haufig neben der erhohten Kurtosis
auch eine betrachtliche Schiefe aufweisen. Um dieser leptokurtischen und schiefen Verteilung der
zugrundeliegenden Daten gerecht zu werden, verbindet er die multivariate GARCH-Schéitzung
mit einer flexiblen multivariaten Dichtefunktionen (siehe hierzu insbesondere Choi (2002, S. 5f.)).

Hierbei ist allerdings anzumerken, dass durch die genaue Spezifizierung der bedingten
Verteilungen zwar effiziente Parameter durch die ML-Methode geschétzt werden konnen, ist die
spezielle Verteilungsannahme jedoch nicht zutreffend, wird das Risiko einer inkonsistenten Schét-

zung eingegangen (Hafner und Rombouts, 2003, S. 1)).

Da nie sicher gesagt werden kann, welcher Verteilung die Finanzmarktdaten folgen, kann alter-
nativ die Log-Likelihood-Funktion generell auf Basis einer Normalverteilung maximiert werden,
ohne dabei etwas iiber die wahre Verteilung auszusagen. Diese Methode wird gemeinhin als
Quasi-Maximum-Likelihood-Methode (QML) bezeichnet®. Sie hat den Vorteil, dass der
QML-Schéatzer trotz fehlender bedingter Normalverteilung der Ausgangsdaten - die richtigen
Spezifikation der bedingten Momente erste und zweiter Ordnung vorausgesetzt und unter der
Annahme einiger Regularitiitsbedingungen® - konsistent und asymptotisch normalverteilt ist. Je-
doch miissen die gewohnlichen Standardfehler modifiziert werden, um sie aufgrund der fehlenden
Normalverteilung robust schitzen zu konnen (Bollerslev und Wooldridge, 1992, S. 145ff.). Beson-
ders auf spezielle multivariate GARCH-Modelle abzielend beweist Jeantheau (1998, S. 73f.) die
(strenge) Konsistenz des QML-Schétzers'® und wendet seine Ergebnisse auf das CCC-Modell an.
Comte und Liebermann (2003, S. 66ff.) zeigen darauf aufbauend und unter Hinzunahme weite-
rer Bedingungen!! die asymptotische Normalverteilung des QML-Schitzers, besonders unter der
Spezifikation des BEKK-Modells. Fiir weitere Arbeiten hinsichtlich theoretischer Eigenschaften
des (Q)ML-Schétzers siehe Bauwens und Vandeuren (1995) oder Ling und McAleer (2003).
Allerdings besitzt die QML-Schétzverfahren eine gewisse Ambivalenz: Zwar sind, wie oben

erwahnt, die Konsistenz und die asymptotische Normalitat gesichert, jedoch ist der QML-Schétzer,

7 Um die Existenz der zweiten Momente zu sichern und um H; als Kovarianzmatrix interpretieren zu kénnen,
muss gelten: v > 2. Des weiteren wird v haufig ebenfalls durch die ML-Methode geschétzt.

8 Siehe dazu White (1982), der diesen Begriff prigte.
9 Fiir weitere Ausfiihrungen hieriiber siehe Bollerslev und Wooldridge (1992, S. 166).
10 Unter der Hauptannahme, dass der betrachtete Prozess streng stationir und ergodisch ist.

11 7 B. unter der Annahme endlicher achter Momente von u.

41



4.2 SCHATZUNG IN ZWEI SCHRITTEN

wenn die Normalverteilungsannahme nicht zutrifft, im Vergleich zu besseren Spezifikationen der
zugrundeliegenden Verteilung ineffizient. Franses und van Dijk (2000, S. 173) zeigen dabei, dass
die QML-Methode zu ,akuraten” Schétzern fiihrt, solange die zugrundeliegende Verteilung sym-
metrisch ist, wiahrend fiir asymmetrische Verteilungen starke Effizienzverluste hinzunehmen sind.
Hafner und Rombouts (2003, S. 10) gehen in einer solchen Konstellation zu einer semiparame-

trischen Schétzung tiber (siehe dazu Abschnitt 4.4).

4.2 Schatzung in zwei Schritten

Vor allem Modelle mit zeitlich variierenden Korrelationen kénnen in zwei Schritten auf Basis der
ML-Methode bzw. der QML-Methode geschétzt werden. Insbesondere zeigt Engle (2000, S. 11f.)
fiir das DCC-Modell mit Kovarianzmatrix H;, = D,I';D;, dass die Log-Likelihood-Funktion in
zwei Teile aufgespalten werden kann: Zum einen in einen ,Volatilitétsteil“ In £,(1¥1) mit Para-
metervektor 9, der die zu schitzenden Parameter aus D, enthélt, und zum anderen in einen
JKorrelationsteil* In L£i(¥2;191), wobei die zusitzlichen zu schitzenden Parameter aus T'; im

Vektor 19, enthalten sind.!? Die Log-Likelihood-Funktion kann daher formuliert werden als
lnﬁ(’ﬂl,’ﬁz) = lnﬁv(ﬁl) —|—h’1[,k-<192,’l91) (421)

Im ersten Schritt werden univariate Modelle der entsprechenden GARCH-Spezifikation indi-
viduell geschétzt, wobei sich die Log-Likelihood-Funktion als Summe der einzelnen GARCH-
Spezifikationen der N Zeitreihen ergibt. Bei Ersetzung von I'; durch die Einheitsmatrix!® kann

dann geschrieben werden (Engle und Sheppard (2001, S. 7))

InL,(9;) = —

N | —
(]~

(Nn(27) + In(|Iy|) + 2In(|Dy]) + (y: — ;) Dy ' IvDy  (ye — p1y))

-
Il

1

I

|
N | —
]~

(Nn(27) +2In(|Dy]) + (v: — 1) Dy (ye — 1))

(N In(2r) + ZN: (ln(h”‘t) * W»

n=1

(T In(2r) + > <1n(hu,t) + W)) . (4.2.2)

-
Il

1
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|
N | —
]~

o~
Il

1

1
ol
WE

n=1

12D,, Ty und p, sind somit wiederum Funktionen von 94 und/oder 9.

13 Die Schitzung von Ty erfolgt erst im zweiten Schritt.
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4.3 variance-targeting-SCHATZUNG

Um die dynamische Struktur zu schétzen, formulieren Engle und Sheppard (2001, S. 7) die Log-
Likelihood-Funktion des zweiten Schrittes wie folgt:
T

InCe(da:91) = —3 S (NIn(2r) +2In(|D) + (R

t=1

+ (y: — 1)’ D;'R'D  (ye — )
1

T
= ==Y (NIn(27) + 2In(|Dy|) + In(|Rq|) + &R;'E,) . (4.2.3)
t=1

[\D

mit &, = D7 (y; — p,). Da Gleichung (4.2.3) unter Einbeziehung des Parametervektors 9, ge-
schétzt wird, konnen konstante Terme aus der obigen Log-Likelihood-Funktion herausgelost und
nur noch folgende Gleichung (4.2.3*) maximiert werden:
1 L
InLy(0291) = —5 ) (n(R) +&RE). (4.2.3)
t=1
Wie Engle (2000, S. 12) weiter anfiihrt, sind die zu schitzenden Parameter konsistent und asymp-
totisch normalverteilt (fiir Regularitdtsbedingungen und weitere Ausfiihrungen sieche Engle und
Sheppard (2001, S. 7ff.) bzw. Newey und McFadden (1994, S. 2148ff.)). Allerdings weisen Engle
und Sheppard (2001, S. 8) darauf hin, dass die Schitzung in mehren Schritten eine Modifikation
der Standardfehler nétig macht, jedoch die Standardfehler nach Bollerslev und Wooldridge (1992,
S. 145ff.) fiir jedes univariate GARCH-Modell konsistent bleiben und nur die asymptotische Kova-
rianz der zu schitzenden Korrelationsparameter modifiziert werden muss.'* Des weiteren fiihren
sie an, dass die geschitzten Parameter nicht vollig effizient sind, da sie genaugenommen auf
Basis einer Limited-Information-Maximum-Likelihood-Methode geschitzt werden.'® Dabei beto-
nen Engle und Sheppard (2001, S. 9f.) aber, dass durch eine Iteration eines Newton-Raphson-
Algorithmus, der die Likelihood-Funktion des zweiten Schrittes umfasst, asymptotisch effiziente

Schétzer gefunden werden kénnen.

4.3 wariance-targeting-Schatzung

Einen interessanten Weg der Schéitzung multivariater GARCH-Prozesse stellt die von Engle und
Mezrich (1996, S. 38) eingefiihrte Methode des wvariance-targeting dar. Hierbei wird die Bedin-

gung auferlegt, dass die asymptotische Kovarianzmatrix der Stichprobenkovarianzmatrix gleicht

14 Dies trifft auch im verringerten Mafie auf die Schitzung in zwei Schritten des CCC-Modells nach Bollerslev zu.

15 Fiir weitere Ausfiihrungen hieriiber siche Greene (2000, S. 686ff.).
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4.4 SEMIPARAMETRISCHE SCHATZUNG

und daher im (Q)ML-Schétzvorgang eingesetzt werden kann. Wie Engle (2000, S. 7) anfiihrt,
weicht zwar die Stichprobenkovarianzmatrix von der asymptotischen Kovarianzmatrix in endli-
chen Stichproben ab, jedoch wird die Anzahl der zu schétzenden Parameter wesentlich reduziert,

ohne die Genauigkeit der Schétzung allzu sehr einzuschrianken. Fiir ein VEC(1, 1)-Modell
vech(H;) = wech(C)+ Avech(u,_1u;_;) + Bvech(H,_,) (4.3.1)
kann dann folgendes formuliert werden (Engle, 2000, S. 7):
vech(C) = (In —A — B)wvech(S), (4.3.2)

wobei 8 = £ 3" (u,u).

Bauwens et al. (2003, S. 26) gehen in ihren Ausfithrungen noch weiter und verbinden die
variance-targeting-Schitzung mit der Schiatzung in zwei Schritten. Da eine konsistente Schitzung
der Parameter wahrend der Schétzung in zwei Schritten erfolgt, fiigen sie einen dritten Schritt
bei der Schatzung der Modelle mit zeitlich variierenden Korrelationen hinzu, in dem sie die In-
formation der empirischen Kovarianzmatrix bzw. der empirischen Korrelationsmatrix verwenden
und z.B. im DCC-Modell die Kovarianzmatrix Q nicht schitzen, sondern hierfiir ihr empirisches

Gegenstiick heranziehen.

4.4 Semiparametrische Schatzung

Wie bereits in Abschnitt 4.1 der ML-Schitzung erwdhnt, miissen die Residuen ¢;,; nicht un-
bedingt normalverteilt sein. Als Konsequenz konnen starke Effizienzverluste auftauchen, auch
das Sperzifizieren einer genauen Verteilung schafft oft keine Abhilfe: Entspricht die postulierte
Verteilung nicht der Verteilung der zugrundeliegenden Daten, so kann eine inkonsistente Schét-
zung resultieren. Daher schlagen Hafner und Rombouts (2003, S. 4ff.) eine semiparametrische
Schatzung vor. Sie gehen zwar immer noch von einer klar spezifizierten Parameterstruktur der
Kovarianzmatrix H; aus, jedoch lassen sie die Verteilung der Stérterme unbestimmt und schét-
zen die Dichtefunktion direkt aus dem verwendeten Zahlenmaterial. In ihrer semiparametrischen

Schatzung beriicksichtigen sie verschiedene Herangehensweisen, wobei ein sehr interessanter Weg
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4.4 SEMIPARAMETRISCHE SCHATZUNG

zu einer Verallgemeinerung der Arbeit von Engle und Gonzales-Rivera (1991) fiihrt. Hierbei wird

die allgemeine Log-Likelihood-Funktion

T T
1
InL(9) = — > In|Hy| + ) Ing(e) (4.4.1)
t=1 t=1

maximiert, wobei ¢(.) die unspezifizierte Dichtefunktion von standardisierten Residuen
e =H, %ut darstellt. Die Idee ist, die standardisierten Residuen zuerst durch die QML-Methode!6
konsistent zu schitzen, um dann in einem weiteren Schritt die Funktion ¢(.) mittels Kerndichte-
schiatzung zu bestimmen. Dabei kann der allgemeine multivariate Kerndichteschétzer mit nicht-

singulidrer Matrix H als Bandbreite und K als dem multivariaten Kern!'” angegeben werden als

T

gn(x) = ﬁ YK (e ;et) . (4.4.2)

t=1

In einem letzten Schritt werden dann die Parameter des multivariaten GARCH-Prozesses unter
Verwendung von §(.) in Gleichung (4.4.1) geschétzt.

Unter Erweiterung der Arbeit von Drost und Klaassen (1997) auf den multivariaten Fall
konstruieren Hafner und Rombouts (2003) des weiteren semiparametrische Schétzer, die unter der
Bedingung, dass die wahre Verteilung der Klasse der sogenannten ,kugelféormigen” Verteilungen'®
angehort, effizient sind. Thre Monte-Carlo-Simulationen zeigen, dass durch die semiparametrische
Herangehensweise Effizienzgewinne im Vergleich zur QML-Schétzung erzielt werden kénnen und

sie daher bei hoher Kurtosis der Finanzmarktdaten verwendet werden sollte.

16 D.h. g(.) folgt hierbei einer Normalverteilung.

17 Unter einem Kern versteht man eine Funktion K : R — [0; co[ mit [ K(z)dz = 1. Die am héufigsten verwendeten
Kerne sind zusétzlich symmetrisch und verschwinden auferhalb eines um den Nullpunkt gelegenen Intervalles.
Fiir weitere Ausfithrungen siehe z.B. Scott (1992).

18 Hat der Zufallsvektor x die Dichtefunktion g(x) = g(z1,..., x5 ), dann ist g(x) = f(x'x) fiir f : Rt — R* als
kugelférmige Verteilungsfunktion anzusehen. Beispiele fiir kugelférmige Verteilungen sind z.B. die multivariaten
Versionen der Normal-, der ¢— und der Laplace-Verteilung (siehe hierzu Kelker (1970) und Fang et al. (1990,
Kapitel 2-4)).
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Kapitel 5

Volatilitats-Spill- Over zwischen Euro,

Euribor und Eurostoxx

5.1 Theoretischer Hintergrund
- Volatilitat- Trade-off Hypothese

Das Abwégen der Vor- und Nachteile eines flexiblen versus eines fixen Wechselkurssystems stellt
ein zentrales Thema in Geldtheorie und Geldpolitik dar. Viele Okonomen haben versucht, die
verschiedenen Wahrungssysteme anhand ihrer ,Wohlfahrtsimplikationen* zu ordnen. Dabei wird
in der Literatur als wesentlicher Nachteil eines fixen Wechselkurses die Tatsache genannt, dass
sich sowohl monetére als auch reale Schocks von aufen via Zahlungsbilanz oder anderen Trans-
missionskanédlen auf die unterschiedlichen Léander iibertragen. Ein flexibles Wechselkurssystem
wird hingegen als Puffer angesehen, der exogene Stérungen abfedert (Frenkel und Mussa, 1980,
S. 379). Die Fiskal- und Geldpolitik ist von Zwéngen der Aufrechterhaltung eines bestimmten
Wechselkurses ,befreit” und kann so besser fiir interne Stabilisierungszwecke genutzt werden. Oko-
nometrisch gesprochen sollte sich durch eine héhere Volatilitit in der Anderungsrate der Wech-
selkurse eine niedere Volatilitdt in anderen Makrovariablen, wie etwa denen von Finanzmarkten
(z.B. kurzfristige Zinsen) oder des volkswirtschaftlichen Outputs, abzeichnen. In Anlehnung an
die Untersuchungen von Kim und Chow (2000) soll dieser Vorzug eines flexiblen Wechselkurssy-
stems als Volatilitat- Trade-off Hypothese bezeichnet werden.
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5.1 THEORETISCHER HINTERGRUND

Konkret sei das Geldmarktgleichgewicht (logarithmiert) gegeben als

my —pr =0 Ve — B + wy, (5.1.1)

wobei m, fiir das nominale Geldangebot, p; fiir das inldndische Preisniveau, )} fiir das reale
Volkseinkommen, 7; fiir das nominale Zinsniveau sowie u; als Schock zum Zeitpunkt ¢ steht, wéah-
rend a und 3 Strukturparameter darstellen. Des weiteren soll folgende relative Kaufkraftparitéat

gelten (Log-Schreibweise):
ey =p —p; +ep, (5.1.2)

mit e sowie e/ als dem nominalen bzw. realen Wechselkurs' und p; als dem auslindischen
Preisniveau zum Zeitpunkt ¢ (Flood und Rose, 1995, S. 5f.); oft wird e auch als Schock auf dem
Giitermarkt interpretiert. Durch Kombination dieser beiden Gleichgewichtsbedingungen (Glei-

chungen (5.1.1) und (5.1.2)) folgt:
my— el +B-ip = a- Y +u +pf — el (5.1.3)

Gleichung (5.1.3) kann nun dahingehend interpretiert werden, dass im Geldmarktgleichgewicht
exogene Schocks (versammelt auf der rechten Seite der Gleichung) zu einer Verdnderung des
Geldangebots my, des (kurzfristigen) Zinssatzes i; oder des Wechselkurses el fiihren kénnen. Ab-
héngig vom Wechselkursregime bzw. der Flexibilitat der Preise kann es z.B. durch einen exogenen
monetédren Schock u; auf die Geldnachfrage (im Sinne einer Erhohung) zu einer Aufwertung der
einheimischen Wahrung ceteris paribus kommen, was im Sinne der Volatilitdat-Trade-off Hypothe-
se als weniger schwerwiegend (bzw. weniger kostenintensiv) angesehen wird als eine Verénderung
der Geldmenge m; oder des Zinssatzes ;.

Hinsichtlich des Aktienmarktindex als dem zweiten untersuchten Finanzmarktindikator
kann festgestellt werden, dass Geldmarkt und Wertpapiermarkt sich entsprechen bzw. als spie-
gelbildlich angesehen werden konnen. Dies ergibt sich theoretisch allein schon aus der tiblichen
Ableitung der Geldnachfrage im Rahmen der spekulativen Kassenhaltung. Treten daher Veran-
derungen auf dem Geldmarkt auf, so sollte der Wertpapiermarkt ebenfalls von Verdnderungen

gepragt sein und umgekehrt (siehe hierzu die Ausfithrungen von Majer (2001, S. 199f.)).

! Preisnotierung.
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Anhénger eines fixen Wechselkursregimes bezweifeln allerdings den negativen Zusammenhang
zwischen der Volatilitdt des Wechselkurses einerseits und der Variabilitdt anderer Makrovaria-
blen andererseits. Sie verweisen vor allem auf die negative Wirkung des Risikos bei flexiblen
Wechselkursen auf einen effizient funktionierenden internationalen Handel von Giitern und Ka-
pital. Buiter (2000) untersucht dabei den etwaigen Beitritt Grofsbritanniens zur Européischen
Wéhrungsunion (EMU) und kommt zum Schluf, dass eine Mitgliedschaft unausweichlich ist, da
zusatzliches Risiko Handel und BIP-Wachstum hemmt und volatiler werden lasst. In die gleiche
Richtung zielen die Analyse von Fratianni und von Hagen (1992, S. 133ff.), die stabilisierende
Effekte des Européischen Wahrungssystems (EMS) auf Inflation und Produktion aufzeigt, sowie
die Arbeit von Artis und Taylor (1994, S. 123ff.), in der demonstriert wird, dass die Stabilitit der
Wechselkurse im EMS nicht zu Lasten erhohter Zinsvolatilitdten ging. Keine signifikanten statisti-
schen Unterschiede im Verhalten wichtiger Makrovariablen (wie Inflation und volkswirtschaftliche
Produktion) finden jedoch Baxter und Stockman (1989) vor und nach dem Zusammenbruch des
Bretton Woods Systems. Auch Dornbusch (1983) weist darauf hin, dass Spill-Over-Effekte, ausge-
hend vor allem von grofen Léndern, unabhéngig vom Wechselkursregime sind. Wahrend Marston
(1985) die Fahigkeit eines flexiblen Wechselkurssystems, einen externen Schock absorbieren zu
kénnen, vor allem von dessen Ursprung abhéngig macht, findet Kim (2000) im Fall Japans klare

Anzeichen fiir die Giiltigkeit der Volatilitdt-Trade-off Hypothese.

Die in der Literatur behandelten empirischen Untersuchungen hinsichtlich der Wirkung der Vola-
tilitdten des Wechselkurses sind damit ebenso kontrovers wie die Diskussion um flexible oder fixe
Wechselkurse. Im Folgenden sollen nun mittels bivariater GARCH-Prozesse etwaige Volatilidts-
Spill-Over zwischen Europa und den USA, genauer zwischen dem nominalen EUR/USD-
Wechselkurs und dem kurzfristigen Zinssatz (Euribor) einerseits und dem européischen (bzw.

Euroland spezifischen) Aktienindex Eurostoxx andererseits untersucht werden.

5.2 Empirische Untersuchung: Deskriptive Analyse

Zur Analyse der Spill-Over-Effekte wurden Log-Differenzen erster Ordnung téglicher Werte der
Periode 01.01.1999 - 30.05.2003 des EUR/USD-Wechselkurses, des Euribors? und des Eurostoxx
50 herangezogen, die nachfolgend respektiv mit AEUR/USD;, AEuribor, bzw. AEurostoxz,

2 Abweichend der gewthnlichen Festlegung der Dauer eines kurzfristigen Zinsgeschéftes auf drei Monate wird
hier der Zinssatz eines Kreditgeschéftes mit der Dauer von einer Woche (Euribor one week offered rate) als dem
Zinssatz mit kiirzester Fristigkeit in der Eurozone gewahlt.
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bezeichnet werden und von Thomson Financial Datastream entnommen wurden (eine detaillierte
Quelleniibersicht der Daten findet sich im Anhang).? Des weiteren wurden alle deskriptiven und
inferentiellen Analysen sowie sdmtliche Abbildungen mit Matlab 6.1 erstellt. Matlab-Toolboxen,

die nicht in der Matlab Standardversion enthalten sind, werden gesondert (Anhang) ausgewiesen.?

Um die Verteilungseigenschaften der drei untersuchten Finanzmarktdaten einzuschétzen, sei auf
die Tabellen 5.1 und 5.2 verwiesen, in denen deskriptive Verteilungscharakteristika und die Er-

gebnisse eines Tests auf Normalverteilung angegeben sind.

Tabelle 5.1: Verteilungscharakteristik (empirisch)*

Statistik AEUR/USD, A Euribor; AFEurostoxx
N 1152 1152 1152
Durchschnitt 0,0009 -0,0143 -0,0313
Median 0 -0,03009 0

Std.Abw. 0,6882 1,1713 1,772
Maximum 4,204 22,6 7,078
Minimum -2,252 -27,45 -6,62

* Die hier untersuchten Daten wurden aus Anschauungsgriinden folgender
Transformation unterworfen: 100 x Ax;.

Quelle: eigene Berechnungen.

Aus Tabelle 5.1 ist zu erkennen, dass die Variable AFEurostoxx,; am starksten variiert, wahrend

AEUR/USD:; eine kleine Standardabweichung aufweist.

Tabelle 5.2: Test auf Normalverteilung

Statistik AEUR/USD, AFEuribor; AFEurostoxx;
Schiefe 0,3691 -2,2758 0,0202
Kurtosis 4,5031 93,5993 4,5278
Jarque-Bera Teststatistik 133,4168*** 3,3958 x 10°%**  110,9755%**

*.=sign. bei 10%-Niveau, **:=sign. bei 5%-Niveau, ***:= sign bei 1%-Niveau.

Quelle: eigene Berechnungen.

3 An dieser Stelle sei der W&W Asset Management GmbH in Stuttgart und insbesondere ihren Mitarbeitern des
Investment Research ganz herzlich fiir die Bereitstellung der Daten gedankt!

4 Einen guten Uberblick {iber momentan zur Verfiigung stehende Okonometrie-Standard-Pakete mit GARCH-
Implementierung sowie deren Stédrken und Schwéchen (vor allem hinsichtlich der inferentiellen Genauigkeit)
geben Brooks et al. (2003).
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Wie aus Tabelle 5.2 ersichtlich ist, wird die Nullhypothese der Normalverteilung bei allen drei
Zeitreihen hochsignifikant abgelehnt. Auch die Kurtosis weicht stark von ihrem Normalwert drei
ab; besonders weist A Furibor; eine stark leptokurtische Verteilung mit breiten Flanken auf. Ins-
gesamt kann somit von einer leptokurtischen Verteilung der untersuchten Zeitreihen gesprochen
werden; durch eine geeigenete GARCH-Modellierung wird daher versucht, dieser gerecht zu wer-

den.

Des weiteren soll die Autokorrelation der Zeitreihen AEU R/U S Dy, A Euribor, bzw. A Eurostorx,
zuniichst qualitativ erfasst werden. Abbildung 5.1 zeigt die Log-Anderungsraten im zeitlichen Ver-
lauf: Deutlich zu erkennen sind Volatilitatscluster z.B. bei A Euribor; um das Jahr 2000 und bei

AFurostorx; gegen Ende des Jahres 2002.

Abbildung 5.1: Volatilidtscluster der untersuchten Finanzmarktzeitreihen
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Quelle: eigene Berechnungen.

In Tabelle 5.3 wird die Autokorrelation quantitativ erfasst. Hierfiir wird der Ljung-Box Q (LBQ)-
Test (Box et al., 1994, S. 314) fiir die Log-Anderungsraten mit Lag-Léngen 10, 15 und 20 berech-
net.® Alternativ dazu konnte ebenfalls Engles ARCH-Test (Engle, 1982, S. 999f.)

® Normalerweise wird der LBQ-Test im Sinne eines nachgeschalteten lack-of-fit-Tests (siehe hierzu Ljung und
Box (1978)) verwendet.
Formal konnte die optimalen Lag-Lange mit Hilfe des Akaike-Informationskritriums bestimmt werden, da
durch eine zu geringe Lag-Anzahl Autokorrelationen héherer Ordnung nicht beriicksichtigt bzw. durch eine zu
grofle Lag-Anzahl inferentielle Aussagen beeintriachtigt werden.
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angewandt werden.

Tabelle 5.3: Test auf Autokorrelation

LBQ-Teststatisitk ,Roh‘“Werte quadrierte Werte
AEUR/USD,
Lag 10 10,9080 21,8815%*
15 18,8898 28,3223**
20 24,3895 47,9908***
AFEuribor;
Lag 10 71,9626%** 214,651 5%**
15 77,8586%+* 214,7926%**
20 85,5452%#* 214,9203%**
AFEurostoxrx;
Lag 10 27,594 5%+ 558,2043%**
15 30,6203%** 797,2561%**
20 39,3250%** 957,7432%**
*:=sign. bei 10%-Niveau, **:=sign. bei 5%-Niveau, ***:= sign bei
1%-Niveau.

Quelle: eigene Berechnungen.

Wiéhrend nicht fiir alle Log-Anderungsraten die Nullhypothese einer seriellen Korrelation von null
verworfen werden kann, wird die Nullhypothese serieller Unkorreliertheit bei allen quadrierten
Werten dagegen meist hochsignifikant abgelehnt. Dies deutet somit auf sich iiber die Zeit hinweg

verandernde Volatilitdaten hin.

Abschliefsend soll zusétzlich sichergestellt werden, dass die untersuchten Zeitreihen keine Ein-
heitswurzel besitzen, da sonst eine giiltige Inferenz der multivariaten GARCH-Spezifikation ver-
worfen werden miisste. Die Ergebnisse des Augmented Dickey-Fuller Test (Said und Dickey,
1984, S. 599fF.) sind zusammen mit den kritischen Werten in Tabelle 5.4 angegeben.® Zur Matlab

Implementation wurde die Econometrics-Toolbox von LeSage” verwendet.

¢ Dabei wurden deterministische Teile vernachléssigt (die Variablen besitzen einen Durchschnitt nahe null) und
eine Lag-Lange von bis zu sechs gewahlt. Wiederum konnte mittels des Akaike-Informationskriteriums die
optimale Lag-Lénge bestimmt werden.

" Die unter http://www.spatial-econometrics.com erhiltlich ist.
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Tabelle 5.4: Einheitswurzeltest: Augmented Dickey-Fuller

Statistik

Lag-Linge 1 2 3 4 5 6
ADF t-Statistik*

AEUR/USD;  -25,6683 -20,3301 -16,6876 -15,2696 -13,4872 -12,3404
AEuribory 24,3738 19,5854 -17,6113 -19,6256 -16,2953 -14,8011
AEurostorz, 24,6663 -21,3098 -18,0081 -16,9822 -16,4558 -14,7334

* MacKinnon kritischer Wert der Ablehnung der Einheitswurzelhypothese
(1% sign. Niveau): -2,584

Quelle: eigene Berechnungen.

Wie klar zu sehen ist, wird die Einheitswurzelhypothese der Log-Differenzen erster Ordnung der
untersuchten Daten AEUR/U S Dy, AEuribor; bzw. AEurostoxrz, abgelehnt; es handelt sich also

um stationdre Zeitreihen.

5.3 Bivariate GARCH-Schatzung

5.3.1 Modellspezifikation

Zur Messung der Spill-Over-Effekte zwischen EUR/USD-Wechselkurs und Euribor einerseits und

Eurostoxx andererseits sei das Modell gegeben durch
y¢ = p,+uw mit u, ~N(0,H;) und

Ht - Dtr(t)Dt, (531)

wobel y: = [yis,y2:) und p, = E(y¢Q:-1) den bedingten Erwartungswert sowie
u; = (U4, ..., uny) den N x 1 dimensionalen Vektor von Residuen darstellt. Zur genauen Imple-
mentierung wird y,; = AEUR/USD, und yo; = AFEuribor, bzw. AFEurostoxz, sowie der be-
dingte Erwartungswert als Stichprobendurchschnitt gesetzt. H; bezeichnet wiederum die positiv
definite bedingte Kovarianzmatrix, deren Struktur zentral fiir die Modellierung der Spill-Over-

Effekte ist.

02



5.3 BIVARIATE GARCH-SCHATZUNG

Die Spezifikation der bedingten Kovarianzmatrix soll vorab auf das CCC-Modell oder das
DCC-Modell (vgl. Gleichung (5.3.1)) festgelegt werden. Griinde fiir die Heranziehung von Mo-
dellen mit konstanten bzw. dynamischen Korrelationen sind zunéchst deren relativ leichte Ge-
wahrleistung einer positiv definieten Kovarianzmatrix, die iiberschaubare Anzahl zu schitzender
Parameter und vor allem die Moglichkeit einer einfachen intuitiven Interpretation der geschétz-
ten Parameter.

Weiterhin zeigen diverse empirische Untersuchungen iiber Finanzzeitreihen (siehe z.B.
Schwert und Seguine (1990, S. 1149f.) oder Andersen et al. (1999)), dass bereits eine GARCH(1,1)-
Spezifikation fiir effiziente und signifikante Ergebnisse ausreicht. Auch die Uberlegungen von Bau-
er und Herz (2001, S. 5) bekréftigen im hier untersuchten Fall eine GARCH(1,1)-Modellierung.
Sie nehmen dabei an, dass der Schock auf dem Giitermarkt ef* in der Gleichung der relati-
ven Kaufkraftparitét (5.1.2) einem ARCH(1)-Prozesses folgt und so die (1,1)-Spezifikation nahe
legt.® Multivariate GARCH-Spezifikationen hoherer Ordnung wiirden den Schitzprozess bedeu-

tend komplexer ausgestalten und die Intuition erschweren.

5.3.2 Test auf konstante Korrelationen

Entscheidend jedoch fiir die weitere Vorgehensweise ist die genaue Ausgestaltung der beding-
ten Korrelationsmatrix I'): Ist diese in den hier betrachteten bivariaten GARCH(1,1)-Modellen
konstant (CCC-Modell) oder zeitabhingig (DCC-Modell)? In der Literatur werden diverse Her-
angehensweisen von Tests auf eine konstante bedingte Korrelationsmatrix diskutiert. Hier soll
exemplarisch der Test von Engle und Sheppard (2001, S. 10f.) dargestellt und durchgefiihrt
werden. Andere Tests auf konstante Korrelationen wurden z.B. von Bera und Kim (2002) (An-
wendung des IM-Tests nach White (1982) auf den bivariaten Fall), Tse (2000) (im Sinne eines

verallgemeinerten LM-Tests) und Longin und Solnik (1995) entwickelt.

Genauer wollen Engle und Sheppard (2001, S.10f.) die Nullhypothese

Hy : T,=T ¥V t=1,..,T (5.3.2)

8 Hier genauer fiir das DCC-Modell die Spezifikation W =V =P =Q = 1.
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gegen die Alternativhypothese?
H : I,#T fir ein t=1,..,T (5.3.3)

testen. Dazu schétzen sie zuerst die univariaten GARCH-Prozesse geméf Gleichung (3.2.2) und
standardisieren die betrachteten Residuen wu;;. Danach wird die Korrelation dieser standardi-
sierten Residuen geschétzt und der Vektor dieser ,,Standard-Residuen” durch eine symmetrische
Quadratwurzelzerlegung der soeben geschitzten Korrelationsmatrix ebenfalls standardisiert.!?

Anschliefsend fiihren sie eine VAR-Schétzung der Form
Yt =+ ﬁlthl + ...+ ﬁsths + Ct (534)

durch, wobei s die Lag-Lange bedeutet und ¢, NID-verteilt ist mit E({,) = 0 und
Var(¢,) = 3. Speziell geht Y, aus

Y, = vech*[(T*D; 'u,) (T2 D; ')’ — Iy] (5.3.5)

hervor, wobei vech" fiir den modifizierten vech(.)-Operator steht, der nun aber nur die Elemente
oberhalb der Hauptdiagonalen einer N x N Matrix untereinander in einen w Spaltenvek-
tor transferiert. Unter der Nullhypothese konstanter Korrelationen sollten o sowie alle 3’s der
VAR-Gleichung (5.3.4) null sein. Fiir die Teststatistik konstruieren Engle und Sheppard (2001,
S. 11) einen T x 1-Vektor der duferen Produkte fiir jeden univariaten Regressanden sowie eine
T x (s+ 1) Regressormatrix und fithren anschliefend fiir die w dimensionalen Regressanden
und Regressoren eine Schatzung geméf eines SUR-Modells durch. Die Teststatistik definieren sie
abschliefsend als E’X;*XB N X%s +1) wobei b fiir die geschitzten Regressionsparameter, X fiir die
Regressoren sowie ¢ fiir den Standardfehler des geschétzten SUR-Modells steht.

Tabelle 5.5 zeigt das Resultat des durchgefiihrten Tests der Residuen aus der Modell-
spezifikation (5.3.1). Hierzu musste die Matlab-Prozedur des Tests auf konstante Korrelationen

der UCSD-GARCH-Toolbox!! abgewandelt werden. Die abgeinderte Version befindet sich im
Anhang.

9 Engle und Sheppard (2001, S. 10) spezifizieren die H;-Hypothese genauer als

vech(T'y) = vech(T) + Bivech(Ty_1) + Pavech(Ti_1) + ... + ﬁpvech(I‘t_l).l

10 Unter der Nullhypothese sollten die Elemente des standardisierten Vektors T >D; *u; der Dimension N x 1
i.i.d.-verteilt sein mit der Einheitsmatrix der Ordnung N als Kovarianzmatrix.

1 Die unter http://econ.ucsd.edu/~ksheppar/ucsd_garch.htm erhiltlich ist.
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Tabelle 5.5: Test auf konstante Korrelationen nach Engle und Sheppard

Korrelation zwischen

Statistik AFEUR/USD; AFEUR/USD;
& AFEuribor; & AFEurostoxx;
,DCC-Teststatistik 9,9204 16,2760

Spezifikation: W =V = p = ¢ = 1 sowie s = 10, damit ist die
Teststatistik X%H)—verteilt mit 11 Freiheitsgraden; *:=sign. bei 10%-
Niveau, **:=sign. bei 5%-Niveau, ***:= sign bei 1%-Niveau.

Quelle: eigene Berechnungen.

Da die Nullhypothese konstanter Korrelationen der betrachteten Zeitreihen nicht einmal zum
10%-Niveau abgelehnt werden kann, wird im Folgenden von konstanten Korrelationen fiir die zu
schitzenden bivariaten GARCH-Modelle der Variablen AEU R/USD; und A Euribor, einerseits
sowie der Variablen AEUR/USD; und AFEurostoxz; andererseits ausgegangen. Die Untersu-
chung moglicher Spill-Over-Effekte der Volatilitdten erfolgt daher auf Grundlage zweier getrenn-
ter CCC-Modelle.

5.3.3 Analyse der gewihlten Modelle

Zur Analyse der CCC-Modelle nach Bollerslev wurden auf der Basis der Matlab-Finance-Toolbox
sowie der UCSD-GARCH-Toolbox diverse Matlab-Prozeduren programmiert, die ebenfalls im
Anhang einzeln aufgefiihrt sind. In Tabelle 5.6a/b sind die Ergebnisse der Schétzung in zwei
Schritten'? der zwei getrennten CCC(1,1)-Modelle mit den entsprechenden t-Statistiken auf Ba-
sis der robusten Standardfehler nach Bollerslev und Wooldridge (1992) bzw. speziell fiir den
Korrelationsparameter nach Engle und Sheppard (2001) wiedergeben.

Des weiteren wurde ein multivariater LBQ-Test'® nach Hosking (1980, 1981) und Li und

McLeod (1981) in Matlab implementiert (siche Anhang), um etwaige Missspezifikationen bzw.

12 Speziell wurde die Schitzung in zwei Schritten unter Zuhilfenahme einer sequentiellen quadratischen Program-
mierung der Matlab-Medium-Scale-Optimization (fiir eine Beschreibung siehe ,Matlab-Optimization Toolbox:
Standard Algorithms - SQP-Implementation® ) durchgefiihrt. Als Startwerte fiir den Algorithmus wurden fiir die
Parameter a;; = 0,05, 8;; = 0,8 und ¢; = 11,5 x 1073 sowie Bollerslev (1986, S. 316) folgend fiir das anfiingliche
u; die unbedingte Standardabweichung bzw. fiir anféngliche h; die unbedingte Varianz der zugrundeliegenden
Daten gesetzt.

13 Multivariate LBQ-Teststatistik: x?ka)—verteilt mit k?m Freiheitsgraden.
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wzuriickgebliebene serielle Korrelation der resultierenden (multivariat) standardisierten Residu-

1
en (¢; = H, >u;) aufzudecken.!

Aus Tabelle 5.6a/b wird deutlich, dass alle geschétzten Parameter (mit Ausnahme der Konstanten
¢;, weiteren Parametern der GARCH-Spezifikation von A Furibor; und der Korrelation zwischen
Wechselkurs und Zinssatz) statistisch hochsignifikant sind. Die Nullhypothese des multivariaten
LBQ-Tests von seriell unkorrelierten Residuen und ihrer Quadrate kann bis auf die Residuen des
Euribors nicht abgelehnt werden. Dies zeigt, dass nur wenig serielle Korrelation nicht erfasst wer-
den konnte. Des weiteren treten auch hier typische Erscheinungen univariater GARCH-Prozesse
von hochfrequentiellen Finanzdaten auf: Die Summe «;; + ﬁA“ ist nahe eins, was auf eine hohe
Persistenz der Schocks hinweist. Weiter kann, den Zusammenhang der untersuchten Zeitreihen
betreffend, festgestellt werden, dass eine negative (wenn auch nicht immer statistisch signifikan-
te) Korrelation des EUR/USD-Wechselkurses und des Euribors einerseits bzw. des Eurostoxx
anderseits besteht. Dies kann als Anzeichen der Giiltigkeit der Volatilitit- Trade-off Hypothese

gewertet werden.

Um aber eine direkte Quantifizierung der Spill-Over-Effekte der Volatilitaten zu erreichen, wird
- inspiriert durch die Modellierung der Volatilitdten durch Tsay (2002, S. 364) - das CCC-Modell
nach Bollerslev so abgewandelt, dass eine direkte dynamische Beziehung der beiden Variablen
untersucht werden kann. Hierzu werden die bedingten Varianzen hq; ; und hog; genauer spezifiziert
als

hi1y 1 o - . U%,t_l n B - _ hi14-1

= +
2
h22,t Ca Qg1 (g2 U1 Ba1 Ba2 h22,t—1

(5.3.6)

wahrend hi9; weiterhin gegeben ist durch

hize = pran/haren/ oo (5.3.7)

14 Hayashi (2000, S. 141ff.) merkt allerdings an, dass der LBQ-Test, spezieller seine Aussagen hinsichtlich der
asymptotischen Verteilung der Teststatistik, im Fall von GARCH-Modellen mit Vorsicht zu genieften ist. In
gleicher Weise fiigen Romano und Thombs (1996) an, dass fiir die asymptotische Verteilungsannahme des LBQ-
Tests i.i.d.-Daten zu Verfiigung stehen sollten.

Weitere multivariate Portmanteau-Tests finden sich z.B. in Ling und Li (1997) sowie Ledoit et al. (2002,
S. 20f.). In der weiteren Vorgehensweise wird allerdings der Argumentation von Tsay (2002, S. 308) gefolgt, der
den oben genannten multivariaten LBQ-Test auf seine Untersuchungen anwendet.
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5.3 BIVARIATE GARCH-SCHATZUNG

Somit stellen die Parameter g und (39; direkt die dynamische Beziehung (bzw. die Spill-Over-

Effekte) des Wechselkurses auf den Geld- bzw. Aktienmarkt dar.

Kim und Chow (2000, S. 12) stellen hierzu fest, dass die Matrix der Parameter o;; bzw. o;; als
Matrix kurzfristiger Einfliisse angesehen werden kann, da sie direkt mit den quadrierten Residuen
der vorherigen Periode verbunden ist, wohingegen die Matrix der Parameter 3;; bzw. 3;; aufgrund
ihrer Verbindung mit den bedingten Varianzen der Vorperiode eher die langerfristige Beziehung
abbildet. Fiir die Volatilitat- Trade-Off Hypohtese gilt nun, dass signifikant negative Parameter
aj2 und 2 Hinweise auf (kurzfristige bzw. ldngerfristige) Spill-Over-Effekte sind und somit die
untersuchte Hypothese einer negativen Verbindung der Volatilitat auf dem Devisenmarkt und
der Volatilitdat auf den inldndischen Finanzmérkten unterstiitzen.

Fiir die erweiterte Untersuchung mussten die zuvor programmierten Matlab-Prozeduren in
wesentlichen Elementen erweitert werden (siehe Anhang). In Tabelle 5.7 sind die Ergebnisse der

Schitzung zusammengestellt.

Im Vergleich zu den Ergebnissen der direkten CCC-GARCH-Schétzung lésst sich eine Erho-
hung der Anzahl signifikanter Parameter erkennen. Waren vorher alle geschatzten Parameter der
GARCH-Sperzifikation von A Euribor; statistisch nicht signifikant, tritt wenigstens der kurzfristi-
ge Effekt eines Schocks auf die Variabilitat des kurzfristigen Zinssatzes hochsignifikant hervor;
die Abhéngigkeit der bedingten Volatilitdten von ihrer eigenen Variabilitdt wird also gefestigt.
Wiederum kann groftenteils die Nullhypothese seriell unkorrelierter Residuen bzw. ihrer Qua-
drate nicht abgelehnt werden.

Besonders interessant hinsichtlich der Volatilitat-Trade-off Hypothese sind neben der ne-
gativen Korrelation der betrachteten Variablen die zusétzlichen Spill-Over-Parameter in den
GARCH-Spezifikationen der Verdnderungsraten des Euribors sowie des Eurostoxx. Zwar ist ein
negativer kurzfristiger Effekt (ag;) von Wechselkursschwankungen auf den Geldmarkt zu ver-
zeichnen, jedoch ist dieser nicht statistisch signifikant. Auch ein langerfristiger negativer Effekt
in Form einer statistisch signifikanten negativen Auspriagung des Parameters (3; kann nicht fest-

gestellt werden. Die untersuchte Hypothese negativer Spill-Over-Effekte der Volatilitdaten des

15 Zur Analyse musste eine negative Ausprigung der Spill-Over-Parameter ag; und (351 zugelassen werden. An-
schlieffend wurde aufgrund der Abénderung des CCC-Modells der Vorgehensweise von Tsay (2002, S. 364)
gefolgt: Es wurde ex-post untersucht, ob die aus den geschétzten Parametern «;; und oy; bzw. §8;; und 3;; gebil-
deten Matrizen positiv definit und die Eigenwerte ihrer Summe positiv und kleiner eins sind und somit von einer
positiv definiten Kovarianzmatrix sowie der Kovarianzstationaritiat der Prozesse ausgegangen werden kann. Der
Optimierungs-Algorithmus und die Startwerte entsprechen denen der Analyse des direkten CCC-Modells nach
Bollerslev; fiir die zuséatzlichen Paramameter ag; und 21 wurde jeweils ein Startwert von Null gewahlt.
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5.3 BIVARIATE GARCH-SCHATZUNG

Devisenmarktes auf den Geldmarkt kann somit nicht unterstiitzt werden. Dies trifft jedoch nicht
auf das Zusammenspiel von Devisenmarkt und Aktienmarkt in Europa zu: Zwar ist auch hier
kein langerfristiger negativer Effekt von Wechselkursvolatilitdten auf den Aktienindex feststell-
bar, doch treten durchaus kurzfristige negative Spill-Over-Effekte auf die Veranderungsraten des
Eurostoxx auf, die zudem statistisch hochsignifikante sind. Somit kann hier die Volatilitdt-Trade-

off Hypothese teilweise als gerechtfertigt angesehen werden.

5.3.4 Kritische Betrachtung

Als kritische Betrachtung der durchgefiihrten Analysen sei erwahnt, dass nicht jegliche Veréande-
rung in der Volatilitdt der Finanzmérkte ganzlich den Volatilitits-Spill-Overn des Devisenmarktes
zugerechnet werden kann. Beide Markte mogen andere Effekte nationaler bzw. supranationa-
ler Politikmafinahmen, wie etwa nationaler Fiskal- bzw. Wirtschaftspolitik oder geldpolitischer
Mafnahmen der Européischen Zentralbank, widerspiegeln und von Regulierungen internationaler
Kapitalbewegungen beeinflusst werden. Dies trifft insbesondere auf den zuvor genannten stabili-
sierenden kurzfristigen Effekt des EUR/USD-Wechselkurses auf den Eurostoxx-Aktienindex zu,
da Mafsnahmen gegen Schocks auf die Volkswirtschaft oft nur kurzfristig greifen. Des weiteren
ist eine verringerte Zinsvolatilitdt nur im Falle eines vollig flexiblen Wechselkurses zwingend zu
erwarten. Herrscht dagegen (wie heute hiufig zu beobachten) ein managed oder dirty floating vor,
in dem die Notenbanken den Wechselkurs am Markt zu steuern versuchen, kann aufgrund des
fehlenden Vertrauens- bzw. Glaubwiirdigkeitsbonus eines Festkurssystems sogar eher eine héhere
Volatilitat auf dem Geldmarkt erwartet werden.

Hinsichtlich der Robustheit des CCC-Modells mit Spill-Over-Effekten muss zuséatzlich ange-
fiihrt werden, dass durch die Einbeziehung von Spill-Over-Parametern in der GARCH-
Spezifikation der Log-Anderungsraten von Euribor und Eurostoxx Identifikationsprobleme auf-
treten konnen, zumal diese betrachteten Zeitreihen nicht gerade eine grofse Schwankungsbreite

in ihrer Variabilitat aufweisen.
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Kapitel 6

Kritische Zusammenfassung und Ausblick

Interessanterweise war Rob Engles Intention bei der Veroffentlichung seines Artikels 1982 iiber
autoregressive bedingte Heteroskedastizitat ,,... to breathe new life into the macroeconometrics
of rational expectations... “ (Engle, 1995, S. XI). Daraus entwickelte sich eine stetig wachsende
Menge an 0konometrischer Literatur, die sich auf dem Gebiet der angewandten Finanzmarkt-
O0konometrie heutzutage vorwiegend multivariaten GARCH-Prozessen zugewandt hat. Ziel dieser
Arbeit war daher, einen Uberblick iiber ausgewihlte bzw. in der Literatur weit verbreitete multi-
variate GARCH-Modelle zu geben, Methoden der Schétzung multivariater Spezifikationen anzu-

fiihren und die theoretischen Uberlegungen durch eine empirische Implementierung abzurunden.

Es zeigte sich, dass der Dreh- und Angelpunkt bei der Modellierung von multivariaten GARCH-
Modellen in einer strukturellen Festlegung der bedingten Kovarianzmatrix liegt. Dabei ist das
Ziel, einen Ausgleich zwischen Realitdtsndhe oder Flexibilitdt, restriktiven Bedingungen der Ge-
wahrleistung einer positiv definiten Kovarianzmatrix und der Reduzierung der Dimensionalitét
des zu schitzenden Modells zu erreichen. Im VEC-Modell lassen sich zwar eine Vielzahl von
dynamischen Beziehungen abbilden, doch ist es aufgrund der Anzahl zu schétzender Parameter
haufig nicht praktisch umsetzbar; gleiches trifft auch auf die Spezifikation des BEKK-Modells zu.
Diagonale VEC- bzw. BEKK-Modelle bieten hier einen Losungsweg, indem sie Diagonalrestrik-
tionen der Parametermatrizen einfiihren. Diese werden jedoch héufig als zu restriktiv und damit
als realitdtsfern angesehen. Das CCC-Modell und die mit ihm verwandten Modelle zeitlich variie-
render Korrelationen (DCC-Modell und VC-Modell) versuchen, die Kovarianzmatrix stufenweise
zu modellieren, indem sie eine geeignete Struktur der Korrelationsmatrix auferlegen. Wéahrend

im CCC-Modell diese Matrix konstante Korrelationen aufweist, formulieren das DCC- bzw. das
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KAPITEL 6. KRITISCHE ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

VC-Modell die bedingte Korrelationsmatrix dynamisch. Das FlexM-Modell hingegen bestimmt
die Kovarianzmatrix ,dezentral* durch individuelle Schétzung ihrer Elemente.

Diverse Methoden der Schatzung multivariater GARCH-Modelle existieren, wobei die Schét-
zung in zwei Schritten hervorzuheben ist, die jedoch wohl vorwiegend auf die Spezifikation von
CCC-, DCC- bzw. VC-Modellen angewendet wird. Im ersten Schritt werden univariate GARCH-
Prozesse geschéatzt, auf deren Basis dann im zweiten Schritt die Parameter der Korrelations-
matrix bestimmt werden. Andere Schitzverfahren, wie das der semiparametrischen Schétzung,
sind besonders hinsichtlich des Effizienzgewinnes im Vergleich zur iiblichen (Quasi-)Maximum-
Likelihood-Schétzung interessant, da sie eine Festlegung der zugrundeliegenden Verteilung nicht
bendtigen, sondern die Dichtefunktion direkt aus dem vorliegenden Zahlenmaterial schatzen.

In der empirischen Anwendung wurde ein potentieller negativer Zusammenhang in Furopa
zwischen der Variabilitdt des Devisenmarktes (in Form des EUR/USD-Wechselkurses) und der
Volatilitdt des kurzfristigen Geldmarktes (Euribor) bzw. des Aktienmarktes (Eurostoxx) unter-
sucht. Basis hierfiir ist die Uberlegung vieler Okonomen, dass ein flexibler (und somit volatiler)
Wechselkurs moglicherweise inldndische Mérkte zu stabilisieren vermag, da notwendige Ande-
rungen des Preisniveaus oder des Zinssatzes weniger notwendig sind als bei fixen Wechselkursen,
in denen externe Schocks direkt auf die inldndische Wirtschaft transformiert wiirden. Eine Viel-
zahl der in der Literatur diskutierten Analysen von Spill-Over-Effekten lieken den Schluss zu,
dass dieser sogenannte Volatilitit- Trade- Off-Effekt in Europa zutreffen konnte, und so mogliche
Politimplikationen hinsichtlich des Diskurses von fixen versus flexiblen Wahrungsregimen o6ko-
nometrisch abzuleiten wéren. Technisch gesehen wurden zwei getrennte bivariate CCC-Modelle
- zum einen in der Reinform, zum anderen in einer unkonventionellen Erweiterung - auf der
Grundlage der téglichen Log-Verédnderungsraten des EUR/USD-Wechselkurses und des einwo6-
chigen Euribors einerseits sowie des EUR/USD-Wechselkurses und des Eurostoxx 50 andereseits
geschitzt. In der Essenz ergaben sich wenige Anzeichen, die die zuvor beschriebene Volatilitdt-
Trade-Off-Hypothese im Allgemeinen unterstiitzten. Jedoch konnten durchaus kurzfristige nega-
tive Spill-Over-Effekte auf die Verdnderungsraten des Eurostoxx festgestellt werden, die zudem
statistisch hochsignifikant waren. Den stabilisierenden Effekt groferer Variabilitat auf dem Devi-
senmarkt auf Makrovariablen (z.B. auf die Finanzmérkte) aufgrund der angefithrten Ergebnisse
génzlich abzulehen - und daher als strikte Konsequenz fixe Wechselkursregime zu befiirworten
- muss jedoch schon allein wegen moglicher Herausforderungen hinsichtlich der Robustheit des

Modells verneint werden.
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Aufgrund der Schwerpunktlegung dieser Arbeit auf eine Darstellung diverser multivariater
GARCH-Prozesse musste eine Auseinandersetzung mit der Prognosefédhigkeit und -genauigkeit
sowie diversen Methoden adédquater Modellspezifikation der einzelnen Modellklassen unterblei-
ben. Jedoch wurde ein multivariater Portmanteau-Test zur Residuenanalyse implementiert. Einen
Uberblick iiber Diagnoseverfahren bieten z.B. Bauwens et al. (2003, S. 27ff.). Genauer implemen-
tieren Engle und Sheppard (2001, S. 13) zur Auswahl diverser GARCH-Spezifikationen ihres
DCC-Modells (multivariate) Likelihood-Verhéltnis-Tests, wihrend Diebold et al. (1999) fiir die
Uberpriifung der allgemeinen Giite der jeweiligen Spezifikation ein Verfahren basierend auf dem

Konzept von Dichteprognosen vorschlagen.

In den letzten Jahren hat sich die Datenverfiigbarkeit enorm verbessert - eine kontinuierliche
Aufzeichnung von Wertpapierkursen ist heute Usus. Damit wird die Finanzmarktokonometrie
aber vor ganz neue Herausforderungen gestellt - statt die spérliche Ausgestaltung der Zeitreihen
zu beklagen, muss heute oft gekiirzt werden. Durch die hohe Beobachtungsfrequenz der Daten
kommen Saisonalitdten, z.B. {iber den Borsentag/-woche, oder der Einbeziehung von Feierta-
gen eine andere Bedeutung zu. Gerade irregulare starke Marktfluktuationen, z.B. aufgrund eines
Borsencrashs, unerwartete Ereignisse, wie z.B. der 11. September 2001, oder strukturelle dyna-
mische Verdnderungen fordern die (multivariate) GARCH-Modellierung auf neue Weise heraus.
Auf das Letztgenannte versucht Hafner (2001, S. 11ff.) eine Antwort zu geben: In Anlehnung
an die Granger-Kausalitéit definiert er diverse ,Kausalitits-Make* in multivariat bedingten Vo-
latilitdten. Die rasante Entwicklung auf dem Gebiet der GARCH-Modellierung lédsst daher auf
Antworten zu den genannten neueren Forderungen an die Modellierung von Zeitreihen hoffen.
Allerdings muss hierbei kritisch angemerkt werden, dass die Fundierung theoretischer Ei-
genschaften der GARCH-Modelle (vor allem auf dem Gebiet der multivariaten Spezifizierung)
héaufig nur schwer dem Fortschritt der empirischen Anwendung folgen kann. Es besteht kein
Zweifel, die empirische Motivation multivariater GARCH-Modell gut zu heiften, doch Regulari-
tatsbedingungen hinsichtlich strikter Stationaritét oder Ergodizitat der Prozesse, notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz (besonders hoherer) Momente, Bedingungen fiir eine
konsistente Schétzung und asymptotische Verteilungen von GARCH-Parametern sowie die ge-
nauen Verteilungen einzelner (multivariater) Teststatistiken sollten nicht vernachléssigt werden.
Generell ldsst sich sagen, dass die Analyse und Modellierung bedingter Erwartungswerte im Ver-
gleich zu den bedingten zweiten Momenten deutlich vorangeschritten ist. Auch Diagnoseverfahren

und die Bestimmung von Prognosefédhigkeiten einzelner Modelle sowie eine Persistenzanalyse von
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Schocks sind fiir univariate GARCH-Spezifikationen relativ ausgepriagt. Bei multivariaten Mo-
dellen scheint dagegen noch ein Nachholbedarf zu bestehen, zumal bereits begonnen wird, einige
multivariate GARCH-Modelle in 6konometrischen Standardpaketen zu implementieren. Ausnah-
men zu den genannten Liicken theoretischer Fundierung multivariater GARCH-Modelle mégen
unter anderem die Arbeiten von Comte und Liebermann (2003), Iglesias und Phillips (2003), Ling
und McAleer (2003), Hafner (2001), Li et al. (2001), Jeantheau (1998), Ling und Li (1997) oder
Bauwens und Vandeuren (1995) bzw. die Arbeiten der neueren multivariaten GARCH-Modelle
(Engle und Sheppard (2001), Tse und Tsui (2001) und Ledoit et al. (2002)) bilden. Doch bezie-
hen sich diese Arbeiten nur auf spezielle, teilweise wenig verbreitete GARCH-Modelle und/oder
behandeln nur Teilaspekte der theoretischen Grundlagen multivariater GARCH-Prozesse.

Aus wirtschaftstheoretischer Sicht stellen die ausgeprégten (multivariaten) GARCH-
Spezifikationen eine ckonometrische Art und Weise dar, statistische Eigenschaften von Finanz-
marktdaten bequem zu modellieren. Mégliche wirtschaftswissenschaftliche Erklarungsanséatze be-
stehen in einer zeitlichen Abhéngigkeit komplexer Marktmechanismen bzw. daraus resultierender
Transaktionspreise oder signifikanter exogener, die Varianz der Daten beeinflussender Makrofak-
toren. Dennoch besteht gerade auf dem Gebiet der Wirtschaftstheorie weiterer Bedarf an erhéhter
Forschungstéatigkeit, um etwa Gleichgewichtsmodelle zu formulieren und zu identifizieren, die die
empirische Spezifikation der beobachteten Heteroskedastizitit aus 6konomischer Sicht rechtferti-

gen.
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Anhang

Datenmaterial

Datenquelle: Thomson Financial Datastream

Eurostoxx 50

Beschreibung Periode Frequenz | Mnemonic

EUR/USD-Wechselkurs 01.01.1999 - 30.05.2003 | téaglich USECBSP

Kurzfirstiger Zins: 01.01.1999 - 30.05.2003 | taglich EIBOR1IW
Euribor (one week offered rate)

Aktienindex, Euroland umfassend: | 01.01.1999 - 30.05.2003 taglich DJES50I

Matlab-Prozeduren

Kerndichteschatzung




