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VORWORT
VON PROF. TORSTEN GRUST, UNIVERSITET TtBINGEN

Schriftsteller fYrchten die leere Seite. Maler fYrchten die wei§e Leinwand. FYr Architekten ist e
die grYne Wiese. FYr Programmierer ist es der Cursor, der fordernd im leeren Fenster des Edit
blinkt ... Wie geht man eine Programmieraufgabe an, wenn zu Beginn keine einzige Zeile Coc
existiert, wenn keine Funktion oder Datenstruktur Orientierung bietet, und wealheamweg-

lich aber gerade deshalb schwer greifbar erscheint?

Mike Sperber und Herbert Klaeren habe®dhreibe Dein Programmerzu gute Nachrich-
ten. Programme lassen sich nSmlich sehr systematisch konstruieren und B teilweise nahezu a
matisch B aus der gegebenen Problemstellung ableiten. Ther das gesamte Buch verstreut +n
sichKonstruktionsanleitungeteren Programmskelette konkrete Hinweise auf die Struktur der
L3sung des Problems geben. Steht das Skelett erst einmal, lassen sich dessen LYcken oft ur
telbar vervollstSndigen, teils durch die Nutzung weiterer derartiger Konstruktionen, teils weil sic
die Komplettierung direkt aus dem Problem ergibt. Programmierung mittels dieser Konstruktions
anleitungen kommt dem disziplinierten ingenieursmS8igen Bauen nSher als alles andere.

Aus meinen Vorlesungirformatik | an der UniversitSt TYbingen kommen die Studieren-
den nicht heraus, ohne sich ordentlich Cdie Finger schmutzig gemacht zu habenE. In der Vorlesui
selbst, den wichentlichen TbungsblSttern und zusStzlichen betreuten Programmierstunden wir
Code geschrieben, was das Zeug hSIt. Dabei konnte ich bereits Hunderte von Studierenden D ty
scherweise echte AnfSnger, die noch keine Programmiersprache kennen B beobachten, wie mi
Konstruktionsanleitungen die Herausforderung des leeren Editors angenommen und gemeiste
wurde. Die resultierenden Programme sind (zure)dtorrekt, kompakt und, vor allem, lesbar
und nachvollziehbar. Wir kSnnen so inldéormatik | erstaunlich anspruchsvolle Aufgaben an-
gehen und sind am Ende des zweiten Drittels der Vorlesung in der Lage, die SturlieMaden
TetrisoderAsteroidsachbauen zu lassen.

Schreibe Dein Programistigleichzeitig eine EinfYhrung in die funktionale Programmierung
mit Scheme. Scheme selbst tritt mit seiner einfachen Syntaxinden Hi@mngrglitndden Blick
frei auf die essentiellen Ideen des Denkens und Programmierens mit (mathematischen) Funkt
nen. Genau wie Mike Sperber und Herbert Klaeren bin ich Yberzeugt, dass dieses elegante F
grammierparadigma Cgekommen ist, um zu bleibenE und auf lange Sicht Programmierstil un
-sprachen weitreichend beein-ussen wird. Zusammen mit den Konstruktionsanleitungen gibt die

" I Oy
Wo wir Yblicherweise einen Zoo von Notationen x + 1 ,sin(x),xz, |x],” X,x!,...nutzen, begnYgt sich Scheme
uniform mit der Notation (f x) .



! VORWORT

ses Buch ProgrammieranfSngern daher gleich zwei SuperkrSfte mit auf den Weg. Das nenne ich
einerDeal

Torsten Grust
TYbingen, Juli $!"*
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" WIE DU DAS MEISTE AUS DIESEM BUCH HERAUSHOLST

Der Inhalt dieses Buchs ist Yber viele Jahre weiterentwickelt worden, was dazu gefYhrt hat, das
sich von vielen anderen BYchern zur EinfYhrung in die Programmierung deutlich unterscheidet.

Bevor es mit dem eigentlichen Sto. losgeht, enthSlt dieses Kapitel einige Hinweise dazu, w
Du am e.ektivsten damit umgehst, damit Du msglichst schnell Deine eigenen Programme selbs
schreiben kannst.

"# VORKENNTNISSE

Das Buch richtet sich an alle, die Programmieren lernen m&chten. Es kann au§erdem als EinfY
rung in die sogenanrfignktionale Programmieruriyr diejenigen dienen, die bereits in einem
anderen Paradigma (zum Beispiel objektorientierte Programmierung) programmieren kSnnen.

Die benstigten Vorkenntnisse haben wir versucht, auf ein Minimum zu reduzieren. Grund-
kenntnisse in Mathematik sind hilfreich, aber nur in geringem Mage notwendig. Alles, was darYbe
hinausgeht, istim Buch erlSutert.

"1 ANREDE

Dieses Buch benutztin der Anrede CDuE und CwirE. Mit CDUE bist Du, also die Leserin, der Lese
oder das Lesy gemeint. Mit CwirE meinen wir uns, die Autoren. Wir benutzen oft Formulierun-
gen wie CZunSchst schreiben wir eine SignaturE, wenn wir Yber die Beispiele im Buch schreibe
die wir uns fYr Dich ausgedacht haben. Wenn das Buch Dich mit CDUE anspricht, haben wir ein
konkretes Anliegen fYr Dich.

"$ SOFTWARE

Die Programmierbeispiele dieses Buchs bauen auf der Programmierumgebung DrRacket auf, |
speziell fYr die Programmierausbildung entwickelt wurde. DrRacket ist kostenlos im Internet au

https://www.racket-lang.org/

erhSltlich und ISuft auf Windows-, Mac- und Unix-/Linux-Rechnern.

Achte darauf, dass Du mindestens Version ).' bekommst. Das ist besonders relevant, wenn D
einen anderen Installationsweg wShist, wie zum Beispiel einen Package-Manager fYr eine Lin
Distribution.


https://www.racket-lang.org/

% AUFGABEN

"% PROGRAMMIERSPRACHE

Wer Programmieren lernt, muss sich mit ziemlich vielen Dingen herumschlagen: den Konzepten
einer konkreten Programmiersprache, den dort benutzten Schreibweisen, einer Programmierum-
gebung und den sonstigen Werkzeugen, die fYr das Programmieren benstigt werden.

Die meisten Programmiersprachen und deren Werkzeuge sind fYr professionelle Entwickler
entwickelt worden und setzen damit viele Kenntnisse voraus, die Du ja erst noch lernen willst.

Aus diesem Grund verwendet der vorliegende Text eine Serie von speziell fYr die Lehre entwi-
ckelten Programmiersprachen, di&kagketind Schemigasieren und beim Racket-System mit-
geliefertwerden. Im Lieferumfang von Racket ist die EntwicklungsumigeRaokeenthalten,
die es Dir erlaubt, einfach Programme in diesen Sprachen zu schreiben und laufen zu lassen.

".& ENGLISCH

Das Buch ist natYrlich auf Deutsch, und auch die Programmierumgebung DrRacket kann ihre
MenYs und sonstigen Texte auf Deutsch darstellen.

Die Programmiersprachen benutzen allerdings englische Wsrter, und wir benutzen in Pro-
grammen englische Namen fYralles m3gliche. Das erfordertkeine fortgeschrittenen Englischkennt-
nisse. Bei selteneren Wsrtern liefern wir die Tbersetzung. (Du kannstgern deutsche Namen in Dei-
nen Programmen benutzen.)

Augerdem haben wir noch nicht alle Fehlermeldungen ins Deutsche Ybersetzt, arbeiten aber
daran.

"' EXKURSE

Generellwurde das Buch so geschrieben, dass die Kapitel und die Abschnitte innerhalb der Kapitel
aufeinander aufbauen. Ab und zu jedoch gibt es Abschnitte (in der Regel solche mit Mathema-
tik), die wir interessant +nden, die aber nicht notwendig sind, um das darauf folgende Material zu
verstehen. Diese Abschnitte sind mit dem Wort CExkursE gekennzeichnet.

".( AUFGABEN

Das Buch enthSlt viele thungsaufgaben. Es ist unerlSsslich, dass Du zumindest einige davon bear-
beitest, wenn Du lernen willst, eigenstSndig zu programmieren.



ZUSATZMATERIAL &

Jedes Kapitel enthSlt in den Text eingebettet Aufgaben, die sich auf den unmittelbar voran
gehenden Sto. beziehen. (Das Zei¢chemarkiert jeweils, wenn die Aufgabe zu Ende ist und es
mit dem Text weitergeht.) Diese solltest Du bearbeiten, um sicherzustellen, dass Du diesen St
verstanden hast. Von den Aufgaben am Kapitelende kannst Du Dir die aussuchen, die Dir gefalle

") ZUSATZMATERIAL

Das Buch ist aus ddot"#P$%&3$'((  -Projekt entstanden, das sich allgemein mit der e.ektiven
Ausbildung im Programmieren beschSttigt. Das Projekt hat seine Homepage hier:

https://www.deinprogramm.de/

Dort kannst Du die aktuelle Version des Buches herunterladen und weiteres Material, wie zur
Beispiel Publikationen zum didaktischen Konzept.

"* CODE

In diesem Buch arbeiten wir mit vielen Beispielprogrammen, die zumeist nach und nach entwicke
werden. Unsere langjShrige Erfahrung hat gelehrt, dass es ermYdend und vielleicht auch langw
sein kann, diese Programme nur zu lesen. Du wirstwahrscheinlich mehr davon haben, wenn Du ¢
Entwicklungen zumindest teilweise am Rechner nachvollziehst und die Programme ausprobier:
erweiterst oder damit experimentierst. Du musst den Code dieser Programme daf¥Yr nicht abtippe
sondern kannstihn einfach herunterladen. DafYr gibt es zwei M3glichkeiten: Auf der Webseite zur
Buch gibt es den Code unter dem Link CZusatzmaterialienE zum Herunterladen. Den genaue
Dateinamen weisen wir im Text immer so aus:

elementeftile.rkt Code

Falls Du eine elektronische Version des Buches liest, ist der Dateiname au8erdem ein Link: Draufl
cken und Du kommst zum Code.

"#' BTROKRATISCHE DIDAKTIK

Wir wollen ehrlich sein: Programmieren ist eine komplexe TStigkeit und damit schwierig. Wir D die
Autoren B verbringen bereits weit Yber die HSlfte unseres Lebens damit und lernen immer noc
dazu. Aber Programmieren macht auch immens Freude, wenn man erfolgreich eigenstSndig


https://www.deinprogramm.de/
https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/tile.rkt

VERBESSERUNGEN

puren Gedanken etwas machen kann, das ISuft und kommuniziert. Der Lernaufwand lohnt sich
also.

Aber niemand hat Freude daran, bei der L3sung einer Programmieraufgabe steckenzubleiben
und in einer Sackgasse zu landen. Wir wollen Dir darum mit diesem Buch nicht einfach nur schs-
ne Beispielprogramme prSsentieren, sondern Dir Schritt fYr Schritt vewigisielgeschrieben
wurden und B vor allem B wie Du Deine eigenen schreibst.

Die Methode, die wir dafYr entwickelt haben und erfolgreich bei Hunderten von Program-
mieranfSngerinnen und -anfSngern angewendet haben, wird Dir auf den ersten Augenblick enorm
bYrokratisch erscheinen: Dieses Buch behandelt sozusagen die deutsche Beamtenmethode des Pro-
grammierens.

Gelegentlich wirst Du Dich gegSngelt fYhlen und vielleicht auch etwas genervt. Aber Du wirst
(ho.entlich!) diese Techniken nach und nach einsetzen k3nnen, um nicht nur Tbungsaufgaben
anderer zu I3sen, sondern auch Deine eigenen Ideen umzusetzen und Deiner eigenen KreativitSt
freien Lauf zu lassen: DafYr brauchst Du die Methoden dieses Buchs, inklusive der BYrokratie.

Zwei Elemente tragen besonders zum Lernerfolg bei:

¥ Die Konstruktionsanleitungschreiben Dir Schritte vor, mit denen Du von einer Problem-
stellung zur L8sung kommst B die deutschen Beamtenvorschriften sozusagen.

¥ Die Mantrassind wiederkehrende Prinzipien der Programmierung, die es lohnt, immer parat
zu haben. Zum GlYck gibt es nur eine Handvoll.

"## VERBESSERUNGEN

Ein letzter Punkt noch dazu, wig das meiste aus dem Buch herausholen: Falls Duim Buch einen
Fehler bemerkst oder einen Vorschlag hast, wie wir es besser machen k3nnten, freuen wir uns Yber
RYckmeldung. Das kannst Du entweder per E-Vad@@deinprogramm.damachen oder D

noch besser D Yber einen ClssueE oder CPull RequestE zum Quelltext des Buchs. Diesen Quelltext,
der derzeit Yber dem Onlinedienst GitHub verwaltet wird, erreichst Du Yber die Webseite zum
Buch:

https://www.deinprogramm.de/sdp/


mailto:sdp@deinprogramm.de
https://www.deinprogramm.de/sdp/

# ELEMENTE DES PROGRAMMIERENS

Dieses Kapitel gibt einen tberblick Yber das wichtigste Handwerkszeug des Programmierens. F
den Einstieg solltest Du Racket heruntergeladen haben. In Absghnitt ! #[duf Seite # steht wo.

## DRRACKET

Zu Racket gehsrt ein Programm namieriRacket starte es. Es erscheint ein Fenster, das un-
gefShr so aussehen sollte wie in Abbildgng ".". Die Benutzerober-Sche kannst Du auf Deutsc
umstellen, indem Du itdelp-MenY auDeutsche BenutzeroberflSche fYr DrRacket

drYckst. Wenn Du die Auswahl bestStigst, wird DrRacket danach beendet und Du musst es noc
einmal starten; dann sollten die MenYs auf Deutsch sein.

DrRacket ist einEntwicklungsumgebymgjt der Du Programme schreiben und ausfYhren
kannst. DrRacket unterstYtzt nicht nur eine einzige Programmiersprache, sondern viele. Darul
musst Du die richtige Programmiersprache fYr dieses Buch noch auswShlen. WShle dazu den Me
punkt Sprache ! Sprache auswShlen(Language! Choose languagein der engli-
schen Fassung), worauf ein neues Fenster mit einem Dialog erscheint. In dem Dialog gibt es
ne Abteilund_ehrsprachen , und darunter eine Tberschrift nam&esnProgrammunterhalb
dessen mehrere EintrSge erscheinen, die speziell auf die Kapitel dieses Buchs zugeschnitten s

FYrden ersten Teil des Buchs ist die Bbeimeibe Dein Programm! - AnfSnger zu-
stSndig: WShle diese aus und drYcke dann einmal oben rechts auf detakn@ipéziehungs-
weiseRur), damit die Auswahl aktiv wird. Das Ergebnis sollte dann so aussehen wie in Abbil-
dund™$.

Das DrRacket-Fenster besteht aus zwei Teilen:

". In der oberen HSlfte des Fensters (@eitor-oderDe!nitionsfenst@isteht der Programm-

text. Der Editor funktioniert Shnlich wie ein regulSres Textverarbeitungsprogramm. Was dor

steht, kannst Du abspeichern. Wenn Du ein Programm abspeicherst, benutze die Endun

-kt fYr CRakeE.

$. Inder unteren HSlfte des Fensters Bidamaktionsfensteder dersogenannﬂéEPleer-

den die Ausgaben des Programms angezeigt. Au§erdem kannst Du einzelne Programmte

gezielt testen.

CREPLE steht fYr CRead-Eval-Print-LoopE B wir werden spSter zeigen, warum.
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[ XN Untitled - DrRacket
Untitled  (define ...} Check Syntax [N Debug @[>] Macro Stepper ] Run[> Stop [l
#lang racket

Welcome to DrRacket, version 7.2.0.5--2019-02-09(e60b24c1a9/a) [3m].
Language: racket, with debugging; memory limit: 128 MB.
>

Determine language from source » 2:0 437.71 MB l:‘ %‘ [ ]

Abbildung !!: DrRacket nach dem ersten Start

#.! AUSDRTCKE UND DIE REPL

Fangen wir mit der REPL an: Wenn Du ger@idet gedrYckt hast, dann erscheint der Cursor
rechts von dem-Zeichen: Hier kannst Du etwas eingeben und Return drYcken. DrRacket zeigt
dann das Ergebnis darunter an.

Wenn Du zum Beispi&PR3 eintippst, zeigt DrRacket gleich darunter "$# an. DrRacket kann
auch rechnen. DafYr musst Du allerdings die Rechenaufgaben etwas anders aufschreiben als sonst.
Zum Beispiel so:

(+ 123 42)

Wenn Du das in die REPL eingibst, zeigt DrRat&Btan, dieSummevon "$# und %$. Diese
CRechenaufgabeE ist ein sogenaAusiruckAusdrYcke, die etwas ausrechnen sollten, haben
in den Lehrsprachen immer die gleiche Form:

(Operator Operand.)

Es steheimmer Klammern drumherum (und die k3nnen auch nirgendwo sonst stehen). Dann
folgt derOperatarder bestimmtyasgemacht wird (di@peration Danach kommen d@peran-
den welche die Eingaben fYr die Operation bestimmen.

Zum Merken ist es hilfreich, AusdrYcke entsprechend vorzulesen: Also nicht mehr Chun-
dertdreiundzwanzig plus zweiundvierzigE, sonder8@deeon hundertdreiundzwanzig und
zweiundvierzigE.
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Namenlosv  (define ..)v Stepper [»] Syntaxprifung S Start[> Stop [l

Willkommen bei DrRacket, Version 7.2.0.5--2019-02-09(e60b24¢1a9/a) [3m].
Sprache: Schreibe Dein Programm! - Anfanger; memory limit: 128 MB.
>

ST e T 3:2  368.12MB[ | ¢

Abbildung I.": DrRacket mit ausgewShlter Lehrsprache

Wenn Du Klammern vergisst, kSnnen verwirrende Ergebnisse herauskommen. Wenn Du zur
Beispiel 123 42inder REPL eintippst, sieht das so aus:

> + 123 42
#<function:+>
123

42

Das liegt daran, dass ohne Klammefr23 32ausdrei AusdrYcken besteht und die REPL des-
halb auch drei Ergebnisse ausdruckt: Die Funktidenn diel23, dann42. (Die Operatiorn-
ist eine sogenannte Funktion B das erlSutern wir spSter noch genauer.) €hnlich verhSit es sich |
123 + 42D probiere es aus!

Wenn Du versehentlich die Klammern setzt, aber den Operator dazwischen schreibst, ersche
in der REPL eine Fehlermeldung:

> (123 + 42)
Operator darf keine Zahl sein, ist aber 123

Etwas Shnliches passiert, wenn das Leerzeichen zwischen dem Operator und den Operanden fe
oder zwischen den Operanden. Das sieht zum Beispiel so aus:

> (+123 42)
Operator darf keine Zahl sein, ist aber 123
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Das liegt daran, dask23 zusammen die Zahl Cplus hundertdreiundzwanzigE bildet und nicht
etwa in das-Zeichen und 23 aufgeteilt wird.

Wenn ein Ausdruck wig- 123 42) ein Ergebnis wie
zukYnftig so, etwas anders als die DrRacket-REPL:

& hat, schreiben wir das im Buch

(+ 123 42)
T 165

So lassen sich natYrlich nicht nur Summen, sonderen auch Di.erenzen, Produkte (mit dem Ope-
rator*) und Quotienten (mit dem Operatoyausrechnen:

(- 123 42)
181

(* 123 42)

1 5166

(I 123 42)

1 2.9285714

Beim letzen Ausdruck ist zu sehen, dass Dezimalzahlen mit Punkt und nicht mit Komma geschrie-
ben werden. Der tbherstrich 180 285714ist einePeriodeDie Zahl ist also eigentlich

2.9285714285714285714285714285714...

Die REPL funktioniert also folgendermagenti@iteinen Ausdruck ein (auf Englisch CreadE),
berechnet dessen Wert odlertetliesermus(CevalE, kurz fYr CevaluateE) und zeigt das Ergebnis
an odedrucktdieseausCprintE) B und dann geht es von vorn los, wie in einer Schleife (CloopE).
Die AbfolgeRead-Eval-Print-Logibt der REPL ihren Namen.

AusdrYcke k3nnen auch kombiniert werden, zum Beispiel so:

(* 123 (+ 20 22)

1 5166

(* 123 (+ (* 2 10) 22))

1 5166

Bei der Kombination verschiedener AusdrYcker ist es wichtig, dass um jeden Teilausdruck wieder

ein Klammernpaar kommt. Ist das nicht der Fall, erscheinen gelegentlich auch mal Fehlermeldun-
gen wie diese hier:

(* 123 (+ * 2 10 22))
+: Zahl als erstes Argument erwartet, #<function:*> bekommen
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Das liegt daran, dass ti&ger an der Stelle eines Operanden steht. DagWyorhensteht fYr
den Wert des Operanden einer Funktion, darum steht da sinngems&girgagahl als erstes
Argument etwartet, aber stattdessen die Furikbekommen hat. (Das Wort CArgumentE de-
+nieren wir genauer in Abschjitt " auf $ejte $3.)

Abspeichern geht mit der REPL nicht, und der REPL-Inhalt verschwindet auch jedesmal,
wenn DuStart beziehungsweiBaindrYckst. Du kannst aber frYhere Eingaben zurYckholen,
indem DuStrg- " beziehungswei8entrol- " (je nach Computertyp) dr¥ckst. (Das geht natYr-
lich auch nach unten nfitrg- # beziehungswei€entrol- #.) Das kannst Du auch benutzen,
um einen fehlerhaften Ausdruck zu korrigieren, bei dem Du schon Return gedrYckt hast.

Al"#S%& "

Schreibe folgende CmathematischenE AusdrYcke in der Notation der Lehrsprache in die REF
und lasse die REPL sie auswerten:

55%$27

23$ (44 + 27)
23 4 44

44 " 23
(23+42)$(12+ (14 %$2))

#.$ DAS DEFINITIONSFENSTER

Kommen wir zum De+nitionsfenster oben. Dort schreibst Du Dein Programm, die REPL kannst
Du dann benutzen, um es auszuprobieren. Schreib in das De+nitionsfensteDlgi¢tinde

(define alles (+ 20 22))

Diese De+nition besagt, dass der Nelee fYr das Ergebnis vén 20 22) steht. Um das
auszuprobieren, dr¥ck aufden KnBgfrt beziehungsweRanrechts oben. Der Cursor landet
dann wieder in der REPL, wo Du das Programm ausprobieren kannst:

alles
T 42

Ein solcher Name in einem Programm h&iﬁablﬂ

$ Obwohl der Begri+ GVariableE suggeriert, dass etwas daran verSndert werden kann, bleibt der Wert einer Va-

riable immer gleich.
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Hier sind ein paar weitere Beispiele fYr De+nitionen von Variablen:

(define one 1)
(define temperature 23)
(define birgit-prinz 9)

Du kannst auch diese Namen in die REPL eingeben und bekommst jeweils den dazugehsrigen
Wert, wenn Du Return drYckst:

one

T 1
temperature
T 23
birgit-prinz
T 9

Bei der Gestaltung eines Namens gibt es weitgehende Freiheiten. Anders als in anderen Program-
miersprachen sind auch Bindestriche in Namen m3glich. Nur Leerzeichen sind nicht erlaubt.
Gro§- und Kleinschreibung ist bei Namen egal. Es funktioniert also auch:

Alles
T 42
ONE
T 1
tEmPeRaTuRe
T 23

In einem Programm kannst Du ZeilenumbrYche und EinrYckung benutzen, um Dein Programm
Ybersichtlicher zu gestalten. Zum Beispiel kannst Dalfechdie Return-Taste drYcken, das
Ergebnis sieht so aus:

(define alles
(+ 20 22))

DrRacket rYckt die zweite Zeile ein bisschen ein, um auszudrYcken, dass sie noch in die Klammern
vomdefine geh3rt. Bei komplizierteren AusdrYcken ist das hilfreich:

(define alles
(+ 20
(* 11 2)))
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Hier stellt DrRacket die Operanden der Summe genau untereinander. DrRacket zwingt Dich nicht
die EinrYckung genau so zu machen, und durch €nderungen im Programm gerSt sie auch manc
mal aus dem Lot. In dem Fall kannst Du die Tab-Taste drYcken (auf den meisten Tastaturen stet
%| auf der Tab-Taste) und in der Zeile, in welcher der Cursor steht, wird die EinrYckung korri-
giert. Wenn Du einen Abschnitt im Programm markierst und dann Tab drYckst, wird der ganze
Abschnitt neu eingerYckt. Es gibt au§erdem einen Men¥Racket !  Alles einrYcken
(beziehungsweRacket ! Reindent All ), der das fYr das gesamte Programm macht.

Einweiterer praktischer Trick ist, dass Du einen geklammerten Ausdruck markieren (und dant
ausschneiden) kannst, indem Du auf die S.nende oder schlie§ende Klammer doppelt klickst. Ins
besondere kannst Du den markierten Ausdruck dann mit einem Druck auf die Tab-Taste korrek
einrYcken.

Al"#$%& ".(
Bring bei einem mehrzeiligen Programm die EinrYckung richtig durcheinander, zum Beispiel so

(define nr
(+ 12
(- (* 42
13)
500)))

Benutze dann die Tab-Taste, um die EinrYckung wieder zu korrigieren. !

Den Inhalt des De+nitionsfenster kannst Du abspeichern, indem Du auf den Knopf mit dem Dis-
kettensymbm drYckst. Du bekommst dann ein Dialogfenster, in dem Du einen Dateinamen
vergeben kannst.

#.% RECHNEN OHNE ZAHLEN

Computerprogramme kSnnen nicht nur mit Zahlen rechnen. In diesem Abschnitt geht es um das
Rechnen mit Text und das Rechnen mit Bildern.

# Disketten wurden im !". Jahrhundert verwendet, um Daten zu speichern. Es gab damals noch keine Speicher-

karten oder USB-Sticks.
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Zeichenkett¢auf EngliscBtringgreprSsentieren Text. Literale fYr Zeichenketten haben|folgen-
de Form:

“Z1Zo ... Zp"
Dabei sind dig; beliebige einzelne Zeichen, auSetbst. Beispiel:
"Herbert was here! "

Das AnfYhrungszeichén kann nicht CungeschYtztE vorkommen, da es das Ende der Zeichen-
kette markiert. Es wird als CechtesE AnfYhrungszeichen innerhalb einer Zeichenkétte durch
dargestellt:

"Herbert sagt \"Hallo Mike\ "!"

Abbildung !.#: Zeichenketten

#%# RECHNEN MIT TEXT

Aus Text kann durch doppelte AnfYhrungszeichen ein Wert werden:

"Mike Sperber"
"Herbert Klaeren"
"Schreibe Dein Programm?!

Solche Text-Werte hei&gichenketten

Die einfachste Art, eine Zeichenkette herzustellen, ist, die Buchstaben hinzuschreiben, aus de-
nen sie besteht. Die AnfYhrungszeichen mYssen drumherum, damit die Zeichenketten von ande-
ren AusdrYcken unterschieden werden k3nnen. Die AnfYhrungszeichen gehsren aber nicht zu den
Buchstaben dazu, aus denen die Zeichenkette béstehbt esteht aus den drei Buchstaben
abc.

Abbildung["}# beschreibt die genaue Schreibweise fYr solche CfestenE Zeichenketten. Feste
Schreibweisen fYr Werte hei§en allgenieirale Das kennen wir schon von den Zahlen: Die
Zeichenfolg@23 steht fYr die Zahl ChundertdreiundzwanzigE. KSsten wie Ab@jung " #werden
in diesem Buch noch oft dazu dienen, neue Sprachelemente einzufYhren.

Mit Text kann ein Programm auch rechnen, und zwar mit der eingebauten Fatrikiien
append die zwei Zeichenketten aneinanderhSngt:

(string-append " Herbert " "Mike")

T "HerbertMike "

(string-append  "Mike" " " "ist doof")
T "Mike ist doof"
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Die eingebaute Funktiatring-length  liefert die Anzahl der Zeichen in einer Zeichenkette:

(string-length "Herbert ")
T 7

(string-length "Mike")

T 4

Die Namerstring-append undstring-length  sehen auf den ersten Blick CandersE aus als
+und* zum Beispiel, dieser Eindruck tSuscht jedoch: Sie sind allesamt Namen von vorde-+nierte
Operationen, die Programme benutzen k3nnen, ohne sie selbst de+nieren zu mYssen.

Die vorde+nierten Funktionetring->number undnumber->string konvertieren zwi-
schen Zahlen und den Zeichenketten, die diese darstellen:

(string->number " 23")
T 23
(number->string 23)
23"

A'H$%E: ')

Mache Dir den Unterschied zwischen der Zabhhd der Zeichenkette3" klar. Probiere zum
Beispiel aus:

(+ "23" 42)
(string-append 23  "42")
(number->string " 23")

#.%.! RECHNEN MIT BILDERN

Programme kSnnen auch mit Bildern rechnen. Dazu wird eine Erweiterung zu DrRacket benstigt,
ein sogenannt&sachpackim es zu aktivieren, wShle den MenYBpikiche !  Teachpack
hinzufYgen (Language! Add Teachpach. In dem folgenden Dialog wShteage.rkt
aus und drYck@K Dann musst Du noch einmal a8fart drYcken. Wenn alles geklappt hat,
steht unten in der REPLeachpack: image.rkt .

Das Teachpadage.rkt enthSltzusStzliche vorde+nierte Funktionen, mitdenen wir Bilder
herstellen kSnnen. Zum Beisgiglare, circle undstar-polygon
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(square 40 "solid " "red")

(circle 20 "solid " "green")

(star-polygon 20 10 3 "solid " "blue")

, W

Schauen wir uns das eingebatatepolygon etwas nSher an: Es akzeptiert fYnf Eingaben, die
ersten drei davon sind Zahlen B die SeitenlSnge, die Seitenanzahl und die Anzahl der Ecken, die fYr
jede Seite Ybersprungen wird. Danach kommen zwei Zeicherikeiteh Dheist, dass das In-

nere des Sterns ausgefVlltistwhae " istdie Farbe. Stattolid " kannst Duauchoutline "

schreiben, dann wird auch etwas klarer, was CYberspringenE heist:

(star-polygon 20 10 3 “"outline " "blue")
Re

Al'#3$%& '.*
WofYr stehen die Zahleneingabendpeire undcircle ? Probiere unterschiedliche Zahlen aus!
Es gibt auch eine eingebaute Funktatangle . Kannst Du ein funktionierendes Beispiel fYr

den Einsatz varctangle konstruieren? Au8erdem gibt es eine eingebaute Fuilkpisa ,
die genauso benutzt wird wéetangle D probiere sie aus! !

Bilder sind Werte wie Zahlen und Zeichenketten auch. Du kannst mit De+nitionen auch Namen
dafYr vergeben:

(define s1 (square 40 "solid " "red"))
(define c1 (circle 40 "solid " "green"))
(define pl (star-polygon 20 10 3 "solid " "blue"))

Al"H$N& '+

Probiere diese De+nitionen in der REPL aus, indem Dsdait undpleingibst. Was passiert,
wenn Du(s1) eingibst? Warum? !
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Al"#$%& .,
Du kannst auch Bilddateien oder Bilder von Webseiten in Dein Programm einfYgen, wie in einen
Textverarbeitungsprogramm. Das geht so:
¥ Um eine Bilddatei einzufYgen, wShle den MenYRimfitgen ! Bild einfYgen be-
ziehungsweisssert ! Insert Image .
¥ Um ein Bild aus einer Webseite einzufYgen, wShle aus dem KontextmenY ifBiBrowser
kopieren (oderCopy Imageoder so Shnlich) aus. Du kannst das Bild dann in DrRacket
Yber den MenYpunBearbeiten ! EinfYgen beziehungsweiBdit ! Paste ein-
fygen.
Probier es aus und gib dem Bild einen Namen! !

Mit Bildern kann DrRacket auch rechnen:

(beside s1 pl)

(above s1 cl)
N
'
(above (beside sl pl) (beside pl cl))

B
-

Al"#$%E& .-
Probiere in der REPL folgende AusdrYcke aus:

(triangle 50  "outline " "red")
(square 100 "solid " "blue")

Schreibe mit Hilfe der Funktiongrangle undsquare einen Ausdruck, der ein ganz einfaches
Haus berechnet. !

Das hei8taboveakzeptiert als Eingabe zwei (oder mehr) Bilder und macht daraus wieder ein Bild,
in dem die Teilbilder Ybereinander stehen. Das gleiche ési¥a , nur dass die Bilder ne-
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beneinander angeordnet werden. SelbstverstSndlichdSmemndbeside auch kombiniert
werden.

#.& ABSTRAKTION UND APPLIKATION

| elementefile.rkt Code

Hier sind zwei AusdrYcke, welche die Bilder aus dem vorigen Abschnitt zu einem Muster kombi-
nieren:

(above
(beside s1 pl)
(beside pl sl))

N

(above
(beside pl cl)
(beside cl pl))

%
O

Beide AusdrYcke folgen dem gleichen Muster, sie CkachelnE jeweils zwei Bilder in einer quadrati-
schen Anordnung. Das Muster kSnnte man so hinschreiben:

(above
(beside a b)
(beside b a))

Das erste Beispiel entsteht, indera Sireingesetzt wird und fép1, im zweiten fYa p1 und
fYrbdanncl.

Dieses Muster kannst Du in ein Programm gie§en. Dann mYssen wir nicht ggmesmal
... beside ... beside eintippen. Dazu schreibst Du es erst einmal genauso hin, alsadnit
b. Wenn es startet, erscheint folgende Meldung:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/tile.rkt

ABSTRAKTION UND APPLIKATION #*

a: Variable nicht definiert

Das bedeutet, dass es keine De+nitiangibt. Du k3nntest eine hinschreiben, zum Beispiel:
(define a sl)

Aber dann wSreaufs1 festgelegt. Wir wollen stattdessen das Muster verallgemeinern, so dass Di
es mehrmals mit unterschiedlichen Wertea fivid b verwenden kannst. Dieser Verallgemeine-
rungsprozess hei§t beim ProgrammigbstraktionDafYr mYssen wir dem Muster noch etwas
hinzufYgen, um zu sagen, dass wir unterschiedliche Werted¥reinsetzen wollen:

(lambda (a b)
(above
(beside a b)
(beside b a)))

Daslambdaist eine Art Zauberwort, es sagt soviel wie: CFYr die Vasiainldb m3chte ich
spSter (und vielleicht mehrmals) Werte einsetzen.E Wenn Du das Programm jetzt startest, geht
Fehlermeldung weg und in der REPL erscheint:

#<function>

Das deutet darauf hin, dass bei anbdaeine Funktion herauskommt. Um etwas damit anzu-
fangen, gib ihr einen Namen mhitfine :

(define tile
(lambda (a b)
(above
(beside a b)
(beside b a))))

(Alles sch3n richtig einrYcken! CTo tileE hei§t auf Deutsch CkaghelnE.
Dadurch ist eine neue Operation entstanden. Die kannst Du direkt verwenden:

(tile s1 pl)

Wir m3gen gern englischsprachige Namen fYr Variablen. Das ist aber eine rein perssnliche PrSferenz B gern
kannst Du deutschsprachige Variablen fYr Deine eigenen Programme verwenden.

%
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(tile p1 c1)

*#0
O

Was ist da passiert? Am einfachsten kann man das in einem speziellen Werkzeu@sshyser, dem
Umihnzum Einsatz zu bringen, stelle sicher, dass im De+nitionsfenster folgendes Programm steht:

(define s1 (square 40 "solid " "red"))
(define c1 (circle 40 "solid " "green"))
(define pl (star-polygon 20 10 3 "solid " "blue"))

(define tile
(lambda (a b)
(above
(beside a b)
(beside b a))))

(tile s1 pl)
(tile pl c1)

Dann drYck auf deBtepper -Knopf (beziehungsweiStep in der englischen Fassung) oben
rechts im DrRacket-Fenster. Es erscheint ein neues Fenster, das so aussieht:

Stepper

|4 Schritt Schritt »| Springen... anden Anfang

(define sl (define sl
(square

40 ind )
"solid"
" redll) )

Abbildung .$: Der Stepper in Aktion

Wenn Dujetztden Knopf mitdem VorwSrts- beziehungsweise dem RYckwSrts-Pfeil drYckst, kannst
Du zusehen, wie DrRacket Dein Programm ausfYhrt. Wenn Du ein paar Schritte vorwSrts gehst,
sieht das so aus:
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|4 Schritt Schritt ®| Springen... [an

(define s1 .) (define sl )

(define cl ) (define cl

(define pl ) -.(define pl
(define tile (define tile

(lambda (a b) (lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a)))) (above (beside a b) (beside b a))))
(tile s1 pl) ((lambda (a b)

(above (beside a b) (beside b a)))

Abbildung !.%: Stepper: Variable ersetzen

Du kannst sehen, wie DrRacket jeweils einen Schritt auf einmal auswertet  der ist auf der linke
Seite grYn B und dann rechts durch das Resultat ersetzt. Oben kannst Du sehen, wie der Step
die Variabléile durch derlambda-Ausdruck aus der De+nition vidle  ersetzt. Das macht

der Stepper auch mit den De+nitionensbondpl:

Stepper

14 sSchritt Schritt »| Seringen... an den Anfang

(define sl .) (define sl )

(define c1 ) (define c1

(define pl ) (define pl
(define tile = (define tile

(lambda (a b) (lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a)))) (above (beside a b) (beside b a))))
((lambda (a b) ((lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a))) {above (beside a b) (beside b a)))

*
)

Abbildung !.&: Stepper: Variable

Interessantwird es danach. Die Variablen aus den De+nitionen sind alle ersetzt. timietgem
Ausdruck stehen jetzt das Quadrat und der Stern, und die werden jetzt fYr die Variablen aus de
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lambda-Ausdruck eingesetzt, also das QuadratfiYal der Stern f¥:

tepper

14 Schritt Schritt »| Seringen... anden Anfang

(define s1 .) (define s1 .)

(define cl1 ) (define cl )

(define pl ) (define pl )
(define tile = (define tile
(lambda (a b) (lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a)))) {(above (beside a b) (beside b a))))

((lambda (a b) (above

(above (beside a b) (beside b a))) *
. (beside .

*, #n,

Abbildung !.":  Stepper: Applikation

(beside

Dabei verschwindet auch tambda

Al'#$%& ..

Probiere das Beispiel im Stepper aus und klicke Dich bis zum Ende durch. Mache Dir dabei klar,
wie jeweils die linke mit der rechten Seite zusammenhSngt. !

(tile s1 p1) isteine sogenanmgplikation ein Ausdruck mit Klammern drum. Der Opera-

tor und die Operanden der Applikation sind ebenfalls AusdrYcke. Der Operator ergibt eine Funkti-
on b entweder eingebaut oder aus demada-Ausdruck. Eine Applikation wird auch Bttnk-
tionsaufrubderFunktionsanwenduggnannt.

Wenn die Funktion elambda-Ausdruck istwie in Abbildu@'.(, dann muss es genauso viele
Operanden geben wie tlanbda-Ausdruck Variablen hat. Dann wertet DrRacket den Ausdruck
wie folgt aus:

". Die Operanden werden ausgewertet und ergeben die Eingaben fYr die Funktion, die sogenann-
tenArgumente
$. Die Argumente werden fYr die Variablerate®da-Ausdrucks D die sogenaniarame-
terb im Innenteil ddambda-Ausdrucks, deRumpfeingesetzt.
LambdaAusdrYcke hei§en autbstraktionerAbbildung™) fasst zusammen, wie Abstraktionen
und Applikationen aufgebaut sind und ausgewertet werden.
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Eine Abstraktion hat folgende Form:

(lambda (p1.-.-pn) ©

Diep; sind jeweils Namen, dtarameterundeist derRumpf. In e dYrfen digy; vorkommen),
Der Wert einer Abstraktion ist efenktion welche fYr jeden Parameter eine Eingabe erwartet.
EineApplikationeiner Funktion hat folgende Form:

(f az ... an)

f ist ein Ausdruck, der eine Funktion ergeben muss, slied ebenfalls AusdrYcke, Aligu-
menteBei der Auswertung einer Applikation werden zunSainstdiea; ausgewertet; danach
geht es mit der Auswertung des Rumpfes der Funktion weiter, wobei fYr die Parmweitsy
die Werte der Argumerdageeingesetzt werden.

Abbildung L.(: Abstraktion und Applikation

Verwirrend ist vielleicht der Unterschied zwischen Abstraktion und Funktion: Die Abstrak-
tion ist dedambda-Ausdruck im Programm, die Funktion ist der Wert, der bei der Programm-
auswertung dabei herauskommt. Wir verwenden im Buch aber hSu+g den Begri. CFunktionE fY
eine Abstraktion, weil uns interessiert, was bei der Abstraktion herauskommt.

Al"#$%& "/

Kannst Du das Ergebnis einer Applikationtien wieder als Eingabe fYr ein ernetiites
benutzen? Probier es aus! !

#.' INFORMATION UND DATEN

Eine De+nition wie
(define mehrwertsteuer 19)

suggeriert, dass die Zahl "* an dieser Stelle eine Bedeutung Cin der realen WeltE hat, zum Beis
in einem Programm, das eine Registrierkasse steuert oder das bei der SteuererkiSrung hilft.
Bedeutung k3nnte folgende Aussage sein: CDer Mehrwertsteuersatz betrSgt "*%.E Dieser Sat
prSsentiethformation also einen Fakt Yber die Welt oder zumindest den Ausschnitt der Welt, in
dem das Programm arbeiten soll. In Computerprogrammen wird Information in eine vereinfachte
Form gebracht, mit der das Programm rechnen kann B in diesem Fall die Zahl"*. Diese vereinfacl
Form hei§Daten Daten sindReprSsentationgfr Information.

Eine der wichtigsten Aufgaben beim Programmieren ist, die richtige Form fYr die Daten zu
wShlen, um die fYr das Programm relevanten Informationen darzustellen und die Informationet
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Ein Semikolon kennzeichnet ein&mmmentarDer Kommentar erstreckt sich vom Semikolon
bis zum Ende der Zeile und wird von DrRacket ignoriert.

Abbildung !.): Kommentare

dann in Daten zu Ybersetzen.
Nichtimmer ist 0.ensichtlich, welche Information durch bestimmte Daten reprSsentiert wer-

den. Die Zahl $# zum Beispiel kSnnte eine Reihe von Informationen darstellen:

¥ die Anzahl der Haare von Bruce Willis

¥ die aktuelle Au§entemperatug@in TYbingen

¥ die maximale Au§entemperatur vom ".(.$!!%ji@in TYbingen

¥ die Gr8e in rAdes Schlafzimmers

¥ die RYckennummer von Alexandra Popp
Welche gemeint ist, hSngt vom Kontext ab. Damit andere unsere Programme lesen k3nnen, wer-
den wir also immer wieder klarstellen mYssen, was der Kontext ist und wie Information in Daten
zu Ybersetzen ist und umgekehrt. An konkreten Beispielen k3nnen (und sollten) wir dazu einen
Kommentar anbringen:

(define bruce-willis 23) ; Anzahl der Haare
(define temperatur-tYbingen 23) : 23°Cin TYbingen
(define temperatur-tYbingen-2000-07-01 23)

23'Cin TYbingen am7.1.2000
(define schlafzimmer 23) ; Schlafzimmer ist 23n?
(define alexandra-popp 23) : RYckennummer

Das Semikolon kennzeichnet den Rest ZellerimentarDrRacket ignoriert diese Zeile beim
Auswerten, aber fYr menschliche Leserinnen ist sie nYtzlich. A@dung ".* fasst zusammen, wie
das Semikolon funktioniert.

#.( PROGRAMME SYSTEMATISCH KONSTRUIEREN

] elemente/stromtarif.rkt Code

In Abschnitf"J& haben wir gezeigt, wie Abstraktion und Applikation bei der Programmauswer-
tung funktionieren. Das VerstSndnis dafYr ist wichtig, aber Du musst beim Schreiben Deines Pro-
gramms nicht die ganze Zeit daran denken, wie DrRacket Dein Programm auswertet. Entspre-
chend kYmmern wir uns in diesem Buch hauptsSchlich darum, wie Du Programme systematisch
konstruierst. Schauen wir uns das anhand einer kleinen aber realistischen Aufgabe an:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/stromtarif.rkt

PROGRAMME SYSTEMATISCH KONSTRUIEREN 1&

Betrachte folgende Stromtarife. Beide Tarife bestehen aus einer monatlichen GrundgebYhr u
einem Teil, der sich nach den verbrauchten Kilowattstunden (kwh) richtet.

GrundgebYhr pro Monat Verbrauchspreis pro kWh
Tarif CBillig-StromE e %,*! el
Tarif CWatt fYr wenigB e),$! el

". Schreibe ein Programm, das den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiert und den in
Tarif CBillig-StromE zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnet.
$. Schreibe ein Programm, das den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiert und den in
Tarif CWatt fYr wenigE zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnet.
Fangen wir mit dem ersten Aufgabenteil an!

Funktion | ZunSchst einmal: Da steht GSchreibe ein Programm ... E. In den Lehrsprachen diese
Buchs hei§t das immer CSchreiberainktion . . E. SpSter werden wir Programme schreiben, die
neben der CHauptfunktionE noch CHilfsfunktionenE haben, aber das Prinzip bleibt immer das
gleiche.

Wenn dort steht, Cdas den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiertE, dann bedeute
dies, dass die Funktion den Monatsverbraucht als Eingabe akzeptieren soll b also als Argument

Ebenso bedeutet Cund den ... zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnetE, d
die Funktion diesen Rechungsbetrag als Ergebnis liefern soll.

GerYst| Funktionen, die ein Problem aus einer Aufgabenstellung ISsen, sollten immer einen Na:
men haben B den sollten wir uns gleich am Anfang ausdenken. DéillNgsteom  bietet

sich an. Wir wissen schon, dass die Funktion den Verbrauch in Kilowattstunden akzeptiert. Wen
wir uns fYr Kilowattstunden auch noch einen Namen ausdenken, k3nnen wir direkt ein unfertiges
Programm hinschreiben, ohne gro8 nachzudenken:

(define billig-strom
(lambda (kWh)

)

Wichtig: Schreibe dieségrYstinbedingt hin, auch wenn Du noch keine Vorstellung hast, wie es
danach weitergeht. Immer. Jedes Mal.

Rumpf| FYr das Berechnen des Rechnungsbetrags kSnnen wir eine Formel aufschreiben: Er
die Summe aus der GrundgebYhr und dem Produkt aus Energie (in Kilowattstunden) und dern
Preis einer Kilowattstunde. Entsprechend mYssen wir den Rumpf der Funktion ergSnzen:
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(define billig-strom
(lambda (kWh)
(+ 4.90 (* 0.19 kwh))))

Die Funktionbillig-strom  kannst Du jetzt aufrufen:

(billig-strom 10)
T 6.8
(billig-strom 20)
T 8.7
(billig-strom 30)
T 10.6

Die Funktionbillig-strom st ein einigerma8en winziges Programm. Wenn Programme grs-

§er werden, ist hSu+g nicht mehr unmittelbar ersichtlich, was die Programmteile tun oder ob sie
tatsSchlich korrekt sind. Es ist darum sinnvoll, die Funktion mit einigen Programmelementen zu
ergSnzen, welche die VerstSndlichkeit erhdhen und auch die Wahrscheinlichkeit, dass die Funktion
korrekt ist. In den nSchsten Abschnitten nehmen wir uns diese Programmelemente einzeln vor.

#.) KURZBESCHREIBUNG

Als erste UnterstYzung der Lesbarkeit stellen wir einer Funktion eine kurze Beschreibung voran,
die sogenannkarzbeschreiburdie beschreibt, was die Funktion macht. Eine prSgnante Zeile ist
dafYr genug. Das k3nnte so aussehen:

: monatlichen Rechnungsbetrag fYr Tarif Billig- Strom berechnen

(define billig-strom ...)

#* SIGNATUR

Die Lesbarkeit des Programms wird au§erdem du@igdaturunterstYtzt, die beschreibt, wel-
che Art von Daten die Funktion als Argumente erwartet und welche sie liefert.

Die Anzahl der Kilowattstunden auf dem ZShlerableseblattistin der Regel eine ganze Zahl, die
nicht negativ sein kann. Die Ausgabe kann hingegen zwei Nachkommastellen enthalten, ist also ein
Bruch. Um die Signatur zu schreiben, benutzen wir fYr die BeschreibuSpdieseathema-
tische Namen. Eine ganze, nicht-negative Zahl hei§talcliche ZahlEin Bruch heist auch
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EineSignatutbeschreibt eine Menge oder Sorte von Werten.
Die Signatustring beschreibt eine Zeichenkette.
Folgende Signaturen fYr Zahlen sind eingebaut:

natural natYrliche Zahle®(1,2...)

integer ganze ZahleB(1, %1, 2, %2, . . .)

rational BrYche beziehungsweise rationale Zahlen
real reelle Zahlen

number beliebige Zahlen

Diese Liste bildet einen CTurmE: Jede natYrliche Zahl ist auch eine ganze Zahl (da kommen noc
die negativen Zahlen hinzu), jede ganze Zahl ist auch eine rationale Zahl (Br\?c@gmit Nenne
ungleich " kommen hinzu), jede rationale Zahl ist eine reelle Zahl (nicht-rationale ZaRlen wie
kommen hinzu, und jede reelle Zahl ist auch eine Zahl (komplexe Zahlen kommen hinzu).

Signaturen fYr Funktionen haben die Form
(s1 ... Sn > 9)

Die Signatures; . .. s, sind die Signaturen fYr die Argumente der Funktios dielSignatur
fYr das Ergebnis.

Abbildung !.I*:  Signaturen

EineSignatur-Deklaratiof¥'r eine Funktion hat folgende Form:
¢ f (sp...Sn ->09)

Sie sagt aus, dass das Verhalten der Funktion der Signatur entspricht: Wenn die Ejngaben d
Funktionf den Signaturesy ... s, entspricht, dann entspricht die Ausgabe der Signatur

Abbildung !.!I':  Signatur-Deklarationen

rationale ZahlDie Signatur-Deklaration fi¥ilig-strom  sollte gleich nach der Kurzbeschrei-
bung kommen und sieht so aus:

(: billig-strom (natural -> rational))

Die Signatunatural ist fYr die natYrlichen Zahlen zustSmeiggnal  fYr BrYche.

Diese Signatur-Deklaration besteht aus der(Farrp  , dem Namen der Funktion und
ihrer Signaturinatural -> rational) . Diese Signatur hat einen Pfeilin der Mitte und
steht deshalb fYr eine Funktion. Links vom Pfeil steht, was die Funktion als Eingabe akzeptier
rechts vom Pfeil die Ausgabe. Die Signatur-Deklaration ist also so z8ilégestr@yn  ist
eine Funktion, die eine natYrliche Zahl als Eingabe akzeptiert und eine rationale Zahl als Ausga
produziert.E
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EinTeshat die folgende Form:
(check-expect t e)

Wenn das Programm ISuft, wertet DrRacket den Test-Auddauskund YberprYft, ob |er
mit dem Wert des Ausdruc¥ bereinstimmt. Wenn nicht, schiSgt der Test fehl und wird von
DrRacket protokolliert.

Abbildung II":  Tests

Abbildungef ™' unf"]" beschreiben das Format von Signaturen und Signatur-Deklarationen
genauer.

##" TESTS

Wir haben oben in der REPL die Funktioflig-strom ausprobiert, indem wir DrRacket
mehrere Aufrufe mit unterschiedlichen Eingaben haben auswerten lassen. Anhand dieser Beispiele
k3nnen wir auch (vielleicht mit einem Taschenrechner) YberprYfen, ob die Funktion dabei korrek-
te Ergebnisse produziert hat.

Diese Beispielaufrufe sind noch hilfreicher fYr Leserinnen und Leser, wenn sie im Programm
stehen. Gepaart mit den erwYnschten Ergebnissen erleichtern sie das VerstSndnis. Im Programm
schreiben wir das folgendermagen, gleich nach der Signatur:

(check-expect (billig-strom 10) 6.8)
(check-expect (billig-strom 20) 8.7)
(check-expect (billig-strom 30) 10.6)

Wenn wir jetzt das Programm laufen lassen, stehtin der REPL:
Alle 3 Tests bestanden!

Das neue Programmelememeck-expect (siehe Abbildung "|"$) macht nSmlich einen soge-
nanntenTestfalloderTestIn diesem Falle meldet DrRacket, dass mit den Tests alles geklappt hat.
Aberdas Programm k3nnte einen Fehler enthalten. Wenn wir in der De+nitiidiigvettom

statt4.90 Cversehentlic=90 schreiben, sieht die Ausgabe anders aus:

Check-Fehler:

Der tatsSchliche Wert 7.8 ist nicht der erwartete Wert 6.8.
in stromtarif.rkt, Zeile 5, Spalte 0

Der tatsSchliche Wert 9.7 ist nicht der erwartete Wert 8.7.
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in stromtarif.rkt, Zeile 6, Spalte 0
Der tatsSchliche Wert 11.6 ist nicht der erwartete Wert 10.6.
in stromtarif.rkt, Zeile 7, Spalte 0

(Wir haben den Code unter dem Nans&nomtarif.rkt abgespeichert, darum taucht dieser
Dateiname in den Fehlermeldungen auf.)
Die Tests weisen also auf m3gliche Fehler hin. Das ist so wertvoll, dass wir ifnZlakunft
Tests schreiben werden, und zwar nach der Signatur. Insbesondere werden wir die Tests schreit
bevowir die De+nition angehen. Das nervt manchmal, ist aber psychologisch sinnvoll, damit wir
uns vorher Yberlegen, wie das richtige Verhalten der Funktion aussehen soll. Wenn wir die Te:
hinterher schreiben, ist die Versuchung gro§, die Funktion einfach in der REPL aufzurufen und
das tatsSchliche Ergebnis in den Test zu Ybernehmen, ohne es auf Korrektheit zu YberprYfen.
Bei den drei Tests oben mYssten wir vielleicht einen Taschenrechner bemYhen. Es gibt al
fastimmer mindestens einen msglichen Test, der ganz einfach ist. In diesem Fall ist das:

(check-expect (billig-strom 0) 4.9)

Das gewYnschte Ergebnis kdnnen wir direkt der Tabelle entnehmen. Der Test YberprYft nur de
Grundbetrag und nicht den pro-kWh-Preis D es braucht also weitere Tests D ist dafYr aber einfa
zu schreiben.

Wie viele Tests sollte man schreiben? Das hSngt von der KomplexitSt der Funktion ab. Abe
drei sollten es bei einfachen Funktionen sein, bei komplizierteren mehr.

Ein weiteres Kriterium ist, dass jeder Teil des Programms, das wir geschrieben haben, im La
der Tests einmal ausgewertet werden sollte. DrRacket kann Dir dabei helfen. Wenn Du das Pr
gramm nur auf die Funktionsde+nition reduzierst (also alle Tests und Beispielaufrufe entferns
und dann laufen ISsst, ist der Rumpf kdiig-strom  blau hinterlegt. (Au§erdem Teile der
Signatur vomillig-strom  .) Diese Hinterlegung zeigt die sogenakindeckungn: Die blau
hinterlegten Programmteile sind noch nie gelaufen und wurden ergo auch noch nicht getestet. E
fehlen also noch Tests. In Zukunft achten wir also darauf, dass nichts blaues Ybrigbleibt B ander
falls mYssen wir mehr Tests schreiben. Wir kommen in Abschnitt $.# auf dieses Thema zurYck.

Bei Programmen, die Bilder erzeugen, ist es in der Regel nicht m3glich, die TestfSlle vorh
zu schreiben. Du kannst aber Beispiele ausprobieren, die Du Dir vorher Yberlegt hast, und die
visuell YberprYfen. Wenn Dir ein Ergebnis richtig erscheint, kannst Du das Bild aus der REPL it
das Programm kopieren. In der REPL kSnnte das so aussehen:

(square 40 "solid " "red")
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Du kannst dann das Quadrat aus der REPL kopieren, also zum Beispiel mit der Maus markieren
und dann mitCtrl-C beziehungsweiSérg-C oderCommand-&opieren und dann ins Pro-

gramm miCtrl-V beziehungsweiSg-V oderCommand-&infYgen und dann daraus folgen-

den Test machen:

(check-expect (square 40 “"solid " "red") .)

Al"#$%& ''0

Schreibe ftile  zwei Tests! !

tbrigens ist eine Signatur-Deklaration auch so eine Art Testfall. Das sehen wir, wenn wir absicht-
lich einen Fehler wie diesen hier machen:

(check-expect (billig-strom "30") 13.0)

Probier es aus! Es erscheint zusammen mit den Meldungen Yber die Tests eine Meldung Yber eine
Signaturverletzungie folgt:

Signaturverletzungen:
bekam "30" in stromtarif.rkt ..., Signatur in stromtarif.rkt ...

In der Meldung stehen klickbare Links, die Dir zeigen, wo die Signaturverletzung passiert ist und
welche Signatur verletzt wurde.

Wenn Signaturverletzungen erscheinen, solltest Du diese genau lesen, weil sie auf ein Problem
in Deinem Programm hinweisen und wertvolle Hinweise zu dessen LSsung geben.

### KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN

Wir haben im vorigen Abschnitt folgende Arbeitsschritte kennengelernt, die zu einer Funktion
fYhren:

¥ GerYst

¥ Kurzbeschreibung

¥ Signatur-Deklaration

¥ Tests

¥ Rumpf
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Diese Reihenfolge ist der Reihenfolge ihrer EinfYhrung in diesem Kapitel geschuldet. ZukYnftig i
es sinnvoll, dass wir diese Schritte immer in der gleichen und zwar in folgender Reihenfolge durc
fYhren:

¥ Kurzbeschreibung

¥ Signatur

¥ Tests

¥ GerVst

¥ Rumpf
Dies entspricht auch der Reihenfolge, in der die entsprechenden Elemente im Programm stehe
Wenn Du diese Reihenfolge befolgst, kannst Du Dein Programm einfach CherunterschreibenE.

Eine solche Anleitung zur Konstruktion von Programmen nennen wir in dieseioBuch

struktionsanleitun@a noch viele weitere Konstruktionsanleitungen hinzukommen werden, be-
kommen sie Nummern. Die erste Konstruktionsanleitung legt den Ablauf fest und bekommt dar-
um die besondere Nummer !. Wir fYgen gleich noch zwei weitere Elemente hinzu © Datenanalys
und Schablonen P die wir in spSteren Kapiteln erlSutern werden.

K123451647123$28&7412# 0 (A%8$!")

Gehe bei der Konstruktion einer Funktion in folgender Reihenfolge vor:
". Kurzbeschreibung
$. Datenanalyse
#. Signatur-Deklaration
%.Tests
&.GerYst
‘. Schablonen
(- Rumpf

FYr jeden dieser Schritte gibt es jeweils eine Konstruktionsanleitung, fYr manche mehrere je n
Situation. Es mag Dir YbermS8ig bVYrokratisch vorkommen, immer die gleiche Reihenfolge einz
halten und immer nach der jeweiligen Konstruktionsanleitung vorzugehen. BYrokratisch ist das i
jedem Fall, aber auch eine wertvolle Hilfestellung, die verhindert, dass Du in unnstige Sackgass
gerStst. Wenn Du irgendwann beim L3sen einer Aufgabe in eine Sackgasse gerStst, solltest Dt
erstes YberprYfen, ob Du auch nach den Konstruktionsanleitungen vorgegangen bist. Oft ist d
Ursache des Problems, dass einer der Schritte fehlt.

ZunSchst einmal fYhren wir Konstruktionsanleitungen fYr die Schritte des Ablaufs ein, die wir
schon auf der Liste haben:
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K12345!647123%$288&7412# ' (K!59%&3:;5&7%!2#)

Schreibe fYr die Funktion zunSchst einen Kommentar, der ihren Zweck kurz beschreibt. Ein
Satz, der auf eine Zeile passen sollte, reicht. Beispiel:

Die Kurzanleitung fYr die Datenanalyse, die Du vielleicht an dieser Stelle vermisst, gibt es erst
in Kapitel}. An dieser Stelle hier wird sie noch nicht benstigt.

K123451647123%$28&7412# ( (S7#2$4!5-D&68$5$4712)

Schreibe fYr die Funktion direkt unter die Kurzbeschreibung eine Signatur-Deklaration. Da-
zu denke Dir zunSchst einen msglichst aussagekrSftigen Namen aus. tberlege dann, welche
Sorten die Ein- und Ausgaben haben und schreibe dann eine Signatur, welche die|Ein- und
Ausgaben der Funktion msglichst prSzise beschreiben. Beispiel:

(: billig-strom (natural -> rational))

Achte bei den Zahlen-Signaturen besonders auf eine m3glichst prSzise Signatur. Bej der Funk-
tion billig-strom  wSre auch die Signafoumber -> number) korrekt, aber nicht so
genau.

K12345!647123%$28&7412# ) (T&343)

Schreibe unter die Signatur Tests fYr die Funktion. Denke Dir dafYr m&glichst einfache, aber
auch m3glichst interessante Beispiele fYr Aufrufe der Funktion aus und lege fest, was dabei
herauskommen soll. Mache aus den Beispielen Testsakitxpect . Beispiel:

(check-expect (billig-strom 0) 4.9)

(check-expect (billig-strom 10) 6.8)
(check-expect (billig-strom 20) 8.7)
(check-expect (billig-strom 30) 10.6)

Achte darauf, dass die Tests dafYr sorgen, dass der Code Deiner Funktion durch|die Tests
vollstSndig abgedeckt wird.

Der letzte Satz der Konstruktionsanleitung ergibt, was das Béiggelom  betri.t, keinen

Sinn, da jeder einzelne der Tests bereits dafYr sorgt, dass die Addition und die Multiplikation in
billig-strom  ausgewertet werden. In Absc@t $.# werden wir aber Beispiele programmieren,
bei denen es nicht selbstverstSndlich ist, dass die Tests alles auswerten.
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en aus

in, wie die

ionaus.

Diesen Ablauf demonstrieren wir anhand des zweiten Teils der Stromtarif-Aufgabe. Es gin
um den Tarif CWatt fYr WenigE.

Kurzbeschreibung | Fangen wir mit der Kurzbeschreibung an:

; monatlichen Rechnungsbetrag fYr Tarif Watt fYr wenig berechnen

Signatur | Auch die Signatur-Deklaration kSnnen wir analog zu CBillig-StromE formulieren B
wir mYssen uns nur einen neuen Namen aussuchen:

(: watt-fYyr-wenig (natural -> rational))
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Tests| Die Tests mYssen wir neu formulieren. Esistimmer sinnvoll, mit dem einfachsten Beispiel
anzufangen:

(check-expect (watt-fYr-wenig 0) 8.2)

Ansonsten nehmen wir wieder progressiv gr§8ere Verbrauchswerte und rechnen den Rech-
nungsbetrag im Kopf aus:

(check-expect (watt-fYr-wenig 10) 9.8)
(check-expect (watt-fYr-wenig 20) 11.4)
(check-expect (watt-fYr-wenig 30) 13.0)

GerYst| Das GerYst ergibt sich direkt aus der Signatur:

(define watt-fYr-wenig
(lambda (kWh)

)

Rumpf| Schlie§lich mYssen wir noch den Rumpf vervollstSndigen, indem wir die entsprechende
Formel hineinschreiben:

(define watt-fYr-wenig
(lambda (kWh)
(+ 8.20 (* 0.16 kWh))))

Fertig!

##! DIE MACHT DER ABSTRAKTION

Wir haben bei den Stromtarifen fYr die beiden Aufgabenteile v3llig voneinander unabhSngige L3-
sungen geschrieben. Diese unterscheiden sich allerdings nur in Details P in beiden FSllen wird der
Stromtarif aus einer GrundgebYhr und einem Verbrauchspreis pro kwWh mit der gleichen Formel
berechnet. Die De+nitionen Shneln sich dementsprechend:

(define billig-strom
(lambda (kwWh)
(+ 4.90 (* 0.19 kwh))))
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(define watt-fYr-wenig
(lambda (kwh)
(+ 8.20 (* 0.16 kKWh))))

Diese CVerdoppelungE ist unbefriedigend und kann auch spSter Probleme machen: Wenn ein Fe
ler bekannt wird, mYssen m&glicherweise zwei Funktionen korrigiert werden.

EswSre also gut, wenn wir die Gemeinsamkeiten der beiden Funktionen irgendwie zusamme
fassen knnten, mithin Ylellig-strom  undwatt-fYr-wenig abstrahierekSnnten. Dazu
kopieren wir die Funktion ein letztes Mal und benennen sie um. Au8erdem ersetzen wir alle Ste
len, bei denen sich die beiden Funktionen unterscheiden, jeweils durch eine Variable, zum Beisy
grundgebYhr und pro-kwWh:

(define stromtarif-rechnungsbetrag
(lambda (kWh)
(+ grundgebYhr (* pro-kWh kwh))))

Die beiden neuen Variablen sind noch nicht gebunden, wir mYssen sie zu den Parametern d
lambdahinzufYgen:

(define stromtarif-rechnungsbetrag
(lambda (grundgebYhr pro-kWh kwh)
(+ grundgebYhr (* pro-kWh kwh))))

Wir ergSnzen noch Kurzbeschreibung und Signatur. Die neuen Parameter sind auch beide ration
Zahlen, das sieht also so aus:

: monatlichen Rechnungsbetrag fYr Stromtarif berechnen
(: stromtarif-rechnungsbetrag (rational rational natural -> rational))

Au8erdem sollten wir Tests formulieren. Diese k3nnen wir aus den Teiditg&from  und
watt-fYr-wenig abschreiben. Wir mYssen nur jeweils zu den Argumenten noch die Grundge-
bYhr beziehungsweise den Preis pro kWh hinzufYgen:

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 0) 4.9)
Billig- Strom
(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 10) 6.8)
; Billig-  Strom
(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 20) 8.7)
; Billig- Strom
(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 30) 10.6)
; Billig-  Strom
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(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 0) 8.2)
; Watt fYr wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 10) 9.8)
. Watt f¥r wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 20) 11.4)
; Watt fYr wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 30) 13.0)
. Watt f¥r wenig

Schlie§lich k§nnen wir auch die De+nitionenhitig-strom  undwatt-fYr-wenig  so Sn-
dern, dass sie nicht mehr CselbstE den Rechnungsbetrag ausrechnen, sondern dafYr die Funktion
stromtarif-rechnungsbetrag benutzen:

(define billig-strom
(lambda (kWh)
(stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 kWh)))

(define watt-fYr-wenig
(lambda (kWh)
(stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 kWh)))

Zu dieser Technik werden wir in diesem Buch noch oft greifen. Sie erspart nicht nur Arbeit und
machtunsere Programme leichter zu handhaben, sondern fY hrt manchmal zu ganz neuen Erkennt-
nissen B zu sehen zum Beispiel in Kgpitel *.

##$ MANTRAS FTR DIE PROGRAMMIERUNG

Nach den einfachen Programmen bisher werden wir in den folgenden Kapitelnimmer interessante-
re Funktionen schreiben und dabei weitere Konstruktionsanleitungen fYr spezi+sche Situationen
einfYhren.

Es gibt aber einige Ybergreifende Prinzipien des Programmierens, die wir immer wieder auf-
greifen werden. Nicht alle sind jetzt schon relevant, aber wir listen sie hier einmal auf, damit sie an
einer Stelle gesammelt sind und wir darauf in den folgenden Kapiteln Bezug nehmen kSnnen.

Das erste Mantra soll einem PhSnomen entgegenwirken, das wir oft bei unseren Studierenden
beobachtet haben, die manchmal bei einer Aufgabe aufgeben, bevor sie alles hingeschrieben haben,
was sie wissen.
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M$245% '
Achte darauf, dass fYr alles, was Du wei§t, tatsSchlich auch etwas im Programm steht.

Das nSchste Mantra klingt eigentlich wie Kinderkram:

M$2453 (
Lies, was dort steht.

Das genaue Lesen fSlit uns aber erstaunlich schwer. FYr dieses Buch sind zwei Aspekte des Lt
besonders wichtig. Am wichtigsten ist das Lesen der jeweiligen Aufgabenstellung, und zwar Schi
fYr Schritt B gerade so, dass wir genug fYr den jeweils nSchsten Schritt verstehen b anstatt alle
einmal. Au§erdem gibt DrRacket (oder andere Programmierumgebungen) oft nYtzliche RYckme
dungen, die es sich zu lesen lohnt, auch wenn das manchmal mYhsam ist.

Die Konstruktionsanleitungen geben Hilfestellung dabei, die Aufgabenstellung strukturiert
zu lesen und in Deinem Programm zu schreiben, was Du wei§t. Daraus folgt das nSchste Mantr,

M$245% )
Gehe nach den Konstruktionsanleitungen vor. Wenn Du Dich in einer Sackgasse wieder+nde:
YberprYfe, ob Du alle relevanten Konstruktionsanleitungen angewendet hast.

Die Konstruktionsanleitungen helfen uns, Fortschritte zu machen B auch wenn wir noch nicht
alles verstehen B zu lesen, was dort steht und aufzuschreiben, was wir wissen.
Das folgende Mantra haben wir schon in Absghnjit "."$ ayf $eite #% kennengelernt:

M$245$ *
Wenn Du zwei Programmiteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inha
lich verwandt sind, abstrahiere!

Bisher haben wir nur kleine Programme mit ein, zwei oder drei Funktionen geschrieben: Grs8er
Programme bestehen aus vielen Funktionen, und dieses Mantra benennt das Prinzip, nachdem!
es in Funktionen aufteilen:

M$245% +
Wenn in Deinem Programm mehrere Dinge berechnet werden, denen Du verschiedene Name
geben kannst, schreibe fYr jedes eine separate Funktion.
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Wir werden oft mathematische Einsichten in Form von Gleichungen benutzen, um unsere Pro-
gramme zu verbessern:

M$245$ ,
Nutze Gleichungen aus, um Dein Programm zu vereinfachen.

Manchmal macht es Spa§, ein kompliziertes Programm zusammenzubasteln wie ein Puzzle. Leider
fYhrt dies oft zu unerwYnschter KomplexitSt: Komplexe Programme sind fehleranfSllig, schwierig
zu verstehen und schwierig weiterzuentwickeln. Wir sollten uns davor hYten:

M$245$ -

Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthSlt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damitihre LSsung
fehleranfSllig ist.

Das nSchste Mantra beschreibt, wie Du besonders gute ReprSsentationen entwickeln kannst. Worum
es genau geht, steht in Kap|tel & auf Sgite "##.

M$245% .
Suche nach Kombinatoren fYr Deine Daten, die aus kleinen Dingen gr38ere Dinge machen b und
daraus wieder grS8ere Dinge machen.

AUFGABEN

Al'#$%E& "
SelC eine Temperatur in Grad Celsius. Die TempeFainiGrad Fahrenheit ergibt sich als:

9
= ZC+
F 5C 32

". Schreibe eine Funktiorlsius->fahrenheit , die als Eingabe eine TemperatuCiak-
zeptiertund eine Temperatur i zurYckgibt. Benutze dazu die Konstruktionsanleitung.

$. Schreibe eine Funktiémhrenheit->celsius , die als Eingabe eine TemperatuFiak-
zeptiert und eine Temperatur i@ zurYckgibt. Benutze dazu ebenfalls die Konstruktionsan-
leitung!
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Al"#3%& .(
Vervielfachung von Zeichenketten:
¥ Schreibe eine Funktiglouble-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und diese Cver-
doppeltE, das heist, fYr eine Eingabeerber" den RYckgabewerBperberSperber "
liefert.
¥ Schreibe eine Funktignadruple-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und Cvervier-
fachtE.
¥ Schreibe eine Funktiattuple-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und Cveracht-
fachtE.
¥ Schreibe eine Funktisixteentuple-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und Cver-
sechzehnfachtE.

Al"#3%& ")

Dielnternetzeiist ein alternatives Konzept der Zeitmessung, bei dem der Tag nicht in $% Stunder
~'IMinuten " '! Sekunden eingeteilt wird, sondern in "!l!! sogenanntbeatsEin solcher .beat

ist damit " Minute $' Sekunden und % Zehntelsekunden lang, zur weiteren Unterteilung gibt es
zwei Nachkommastellen, au8er, wenn beide Nachkommastellen ! sind: In diesem Fall gibt es nt
eine Nachkommastelle.

Notiert wird die Zeit durch ein @-Symbol vor dem Wig@eL0ist gleichbedeutend mit ! Uhr
mitteleuropSischer Zeit.

Zum Beispiel also entspricht die Uhrzeit #:1$, * Sekunden und ' Zehntelsek@i@érb0
.beats.

Schreibe eine Funktitime->beats , die aus einer Uhrzeit aus Stunden, Minuten, Sekun-
den und Zehntelsekunden die Internetzeit in .beats berechnet. Die Funktion bekommt vier Einga
ben: Stunden, Minuten, Sekunden und Zehntelsekunden.

Benutze Abstraktion und schreibe Hilfsfunktionen an den Stellen, an denen sie Teilprobleme
ISsen!

Bei der LSsung der Aufgabe sind die eingebauten Funkfiomenund round hilfreich;

Die erste Funktion rundet ab, die zweite rundet auf oder ab, je nachdem ob der Nachkommeante
unterhalb oder oberhalb von |,& liegt.

Al"#$%& .*

In den USA und in Europa gibt es unterschiedliche Ma8e fYr die Energiee,zienz von Kraftfahr-
zeugen:
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¥ In Europa ist das gSngige Ma8\uiebrauclin Liter pro "!! km (I/"1'km);
¥ in den USA ist das gSngige MaSRdiehweite Meilen pro Gallone (mi/gal).
Schreibe Funktionen, die zwischen beiden Ma8einheiten umrechnen. Gehe dazu wie folgt vor:
Halte Dich bei jeder Funktion, die Du schreibst, an den Ablauf: Schreibe zuerst die Kurzbe-
schreibung und die Signatur. Schreibe als NSchstes einige TestfSlle. Leite danach das GerYst von
der Signatur her und vervollstSndige den Rumpf der Funktion.
". Schreibe eine Funktidters-per-hundred-kilometers , die eine Menge Benzinin Li-
ter und die Reichweite dieses Benzins in Kilometer akzeptiert und daraus den Verbrauch in
Liter pro "!! km berechnet.
$. Schreibe eine Funktioniles-per-gallon , die eine Entfernung in Meilen und den Benzin-
verbrauch auf diese Entfernung in Gallonen akzeptiert und daraus die Reichweite in Meilen
pro Gallone berechnet.
#. De+niere eine Konstaiémeters-per-mile  (eine US-Meile entspricht etly&1 Ki-
lometer) und schreibe zwei Funktiokiémmeters->miles  undmiles->kilometers ,
die jeweils eine Entfernung in einer Ma8einheit akzeptieren und die Entfernung in die jeweils
andere Ma8einheit umrechnen.

%.De+niere eine Konstartiers-per-gallon (eine Gallone entspricht et®&9 Liter)
und schreibe zwei Funktioni@ers->gallons und gallons->liters  , die jeweils ei-
ne Menge in einer Ma8einheit akzeptieren und die Menge in die jeweils andere Ma8einheit
umrechnen.

&. Schreibe die FunktidiiOOkm->mi/gal ,die einen Verbrauchin Liter pro"!' km akzeptiert

und in die Reichweite in Meilen pro Gallone umrechnet. Benutze dafYr die Funktionen, die

Du in den anderen Teilaufgaben erstellt hast. Solltest Du auf weitere Teilprobleme sto8en,

abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktionen.

Schreibe die Funktioni/gal->I/100km , die eine Reichweite in Meilen pro Gallone akzep-

tiert und in den Verbrauch in Liter pro "!! km umrechnet. Benutze dafYr die Funktionen,

die Duin den anderen Teilaufgaben erstellt hast. Solltest Du auf weitere Teilprobleme sto8en,

abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktionen.

(. Finde heraus, wie hoch der Benzinverbrauch verschiedener Kraftfahrzeuge ist, die Du tSglich
im Stra8enverkehr in Deutschland siehst. Vergleiche diesen Verbrauch mit den Reichweiten-
angaben typischer Kraftfahrzeuge fYr den US-amerikanischen Markt.

Al"H$%N& '+

In einem Betrieb wird eine Stechuhr aufgebaut, die bei Arbeitsbeginn und bei Arbeitsende den
aktuellen Zeitpunkt auf eine Karte stempelt. Ein Zeitpunkt wird durch Stunden, Minuten und Se-
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kunden beschrieben. Durch geschickte Verhandlungen des Betriebsrats sind Nachtschichten v
boten. Arbeitsbeginn ist frYhestens um ' Uhr morgens und Arbeitsende ist spStestens um $$ Uh
Jeder Arbeiter in diesem Betrieb verdient pro Seuride

Schreibe eine Funktiomney-earned, welche aus zwei gegebenen Zeitpunkten (Arbeitsbe-
ginn und Arbeitsende) berechnet, wie viel Geld in dieser Zeit verdient wurde. Es genYgt, wenn d
Betragin Centangegebenwird. Rechne die Uhrzeiten hierfYr zunSchstin Sekunden um. Die Fun
tion dafYr hat sechs Eingaben: Stunde-Beginn, Minute-Beginn, Sekunde-Beginn, Stunde-En
Minute-Ende, Sekunde-Ende.

Benutze Abstraktion und schreibe Hilfsfunktionen an den Stellen, an denen sie Teilprobleme
ISsen!

Al"#$%& ",

(etwas schwieriger, mit Physik)
Ein Boot Yberquert einen Fluss mit Strmung und kommt durch die StrSmung vom geplanten
Kurs ab. Dadurch wird die Strecke, die das Boot tatsSchlich zurYcklegt, ISnger.

I"#$$HY&' ) I"#$$H%&'

I"#$$#%&' I"#$SHNE&!

Gegeben ist die Breite des Flusstie StrSmungsgeschwindigkeit des Fiyssgsnd die
Geschwindigkeit des Bootgs,. Berechne die LSnge der Strecke, die das Boot tatsSchlich zurYck:
legt. Programmiere dazu Funktionen, die folgende Teilprobleme I13sen:
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. Schreibe eine Funktiorossing-time , welche die Zeit berechnet, die fYr das tberqueren

des Flusses benstigt wird:
a

t=
VBoot

$. Schreibe dann eine Funktioimer-shore-offset  , die die LSnge der Strecke berechnet,
die das Boot abgetrieben wird (also den Versatz am anderen Ufer, im Schaubildidie Strecke
#. Um c zu berechnen, brauchst Du &atz des Pythagoras

4 tf= &

Schreibe eine Funktibgpotenuse, diec der obigen Gleichung berechnet.
Um die Quadratwurzel einer Zahl zu berechnen, kanssfrdwerwenden, die folgende
Signaturdeklaration hat:

(: sgrt (number -> number))

Solltest Du auf weitere Teilprobleme sto8en, abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktio-
nen.

%. Schreibe schlie8lich eine Funkbionat-travel-distance , die die tatsSchliche Strecke be-
rechnet, die das Boot zurYcklegt. Benutze dafYr die bisher geschriebenen Funktionen.
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Computerprogramme mYssen bei manchen Daten, die sie verarbeiten, zwischen verschiede
M&glichkeiten di.erenzieren: Ist die Wassertemperatur warm genug zum Baden? Welche von fY1
Tuppersch¥Ysseln ist fYr eine bestimmte Menge Karto.elsalat gro§ genug? Welches ist die richti
Abzweigung nach Dortmund? Solche Entscheidungen sind daran festgemacht, dass ein Wert
einer von mehreren verschiedenen Kategorien gehSren kann B es handelt sich dann um eine
genannté&allunterscheidungunktionen operieren auf Daten mit Fallunterscheidung derch
zweigungen

In diesem Kapitel werden wir zunSchst zwei besonders einfache Arten von Fallunterscheidu
gen behandeln, nSmiishfzShlungennd Zahlenbereichi Kapite[ % werden wir die Fallunter-
scheidungen noch einmal aufgreifen und mit sogenaameschten Datprogrammieren.

l# RECHNEN MIT BOOLESCHEN WERTEN

FYr die Programme dieses Kapitels benstigen wir eine neue Art von Daten. Die ergeben sich, we
wir zum Beispiel zwei Zahlen vergleichen:

(< 05)
T#t

(< 0 5) istdie Schreibweise o« 5. Das#t steht fYr CtrueE oder CwahrE, denn die Aussage
CistO kleiner alSE stimmt ja. Umgekehrt kommt natYrlich nighteraus:

(<50
To#f

Das#f steht fYr CfalseE oder CfalschE, denn diese Aussage stimmt nicht.

GWahrE und CfalschE hei§en zusanmelesche Westker aucVahrheitswerféEin Aus-
druck, bei dem ein boolescher Wert herauskommt, hei§t dementsprechéodlascher Aus-
druck

Wir werden boolesche AusdrYckdBefingungemennen. Wenn eine Bedinguttdiefert,
werden wir auch die Sprachregelung benutzen, dass die Baglinguneziehungsweise, dass,
wenn sigt liefert, siaicht gilt

Die booleschen Werte sind benannt nach George Boole (#)#&P#)'%), der als Erster einen algebraischen Ansatz
f¥r die Behandlung von Logik mit den Werten CwahrE und CfalschE formulierte.
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<isteine eingebaute Funktion, die auf Ckleiner alsE testet, also dem mathematischen Operator
< entspricht. Ebenso gibt es aué¥r Cgri8er alsE (Mathemati), = fYr CgleichE (Mathema-
tik: =), <=fYr Ckleiner oder gleichE (Mathematikund >=fYr Cgrs8er oder gleichE (Mathe-
matik:( ).

Analog zt= fYr Zahlen k3nnen Zeichenketten stitng=? verglichen werden:

(string=? "Mike" "Mike")
Tt

(string=? "Herbert" "Mike")
T #f

#t und#f sind Literale, wie Zahlen. Sie kSnnen also auch in Programmen stehen:

#
T#t
#f
T #f

Programme k3nnen mit booleschen Werten auch rechnen. Ein Ausdruck der Form
(and e & ... &)

ergibt immer dan#t , wenn alle #t ergeben, songt. Bei zwei Operanden und e, ergibt
(and e; &) immerdanntt , wenne; unde; #t ergeben:

(and #t #1)
Tt
(and #f #t)
T Hf
(and #t #f)
T#f
(and #f #f)
T Hf

Entsprechend zu dend-AusdrYcken mit CundE gibt es auch AusdrYcke der Form, die CoderE
umsetzen:

(or e & ... &)

die immer dan#t ergeben, werginerdere; #t ergibt, sonstf . Bei zwei Operandenunde,
ergibt(or e; e;) immer danr#t , wenne; odere, #t ergeben:
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(or #t #t)
To#t
(or #f #1)
Tt
(or #t #f)
To#t
(or #f #f)
T Hf

Dasor berechnet also dimklusive©der:(or e; e,) bedeutet € odere, oder beidesE, im
Gegensatz zuaxklusive®der Centwedey odere, E[ﬂ

Des Weiteren gibt es noch eine eingebaute Funktipdie einen booleschen Wert umdreht
beziehungsweise de$¢egatiorberechnet, sich also folgendermagen verhSit:

(not #f)
T#t
(not #t)
T Hf

FYr boolesche Werte gibt es die Sighatlean.

Al"#$%& (!

Schreibe eine Funktion, die von zwei booleschen Werten das exklusive Oder berechhet.

.l VERZWEIGUNGEN

‘ fallunterscheidungen/say-number.rkt Code

Um Fallunterscheidungen zu demonstrieren, nehmen wir uns folgende Beispielaufgabe vor: W\
schreiben eine Funktion, die eine Zahl (auf Englisch) CaufsagenE soll. Sie soll sich so verhalten

(say-number 0)
T "zero"
(say-number 1)
T "one"

$ In der Informatik ist mit CoderE ohne Zusatz fast immer das inklusive Oder gemeint. Wer das exklusive Oder

meint, sagt auch Cexklusives OderE.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/fallunterscheidungen/say-number.rkt

%' VERZWEIGUNGEN

Der Einfachheit halber beschrSnken wir uns vorlSu+g auf die Zahlen von Null bis Drei. Die Funk-
tion hat folgende Kurzbeschreibung:

Zahl zu Text machen
Die Funktion macht aus einer natYrlichen Zahl eine Zeichenkette und hat folgende Signatur:
(: say-number (natural -> string))

Die Signatur sagt leider nichts darYber aus, dass die Funktion nur bis Drei funktioniert B spSter
werden wir noch beschreiben, wie die Signatur prSziser werden kann. Hier wollen wir uns jedoch
erst einmal auf die Funktionsde-+nition konzentrieren. Vorher machen wir aber die obigen Beispiele
zu TestfSllen:

(check-expect (say-number 0) "zero")
(check-expect (say-number 1) "one")

Das GerYst ergibt sich direkt aus der Signatur:

(define say-number
(lambda (n)

)

Aberwie kommen wir jetzt weiter? Die Eingabe zerfSlitjainvier FSlle D !, ", $und #D sie bildet somit
eingrallunterscheidungm eine Fallunterscheidung in der Eingabe einer Funktion verarbeiten zu
kSnnen, benstigen wir ein neues Programmelemeierdieeigung/erzweigungen beginnen

mit dem Wortcond und gehSren zu den kompliziertesten Programmelementen, die wir in diesem
Buch benutzen. Aber keine Sorge, so schlimm wird es nicht. Um eine Verzweigung zu schreiben,
mYssen wir wissemig viel&Slle es gibt. In unserer Aufgabe sind das vier. Die Verzweigung dafYr
hat folgende Form:

(define say-number

(lambda (n)
(cond
(oo o )
(PP )
(er o )
C——.))),
Jedes der ProgrammstYcke...) ist ein sogenannt&weig Der erste Teil eines Zweigs ist

immer eine Bedingung, der fYr den entsprechendén liefiérn sollte und fYr die anderen FSlle
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#f . In diesem Fall muss die Bedingung jedes Zweiges jeweils eine der Zahlen von Null bis Dr
identi+zieren:

(define say-number

(lambda (n)

(cond
(no0.)
(n1.)
(=n2.)
(= n3) .00

Der jeweils zweite Teil des Zweiges ist das gewYnschte Ergebnis fYr den entsprechenden Fall. V
wir das ausfYllen, sieht das Resultat so aus:

(define say-number
(lambda (n)
(cond
(=no0) "zero")
(=n 1) "one")
(= n 2 "two")
(= n 3) "three "))

Fertig!
Al"#3%& (.(

Finde heraus was passiert, wenn Du die Funktion mit einer Zahl aufrufst, fYr die sie nicht gemact
ist. !

Wie oben schon erwShnt, suggeriert die Signatseyarumber, dass sie eine beliebige natYrli-
che zZahl aufsagen kann, auch wenn sie nur bis Drei funktioniert. GIY cklicherweise k¥nnen wir di
Signatur prSzisieren, und zwar so:

(: say-number ((integer-from-to 0 3) -> string))

Die Funktioninteger-from-to  liefert also eine Signatur, die natYrliche Zahlen zwischen einer
Unter- und einer Obergrenze beschreibt.
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say-number.rkt - DrRacket

Syntaxpriifung @ +*

Stepper »| Start » Stop ™

; Zahl zu Text machen
(: say-number (natural -> string))

(check-expect (say-number @) "zero")
(check-expect (say-number 1) "one")

(define say-number
(lambda (n)

((= n @) "zero")
((=n 1) "one")
((=n 2) "two")
({(= n 3) "three"))))

Sprache: Schreibe Dein Programm!; memory limit: 128 MB.
Beide Tests waren erfolgreich.
>

Schreibe Dein Programm! v 4:2 4100Mell ¢

Abbildung "!: Anzeige von Abdeckung in DrRacket

.3 ABDECKUNG

Vielleicht ist Dir bei desay-number-Funktion aus dem vorigen Abschnitt aufgefallen, dass bei
dem Programm unmittelbar, nachdem es gelaufen ist, zwei Zeilen farbig hinterlegt sind, wie in Ab-
bildun@" zusehen. Das liegtdaran, dass diese beiden Zeilen nie ausgewertet wurden, weil die Tests
nur die ersten beiden FSlle YberprYfen. Theoretisch k3nnte in den beiden letzten Zweiden fYr
3noch ein Fehler stecken, und die Tests wYrden es nicht bemerken.

Wenn Du folgende TestfSlle hinzufYgst, geht die farbige Hinterlegung weg:

(check-expect (say-number 2) "two")
(check-expect (say-number 3) "three ")

Probier es aus b am besten erst nur den einen, dann den anderen!

Die farbige Hinterlegung zeigt dledeckungn, wie wir es schon in Absch"."! auf Sei-
te@ kurz diskutiert haben: Ein Ausdruck im Programm, der durch die Tests ausgewertet wird,
hei§tabgedeckbie farbig hinterlegten AusdrYcke sind also nicht abgedeckt. Der letzte Satz von
Konstruktionsanleitu@ # auf S@e #$ sagt genau das: Eine Funktion sollte durch ihre Tests voll-
stSndig abgedeckt werden. Die Abdeckung ist also eine Minimalanforderung an unsere Tests.
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.% AUFZEHLUNGEN

fallunterscheidungen/pet.rkt Code

NSchste Beispielaufgabe: Wir wollen Haustiere einteilen in niedliche und nicht so niedliche. E
gibt in der Welt dieser Aufgabe nur drei verschiedene Haustiere: Katzen, Hunde und Schlange!
Haustiere kSnnten wir in einem Kommentar im Programm so beschreiben:

; Ein Haustier ist eins der folgenden:
- Katze
- Hund

;- Schlange

Solch ein kurzer Kommentar, der die Daten beschreibt, die in unserer Aufgabe vorkommen, heif
Datende!nition Mehr dazu in Abschn.'. Die Formulierung der Datende+nition Ceins der fol-
gendenE deutet daraufhin, dass auch diese Sorte Daten in mehrere FSlle zerfSllt b es handelt
also wieder um eine Fallunterscheidung.

Bevor wir die eigentliche Aufgabe I5sen (niedlich oder nicht), mYssen wir uns zunSchst Ybe
legen, wie wir Haustiere im Programm reprSsentieren: FYr die Zwecke dieser Aufgabe reicht es
wissen, mitvelcheder drei M8glichkeiten wir es zu tun haben. Wir benutzen die einfachste M3g-
lichkeit, Zeichenketten mit dem entsprechenden TextKalsee ", " Hund und" Schlange” .

Eine solche Au-istung von Werten bildet eine sogenanfe8hlundd ein Spezialfall einer
Fallunterscheidung.

FYr die AufzShlung der Haustiere gibt es noch keine fertige Signatur, die mYssen wir noc
de+nieren. DiSignatur-Del!nitiorsieht so aus:

(define pet
(signature (enum "Katze" "Hund "Schlange")))

Da sind gleich zwei neue Programmelemente drin:
¥ Wir schreibesignature immer, wenn wir eine neue Signatur erzeugen.
¥ enun(das funktioniert nur innerhalb eisésnature -Ausdrucks) ist fYr AufzShlungen zu-
stSndig. In eineemumAusdruck stehen die Werte, die zur AufzShlung geh3ren.

Al'HS$%8. ()

Die Funktionsay-number aus dem vorigen Abschnitt hat ja als Signatur-Deklaration die folgen-
de:

(: say-number ((integer-from-to 0 3) -> string))


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/fallunterscheidungen/pet.rkt
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Schreibe explizite Datende+nitionen fYr Ein- und Ausgabe der Funktion und mache ihre Signatur
mit Hilfe von AufzShlungen prSziser! !

ZurYck zu unserer Funktion zur Niedlichkeitsanalyse. Die de+nierte Bagrigmnen wir nun
in der Signatur-Deklaration unserer Funktion benutzen. Zusammen mit der Kurzbeschreibung
sieht das so aus:

; Ist Haustier niedlich ?
(: cute? (pet -> boolean))

Das Fragezeichen gehdrt zum Namen der Funktion und ist eine Konvention, die wir fYr die Namen
von Funktionen verwenden, die einen booleschen Wert zurYckgeben D also solche Funktionen, die
eine Ja-/Nein-Frage beantworten.

Da es nur drei M&glichkeiten fYr die Eingabe gibt, kSnnen wir fYr alle drei jeweils einen Test
schreiben:

(check-expect (cute? "Katze") #t)
(check-expect (cute?  "Hund) #t)
(check-expect (cute?  "Schlange") #f)

Kommen wir zur Funktion selbst. ZunSchst einmal das GerYst:

(define cute?
(lambda (p)

)

Da es sich bei der Eingabe um eine AufzShlung, also eine Fallunterscheidung handel, brauchen wir
eine Verzweigung im Rumpf. Da es drei FSlle in der AufzShlung gibt, braucht die Verzweigung
ebenfalls drei Zweige:

(define cute?

(lambda (p)
(cond
(.. ... )
(.. ... )
(CGRS))

Als NSchstes mYssen wir die Bedingungen schreiben, und digesotitsmit Katze" ," Hund
und" Schlange" vergleichen. Dabei kSnnte man leicht auf die Idee korfrnen,” Katze™)
etc. zu schreiben. Dann kommt allerdings eine Fehlermeldung etwa so:
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=: Zahl als erstes Argument erwartet, "Katze" bekommen

Die Funktion=fYhlt sich also nur fYr Zahlen zustSndig, fYr Zeichenketten mYssen wir die Funk-
tion string=? verwenden:

(define cute?
(lambda (p)
(cond
((string=? p "Katze") ..)
((string=? p  "Hund) ..)
((string=? p  "Schlange") ...))))

Bisher ergibt sich alles rein aus der De-+nitigpatorSchlieglich mYssen wir noch die Antworten
ergSnzen. Katzen und Hunde sind niedlich, Schlangen nicht:

(define cute?
(lambda (p)
(cond
((string=? p "Katze") #t)
((string=? p  "Hund) #t)
((string=? p  "Schlange") #f))))

Fertig!

.& ZAHLENBEREICHE

‘ fallunterscheidungen/heat-water.rkt Code

Eine weitere hSu+g vorkommende Art der Fallunterscheidung gibt es bei Zahlenbereichen.

Um das zu demonstrieren, nehmen wir uns folgende Aufgabe vor: Wir schreiben eine Funkti
on, die CWasser erhitztE. Das hei§t, wir fYgen einer bestimmten Menge Wasser bei einer bestin
ten Temperatur eine bestimmte Menge WSrme zu. Wir wollen berechnen, wie warm das Wass
danach ist. Der Einfachheit halber messen wir die zugefYgte WSrme B genau wie die Temperatt
in Grad Celsius C)[]Wir schreiben dazu drei Versionen der Funktion:

¥ Die erste, naive Version addiert einfach auf die Anfangstemperatur die hinzugefYgte WSrme
¥ Die zweite Version berYcksichtigt, dass Wasser esigtet und nicht hei§er werden kann.

# Wir vereinfachen schon sehr stark, aber Temperaturerhdhung und WSrme sind Yber die WSrmekapazitSt ver-

wandt.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/fallunterscheidungen/heat-water.rkt
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¥ Die dritte Version berYcksichtigt zusStzlich, dass gefrorenem WasSazineWSrme von
)! " C hinzugefYgt werden muss, damit es schmilzt und dann immer noch egstdiei !
Wir berYcksichtigen also schrittweise, dass die innere Energie des Wassers D die WSrme D nicht das-
selbe ist wie dessen Temperatur.

Naive Version| Wirfangen mitder naiven Version an und gehen nach dem Ablauf der Konstruk-
tionsanleitungen vor. Zuerst kommt also eine Kurzbeschreibung:

; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, naiv

Als NSchstes kommt die Signatur-Deklaration. Die Anfangstemperatur und die hinzugefYgte WSr-
me sind die Eingaben; sie stellen wir als reelle Zahlen dar. Heraus kommt die Endtemperatur, auch
eine reelle Zahl. Da wir schon wissen, dass diese Version etwas einfach ist, hSn@earwir eine

den Namen:

(: heat-water-O (real real -> real))
Nun schreiben wir einige einfache Beispiele als TestfSlle hin:

(check-expect (heat-water-0 -10 20) 10)
(check-expect (heat-water-0 10 20) 30)
(check-expect (heat-water-0 90 20) 110)

Als NSchstes kommt das GerYst an die Reihe:

(define heat-water-0
(lambda (temp heat)

)

Der Rumpf ist jetzt kein Hexenwerk, die beiden Eingaben werden einfach addiert:

(define heat-water-0
(lambda (temp heat)
(+ temp heat)))

Noch die Tests laufen lassen und fertig!

Siedendes Wasser|  Als NSchstes wollten wir berYcksichtigen, dass Wasser bei normalen Druck-
verhSitnissen nicht Yber"C hei§ werden kann. Die Kurzbeschreibung passen wir nur leicht an;
die Signatur bleibt ebenfalls fast unverSndert ® wir Sndern nur den Namen und macl@en aus der
einel:



ZAHLENBEREICHE &$

;. Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, Sieden ber Ycksichtigen
(: heat-water-1 (real real -> real))

Bei den Tests k3nnen wir natYrlich die Testhieanwater-0  kopieren, aber den letzten mYs-
sen wir anpassen:

(check-expect (heat-water-1 -10 20) 10)
(check-expect (heat-water-1 10 20) 30)
(check-expect (heat-water-1 90 20) 100)

Beim Testen ist es immer sinnvoll, auch GrenzfSlle zu testen D schaltet die Funktion wirklich un
wenn die "!! erreicht sind.
Dazu dienen folgende zwei TestfSlle:

(check-expect (heat-water-1 99 1) 100)
(check-expect (heat-water-1 99 2) 100)

Da die Signatur die gleiche ist, ist auch das GerYst identisch:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)

)

Ab "Il " C muss die Funktion inr Ergebnis also anders berechnen. Oder, anders gesagt, die Eingal
fallen in zwei verschiedene Klassen: die, bei denen die Summe unter "!! liegt und die, bei denen s
darYber liegt. Wir bentigen alsocgind mit zwei Zweigen:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)

(cond
(.. ... )
(.. ... )

Wir brauchen nun eine Bedingung, die feststellt, ob die Sumteenpusd heat unterhalb
von "!! liegt (genauer: kleineder gleichveil "!! gerade so erreichbar ist) und eine dafYr, dass die
Summe darYber liegt. Die k3nnten so aussehen:

(<= (+ temp heat) 100)
(> (+ temp heat) 100)

Wenn wir diese beiden Bedingungen an die entsprechenden Stellen im Rumpf setzen, sieht da:
aus:
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(define heat-water-1
(lambda (temp heat)
(cond
((<= (+ temp heat) 100) ..))
((> (+ temp heat) 100) ...))))

An die Stellen nach den Bedingungen mYssen wir AusdrYcke setzen, die das Ergebnis liefern, das
im jeweiligen Fall richtig ist. Das wSre dann:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)
(cond
((<= (+ temp heat) 100) (+ temp heat))
((> (+ temp heat) 100) 100))))

Fertig!

A"#$%& (*

MYssen es bei den beiden Bedingungen unbedingd > sein? Was passiert, wenr2durch
<ersetzt und das Programm dann laufen ISsst? Was passiert, wenn Du dann ensetzti &
durch>=? Warum funktioniert das Programm dann immer noch? !

Siedendes Wasser und Eis| Kommen wir zur GVollversionE. Zur Erinnerung: Da mYssen wir
noch berYcksichtigen, dass gefrorenem WasseEwiné WSrme von JC hinzugefYgt werden
muss, damit es schmilzt und dann immer noGtat.

Wir fangen wieder mit der Kurzbeschreibung an:

; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, mit Eis & Sieden

Dadiese Version die letzte ist, hat sie keine Nummer mehr. Ansonsten ist die Signatur unverSndert:
(: heat-water (real real -> real))

Die Tests knnen wir nicht unverSndert Ybernehmen. Gleich der erste funktioniert nicht mehr:
(check-expect (heat-water -10 20) 10)

Das AufwSrmen des Wassers%ub@ C auf0’ C erfordert nurl0' C WSrmezufuhr, dann aber
mYssen erst einmal Jveitere WSrme zugefYhrt werden, damit es weiter geht. Den TestfallmYssen
wir also Sndern:
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(check-expect (heat-water -10 20) 0)
Die anderen TestfSHeat-water-1 k&nnen so bleiben:

(check-expect (heat-water 10 20) 30)
(check-expect (heat-water 90 20) 100)
(check-expect (heat-water 99 1) 100)
(check-expect (heat-water 99 2) 100)

Ein paar weitere Tests sollten aber noch genau kiSren, was um den Nullpunkt herum so passit
und wo genau er Yberschritten wird:

(check-expect (heat-water -10 5) -5)
(check-expect (heat-water -5 60) 0)
(check-expect (heat-water -5 90) 5)
(check-expect (heat-water -1 81) 0)
(check-expect (heat-water -1 82) 1)

Wieder sollten wir darYber nachdenken, in welche FSlle unsere Eingaben zerfallen. Da gibt es «
naheliegende FSlle:

". Die Anfangstemperatur ist unC, es wird also Eis erwSrmt.

$. Die ErwSrmung wYrde die Wassertemperatur aufothererhdhen.

#. Alles andere B das Wasser fSngt -Yssig an und bleibt durch die ErwSrmung -Yssig.
Der erste Fall hat au§erdem noch drei CUnterfSlleE:

¥ Die ErwSrmumg bleibt untercC.

¥ Die ErwSrmung bleibt b@iC CsteckenE

¥ Die ErwSrmung erh3ht die Temperatur Yber den Nullpunkt hinaus.
So komplizierte Fallunterscheidungen sind relativ selten. Wenn sie doch einmal auftauchen, ist |
sondere Sorgfalt gefragt. Deshalb exerzieren wir das hier als Beispiel durch.

Fangen wir wieder mit dem GerYst fYr die Funktion an:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

)

Wirwissen schon aus der Analyse der FSlle, dass es drei FSlle gibt. Deshalb brauchen wir auch w
eincond mit drei Zweigen.

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
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(oo )
(oo )
(o )

Jetzt ergSnzen wir Bedingungen, die den drei FSllen entsprechen. Um in diesem komplizierten Fall
die Zuordnung von FSllen und Bedingungen klar erkennbar zu machen, stehen diese jeweils als
Kommentar darYber:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond

. Die Anfangstemperatur ist unter 0'C, es wird also Eis erwSrmt.
((< temp 0) ...)
;. ErwSrmung wrde Wassertemperatur auf Yber 100° C erhhen.
(>= (+ temp heat) 100) ..))
: Wasser f Sngt fl Yssig an und bleibt durch ErwSrmung fl VYssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100)) ...))))

Jetzt k8nnen wir uns daran machen, die Zweige auszufYllen. Da der erste Zweig (das Eis) kom-
plizierter ist, schieben wir den erstmal vor uns her. Beim zweiten Zweig kommt eir@ach "!!

raus. Ebenso einfach ist der dritte Zweig, bei dem das Wasser -Yssig bleibt B die Antwort ist dort
(+ temp heat) . Der Zwischenstand sieht so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond

. Die Anfangstemperatur ist unter 0'C es wird also Eis erwSmt.
((< temp 0) ...)
. Erw&mung wirde Wassertemperatur auf Yber 100° C erh$hen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
: Wasser fSngt fl Yssig an und bleibt durch ErwSrmung fl Yssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Dass wir die leichten FSlle zuerst bearbeitet haben, mag wie Faulheit aussehen. Ist es auch B aber es
ist auch eine sinnvolle Strategie, die sich aus lantra " ergibt:

M$245%
Achte darauf, dass fYr alles, was Du wei8t, tatsSchlich auch etwas im Programm steht.
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Auch Yber den ersten Zweig wissen wir etwas, nSmlich dass er selbst eine Fallunterscheidung s
drei FSllen. Wir k3nnen also dasd (wieder einmal) schon hinschreiben:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
. Anfangstemperatur ist unter 0'C, es wird also Eis erwSrmt.
((< temp 0)

;. Erw&mung wrde die Wassertemperatur auf Yber 100  C erh3hen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)

: Wasser f Sngt fl Yssig an und bleibt durch ErwSrmung fl Yssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))

(+ temp heat)))))

Auch hier ist es sinnvoll, die Beschreibungen der FSlle Yber die Zweige zu schreiben. Danach er
zen wir die Bedingungen mit folgendem Ergebnis:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
. Anfangstemperatur ist unter 0'C, es wird also Eis erwSrmt.
((< temp 0)
(cond
ErvS&mumgbleibt  unter 0'C.
((< (+ temp heat) 0)
) )
ErwSmung bleibt bei 0 C "stecken".
((and (>= (+ temp heat) 0)
(< (+ temp heat) 80))
)
ErvSmung erhdht Temperatur Yoer den Nullpunkt hinaus.
((and (>= (+ temp heat) 0)
(>= (+ temp heat) 80))
=)
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. Erw&mung wyrde Wassertemperatur auf Yber 100 C erh$hen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)

; Wasser fSngt fl Yssig an und bleibt durch ErwSrmung fl Yssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))

(+ temp heat)))))

Die Bedingungen sind jetzt noch komplizierter, aber erschlie§en sich ho.entlich durch genauere
Betrachtungen:
¥ CDie ErwSrmumg bleibt un@rC.E
Das hei8t, die Summe von Anfangstemperatur und ErwSrmung ist ki6it@r als
¥ CDie ErwSrmung bleibt béiC stecken.E
In diesem Fall muss die Summe von Temperatur und ErwSrmung zii€ched 80 C
liegen.
¥ CDie ErwSrmung erhsht die Temperatur Yber den Nullpunkt hinaus.E
Das Summe von Temperatur und ErwSrmung geht nicht nu@‘®sondern auch Yber
)I' " C hinaus.
Die Antworten unter diesen Bedingungen sind vergleichsweise einfach zu ergSnzen:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
. Anfangstemperatur ist unter 0'C es wird also Eis erwSmt.
((< temp 0)
(cond
: ErwSrmumgbleibt unter 0'C.
((< (+ temp heat) 0)
(+ temp heat))
: Erw&mung bleibt bei 0'C "stecken".
((and (>= (+ temp heat) 0)
(< (+ temp heat) 80))
0)
: Erw&mung erhdht Temperatur Yber den Nullpunkt hinaus.
((and (>= (+ temp heat) 0)
(>= (+ temp heat) 80))
(- (+ temp heat) 80))))
;. En&rmung Wyrde Wassertemperatur auf Yber 100 C erh3hen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
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: Wasser f Sngt fl Yssig an und bleibt durch ErwSrmung fl Yssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Fertigm’

Alsofastfertig. Wenn wir das Programm nSher betrachten, fSlit etwas Verbesserungspotenzi
auf. Fangen wir an mit der Bedingung:

(and (>= (+ temp heat) 0)
(>= (+ temp heat) 80))

Eine Temperatur Yber)C liegt auch Yber C. Wir k3nnen das also vereinfachen zu:
(>= (+ temp heat) 80)

Das ist mathematisch einleuchtend, zur Sicherheit sollten wir aber die Tests nochmals laufen lass
Aber sie laufen alle noch erfolgreich durch.

Bevor wir die Funktion noch weiter vereinfachen, ist es sinnvoll, die Funktionsweise der Aus
wertung vorcond-AusdrYcken zu ergrYnden:

Al'HS%8 (+

Lasse dibeat-water -Funktion im Stepper laufen und beobachte, wie B vor allem in welcher
Reihenfolge b die Bedindungen in einenu-Ausdruck ausgewertet werden. !

Wenn Du diese Aufgabe erledigt hast, wirst Du beobachtet haben, dass DrRacket die Bedingung
in einemcond-Ausdruck nacheinander auswertet. Sobald einetlaggibt, macht DrRacket

mit dem Ausdruck dieses Zweiges weiter. Die restlichen Zweige werden gar nicht mehr berY cksit
tigt, unabhSngig davon, ob#ieergeben k3nnten. Das k3nnen wir ausnutzen, um die Funktion
weiter zu vereinfachen. Wir betrachten die ersten beiden Bedingungen im QiandrenE

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((and (>= (+ temp heat) 0)
(< (+ temp heat) 80))
0)
)

% Allerdings noch nicht ganz richtig: Vielleicht siehst Du, dass da noch etwas nicht ganz stimmt. Wir kommen

spSter darauf zurYck.
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Wenn die erste Bedingung in diesem Aussétingttgeben hat, also nicht stimmt, danijtst
temp heat) gr$8er oder gleich !. Das hei8t, der Teilausdferek(+ temp heat) 0) inder
nSchsteBedingung liefeinmer#t . Wir k3nnen also vereinfachen:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((and #t
(< (+ temp heat) 80))
0)
)

Ein Ausdruckand #t e) liefertimmer das gleiche Ergebnig®ischau nochmal auf S@p %%,
um Dich davon zu Yberzeugen! Wir k3nnen also das aomereveiter vereinfachen zu:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((< (+ temp heat) 80) 0)
)

Wir benutzen also Mathematik (genauer gékpaiiraalso die Lehre der Gleichungen), um unser
Programm zu vereinfachen. Algebra ist ein sehr mSchtiges Werkzeug in der Programmierung, und
wir werden es noch oft nutzen. Das fSlit oft einfacher, wenn wir gar nicht Yber die konkrete Bedeu-
tung der AusdrYcke nachdenken sondern nur Gleichungen benutzen, wie oft in der Mathematik
und entsprechend Manfra ' auf Sgite #).

Wir sind aber mit dem Vereinfachen noch nicht fertig. Betrachten wir nun die drei CSu8erenE
Bedingungen:

(cond
((< temp 0) ..)
((>= (+ temp heat) 100) ..))
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100)) ...)

Wenn die erste Bedingungiérergibt, gilt automatis¢h= temp 0). Wir kSnnen die letzte Be-
dingung also vereinfachen zu:

(and #t (< (+ temp heat) 100))

Wenn auch die zweite Bedingufigergibt, gilt aucli< (+ temp heat) 100) . Wir kSnnen
also vereinfachen@nd #t #t) undvonda zet.

WirkSnnen die Funktion mitdieser Einsicht vereinfachetituald Bedingung hinschreiben.
(Probier es aus!) Allerdings +nden manche das hSsslich: Darum ist es auch m#glidas statt
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besondere Woelse (CandernfallsE auf Englisch) hinzuschreiberl&erZweig kommt also
zum Zug, wenn alle anderen CdurchgefallenE sind. Das Ergebnis sieht dann so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
. Anfangstemperatur ist unter 0'C, es wird also Eis erwSrmt.
((< temp 0)
(cond
. ErnSrmumgbleibt  unter 0'C.
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
. ErwSrmung bleibt  bei 0'C "stecken".
((< (+ temp heat) 80) 0)
; Env&mung erhht Temperatur Yoer den Nullpunkt hinaus.
(else (- (+ temp heat) 80))))
. En&rmung Wyrde Wassertemperatur auf Yber 100 C erh$hen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
: Wasser f Sngt fl Yssig an und bleibt durch ErwSrmung fl VYssig.
(else
(+ temp heat)))))

Damit haben wir die komplette Funktionsweisecaomd angewendet. Abbildu.$ fasst sie
noch einmal zusammen.

Du kannst von vornhereidise benutzen, wenn Du Dir sicher bist, dass alle anderen FSlle
schon in den vorigen Zweigen abgedeckt sind. Im Zweifelsfall empfehlen wir aber immer den We
Yber die Mathematik, damit die Funktion auch korrekt wird.

Apropos korrekt: Idteat-water korrekt? Hier ist ein weiterer Testfall:

(check-expect (heat-water -1 191) 100)

Von den "*C wird " C benstigt, um auf | C zu kommen, dann weitere JT, um Yber ! C
hinauszukommen, bleiben"C. Aber Yber "Il C geht es natYrlich trotzdem nicht. Leider sieht
die Funktion das anders:

Check-Fehler:
Der tatsSchliche Wert 110 ist nicht der erwartete Wert 100.

Woran liegt das? Wenn wir die Verzweigungen im Kopf nachvollziehen, sehen wir, dass zunSchst
erste Zweig des Su§erend greift, weil die Bedinguitg temp 0) als Wertt hat. Im inneren
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In den Lehrsprachen werden Verzweigungen mit der Spezialfataiargestellt. Einond-
Ausdruck hat die folgende Form:

(cond
(b &)
(b a2)

.(.b;m 1 @n#1)

(else ap))

Dabei sind dig und diea; ihrerseits AusdrYcke. @end-Ausdruck wertet nacheinander|alle
Bedingungeb aus; sobald eine Bedinghpgt ergibt, wird decond-Ausdruck durch das ent-
sprechends ersetzt. Wenn alle Bedingungen fehlschlagen, wirdgersietzt. Die Paarungen
(b &) heiSerzweigelescond-Ausdruckes, und der Zweig rlge heiStelse -ZweigDer
else -Zweig kann auch fehlen B dann sollte aber immer eine der Bedi#g@ngeben. Wenn
doch einmal bei alldn #f herauskommen sollte, bricht DrRacket das Programm ab und gibt
eine Fehlermeldung aus.

Abbildung ".": Verzweigung

cond schlie8lich ergeben die ersten beiden Bedingungerfewsildeibt also delse -Zweig,
und addiert die WSrme CblindE auf die Anfangstemperatur.
WirmYssen also unser Programm korrigieren, weil dieser Fall noch nicht berY cksichtigtist: Die
Anfangstemperatur ist untérC, die ErwSrmung wYrde die Temperatur aber Yb& Hében.
Es greift also defse -Zweig des innerennd des Su§eren Zweigs wittemp 0), und das ist
in diesem Fall falsch. Die ersten beiden Zweige sind fYr Endtemperatu@nustSndig, wir
mYssen also den neuen Zweig unmittelbar voeldenizweig einfYgen. Der sieht so aus:

; ErwSrmung wirde die Temperatur auf Yber 100 C bringen
((>= (- (+ temp heat) 80) 100) 100)

Jetztist das Programm endlich fertig und korrekt!

Doch wie konnte dieser Fehler unbemerkt bleiben, zumindest zunSchst von uns? Das liegt dar-
an, dass die Fallunterscheidung, die der Aufgabe zugrundliegt, ziemlich komplex ist. Bei komplexen
Programmen ist das Risikamergro8, dass sie Fehler enthalten. Bei komplexen Fallunterschei-
dungen bedeutet dies, dass fastimmer ein Fall im Programm fehlt, zumindest beim ersten Anlauf.
Wir sollten uns bei der Gelegenheit an Mahtra ( auf Seite #) erinnern:

M$245$ - .

Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthSlt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damitihre LSsung
fehleranfSllig ist.



ZAHLENBEREICHE '$

Beikomplizierten Fallunterscheidungen, teste deshalb gr¥ndlich und gehe davon aus, dass Du 21
ge vergessen hast.

Einfacher Wasser erhitzen | Aus Mantrd | kann man auch noch eine und bessere Schlussfolge-
rung ziehen, als einfach nur sorgfSltig zu prYfen und zu testen. Wenn nSmlich die Falluntersch
dungen so kompliziert sind, dann solltest Du gr¥ndlich prYfen, ob es nicht auch einfacher geht.

Wir haben dieses Prinzip beim Schreiben dieses Buchs leider vernachISssigt. GIYcklicherw
hat Nicolas Neu§ von der UniversitSt Erlangen eine Vorabversion dieses Buches gelesen. Ihm s
die KomplexitSt der Funktion ebenfalls auf, und er machte folgenden Vorschlag:

Das Ganze wird meiner Meinung nach viel hYbscher, wenn man das physikalischer
angeht. Wenn man daher Konversionsroutefi und T->E schreibtE steht fYr

innere Energie, also die WSrme TUiYat Temperatur), so sieht man erstens die Pro-
blematik und zweitens kann man die TemperaturerhShung einfach berechnen.

Wirversuchenmal, Dr. Neu§O Idee nachzuvollziehen. Wir fangen mitder vonihm erwShnten Fun
tion E->T an. In unserer Terminologie kSnnte die Funktieat->temperature heigen, mit
folgender Kurzbeschreibung und Signatur:

. Aus Worme Temperatur berechnen
(: heat->temperature (real -> real))

Entsprechend den AusfYhrungen am Anfang des Abschnitts entsprechen unterh@ldieon !
Temperatur und die WSrme einander. Bei WSrme zwis€hemd)! * C ist die Temperatur kon-
stant!"C. Ab)! " C WSrme fYhrt jedes Grad Erhshung auch zu einer Erhdhung der Temperatur,
bis "Il " C Temperatur beziehungsweise Q)WSrme erreicht sind. Ab da bleibt die Temperatur
bei"ll" C, auch wenn die WSrme steigt.

Die TestfSlle dazu k3nnten also so aussehen:

(check-expect (heat->temperature -50) -50)
(check-expect (heat->temperature 0) 0)
(check-expect (heat->temperature 20) 0)
(check-expect (heat->temperature 80) 0)
(check-expect (heat->temperature 81) 1)
(check-expect (heat->temperature 180) 100)
(check-expect (heat->temperature 200) 100)

Die Eingabe-WSrme zerfSlitentsprechend der Beschreibung oben in vier FSlle, die wir als vier Zw
einesond schreiben:
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(define heat->temperature
(lambda (heat)

(cond
G.. ... )
.. ... )
(.o o )
(CGREH)))

Die Bedingungen und AusdrYcke ergeben sich direkt aus der Beschreibung:

(define heat->temperature
(lambda (heat)
(cond
((<= heat 0) heat)
((and (< 0 heat)
(<= heat 80))
0)
((and (< 80 heat)
(<= heat 180))
(- heat 80))
((< 180 heat) 100))))

Wir brauchen au8erdem noch eine Funktion in die andere Richtung, wir netemepesiature->heat .
Diese Funktion ist einfacher: Temperaturen'l@sentsprechen der WSrme, Temperaturen dar-
Yber brauchen JIC mehr WSrme. Es gibt also nur zwei FSlle und damit zwei Zweige:

;. Aus Temperatur Vrme berechnen
(: temperature->heat (real -> real))

(check-expect (temperature->heat -20) -20)
(check-expect (temperature->heat -1) -1)
(check-expect (temperature->heat 1) 81)
(check-expect (temperature->heat 100) 180)

(define temperature->heat
(lambda (temp)
(cond
((< temp 0) temp)
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((and (> temp 0)
(<= temp 100))
(+ temp 80)))))

Dr. Neu§schlugvor, diese beiden Funktionen dazu zu benutzen, um den Rurapf-veater
zu schreiben. Wir versuchen das und schreiben eine neue Fgakttioater-2 , bevor wir die
alte wegwerfen:

;. Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, mit Eis & Sieden
(: heat-water-2 (real real -> real))

(define heat-water-2
(lambda (temp heat)

)

(Wir nehmen die gleichen TestfSlle wikdsi-water .) Wie k3nnenwiheat->temperature
undtemperature->heat einbringen? Nun, wir k§nnen fiémpdie zugehsrige WSrme berech-
nen,heat addieren, und das Ganze wieder zurYck in eine Temperatur wandeln:

(define heat-water-2
(lambda (temp heat)
(heat->temperature
(+ (temperature->heat temp) heat))))

Die Funktion besteht alle TestfSlle. Besser noch, die beiden Furiidiireiemperature
undtemperature->heat sind viel einfacher zu verstehen als der Mbtmthwater .

Bei komplizierten Verzweigungen B generell bei allen komplizierten Programmen b ist es we
zu untersuchen, ob es auch einfacher geht.

I." DATENANALYSE UND SCHABLONEN

In Abschnit{$.96 auf S¢ité %* ist zum ersten M&laiieede!nitionaufgetaucht:

; Ein Haustier ist eins der folgenden:
; - Katze

; - Hund

; - Schlange
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Diese Datende+nition ist das Ergebnis eines Nachdenkprozesses, der sGpganantdyse
Dieser Begri. ist schon in Abschiitf]"."" auf $ejte #! aufgetaucht, als zweiter Schritt der Konstruk-
tionsanleitung: Ab sofort werden wir diesen Schritt immer durchfYhren, weil er zentral ist fYr die
systematische Konstruktion von Programmen.

Die Vorgehensweise bei einer Datenanalyse sieht im Allgemeinen so aus:

K12345!647123%$288&7412# , (D$4&2$2$8?3&)

Suche in der Aufgabenstellung nach problemrelevanten Grs§en; Kandidaten sind immer die
Substantive. Schreibe fYr jede dieser Gri8en eine Datende+nition, es sei denn, diese ist aus
dem Kontext o.ensichtlich.
Wenn es fYr die Datende-+nition noch keine Signatur gibt, schreibe eine Signatur{De-+nition
dazu. Schreibe au§erdem Beispiele auf und schreibe jeweils einen Kommentar, der die Bezie-
hung zwischen Daten und Information beschreibt.

Wie Du die Signatur-De+nition schreibst, dafYr gibt es in diesem Buch eine Reihe spezialisierter
Konstruktionsanleitungen. Die Beziehung zwischen Daten und Information gehtauf,@}schnitt".‘
auf Seite $# zurYck.

In diesem Fall ist CHaustierE eine problemrelevante Gr38e, zu der wir eine Datende-+nition
geschrieben haben. Bei der ErwSrmung von Wasser haben wir allerdings nicht extra hingeschrieben,
dass die Wassertemperatur eine reelle Zahl ist, weil dies allgemein bekannt ist.

FYr die Formulierung der Datende+nition gibt es eine Reihe von typischen Mustern, die sich
immer wieder+nden. Eines ist bei der De+nition von CHaustierE ersichtlich, nSmlich Ceins der

folgendenE, das darauf hinweist, dass es sich bei CHaustierE um eine Fallunterscheidung handelt.

K12345!647123%$28&7412# - (F$88124&53:;&7 @!2#: D$4&2$2$8?3&)

Versuche, fYr die Datende-+nition eine Formulierung C... ist eins der folgendenE zi +nden.
Wenn das msglich ist, beschreibt Deine Datende+nitiofradineterscheidun§chreibe
dann eine Au-istung aller FSlle, jeder Fall auf eine separate Zeile:

FYr den Sonderfall der AufzShlung haben wir folgende Konstruktionsanleitung:



DATENANALYSE UND SCHABLONEN (

K123451647123%$28&7412# . (Al"9A;8!12#: D$4&2$2$8?3&)

Falls Deine Datende-+nition eine Fallunterscheidung beschreibt und jeder der FSlle nur aus
einem einzelnen Wert besteht, handelt es sich uAuéiShlung
Schreibe fYr jede AufzShlung eine Signatur-De+nition der Form:

(define s (signature (enum ...)))

Achte darauf, dass die Anzahl der FSlle der Signatur-De-+nition der Anzahl der FSlle der Da-
tende+nition entspricht.

Die Datenanalyse ist die wichtigste Methode zur Umsetzung der[Jlantfas “ und $:

M$245% '
Achte darauf, dass fYr alles, was Du wei§t, tatsSchlich auch etwas im Programm steht.

M$2453$ (
Lies, was dort steht.

Die Datenanalyse lenkt zunSchst den Blick auf die Dferdarauf, was mit innen gemacht
wird. (Das kommt spSter.) Au§erdem fYhrt sie immer zu Elementen in unserem Programm. Bei d
Funktioncute? haben wir aus der Datende+nition zunSchst eine Signatur-De+nition abgeleitet:

(define pet
(signature (enum "Katze" "Hund "Schlange")))

Bei AufzShlungen stehen alle Beispiele schon in der Signatur-De+nition. Wir mYssen deshalb ni
noch separat Beispiele aufschreiben.

Da die Datende-+nition fYr CHaustierE drei FSlle hat, muss auch die Signatur-De+nition dre
FSlle haben. Aus der Signatur-De+nition ergibt sich direkt eine Verzweigung im Rumpf, die sicl
nur aus der Signat(pet -> boolean) beziehungsweise der Signatur-De+nitiop&bals
AufzShlung mit drei FSllen ergibt:

(define cute?

(lambda (p)
(cond

(.. ... )

(.. ... )
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Dacute? eine Eingabe zur Signapat erwartet uncpet eine AufzShlungssignatur ohiei
FSllen istnussm Rumpf eine Verzweigung mit ihrersaiits Zweigen auftauchen, ganz egal, was
die konkrete Aufgabenstellung ist. Wir betonen dasivéodieshalb so, weil viele Fehler dadurch
passieren, dass die Anzahl der Zweigeridreiner solchen Funktion nicht der Anzahl der FSlle
entspricht.

So ein unfertiges Programm, in dem sich einige Elemente aus der Analyse der Daten ergeben
haben ohne besondere BerYcksichtigung der konkreten AufgabenstellGehahgEu be-
stimmten Arten von Datende+nitionen gehSren bestimmte Schablonen.

K12345!647123%$28&7412# | (S:;$%8128&)

Wenn Du das GerYst fertiggestellt hast, benutze die Signatur und die dazugehsrigen Daten-
de+nitionen, um Konstruktionsanleitungen mit ein oder mehreren Schablonen ausziwShlen
und Ybertrage die Elemente der Schablonen in den Rumpf der Funktion.

Die Schablone ist das nSchste Werkzeug fYr die Umsetzung vdi Mantra ":

M$245% '
Achte darauf, dass fYr alles, was Du wei§t, tatsSchlich auch etwas im Programm steht.

FYr jede Sorte von Datende-+nition schreiben wir neben der Konstruktionsanleitung fYr die Da-
tenanalyse auch eine fYr die Schablone. Hier die Schablone fYr Fallunterscheidungen:

K123451647123%$28&74!12# '0 (F$88!124&53:;&7@!2#: S:;$%812&)
Wenn Du eine Funktion schreibst, die eine Fallunterscheidung als Eingabe verarbeitet, schrei-

be als Schablone in den Rumpf eine Verzweigung mit so vielen Zweigen, wie es in der Fallun-
terscheidung FSlle gibt, nach folgendem Muster:

(define f
(lambda ( a)
(cond

Schreibe danach Bedingungen in die Zweige, welche die einzelnen FSlle voneinander unter-
scheiden.

Diese Konstruktionsanleitung mag Dir ziemlich bYrokratisch vorkommen, und das ist sie auch.
Es mag Dir langweilig vorkommen, sie stur zu befolgen, und das ist bestimmt ab und zu der Fall.
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DafYr nehmen die Konstruktionsanleitungen Dir viel Denkarbeit ab, und Du kannst Dein Gehirn
dann fYr die L8sung der eigentlichen Problemstellung verwenden, wenn erst einmal die Schablo
steht. SpStestens also wenn Du vor einer vermeintlich schweren Aufgabe stehst, wende erst ein
die Konstruktionsanleitungen an, bevor Du Dir Sorgen machst, ob am Ende alles aufgeht. Was a
Ende Ybrigbleibt, ist oft erstaunlich einfach.

.( EXKURS: VERZWEIGUNGEN IN DER MATHEMATIK

In der Mathematik gibt es auch Verzweigungen. Diese werden in der Regel mit einer gro8en g
schweiften Klammer geschrieben. In der Mathematik ist es allerdings Yblich, alle Bedingung
CauszuschreibenE, also ihre Bedeutung nicht von der Reihenfolge der Auswertung abhSngig
machen, wie wir es betat-water getan haben. Die Funktion schreiben wir den mathemati-
schen Gep-ogenheiten entsprechend als einbuchstabige Funkiti®arameternh fYrtemp

undh f¥rheat. Das®' steht f¥r Cist de+niert alsE und das mathematische Pendafiteyr

L
ft+h fallst+ h< 0

#0 fallst + h ( Oundt+ h < 80
i fallst < 0
) @ 100 t+ h%80( 100
' $ i+ h%80 fallst+ h( 80
100 fallst + h (100
$tn fallst ( Oundt+ h < 100

Etwas schwer zu erkennen in dieser Schreibweise: Die Badindlisydie Voraussetzung fYr
die ersten vier FSlle.

l.) BINERE VERZWEIGUNGEN

Bei manchen Fallunterscheidungen de+niert sich die letzte Kategorie dadurch, dass ein Wertin k
ne der anderen Kategorien gehsrt. Dann ist die Benutzurggin&sveigs incond sinnvoll.

Nehmen wir einmal an, dass Du ein Haustier (wie in Abschitt $.% guf|Seite %*) zum Ge
burtstag geschenkt bekommen hast. Mit dem Geschenk kam das Angebot, das Haustier gegen
anderes auszutauschen, falls es Dir nicht gefSlit. Nehmen wir weiter an, dass Du nur an niedlich
Haustieren interessiert bist. Wir schreiben also eine Funktion, die ein Haustier gegen ein niedlich
austauscht, wenn es nicht niedlich ist B und sonst halt nicht austauscht.
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Die Funktion kSnnte folgende Kurzbeschreibung und Signatur haben:
(: exchange-for-cute (pet -> pet))

Das alte Haustier ist also die Eingabe fYr die Funktion, und das Haustier nach dem Umtausch
kommt heraus. Als TestfSlle bieten sich folgende an:

(check-expect (exchange-for-cute "Katze") "Katze")
(check-expect (exchange-for-cute "Hund) "Hund)
(check-expect (exchange-for-cute "Schlange") "Katze")

Das GerYst sieht folgenderma8en aus:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)
o)

Als NSchstes ist die Konstruktion der Schablone dran. Wir k3nnten uns an der De+nition von
pet orientieren und eine Fallunterscheidung mit drei FSllen als Grundlage nehmen. Allerdings ist
recht o.ensichtlich, dass sich das Ergebnisxarange-for-cute  danach richtet, obute?

#t oder#f liefert.#t und#f bilden hier eine AufzShlung mit nur zwei FSllen. Wir k3nnten also
eine Schablone mit nur zwei FSllen konstruieren:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)
(cond
((cute? p) ..)
(else ...))))

Die LYcken sind einfach zu fYllen:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)
(cond

((cute? p) p)
(else "Katze"))))

Diese boolesche Fallunterscheidungen bildet einen hSu+g auftretenden Spezialfall: Der zweite Fall
ist gerade dadurch de+niert, dass er nicht der erste ist, der entsprectiefusruck hat also

immer zwei Zeige: einen mit Bedingung und einexigrit Weil solche binSren Verzweigungen so

hSufg vorkommen, gibt es eine etwas kYrzere Spezialform fYr da@bimrdse E namens

if . Damit k§nnen wiexchange-for-cute etwas k¥Yrzer schreiben:
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Eine binSre Verzweigung hat die folgende Form:
(if b
k
a)
Dabei isbdie Bedingung urkilunda sind die beiden Zweige: Biensequenteund dieAlter-

nativea.
AbhSngig vom Ausgang der Bedingung ist der Wert der Verzweigung entweder der Wert der Kon

sequente oder der Wert der Alternative.

Abbildung ".#: BinSre Verzweigung

(define exchange-for-cute
(lambda (p)
(if (cute? p)
p
"Katze")))

Dasif spart also ein Paar Klammern undsises, aber dafYr kann es eben nur binSre Verzwei-
gungen. Abbildurig $.# zeigt die allgemeine Forih vaAasdrYcken. FYr boolesche Fallunter-
scheidungen gibt es eine separate Konstruktionsanleitung:

K123451647123$28&7412# " (%118&3:;& F$88124&53:;&7@!2#: S:;$%812&)

Wenn sich das Ergebnis einer Funktion nach einer booleschen Grs8e richtet, welche die Funk-
tion mit Hilfe der Eingaben berechnen kann, benutze als Schablone im Rumpf eine binSre
Verzweigung:

(define f
(lambda (e)
(if ... ; hier wird die boolesche Grs8e berechnet

.))

A'HS%E (.,

In der Mathematik es gibt den CAbsolutbetragE einer Zahl: FYr eine negative Zahl liefert es die er
sprechende positive Zahl (@swird alsdb), alle anderen Zahlen bleiben unverSndert. Schreibe
eine Funktion, die den Absolutbetrag einer Zahl berechnet! !
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L* SYNTAKTISCHER ZUCKER

TatsSchlichist CprimitiverE alsond: jedecond-Form kann in eine SquivaleifiteForm Yber-
setzt werden, und zwar nach folgendem Schema:

(cond (t; a1) (tz2 @) ... (the1 anz1) (else  ay))
WoOGf toa (f ty ap ... (if .. (if ths1 ns1 an)...)

Die geschachtelte-Form auf der rechten Seite der tbersetzung wertet, genawcasigldierm,
nacheinander alle Bedingungen aus, bigteligdert. Die rechte Seite desid-Zweigs ist dann
gerade die Konsequenteflas Erstwenn alle Bedingungen fehlgeschlagen sind, ist die Alternative
des letzteifi -Ausdrucks dran, nSmligh aus denelse -Zweig.

Da sich mit Hilfe dieser tbersetzung jeated-Form durch geschachtéiteFormen ersetzen
ISsst, istond streng genommen gar nicht notwer@imdst deswegen eine sogenaaingeleite-
te FormDacondund andere abgeleitete Formen trotzdem praktisch und angenehm zu verwenden
sind und damit dem Programmierer die Arbeit versY8en, hei§en abgeleitete Foayetalkuch
tischer Zucker

AI'HSY& (.-

Schreibe die Funktiauite? aus Abschnift $ % so um, dasé sséattcond verwendet. !

A'HSYE, (..

WSre es auch denkbar, dfasyntaktischer Zucker f¥mdist  kannst Du also eine tbersetzung
einesf -Ausdrucks in einegond-Ausdruck angeben? !

Auch and und or sind eigentlich syntaktischer Zucker: Es ist immer msSglich aeithen
Ausdruck inf s zu Ybersetzen. Es gelten folgende tbersetzungsregeln:

(and €) ) e
(and e e ...) ) (f e (and e ...) #f)

Einand-Ausdruck mitmehreren Operanden wird so schrittweise in eine KasKaekwsarY cken
Ybersetzt:

(and a b ¢)

) (if a (and b c) #f)

) (if a (if b (and c) #f) #f)
) (if a (if b c #f) #)
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Ebenso lassen s@hAusdrYcke immer if -AusdrYcke Ybersetzen:
(or e ) e

(or e e ...) ) (f e #t (or e ...)

Beispiel:

(or a b ¢)

) (if a #t (or b c))

) (if a #t (if b #t (or ¢)))
) (if a #t (if b #t ¢))

Al"#$%& (/

Beim syntaktischen Zucker &d undor k3nnten wir zusStzlich auch de+nieren, infavad

und(or) (also jeweils ohne Operanden) Ybersetzt wird. Wir k3nnten dann die Régeth fYr

e) und(or €) weglassen. Was wSre jeweils die korrekte Thersetzung? Du solltest einige Beispis
durchspielen, um dies herauszu+nden. (Achtung: Die korrekte thersetzung Yberrascht Dich vie
leicht.) tbersetz@nd a b g und(or a b g jeweils mit Hilfe Deiner neuen Regeln so, als

ob die Regeltand e) und(or €) nichtdawSren. !

I#"  UNSINNIGE DATEN ABFANGEN

Noch einmal zurYck zur Funktibeat-water aus Abschni.&: Die hat schon viele Zweige,
deckt aber immer noch nicht alles ab, zum Beispiel Anfangstemperaturen@ber "!!

(heat-water 150 0)
100

Das liegt daran, dass es gar kein vernYnftiges Ergebnis gibt, wenn die Anfangstemperatur Y
100 C liegt. Die Funktion berechnet aber trotzdem munter eines. Es wSre gut, wenn wir melder
k3nnten, dass die Funktion unsinnige Eingaben bekommen hat.

Dazu erweitern wir erst einmal die Verzweigung, gleich am Anfang:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
Anfangstemperatur ist Yber 100'C, also unzul Sssig
((> temp 100) ...)
)
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Nur B was tun im Fehlerfall? Dazu gibt es eine eingebaute Fuitkiiban , die eine Fehler-
meldung als Zeichenkette akzeptiert und, wenn sie aufgerufen wird, das Programm abbricht und
die Fehlermeldung ausdruckt. Die vollstSndige fertige Funktion sieht dann so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
. Anfangstemperatur ist Yber 100'C, also unzul Sssig
((> temp 100)
(violation " Anfangstemperatur Yber 100 C"))
. Anfangstemperatur ist unter 0'C es wird also Eis erwSmt.
((< temp 0)
(cond
: ErwS&mung bleibt unter 0'C.
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
: Erw&mung bleibt bei 0'C "stecken".
((< (+ temp heat) 80) 0)
. Die Erw&rmung wirde die Temperatur auf Yber 100' C bringen
(>= (- (+ temp heat) 80) 100) 100)
: En&rmung erhsht Temperatur Yber Nullpunkt hinaus.
(else
(- (+ temp heat) 80))))
;. ErwSrmung wrde Wassertemperatur auf Yber 100° C erhshen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
: Wasser f Sngt fl Yssig an und bleibt durch ErwSrmung fl VYssig.
(else
(+ temp heat)))))

NatYrlich sollten wir auch den Fehlerfall testen D das geht nichéokitexpect , das ja erwar-
tet, dass ein Testausdruck einen ordnungsgemSgen Wertliefert. FYr FehlediSfielgiates |
das TestfSlle erzeugt, die dann bestanden sind, wenn die Auswertung einen Fehler liefert:

(check-error (heat-water 150 0)) ; Anfangstemperatur Yber 100 C

Die einfachere Funktidreat-water-2 besteht diesen Test Ybrigens auch, ganz ohne Verwen-
dung vorviolation . Warum ist das so? Hier ist die Fehlermeldung:

cond: alle Bedingungen ergaben #f
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AuSerdem markiert DrRacket die Funkttemperature->heat als tbeltSter. Deren Bedin-
gungen schlie§en Temperaturen YbeC'&xplizit aus. Auch hier ist also die einfachere Version
klar im Vorteil.

Al'#$%& (10

Probiere die AusdrYofeat-water 0 0) und(heat-water-2 0 0) aus. Sie liefern unter-
schiedliche Ergebnisse. Warum? Welche Version hat recht? !

AUFGABEN

A"H$%E ("

An die CFlensburgE-Punkte, die es bei Versts§en gegen die Verkehrsvorschriften gibt, knYpft ©
des Stra8enverkehrsgesetzes die folgenden Sanktionen:

!'Punkte Keine Sanktionen
"bis # Punkte Vormerkung
% bis & Punkte Ermahnung
"bis (Punkte Verwarnung

) Punkte Entzug

Schreibe eine Funktion, die zu einer gegebenen Punktezahl die daraus folgende Konsequenz
rechnet!

A'#$%& ((

Schreibe eine Funktiaard-type , die den Umsatz einer Kreditkarte akzeptiert und die eine
entsprechende Kategorie als Zeichenkette zurYckgibt. Verwende die Konstruktionsanleitunge
Schreibe die Kurzbeschreibung auf, fYhre eine Datenanalyse durch und schreibe die Signatur
Erstelle dann die TestfSlle und das GerYst. VervollstSndige danach den Rumpf der Funktion ur
vergewissere Dich, dass die Tests erfolgreich laufen.

Umsatz < 15.000 = Wei§
15.000 Umsatz < 50.000 = Gold
50.000 ' Umsatz ' 150000 = Platin

|
*

150000 < Umsatz Schwarz
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". Schreibe eine Funktiomn-2, die als Argumente zwei Zahlen nimmt und die kleinere der
beiden Zahlen zurYckgibt. Schreibe augerdem eine Funikti8ndie als Argumente drei
Zahlen nimmt und die kleinste der drei Zahlen zurYckgibt. Verwende die Konstruktionsan-
leitung: Schreibe explizit Kurzbeschreibung und Signatur auf, erstelle dann das GerYst und
die TestfSlle. VervollstSndige danach den Rumpf der Funktion und vergewissere Dich, dass die
Tests erfolgreich laufen.

$. Schreibe analog eine Funkticex-2und max-3

#. Schreibe eine Funktiamn-3, welche die kleinste von drei gegebenen Zahlen ausgibt.

%.Schreibe eine Funktionin-3?, die YberprYft, ob die erste von drei gegebenen Zahlen das
Minimum ist.

&. Schreibe eine Funktigalid-value? ,die YberprYft, ob die erste von drei gegebenen Zahlen
zwischen den beiden anderen liegt. Mit CzwischenE ist gemeint, dass die erste Zahl auch gleich
der zweiten oder der dritten sein kann.
clamp, die wie folgt de+niert ist:

"X min ' X' max

+

clamp(x, min, max) = , min X< min

$

max X > max

AI'HSY8 (*

Beim Fu§ball ISsst die RYckennummer einer Spielerin hSu+g RYckschlYsse auf ihre Position zu.
Wir machen dabei folgende Annahmen:

¥ EineTorwStrtinhat die RYckennummer .

¥ EineAbwehrspielerimat die RYckennummer $, #, % oder &.

¥ EineMittelfeldspielerimat die RYckennummer’, (,) oder "!.

¥ EineStYrmerirhat die RYckennummer * oder ™"

¥ EineErsatzspielerimt eine RYckennummer zwischen "$ und **.

¥ Alle anderen RYckennummern sind ungY ltig.
Schreibe zunSchst eine Datende+nition fYr die Positionen und dann eine passende Signatur-De+-
nition mit dem Nameposition

Schreibe nun eine Funktion mit folgender Signatur:

(: nummer->position (natural -> position))
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Die Funktion soll dabei zu einer gegebenen RYckennummer die zugeh3rige Position berechner
Verwende beim Schreiben der Funktion die Konstruktionsanleitungen fYr Funktionen und

fYr Fallunterscheidungen. Teste die Funktiommer->position mit mindestens sechs TestfSI-

len, so dass alle FSlle abgedeckt sind.

Al"#3%& ('+
Schreibe ein Programm, mit dem Bu§- und Verwarnungsgelder automatisch bestimmt werden.
". Programmiere eine Funktiom-langes-parken fYr die Bewertung von zu langem Parken
auf einem kostenp-ichtigen Parkplatz. Diese bekommt eine Zeitspanne Ybergeben und gik
das entsprechende Verwarnungsgeld zurYck.
Diese Verwarnungen sind wie folgt festgelegt:

tberschreitung der HSchstparkdauer bis #! Minutem5
bis zu einer Stundee 10
bis zu zwei Stundene 15
bis zu drei Stunden e 20
ISnger als drei Stundere 25

$. Das tberfahren einer roten Ampel kostet je nach GefShrdungslage mehr, gibt Punkte unc

Fahrverbote. Schreibe drei Funktionen, eine fYr das BuSgelchpel-buggeld , eine

fYr die Punkte in Flensburgte-ampel-punkte und eine Funktion fYr das Fahrverbot

rote-ampel-fahrverbot ,welche ausgibt, ob ein Fahrverboterteiltwird. tbergib den Funk-

tionen, wie lange die Ampel schon rot war und ob eine GefShrdung oder SachbeschSdigur

vorlag.

Die Bu8gelder sind wie folgt de+niert:

¥ Bei Rot Yber die Ampel innerhalb der ersten Selkus@iend 3 Punkte.

¥ Bei Rot Yber die Ampel innerhalb der ersten Sekunde mit GefShrdung oder SachbeschS
gunge 125 4 Punkte undl Monat Fahrverbot.

¥ Bei Rot Yber die Ampel nach der ersten Selah2® 4 Punkte undlL Monat Fahrverbot.

¥ Bei Rot Yber die Ampel nach der ersten Sekunde mit GefShrdung oder SachbeschSdigu
e 200, 4 Punkte undL Monat Fahrverbot.
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Viele Informationen, die in Programmen reprSsentiert werden, haben mehrere Bestandteilen:
¥ Ein Festessen besteht aus Vorspeise, Hauptgang und Nachspeise.
¥ Eine Uhrzeit besteht aus Stunden und Minuten.
¥ Eine TYr besteht aus TYrblatt und TYrgri..
Es werden also mehrere Dinge zu emsammengeseEine andere Betrachtungsweise ist, dass
ein einzelnes Dimgehrere Eigenschatiai
¥ Ein Filzstift hat Dicke und Farbe.
¥ Eine Katze hat Alter und Geschlecht.
¥ Ein Lautsprecher hat Minimal- und Maximalfrequenz.
Um solche Informationen abzubilden, fYhren wir in diesem Kapitel eine neue Art Daten ein, die
zusammengesetzten Daten

$# COMPUTER KONFIGURIEREN

| zusammengesetzte-daten/computer.rkt Code

Viele ComputergeschSfte erlauben, bestimmte Komponenten eines neues Computers auszuw
len, zum Beispiel Prozessor, Festplatte und Grs8e des RAM-Hauptspeichers:

Anders gesagt, ein Compuiesteht aus
¥ Prozessor
¥ RAM
¥ Festplatte


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/zusammengesetzte-daten/computer.rkt
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NatYrlich besteht ein Computer auch noch aus anderen Teilen, die aber (zumindest in diesem Bei-
spiel) immer gleich oder irrelevant sind. In einer Bestellung mYssen also nur diese drei Bestandteile
enthalten sein. Wir nehmen an, dass es beim Prozessor nur auf den Namen (CAthlonE, CXeonE,
CCellE, ...) ankommt, beim RAM nur auf die Gr38e in Gigabyte, und auch bei der Festplatte nur
auf die Grs8e in Gigabyte.

Wir k8nnen daraus eine amtliche Datende+nition machen:

; Ein Computer besteht aus:

; - Prozessor

: - Hauptspeicher- Kapazit & in Gbyte
- Festplatten- Kapazit & in Gbyte

Wichtig ist hier die Formulierung Cbesteht ausE, die auf zusammengesetzte Daten hindeutet. Die
Daten, die aus so einer Datende+nition fYr zusammengesetzte Daten entstehen, k3nnen als Tabelle
dargestellt werden:

Feld ‘ Komponente
Prozessor "Cell"

RAM |)
Festplatte $&!

Computer

Diese Tabelle steht demnach fYr einen Computer mit Cell-Prozessor, ) Gigabyte RAM und ei-
ner $&!-Gigabyte-Festplatte. Sie hat also mehrere Bestandteile und ist damit zusammengesetzt. Die
Computer+rma wird viele Computer nach diesem Schema ausliefern, bei denen allesamt jeweils
Prozessor, RAM und Festplatte in der Bestellung stehen wird. Solche Informationen, die alle dem
gleichen Schema folgen, k3nnen also nach CTypE sortiert werden, wobei der Typ festlegt, um was
fYr eine Art Information es geht und aus welchen Teilen sie zusammengesetzt ist. In der obigen
Tabelle ist daBelddie Allgemeinbezeichnung fYr ein Bestandteil, das alle Computer haben. Die
Komponenist das konkrete Bestandteil eines einzelnen Computers.

Zusammengesetzte Daten bilden die Lehrsprachen durch sogetamdsb. Jeder Record
gehsrt zu einem bestimmtRecord-Typler festlegt, was fYr eine Sorte Information reprSsentiert
wird und welche Felder die Records des Record-Typs haben.

Der Record-Typ fYr Computer sieht feste Felder vor (CProzessorE, CRAME, CFestplatteE).
Ein einzelner Record dieses Typs besteht aus Komponenten, eine pro Feld. (In diesém,Fall
8und250)

Record-Typen mYssen in einem Programm explizit mit Hilfe einer sgeeaaterDe!nition
de+niert werden, die ndiefine-record  beginnt. Hier ist die Record-De+nition zur Datende+-
nition fYr Computer:
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(define-record computer
make-computer
(computer-processor  string)
(computer-ram natural)
(computer-hard-drive natural))

Diese etwas komplizierte Form erlSutern wir Schritt fYr Schritt. Weil sie gleich mehrere Funktione
de+niert, die mit Records zu tun haben, heigedire-record . Nachdefine-record steht
der Name der Signatur fYr die Werte des Recordebypputer. Diese Signatur nennen wir ab
sofort dieRecord-Signatur

Als NSchstes in der Record-De-+nition komake-computer, der Name einer Funktion,
die fYr dikonstruktioreines Computer-Records zustSndig ist. Analog zum Zusammenbauen ei-
nes Computers mit Cell-Prozessor, ) Gigabyte RAM und $&! Gigabyte Festplatte wird der dazu
gehsrige Record mit der Funktiorake-computerfolgenderma8en hergestellt:

(make-computer "Cell " 8 250)
T #<record:computer "Cell " 8 250>

Make-computerhat folgende Signatur:
(: make-computer (string natural natural -> computer))

Die drei Eingaben sind der Reihe nach Prozessor, RAM und Febtpledteomputer macht
daraus einen Wert der Satenputer der Computer-Records. Deake-computereinen Com-
puter=Record CkonstruiertE, heist die Funktion a(astruktar

Mit der Schreibweise

werden Record-Typ und ihre Komponenten in der REPL sichtbar.
Hier sind einige Beispiele fYr Computer-Records, mit Kommentaren, welche die Beziehun
zwischen Daten und Information (siehe Absdhnitt "." auf[Sgite $#) herstellt:

; Cell, 4 Gbyte RAM 1000 Gbyte Festplatte
(define gamer (make-computer "Cell " 4 1000))

gamer
T #<record:computer "Cell " 4 1000>

; Xeon 2 Gbyte RAM 500 Ghyte Festplatte
(define workstation (make-computer "Xeorl" 2 500))
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workstation
' #<record:computer "Xeorl' 2 500>

Umgekehrt zur Konstruktion nehmen manche Bastler aus dem Computer die Einzelteile wieder
heraus, zum Beispiel, um sie in einem anderen Computer zu verbauen. FYr dieses Herausnehmen
sind die Funktionetomputer-processor ,computer-ram undcomputer-hard-drive  zu-

stSndig, die von der Record-De+nition de+niert werden:

(computer-processor gamer)
T "Cell"

(computer-ram gamer)

T 4

(computer-hard-drive gamer)
1000

Diese drei Funktionen heiSselektoresie haben folgende Signaturen:

(: computer-processor (computer -> string))
(: computer-ram (computer -> natural))
(: computer-hard-drive (computer -> natural))

Genau genommen sind diese Signaturen redundant: In der Record-De+nition steht ja schon, dass
die Felder die Signaturgtning , natural und natural sind. Jeder Selektor lsamputer

als Eingabe und die jeweilige Feld-Signatur als Ausgabe. Auch die Signatur-Deklaration fYr den
Konstruktor ist redundant.

Al'H$%8. ).

Wie ist der Zusammenhang zwischen der Record-De+nition und der Signatur des Konstruktors?
!

Trotzdem ist es zumindest am Anfang hilfreich, sich die Arbeitsweise von Konstruktor und Selek-
toren anhand ihrer Signaturen klarzumachen. Wir schreiben sie darum in diesem Kapitel noch hin,
danach nicht mehr.

Mit Hilfe des Konstruktors und der Selektoren kSnnen wir weitergehende Funktionen de+-
nieren. FYr den Anfang k3nnte das eine Funktion sein, die den Gesamtspeicher eines Computers
berechnet, also Hauptspeicher und Festplattenspeicher zusammen. Eine solche Funktion mYsste
Kurzbeschreibung und Signatur wie folgt haben:
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; Gesamtspeicher berechnen
(: total-memory (computer -> natural))

Hier sind unsere Erwartungentaral-memory , als TestfSlle formuliert:

(check-expect (total-memory workstation) 502)
(check-expect (total-memory gamer) 1004)

Das GerYstist wie folgt:

(define total-memory
(lambda (c)

)

Um etwas aus dem Record zu berechnenjatalssiemory (und so gut wie jede andere Funk-
tion auch) die Bestandteile betrachten. Es ist deshalb sinnvoll, die Schablone mit den Aufrufen d
Selektoren zu bestYcken.

(define total-memory
(lambda (c)
... (computer-processor c) ...
... (computer-ram c) ...
... (computer-hard-drive c) ...))

Jetzt wo die Schablone fertig ist, k3nnen wir uns mit dem Inhalt der Aufgabe beschSftigen: De
Prozessor hat nichts mitder Speichermenge zu tun, wir kSnnen den entsprechenden Selektorauf
also wieder ISschen:

(define total-memory
(lambda (c)
... (computer-ram c¢) ...
... (computer-hard-drive c) ...))

Der Gesamtspeicher ist die Summe der beiden Komponenten:

(define total-memory
(lambda (c)
(+ (computer-ram c)
(computer-hard-drive c))))

Total-memory ist ein Beispiel fYr eine Funktion, die einen Record akzeptiert. Umgekehrt gibt
es auch Funktionen, die Records produzieren. Angenommen, unser ComputerhSndler bietet n
ben der Einzelkon+guration von Prozessor, Hauptspeicher und Festplatte einige Standardmode
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an b sagen wir, ein Billigmodell, ein Modell fYr Pro+s (was immer eine CPro+E sein mag) und ein
Modell fYr Computerspieler. Je nachdem, welches der Modelle der Kunde auswShit, muss die ent-
sprechende Kon+guration zusammengesetzt werden. FYr die Standardkon+guration gibt es drei
feste M3glichkeiten, es handelt sich hier also um eine AufzShlung.

FYr die AufzShlung machen wir erst einmal B nach Konstruktionsaﬁ'eitung )@f Seite '(b
eine Daten- und eine Signatur-De+nition:

; Ein Modell ist eins der folgenden:
; - Billigmodell
;. - Profi- Modell
; - GamerModell
(define model
(signature
(enum "cheap" "

non

professional gamet')))

Eine Funktion, die zu einer Standardkon+guration den passenden Computer fertigt, kSnnte damit
folgende Kurzbeschreibung und Signatur haben:

; Standard- Computer zusammenstellen
(: standard-computer (model -> computer))

Die TestfSlle sollten alle drei Standardkon+gurationen abdecken:

(check-expect (standard-computer  "cheap")
(make-computer "Semprofi 2 500))

(check-expect (standard-computer "professional ")
(make-computer " Xeort' 4 1000))

(check-expect (standard-computer "gamet')
(make-computer "Quad 4 750))

Hier ist das GerYst:

(define standard-computer
(lambda (k)

)

Bei der Schablone gehen wir wieder nach Konstruktionsarﬂpitung ) Seite '(vor. Da es sich
beim Argument vostandard-computer um eine Fallunterscheidung B eine AufzShlung mit
dreiAlternativen b handelt, kSnnen wir die dazu passende Schablone D eine Verzwaigiung mit
Zweigen B zum Einsatz bringen:
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(define standard-computer
(lambda (K)

Bei den Tests der Zweige mYssekmit den Elementen der AufzShlung vergleichen. Da es sich
um Zeichenketten handelt, nehmen wir dazog="? :

(define standard-computer
(lambda (k)
(cond
((string=? k  "cheap") ...)
((string=? k  "professional ") ...)
((string=? k  "gamerl') ...))))

In jedem Zweig mYssen wir nun dafYr sorgen, dass der entsprechende Computer hergestellt wi
FYr das Herstellen von Computer-Records ist der KonstmgitercomputerzustSndig. Dem-
entsprechend mYssen wir in jedem Zweig einen Aufrafalos-computer platzieren, jeweils

mit drei Argumenten:

(define standard-computer

(lambda (K)
(cond

((string=? k  "cheap")
(make-computer ... ... ... )
((string=? k  "professional ")
(make-computer ... ... ... )
((string=? k  "gamer")
(make-computer ... ... ... M)

Jetzt mYssen wir die Argumente fYr die Aufrufenatte-computerzur VerfYgung stellen. FYr

jeden Aufruf sind das der Prozessor, die Grs8e des Hauptspeichers und die Grs8e der Festpl
te. Die entsprechenden Angaben k3nnen wir zum Beispiel den TestfSllen entnehmen. Folgend
kommt dabei heraus:

(define standard-computer
(lambda (k)
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(cond
((string=? k  "cheap")
(make-computer "Semprofi 2 500))
((string=? k  "professional ")
(make-computer " Xeorl" 4 1000))
((string=? k "gamer")
(make-computer "Quad 4 750)))))

Fertig!
Al"#$%& ).(

Schreibe eine Funktion, die einen Computer klassi+ziert als CfettE, CDurchschnittE oder CmY-
deE. De+niere die Kriterien dafYr selbst. !

$.! ZUSAMMENGESETZTE DATEN SELBST KONSTRUIEREN

’ zusammengesetzte-daten/wallclock-time.rkt Code

FYr ein weiteres Beispiel greifen wir auf folgenden Satz aus der Einleitung zurYck, den wir schon
als Datende+nition auslegen k3nnen:

: Eine Uhrzeit besteht aus Stunde und Minute.

FYr die Entwicklung der dazu passenden Record-De+nition mYssen wir uns einen Namen fYr den
Record-Typ ausdenken. Dann k3nnen wir bereits ein karges GerYst hinschreiben:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time

)

Als NSchstes mYssen wir festlageryiel®estandteile die Records haben sollen. In diesem Fall
(CStunde und MinuteE) sind es zwei. Wir k3nnen das GerYst der Record-De+nition entsprechend
um zwei Felder erweitern:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time

Auf die Anzahl der Bestandteile zu achten, hilft uns dabei, Mantra " fuf Seite #( umzusetzen:
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Achte darauf, dass fYr alles, was Du wei§t, tatsSchlich auch etwas im Programm steht.

Als NSchstes kommen die Namen der Selektoren. Dabei befolgen wir eine Konvention, die Selek
renalle mitvallclock-time-  anfangen zulassen. Beider Benennung des Konstruktor haben wir
ebenfalls eine Konvention angewendet, dessen Namerigheauad dem Namen des Record-

Typs ergibt. Also:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
(wallclock-time-hour ...
(wallclock-time-minute ...))

Dass wir die Selektoren untereinander schreiben, dient lediglich der Tbersichtlichkeit, ist also ebe
falls eine Konvention.

Esfehlen noch die Signaturemiaiclock-time-hour  undwallclock-time-minute
Nicht nur die: Wir brauchen Yberhaupt erstmal Datende+nitionen fYr die beiden Felder.

; Eine Stunde ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 23.
; Eine Minute ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 59.

Da es um ganze Zahlen ab ! geht, kSnntematinral verwenden, prSziser ist es aber, wenn wir
integer-from-to  aus Abschni.$ auf S@ %( benutzen und eigene Signatur-De+nitionen
einfYhren:

; Eine Stunde ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 23.
(define hour (signature (integer-from-to 0 23)))

; Eine Minute ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 59.
(define minute (signature (integer-from-to 0 59)))

Diese Signaturene k3nnen wir jetzt in der Record-De+nitiemfi¢tock-time ~ verwenden:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
(wallclock-time-hour  hour)
(wallclock-time-minute minute))

Wir schreiben die Signaturen der de+nierten Funktionen aus. Diese ergeben sich direkt aus
Record-De+nition:
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Eine Record-De+nition hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record 't
c

(sely sigy)

(sel, sig,))

Diese Form de+niert einen Record-Typmfieldern. Dabei siridc, sel; . . . sel, allesamt Va
riablen, fYr didefine-record De+nitionen anlegt:
¥ t ist der Name der Record-Signatur.
¥ cistder Name des Konstruktors, define-record  anlegt. Der Konstruktor hat folgende

Signatur:
(: c (sig; ... sig, -> t))
¥ Sely, ..., sel, sind die Namen der Selektoren fYr die Felder des Record-Typs. Der Selektor

s; hat folgende Signatur:

(: sel (t -> sig)))

Abbildung #.!: define-record (einfach)

(: make-wallclock-time (hour minute -> wallclock-time))
(: wallclock-time-hour (wallclock-time -> hour))
(: wallclock-time-minute (wallclock-time -> minute))

Der Konstruktor akzeptiert fYr jedes Feld ein Argument B entsprechend stehen die Signaturen der
Felder vor dem Pfeil. Heraus kommt beim Konstruktor immer ein Record, da steht also der Name
des Record-Typs.

Beiden Selektoren ist es umgekehrt: Da stehtimmer die Record-Signatur vorn (sie akzeptieren
jajeweils einen Record) und nach dem Pfeil steht die Signatur des jeweiligen Feldes.

Abbildund #|" fasst die Form von Record-De+nitionen zusammen.

Hier sind drei Beispiele fYr Uhrzeiten als Daten, mit Kommentaren, welche die reprSsentierte
Information beschreiben:

(define wtl (make-wallclock-time 11 55)) . fYnf vor zwglf
(define wt2 (make-wallclock-time 0 0)) ;  Mitternacht
(define wt3 (make-wallclock-time 1 1)) ; 1 Uhr 1

Zuerst berechnen wir fYr eine Uhrzeit die Anzahl der Minuten seit Mitternacht. Hier sind Kurz-
beschreibung, Signatur, TestfSlle und GerYst:
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; Minuten seit Mitternacht berechnen
(: minutes-since-midnight (wallclock-time -> natural))

(check-expect (minutes-since-midnight wtl) (+ (* 11 60) 55))
(check-expect (minutes-since-midnight wt2) 0)
(check-expect (minutes-since-midnight wt3) 61)

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)

)

Minutes-since-midnight  soll eine Funktion sein, die Uhrzeiten als Eingabe akzeptiert, also
zusammengesetzte Daten. Eine Funktion, die aus zusammengesetzten Daten etwas berechnet,
meist deren Bestandteile verwenden, auf die sie mit den Selektoren zugreifen kann. Wir fYgen
nSchsten Schritt Aufrufe beider Selektoren ein:

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)
... (wallclock-time-hour wt) ...
... (wallclock-time-minute wt) ...))

Jetzt setzen wir noch etwas Wissen Yber Uhrzeiten ein und vervollstSndigen damit den Rumpf:

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)
(+ (* 60 (wallclock-time-hour wt))
(wallclock-time-minute wt))))

A'#$%E: ).)

Schreibe eine Funktion, die fYr eine Uhrzeit zurYckliefert, ob sich diese auf den Vormittag oder de
Nachmittag (also vor oder nach "$ Uhr mittags) bezieht. !

Die Funktionminutes-since-midnight  kSnnen wir auch umdrehen:

; Aus Minuten seit Mitternacht die Uhrzeit berechnen
(: minutes-since-midnight->wallclock-time (natural -> wallclock-time))

Der Pfeilirminutes-since-midnight->wallclock-time gehSrtzum Namen dazu und steht
fYr die Umwandlung einer Gr8e in eine andere.
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Die TestfSlle sind gegen‘Yharutes-since-midnight  umgedreht:

(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time
(+ (* 11 60) 55))
wtl)
(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time 0)
wt2)
(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time 61)
wt3)

Hierist das GerYst:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)

)

Diese Funktion, produziert eine Uhrzeit D sie muss also den Konstrukgicf¥ck-time
aufrufen. Daraus ergibt sich folgende Schablone:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)
(make-wallclock-time ... ... )

Um die Schablone zum Rumpf zu vervollstSndigen, mYssen wir aus den Minuten seit Mitternacht
msnzunSchst die Stunde berechnen. Dazu brauchen wir eine Funktion, die ganzzahlig teilt. Die
eingebaute Funktidnmacht das leider nicht:

(/ 61 60)
1 1.016

Aber die Funktiomuotient hilft uns weiter:

(quotient 61 60)

T 1

Das kSnnen wir in der Schablone benutzen:
(define minutes-since-midnight->wallclock-time

(lambda (msm)
(make-wallclock-time (quotient msm 60) ...)))

Es fehlt noch die Minute B dafYr brauchen wir den Divisisti3en berechnet die eingebaute
Funktionremainder :
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(remainder 67 60)
7
(remainder 125 60)
T 5

Damit k3nnen wir den Rumpf vervollstSndigen:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)
(make-wallclock-time (quotient msm 60) (remainder msm 60))))

Al"#$%& ).*

Schreibe eine Funktiomke-wallclock-time-12h , die eine Uhrzeit aus einer Zeitangabe im
"$-Stunden-Format konstruiert. Also zum Beispiel:

(make-wallclock-time-12h 6 30  "AM)
1 #<record:wallclock-time 6 30>
(make-wallclock-time-12h 6 30  "PM)
' #<record:wallclock-time 18 30>
(make-wallclock-time-12h 12 0 "PM)
' #<record:wallclock-time 12 0>
(make-wallclock-time-12h 12 00  "AM)
' #<record:wallclock-time 0 0>
(make-wallclock-time-12h 12 30  "PM)
' #<record:wallclock-time 12 30>

(FYr die beiden FSlle "$:!'/AM und "$:!'PM gibt es keine eindeutige Zuordnung, wir haben das
willkYrlich festgelegt.) !

Al"#$%E. ).+

Funktioniertminutes-since-midnight->wallclock-time fYr alle Zahlen als Eingabe?

Al'#$%& ).,

Schreibe eine Funktiovallclock-time-add-minutes , die auf eine Uhrzeit eine gegebene
Anzahl Minuten addiert. Benutze dafYr die vorhandenen Funktiomgrs-since-midnight

und minutes-since-midnight->wallclock-time I Du darfst annehmen, dass auch das Er-
gebnis noch in die $% Stunden eines Tages passt. !
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$.$ KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN FtR ZUSAMMENGESETZTE DATEN

Dieser Abschnitt fasst die Erkenntnisse aus den Beispielen zu zusammengesetzten Daten in Form
von Konstruktionsanleitungen zusammen. Wir fangen an mit der Datenanalyse und der zugeh3ri-
gen Record-De+nition.

K12345!647123%$288&7412# '( (Z!13$==&2#&38&494& D$4&2: D$4&2$2$8?3&)

Zusammengesetzte Daten kannst Du an Formulierungen wWielggsiteht aus ... E, Cein
X ist charakterisiert durch ... E oder Geimat ... E erkennen. Manchmal lautet die Formu-

lierung etwas anders. Die daraus resultierende Datende+nition ist ein Kommentar im Pro-
gramm in folgender Form:

Darauffolgt eine entsprechende Record-De+nition. DafYr Yberlege Dir Namen fYr den Record-
Typ T und fYr die Feldef; ... f,. Zu jedem Feld geh3rt eine Signaigr:

(define-record T
make-T
(T-f1 sigy)

.(.T-'fn Sign))

Der Name des Record-Typsst die Record-Signatarake-T ist der Konstruktor undl -f ;
sind die Selektoren. Dass der Konstruktornanmeaki-anfSngt und dass die Selektorna-
men sich aus dem Namen des Typs und der Felder zusammensetzt, ist reine Konvention. Von
ihr solltest Du nur aus guten GrYnden abweichen.

Darunter geh3ren die Signaturen fYr den Konstruktor und die Selektoren:

(: make-T (sig; ... sig, -> T))
(: T-f1 (T -> sigy))

( T-fn (T -> sig,))
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Wenn Du genYgend tbung mit der Verwendung von Konstruktoren und Selektoren hast,
kannst Du die Signaturen (die ja redundant sind) auch weglassen: Die relevanten Signaturen f
die Felder stehen ja schon in der Record-De+nition.

Wenn Du die Datenanalyse und die Record-De+nition fYr zusammengesetzte Daten abg
schlossen hast, solltest Du anhand der Signatur der Funktion feststellen, ob die zusammengeset
Daten als Ein- oder als Ausgabe verwendet werden. AbhSngig davon kannst Du die entsprechel
Schablone aus den folgenden beiden Konstruktionsanleitung auswShlen.

K12345!647123%$288&7412# ') (Z2!13$==8&2#&38&494& D$4&2 $83 E72#3%&: S:;$%812&)

Wenn Deine Funktion zusammengesetzte Daten als Eingabe akzeptiert (das ergibt sich aus
der Signatur), gehe nach Schreiben des GerYstes folgenderma8en vor:
". FYr jede Komponente, schrdibel r) in die Schablone, wotssl der Selektor der
Komponente und der Name des Record-Parameters ist, also zum Beispiel:

(wallclock-time-hour wt)

$. VervollstSndige die Schablone, indem Du einen Ausdruck konstruierst, in dem dje Selek-
tor-Anwendungen vorkommen.
#. Es ist m3glich, dass nicht alle Selektor-Anwendungen im Rumpf verwendet werden: In
diesem Fall ISsche die Selektor-Anwendung wieder.

Mit etwas Tbung kannst Du nicht benstigte Selektor-Anwendungen auch von vornherein weglas-
sen. Gelegentlich deutet es aber auf einen Fehler hin, wenn eine fehlt: Darum ist es oft sinnvoll, :
zunSchst hinzuschreiben.

Funktionen, die zusammengesetzte Daten als Ausgabe haben, mYssen einen entsprechendel
cord konstruieren und deshalb den Konstruktor aufrufen. Hier ist Schablone daf¥r:

K12345!647123%$288&7412# '* (Z!3$==&2#&38&494& D$4&2 $83 Al3#$%&:
S:;$%812&)

Wenn Deine Funktion zusammengesetzte Daten als Ausgabe hat, schreibe einen Aufruf des
passenden Record-Konstruktors in den Rumpf, zunSchst mit einer Ellipse fYr jedes Feld des
Records, also zum Beispiel:

(make-wallclock-time ... ... )
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$.% EIN- UND AUSGABE ZUSAMMENGESETZTER DATEN

’ zusammengesetzte-daten/dillo.rkt Code

In diesem Abschnitt kombinieren wir Ein- und Ausgabe zusammengesetzter Daten in einer einzi-
gen Funktion.

Im Beispiel dafYr geht es um GYrteltiere in Texas: Die Yberqueren insbesondere die Highways
und werden dabei leider oft Yberfahren B am Stragenrand sind entsprechend viele GYrteltiere zu
sehen. Au§erdem fYttern freundliche Autofahrer gelegentlich die GYrteltiere. Mit diesen beiden
Aspekten wollen wir uns beschSftigen: Was passiert, wenn ein GYrteltier Yberfahren wird? Was
passiert, wenn ein GYrteltier gefYttert wird? Entsprechend interessiert uns, ob ein GYrteltier am
Lebenistund welches Gewicht es hat. Das kSnnen wir nach Konstruktions@leitung '@uf Seite *$
direkt in eine Datende+nition Ybersetzen:

. Ein Gtrteltier hat folgende Eigenschaften:
- Gewicht (in @)
; - lebendig oder tot

Wiederum handelt es sich um zusammengesetzte Daten, wie aus der Formulierung ChatE ersicht-
lich ist. Wir beschrSnken uns hier auf die beiden Eigenschaften, die fYr die Aufgabenstellung re-
levant sind. Aus der Datende+nition kSnnen wir direkt eine passende Record-De+nition machen:

(define-record dillo
make-dillo
(dillo-weight natural)
(dillo-alive? boolean))

(CDilloE steht kurz fYr CArmadilloE, das aus dem Spanischen Ybernommene englische Wort fYr
GVYrteltier.)

FYr das Felalive? k3nnten wir unterschiedliche ReprSsentationen wShlen: Eine AufzSh-
lung wSre m&glich; wir haben uns fYr einen booleschen Wert entschieden, der die Frage CLebt das
GYrteltier?E beantwortet. Hier sind die Signaturen fYr die Record-Funktionen:

(: make-dillo (natural boolean -> dillo))
(: dillo-weight (dillo -> natural))
(: dillo-alive? (dillo -> boolean))

Hier sind einige Exemplare als Daten plus Information:

(define dillol (make-dillo 55000 #t)) ; 55 kg, lebendig


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/zusammengesetzte-daten/dillo.rkt
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(define dillo2 (make-dillo 58000 #f)) ; 58 kg, tot
(define dillo3 (make-dillo 60000 #t)) ; 60 kg, lebendig
(define dillo4 (make-dillo 63000 #f)) ; 63 kg, tot

Fangen wir damit an, GYrteltiere zu fYttern. Die Standard-Futter-Portion ist dabei &!! g, und das
GYrteltier nimmt durch die FYtterung um das entsprechende Gewicht zu. Hier sind Kurzbeschrei
bung und Signatur:

. GYrteltier  mit 500 g Futter f Yttern
(: feed-dillo (dillo -> dillo))

Hier der erste, naheliegende Testfall:
(check-expect (feed-dillo dillol) (make-dillo 55500 #t))

Beifeed-dillo  ist relevant, was es mit toten GYrteltieren macht: Tote GY'rteltiere fressen nicht,
entsprechend nehmen sie auch nicht zu, wenn man ihnen Futter anbietet:

(check-expect (feed-dillo dillo2) dillo2)
Hier das GerYst der Funktion:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

)

FYrden Namen des Parameters verwenden wilikmichnicht zu verwechseln mit der Signatur,
die ebenfallsillo heist. Dasambdasorgt dafYr, dadslo  sich innerhalb seines Rumpfes auf
den Parameter bezieht, nicht auf die weiter au8en stehende Signatur.

A'H$%E: ).-

Um Dir klarzumachen, welclio zu welcherrambdabeziehungsweise zu welcher De+niti-
on gehsrt, kannst Du in DrRacket den Kn@yihtaxprYfung drYcken und danach den Maus-
Zeiger Yber die verschiedenen VorkommediNon bewegen. !

Mehr zu diesem Thema kommt in AbscHnitt *.' auf $"

Feed-dillo hatzusammengesetzte Daten sowohl als Eingabe als auch als Ausgabe. Entsp
chend kommen die Schablonen fYr beide Situationen zum Einsatz.

ZunSchst ist die Schablone fYr zusammengesetzte Daten als Eingabe aus Konstruktionsar
tungﬁ# auf Se@*# an der Reihe. Wir schreiben die Aufrufe der Selektoren auf:
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(define feed-dillo
(lambda (dillo)
... (dillo-weight dillo) ...
... (dillo-alive? dillo) ...))

Dazukommtdie Schablone fYr zusammengesetzte Daten als Ausgabe aus Konstrukti@sanleitung "%
auf Seitg }#, also der Aufruf des Konstruktors:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo ... ... )
... (dillo-weight dillo) ...
... (dillo-alive? dillo) ...))

Der zweite Testfall zeigt, dassfees-dillo  betri.t, die GVYrteltiere in zwei verschiedene Grup-

pen fallenFeed-dillo  verhSlt sich beilebenden GYrteltieren anders als bei toten: eine Fallunter-
scheidung. Entsprechend brauchen wir eine Verzweigung im Rumpf, und zwar aufgrund des Wer-
tes vor(dillo-alive? dillo) , der schon in der Schablone stehtdiDa-alive? einen
booleschen Wert liefert, handelt es sich um eine boolesche Fallunterscheidung. Deshalb kSnnen wir
Konstruktionsanleitu@ " auf S@e (" anwenden und eine binSre Verzweigung benutzen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
)
(make-dillo ... ... )
... (dillo-weight dillo) ...))

Nun mYssenwir noch die beiden Zweige ergSnzen. Am einfachstenist CGYrteltier totE, dann nSm-
lich kommt das gleiche GYrteltier aus der Funktion, das hineingegangen ist. Wir sétaen also
als Alternative der Verzweigung ein:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)

;j.illlo)
(make-dillo ... ... )
... (dillo-weight dillo) ...))
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Im ersten Zweig mYssen wir schlie§lich einen neuen GYrteltier-Wert berechnen, der die Zuna
me berYcksichtigt. Dabei werden der Konstruktur-Aufruf und der zweite Selektor-Aufruf aus der
Schablone verbraucht:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ... )
dillo)))

Wir mYssen beim Aufruf des Konstruktoeske-dillo  angeben, welches Gewicht das frisch ge-
fYtterte GYrteltier haben soll und ob es noch am Leben ist. Das Gewicht erhdht sich um das Ge
wicht des Futters. Au§erdem ist das GYrteltier noch am Leben, weil der Konstruktoraufruf in dem
Zweig steht, in dem das so ist:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500)
#t)
dillo)))

Wir kommen nun zum unangenehmen Teil, dem tberfahren, das aus einem lebenden GYrteltie
ein totes macht. Hier Kurzbeschreibung und Signatur:

Grrteltier  Yberfahren
(: run-over-dillo (dillo -> dillo))

Aus dem Beispidlllol kSnnen wir den ersten Testfall machen:
(check-expect (run-over-dillo dillol) (make-dillo 55000 #f))

Wir sollten aber auch berYcksichtigenwasver-dillo  mittoten GYrteltieren anstellt. Die-
se bleiben auch nach dem tberfahren tot:

(check-expect (run-over-dillo dillo2) dillo2)
Hier das GerYst der Funktion:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
)
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Run-over-dillo  hatzusammengesetzte Daten sowohl als Eingabe als auch als Ausgabe. Entspre-
chend kommen ein weiteres Mal die Schablonen fYr beide Situationen zum Einsatz. ZunSchst die
Schablone fYr zusammengesetzte Daten als Eingabe; wir schreiben die Aufrufe der Selektoren auf:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
... (dillo-weight dillo) ...
... (dillo-alive? dillo) ...))

Dazu kommt die Schablone fYr zusammengesetzte Daten als Ausgabe, also der Aufruf des Kon-
struktors:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo ... ... )
... (dillo-weight dillo) ...
... (dillo-alive? dillo) ...))

Da das tberfahren das Gewicht nicht Sndert, Ybernimmt der Ausdruck fYr das Gewicht das Ge-
wicht des Eingabe-GYrteltiers aus der Schablone:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (dillo-weight dillo) ...)
... (dillo-alive? dillo) ...))
Das GYrteltier ist nach dem therfahren auf jeden Fall tot. Da es keine Rolle spielt, ob das GYr-

teltier vorher lebendig war oder nicht, kSnnen wir den Selektor@iifosélive? dillo)
verwerfen:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (dillo-weight dillo)
#f)))

Fertig!

$.& ALTERNATIVEN BEI DEN KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN

Vielleicht ist Dir bei der Folge von Schablonefef-dillo  aufgefallen, dass wir die Anord-
nung der Schablonen fYr die Konstruktion zusammgesetzter Daten und die Schablone fYr binSre
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Fallunterscheidungen recht willkYrlich angeordnet haben, indem wir die Verzweigung Cau§en
um den Konstruktoraufruf gestellt haben.

Die Konstruktionsanleitungen hStten wir genauso gut andersherum anwenden k3nnen, in
dem wir die Verzweigung CinnenE in den Konstruktoraufruhase-dillo - gestellt hStten:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)

)
... (dillo-alive? dillo) ...
... (dillo-weight dillo) ...))

Bei dieser Vorgehensweise fYllen wir zunSchst die Ellipsen fYr die beiden m&glichen Gewichte e

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)
(+ (dillo-weight dillo) 500)
(dillo-weight dillo))
)
... (dillo-alive? dillo) ...))

Was das zweite Argument voake-dillo  betri.t, also ob das GYrteltier lebendig oder tot ist, so
ist der Wert dort so wie vorher, also entsprechend dem Ergelblilisadive?

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)
(+ (dillo-weight dillo) 500)
(dillo-weight dillo))
(dillo-alive? dillo))))

Diese Version ist genauso korrekt wie die erste, und keine ist 0.ensichtlich CbesserE aﬂ_‘p die ande
Bei der Kombination von Konstruktionsanleitungen ist es also oft m§glich, mehrere unterschied

Die erste Version im Fall Gtotes GYrteltierE vermeidet, einen neuen GVrteltier-Wert zu erzeugen. DafYr ist die
zweite Version kYrzer. In der Praxis ist der Unterschied unwichtig.
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liche Wege zu beschreiten. Meist funktionieren alle davon, unterscheiden sich aber gelegentlich in
LSnge und Eleganz.

Eine andere Alternative bei der Konstruktionfged-dillo  wSre an dieser Stelle m3glich
gewesen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ... )
dillo)))

Hier haben wir ziemlich vorschriiéllo  in der Alternative défs -Ausdrucks geschrieben, weil es
uns Co.ensichtlichE erschien, dass der Zustand eines toten GYrteltiers nach dem FYttern genauso
wie vorher ist. Es wSre konsequenter gewesen, erst einmal die Schablonen vollstSndig anzuwenden:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ... )
(make-dillo ... ... N)

Dann hStten wir auch fYr den zweiten Zweig (CGYrteltier totE) die Fragen beantwortet, welches
Gewicht das GYrteltier hat und ob es noch lebt:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
(make-dillo (dillo-weight dillo) #f))))

Auch diese Version ist richtig. Wir k3nnten diese Version noch etwas umformen, in dem wir die
Beobachtung ausnutzen, dass der Wetdliltbealive?  -Felds im Ergebnis dem Ergebnis von
(dillo-alive? dillo) entspricht und das im zweiterake-dillo -Aufruf einsetzen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
(make-dillo (dillo-weight dillo) (dillo-alive? dillo)))))
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Das Programm ist zwar ISnger geworden, es gibt aber auch eine Einsicht frei, wenn wir den zwei
make-dillo -Aufruf nSher anschauen. Dieser Aufruf steldli#in -Record her, bei dem jedes

Feld aus dem entsprechenden Feldilon bestYckt wird. Es ist deshalb gleidtiliu . Eine
Gleichung bringt das zum Ausdruck:

(make-dillo (dillo-alive? dillo) (dillo-weight dillo)) = dillo

Wir k§nnen also demake-dillo -Aufruf durchdillo ersetzen und so das Programm mit Hilfe
der Gleichung vereinfachen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
dillo)))
Jetzt ist die erste Version ¥ead-dillo  entstanden, ohne dass wir uns vorschnell Yberlegen
mussten, dass im Fall CGVYrteltier totE die Eingabe gleich der Ausgabe ist.
Indiesem Beispiel m8gen die resultierende Einsicht und Vereinfachung banal sein. Wirk3nne
aber Gleichungen beim Programmieren oft benutzen, um nYtzliche Einsichten zu erzielen oder u
sere Programme kYrzer, schneller oder eleganter zu machen. Das entspﬁq:ht Mant@ von Seite

M$245$ ,
Nutze Gleichungen aus, um Dein Programm zu vereinfachen.

A'#$%&. )..

Formuliere Gleichungen entsprechend der GleichungeifidYrauch fYr die Record-Typen
computer undwallclock-time  aus diesem Kapitel. !

AUFGABEN

A'H$%E: )./

Schreibe eine Daten- und eine Record-De+niti@r¥¢hend verschiedene Funktionen fYr das
Bruchrechnen:
¥ KYrzen eines Bruchs
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¥ Test auf Gleichheit der durch zwei BrYche reprSsentierten rationalen Zahlen
¥ Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von BrYchen
Hinweis: Zur LSsung der Aufgabe ist die folgende eingebaute Funktion hilfreich:

(: gcd (natural natural -> natural)) ,

die den gr38ten gemeinsamen Teiler (Cgreatest common divisorE) von zwei natYrlichen Zahlen
berechnet.

A'#$%& )0

Jedes Qux hat einen Namen. Au8erdem interessiert Experten, wieviele Bas ein Qux hat. Es wird
au8erdem zwischen Arg-Quxen, Foo-Quxen und Bla-Quxen unterschieden.
". Schreibe eine Daten-De+nition fYr Quxe sowie eine dazu passende Record-De+nition. Notiere
dazu auch die Signaturen der Selektoren.
$. Schreibe Signatur, GerYst und Schablone fYr eine Funktion, die ein Qux akzeptiert und eine
Zeichenkette zurYckgibt. Identi+ziere die dazu benutzten Konstruktionsanleitungen. Achte
darauf, auch die Konstruktionsanleitungen fYr die Komponenten von Qux-Records anzuwen-
den.
#. Nimm an, Du hSttest fYr eine zu schreibende Funitioop?2 die folgende Signatur festge-
legt:

(: quxop2 (natural (enum "HX' "BX' "PX') -> qux))

(Dabei ist angenommen, dass die Record-De+nition fYr ein Qux denduarnan) Ent-
wickele daraus GerYst und Schablone der zu schreibenden Funktion mit Hilfe der passenden
Konstruktionsanleitungen.

Al"#$%& )"

Schreibe ein Programm zur Verwaltung von wSchentlichen Raumreservierungen an der Uni!

". Entwirf eine Daten- und Record-De+nition fYr einen Eintrag eines Verwaltungssystems fYr
Vorlesungs- und SeminarrSume.
Jeder Eintrag beinhaltet folgende Informationen: der Name des Raums (als Zeichenkette), der
Wochentag, die Uhrzeit (es wird nur in Stunden gerechnet) und der Name des Dozenten, der
den Raum belegt.

$. Schreibe eine Funkticeserve , die als Argumente einen Eintrag und einen Dozentennamen
akzeptiert und einen Eintrag zurYckgibt. Falls der Raum noch nicht belegt wurde (das hei§t
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im Eintrag ist der Dozentennaimg, soll der Raum reserviert werden und damit ein neuer
Eintrag zurYckgegeben werden, bei dem der Dozentenname gesetzt ist. Andernfalls wird c
Eintrag unverSndert zurYckgegeben.

Al"#3%& ).'(
Schreibe weitere Funktionen fYr die Computer aus Ab@mitt #."
¥ tberlege Dir, wie Du fYr einen Computer einen geeigneten Preis abhSngig von der Kon+gu
ration berechnen wYrdest. Schreibe eine Funktion, welche Deine Methode realisiert.
¥ Schreibe eine Funktion, die den Speicher eines Computers erweitert. Sie akzeptiert einen Co
puter und eine Zahl und liefert einen neuen Computer, bei dem der Hauptspeicher um die
Zahl erhshtist.

Al"#3%& ).)
Es geht ums Backen von Kuchen.

". Erstelle eine Datende-+nitidoughfYr den Teig. Jeder Teig besteht aus Eiern, Mehl, Zucker
und Wasser und hat ein Gesamtgewicht. Therlege Dir geeignete Einheiten fYr die Zutaten.

$. Erstelle eine Datende+nitiomke fYr Kuchen. Diese enthSlt einen Teig, eine Backdauer in
Minuten und das Endgewicht des Kuchens.

#. Schreibe eine Funktiomgredients->dough welche eine Anzahl an Eiern, eine Menge
Mehl in Gramm, eine Menge Zucker in Gramm und eine Menge Wasser in Milliliter erhSlt
und daraus einen Teig herstellt. Gehe davon aus, dass jedes Ei '% g wiegt.

%.Schreibe eine Funktibake-cake . Diese erhSlt einen Teig, eine Backdauer in Minuten und
erstellt einen Kuchen. Gehe davon aus, dass nach dem Backen noch )! % des Wassers im |
chen sind.

Al"#$%& ).*

Schreibe eine Datende+nitigpointment fYr Termine, bestehend aus Datum, Uhrzeit, Dauer

(in Minuten) und Ort. Verwende fYr das Datum und die Uhrzeit weitere Datende+nitionen beste-
hend aus Tag, Monat und Jahr beziehungsweise Stunde und Minute.

". Schreibe eine Funktidate-ok? , die feststellt, ob ein Datums-Wert einem tatsSchlichen Ka-
lenderdatum entspricht, also korrekte Daten wie "."."*(! von unsinnigen wie #%."(.$!!" un-
terscheidet. Lasse dazu Schaltjahre au8er Acht. Beachte die Monate mit $), #! und #" Tagen

$. Schreibe eine Funktidate-equal? , die vergleicht, ob zwei Datums-Werte gleich sind.
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#. Schreibe eine Funktitime-ok? , die feststellt, ob ein Zeit-Wert einer tatsSchlichen Uhrzeit
entspricht.

%.Schreibe eine Funktiime-overlap? , die YberprYft, ob sich zwei Zeiten mit einer jeweils
gegebenen Dauer (in Minuten) Yberschneiden. Gehe davon aus, dass es sich um Zeiten dessel-
ben Tages handelt.

&. Schreibe eine Funktionerlap? , die prYft, ob sich zwei gegebene Termine Yberschneiden.
Beachte die Dauer der Termine. Gehe davon aus, dass die Termine nicht Yber Mitternacht
liegen.

Hinweis: Zur LSsung der Aufgabe kann die eingebaute Funktion

(: remainder (natural natural -> natural))

hilfreich sein. Sie berechnet den Rest einer ganzzahligen Division.

A"#$%8&. ).+

Erstelle eine Daten- und eine Record-De+nition fYr einen Fahrzeugschein (siehe[Abbildung #.3).
Gliedere die Felder des Fahrzeugscheins sinnvoll in Untergruppen und erstelle fYr diese Untergrup-
pen eigene Daten- und Record-De+nitionen. Benutze sprechende Bezeichner fYr Records und Fel-
der! Gib ein Beispiel an, indem Du einen Fahrzeugschein-Wert mit allen EintrSgen erzeugst.

Al'#$%&. ).,

Schreibe fYr den TYbinger Stadtverkehr ein Programm, welches YberprYft, ob ein Fahrzeug in den
Umweltzonen fahren darf.

". De+niere einen Datentyp fYr Fahrzeuge. Dieser Datentyp soll den Typ, das Nummernschild
und die Schadsto.klasse des Fahrzeuges beinhalten.

$. Erstelle die Beispielfahrzeuge fYr die Fahrzeugtypen CStadtbusE, CReisebusE, CDieselautoE
und CBenzinautoE. Gehe davon aus, dass die Busse der Schadsto.klasse $, das Dieselauto der
Schadsto.klasse # und das Benzinauto der Schadsto.klasse % angehsren.

#. Schreibe eine Funktitahrverbot? , welche YberprYft, ob ein gegebenes Fahrzeug bei einer
gegebenen Mindest-Schadsto.klasse noch fahren darf. Gestalte die Signatur so, dass er nur
Mindest-Schadsto.klassen von " bis % akzeptiert.

%.Die MYhlstrage in TYbingenistin einer Richtung fYr alle Fahrzeuge au8er Stadtbusse gespertt.
Schreibe eine Funktisanderrecht? , die YberprYft, ob ein gegebenes Fahrzeug die MYhl-
stra8e in der gesperrten Richtung befahren darf.
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&.

Der Stadtrat hatdie Idee, den Tourismus dadurch anzukurbeln, dass Sonntags auch Reisebu
die MYhlstrasse in der gesperrten Richtunge befahren dYrfen. Erweitere hierfYr die Funktio
sonderrecht? um den Wochentag und lasse sonntags auch Reisebusse zu.

Verwende beim Schreiben der Funktion die Konstruktionsanleitungen fYr Funktionen und fYr
Fallunterscheidungen. Schreibe TestfSlle, die alle M3glichkeiten der Fallunterscheidung abdeck

Al"#$%& ).-

Schreibe ein Programm fYr einen Paketdienst, das den Preis fYr ein Paket berechnet!

3.

%.

Schreibe eine Daten- und eine Record-De+nitigkofésseZu einer Adresse gehdren der
Name, die Stra8e mit Hausnummer, die Postleitzahl, der Ort und das Land.

Der Paketdienst verlangt einen Zuschlag fYr Sendungen, die international verschickt werde
Schreibe eine Funktiorternational? , die als Argument eidelresdeekommt und fest-

stellt, ob die Adresse im Ausland liegt.

. Der Paketdienst hat einen Sondertarif fYr Sendungen, die innerhalb der gleichen Postleitza

verschickt werden. Schreibe eine Funktiore-zip-code? , die als Argumente zwigres-
serbekommt und feststellt, ob die Postleitzahlen und die LSnder der beiden Adressen gleic
sind.

Ein Paket wird klassi+ziert nach seinen Abmessungen. Schreibe eine Daten- und eine Reco
De+nition fYrAbmessungekbmessungen bestehen aus LSnge, Breite und Hshe.

. Die Paketpreise richten sich nach der Grs8e des zu verschickenden Pakets. Der Paketdie

verwendet die drei Gri§enklasSerall MediumundLarge um die Kosten fYr das Paket zu
berechnen. Ausschlaggebendes Kriterium fYr die Paketgrs8e ist die Summe der ISngsten
der kYrzesten Seite des Pakets.

Schreibe eine Funktiauld-longest-and-shortest-side , die als Argument eirfd-
messungekommt. Der RYckgabewert \ahd-longest-and-shortest-side soll die

Summe der ISngsten und der kYrzesten Seite der Abmessung sein. Lagere die Teilproblem
zwei Hilfsfunktionen aukingest-side  undshortest-side

Schreibe eine Daten- und eine Record-De+nitiftaRéteEin Paket hat eine Absender-und

eine EmpfSngeradresse. Benutze fYr die Adressen die bereits erstellte Record-De-+nition. ,
gerdem hat ein Paket noch weitere Eigenschaften: Die Abmessungen (benutze dafYr die &
reits erstellte Record-De+nition), das Gewicht, die BefSrderungsdauer und eine Zusatzoptio
Nachnahme. Die BefSrderungsdauensathal next-dapdemext-morningein.

Schreibe eine Funktiparcel-size-class , die als Argument eRakebekommt und die
Grs8enklasse zurYckgibt. Ausschlaggebend fYr die Paketgri§e ist die Abmessung (siehe ob
Folgende Tabelle enthSlt die Zuordnung von Paketgri§e und Abmessung:
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Paketgré§é Abmessung
S ID&! cm
M >&P"lcm
L >"llem

Schreibe eine Funktioalculate-base-postage , die als Argument eRPaketbekommt
und die Basis-Portokosten fYr dieses Paket berechnet.
Lege dabei folgende Grundtariftabelle des Paketdienstes zugrunde:

Gewicht
Paketgrs8e D& kg >&bP"'kg >"lkg
S #,11 Al * 1l
M mll "L "%,

L * 1 "&,! $".1

. Schreibe eine Funktitransportation-time-factor , die als Argument elPaketbe-

kommt und den Aufschlagsfaktor fYr die BefSrderungsdauer zurYckliefert. Lege dabei folgen-
de Aufschlagsfaktoren zugrunde:

BefSrderungsdauer
BefSrderungsdistanznormal next-day next-morning
gleiche PLZ -$&% +1% +$&%
Inland +1% +&1% +"11%

Ausland +1%  +$!1% +#11%

. Schreibe eine Funktioash-on-delivery-surcharge , die als Argument elPaketbe-

kommt und den Aufschlag fYr die Nachnahme zurYckliefert. Lege dabei folgende AufschiSge
zugrunde:

BeférderungsdistaﬁzNachnahmegeb\"(hr
Inland +#, 11
Ausland +* 1

. Schreibe eine Funktioalculate-postage , die als Argument eRakebekommt und die

Portokosten berechnet. Benutze dafYr die bereits programmierten L§sungen der verschiede-
nen Teilprobleme.
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Zur Beachtung!

Die Angaben milssen stindig den tatsichlichen Verhaltnissen entsprechen.
Anderungen sind der zustdndigen Zillassungsbeharde nach MaBgabe der fir die
Fahrzeugzulassung geltenden Rechtsvorschriften anzuzeigen.

Bef VerduBerung des Fahrzeups sind dem Erwerber gegen Empfangs-
bescheinigung die Zulassungsbescheinigung Teil 1 und Teil I, der HU-Bericht und
die AU-Prifoesch héndigan, Die Empf; heinigung muss
den Namen und die Anschrift des Erwerbers vollstandig enthalten und ist vom
VerduBerer unverziglich der Zulassungsbehdrde vorzulegen,

Unterlassung der vorgeschriebenen Meldepflichten (Abmeldung, Umschreibung
bei Erwerb oder Umzug in einen anderen Zulassungsbezirk, Meldung anderer
Veranderungen} kann durch GeldbuBen geahadet werden sowle weitere Nachteile

(5Steuer, Versicherung, ggf. AuBerbetriebsetzung des Fahrzeugs) zur Folge haben.

Definition der Felder:

Feld Bezeichnung
Datum der meulassung des Fahrzeugs
Marke
Typ/VarianteVersion
Handelsbezeichnungien)
Fnhuzu?‘ Identifizierungsnummer
Technisch zuldssige Gesamumasse in kE
Im Zul in
Masse des in Betrieb belmanthen Famzeugs inkg (Learmasse)
Glhtigkeitsdauer
Datum dieser Zulassung
Fahrzeugk/dsse

der EG-Typgenehmigung oder ABE

Anzahl der Achsen
Technisch zuldssige Anhénge]&st gebremst inkg

Raba =

o

Technisch zuldssig ur inkg
1! Hubraum in e o
2/P4 in kWW/N 1 bel min?
3 K fart oder E i 1

Leistungsgewlcht in kWikg {nur bel Kraftridern)
Farbie des Fahrzeugs

Sitzplatze einschlieBlich Fahrersitz

Stehplatze

Héchstgeschwindigkeit In km/h

Standgerausch in di (A)

Drehzahl in min zuU 1

Fahrgerdusch in'dB (A)

CO,lin gikm) kembinierter Wert

Far die EG-Typgenehmigung maBgebliche Schadstoffklasse
2) Hersteller-Kurzbezeichnung

(2.1} Code zu (2)

(2.2)  Code zu D.2 mit Pritfziffer

{3) Prafziffer 2ur Fahrzeug-ld,

(23] Art des Aufbaus

{5) Bezeichnung der Fahrzeugklasse und des Aufbaus

,(FFF_C"C?“”D.".’“F’DD"F“"IC\."‘W"'.'UUUW
i e T

wllhs

Abbildung #.": Vorder- und RYckseite eines Fahrzeugscheins

u!msxmkmlm: ~587654321  Mail@DSD-Staatliche-Dokumente.de

8 Datum zu K
{7} Technisch zuldssige maximale Achslast/Masse ja
Achsgruppe in
{7.1) Achse 1 bis (7.3) Achse 3
(8  Zulassige imale Achslast im Zul
inkg
(8.1) Achse 1 bis (8.3) Achse 3
(9)  Anzahl der Antriebsachsen
(10) CodezuR3
(1) CodezuR
{12)  Rauminhait des Tanks bei Tankfahrzeugen in m?
{13)  Stotzlastin kg
{14)  Bezeichnung der nationalen Emissionsklasse
Code zu V.8 ader (14)
{15)  Bereifu
[IS‘E: a:?ﬂdue 1 bis {15 3) aqun:hse 3
(16} er Zul Teil ll
{17} Melkmal zur Betriebserlaubnis
(18) | Lange in mm
(13) ~ Breite jin mm
(20)  Hdheinmm
(21)  Sonstige Vermerke
(22)  Bemerkungen und Ausnahmen
Hinwels zu Feld [15.1) bis (15.3):
Andere als die wguqtb-nw\ Uarﬂfmgm Iuan»en im Rahmen derg)nmgul

Nian und dla. Anderung oder et e e
annsung:hn:r.lmnluung Teil §ist hierfiir nicht nr!mdnr)ld-
Hinweis ru Feld (22):
Eine der mit E

Botriebserlaubnis oder
baw. in dem nach § 21 StVZO ersteil-
ten als v bescheinly hiing ist
sphtestans im Zuge jeder neuen Befassung nach § 27 Abs. 1 StVZ0 in die
Zulassungsbescheinigung Teil | oder in einem Beiblatt zur Zulassungsbe-
scheinigung Teil | aufzunehmen.

#(
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Manchmal kommen an einer Stelle in unserem Problem verschiedene Klassen der gleichen S«
Daten vor:

¥ Ein Tier kann ein GYrteltier oder ein Papagei sein.

¥ Eine Koordinate kann eine kartesische Koordinate oder eine Polarkoordinate sein.

¥ Ein Essen kann ein FrYhstYck, Mittagessen oder Abendessen sein.
Solche Daten hei§gemischte Datamd es handelt sich um eine weitere Form von Falluntschei-
dungen, neben den aus Kaﬂtel $ bekannten AufzShlungen und Zahlenbereichen.

Obwohl die Daten verschiedenartig sind, unterstYtzen sie doch gemeinsame Operationen: D
Gewicht eines Tiers kann sowohl fYr GYrteltiere als auch Papageien berechnet werden, der Abst:
vom Ursprung kann fYr beide Koordinatendarstellungen berechnet werden, die Anzahl der GSng
kann fYr jede Art Essen bestimmt werden.

%# GEMISCHTE DATEN

gemischte-daten/animal.rkt Code

In der Einleitung war die Rede von Papageien: die benutzen wir, um gemischte Daten einzufYhre
Vorher mYssen wir jedoch Papageien mit den bekannten Mitteln de+nieren. Wir erweitern daf¥
die Datei mit dem GYrteltier aus dem vorigen Kapitel.

Genau wie bei GYrteltieren interessiert uns bei Papageien das Gewicht, aber wir nehmen an,
Papageien in der Regel nicht auf texanischen Highways Yberfahren werden, dass sie immer lebe
sind. Au8erdem betrachten wir ausschlie§lich sprechende Papageien, die jeweils einen einzel
Satz sagen kSnnen. Hier die Datende+nition:

; Ein Papagei hat folgende Eigenschaften:
;- Gewicht in Gramm
; - Satz, den er sagt

Hier die dazu passende Record-De+nition:

(define-record parrot
make-parrot
(parrot-weight  natural)
(parrot-sentence string))

... und die passenden Signaturen:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/animal.rkt

H#H#" GEMISCHTE DATEN

(: make-parrot (natural string -> parrot))
(: parrot-weight (parrot -> natural))
(: parrot-sentence (parrot -> string))

Hier zwei Beispiele fYr Papageien mit Kommentaren, die die Beziehung zwischen Daten und In-
formation beschreiben:

(define parrotl (make-parrot 10000 "Der Gtner warls.")) ; 10kg,
Miss Marple

(define parrot2 (make-parrot 5000 "Ich liebe Dich. ")) ; 5kg,
Romantiker

Du kannst Dir vielleicht vorstellen, dass Papageien und GYrteltiere sich in einem Programm begeg-
nen, alsgemischiorkommen. Papageien und GYrteltiere gehdren zum gemeinsamen Oberbegri.
Tier. DafYr k3nnte eine Beschreibung so aussehen:

EinTierist eins der folgenden:

¥ ein GYrteltier

¥ ein Papagei
Die Formulierung Ceins der folgendenE ist Dir schon aus Ab@mitt $.% und Konstruktionsanlei-
tung[(|auf Seitg "bekannt: Sie deutet auf eine Fallunterscheidung hin.

Da aber GYrteltiere und Papageien nicht als nur jeweils ein Wert reprSsentiert sind, handelt es
sich nichtum eine AufzShlung: Die beiden FSlle der Fallunterscheidung beschreiben unterschiedli-
cheKlassewmon Tieren, jede mitihrer eigenen Signatur. Damitliegt eine neue Organisation von Da-
ten vorgemischte Datentsprechend ist es durchaus sinnvoll, nach dem CGewicht eines TiersE
zu fragen oder Cein Tier zu fYtternE, was wir im folgenden auch vorhaben.

Die Beschreibung des Begri.s CTierE ist bereits als Datende+nition geeignet, und muss fYr
Inklusion im Programm nur als Kommentar umformatiert werden:

; Ein Tier ist eins der folgenden:
. - Grteltier
- Papagei

Bei zusammengesetzen Daten kann die Datende+nition in eine Record-De+nition YberfYhrt wer-
den. In diesem Fall ist fYr jede einzelne Klasse Tier jeweils schon eine Record-De+nition da. Wenn
wir Tiere im allgemeinen in Funktionen verarbeiten wollen, brauchen wir allerdings eine Signatur
fYr Tiere. Zum Beispiel wollen wir eine Funktion schreiben, die fYr jedes Tier das Gewicht ermit-
telt. Diese Funktion kSnnte folgende Signatur haben:

(: animal-weight (animal -> natural))
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Wir brauchen also eine De+nition fYr die Sigreatumal . Diese sieht folgendermagen aus:

(define animal
(signature
(mixed dillo parrot)))

Dassignature kennen wir von den Fallunterscheidungen aus Abitt $.% Seite %*. Da
mixed ist neu und steht fYr Cgemischte DatenE, also Fallunterscheidungen, bei denen jeder F:
seine eigene Signatur hat. Du kannst die obige De+nition lesen als CTiere sind gemischt aus G
teltieren und PapageienE; das klingt aber auf Deutsch hlzern, weshalb wir fYr die Datende-+nitic
bei der Formulierung Ceins der folgendenE bleiben. Mit der De+nition steht die Signatur

zur VerfYgung. Wir haben schon mit der SignatuarfiYinal-weight  vorgegri.en. Hier ist sie

noch einmal zusammen mit einer Kurzbeschreibung:

Gewicht eines Tiers feststellen
(: animal-weight (animal -> natural))

Diese Funktion sollte entsprechend fYr GY rtaltieiffapageien funktionieren, wir brauchen also
TestfSlle fYr beide:

(check-expect (animal-weight dillol) 55000)
(check-expect (animal-weight dillo2) 58000)
(check-expect (animal-weight parrotl) 10000)
(check-expect (animal-weight parrot2) 5000)

Das GerYst sieht so aus:

(define animal-weight
(lambda (animal)

)

Tiere bilden auch eine Fallunterscheidung in den Daten, mit zwei FSllen: GYrteltiere und Papags
en. Im Rumpf der Funktion brauchen wir also eine Verzweigung mit zwei Zweigen:

(define animal-weight
(lambda (animal)

(cond
(cor o )
(.. ... )

Wir brauchen als NSchstes zwei Bedingungen D eine, die GVYrteltiere und eine, die Papageien ide
+ziert. DafYr erweitern wir die Record-De+nitionen um ein neues Elenferdilax Die PrS-
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dikate werden uns erlauben, die Bedingungen zu schreiben. Die Record-De+nitionen sehen dann
S0 aus:

(define-record dillo
make-dillo
dillo? : += Pr&dikat
(dillo-weight natural)
(dillo-alive? boolean))

(define-record parrot
make-parrot
parrot? ; += PrSdikat
(parrot-weight  natural)
(parrot-sentence string))

Es sind zwei neue Namen hinzugekomdiko? undparrot? . Das sind die PrSdikate, und
sie haben folgenden Signaturen:

(: dillo? (any -> boolean))
(: parrot? (any -> boolean))

Dasany ist auch neu und ist die Signatur fYr einen beliebigen Wert: Ein PrSdikat kann also auf
absolut alles angewendet werden. Die beiden PrSdikate unterscheiden GYrteltiere beziehungsweise
Papageien von anderen Werten:

(dillo? dillol)
T#t

(dillo? parrotl)
T #f

(parrot? dillol)
T#f

(parrot? parrotl)
T#t

(dillo? 5)
To#f

(parrot? "foo")
T#f

Im allgemeinen ist ein PrSdikat eine Funktion mit der Sigaagur> boolean) , die fYr eine
bestimmte Sorte von Wertén liefert, fYr alles andere aBerIn diesem Fall identi+zieren die
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Einedefine-record -Form hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record 't
c

p
(sely sig,)

(sel, sig,))

Diese Form de+niert einen Record-Typmkieldern. Dabei sindc, sel; . . . sel, allesamt Va
riablen, fYr dieefine-record De+nitionen anlegt:

¥ t ist der Name der Record-Signatur.

¥ cist der Name des Konstruktors mit folgender Signatur:

(: c (sig; ... sig, -> t))

¥ pist der Name des PrSdikats, der Records diesen Typs von anderen Werten unterscheide
Das Prsdikat kann auch weggelassen werden.
Das PrSdikat hat folgende Signatur:

(: p (any -> boolean))

¥ Sely, ..., sel, sind die Namen der Selektoren fYr die Felder des Record-Typs. Der Selektor
sel; hat folgende Signatur:

(: sel (t -> sig)))

Abbildung $.!: define-record  (mit PrSdikaten)

PrSdikateillo? und parrot? jeweils die Werte, die zu einem bestimmten Record-Typ gehs-
ren. PrSdikate mYssen nicht zu einem Record-Typ gehsren, gelegentlich werden wir welche sel
schreiben. Eine Reihe von PrSdikaten sind vorde+niert B dazu mehfauf Seite "$!.

Al"#$%E& *!
Schreibe ein PrSdikatimal? fYr Tieredillo - odemarrot -Records. !

Die PrSdikateillo? undparrot? k3nnen wir in der Schablone benutzen:

(define animal-weight
(lambda (animal)
(cond
((dillo? animal) ...)
((parrot? animal) ...))))
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Im ersten Zweig B dem Zweig fYr GYrteltiere B komnalithenweight  zum Einsatz, im zwei-
ten Zweig D fYr Papageien Pastot-weight  zustSndig:

(define animal-weight
(lambda (animal)
(cond
((dillo? animal) (dillo-weight animal))
((parrot? animal) (parrot-weight animal)))))

Abbildung[%." ist eine aktualisierte Beschreibung der Fodefiverrecord , bei der auch
PrSdikate berYcksichtigt sind

Aus diesem Beispiel ergibt sich eine Konstruktionsanleitung fYr gemischte Daten. ZunSchst
die Datenanalyse:

K123451647123%$28&7412# '+ (G&=73:;4& D$4&2: D$4&2$2$8?3&)

Gemischte Daten sind Fallunterscheidungen, bei denen jeder Fall eine eigene Klasse von Da-
ten mit eigener Signatur ist. Schreibe bei gemischten Daten eine Signatur-De+nition der fol-
genden Form unter die Datende+nition:

(define  sig
(signature

(mixed sig, sig, ... Sig,)))

Sig ist die Signatur fYr die neue Datenssitg;bissig, sind die Signaturen, aus denen die

neue Datensorte zusammengemischt ist.

Die Konstruktionsanleitung fYr die Schablone ist der aus der Konstruktionseitung "I fYr Fall-
unterscheidungen auf Sgite ') Shnlich:

K12345!647123%$28&7412# ', (G&=73:;4& D$4&2 $83 E72#3$%&: S:;$%812&)

Eine Schablone fYr eine Funktion und deren TestfSlle, die gemischte Daten akzeptigrt, kannst
Du folgenderma8en konstruieren:
¥ Schreibe Tests fYr jeden der FSlle.
¥ Schreibe eim®nd-Verzweigung als Rumpf in die Schablone, die gehaeige hat B
also genau soviele Zweige, wie es FSlle in der Datende-+nition beziehungsweise der Signa-
tur gibt.
¥ Schreibe fYr jeden Zweig eine Bedingung, der den entsprechenden Fall identi+ziert.
¥ VervollstSndige die Zweige, indem Du eine Datenanalyse fYr jeden einzelnen Fall vor-
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nimmstund entsprechende Hilfsfunktionen und Konstruktionsanleitungen benutzt. Die
Ybersichtlichsten Programme entstehen meist, wenn fYr jeden Fall separate Hilfsfunktio-
nen de+niert sind.

Eine Konstruktionsanleitung oder Schablone fYr gemischteaBadersgatist unnstig ® Du
benutzt einfach die Schablone des entsprechenden Falls.

Beachte den Unterschied zwisarammund mixed, die leicht zu verwechseln siadum
steht fYr Ceiner der folgend®arteE, wShrendhixed fYr Cgehsrend zu einer der folgen8ien
gnaturei steht.

A'HS%E: *.(

Denk Dir sinnvolle Datende+nitionen fYr FrYhstYck, Mittagessen und Abendessen aus (ein. .. es:
bestehtaus...), so dass es Sinn ergibt, fYr jede Sorte Essen die Frage CWas fYr ein GemYse ist ¢
ten?E zu stellen. Schreibe zunSchst fYr jede Sorte Essen eine Funktion, die das enthaltene Get
liefert. Schreibe dann eine Datende+nition fYr den Oberbegri. CEssenE; ein Essen kann ein FrY
stYck, ein Mittagessen oder ein Abendessen sein. Schreibe eine Funktion, welche das enthal
GemYse fYr ein Essen liefert. !

%.! GEMISCHTE DATEN ALS AUSGABE

Wir kdnnen einen Papagei Shnlich wie ein GYrteltier fYttern  nur die Portion ist kleiner, wir neh-
men &! g an. Kurzbeschreibung und Signatur:

. Papagei mit 50 g Futter f Yitern
(: feed-parrot (parrot -> parrot))

TestfSlle:

(check-expect (feed-parrot parrotl)

(make-parrot 10050 "Der GSrtner warl s. "))
(check-expect (feed-parrot parrot2)

(make-parrot 5050 "Ich liebe Dich. "))

GerYst:

(define feed-parrot
(lambda (parrot)
.n)
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Die Schablone entsteht aus der Kombination der Schablonen fYr zusammengesetzte Daten als Ein-
gabe (Konstruktionsanleit@g "# auf @ite *#) und als Ausgabe (Konstru ktion@nleitung "% auf Seite
FA):
(define feed-parrot
(lambda (parrot)

(make-parrot ... ... )

... (parrot-weight parrot) ...

... (parrot-sentence parrot) ...))

... und schlieglich der vollstSndige Rumpf:

(define feed-parrot
(lambda (parrot)
(make-parrot (+ (parrot-weight parrot) 50)
(parrot-sentence parrot))))

Nun k3nnen wir eine Funktion schreiben, die ein beliebiges Tier akzeptiert und es fYttert. Hier
sind Kurzbeschreibung und Signatur:

© Tier fYttern
(: feed-animal (animal -> animal))

Die Funktion soll sich genauso verhalteriegig-dillo  beziehungsweised-parrot . Das
k3nnen wir direkt als Tests ausdrYcken:

(check-expect (feed-animal parrotl) (feed-parrot parrotl))
(check-expect (feed-animal parrot2) (feed-parrot parrot2))
(check-expect (feed-animal dillol) (feed-dillo dillol))
(check-expect (feed-animal dillo2) (feed-dillo dillo2))

Das GerYst sieht so aus:

(define feed-animal
(lambda (animal)

)

Da die Eingabe gemischt ist, brauchen wir eine Verzweigung mit soviel ZweigeraivitS|le
hat, also zwei, die wir gleich mit den passenden Bedingungen versehen:

(define feed-animal
(lambda (animal)
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(cond
((dillo? animal) ...)
((parrot? animal) ...))))

Schlie8lich mYssen wir noch die Antworten ergSnzen, fYr die wir die Funktionen benutzen, die wi
schon geschrieben haben:
(define feed-animal
(lambda (animal)
(cond
((dillo? animal) (feed-dillo animal))
((parrot? animal) (feed-parrot animal)))))

Das Beispiel zeigt, dass wir keine spezielle Konstruktionsanleitung fYr gemischte Daten als Ausg
brauchen: Wir mYssen nur darauf achten, den jeweils richtigen Fall zu liefern.

Al'HSYE: *.)

Schreibe eine Funktiomn-over-animal , die ein Tier YberfShrt! !

%.$ DIE LEBENSMITTELAMPEL

‘ gemischte-daten/zuckerampel.rkt Code

In diesem Abschnitt nehmen wir uns noch ein weiteres Beispiel fYr gemischte Daten vor, diesm
von vorneherein unter Benutzung der Konstruktionsanleitung aus dem vorigen Abschnitt.

Die Lebensmittelampel ist eine Kennzeichnung auf Lebensmittelverpackungen, die den G«
halt von gesundsheitsrelevanten NShrsto.en in den Ampelfarben ausweist: Gr¥n fYr niedrige
Gehalt, Gelb fYr mittleren Gehalt und Rot fYr hohen Gehalt. Bei Zucker zum Beispiel sieht die
Ampel so aus, bezogen auf "!! g eines Lebensmittels:

gr¥Yn| niedriger Gehalt weniger als & g
gelb | mittlerer Gehalt zwischen & gund $$,& g
rot | hoher Gehalt | mehrals $$,&g

Trotz der BemYhungen der EuropSischen Union sind die Bezeichnungen uneinheitlich. Technisc
gesehen ist die Ampel redundant, wenn der Zuckergehalt in Gramm angegeben ist. Manchmal
allerdings der Zuckergehalt auch separat fYr Fruktose und Glukose angegeben.

Ein Programm kSnnte aber den Umgang erleichtern, indem die Angaben auf einer Lebensmit
telpackung B Zucker in Gramm insgesamt, Fruktose und Glukose separat sowie die Ampel B in ¢
einheitliche Ampel-Form bringt.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/zuckerampel.rkt
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Schreiben wir also ein solches Programm. ZunSchst die Datenanalyse:
¥ Die Zuckermenge in Gramm ist eine (rationale) Zahl.
¥ Zuckeranteile bestehen aus der Menge von Fruktose und Glukose.
¥ Eine Zuckerampel ist rot, gelb oder gryn.
¥ Der Zuckergehalt kann entweder als Zuckermenge, Zuckeranteile oder Zuckerampel angege-
ben werden.
Hier ist die Datende+nition fYr die zusammengesetzen Zuckeranteile:

; Zuckeranteile bestehen aus:
; - Fruktose- Menge(in Q)
; - Glukose-Menge(in Q)

Daraus ergibt sich direkt die Record-De+nition mit zwei Komponenten, jeweils rationale Zahlen:

(define-record sugars
make-sugars
sugars?
(sugars-fructose-g rational)
(sugars-glucose-g rational))

Hier einige Beispiele, zusammen mit Kommentaren, die die Beziehung zwischen Daten und Infor-
mation beschreiben:

(define s1 (make-sugars 1 1)) ; 1 g Fruktose, 1 g Glukose
(define s2 (make-sugars 2 3)) ; 2 g Fruktose, 3 g Glukose
(define s3 (make-sugars 5 5)) ; 5 g Fruktose, 5 g Glukose
(define s4 (make-sugars 10 2.5)) ; 10 g Fruktose, 2.5 g Glukose
(define s5 (make-sugars 10 13)) ; 10 g Fruktose, 13 g Glukose
(define s6 (make-sugars 15 10)) ; 15 g Fruktose, 10 g Glukose

Bei der Ampel selbst handelt es sich um eine einfache Fallunterscheidung:

Eine Ampelist einer der folgenden Werte:
; - rot
; - gelb
;- gr¥n
Das ist eine AufzShlung, wir geben entsprechend der dazu passenden Signatur einen Namen:

(define traffic-light
(signature
(enum "red" "yellow " "green")))
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Die Angabe Yber den Zuckergehalt kann jede der drei oben genannten Formen annehmen:

; Ein Zuckergehalt ist eins der folgenden:
; - Gewicht in Gramm

- Zuckeranteile
; - Ampelbezeichnung

Wieder ist an der Formulierung erkennbar, dass es sich um gemischte Daten handelt, und zwar r
drei FSllen. Das Ybersetzen wir in ein Signatur-De-+nitioieitund ebenfalls drei FSllen:

(define sugar-content
(signature
(mixed rational
sugars
traffic-light)))

Das Beispiel zeigt, dass die FSlle einer De+nition fYr gemischte Daten nicht allesamt Records
mYssen. Es istallerdings wichtig, dass ditisjGtiktsind, also jeder Wert eindeutig einem der FSI-
le zugeordnet werden kann: Sonst wSre es nicht m3glich, eine sinnvolle Verzweigung zu schreib
welche die FSlle unterscheidet.

Nun zu unserer Funktion zur Ermittlung der Ampelbezeichnung fYr den Zuckergehalt. Hier
sind Kurzbeschreibung und Signatur:

: Ampelbezeichnung fYr Zuckergehalt ermitteln
(: sugar-traffic-light (sugar-content -> traffic-light))

Wir brauchen ziemlich viele TestfSlle, um alle FSlle von Zuckergehalt abzudecken sowie die Eckf
der Tabelle von oben.

(check-expect (sugar-traffic-light 2) "green")
(check-expect (sugar-traffic-light 5) "yellow ")
(check-expect (sugar-traffic-light 10) "yellow ")
(check-expect (sugar-traffic-light 12.5) "yellow ")
(check-expect (sugar-traffic-light 23) "red")
(check-expect (sugar-traffic-light s1) "green")
(check-expect (sugar-traffic-light s2) "yellow ")
(check-expect (sugar-traffic-light s3) "yellow ")
(check-expect (sugar-traffic-light s4) "yellow ")

(check-expect (sugar-traffic-light s5) "red")
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Folgende PrSdikate sind eingebaut:
¥ number?testet, ob ein Wert eine Zahl ist.
¥ real? testet, ob ein Wert eine reelle Zahl ist.
¥ rational? testet, ob ein Wert eine rationale Zahl ist.
¥ natural? testet, ob ein Wert eine natYrliche Zahl ist.
¥ string? testet, ob ein Wert eine Zeichenkette ist.
¥ boolean? testet, ob ein Wert ein boolescher Wert ist.

Abbildung $.": Eingebaute PrSdikate

(check-expect (sugar-traffic-light s6) "red")
(check-expect (sugar-traffic-light "green") "green")
(check-expect (sugar-traffic-light "yellow ") "yellow ")
(check-expect (sugar-traffic-light "red") "red")

Als NSchstes ist, wie immer, das GerYstdran:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

)

Als NSchstes wenden wir die Schablone fYr Funktionen an, die gemischte Daten akzeptieren. Wir
brauchen eine Verzweigung mit sovielen Zweigengeiecontent  FSlle hat, also drei:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
(or o )
(.. ... )
(CGRES)))

Als NSchstes brauchen wir Tests fYr die drei FSlle. FYr den zweiten Fall ist das einfach, da es sich
um sugars -Records handelt: da gibt es das Pr&likars?. Beim ersten Fall handelt es sich

aber um eine rationale Zahl, beim dritten um eine Zeichenkette b beides eingebaute Datensorten.
FYr diese gibt es die eingebauten PrSdikateal? undstring? B Abbildung%.$ zShit noch

mehr eingebaute PrSdikate auf. Mitdieser Information gewappnetk3nnen wir die Tests ergSnzen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
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((rational? sugar-content) ...)
((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Im ersten Zweig handelt es sich nicht nur um eine rationale Zahl, sondern auch um eine Fallunte
scheidung mit drei FSllen entsprechend der Tabelle vom Anfang:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)

((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Als NSchstes ergSnzen wir Tests entsprechend der Tabelle:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond

((rational? sugar-content)

(cond
((< sugar-content 5) ...)
((and (>= sugar-content 5) (<= sugar-content 12.5)) ...
((> sugar-content 12.5) ...)))

((sugars? sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Schlie§lich mYssen wir noch die Antworten eintragen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)
(cond
((< sugar-content 5)  "green")
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((and (>= sugar-content 5) (<= sugar-content 12.5)) "yellow ")
((> sugar-content 12.5) "red")))

((sugars? sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Das verschachtettend ist etwas unYbersichtlich: In Konstruktionsanleng au@ite "™& ist
bereits vermerkt, dass es sinnvoll ist, diesen Zweig in eine separate Hilfsfunktion auszulagern. Hier
sind Kurzbeschreibung und Signatur fYr diese Hilfsfunktion:

; Zuckeranteil in g in Ampel umwandeln
(: sugar-weight->traffic-light (rational -> traffic-light))

Die TestfSlle lassen sich aus den TestfSkemB¥rtraffic-light durch einfaches Kopieren
und Umbenennen gewinnen:

(check-expect (sugar-weight->traffic-light 2) "green")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 5) "yellow ")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 10) "yellow ")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 12.5) "yellow ")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 23) "red")
GerYst:

(define sugar-weight->traffic-light
(lambda (sugar-weight)
)

Den Rumpf haben wir ja schon geschrieben, wir mYssen ihn nur noch hierher bewegen und dann
sugar-content insugar-weight umbenennen. Dukannstdazuin DrRacket nach einemKlick

auf CSyntaxprYfungE mit einem Rechtsklick auf den Paranmtecontent ein MenY auf-

klappen, das unter anderem die Auswain§-content umbenennenE anbietet. DrRacket

sorgt dann dafYr, dass alle zugeh3rigen Vorkommeungamcontent in gleicher Weise um-
benannt werden.

(define sugar-weight->traffic-light
(lambda (sugar-weight)

(cond
((< sugar-weight 5)  "green")
((and (>= sugar-weight 5) (<= sugar-weight 22.5)) "yellow ")

((> sugar-weight 12.5)  "red"))))
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ZurYck zur Funktiosugar-traffic-light . Dort benutzen wir die neu de+nierte Hilfsfunk-
tion:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))
((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Beim nSchsten Zweig geht es um deriigdls . Das sind zusammengesetzte Daten, wir schrei-
ben in den Zweig dafYr also die Schablone mit den Aufrufen der Selektoren:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond

((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))

((sugars? sugar-content)
... (sugars-fructose-g sugar-content) ...
... (sugars-glucose-g sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Wir mYssen Fruktose- und Glukose-Anteil addieren und die Summe entsprechend der Tabelle vc
Anfang in eine Ampelfarbe umwandeln. Das kann wsedeir-weight->traffic-light
erledigen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond

((rational? sugar-content)

(sugar-weight->traffic-light sugar-content))

((sugars? sugar-content)

(sugar-weight->traffic-light

(+ (sugars-fructose-g sugar-content)

(sugars-glucose-g sugar-content))))

((string? sugar-content) ...))))
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Bleibt der letzte Fall B der ist zum GlYck trivial, da es sich schon um eine Farbe handelt, die muss
sugar-traffic-light nur zurYckgeben:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))
((sugars? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light
(+ (sugars-fructose-g sugar-content)
(sugars-glucose-g sugar-content))))
((string? sugar-content) sugar-content))))

Fertig!

%.% FEHLER REPRESENTIEREN

gemischte-daten/slope.rkt Code

Dieser Abschnitt beschreibt eine weitere hSu+g vorkommende Anwendung fYr gemischte Daten.
Es geht um Situationen, wo eine Funktion keine sinnvolle Antwort wei§.

Als Beispiel schreiben wir eine Funktion, welche die Steigung einer Geraden auf der Ebene
berechnetanhand der Koordinaten zweier Punkte darauf. Die Funktion akzeptiert vier Argumente:
Die X- und die Y-Koordinate des ersten Punkts und danach die X- und die Y-Koordinate des zweiten
Punkts. Wir fangen mit Kurzbeschreibung, Signatur, einigen Tests und einem GerYst an:

; Steigung einer Gerade berechnen
(: slope (real real real real -> real))

(check-expect (slope 0 0 1 1) 1)
(check-expect (slope 0 0 2 1) 1/2)
(check-expect (slope 1 2 3 5) 3/2)

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)
)


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/slope.rkt
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Die Formelsammlung sagt, dass wir zur Berechnung der Steigung die Di.erenz der Y-Koordinate
durch die Di.erenz der X-Koordinaten teilen mYssen:

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)
(/ (- y2 y1)
(- x2 x1)))
Fertig, kSnnte man meinen. Es gibt aber Linien, die keine Steigung haben In der REPL siehtdas
aus:

> (slope 0 0 0 1)
[z durch O geteilt

Die Meldung ist ein bisschen unfreundlich und birgt mehrere Probleme:
¥ Die Meldung besagt zwar, was das Programm gemacht h&igetedt), aber benennt nicht
die Ursache des Problems: dass die Gerade keine Steigung hat.
¥ Das Programm bricht einfach ab, ohne dass es eine M3glichkeit bekommt, mit dem Problen
umzugehen.
¥ Dass das Programm einfach abbrechen kann, ist aus der Signatur nicht ersichtlich, die sug
riert, dass die Funktion immer eine reelle Zahl zurYckliefert.
Alle drei Probleme k3nnen wir auf einmal mit gemischten Daten ISsen. Dazu mYssen wir zunSch:
dafYrsorgen, dass die Funktion einen sinnvollen Wert zurY ckliefert, bevorGdieiguray rde.
Dadurch werden die Eingaben in zwei Klassen aufgeteilt D es gibt eine Steigung oder eben nic
Wir benutzen binSre Verzweigung, um diese beiden Klassen zu unterscheiden:

(define slope
(lambda (x1 yl1 x2 y2)
(if (= (- x2 x1) 0)

( (-y2yl
(- x2 x1))))
Nur mYssen wir anstelle der Ellipse irgendetwas ins Programm schreiben. Wir k3nnen nicht eil
fach irgendeine reelle Zahl nehmen, da diese ja auch eine legitime Steigung sein k3nnte. Stattde
brauchen wir einen Wert, den wir von den legitimen Zahlen unterscheiden kSnnen.

Wir kSnnten eine spezielle Zeichenkette#fdeenutzen. (Siehe dazu Auf %."! auf Sei-
te"#".) Wirempfehlen aber, stattdessen einen eigenen Record-Typ zu de+nieren. Dieser Record-
hat keine Felder, das hei§t, er kann nur benutzt werden, um einen einzigen Wert herzustellen, nS
lich(make-no-slope) :
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; Es gibt keine Steigung
(define-record no-slope
make-no-slope
no-slope?)
(Es handelt sich also um eine degenerierte Version von zusammengesetzten Daten ohne Bestandtei-
le.) Den Wert vofmake-no-slope) k3nnen wir aber durch das PrSdit@slope? von allen
anderen Werten unterscheiden und benutzen ihn, wenn es keine Steigung gibt:

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)
(if (= (- x2 x1) 0)
(make-no-slope)
( (- y2 y1)
(- x2 x1)))))

Jetzt kSnnen wir einen Testfall de+nieren:
(check-expect (no-slope? (slope 0 0 0 1)) #t)

Allerdings liefert DrRacket fYr diesen Testfall eine Signaturverletzung: Die Signatur tut ja immer
noch so, als wYrde immer eine reelle Zahl herauskommen. Wir erweitern sie also folgendermagen:

(: slope (real real real real -> (mixed real no-slope)))

Dieser Signatur sieht man unmittelbar an, was sie liefert und kann aus den Namen auch schliegen,
was die beiden FSlle bedeuten. NatYrlich k3nnten wir eine eigene Signatur de+nieren wie sonst bei
gemischten Daten, das lohnt aber hier kaum.

AUFGABEN

Al"#$%E& *.*

Vereinfache in der Funktiegar-weight->traffic-light auf Seit@$ die Bedingungen,
wie in Abschniff & auf S¢ité¢ ! beschrieben.

Al"#$%& *.+

Ein Supermarkt m3chte seine Waren in einem Programm verwalten. Es gibt drei Warenklassen:
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Essenbeschrieben durch einen Namen, den StYckpreis, das Mindesthaltbarkeitsdatum und de
aktuellen Bestand im Supermarkt

GetrSnke beschrieben durch einen Namen, den StYckpreis, das Mindesthaltbarkeitsdatum un
den Bestand. ZusStzlich muss hier noch festgehalten werden, ob Pfand verlangt wird.

Sonstige beschrieben durch einen Namen, den StYckpreis und den Bestand.

". FYhre eine Datenanalyse durch und erstelle Daten- und Record-De+nitionen.

$. Schreibe eine Funktietckpreis , die eine Warenklasse akzeptiert und den StYckpreis zu-
rYckgibt.

#. Schreibe eine Funktibnchen, die eine Warenklasse und die Anzahl der abzubuchenden Ex-
emplare akzeptiert, den Bestand der Warenklasse reduziert und die Warenklasse zurYckg
Falls mehr Exemplare gefordert werden, als in der Warenklasse vorhanden sind, soll der Best
auf! gesetzt werden.

%.Schreibe eine Funktitraltbar? , die eine Warenklasse und ein Datum akzeptietttund
zurYckgibt, falls das Mindesthaltbarkeitsdatum (MHD) nicht Yberschritten wurde. Falls kein
MHD bekannt ist, solt zurYckgeben werden.

Al"#3%& *.,

Auf seinen Reisen um die Welt tri.t Dr. Sperber viele interessante und skurrile Zeitgenossen. Unte
ihnen Dr. Knaubichler, ein Experte auf dem Gebiet der Kreuzung von mystischen Kreaturen. E
gibt drei klassische Grundkreaturen:
¥ Der Garnolaf, der StSrke besitzt.
¥ Das Ronugor, das Wissen besitzt.
¥ Der Tschipotol, der Risikobereitschaft besitzt.
Die Merkmale der Kreaturen sind unterschiedlich ausgeprSgt. Die Knaubichler-Kreaturenmer|
mal-Skala geht von ! bis "!l. Die Grundkreaturen haben jeweils nur ein Merkmal, keine besitzt ein
Merkmal einer anderen Grundkreatur.
Nun kreuzt Dr. Knaubichler die Grundkreaturen miteinander. Es entstehen also
¥ Das Ronulaf, mit Wissen und StSrke.
¥ Der Tschigor, mit Wissen und Risikobereitschaft.
¥ Das Lapotol, mit StSrke und Risikobereitschaft.
¥ Der Tschirgaronu, Wissen, StSrke und Risikobereitschaft.
Leider erben die Kreuzungen nicht die vollen Merkmale beider Grundkreaturen.
Bei der Kreuzung unterschiedlicher Grundkreaturen gilt folgendes: Bei der Kreuzung von Ro
nugor und Tschipotol wird das Ybernommene Wissen um "1% veringert; bei Tschipotol und Gar-
nolaf hingegen nimmt die Risikobereitschaft um &% ab, aber die StSrke legt um )% zu. Garnol
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und Ronugor lassen die StSrke um &% zulegen. Kreuzt man alle drei Grundkreaturen, nimmt jede
Eigenschaft um #% ab.
Werden zwei Kreaturen der gleichen Sorte gekreuzt, so entsteht eine neue I‘%reﬂur mit
addierten Eigenschaften der beiden Grundkreaturen. Man kann nur Grundkreaturen kreuzen.
In jedem Fall kann eine Eigenschaft maximal den Wert "!! haben.
Dr. Knaubichler braucht ein Programm, welches die neue Kreatur berechnet, bevor er die
Kreuzungen durchfYhrt. Hilfihm dabei!
". Mache eine Datenanalyse und erstelle passende Daten- und Record-De+nitionen. Gib alle Si-
gnaturen der Record-Funktionen an!
$. Schreibe fYr jede der oben aufgelisteten Kreuzungen von zwei Grundkreaturen eine Funktion,
die die Kreuzung vornimmt und eine neue Kreatur zurYckgibt.

Al'#$%& *.-
Erweitere die LSsung von Aufghbg %."
". Schreibe eine Funktion, die zwei Grundkreaturenin beliebiger Reihenfolge akzeptiert, die Kreu-
zung vornimmt und eine neue Kreatur zurYckgibt.
$. Schreibe eine Funktion, die drei Grundkreaturenin beliebiger Reihenfolge akzeptiert, die Kreu-
zung vornimmt und eine neue Kreatur zurYckgibt.

Al"#3%& *..

Das Spiele-Entwicklungsteamieciting Games, listin Personalnot: FYr die Programmierung

des bahnbrechenden $D-SfieésAdventures of DrRackit] dringend eine ReprSsentation der

gra+schen Formen Kreis, Rechteck und Dreieck benstigt. Alle Hacker sind leider wahnsinnig da-

mit beschSftigt, bunte Pixel in der Gegend herumzuschieben und k3nnen sich daher nicht dieser

grundlegenden Aufgabe widmen. Deswegen fSlit Dir diese Aufgabe zu! Dir geht nur ein mit Piz-

zabelag verschmierter Zettel zu, der o.enbar als Arbeitsanweisung gedacht ist. Darauf steht:

¥ Es gibt drei Klassen von Formen: Kreise, Rechtecke und gleichschenklige Dreiecke. Alle For-

men haben eine Ursprungskoordinate und enthalten eine Information Yber die Gri§e (Radi-
us, Hshe, Breite, etc), wie Du auf der Abbildung siehst. Benutze fYr die Ursprungskoordinate
die vorgegebenen kartesischen Koordinaten!

h
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¥ Es soll Funktionen geben, die auf allen Formen funktionieren und Folgendes leisten:
P kartesische Koordinate einer Form zurYckgeben
P x-Koordinate einer Form zurYckgeben
P y-Koordinate einer Form zurYckgeben
P Abstand des Ursprungs einer Form zum Ursprung des Koordinatensystems zurYckgeben
D FIScheninhalt einer Form zurYckgeben
D Formum!  inx-Richtungundun  iny-Richtung verschieben, also eine Form zurYck-
geben, deren Ursprungskoordinate entsprechend verschoben ist
P FIScheninhalt zweier Formen vergleichen: FYr gleich gro§e Formen liefert die Funktion di
Zeichenkettéequal " zurYck, sonstsmaller ", wenn die erste Form kleiner ist, bezie-
hungsweisebigger ", wenn die erste Form grs8er ist.
Zeige den Hackern, was richtiges Software-Engineering ist und benutze die passenden Konstru
onsanleitungen, um ReprSsentationen fYr die Formen und die zugehsrigen Funktionen zu schre
ben!

Al"#$%& *./

Es gibt verschiedene Verst38e gegen die Stra§enverkehrsordnung:
¥ Falschparken mit Ort und Zeitpunkt des Versto8es
¥ tberfahren einer roten Ampel mit Ort und Zeitpunkt des Versto8es sowie der Dauer in Se-
kunden, wie lange die Ampel bereits rot war
¥ tberhshte Geschwindigkeit mit Ort und Zeitpunkt des Versto8es sowie der HShe der Ge-
schwindigkeitsYbertretung
Neben den angegebenen Bestandteilen muss spSter fYr jeden Versto§ vermerkt werden, ob zu
lich eine CGefShrdung des StragenverkehrsE vorliegt.
". Schreibe eine Datende+nition fYr Verst$8e gegen die Strag8enverkehrsordnung. Schreibe Da
und Record-De+nitionen fYr die verschiedenen Versts§e.
Die Zeitpunkte kannst Du durch Zeichenketter'ie4.1971 22:00" reprSsentieren.
Gib alle Signaturen an!
$. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Versto§ entgegennimmt und den Ort des Verstt
8es zurYckgibt.
Schreibe analog eine Funktion, die einen beliebigen Versto§ entgegennimmt und den Zei
punkt des Versto8es zurYckgibt.
#. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Versto§ entgegennimmt, diesen als GefShrdu
des Stra§enverkehrs betrachtet und wieder zurYckgibt (das heit jeder Versto§ ist ein Verst
mit GefShrdung).
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Die Verst38e haben unterschiedliche TatbestSnde zur Folge:

¥ Einfaches Vergehen mit Bug§geld
¥ Ordnungswidrigkeit mit Bu§geld, Punkte fYr die VerkehrssYnderdatei und Fahrverbotin Mo-

naten

¥ Straftat mit Punkten fYr die VerkehrssYnderdatei und Freiheitsstrafe in Monaten

. Schreibe eine Datende+nition fYr TatbestSnde auf Verst$§e gegen die Stra§enverkehrsord-

nung. Schreibe Daten- und Record-De+nitionen fYr die verschiedenen TatbestSnde. Gib alle
Signaturen an!

. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Tatbestand akzeptiert und die Anzahl der anfal-

lenden Punkte zurYckliefert.
Schreibe nun Funktionen, die Verst$§e akzeptieren und die TatbestSnde berechnen:

. Schreibe eine Funktion, die Falschparken akzeptiert und ein einfaches Veg&fi:hBogait

geld zurYckgibt. Wenn das Falschparken eine GefShrdung des Stragenverkehrs darstellt (zum
Beispiel bei Behinderung von Rettungsfahrzeugen), soll die Funktion eine Ordnungswidrig-
keit mit40! Bu§geld, einem Punkt und keinem Fahrverbot zurYckgeben.

. Schreibe eine Funktion, die tberfahren einer roten Ampel akzeptiert und eine Ordnungswid-

rigkeit zurYckgibt. Dabei gilt:

¥ wenn die Ampel kYrzer als eine Sekunde rot war und keine GefShrduBs@vo8Rgnk-
te, kein Fahrverbot

¥ wenn die Ampel mindestens eine Sekunde rot war oder eine GefShrduhg¥oyteRunk-
te,1 Monat Fahrverbot

. Schreibe eine Funktion, die Yberhshte Geschwindigkeit akzeptiert und den Tatbestand zu-

rYckgibt. Dabei gilt:

¥ GeschwindigkeitsYbertretung wenige2Gkisi/h ohne GefShrdung: einfaches Vergehen
mit 35!

¥ GeschwindigkeitsYbertretung zwis2emd40km/h (inklusive) ohne GefShrdung: Ord-
nungswidrigkeit mit5! , # Punkten und " Monat Fahrverbot

¥ GeschwindigkeitsYbertretung von mehr als %! km/h ohne GefShrdung: Ordnungswidrig-
keit mit200 , % Punkte und # Monate Fahrverbot

¥ bei gleichzeitiger GefShrdung des Stragenverkehrs: Straftat mit # Punkte mehr als ohne Ge-
fShrdung angegeben und Freiheitsstrafe, die doppelt so lang ist wie das Fahrverbot, das ohne
GefShrdung gilt (wenn es kein Fahrverbot gibt, dann gibt es auch keine Freiheitsstrafe)

%. Schreibe eine Funktion, die einen Versto§ akzeptiert und dessen Folge zurYckgibt. Benutze die

Funktionen aus den vorherigen Teilaufgaben.
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Al"#$%& *.'0
Experimentiere fYr die Funktisiope in Abschnitf %] % auf Seit¢ "$% mit anderen ReprSsentatio-
nen als einem eigenen Record-Typ fYr Ckeine SteigungE:
¥ Liefere#f zurYck.
¥ Liefere eine Zeichenketteo slope " zurYck.
Wie muss jeweils die Signatursiope lauten?

Wie kSnnte ein Programm dann nach einem Aufruf feststellen, ob es keine Steigung gab
Schreibe fYr beide Varianten einen Ersatz fYr das PiSdikgie? , das diese Situation fest-
stellt.

Was haben die insgesamt drei Varianten fYr die ReprSsentation von Ckeine SteigungE jew
fYr Vor- und Nachteile?
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Bisher haben wir nur Daten vorgestellt, die eine feste Gr§8e haben und damit im Wortsinn be:
schrSnkt sind. Viele Informationen haben aber eine variable Gri§e: Die BYcher im Regal werde
immer mehr, Bauwerke bestehen aus variabel vielen Bauteilen. Um solche Informationen als C
ten zu reprSsentieren, stellen wir in diesem Kapitel einen weiteren Aspekt der Datenanalyse v
denSelbstbezugier sind einfache Beispiele:

¥ Ein Fluss besteht aus Haupt-uss und Neben-uss P beides wieder FIYsse.

¥ Ein Dateiverzeichnis auf dem Computer kann Unterverzeichnisse enthalten.

¥ Ein gro8er BYcherstapel besteht aus einem etwas kleineren BYcherstapel und einem weite

Buch.

Bei all diesen Beispielen werden aus kleineren Dingen gr8ere gemacht: Aus zwei FlYssen, di
sammen-ie8en, wird ein gro8er Fluss. Aus mehreren Dateien und Verzeichnissen wird ein gro§
Verzeichnis. Aus einem kleinen BYcherstapel wird ein gro8er. In der Programmierung nennen w
das Bauen von gro8en Dingen aus kleinen Dingern derselbkorBirieererDie Funktionen,
die das erledigen, hei&&mbinatorerlUm die geht es in diesem Kapitel.

&# FLTSSE ABBILDEN

’ selbstbezuege/river.rkt Code

Schliche

%ﬁ\‘/

Prim
Dreifaltigkeitsberg

Abbildung %.!: Der Neckar nahe der Quellen

Abbildund &." ist ein Diagramm, das die Struktur des Neckar nahe der Quellen beschreibt: Er -ie!
zunSchst aus den BSchen Eschach und Prim zusammen, und danach -ie§en immer weitere BS
und FIYsse hinzu B in der Abbildung noch die Schlichem.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/selbstbezuege/river.rkt
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Die Struktur eines Flusses werden wir durch Daten abbilden, um danach eine Funktion zu
schreiben, die feststellt, ob ein Fluss durch einen bestimmten Ort -ie8t. Unser erster Versuch einer
Datende+nition sieht so aus:

; Ein Fluss kommtentweder aus:
; - einer Quelle
; - einem Hauptfluss und einem Nebenfluss

Man kann zwar schon sehen, dass es sich um eine Fallunterscheidung handelt, aber wir kSnnen die
Formulierung schSrfen, um klar zu machen, dass es sich um gemischte Daten handelt:

Ein Fluss ist eins der folgenden:
; - ein Bach aus einer Quelle
; - ein Zusammentreffen von einem Hauptfluss und einem Nebenfluss

Daraus kSnnen wir direkt eine Signatur-De+nition machen:

(define river
(signature (mixed creek confluence)))

Die Datende+nitionen fYr CBachE und CZusammentre.enE fehlen allerdings noch. In Abbil-
dund &" stehtan den BSchen jeweils noch der Name. Eine passende Datende+nition sieht so aus:

; Ein Bach hat folgende Eigenschatften:
;- Ursprungsort

Das klingt ein bisschen komisch, weil der Bach @ndiiigenschaft hat, aber die Datende+niti-

on trotzdem zusammengesetzte Daten beschreibt. Trotzdem ist das legitim und korrekt  niemand
wird sagen wollen, dass der Ursprungsort deifdash8erdem kannst Du Dir vorstellen, dass

ein Bach spSter noch mehr Eigenschaften bekommit, die wir in den Daten festhalten wollen. (Was-
serqualitSt oder Flie§geschwindigkeit zum Beispiel.) Entsprechend ist es auch sinnvoll, dafYr eine
Record-De+nition zu schreiben:

(define-record creek
make-creek
creek?
(creek-origin string))

Wenn spSter noch weitere Eigenschaften hinzukommen, k3nnen wir die Record-De+nition erwei-
tern, ohne anderen Code zu beeintrSchtigen.

Kommen wir zu den Zusammentre.en. Auch hier ist ein Ort relevant B dort, wo sie zusam-
mentre.en. Au§erdem ist wichtigelch&lYsse oder BSche da zusammentre.en. Die Datende+-
nition kSnnte so aussehen:
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; Ein Zusammentreffen besteht aus:
;- Ort

- Hauptfluss
; - Nebenfluss

Die Formulierung zeigt eindeutig, dass es sich um zusammengesetzte Daten handelt. Aber di
Datende+nition weist eine Au.Slligkeit auf, die erst sichtbar wird, wenn wir sie im Zusammenhang
der Gesamt-Datende+nition fYr FlYsse betrachten:

Ein Fluss eins der folgenden:

;- ein ZusammeNtreffen ...

;. Ein Zusammentreffen besteht aus:
;- Ort

;- Hauptfluss
;- Neberfluss

Die Datende+nition fYr CFlussE benutzt selbst den Begri. CFlussE. Noch o.ensichtlicher wird
das, wenn wir die dazu passende Record-De+nition erstellen:

(define-record confluence
make-confluence
confluence?
(confluence-location  string)
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river))

In der De+nition vortonfluence wird river benutzt und umgekehrt. Das ist nichts schlim-
mes B im Gegenteil, diese beBighstbez Yggauben uns, ganz unterschiedliche FlYsse zu be-
schreiben, insbesondere solche unterschiedlicher Gr§§e. Den Abschnitt de§ Neckar in &." kSnn
wir so abbilden:

(define eschach (make-creek "Heimliswald ")) ; Quelle des Neckar

(define prim (make-creek " Dreifaltigkeitsberg ")) ; Quelle des Neckar
; erster Zusammenfluss des Neckar:
(define neckar-1 (make-confluence "Rottweil " eschach prim))

; Zufluss des Neckar:
(define schlichem (make-creek  "Tieringen ™))
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;. zweiter Zusammenfluss des Neckar:
(define neckar-2 (make-confluence "Epfendorf " neckar-1 schlichem))

An diesen Beispielen sieht man sehr schdmalassconfluence zwei FlYsse zu einem kombi-
niert B es handelt sich um eik@mbinator

Wir hatten angekYndigt, eine Funktion zu schreiben, die feststellt, ob Wasser von einem be-
stimmten Ortin einen Fluss -ie8t. Wir machen das wieder nach Vorschrift, also zuerst die Kurzbe-
schreibung:

;. Flie 8t Wasser von einem Ort in Fluss ?

In der Kurzbeschreibung sind schon die Substantive CFlussE und COrtE als Eingaben aufgefYhrt,
die Ybertragen wir in die Signatur. Da die Funktion eine Ja-/Nein-Frage beantwortet, liefert sie
einen booleschen Wert und hat ein Fragezeichen hinten am Namen:

(: flows-from? (string river -> boolean))

Bei den Tests achten wir darauf, dass wir sowohl BSche als auch FIYsse testen, und sowohl! FSlle, bei
denentt als auch solche, bei de#émerauskommt:

(check-expect (flows-from? "Heimliswald " eschach) #t)
(check-expect (flows-from? "TYbingen" eschach) #f)
(check-expect (flows-from? "Heimliswald " neckar-2) #t)
(check-expect (flows-from? "Rottweil " neckar-2) #t)
(check-expect (flows-from? "Berlin " neckar-2) #f)

Das GerYst ergibt sich wie immer direkt aus der Signatur:

(define flows-from?
(lambda (location river)

)

Da es sich beiver um gemischte Daten handelt, kSnnen wir die Schablone dafYr ergSnzen. Da
river zwei FSlle hat (BSche und Zusammen-Ysse), muss die Schablone zwei Zweige haben. Die
Bedingungen sind Aufrufe der jeweiligen PrSdikatestk und confluence :

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river) ...)
((confluence? river) ...))))
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Nun kdnnen wir Code fYr die beiden Zweige ergSnzen. Fangen wir mit den BSchen an. Da es si
beicreek um zusammengesetzte Daten handelt (mit nur einem Bestandsteil), sollte der Aufruf de:
Selektors im Rumpf vorkommen:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river)

(creek-origin river)

)

((confluence? river)

)

Der Selektarreek-origin  liefertden Ursprungsort. Wenn dieser dem gesuchten Ort entspricht,
so -ie8t der Fluss durch diesen Ort, sonst nicht. Im ersten Falltsoitauskommen, im zweiten

#f . Das sieht so aus:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river)
(if (string=? (creek-origin river) location)
#t
#f))

((confluence? river)

)

Dieser Code kann noch etwas vereinfacht werdeif: 2ersdruck sagt ja salopp formuliert:

Wenn(string=? (creek-origin river) location) als Resultatt liefert,
dann#t , und wenn esf liefert, danm#f .

Dareicht es auctstring=? (creek-origin river) location) hinzuschreiben.

Al"#$%& +!

Kannst Du diese VereinfachungiuAusdrYcken verallgemeinern und als Gleichung schreiben?
!
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Als NSchstes k3nnen wir uns um den anderen Fall kY nomeitnence . Auch dort handelt es
sich um zusammengesetzte Daten, wir kSnnen also schon einmal die Selektoraufrufe hinschreiben:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river)
(string=? (creek-origin river) location))
((confluence? river)

(confluence-location river)
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river)

)

Soweit die Schablone, wir kSnnen uns also Gedanken zur eigentlichen Aufgabe machen.

Als erstes steht lanfluence-main-stem river) der Ortdes Zusammen-usses. Wenn
es sich dabei um den gesuchten Ort handelt, kShnen wir die Frage, ob der Wasser von diesem Ort
in den Fluss -ie8t, bereits mit CjaE beziehungsitvdisantworten:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river)
(string=? (creek-origin river) location))
((confluence? river)
(if (string=? (confluence-location river) location)
#t

(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river)

~))))

Aber was, wenn der Ort des Zusammen-usses nicht der gesuchte Ort ist? Dann mYssen wir uns
an die beiden anderen Selektor-Aufrufe halten, die uns den Haupt- und den Neben-uss des Zu-
sammen-usses liefern. Wenn der eine oder der andere Wasser aus dem gesuchten Ort enthSlit, dann

k3nnten wir die Frage unserer Funktion ebenfalls mit CjaE beantworten. Dazu mYssten wir also
feststellen:
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". Flie§t Wasser vom Qutigin  in den Haupt-uss?

$. Flie§t Wasser vom Quotigin - in den Neben-uss?
Nun, wir schreiben ja gerade eine Funktion, die feststellt, ob Wasser von einem bestimmten Ort i
einen bestimmten Fluss -ie8t. KSnnen wir die benutzen? Wir schreiben das mal hin:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river)
(string=? (creek-origin river) location))
((confluence? river)
(if (string=? (confluence-location river) location)
#t

(flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river))

)

Die beiden Aufrufe voflows-from? entsprechen gerade den beiden Fragen von oben. Wir k3n-
nen ihre Ergebnisse kombinieren, um unsere Antwort zu errechnen: Wenn Wassgoaus

durch den Haupt-uss -ie8iderder Wasser alagation in den Neben-uss -ie8t, so -ieStauch
Wasser volocation in den CGesamt-ussE. So sieht das aus:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond

((creek? river)

(string=? (creek-origin river) location))

((confluence? river)

(if (string=? (confluence-location river) location)
#t
(or
(flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river))))))))

Fertig! Indieser Funktion passiert etwas Besonderes, das es in den Funktionen davor noch nichtg
Sie enthSlt einen Aufruf von sich selbst, einen sogenestatesiven AufruDiese rekursiven
Aufrufe sind genau an den Stellen, wo die Datende-+nitisiveon SelbstbezYge enthSit.
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Das ist kein Zufall: Nahezu alle Funktionen, die Daten mit SelbstbezYgen akzeptieren, enthal-
ten an den Stellen der SelbstbezYge rekursive Aufrufe. Daraus machen wir eine Schablone:

K12345!647123%$28&74!12# '- (S&8%34%&9<#& $83 E72#3$%&: S:;$%812&)

Wenn Du eine Funktion schreibst, die Daten akzeptiert, in denen SelbstbezYge enthalten sind,
dann schreibe an die Stellen der SelbstbezYge jeweils einen rekursiven Aufruf.

Ein Nachtrag noch: Déir -Ausdruck in deflows-from? -Funktion pasdastauf das Muster
aus Aufga.". Der einzige Unterschied ist, dass in der Alternative der Verzwelfstghticht
Allgemein wir ein solchiér-Ausdruck folgenderma8en ausgewertet:

(if b #t a)
T #t ; falls b= #t
T a ; falls b= #f

Das kSnnen wir mit dem Verhalten vmnvergleichen:

(or b a
T #t o falls b'T #t
T a ; falls b'T #f

Wir kSnnen denf -Ausdruck auows-from? also durch eior ersetzen:

(or (string=? (confluence-location river) location)
(or (flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river))))

Das kSnnen wir sogar noch weiter vereinfachergmaailch mit drei Operanden funktioniert:

(or (string=? (confluence-location river) location)
(flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river)))

Wennwir das Resultat auf seine Bedeutung hinlesen, steht da folgendes: Waseraia§t aus
inden Zusammen-usser ,wenn...
¥ der Zusammen-uss geradddstion  statt+ndet
oder
¥ Wasser voiocation in den Haupt-uss -ie§t
oder
¥ Wasser voiocation in den Neben-uss -ie§t.
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So erzShltist die Funktionsweiseovs-from?  (ho.entlich) direkt verstSndlich.
Wir k3nnen so aus diesem Beispiel und Au@be &." zwei Gleichungen entspreclﬁnd Mantre
auf Seitg #) machen:

(f b#t #) = b
(f b # a) (or b a)

&.! BILDER MODELLIEREN

Erinnerst Du Dich noch an Abschijitt "]%.$ auf[Skite "&? Da haben wir mit Hilégdekt -
Teachpacks die Funktionegside undabove verwendet, um Bilder zusammenzusetzen:

(define s1 (square 40 "solid " "red"))

(define c1 (circle 40 "solid " "green"))

(define pl (star-polygon 20 10 3 "solid " "blue"))
(beside s1 pl)

*

'
(above s1 cl)

o

l
Bei beiden Funktionen war es msglich, die Ergebnisse wieder als Bilder zu verwenden:

(above (beside sl pl) (beside pl cl))

23

FYr Bilder ist die Signatarage zustSndig; mir ihrer Hilfe kSnnen wir Signaturembve und
beside formulieren:

(: beside (image image -> image))
(: above (image image -> image))
Anden Signaturen ISsstsich klar erkennen, dass es sich um Kombinatoren handelt. Indirekt k3nn

wir daraus schlie§en, dass es in der Datende+nition von Bildern ebenfalls SelbstbezYge gibt.
kSnnte so aussehen:
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; Ein Bild ist eins der folgenden:
- eine Nebeneinanderstellung von einem Bild und noch einem Bild
; - eine tbereinanderstellung von einem Bild und noch einem Bild

)

Das hei§t, bei den Bildern ist das gleiche Konstruktionsprinzip am Werk wie bei den FlYssen: Aus
CkleinenE Bildern werden Cgri8ereE, und daraus gegebenenfalls noch gri§ere undsoweiter.
An den Signaturen vdreside undaboveist leicht erkennbar, dass es sich um Kombinato-
ren handelt: Es gehiemage rein undimage kommt auch wieder heraus. Um das bei den FlYssen
aus dem letzten Abschnitt klar anzuzeigen, wSre es sinmaakgonfluence ebenfalls eine
explizite Signatur anzugeben:

(: make-confluence (string river river -> river))

Kombinatoren verstecken sichin vielen Problemstellungen, Dumusst Sie nur suchen: Dann +ndest
Du erstaunlich oft auch welche. Darum geht es in Mgntra ):

M$245% .
Suche nach Kombinatoren fYr Deine Daten, die aus kleinen Dingen gr$8§ere Dinge machen B und
daraus wieder grS8ere Dinge machen.

&.$ FINANZVERTREGE ABBILDEN

’ selbstbezuege/contract.rkt Code

Es ist Zeit fYr ein etwas gri8eres Beispiel. Wir bilden FinanzvertrSge ab und programmieren dazu
eine stark vereinfachte Version eines Klassikers der Informatik-Forschung, das zu mehreren Versf-
fentlichungen und zur GrYndung einer erfolgreichen Firma gef\'ﬂﬁehmtbez\"(ge spielen eine
wichtige Rolle.

Wichtig bei diesem Beispiel: FYr die ReprSsentation von FinanzvertrSgen aus diesem Abschnitt
haben renommierte Informatik-Forscher mehrere Monate gebraucht. Wir kSnnen sie mit den bis-
her prSsentierten Programmiermitteln nachbauen, aber Du solltest nicht von Dir erwarten, dass
Du das Beispiel in wenigen Stunden auch selbst hSttest entwickeln kdnnen.

Wer mehr wissen mSchte, sollte das Paper von Peyton Jones und Eber|[PE"$] lesen, das es auch im Internet
kostenlos zum Download gibt.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/selbstbezuege/contract.rkt
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In der Finanzbranche werden oft VertrSge geschlossen, die zur strukturierten Zahlung vo
GeldbetrSgen fYhren. Wer eine Bankerin fragt, was der einfachste solche Vertrag ist, bekommt
die AntwortZero-BondHier ist ein Beispiel fYr einen Zero-Bond:

Ich bekomme am #". Juni $k!"1!,

So ein Vertrag wird immer zwischen zwei Vertragspartnern geschlossen und der eine ist immn
CichE. Daher kommt die Formulierung Clch bekommeE. Der Begri. CZero-BondE setzt sich zu-
sammen aus Ckeine ZinsenE (Zero) und CRecht auf spStere ZahlungE (Bond).

Wir k8nnen daraus eine einfache Datende+nition machen:

; Ein Zero- Bond hat folgende Eigenschaften:
; - Datum

- Betrag

- Whrung

An der Formulierung Chat folgende EigenschaftenE sehen wir sofort, dass es sich um zusamm
gesetzte Daten handelt. Daraus folgt direkt diese Record-De+nition:

(define-record zero-bond
make-zero-bond
(zero-bond-date date)
(zero-bond-amount  rational)
(zero-bond-currency currency))

Wir mYssten noch De+nitionen t¥ate und currency beisteuern, schieben das aber auf die
lange Bank. Wir wollen stattdessen zunSchst noch einmal grundsStzlich Yber die richtige Daten
+nition fYr solche VertrSge nachdenken.

Es gibtjanoch viel mehr solche VertrSge: Futures, Forwards, Swaps, Swaptions ... Jeder Ver
hat mehrere Eigenschaften, das wYrde also darauf hinauslaufen, dass wir sehr viele Datende+r
nen fYr zusammengesetzte Daten und die zugeh3rigen Record-De-+nitionen schreiben mYsste
und am Ende eine Datende+nition zu CVertragE, die auf eine gro§e Signatur fYr gemischte Date
hinausISuft. Das ist eine Menge Arbeit, und sie wSre auch nie fertig, weil sich die Banker stSn
neue VertrSge ausdenken.

Wer aber genug solche VertrSge studiert, bemerkt, dass diese aus Bausteinen bestehen, di
mer wiederkehren. Das suggeriert einen anderen Ansatz, nSmlich diese Bausteine zu identi+zi
und dafYr die Datenanalyse durchzufYhren. Wir vollziehen stattdessen die Arbeit der Autoren dé
Papers [PEJ#] nach. Die haben (Yber mehrere Monate) einen Satz bestechend einfacher Baus
ne zusammengestellt, indem sie bekannte VertrSge in m3glichst kleine und einfache Bestandt
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zerlegten. Jeder dieser Bestandteile ist fYr sich genommen ein Ckleiner VertragE, es gibt aber auch
Kombinatoren, die aus kleinen VertrSgen gr§§ere machen, insbesondere auch noch unbekannte
Klassen von VertrSgen. Mit diesen Bestandteilen lassen sich durch den Einsatz von Kombinatoren
sehr viele FinanzvertrSge (auch noch unbekannte) abbilden.

Da es mehrere Klassen von Bausteinen und Kombinatoren gibt, werden wir VertrSge als ge-
mischte Daten reprSsentieren und dafYr schrittweise eine Datende-+nition aufbauen:

; Ein Vertrag ist eins der folgenden:

’

Dazu gehsrt natYrlich eine passende Signatur-De+nition, die wir ebenfalls schrittweise aufbauen
werden:

(define contract
(signature (mixed ...)))

Um die Bausteine und Kombinatoren zu identi+zieren, schauen wir uns zunSchst den Zero-Bond
nSher an. Auch wenn der einfach aussieht, gibt es mehrere Aspekte, die auch unabhSngig voneinan-
der Sinn ergeben: die Auszahlung eines bestiBettags einer bestimmteénShrungund die

M3glichkeit, eine ZahlurgpSteru veranlassen. Das sind drei separate Ideen, und es ist sinnvoll,
diese getrennt als Daten zu reprSsentieren.

Zahlung einer bestimmten WShrung | Fangen wir an mit der Zahlung einer bestimmten WSh-
rung. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass alle Zahlungen in Euro sind. Um die richtige
Daten-De+nition zu +nden, versuchen wirithiiachsteuro-Zahlung zu +nden, und die besteht
auseinenEuro. Die Daten-De+nition dazu ist ernYchternd einfach:

; Ein Euro hat keine Eigenschaften

Wir k3nnten den Euro einfach als die ZeichenkéttéR abbilden. Das wSre sinnvoll, wenn der

Euro Teil einer AufzShlungist. Diesist allerdings hier nichtder Fall, andere Vertragsbausteine haben
durchaus Eigenschaften. (Siehe dazu auch A@abe &."@f Seite "'%.) Wir nehmen die Datende+-
nition stattdessen beim Wort Chat ... EigenschaftenkE und bilden den Euro als zusammengesetzte
Daten ab. Dann wird daraus folgende Record-De+nition:

(define-record one-euro
make-one-euro
one-euro?)

Wir fYgen als NSchstese-euro zur Daten- und zur Signatur-De-+nition wamtract hinzu:
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; Ein Vertrag ist eins der folgenden:
; - ein Euro
(define contract

(signature (mixed one-euro ...)))

Beliebige BetrSge | Als NSchstes bilden wir die M3glichkeit ab, einen Betrag zu wShlen. Eine
naheliegende erste Idee wSre, die hdeer@sE abzubilden, etwa so:

; Euros haben folgende Eigenschaft:
; - wieviele
(define-record euros

make-euros

euros?

(euros-amount rational))

Wenn wir das hStten, brSuchten wir aereuro nicht mehr. AuSerdem wSre das Resultat
dann nicht mehr so einfach wie m3glich: Besser wSre es, wenn wir die Idee CwievieleE trenn
k3nnten von CEuroE. Dann k3nnten wir sagen Ceine Vielzahl von einem EuroE. Das klingt erstma
komisch:

; Eine Vielzahl hat folgende Eigenschaften:
;- wieviele
; - wovon

Aber die richtige Form fYr zusammengesetzte Daten hat das schon einmal. Es reicht fYr eine el
Skizze einer Record-De+nition:

(define-record multiple
make-multiple

multiple?
(multiple-number ...)
(multiple-of n)

WirmYssen aber noch kiSren, was die Signatarigrie-number  respektivenultiple-of
ist. Bemultiple-number mYssen wir uns nicht auf ganze Zahlen beschrSnken B ein halber Euro
geht schlie§lich auch. Daristional  sinnvoll.

Beimultiple-of  liegt es nahene-euro hinzuschreiben: Dann k3nnten wir den Zero-
Bond schon hinschreiben. Allerdings wisitéple  ziemlich eingeschrSnkt und nicht besonders
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zukunftssicher: Was, wenn andere WShrungen dazukameaghp oder so? Vielleicht sind wir

versucht, eine Signaturrency fYr WShrungen zu de+nieren undfViitiple-of ~ zu verwen-

den. Aber das wSre immer noch zu eingeschrSnkt: Man kann ja auch mehrere Aktien (zum Beispiel)

im Rahmen eines Vertrags Ybergeben D oder auch mehrere Zero-Bonds oder andere VertrSge.
Und da ist sie ganz plStzlich, die zentrale Idee: Dass ein Vertrag den Arstshvieiser-

trSge verfYgen kann. Wir schreiben deshalb als Signatuityge-of  einfachcontract

und schSrfen bei der Gelegenheit die Datende+nition:

; Ein Vielfaches besteht aus:

; - Anzahl

; - Vertrag

(define-record multiple
make-multiple

multiple?
(multiple-number rational)
(multiple-of contract))

Nun gibt es schon zwei Klassen von VertrSgere®uro und multiple . Wir erweitern die
De+nition vorcontract entsprechend:

(define contract
(signature (mixed one-euro multiple)))

Mit Hilfe von one-euro und multiple kSnnen wir einen Vertrag de+nieren, der festlegt, dass
wire 100bekommen b sofort:

(define euro100 (make-multiple 100 (make-one-euro))) ; 100 Euros

Al'#$%& +.(
De-+niere eine Funktignake-euros mit Kurzbeschreibung, Signatur und Test wie folgt:

; Euro-Betrag auszahlen
(: make-euros (rational -> contract))
(check-expect (make-euros 100) eurol00)

Mit Hilfe der Funktion aus der Aufgabe kSnnen wir leicht @u$H de+nieren:

(define euro200 (make-euros 200)) ; 200 Euros
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Verzsgerungen | FYr die Zero-Bonds benstigen wir noch die M3glichkeit, eine Zahlung zu ver-
z8gern. Dazu benutzen wir den gleichen Trick wimbléple und de+nieren einen weiteren
Kombinator, der einen ganzen Vertrag verz3gert: Wir schlie§en also einen Vertrag ab, spSter eil
Vertrag abzuschlie§en, und der kann dann die Zahlung auslSsen. Um so einen Vertrag zu besch
ben, benstigen wir das Datum, an dem der CspStereE Vertrag aktiv wird und den spSteren Vertr
selbst:

; Eine VerzSgerung besteht aus:
; - Datum
. - Vertrag , der zu demDatum g¥ltig  wird

Diese Datende+nition beschreibt wieder zusammengesetzte Daten. Die dazugehsrige Record-
+nition sieht so aus:

(define-record later
make-later
later?
(later-date date)
(later-contract contract))

Mit later kSnnen wir die Signatur-De-+nition voontract erweitern:

(define contract
(signature (mixed one-euro multiple later)))

Aber es fehlt noch etwas: Wir habenl&¥ar-date  die Signatudate verwendet, die noch
gar nicht de+niert ist. Ein Datum besteht aus Jahr, Monat und Tag, was direkt zu einer Record
De+nition fYhrt:

(define-record date
make-date
date?
(date-year natural)
(date-month natural)
(date-day  natural))

Al'#$%E, +.)

Wir haben fYr alle Felder voate die Signatunatural verwendet. Diese Signatur ist sehr un-
prSzise, zumindest thate-month unddate-day .
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later "31.6.20230 "

Abbildung %.": Zero-Bond als Schichten dargestellt

Verbessere die Signaturerdain-month unddate-day mitHilfe voninteger-from-to
aus Abschnift §.$ auf S¢ité %(! !

Bevor es weitergeht, de+nieren wir noch zwei Beispiele fYr das Datum:

(define datel (make-date 2019 07 26)) ; 26. Juli 2019
(define date2 (make-date 2019 12 24)) ; Weihnachten 2019

Mit Hilfe dieser De-+nitionen k&nnen wir auch endlich zwei BeispiédésfiYrangeben:

(define laterl

(make-later datel euro100)) ; Ich bekommeam 26.7.2019 100e .
(define later2
(make-later date2 euro200)) ; Ich bekommeweihnachten 2019 200e .

Au8erdem kSnnen wir den Zero-Bond vom Anfang dieses Abschnitts de+nieren:

; lch bekommeam 31. Juni 2030 1000e .
(define zerol (make-later (make-date 2030 06 31)
(make-euros 1000)))

Abbildunqglﬂs zeigt den Aufbau des Zero-Bmrd4 als ineinandergeschachtelte Schichten: In
denlater -Vertrag isteimultiple -Vertrag eingeschachtelt, und dort wiederumrgeeuro -
Vertrag. Aus dieser Sicht istiaberitiple -Vertrag der CinnereE Vertragldes -Vertrags.

VertrSge kombinieren | Jetztwo die Zero-Bonds erledigt sind, kSnnen wir Yberlegen, ob es noch
weitere M3glichkeiten geben sollte, VertrSge herzustellen. Immer wenn Du ReprSsentationen mit
Kombinatoren baust, solltest Du nach MSglichkeiten suchen, aus zwei Dingen ein gr38eres Ding
zu bauen.
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Beispiele fYr dieses Prinzip haben wir in diesem Kapitel schon mehrere gesehen:
¥ Ein Haupt-uss und ein Neben-uss werden zu einem Fluss kombiniert.
¥ Zwei Bilder werden Ybereinander, nebeneinander und aufeinander zu einem Bild kombinier
Auf die VertrSge bezogen bedeutet dies, dass wir zwei VertrSge zu einem zusammensetzen, d
Rechte und P-ichten von beiden kombiniert. So kSnnte dies gehen:

; Eine Kombinationsvertrag besteht aus:
; - Vertrag Nr. 1
; - Vertrag Nr. 2

Das sind wieder zusammengesetzte Daten mit zwei SelbstbezYgen:

(define-record both
make-both
both?
(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract))

Hier sind zwei Beispiele fth :

: Heute 100e , spSter nochmal 100e
(define bothl (make-both eurol00 laterl))
Heute 200e , sp&ter nochmal 200e

(define both2 (make-both bothl later2))

Wir mYssen noch die De+nition \awmtract erweitern:

(define contract
(signature (mixed one-euro multiple later both)))

Derkleinste Vertrag |  Es gibtnoch ein weiteres Prinzip beim ReprSsentieren mit Kombinatoren:
Suche immer nach déteinsterm3glichen Baustein. Wir haben ja schon einen ziemlich kleinen
Baustein de+niedne-euro . Aber oftist der kleine Baustein eine Variation von CnichtsE, und so
istes auch hier: Der kleinste Vertrag ist einer ohne Rechte oder P-ichten. Ihn sollten wir unbeding
auch de+nieren B zunSchst nur der VollstSndigkeit halber, aber spSter werden wir ihn tatsSchi
noch brauchen.

Solch ein CNichts-VertragE hat, eie-euro auch, keine Eigenschaften. Wir reprSsentieren
ihn aber, genau wie lmgie-euro , durch einen Record, damit wir ihn mit Hilfe seiner Signatur in
die De+nition vorwontract einbauen k3nnen:
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; Ein Nichts- Vertrag hat keine Eigenschaften
(define-record nothing

make-nothing

nothing?)

Entsprechend erweitern wimtract :
(define contract

(signature
(mixed one-euro multiple later both nothing)))

In Aufgab¢ & auf S¢ite "% geht es um noch einen weiteren Kombinator.

VertrSge bewerten | Wir haben viel Energie fYr die ReprSsentation von VertrSgen verwendet,
aber noch gar nichts damit gemacht. Es fehlen noch ein paar saftige Funktionen!

Wenn wir einen Vertrag haben, wollen wir vielleicht wissen, wieviel Geld wir eigentlich insge-
samt bekommen. Das nhehmen wir uns als erste Aufgabe vor. Wir fangen an mit folgender Kurzbe-
schreibung:

FYr einen Vertrag berechnen, wieviel Geld wir bekommen

In der Kurzbeschreibung tauchen die Begri.e CVertragE und CGeldE auf, das Ybersetzen wir in
folgende Signatur:

(: contract-payment (contract -> rational))

Die Funktion fasst alle Zahlungen zu einem Euro-Betrag zusammen, Zinsen ignorieren wir. Die
Funktionsweise illustrieren wir wie immer mit TestfSllen. Bei festen Euro-BetrSgen ist recht klar,
was herauskommen muss:

(check-expect (contract-payment euro100) 100)
(check-expect (contract-payment euro200) 200)

Die Beispielmterl undlater2 sind verz3gerte VertrSge ¥b&it beziehungsweise $!!.
Die Verz8gerung spielt lmeintract-payment keine Rolle:

(check-expect (contract-payment laterl) 100)
(check-expect (contract-payment later2) 200)

Bei den beidelnoth -Beispielen werden jeweils zwei Zahlungen \ibrespektivee $!! kom-
biniert:

(check-expect (contract-payment bothl) 200)
(check-expect (contract-payment both2) 400)



FINANZVERTREGE ABBILDEN #&H

Die Schablone sieht so aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)

)

Daes sich beider De+nitionwamtract um gemischte Daten handelt, sieht die erste Schablone
fYrcontract-payment so aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond

((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract) ...)
((later? contract) ...)
((both? contract) ...))))

Bei den einzelnen FSllen vontract handelt es sich jeweils um zusammengesetzte Daten, wir
ksnnen also die Schablone um die Anwendungen der Selektoren ergSnzen, soweit es welche gi

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)

(multiple-number contract)
(multiple-of contract)

)

((later? contract)

(later-date contract)
(later-contract contract)

)

((both? contract)

(both-contract-1 contract)
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(both-contract-2 contract)

)

Es geht noch weiter:

(multiple-of contract) ,

(later-contract contract) ,

(both-contract-1 contract) und (both-contract-2 contract)

sind allesamt SelbstbezYge, wir knnen also dort rekursive Aufrufe hinschreiben:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)

(multiple-number contract)
(contract-payment (multiple-of contract))

)

((later? contract)

(later-date contract)
(contract-payment (later-contract contract))

)

((both? contract)

(contract-payment (both-contract-1 contract))
(contract-payment (both-contract-2 contract))

)

Damit ist die Schablone fertig und wir k3nnen versuchen, fYr jeden Fall etwas Sinnvolles hinzu-

schreiben. Bei den ersten beiden ist es nicht so schwierig: BedgimgmVertrag wird nichts
ausgezahlt, bei eineme-euro -Vertrag wird eie " ausgezahilt:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond
((nothing? contract) 0)
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((one-euro? contract) 1)

)]
Wir nehmen uns als NSchstesrdetiiple -Fall vor: Da stehen in der Schablone schon:
¥ (multiple-number contract) , also didnzahl
¥ (contract-payment (multiple-of contract)) , alsavas bei einem ausgezafid

Diese beiden GrY8&en mYssen wir miteinander multiplizieren, um die Gesamtsumme zu berechne
die ausgezahlt wird:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond

((multiple? contract)
(* (multiple-number contract)
(contract-payment (multiple-of contract))))

)

Nun ist derdater -Fall an der Reihe. Ftintract-payment ist(later-date contract) ,
also der Zeitpunkt, zu dem der Vertrag aktiv wird, irrelevant: Es geht ja nur um den Betrag de
CinnerenE Vertrags, und der steht schon in der Schablone:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond

((later? contract)
(contract-payment (later-contract contract)))

)

Zu guter letzt kommitoth . Die Zahlungen, die sich aus den beiden TeilvertrSgen ergeben, steher
schonin der Schablone. Wir mYssen sie lediglich addieren. Die vollstSndige Funktion sieht dann
aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond
((nothing? contract) 0)
((one-euro? contract) 1)
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((multiple? contract)

(* (multiple-number contract)
(contract-payment (multiple-of contract))))

((later? contract)

(contract-payment (later-contract contract)))

((both? contract)

(+ (contract-payment (both-contract-1 contract))
(contract-payment (both-contract-2 contract)))))))

VertrSge verwalten | Eine weitere nYtzliche Funktion von VertrSgen betri.t die Entwicklung

eines Vertrags Yber die Zeit: Je ISnger ein Vertrag geschlossen ist, desto mehr Zahlungen werden da-
durch getStigt und entsprechend bleiben weniger Zahlungen Ybrig. Um das abzubilden, brauchen
wir eine Funktion, die ausrechnet, was von einem Vertrag nach einem bestimmten Zeitpunkt noch
Ybrigbleibt. So k3nnte die Kurzbeschreibung lauten:

Wasbleibt  Ybrig , nachdemzu einem gegebenen Datum ausgezahlt wurde?

Um diese Funktion zu schreiben, mYssen wir uns erst einmal Yberlegen, wie dieser CRestE von
einem Vertrag reprSsentiert werden kann. Die richtige Idee ist so einfach, dass es gar nicht so ein-
fach ist, sie zu sehen: Den CRest eines VertragsE k§nnen wir wieder als Vertrag reprSsentieren. Wir
mYssen also keine neue Datenanalyse durchfYhren und k3nnen mit der Signatur fortfahren. Die
Funktion braucht als Eingabe einen Vertrag; als Ausgabe kommt der neue Vertrag heraus. Au8er-
dem brauchen wir noch das Datum, das in der Kurzbeschreibung erwShnt wird:

(: contract-rest (contract date -> contract))

Kommen wir zu einigen TestfSllen: Die VereSge 00 undeuro200 werden sofort ausgezahlt,
da bleibt also nichts mehr Ybrig:

(check-expect (contract-rest eurol00 datel) (make-nothing))
(check-expect (contract-rest euro200 datel) (make-nothing))

Das Beispi¢hterl kommt zum Datundatel zur Auszahlung (der $'. Juli $!"*), ab diesem
Datum ist also nichts mehr Ybrig:

(check-expect (contract-rest laterl datel) (make-nothing))

Der Beispielvertragter2 hingegen wird erst zlate2 ausgezahlt, das ist WeihnachterﬁB!"*.
Zum Zeitpunkidatel passiert deswegen noch nichts, der Vertrag kommt also unverSndert zurYck:

$ Als dieses Kapitel geschrieben wurde, lag das noch in der Zukunft.
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(check-expect (contract-rest later2 datel) later2)

Interesant wird es bei death -VertrSgen. Beoth1 passiert der eine Teil sofort, der andere wird
bisdatel verz3gert. Zum Zeitpunkiate1 bleibt allerdings von beiden HSIften nichts Ybrig:

(check-expect (contract-rest bothl datel) (make-nothing))

Beiboth2 bleibt allerdings zum Zeitpurdktel noch die CrechteE HSlfte YBatpr2 :
(check-expect (contract-rest both2 datel) later2)

Aber zum Zeitpunktlate2 ist auch das perdu:

(check-expect (contract-rest both2 date2) (make-nothing))

Wir schreiten nun zur Funktion selbst. Hier das GerYst:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

)

Die Eingabe-Signatur enthSltaintract , wir k3nnen also wieder die Schablone fYr gemischte
Daten verwenden:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond

((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract) ...)
((later? contract) ...)
((both? contract) ...))))

Wir ergSnzen als NSchstes die Schablonen fYr die einzelnen FSlle, bei denen es sich ja jewei
zusammengesetzte Daten handelt:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)
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(multiple-number contract)
(multiple-of contract)

)

((later? contract)

(later-date contract)
(later-contract contract)

)

((both? contract)

(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract)

=)

Fast hStten wir es vergessen D in den FShemnitiigle |, later undboth gibt es ja Selbstrefe-
renzen und damit rekursive Aufrufe:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)

(multiple-number contract)
(contract-rest (multiple-of contract) date)

)

((later? contract)

(later-date contract)
(contract-rest (later-contract contract) date)

)
((both? contract)

(contract-rest (both-contract-1 contract) date)
(contract-rest (both-contract-2 contract) date)

)
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(date-year date)
(date-month date)
(date-day date)

)

Wir k8nnen au8erdem noch die Schablonddi& bemYhen, wobei es sich zum zusammenge-
setzte Daten handelt. Das Datum ist nulaiter -Fall relevant B wir fYllen die Schablone aus,
wenn wir zu diesem Fall kommen.

Wir fangen wieder mit den einfachen FSllen amoBeng und one-euro bleibt jeweils
nichts Ybrig:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond
((nothing? contract) (make-nothing))
((one-euro? contract) (make-nothing))

)

Al"#$%& +.*

Sind beide FSlle schon durch TestfSlle abgedeckt? Wenn nicht, schreibe einen! !

Als NSchstes istultiple an der Reihe. Der rekursive Aufruf aus der Schablone beantwortet
die folgende Frage: CWieviel isteioemVertrag nach dem Datum noch Ybrig?E Wenn wir mit

n das Ergebnis vdmultiple-number contract) bezeichnen, dann mYssen wir die Frage
beantworten, wieviel vorivertrSgen Ybrig bleibt. Wir mYssen wieder mitltiplizieren:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond

((multiple? contract)
(make-multiple (multiple-number contract)
(contract-rest (multiple-of contract) date)))

=)

Als NSchstes ist dater -Fall dran. Der rekursive Aufruf beantwortet die Frage, was von dem
Vertrag Ybrigbleibt, falls das Datdate schon vorbei beziehungsweise gerade heute ist. Wenn
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date noch in der Zukunft liegt, passiert gar nichts und die Funktion sollte den gesamten Vertrag
contract zurYckliefern.

Das hei§t, dasate in zwei Klassen zerfSlit,nSmlich (a) vor oder an dem Qetrerulate
contract) oder (b) danach. Wir brauchen also eine Verzweigung danach, und dazu mYssen wir
die beiden Daten vergleichen. Diese Aufgabe ist kompliziert genug, dass wir sie zurYckstellen und
uns vornehmen, spSter eine Funktion mit folgender Kurzbeschreibung und Signatur zu schreiben:

. Ist ein Datumfr Yher als ein anderes?
(: date<=? (date date -> boolean))

Mit Hilfe dieser Funktion kSnnen wir déaiter -Fall folgenderma8en fertigstellen:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond

((later? contract)

(if (date<=? (later-date contract) date)
(contract-rest (later-contract contract) date)
contract))

)

Wir haben dabei etwas geschummeltund uns darum gedrYckt, die Schablenaf¥zufYllen.
Das mYssen wir liite<=? nachholen.
Es bleibt der Fall f¥oth . Die rekursiven Aufrufe aus der Schablone liefern, was vom Clin-
kenE beziehungsweise CrechtenE Vertrag Ybriggeblieben ist. Wir mYssen die Ergebnisse nur wieder
zusammensetzen:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond

((both? contract)
(make-both (contract-rest (both-contract-1 contract) date)
(contract-rest (both-contract-2 contract) date))))))

Fertig!
Also fast: Wir mYssen ja noch die Funkdimie <=2 schreiben. FYr einen Teil davon spannen
wir Dich ein:
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Schreibe ausreichende TestfS|Esftérx="2! !

Hier ist das GerYst:

(define date<=?
(lambda (datel date2)

)

Das es sich sowohl Hetel als aucllate2 um zusammengesetzte Daten handelt

(define date<=?
(lambda (datel date2)

(date-year datel) (date-year date2)
(date-month datel) (date-month date2)
(date-day datel) (date-day date?2)

)

Um den Rumpf richtig hinzubekommen, mYssen wir sorgfSltig alle m3glichen FSlle abarbeiter
ZunSchst mYssen wir die beiden Jahreszahlen vergleichen b weatesiebdiate? unter-
schiedlich sind, so steht das Ergebnis fest. Wenn nicht, so muss die Funktion die Monate vergleict
und schlie8lich die Tage. Das sieht am Ende so aus:

(define date<=?
(lambda (datel date2)
(cond
((< (date-year datel) (date-year date2)) #t)
((> (date-year datel) (date-year date2)) #f)
((< (date-month datel) (date-month date2)) #t)
((> (date-month datel) (date-month date2)) #f)
((< (date-day datel) (date-day date2)) #t)
((> (date-day datel) (date-day date2)) #f)
(else #t))))

VertrSge vereinfachen | Leider ist der Code fYr dientract-rest  -Funktion zwar vollstSn-
dig, funktioniert aber nicht wie erwartet: Die Tests schlagen fehl, und zwar fast alle! Wie kann da
sein? Hier ist der erste:
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(check-expect (contract-rest eurol100 datel) (make-nothing))
Hier ist die Meldung vom Fehlschlag:

Der tatsSchliche Wert  #<record:multiple 100 #<record:nothing>>
ist nicht der erwartete Wert #<record:nothing>

Was ist passiert? Zur Erinnerung, der Veztragl 00 ist so de+niert:
(define euro100 (make-multiple 100 (make-one-euro)))

Diecontract-rest  -Funktion hat erst einmal berechnet, was von dem einen Euro Ybriggeblieben
ist und vom Rest dann "!! StYck zurYckgegeben: "!! StYck von nichts. Das Ergebnis ist ja auch
formal korrekt, aber eben nicht wie vom Testfall erwartet. Unpraktisch ist es auf jeden Fall:

Al"#$%& +.,

Finde noch drei weitere komplizierte Wege, CVertrSge Yber nichtsE aufzuschreiben!

Um das Problem zu vermeiden, wSre es gut, wenn das Programm Vertr8geal InértGsE

gar nicht erst konstruieren wYrden. DafYr mYssen wir beim Konstrakeesmultiple anset-

zen. Wenn der auf einanthing -Vertrag angewendet wird, muss das Ergebnis auch wieder ein
nothing -Vertrag sein. Um das zu erreichen, mYsserawé-multiple umde+nieren. Da die
De+nition vormake-multiple vondefine-record erledigt wird, wenden wir einen Trick an

und benennen den Konstruktor erst einmal um, in dem wir die Record-De+nition Sndern:

(define-record multiple
really-make-multiple

multiple?
(multiple-number  rational)
(multiple-of contract))

Der Nameeally-make-multiple  ist reine Konvention B solange der Name nur anders ist als
make-multiple ! Als nSchstes de+nieren wir eine neue Funktion mit dem alten Namen und dem
gleichen Vertrag. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und ein Testfall, deuget@desnt-

spricht:

; multiple- Vertrag konstruieren , dabei vereinfachen
(: make-multiple (rational contract -> contract))

(check-expect (make-multiple 100 (make-nothing))
(make-nothing))
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Hier ist das GerYst fYr die Funktion:

(define make-multiple
(lambda (factor contract)

)

Die Eingabeontract zerfSlltin zwei FSllothing und alle anderen. Im ersten Fall geben wir
wiedemnothing zurYck, im zweiten rufen wir den richtigen Konstruktor auf:

(define make-multiple
(lambda (factor contract)
(if (nothing? contract)
(make-nothing)
(really-make-multiple factor contract))))

Damit funktionieren schonmal die ersten beiden TestfSlle, die ursprYnglich fehlgeschlagen sind.
bleiben aber noch weitere. Der erste ist dieser hier:

Der tatsSchliche Wert

#<record:both #<record:nothing> #<record:nothing>>
ist nicht der erwartete Wert

#<record:nothing>

Das deutet auf ein analoges Problem wiaddéple hin: Nichts und nochmal nichts ist eben
nichts, aber der Konstruktor vonth wei§ das nicht. Wir wenden den gleichen Trick an und
benennen zunSchst den Konstruktor um:

(define-record both
really-make-both
both?
(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract))

Als NSchstes de+nieren wir einen neuen Konstruktor selber:
; Kombinationsvertrag konstruieren , dabei vereinfachen

(: make-both (contract contract -> contract))

(check-expect (make-both (make-nothing) (make-nothing))
(make-nothing))
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Durch diesen Testfall ist Cnichts und nichtsE abgedeckt. Das k3nnen wir aber noch etwas verall-
gemeinern. Das illustrieren am besten die folgenden TestfSlle, bei denen jeweils nur die linke bezie-
hungsweise rechte Seiteoéis -Vertrags nichts ist:

(check-expect (make-both (make-one-euro) (make-nothing))
(make-one-euro))

(check-expect (make-both (make-nothing) (make-one-euro))
(make-one-euro))

Hier ist das GerYst zur Funktion:

(define make-both
(lambda (contract-1 contract-2)

)

Die Eingaben zerfallen in drei Klassen, nSmlichosetract-1  nichts ist, wennontract-2
nichts ist und alle anderen. Entsprechend brauchen wir eine Verzweigung mit drei Zweigen:

(define make-both
(lambda (contract-1 contract-2)
(cond
((nothing? contract-1) contract-2)
((nothing? contract-2) contract-1)
(else
(really-make-both contract-1 contract-2)))))

Und nun endlich verlaufen alle Tests erfolgreich.

Die Funktionemmake-multiple undmake-both, welche die ursprYnglichen Konstrukto-
ren gleichen Namens ersetzen und bei der Konstruktion die entstehenden VertrSge gleich schon
etwas vereinfachen hei§en amhrt constructors

KombinatorreprSsentationen bnden | Die Autoren des Papers Yber FinanzvertrSge haben Mo-
nate gebraucht, um die beschriebene elegante ReprSsentation zu +nden. Sie sind nach zwei Prinzi-
pien vorgegangen, die auch auf viele andere Problemstellungen Ybertragbar sind.

¥ Sie haben FinanzvertrSge in ihre kleinsten Bestandteile zerlegt.

¥ Sie haben nach Kombinatoren fYr FinanzvertrSge gesucht und welche gefunden, entsprechend

Mantrd) auf Seife ).
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AUFGABEN

Al"#$%& +.-

Schreibe Funktionen zum Umgang mit Duschprodukten!

". Beginne mit zwei verschiedenen Duschprodukten: Seife und Shampoo. Bei Seife ist die Far
und der pH-Wert relevant, bei Shampoo die Farbe und der Haartyp. Schreibe eine Datende-
nition fYr Duschprodukte und den Code dafYr!

$. FYge Duschgel als weiteres Duschprodukt hinzu, das zur HSlfte aus einer beliebigen Seife L
zur HSlIfte aus einem beliebigen Shampoo besteht. (Wir tun einfach so, als wSre das so.)

#. FYge eine CMixturE als weiteres Duschprodukt hinzu, das aus zwei beliebigen Duschprodu
ten zusammengerYhrt wird, mit wShibaren Anteilen fYr das erste und zweite Duschprodukt.

%. Schreibe eine Funktion, die den Seifenanteil eines beliebigen Duschprodukts berechnet.

Al"H#$%& +..

Eine geometrische Figur in der zweidimensionalen Ebene ist entweder
¥ einQuadratparallel zu den Koordinatenachsen,
¥ einKreis
¥ oder eind berlagerungweier geometrischer Figuren. (Die Figuren werden Ybereinanderge-
legt; die FISchen der beiden Figuren werden also vereinigt.)
FYhre eine Datenanalyse fYr geometrische Figuren durch! Schreibe eine Funktion, die Yberpr
ob ein gegebener Punkt innerhalb der FISche einer gegebenen geometrischen Figur liegt.
Falls Du bei dieser Aufgabe eine Funktion brauchst, die eine Quadratwurzel zieht (muss nict
zwingend sein), so hat diese den Namen (fYr Csquare rootE) und folgende Signatur:

(: sgrt (number -> number))

Al"#$%& +./

Schreibe einen sinnvolmart constructbrlater -VertrSge.

Al"#$%& +'0

Kann der folgende Vertrag vereinfacht werden? Erweitere den entspreateemdenstructor

(make-multiple 100 (make-multiple 100 (make-one-euro)))



#% FINANZVERTREGE ABBILDEN
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FYge eine weitere Klasse von VertrSgen hirgivediéertrSge: Eigive -Vertrag dreht alle Zah-
lungen um, die sich aus einem Vertrag ergeben. Das hgigt, fiertrag voe " fYhrtdazu, dass

der Vertragsinhaber dem Vertragspagtigebemuss und nicht bekommt. Erweitere die beiden
Funktionen, so dass sie auchgivie -VertrSgen klarkommen. Benutze, um Zahlungen Cin die
andere RichtungE zu reprSsentieren, ein negatives Vorzeichen.

A'#$%E +(

Die Funktionercontract-payment und contract-rest  passen nicht so recht zusammen:

Die eine berechnalleZahlungen, die anderen den Rest eines Vertrags ab einem bestimmten Zeit-
punkt. Schreibe eine Funktioontract-payment-until  , die alle Zahlungen bis zu einem be-
stimmten Zeitpunkt berechnet!

Al"#$%& +.)

Statt nullstelliger zusammengesetzter Dateotlvieg oderone-euro kSnnte mantheoretisch
auch B wie bei AufzShlungen b feste Zeichenketterowizg " und" one-euro" verwenden.
Versuch dies umzusetzen!
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Im vorigen Kapitel haben wir bereits Daten mit Selbstbezug kennengelernt, die Informationen v
riabler Gr&8e reprSsentieren k3nnen: FlYsse, Bilder und FinanzvertrSge. Die ReprSsentationer
fYr waren recht speziell das jeweilige Einsatzgebiet gekoppelt. In diesem Kapitel lernen wir e
besonders praktische Datende+nition mit Selbstbezug kennen, die in nahezu allen Einsatzgebie
nYtzlich istListen

Hier sind einige Listen aus dem tSglichen Leben:

Brot Herbert " AxI Dauerwelle Pumps
Butter Mike $ Slash Dreadlocks
KSse # Du. Irokese
% Dizzy Vokuhila
& lzzy
' Melissa
Brain
Bumblefoot

Keine dieser Listen ist auf ihre jeweilige LSnge festgelegt: Zur Liste mit CBrotE k3nnten beispiel
weise noch CGurkenE hinzukommen, zur Liste mit Axl, Slash undsoweiter k3nnte zum Beispie
noch Steven dazukommen.

‘# LISTEN REPRE€SENTIEREN

|listen/list0.rkt Code

In der EinfYhrung haben wir Listen mit unterschiedlichen Sorten von Elementen gesehen. FY
den Anfang konzentrieren wir uns zunSchst einmal auf Listen von Zahlen, um die Dinge einfact
zu halten. Dann schreiben wir eine Funktion, um die Zahlen aus so einer Liste zu addieren. E
gibt verschiedene M3glichkeiten, Listen zu reprSsentieren. Die ReprSsentation, die wir in diese
Kapitel einfYhren, hat als besonders einfach und universell verwendbar herausgestellt.

Diese ReprSsentation ist nach dem gleichen Prinzip entstanden die zum FinanzvertrSge in £
schnitf&]# auf Séite]"%$: Wir suchen zunSchst nach der einfachsten Liste, die wir uns vorstellen!
nen. Man k3nnte auf die Idee kommen, dass dies eine Liste mit nur einem Element ist, aber noc
einfacher ist eine mit gar keinen Elementenl@edéeListéNatYrlich werden wir auch nichtleere
Listen brauchen, darum ist der erste Entwurf einer Datende+nition wie folgt:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/list0.rkt
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; Eine Liste aus Zahlen ist eins der folgenden:
; - eine leere Liste
- eine nichtleere Liste

Die leere Liste hat keine Bestandteile, wir werden sie aber spSter von den nichtleeren Listen unter-
scheiden mYssen. Wir benutzen deshalb eine leere Record-De+nition:

; leere Liste

(define-record empty-list
make-empty-list
empty?)

Beim Namen fYrdas PrSdikat haben wir etwas gemogelt. Von Amts wegerempssiestd
heigen. Da es aber noch $fter vorkommen wird, kYrzen wireg? ab.

Wir de+nieren au8erdem eine AbkYrzung fYr die leere Liste. Auch diese kommt noch $fter
vor, und wir mYssen sie so nicht jedesmal neu komstruieren:

(define empty (make-empty-list))

Nun sind die nichtleeren Listen dran. Nach dem Kombinatorprinzip aus dem vorigen Kapitel soll-
ten wir eine nichtleere Liste konstruieren, indem wir eine bestehende Liste erweitern:

Eine nichtleere Liste besteht aus:
; - demersten Element
; - einer Liste aus Zahlen mit den restlichen Elementen

Diese spezielle De+nition fYr nichtleere Listen@ei:List®as zweite Feld enthSlt eine CListe
aus ZahlenE b da st der Selbstbezug.
Wir Sndern die Datende-+nition fYr Listen entsprechend ab:

Eine Liste aus Zahlen ist eins der folgenden:
; - eine leere Liste
; - eine Cons-Liste

: Eine Cons-Liste besteht aus:
;- demersten Element
; - einer Liste aus Zahlen mit den restlichen Elementen

Die Datende+nition fYr Cons wandeln wir in eine Record-De-+nition um. DafYr nehmen wir an,
dass die Signatur fYr Listen von Zaldewf-numbers  hei§t D die werden wir im Nachgang
de+nieren:
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(define-record cons-list
cons
cons?
(first number)
(rest list-of-numbers))

€hnlich wie beempty-list haben wir die Funktionen der Record-De+nition kYrzer genannt als
sonst, weil sie noch oft vorkommen werden: sonst: Der Konstruktor hei§akeattons-list
hiercons, das PrSdikat naons? stattcons-list?  und bei den Selektoren fehlt jeweils das
cons- vorn.

Es fehlt noch die De+nition der Signéisirof-numbers  fYr CListe von ZahlenE, die aus
leeren Listen und Cons-Listen gemischt wird:

(define list-of-numbers

(signature
(mixed empty-list
cons-list)))

Hier sind einige Beispiele fYr Listen:

; leere Liste

(define list0 empty)

; einelementige Liste mit der Zahl 42

(define listl (cons 42 empty))

; Liste mit den Zahlen 1 2 3

(define list3 (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty))))

; Liste mit den Zahlen e und pi

(define list2 (cons 2.7183 (cons 3.14159 empty)))

; Liste mit den Zahlen 2 357

(define list4 (cons 2 (cons 3 (cons 5 (cons 7 empty)))))

An den Beispielen kann man sehen, dass es einen Unterschied zwischen der intuitiven Struk

von Listen und ihrer ReprSsentation gibt. Intuitiv besteht eine Liste aus einer Aneinanderreihun
ihrer Elemente. Die ReprSsentation ist aber geschachtelt, wie A@'Idung '" zeigt. Sie erlaubt ur

insbesondere, aus kleineren Listen grs8ere zu bauen und trotzdem die kleineren Listen wieder:

verwenden:

; Liste mit den Zahlen 1 2 357
(define list5 (cons 1 list4))
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cons-list

cons-list
2

cons-list

3
5 empty-list

Abbildung &.!: Struktur der Liste mit den Elementen ! $ &

Dieses Beispiel zeigt au§erdem, dass der Konstoulgan eine existierende Lisbenein Ele-
ment anhSngt.

Nun sind wir bereit, eine Funktion Yber Listen zu schreiben, welche die Zahlen einer Liste
aufaddiert. Kurzbeschreibung und Signatur sehen so aus:

;. Summealer Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-sum (list-of-numbers -> number))

Als NSchstes brauchen wir TestfSlle, die wir mit Hilfe der Beispiel-Listen von oben (und gegebe-
nenfalls einem Taschenrechner) konstruieren:

(check-expect (list-sum list2) 5.85989)
(check-expect (list-sum list3) 6)
(check-expect (list-sum list4) 17)

Al"#$%& .

Schreibe auch TestfSllelf$trsum auf Basis der Beispiel-Listet® undlistl ! Falls Du
Dir nicht sicher bist, rate! !

Als NSchstes kommt wie immer das GerYst:

(define list-sum
(lambda (list)

)

Die Signatur sagt, déisssum eine Liste als Eingabe akzeptiert B gemischte Daten. Die Scha-
blone dazu sieht so aus:
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(define list-sum
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list) ...))))

Beimcons-list -Fall handelt es sich um zusammengesetzte Daten, wir kSnnen also entsprechen

der Schablone dafYr Selektor-Aufrufe hinschreibeasBaitzt au§erdem ein Selbstbezug, wir
schreiben also auch einen rekursiven Aufruf in die Schablone:

(define list-sum
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)

.(;‘;rst list)
(list-sum (rest list))

-))))

Nun sind alle mglichen Konstruktionsanleitungen angewendet. Wir vervollstSndigen die Schabl
ne, zuerstden Fall fYr Cons-Listen. Dort stehtin der Schéipkinkst) und(list-sum

(rest list)) . Zum VerstSndnis hilft, die beiden Ausdrucke ins Deutsche zu Ybersetzen:
¥ (first list) ist daerste Element der Ligtel
¥ (list-sum (rest list)) ist dieSumme der restlichen Elemente

Gefragt ist aber die Sumailer Elementelazu mYssen wir die beiden noch addieren:
(+ (first list) (list-sum (rest list)))

Es bleibt der Fall der leeren Liste. Intuitiv hat die gar keine Summe, aber irgendetwas mYssen wir
hinschreiben. Wir schreiben vorlSdiirg Programm, werden diese Wahl aber noch diskutieren:

(define list-sum
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 0)
((cons? list)
(+ (first list) (list-sum (rest list)))))))

Damit funktionieren die TestfSlle und die Funktion ist fertig!
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Verfolge die Auswertung der TestfSlle im Stepper! !

AI'HS%E )

€ndere den Zweig fYr die leere Liste und schreibe etwas anderes als ! hin. Funktionieren die Test-
fSlle dann noch? !

TatsSchlich i€tdie einzig richtige Zahl, die @mpty-Fall stehen darf. Das mag intuitiv einleuch-
ten: die leere Liste ist schlie§lich CnichtsE und ! ist auch irgendwie CnichtsE. Ein weiteres Beispiel
wird aber gleich zeigen, dass diese Argumentation zu einfach ist.

Wir schreiben als NSchstes eine Funktion, die alle Zahlen eimeultigtgiert Hier sind
Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und GerYst:

; Produkt der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-product (list-of-numbers -> number))

(check-expect (list-product listl) 42)
(check-expect (list-product list3) 6)
(check-expect (list-product list4) 210)

(define list-product
(lambda (list)

)

Die Schablone entsteht genau witdtesium aus den Konstruktionsanleitungen fYr gemischte
Daten, zusammengesetzte Daten und SelbstbezYge:

(define list-product
(lambda (list)
(cond

((empty? list) ...)
((cons? list)

(first list)

.(.Ii.st-product (rest list))))))
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Wir kKYmmern uns wieder zuerst um dens-Fall. In der Schablone stelfast list) , das
erste Element ur(ist-product (rest list)) , das Produkt der restlichen Elemente. Wir
mYssen nur noch beide miteinander multiplizieren, um das Produkt aller Elemente zu berechne

(* (first list) (list-product (rest list)))

Bleibt wieder dexmpty-Fall ® wieder die leere Liste. Die Versuchung ist gro§, wieder CnichtsE
hinzuschreiben, also !. Dann allerdings schidigdiestfSlle fehl:

Der tatsSchliche Wert 0 ist nicht der erwartete Wert 42.
Der tatsSchliche Wert O ist nicht der erwartete Wert 6.
Der tatsSchliche Wert 0 ist nicht der erwartete Wert 210.

Warum kommt immed heraus? Das kSnnen wir anhand der Auswertungjsisproduct
list3) sehen. Die sieht so aus b wir haben einige Zwischenschritte ausgelassen:

(list-product list3)

' (list-product (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty))))

T (cond ((empty? (cons 1 ..)) ...) ((cons? (cons 1 ..)) ...))
T (cond ((empty? (cons 1 ...)) ...) ((cons? (cons 1 ..)) ...))
T (* (first (cons 1 ..)) (list-product (rest (cons 1 ...))))

T (* 1 (list-product (rest (cons 1 ...))))

I (* 1 (list-product (cons 2 (cons 3 empty))))

T (* 1 (* 2 (list-product (cons 3 empty))))

T (1 (* 2 (* 3 (list-product empty))))

' (*1 (* 2 (3 (cond ((empty? empty) 0) ...))))

T (*1(* 2 (*3(cond (# 0) ...))

12 ¢30)

—~

—~

Die Auswertung ist auf so einem guten Weg B aber um Schludsiracituct  alles kaputt

und multipliziert mi0. Und so ist es migderEingabe. Wir mYssten also statOmitt einer Zahl
multiplizieren, die das Ergebnis nicht kaputtmacht sondern genauso ISsst, wie es ist. Im Fall ¢
Multiplikation ist das dig&, nicht die0. Die richtige Funktion sieht damit so aus:

(define list-product
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(* (first list) (list-product (rest list)))))))
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RYckblickend k3nnen wir damit auch erklSren, warutisbeiim im empty-FallO stehen

muss: Dié macht beim Addieren das Ergebnis nicht kaputt. Darum spricht man auch davon,
das® dasneutrale ElemeivezYglich der Addition idtdas neutrale Element bezYglich der Mul-
tiplikation.

"1 LISTEN MIT ANDEREN ELEMENTEN

| listen/list-of.rkt Code

Das Prinzip CListeE ist nicht auf Listen von Zahlen beschrSnkt: Genauso gut kann man sich Listen
aus Zeichenketten, den Tieren aus K@]tel %." oder Bildern vorstellen. Um das zu ermsglichen, k3Sn-
nen wir die Datende-+nition anpassen. Wir entfernen alle ErwShnungen von Zahlen und sprechen
ausschlie8lich von CElementenE:

; Eine Liste ist eins der folgenden:
; - eine leere Liste
- eine Cons-Liste

; Eine Cons-Liste besteht aus:
; - demersten Element
- einer Liste mit den restlichen Elementen

TatsSchlich k&nnen wir Listen bereits bauen, deren Elemente keine Zahlen sind:

(define string-list (cons "Mike" (cons "Sperber" empty)))

Al'#$%& ,.*

Probiere die De+nition vatring-list aus! !

Diese De+nition kann DrRacket zwar ausfYhren, aber es gibt jede Menge Signaturverletzungen.

Die verletzten Signaturen sind allesamiber, am prominentesten in der Record-De+nition
voncons-list . Wenn wir dortauch Zeichenketten verwenden wollen, ohne Listen aus Zahlen zu
verbieten, mYssen wir Yisemberundstring abstrahieren. Bei der Record-De+nition geht das,
indem wir ausons-list  stattdessegons-list-of element) machen. Das wirkt wie ein
lambdamit element als Parameter. Wir kSnnen datement innerhalb der Record-De+nition
benutzen:
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(define-record (cons-list-of element)

cons

cons?

(first element)
(rest ..))

Diese Record-De+nition de+nmrhs-list  als Funktion, die eine Signatur akzeptiert (die Signa-
tur der Elemente) und eine Signatur zurYckliefert, nSmlich die der Cons-Listen mit der gegebent
Signatur fYr die Elemente. Die Signatur k§nnen wir auch hinschreiben:

(: cons-list-of (signature -> signature))

Dacons-list eine Signatur konstruiert, nennen wir diese FunktiorSagicatur-Konstruktor
Daselement ist einSignatur-Parametewir mYssen also immer da, wo wir vothes-list
stand(cons-list-of ...) schreiben und eine Signatur fYr die Elemente angeben, also zum
Beispie{cons-list-of number) oder(cons-list-of string)

Die Signatur vorest war vorhelist-of-numbers , die mYssen wir also auch Sndern. Wie
genau, ergibt sich erstim Zusammenhang mitder abstrahierten De+rlisoofronmbers
Da es sich hier um eine ganz normale De+nitiatefite  handelt, kSnhnen wir elambdabe-
nutzen, um Yber den Signatur der Elemente zu abstrahieren:

(define list-of
(lambda (element)
(signature
(mixed empty-list
(cons-list-of element)))))

Wir kSnnen mit dieser De+nition nun stiégt-of-numbers  alsq(list-of number ) schrei-
ben. Damit k3nnen wir auch die Record-De-+nitionaars-list  vervollstSndigen, indem wir
beimrest -Feld als Signatflist-of element) hinschreiben, wo vorhiat-of-numbers
stand:

(define-record (cons-list-of element)
cons
cons?
(first element)
(rest (list-of element)))

Das erledigt die Signaturverletzungen.
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Einedefine-record -Form mit Signatur-Parametern hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record ( t sp; ... Spy)
c

p
(sely sigy)

(sel sig,))

¥ Die Signatur-Parames$gy, . .. sp, kSnnen in den Signatursiy; . . . Sig,, verwendet wef
den.
¥ t istder Name des Signatur-Konstruktors mit der Signatur:

(: t (signature ... (k-mal)-> signature))

¥ ¢, pundsely, .. ., sel, sind die Namen von Konstruktor, PrSdikat und Selektoren.

Abbildung &.": define-record  mit Signatur-Parametern

Abbildun@fasst die neue Formwefine-record mit Signatur-Parametern zusammen.
Bei dieser neuen Form afine-record ist nicht mehr o.ensichtlich, wie die Signaturen des
Konstruktors und der beiden Selektoren aussehen sollen, wenn wir sie ausschreiben. Wir brauchen
dafYr ein neues Konstrukt, um auszudrYcken, dass potenziell bei jedem Axtfns, iost
undrest eine andere Elementsignatur verwendet wird. Das sieht so aus:

(: cons (%element (list-of %element) -> (cons-list-of %element)))
(: first ((cons-list-of %element) -> %element))
(: rest ((cons-list-of %element) -> (list-of %element)))

Das%kennzeichnedignaturvariablenDie Signaturvariabtéelementsteht fYr eine beliebige
Signatur. Die Signatur-Deklaration eons bedeutet au8erdem, dass die Signatur von neuem
Element (das ersteelemen) und die Signatur der Listenelemente $elelsmentin (list
%element) Ybereinstimmen sollten. (DrRacket YberprYft dies aber nicht.)

Vielleichtist Dir der Gedanke gekommen, das%wstizitnentin den obigen Signaturen auch
any stehen k3nnte. Rein technisch gesehen ist das korrekt. Allerdings wSren die resultierenden
Signaturen weniger prSzise. Nimm einmal an, dort stYnde zum Beispiel das hier:

(: cons (any (list-of any) -> (cons-list-of any)))

Diese Signatur sagidpis akzeptiertirgendeinen Wert und irgendeine Liste und produziert wieder
irgendeine ListeE. Zum Vergleich sagt die Signatur

(: cons (%element (list-of %element) -> (cons-list-of %element)))
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aus, dass das neue Elementatasakzeptiert, die gleiche Signatur erfYllen muss wie die schon
vorhandenen Elemente der Liste und die Elemente der Resultatliste: Alle drei Vorkommen vo
%elementmYssen in einer konkreten Anwendungoeors die gleiche Signatur sein.
Bevor das Programm wieder funktioniert, mYssen wir noch ein kleines Problem beheben:
List-of-numbers ist nicht mehr de+niert, steht aber noch in den Signatur-Deklarationen
vonlist-sum undlist-product . WirkSnnen entwedést-of-numbers  durch(list-of
number) ersetzen oder eine Signatur-De+nition dazuschreiben:

(define list-of-numbers (signature (list-of number)))

Diese De+nition muss M@t-sum undlist-product  stehen, damit sie dort bekannt ist.

"$ KONSTRUKTIONSANLEITUNG

Bei der Konstruktion von Funktionen, die Listen akzeptieren, haben wir drei Schablonen kombi-
niert: gemischte und zusammengesetzte Daten sowie SelbstbezYge. Wir werden noch viele F
tionen mit Listen als Eingabe schreiben. Deshalb lohnt es sich, solchen Funktionen eine eige
Konstruktionsanleitung zu widmen:

K12345!647123%$288&7412# '. (L734&2 $83 E72#$%&: S:;$%8128&)

Die Schablone fYr eine Funktion, die eine Liste akzeptiert, sieht folgendermagen aus:

¢ f (.. (list-of elem) ... -> ..))
(define f
(lambda (... list ...)
(cond

((empty? list) ...)
((cons? list)

'(.f'irst list)
(f .. (rest list) ...)

N)
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Die eingebaute Funktidist erlaubt es, Listen aus ihren Elementen ohne Verwenduhg von
cons zu erzeugen. Sie akzeptiert eine beliebige Anzahl von Argumenten, macht daraus eine Liste
und gibt diese zurYck:

(list 1 2 3)

T #<list 1 2 3>

(list "AxI" "Slash" "lzzy ")

T #<list "AxI" "Slash" "lzzy ">

Abbildung &.#: list

"% EINGEBAUTE LISTEN

Da Listen in diesem Buch noch oft vorkommen und es umstSndlich ist, jedesmal die De+nitionen
fYrconsundlist-of  anden Anfang von Programmen zu setzen, macht die nSchste Sprachebene
das Programmieren mit Listen einfacher.

Schalte deshalb in die nSchste Sprachebene hoch:

Fange eine neue Datei an. WShle danach wieder daSpviaet¥e aus, darunter den MenY-
punktSprache auswShlenund danrSchreibe Dein Programm! (ohneAnfSnger). Dann
drYcke noch einm8tart .

Ab sofortsinatons, cons?,first  undrest vorde+niertgenauwie der Signaturkonstruktor
list-of .EsgibtauSerdem eine praktische neue Fufiktiondie in Abbildun§ ™.} beschrieben
ist.

In der neuen Sprachebene werden nichtleere Listen Ybersichtlicher ausgedruckt als bisher,
nSmlich alg<list ...> , wobei die Listenelemente zwischen den spitzen Klammern aufgereiht
sind:

(list  "AxI" "Slash" "lzzy ")
T #<list "AxI" "Slash" "lzzy ">

& PARAMETRISCHE POLYMORPHIE

listen/polymorphism.rkt Code

Keine Angst vor der hochtrabenden tberschrift: Wir schreiben in diesem Abschnitt eine recht
einfache Funktion, welche die LSnge einer Liste ermittelt. Hier ist die Kurzbeschreibung:

: LSnge einer Liste berechnen
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Der Anfang einer Signatur-Deklaration sieht so aus:
(¢ list-length ((list-of ...) -> natural))

Was kSnnen wir anstelle der Ellipse hinschreiben? Der Funktion sollte egal sein, auf welche Signa
die Elemente der Liste passen. Wir kSnnen dies zum Ausdruck bringen, indem wir eine Signatu
variable verwenden, genau wie bei den Signaturemngfirst undrest . Das sieht so aus:

(: list-length ((list-of %element) -> natural))

Die Verwendung der Signaturvari@bgementbedeutet, genau wie oben, dass die Signatur der
Elemente der Liste bei jedem Aufrufisillength ~ anders sein kann.

Solche Funktionen, die Argumente akzeptieren, deren Signaturen Signaturvariablen enthe
ten, hei8epolymorploder auclparametrisch polymorteil die Signaturvariable eine Art Para-
meter abgibt), und das dazugehsrige Konzeptdeeifihetrische Polymorpkia gro§es Wort,
das hier fYr eine kleine Sache steht. Mehr und interessantere Beispiele fYr parametrische Polyr
phie wird es in Kapite] * geben.

Weiter mitlist-length B hier ist das GerYst:

(define list-length
(lambda (lis)
)

Die Schablone ist wie gehabt:

(define list-length
(lambda (lis)
(cond
((empty? lis) ...)
((cons? lis)
... (first lis) ...
... (list-length (rest lis)) ...))))

Esistist-length  egal, was der Wert v@inst lis) ist. Die LSnge der Liste ist unabhSngig
davon, was fYr Werte sich darin be+nden B entscheidend ist nur, wieviele es sind. (Dieser Umste
istgerade verantwortlich fYr die parametrische Polymorphie.) Deshalb k3nnen wir den Selektorat
ruf (first lis) aus der Schablone streichen und diese dann zum vollstSndigen Rumpf ergSn
zen:

(define list-length
(lambda (lis)
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(cond
((empty? lis) 0)
((cons? lis)
+1

(list-length (rest lis)))))))

Die Funktionlist-length  istunter dem Nameerngth fest eingebaut.

"' FUNKTIONEN, DIE LISTEN PRODUZIEREN

| listen/dillo-list.rkt Code

In den vorherigen Abschnitten haben wir ausschlie§lich Funktionen programmiert, dik-Listen
zeptierenn diesem Abschnitt schreiben wir Funktionen, die LstiuziererDas geht mit

Techniken, die wir bereits vorgestellt haben. Wir machen die Sache interessanter, indem wir in ei-
nem ersten Beispiel Listen von zusammengesetzten Daten betrachten und in einem zweiten Beispiel
zwei Listen verarbeiten.

"'# GTRTELTIERE tBERFAHREN

Auf Seit haben wir die Funktioon-over-dillo  geschrieben, die fYr das tberfahren von
GVYrteltieren zustSndig ist. In diesem Abschnitt schreiben wir die Funktion, die das gleich massen-
weise erledigt, beispielsweise fYr alle GYrteltiere auf einem Highway.

Dazu Ybernehmen wir Daten- und Record-De+nition von GYrteltieren aus Absthnitt #.% so-
wie die Funktionde+nition vaan-over-dillo . Du kannst auch einfach den GYrteltier-Code
erweitern B dann musst Du allerdings die Spracheb&uheeibe Dein Programm! hoch-
schalten, damit die Listen zur VerfYgung stehen.

GVYrteltiere k3nnen wir in Listen stecken, ebenso wie Zahlen, Zeichenketten oder boolesche
Werte. Hier ist ein Beispiel:

Griteltiere  auf Highway 75
(define highway75 (list dillol dillo2 dillo3 dillo4))

(Dillol ,dillo2 ,dillo3 unddillo4 sind die BeispielgYrteltiere aus Abs@itt#.%.)

Diese Liste hat die Signatiist-of dillo) . Wenn wir eine Funktion schreiben wollen,
die alle GYrteltiere aus einer Liste YberfShrt, mYsste diese also folgende Kurzbeschreibung und Si-
gnatur haben:
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: Girteltiere Yoerfahren
(: run-over-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))

Als Testfall kann obige Beispielliste herhalten:

(check-expect (run-over-dillos highway75)
(list (make-dillo 55000 #f)
dillo2
(make-dillo 60000 #f)
dillo4))

Zur Erinnerungdillo2 unddillo4 sind bereits tot, dementsprechend sind sie Yberfahren wie
zuvor. Hier ist das GerYst:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)

)

Die Funktion akzeptiert eine Liste als Eingabe, wir kSnnen also, wie schon so oft, die entsprechen
Schablone zum Einsatz bringen:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) ...)
((cons? dillos)
... (first dillos) ...
... (run-over-dillos (rest dillos)) ...))))

Im ersten Zweig ist die Sache klar: Geht eine leere Liste rein, kommt auch eine leere Liste raus.
zweiten Zweig k3nnen wir uns erst einmal um das erste GYrteltier kYmmern. Wir haben ja berei
eine Funktion, die ein einzelnes GYrteltier YberfShrt; diese kdnnen wir auf das erste Element ¢
Liste anwenden:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
... (run-over-dillo (first dillos)) ...
... (run-over-dillos (rest dillos)) ...))))
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Lesen wir noch einmal die beiden AusdrYcke, die im zweiten Zweig stehen:

¥ (run-over-dillo (first dillos)) ist das erste GYrteltier der Liste, Yberfahren.
¥ (run-over-dillos (rest dillos)) ist eine Liste der restlichen GYrteltiere, auch Yber-
fahren.

Gefragt ist eine Listdler GYrteltiere, Yberfahren: Wir mYssen also nur die Resultate der beiden
Ausdrucke mitons kombinieren:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(cons (run-over-dillo (first dillos))
(run-over-dillos (rest dillos)))))))

Fertig!

Dieses Beispiel zeigt, dass wir fYr Funktionen, die Listen produzieren, keine neue Technik brau-
chen: Wenn eine Funktion eine leere Liste produzieren soll, benutzen wir an der entsprechenden
Stelleempty, und bei nichtleeren Listen benutzenowits, bringen also die Schablone fYr Funk-
tionen zum Einsatz, die zusammengesetzte Daten produzieren.

"l GTRTELTIERE EXTRAHIEREN

Wir nehmen uns noch eine weitere tbung vor, bei der Listen produziert werden: Aus einer Liste
von GYrteltieren wollen wir alle (noch) lebenden herausholen, vielleicht, um sie in Sicherheit zu
bringen.

So sehen Kurzbeschreibung, Signatur, ein Testfall und GerYst aus:

: Lebendige Gtrteltiere aufsammeln
(: live-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))

(check-expect (live-dillos highway75)
(list dillol dillo3))

(define live-dillos
(lambda (dillos)
)]



FUNKTIONEN, DIE LISTEN PRODUZIEREN #H)H

Wir fYgen als NSchstes die Standard-Schablone fYr Funktionen ein, die Listen akzeptieren:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) ...)
((cons? dillos)
... (first dillos) ...
... (live-dillos (rest dillos)) ...))))

Der erste Fall betri.t die leere Liste B aus einer leeren Liste von GYrteltiere k¥nnen wir keine lebe:
digen GYrteltiere herausholen, da kommealgty hin. Im zweiten Fall ist es etwas aufwendiger.
Wir machen uns wieder klar, was die beiden Bestandteile bedeuten, die in der Schablone stehel
¥ (first dillo) ist das erste GYrteltier in der Liste.
¥ (live-dillos (rest dillos)) sind die lebendigen unter den restlichen GYrteltieren.
Da die Gesamtaufgabe ist, die lebendigen GYrteltiere zu extrahieren, sollten wir beim ersten G
teltier feststellen, ob es (noch) lebt. Da steht dann folgender Zwischenstand:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond

((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
... (dillo-alive? (first dillos)) ...
... (first dillos) ...
... (live-dillos (rest dillos)) ...))))

Der Aufruf(dillo-alive? (first dillos)) bietet sich fYr eine binSre Verzweigung an:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))
)

... (first dillos) ...
... (live-dillos (rest dillos)) ...))))



#)! FUNKTIONEN, DIE LISTEN PRODUZIEREN

Wir mYssen uns jetzt Yberlegen, was wir in die beiden Zwiigsothesiben. Im ersten Zweig D

der Konsequente B ist das GYrtéfiist dillos) (noch) am Leben, im zweiten b der Alter-
native b ist es tot.
In der Alternative (GYrteltier tot) iditve-dillos (rest dillos)) schon die richtige

Antwort. (first dillos) fSlit unter den Tisch:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))

.(.Ii.ve-dillos (rest dillos)))
... (first dillos) ...))))

Auch, wennwir denrekursiven Auf(life-dillos (rest dillos)) scheinbar schon Cver-

brauchtE haben B im anderen Zweig (GYrteltier lebt (noch)) brauchen wir die restlichen lebendi-
gen GYrteltiere noch einmal. Wir mYssen diesmal aber darauf achten, dass wir das erste GYrteltier
in der Ausgabe wieder unterbringen und vorn an die restlichen GYrteltieomdran:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))
(cons (first dillos)
(live-dillos (rest dillos)))
(live-dillos (rest dillos)))))))

Fertig!

'"$ ZWEI LISTEN ANEINANDERHENGEN

In unserem nSchsten Beispiel ist eine Furikioratenate gefragt, die zwei Listen aneinander-
hSngt. Kurzbeschreibung, Signatur und GerYst sehen folgendermagen aus:

: zwei Listen aneinanderh Sngen
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(: concatenate ((list-of %element) (list-of %element)
-> (list-of %element)))

Diese Funktion ist wiest-length ~ polymorph B in der Signatur kommt die Signaturvariable
%elementvor. Beachte, da¥glementdreimalvorkommt: Die Signatur besagt, dass die Signa-
turen der Elemente der beiden Eingabelisten und die Signatur der Ausgabeliste sich einander €
sprechen. Hier sind Testfall und GerYstéYicatenate :

(check-expect (concatenate (list 1 2 3) (list 4 5 6))
(list 1 2 3 45 6))

(define concatenate
(lambda (listl list2)

)

Konstruktionsanleitu@") auf S "(&ist eigentlich nur fYr Funktionen gedacht, die eine einzeln
Liste akzeptieren. Welche von beiden idislasus der Anleitung? Im Zweifelsfall kSnnen wir
beide Alternativen ausprobieren. Wir versuchen es zunStbigt mit

(define concatenate
(lambda (listl list2)
(cond
((empty? list2) ...)
((cons? list2)
... (first list2) ...
... (concatenate listl (rest list2)) ...))))

Der erste Zweig desnd ist noch einfach: Weriist2 leer ist, muséstl herauskommen.
Jedoch wSre fYr das obige Beispiel der Wedamratenate listl (rest list2)) die
Liste#<list 1 2 3 5 6> . Bei dieser Liste fehlt das Element % in der Mitte, und es ist nicht
ersichtlich, wie unsere Funktion sie passend ergSnzen k3nnte. Diese M3glichkeit fYhrt also in ei
Sackgasse. Wir versuchen deshalb, die Schallietie agfatt aufist2 anzuwenden:

(define concatenate
(lambda (listl list2)
(cond
((empty? listl) ..))
((cons? listl)
... (first listl) ...
... (concatenate (rest listl) list2) ...))))
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Die erste Ellipse ist einfach zu ersetzen: Ist die erste Liste leer, ist das Ergebnis die zweite Liste
list2 . FYrden zweiten Fall sollten wir uns noch einmal ins GedSchtnis rufen, was fYr einen Wert
(concatenate (rest listl) list2) liefert: das Ergebnis dieses Aufrufs ist eine Liste, die
aug(rest list1) undlist2 zusammengesetzt wurde. Auf das obige Beispiel Ybertragen, falls
listl dielListéi<list 1 2 3> istundlist2 dielListéi<list 4 5 6> ,sohafrest listl)

den Wert#<list 2 3> . Der Wert vor{concatenate (rest listl) list2) wSre also:

#<list 2 3 4 5 6>

Esfehlt das erste Elementh®i |, (first listl) , das vorn an das Ergebnis angehSngt wer-
den muss. Das geht mins:

(define concatenate
(lambda (listl list2)
(cond
((empty? listl) list2)
((cons? listl)
(cons (first listl)
(concatenate (rest listl) list2))))))

Dieses Beispiel zeigt ein weiteres Schablonenelement, das noch Sfter vorkommen wird: Wie bei
anderen zusammengesetzten Daten mYssen Funktionen, die Listen konstruieren sollen, irgendwo
eincons enthalten.

Da viele Programme die Funktiotienlength und concatenate benstigen, sind sie
in den Lehrsprachen Ybrigens bereits unter den Nanggin  und appendeingebaut.

"( MINIMUM EINER LISTE UND LOKALE VARIABLEN

| listen/list-min.rkt Code

Wir nehmen uns noch eine weitere Thung vor, nSmlich das Minimum einer Liste von Zahlen zu
berechnen. Das ist scheinbar einfach, birgt aber einige Untiefen. Hier sind der erste Anlauf fYr
Kurzbeschreibung, Tests und GerYst:

; Minimumeiner Liste von Zahlen berechnen
(: list-min ((list-of real) -> real))

(check-expect (list-min (list 5 3 1 4)) 1)
(check-expect (list-min (list 5 3 1 4 -4 3)) -4)
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Vielleicht siehst Du schon das erste Problem. Die Tests sparen einen einfachen aber wichtigen |
aus, nSmilich die leere Liste P und die hat kein Minimum.

Eine M&glichkeitwSre, in dem Fadlation — aufzurufen wie in Abschr@."! auf S@ (%.
(Siehe dazu Aufggbe ]." auf S¢ite]"*'.) Eine andere ist, wie in Abgchhitt %.%[auf Seite "$% eine
Extra-WertfYr diesen Fall zu benutzen. Das hat wie dort den Vorteil, dass wirin der Signatur ables
k3nnen, dass die Funktion auch fehlschlagen kann. Wir fYhren also folgenden leeren Record-Ty
dafYrein:

; Kein Resultat

(define-record no-result
make-no-result
no-result?)

Die Signatur erweitern wir entsprechend:

(: list-min ((list-of real) -> (mixed real no-result)))

Au8erdem schreiben wir noch einen Testfall daf¥Yr:
(check-expect (no-result? (list-min empty)) #t)

Nun k3nnen wir wie gewohnt die Schablone fYr Listen anwenden:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (list-min (rest list)) ...))))

Derempty-Fall ist gerade der, in dem es kein Resultat gibt:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
... (first list) ...
... (list-min (rest list)) ...))))
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Im cons-Fall mYssen wir darauf achten, dass der rekursive Aufisi-ugn  gemischte Da-
ten liefert. Wir mYssen also eine Verzweigung einbauen, die zwiselett  und einer Zahl
unterscheidet. Wir machen das mit einer binSren Verzweigung:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))
)
... (first list) ...
... (list-min (rest list)) ...))))

Falls derrekursive Aufruf eio-result  liefert, haben wir nur das erste Element der(fiiste
list) inder Hand b der Rest der Liste muss dann ja leer sein. In dem Haillshuiss)
auch das Minimum sein:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))

(first list)
)
... (first list) ...

... (list-min (rest list)) ...))))

Falls der rekursive Aufruf vibst-min  ein Resultat liefert, ist dieses Resultat das Minimum der
restlichen Liste. Um das Minimum der Gesamtliste zu berechnen, mYssen wir es allerdings noch
mit (first list) vergleichen, das ebenfalls das Minimum sein k3nnte. AbhSngig vom Ergebnis
des Vergleichs ist das eine oder das andere das Minimum:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))
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Im Rumpf einesambdaund im Zweig eineond kann jeweils am Anfang eine De+nition|ste-
hen. Eine solchekale De!nitionbindet eindokale Variable
Diese De+nition wir jedesmal ausgewertet, wenn die Auswertung beim Rlammifaiesezie:
hungsweise beim Zweig dassd ankommt und ist auch nur innerhalb davon (ClokalE) sichtbar.

Abbildung &.$: lokale Depnition, lokale Variable

((cons? list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))
(first list)
(if (< (first list)
(list-min (rest list)))
(first list)
(list-min (rest list))))))))

Diese Funktion ist korrekt.

Allerdings hat sie noch einen Maiedt-min (rest list)) tauchtinsgesamt dreimal
auf, und es ist tatsSchlich msglich, dass alle drei tatsSchlich ausgewertet werden: Dreimal die ¢
che Arbeit. (Du kannst Dich mit dem Stepper davon Yberzeugen.) Wir sollten dafYr sorgen, da:
der rekursive Aufruf nur einmal ausgewertet wird. Dazu fYhren wir ein neues Programmierkon
strukt ein, di¢okale Variablésiehe AbbilduA)), fYr die zunSchst eine De+nition innerhalb des
Rumpfes votist-min  anlegen:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))

)

Diese De+nition wird jedesmal ausgewertet, wenn die AuswertengaiZmweig fYicons er-
reicht und ist auch nur innerhalb dieses Zweiges aktiv. Wir ersetZst-muin (rest
list)) durch die neue Variabtest-min :

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
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((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))
(if (no-result? rest-min)

(first list)
(if (< (first list)
rest-min)
(first list)
rest-min))))))
Fertig!
Das heist...ein kleines bigchen verbessern kSnnen wir sie nathADsdruck am Ende
berechnetdas Minimum vfirst list) undrest-min . FYrdie Berechnung des Minimums

zweier Zahlen gibt es schon eine eingebaute Funktion namelis wir verwenden kSnnen:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))
(if (no-result? rest-min)
(first list)
(min (first list) rest-min))))))

Jetzt aber fertig!

') FUNKTIONEN AUF NICHTLEEREN LISTEN

Dadist-min -Beispiel war nYtzlich, um zu demonstrieren, wie wir Ces gibt kein ErgebnisE reprS-
sentieren k3nnen. Es gibt aber noch eine andere M3glichkeit, mit dem Problem der leeren Liste bei
list-min  fertigzuwerden: Wir verbieten sie einfach! Dann brauchen-wésult gar nicht
mehr.

Wir de+nieren also eine alternative Versiolistemin ~ mit Kurzbeschreibung und Signa-
tur wie folgt:

: Minimumeiner nichtleeren Liste von Zahlen berechnen
(¢ list-min-nonempty ((cons-list-of real) -> real))
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Der Signaturkonstruktarons-list-of ~ entspricht dem gleichnamigen Signatur-Konstruktor
aus Abschnift".Js und beschreibt Cons-Listen P das sind ja genau die nichtleeren.
Wir benutzen die gleichen TestfSlle wie vorhin:

(check-expect (list-min-nonempty (list 5 3 1 4)) 1)
(check-expect (list-min-nonempty (list 5 3 1 4 -4 3)) -4)

Die Schablone mYssenwirgegenYber det-ffr  allerdings etwas anpassen. Schlie8lich liefert
fYr eine nichtleere Liste die Bedingiengpty? list) immer#f und(empty? list) immer

#t, die Verzweigung damit wSre also sinnlos. Es ist staiidessist) , das entweder leer
oder nichtleer sein kann. Das sieht dann so aus:

(define list-min-nonempty
(lambda (list)
(cond
((empty? (rest list)) ...)
((cons? (rest list))
... (first list) ...
... (list-min-nonempty (rest list)) ...))))

Im ersten Zweig hat die Liste also genau ein Element, im zweiten Zweig hat sie mindestens zv
Elemente. Das Minimum einer Liste mit einem Element ist einfach dieses eine Element. Im zweite
FallkSnnenwir, genau wie bgi-min , das Minimum vo(first list) und dem Minimum

des Rests der Liste berechnen:

(define list-min-nonempty
(lambda (list)
(cond
((empty? (rest list))
(first list))
((cons? (rest list))
(min (first list)
(list-min-nonempty (rest list)))))))

Fertig!

Al"#$%& .+

Kannst Du vorhersagen, was genau passiert, wéisiriDin-nonempty  trotzdem auf eine
leere Liste anwendest? Probiere es aus! !
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Schreibe eine spezielle Konstruktionsanleitung fYr Funktionen, die nichtleere Listen akzeptieren!
!

ANMERKUNGEN

Listen sind eine Art Alleskleber: Sie taugen auch fYr die ReprSsentation von Tabellen, Mengen und
vielen anderen zusammengesetzten Daten. FYr Listen gibt es eine riesige Anzahl praktischer Funk-
tionen, von denen die Funktionen in diesem Kapitel nur die Spitze des Eisberges sind. Da ab hier
Listen in den Lehrsprachen fest eingebaut sind, k3nnen sie als universelles Kommunikationsmit-
tel zwischen Programmen dienen, weil sich Funktionen auf Listen aus einem Programm auch in
einem anderen verwenden lassen. Dies unterscheidet funktionale Sprachen von vielen anderen Pro-
grammiersprachen, in denen Listen vom Programmierer selbst de+niert werden mYssen oder nur
eine untergeordnete Rolle spielen.

AUFGABEN

Al"#$%& ,.-

Schreibe AusdrYcke fYr Listen, welche die Beispiellisten vom Anfang vqﬂ Kapitel @lf Seite &
reprSsentieren.

Al"#$%& ,..

Schreibe folgende Funktionen auf Listen:
". Eine Funktiorcount-zeroes , die die Anzahl von Nullen in einer Liste von Zahlen berech-
net.
$. Eine Funktiorcontains>107? , die feststellt, ob eine Liste von Zahlen eine Zahl enthSlt, die
grs8er als "list.

Al"#$%& ,./

Schreibe Versionen viist-sum undlist-product , die nur auf nichtleeren Listen funktio-
nieren und bei denen Du kein neutrales Element angeben musst. !
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Auf einem Acker gibt es b vereinfacht dargestellt B Karto.eln, Erdklumpen und Steine. Ein Acker-
bestandteil ist also eine Karto.el, ein Erdklumpen oder ein Stein. Jedes dieser Ackerbestandteile
ein Gewichtin Gramm; Karto.eln besitzen au§erdem zusStzlich noch die Eigenschaft, ob sie esst
sind oder nicht (und daher aussortiert werden mYssen). Schreibe ein Programm fYr eine Karto.e
Erntemaschine, die die essbaren Karto.eln aus den Ackerbestandteilen heraus+ltern muss.

". FYhre eine Datenanalyse fYr Ackerbestandteile durch und schreibe dazu passende Daten- |
Record-De+nitionen. Gib ein paar Beispiele fYr Ackerbestandteile an, die Du in den nSchste
Teilaufgaben in TestfSllen verwenden kannst.

$. Schreibe eine Funktiedible-potato? , die YberprYft ob ein Ybergebener Ackerbestand-
teil eine essbare Karto.el ist.

#. Schreibe eine Funktioreight , die das Gewicht eines beliebigen Ackerbestandteils zurYck-
gibt.

%.Schreibe eine Daten- und Record-De-+nition fYr Listen von Ackerbestandteilen. Gib alle Si
gnaturen an! Gib au§erdem mindestens fYnf verschiedene Beispiele fYr Listen mit Ackerb.
standteilen an.

&. Schreibe eine Funktitral-weight , die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und
das Gesamtgewicht aller Ackerbestandteile in der Liste ausrechnet.

'. Schreibe eine Funktidotal-edible-potatoes-weight , die eine Liste von Ackerbe-
standteilen akzeptiert und das Gesamtgewicht aller essbaren Karto.elnin der Liste ausrechn

(. Schreibe eine Funktionunt, die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und die An-
zahl der Ackerbestandteile in der Liste bestimmt.

). Schreibe eine Funkti@ount-edible-potatoes , die eine Liste von Ackerbestandteilen
akzeptiert und die Anzahl der essbaren Karto.eln in der Liste bestimmt.

*. Eine Maschine soll nun die Karto.eln aus dem Acker automatisch ernten. Leider ist die Ma-

schine sehr alt und kommt deswegen mit gro8en Steinen und Erdklumpen nicht klar. Der
Erntevorgang wird abgebrochen, sobald ein Stein oder ein Erdklumpen, der schwerer als "
ist, in die Maschine gerSt. Schreibe die Furtitiomster , die diesen Vorgang simuliert.
Als Eingabe bekommt diese Funktion eine Liste von Ackerbestandteilen, die sie nach und nac
abarbeitet. Herauskommen soll eine Liste von Ackerbestandteilen, in der die geerneteten e
baren Karto.eln enthalten sind. Schreibe ausreichend TestfSlle, beachte auch den Fall, dass
Maschine im Leerlauf betrieben wird. Verwende die Funktionen aus den vorherigen Aufga:
benteilen.

"l. Schreibe eine Funktitieaviest-potato , die aus einer Liste von Ackerbestandteilen die
schwerste essbhare Karto.el heraussucht und zurYckgibt. Wenn in der Liste keine essbare K
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to.el enthalten ist, soll die Funktigmake-no-result)  zurYckgeben. (Siehe Abschnit %.%
auf Seitg "$%.)
. Schreibe eine Funktidilier-edible-potatoes , die eine Liste von Ackerbestandteilen
akzeptiert und essbaren Karto.eln als Liste zurYckgibt.
"$. Schreibe eine Funktidnop-stones , die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und
eine Liste zurYckgibt, in der es keine Steine mehr gibt.
"#. Schreibe eine Funktiemerage-weight-edible-potatoes  , die eine Liste von Ackerbe-
standteilen akzeptiert und das durchschnittliche Gewicht der essbaren Karto.eln berechnet.

Al"#$%8& ,."

Wir reprSsentieren einen Lithium-lonen-Akku als eine Liste von Lithium-lonen-Zellen. Eine Zelle
besteht aus einer maximalen Ladung (in Milliamperestunden, mAh) und einer momentanen La-
dung (ebenfalls in mAh).

Wenn eine Zelle eine Ladung von "!!'mAh hat, bedeutet das, dass die Zelle eine Strom-stSrke
von"!!'mA (Milliampere) fYr eine Stunde lang liefern kann. Die momentane Ladung darf nie Yber
die maximale Ladung steigen und nie unter "!% der maximalen Ladung fallen, in unserer Beispiel-
Zelle also "!"mAh, sonst geht die Zelle kaputt.

". FYhre eine Datenanalyse fYr Li-lonen-Akkus und Li-lonen-Zellen durch, schreibe die Daten-
de+nitionen auf und setze die Datende+nitionen um.

$. Schreibe folgende Funktionen:

¥ cell-full?  , die YberprYft, ob eine Zelle vollstSndig geladen ist (das hei§t ob die momen-
tante Ladung gleich der maximalen Ladung ist)

¥ cell-empty? , die YberprYft, ob eine Zelle entladen ist (das hei§t ob die momentane La-
dung gleich der minimalen Ladung ist, also "% der maximalen Ladung)

¥ cell-defect? ,die YberprYft, ob eine Zelle defektist (das hei§t ob die momentane Ladung
die maximale Ladung Yberschreitet oder die minimale Ladung unterschreitet)

¥ cell-ok? , die YberprYft, ob eine Zelle funktioniert (das hei§t ob die momentane Ladung
innerhalb der minimalen und maximalen Ladung liegt)

#. Schreibe folgende Funktionen:
¥ battery-full?  , die YberprYit, ob ein Akku vollstSndig geladenist (das hei§t ob alle Zellen
voll sind); eine Batterie ohne Zelle gilt als geladen.
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¥ battery-empty? , die YberprYft, ob ein Akku entladen ist (das hei§t ob alle Zellen leer
sind); eine Batterie ohne Zelle gilt auch als leer.

¥ battery-broken? , die YberprYft, ob ein Akku defekt ist (das hei§t ob mindestens eine
Zelle defekt ist); eine Batterie ohne Zelle gilt als nicht defekt.

¥ battery-ok? , die YberprYft, ob ein Akku funktioniert (das hei§t ob alle Zellen funktio-
nieren); eine Batterie ohne Zelle gilt als funktionstY chtig.

Gehe in den folgenden Teilaufgaben davon aus, dassaionierendgellen und Batterien

Ybergeben werden:

%.Das LadegerSt kann eine Zelle um &!'mAh pro Stunde au-aden. Schreibe eine Funktion
time-to-fully-charge-cell , die ausrechnet, wieviele Stunden es dauert, bis das Lade-
gerStdie Zelle aufgeladen hat.

&. Schreibe eine Funktioharge-cell , die eine Zelle und eine Zeitin Stunden akzeptiert und
die Zelle zurYckgibt, die mit dem in der vorherigen Teilaufgabe genannten LadegerSt fYr di
Ybergebene Zeitgeladen wurde. Die Ladung darf aber nicht Yber die maximale Ladung steige
Die restliche Zeit verfSlit, wenn die Zelle bereits voll ist.

Schreibe eine Funkticharge-battery , die einen Akku au-Sdt. Die Funktion gibt einen

Akku zurYck, der mit dem LadegerSt fYr die Ybergebene Zeit geladen wurde. Ist eine Zel
vollstSndig geladen, so wird die nSchste Zelle mit der restlichen Zeit geladen. Sind alle Zell
geladen und ist die Zeit jedoch noch nicht aufgebraucht, so verstreicht diese.

(. Das Entladen einer Zelle hSngt vom Verbraucher ab. Ein GerSt hat einen Verbrauchswert, a
gegeben in mA. Schreibe eine Funktine-to-fully-discharge-cell , die eine Zelle
und einen Verbrauch pro Stunde akzeptiert und ausrechnet, wie lange es dauert, bis die Ze
entladen ist.

). Schreibe eine Funktidme-to-fully-discharge-battery , die einen Akku und einen
Verbrauch pro Stunde akzeptiert und ausrechnet, wie lange es dauert, bis der Akkus leer ist.
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*, Schreibe eine Funktiodilscharge-cell , die eine Zelle, einen Verbrauch pro Stunde und
die Dauer (in Stunden) akzeptiert, fYr die der Verbraucher den Strom der Zelle verbraucht. Die
Funktion soll eine Zelle zurYckgeben, die fYr die Dauer den Verbraucher mit Strom versorgt
hat. Die Ladung darf aber nicht unter die minimale Ladung fallen! Die restliche Zeit verfSllt,
wenn die Zelle bereits leer ist. (TatsSchlich geht dem Verbraucher einfach der Strom aus.)

"I, Schreibe eine Funktidischarge-battery , die eine Batterie, einen Verbrauch pro Stunde
und die Dauer (in Stunden) akzeptiert. Die Funktion soll eine Batterie, zurYckgeben, die fYr
die Dauer den Verbraucher mit Strom versorgt hat. Ist die Ladung einer Zelle verbraucht, wird
die Ladung der nSchsten Zelle fYr die verbleibende Zeit verbraucht. Sind alle Zellen entladen
und ist die Zeit jedoch noch nicht aufgebraucht, so verstreicht diese, dem Verbraucher geht
der Strom aus.

AI'HS%8 | .(

Schreibe eine Funktion, die auf m3glichst einfache Weise eine Liste von Zahlen aufsteigend sortiert!
Gehe dazu wie folgt vor:
". Schreibe eine Funktidelete-once , die aus einer Liste von Zahlen das erste Vorkommen
einer gegebenen Zahl entfernt.
Beispiel(delete-once 5 (list 1 2 5 3 4 5)) ergibt#<list 1 2 3 4 5> .
(Wenn die Liste die Zahl nicht enthSlt, soll sie unverSndert zurYckgegeben werden.)
$. Schreibe eine Funktisort , die eine Liste von Zahlen in aufsteigender Reihenfolge sortiert.
Benutze dadist-min  auf Abschnitf".(auf Seite "% untklete-once .
Beispiel(sort (list 1 5 3 2 4)) ergibt#<list 1 2 3 4 5> .

AI'HS%E )

In einer Firma stempeln die Mitarbeiter Stempelkarten, um ihre Arbeitszeit nachzuweisen: Auf
jeder Stempelkarte ist die Nummer des Mitarbeiters vermerkt sowie eine Liste von jeweils gearbei-
teten Stunden. Gehe der Einfachheit halber davon aus, dass nur ganze Stunden notiert werden.
Au8erdem gibt es fYr jeden Mitarbeiter eine Personalakte mit Name, Nummer und Stundenlohn
(auch nurin ganzen Euros) des Mitarbeiters. Am Ende jedes Monats muss an jeden Mitarbeiter der
Lohn Yberwiesen werden. Dazu werden therweisungen erzeugt; jede tberweisung besteht aus der
Mitarbeiternummer und einem tberweisungsbetrag.
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Schreibe Daten- und Record-De+nitionen fYr Stempelkarten, Personalakten und therwei
sungen.

Schreibe eine Funktion, die eine Liste von Personalakten und eine Liste von Stempelkarten f
einen Monat akzeptiert, fYr jeden Mitarbeiter die gearbeiteten Stunden aufsummiert und eine List
der tberweisungen zurYckliefert.

Al"#3%& ,.*

Du bist Besitzer eines Parkplatzes mit Bereichen fYr unterschiedliche Fahrzeuge) RI&g¥s (
wagentfuck ), Wohnmobile¢aravan) , Busselus) und FahrrSdebike ). Wegen der Finanz-

not hat die Stadt TYbingen beschlossen, dass Du fYr jedes Fahrzeug, das auf Inrem Parkplatz pz
Abgaben entrichten musst, und zwar pro Tag je:

car: #Cent

truck : & Cent +# Cent pro Achse

caravan: % Cent

bus: "l Cent +" Cent pro Sitzplatz
- bike : " Cent.

Der Fahrzeughalter kann die Abgaben nur fYr den jeweiligen Tag begleichen, so dass Du die Pe
dauer nicht beachten musst.

". Mache eine Datenanalyse und schreibe Daten- und Record-De+nitionen fYr die Fahrzeugt
pentruck , bus und simple-vehicle . Dabei werden unteimple-vehicle die Fahr-
zeuge zusammengefasst, bei denen keine variablen Kosten anfallen.

$. Schreibe Funktionéax-truck ,tax-bus undtax-simple-vehicle  zur Ermittlung der
Abgaben fYr diese Fahrzeugtypen

#. De+niere einen Datentyphicle . Schreibe eine Funktitax-vehicle , die die Abgaben
fYr ein beliebiges Fahrzeug berechnet.

%.Schreibe nun eine Funkticalculate-tax , die die tSglichen Abgaben berechnet, die Duan
das Finanzamt fYr alle Fahrzeuge auf ihrem Parkplatz bezahlen musst. Die Funktion akzeptit
eine Liste von Fahrzeugen und berechnet die Gesamtabgaben eines Tages.

Benutze bei jeder Funktion und jedem Record, den Du schreibst, die Konstruktionsanleitungen
Erstelle zunSchst Kurzbeschreibung, Signatur, einige TestfSlle und das GerYst der Funktion. \
vollstSndige anschlie§end das GerYst und vergewissere Dich, dass die TestfSlle korrekt durchla
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Da Du jetzt mit Listen programmieren kannst, bittet Dr. Knaubichler Dich nochmals um Ihre Hil-
fe (siehe Aufga@/o.( auf e "$)): Schreibe ein Programm, das aus einer Liste von Grundkreaturen
die zwei Grundkreaturen auswShlt, die miteinander gekreuzt die leistungsstSrkste Kreatur ergeben.
Gehe dazu wie folgt vor:
". Schreibe ein PrSdikat fYr Kreaturen.
$. Schreibe eine Funktianeature-power , die eine beliebige Kreatur akzeptiert und deren
Leistung berechnet. Die Leistung ist die Summe aller Eigenschaften.
#. Schreibe eine Funktibnd-optimal-breeding-partner ,die eine Grundkreatayund
eine Liste von Grundkreaturen akzeptiert. Die Funktion soll die Grundkseatsider Lis-
te auswShlen und zurYckgeben, die der beste Kreuzungspacirist.\ie Kreuzung von
c1 undc; soll also unter allen mSglichen Kreuzungen die Kreatur mit der hSchsten Leistung
ergeben. Falls die Liste der Grundkreaturen leer ist, soll die F(mitiemo-result)
zurYckgeben. (Siehe Abschniit %.% afif Seite "$%.)
%.Schreibe eine Funktibreed-optimal-partner , die eine Grundkreator und eine Liste
von Grundkreaturen akzeptiert. Die Funktiorcgatiit der Grundkreatur aus der Liste kreu-
zen, die zur leistungsstSrksten Kreatur fY hrt. Falls die Liste der Grundkreaturen leer ist, soll die
Funktion(make-no-result)  zurYckgeben. Benutizel-optimal-breeding-partner
&. Schreibe eine Funktioptimal-breed , die eine Liste von Grundkreaturen akzeptiert. Die
Funktion soll die beiden Grundkreaturen aus der Liste miteinander kreuzen, die unter allen
ms3glichen Kreuzungen die Kreatur mit der hSchsten Leistung ergeben. Benutze die Funktio-
nen aus den vorherigen Teilaufgaben.

Al"#$%E& .,

Programmiere eine Variante der Funkisomin  in Abschnitf".(Jauf Seit ")Pb, in der Du statt
(make-no-result)  die Funktionviolation — aufrufst. Was musst Du noch alles Sndern?
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In diesem Kapitel geht es um Funktionen, die etwas zShlen und sich dementsprechend mit Zahl
beschSftigen. Wir haben schon eine Reihe von Programmen gesehen, die mit Zahlen rechnen, ¢
ZShlen ist etwas besonderes und verdient deshalb ein eigenes Kapitel mit eigener Konstruktions
leitung.

(# ZAHLEN, DIE Z€HLEN

\ natuerliche-zahlen/natural.rkt Code\

Du kennst bestimmt aus dem Mathematikunterriciedienziner Zahl (deBasisbzu einem
Exponenten
b°

Unsinteressieren hier Exponenten, die ganze Zahlenab ! sind. FYr solche Exponenten ist die Pots
folgenderma8en de+niert:
5= Gy g P

e-mal
Der Exponeng muss also eine natYrliche Zah[}sein.

Umgangssprachlich sind natYrliche Zahlen gerade die Zahlen, die GegenstSnde zShlen. In
serer Intuition sind die natYrlichen Zahlen einfach auf einem Zahlenstrahl angeordnet und bildel
eine Reihe. FYr das Programmieren ist das aber wenig hilfreich. Viel mehr knnen wir mit der fo

genden Datende+nition anfangen:

. Eine natYrliche Zahl ist eine der folgenden:
; - 0
- der Nachfolger einer natYrlichen Zahl

In dieser De+nition +ndet man alte Bekannte wieder: Es handelt sich um eine Fallunterscheidun
und der zweite Fall enthSlt einen Selbstbezug.

Dir mag der Begri. CNachfolgerE etwas befremdlich erscheinen: Der Nachfolger einer Zahl
ist einfach nur die Zahl Cplus "E. Weil der Nachfolger im Zusammenhang mit natYrlichen Zahler
eine besondere Bedeutung hat, spendieren wir ihm zunSchst eine eigene Hilfsfunktion:

Spitzbndige Leser k3nnen anmerken, dass in manchen LehrbYchern die natYrlichen Zahlen mit # beginnen, aber
wir halten uns an DIN &%($, und da ist die " mit dabei.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/natural.rkt
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; Nachfolger einer Zahl
(: successor (natural -> natural))

(define successor
(lambda (n)

(+ n 1))
Wo ein Nachfolger ist, muss es auch einen VorgSnger geben, und der zieht Eins ab:

: VorgSnger einer Zahl
(: predecessor (natural -> natural))

(define predecessor
(lambda (n)

(- n 1)

Allerdings haben wir bei dieser De+nition etwas geschummelt, weil der VorgSnger nur fYr die na-
tYrlichen Zahlen funktioniert, welche die Nachfolger anderer natYrlicher Zahlen sind D also fYr
sogenanntgositiveatYrliche Zahlen. Die Signatur kann das nicht zum Ausdruck bringen, da es
keine eingebaute Signatur dafYr gibt. Aber wir kSnnen eine Verzweigung entsprechend der Daten-
de-+nition einbauen, um die Funktion vor Missbrauch zu schYtzen:

(define predecessor
(lambda (n)
(cond
((zero? n)
(violation "0 does not have a predecessor "))
((positive? n)

- n 1))

Du siehstin der Funktionsde+nition die beiden eingebauten Funktéoo@mundpositive?
welche die beiden FSlle der Datende+nition der natYrlichen Zahlen unterscheiden.

ZurYck zur eigentlichen Aufgabe, der Potenz. So k3nnten Kurzbeschreibung, Signatur und
zwei Tests aussehen:

. Potenz einer Zahl berechnen
(: power (number natural -> number))

(check-expect (power 5 0) 1)
(check-expect (power 5 3) 125)
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Als NSchstes ist das GerYst dran:

(define power
(lambda (base exponent)

)

FYrden Rumpfkdnnen wir eine Schablone aus der Datende+nitgpdifent ableiten, das ist
ja die natYrliche Zahl. Die Datende+nition fYr natYrliche Zahlen ist eine Fallunterscheidung mi
zwei FSllen, dementsprechend brauchen wir eine Verzweigung mit zwei Zweigen:

(define power
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent) ...))))

Im zweiten Fall der Datende+nition steckt au§erdem eine Selbstreferenz, wir schreiben also nc
einen rekursiven Aufruf in die Schablone:

(define power
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent)
... (power base (predecessor exponent)) ...))))

Beim ersten Fall DExpon@ft muss als Potehherauskommen, das neutrale Element bezYglich
der Multiplikation: Das istja nichts anderes, als die Zahlen der leeren Liste zu multiplizieren. (Siel
dazuauch S'($ in Abscr@t '.".)FYrden anderen Fall istdas Ergebnis des rekursiven Aufrufd
Potenz voibase mit dem VorgSnger vaxponent als Exponent. Damit wir als Ergelinaise

mit sich selbsixponent-mal multipliziert bekommen, fehlt noch eine Multiplikationoaste:

(define power
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) 1)
((positive? base)
(* base (power base (predecessor exponent)))))))

Fertig!



p NATTRLICHE ZAHLEN UND LISTEN

Der Begri. des VorgSngers ist hier eher im Weg: Er passt zwar gut zur Verwendung des Worts
CNachfolgerE in der Datende+nitigoredecessor exponent) ist aber hier das gleiche ist

wie(- exponent 1) , und entsprechend werden wir auch in der Schablone(direkil)
stattpredecessor verwenden.

Al"#$%& -/

Die Funktionpredecessor hat zwei Zweige: Warum ist der Aufrupiower immer gleichbe-

deutend z@- exponent 1) B was ist mitdem anderen Zweig?

K12345!647123%28&74!2# '/ (N$4<587:;& Z$;8&2 $83 E72#3%&: S:;$%812&)
Eine Schablone fYr eine Funktion, die eine natYrliche Zahl akzeptiert, sieht folgend
aus:

(define f

(lambda (... n ..)
(cond
((zero? n) ..)
((positive?  n)

(f . (- n1.)

N)

erma8en

(! NATTRLICHE ZAHLEN UND LISTEN

] natuerliche-zahlen/list.rkt Code

Zwischen natYrlichen Zahlen und Listen besteht eine enge Beziehung: Die Datende-+nition fYr
natYrliche Zahlen entsprichtin inrer Struktur der von Listen. Die Futiktiangth  in Ab-
schnit{"-& auf Seife™)(( macht aus einer Liste eine natYrliche Zahl. Das geht auch umgekehrt:

; Liste aus Kopien eines Werts erzeugen
(: copies (natural %element -> (list-of %element)))

(check-expect (copies 4 23) (list 23 23 23 23))
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(check-expect (copies 5 "Mike")
(list  "Mike" "Mike" "Mike" "Mike" "Mike"))

Die Signatur der Funktion enthSlt die Signaturvagiedikment ist also polymorph und macht
klar, dass die Elemente der Liste nur zur SigrtatamentgehSren k3nnen.

(define copies
(lambda (count element)

)

Die Konstruktionsanleitung schiSgt folgende Schablone vor:

(define copies
(lambda (count element)
(cond
((zero? count) ...)
((positive? count)
... (copies (- count 1) element) ...)))))

FYr den ersten Fall brauchen wir eine Liste mit ! Elemente. Im zweiten Fall liefert der rekursive
Aufruf eine Liste mit einem Element weniger, als wir brauchen. Das ergSnzen wir zur fertigen De
+nition so:

(define copies
(lambda (count element)
(cond
((zero? count)
empty)
((positive? count)
(cons element
(copies (- count 1) element))))))

Eine weitere nYtzliche Funktion akzeptiert die Nummer eines Listenelementes B einen sogenal
tenindexb und liefert das Element:

;. Nummeriertes Element aus einer Liste holen

(: nth ((list-of %element) natural -> %element))

(check-expect (nth (list 1 2 3 4 5) 0) 1)
(check-expect (nth (list 1 2 3 4 5) 2) 3)
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Wir sollten uns noch Yberlegen, was passieren soll, wenn es den Index in der Liste gar nicht gibt. Die
Funktion kann kein sinnvolles Ergebnis liefern, das zur Signatur passt b es muss ja ein Element der
Liste herauskommen. Wir k8nnen also nur einen Fehler anzeigen. Daraus wird folgender Testfall:

(check-error (nth (list 1 2 3 4 5) 5))
Das GerYst der Funktion sieht folgendermagen aus:

(define nth
(lambda (list index)

)

Wir k3nnen die Schablone fYr Listen als Eingabe benutzen oder die fYr natYrliche Zahlen. Hier
ist der Index federfYhrend B beim zweitem Element einer tausendelementigen Liste ist die LSnge
irrelevant. Wir halten uns also an die Konstruktionsanleitung fYr natYrliche Zahlen:

(define nth
(lambda (list index)
(cond
((zero? index) ...
((positive? index)
.. (nth (rest list) (- index 1)) ...))))

Im ersten Fall ist der Ind6xalso das erste Element gefragt. Im zweiten Fall liefert der rekursive
Aufrufim Restder Liste das Element an Stelledex 1) ,alsodasdex -te Elementifist
Die Funktion sieht so aus:

(define nth
(lambda (list index)
(cond
((zero? index) (first list))
((positive? index)
(nth (rest list) (- index 1))))))

Alle TestfSlle laufen bereits durch © obwohl wir fYr den Fehlerfall gar nichts programmiert haben.
Al"#$%& -.(
Werte mit dieser De+nition folgenden Ausdruck aus:

(nth (list 1 2 3 4 5) 5)
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Die Fehlermeldung ist zwar technisch richtig, gibt aber keinen Aufschluss auf die Ursache des Fe
lers. Das k&nnen wir korrigieren, indem wir doch noch die Schablone fYr Listen als Eingabe ergS
zenundviolation  benutzen. (Siehe Abschhitt[b."! auf $eite (%.)

(define nth
(lambda (list index)
(cond
((empty? list)
(violation "nth: Die Liste ist nicht lang genugd'))
((cons? list)
(cond
((zero? index) (first list))
((positive? index)
(nth (rest list) (- index 1))))))))

Fertig!

($ ANDERSRUM Z€HLEN

\ natuerliche-zahlen/count-from.rkt Code

Wir programmieren noch ein weiteres Beispiel: Zwei Zahlen bestimmen Unter- und Obergrenze e
nes Bereichs ganzer Zahlen und wir wollen die Liste dieser Zahlen generieren. Die Zahlen zwiscl
# und ( sind zum Beispiel #, %, &, ', (.

Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und ein Test:

; Liste aufeinanderfolgender ganzer Zahlen berechnen
(: between (integer integer -> (list-of integer)))
(check-expect (between 3 7) (list 3 4 5 6 7))

Hier ist das GerYst fYr die Funktion:

(define between
(lambda (from to)

)

Es ist gar nicht so klar, was fYr eine Schablone wir anwenden sollten, um die Funktion zu vervol
stSndigen: In der Signatur steheger , die Eingaben k3nnen also auch negative Zahlen sein,
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mithin keine natYrlichen Zahlen. Die Konstruktionsanleitung fYr natYrliche Zahlen ist also nicht
direktanwendbar. Allerdings geht es bei der Funktion doch augenscheinlich ums ZShlen, irgendwie
sind also doch natYrliche Zahlen im Spiel.

Wir knnen uns der L§sung nShern, indem wir zShlen, wieviele Elemente die Ausgabe-Liste
hat. Am Testfall sind es fYnf Elemente, allgemein ist das eins mehr als die Di.erenz der beiden
Eingabezahlen B und das ist immer eine natYrliche Zahl.

Wir k3nnen die Aufgabe also leicht umformulieren: Nicht Cdie Zahlen zwischen # und (E
generieren, sondern Cdie & Zahlen ab #E. DafYr k3nnen wir eine eigene Funktion schreiben:

Aufeinanderfolgende Zahlen ab einer Zahl generieren
(: count-from (integer natural -> (list-of integer)))

(check-expect (count-from 3 5) (list 3 4 5 6 7))
Das GerYst st wie folgt:

(define count-from
(lambda (from count)

)

Dacount eine natYrliche Zahl ist, k3nnen wir die entsprechende Schablone anwenden:

(define count-from
(lambda (from count)
(cond
((zero? count) ...)
((positive? count)
... (count-from ... (- count 1)) ...))))

Im ersten Fall sind null Elemente gefragt, da muss das Erggtinisein. Da eine Liste heraus-
kommt, werden wir im zweiten Fadins benutzen, um diese zu konstruieren. Au8erdem ist das
gewYnschte erste Element géraate Wir k3nnen die Schablone also wie folgt weiterentwickeln:

(define count-from
(lambda (from count)
(cond
((zero? count) empty)
((positive? count)
(cons from
... (count-from ... (- count 1)) ...)))))
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FYr den Rest der Ausgabe-Liste brauchen wir eine Liste, die mit der nSchsten Zahl anfSngt, a
mit (+ from 1) . Wenn wir das als erstes Argument des rekursiven Aufrufs benutzen, ist diesel
schon genau die benstigte Rest-Liste:

(define count-from
(lambda (from count)
(cond
((zero? count) empty)
((positive? count)
(cons from
(count-from (+ from 1) (- count 1)))))))

Nunistcount-from fertig, aber unsere eigentliche Funkiietaveen noch nicht. Wir kSnnen
abercount-from benutzen, urbetweenzu realisieren:

(define between
(lambda (from to)
(count-from from (+ (- to from) 1))))

Fertig!

Vielleicht erscheint Dir umstSndlich, die Aufgabe erst einmal umzumodeln auf eine Aufgabe
Yber natYrliche Zahlen und dann die zu bearbeiten. Geht das nicht CdirektE? Es geht.

Der SchlYssel zur direkten L3sung ist die Einsicht, dass die natYrliche Zahl in der Aufgab
gerade die Di.erenz zwiscHerm undto ist. Wir kSnnen eine entsprechende Verzweigung so
formulieren:

(define between
(lambda (from to)
(cond
((= from to) ...
((< from to)
... (between ... ... ) L))

Beim ersten Zweig brauchen wir eine einelementige Liste. Im zweiten ist es wieder sinnvoll, z
nSchst dasons hinzuschreiben, weil wir wissen, dass das erste Elemdst:

(define between
(lambda (from to)
(cond
((= from to) ...)
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((< from to)
(cons from (between ... ... M)

Nun k3nnen wir die Argumente des rekursiven Aufrufs ergSnzen. Wir benstigen eine Liste, die mit
der nSchsten Zahl anfSngt und genau wie gehabt aufh3rt:

(define between
(lambda (from to)
(cond
((= from to) (list from))
((< from to)
(cons from (between (+ from 1) t0))))))

Fertig! Vielleicht fSlit Dir bei dieser Aufgabe auf, dass es leicht passieren kann, dass die ganzen Zah-
len Cum eins verrutschenE. Man k3nnte zum Beispiel leicht auf die Idee kommen, im ersten Zweig
statt(list from) einfackemptyhinzuschreiben. Esist deswegen sinnvoll, beim Programmieren

von Funktionen Yber natYrliche und ganze Zahlen genau hinzuschauen, ob sie korrekt sind.

(% EXKURS: POTENZ OPTIMIEREN

’ natuerliche-zahlen/power.rkt Code

Wir kehren in diesem Abschnitt noch einmal zur Potenz zurYck. Mit einem Trick k§nnen wir nSm-
lich den Rechenaufwand reduzieren: Zum Beispiel k3nr@!d walgendermagen berechnen:

310 - 35 35

Wir mYssen also nicht mYhsam die # zehnmal mit sich selbst multiplizieren,32sz refmt,
rechnen und mit sich selbst zu multiplizieren. Bei ungeraden Exponenten geht der Trick auch, wir
mYssen aber einmal extra mit der Basis multiplizieren:

P=34 3,3
Diesen Trick kSnnen wir auch zu einem Programm machen. Wir nennen die Funktion der Einfach-

heit halbepower?, die aber ansonsten genaupwiger funktionieren soll. Hier ist das GerYst:

(define power2
(lambda (base exponent)

)


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/power.rkt

EXKURS: POTENZ OPTIMIEREN 1"(

In power2wird nicht mehr direkt gezShit, obwohl der Exponentimmer noch eine natYrliche Zahl
ist. Weil nicht gezShlit wird, k3nnen wir die Schablone fYr natYrliche Zahlen (wieder) nicht direkt
verwenden. Allerdings k8nnen wir eine alternative Datende+nition fYr natYrliche Zahlen unter-
stellen, die Zahlen halbiert, statt sich (wie die erste De+nition) auf den VorgSnger zu beziehen.

; Eine natYrliche Zahl ist:

; -0

: - das Doppelte einer natYrlichen Zahl

: - der Nachfolger des Doppelten einer natYrlichen Zahl

Da die Datende+nition drei FSlle hat, muss der Rumpf aus einer Verzweigung mit drei Zweige
bestehen:

(define power2
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) ...)
((even? exponent) ...)
((odd? exponent) ...))))

Der erste Fall entspricht der ursprYnglipoerer-Funktion ® da muss eihkin. Der zweite und

der dritte Fall enthalten jeweils einen Selbstbezug, weswegen dort rekursive Aufrufe stehenmYs
Im zweiten Fall steht Cdas DoppelteE, wir mYssen also halbieren. Im dritten Fall mYssen wir v
dem Halbieren noch eins abziehen. Wir benutzen guegitnt , weil wir ganzzahlig halbieren:

(define power2
(lambda (base exponent)
(cond

((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
... (power2 base (quotient exponent 2)) ...)
((odd? exponent)
... (power2 base (quotient (- exponent 1) 2)) ...))))

Wir kYmmern uns nun um den zweiten Fall: Wennlzitigt Basis unelder Exponent sind, dann
kommt beim rekursiven Aufruf heraus:

Gesucht ist
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DafYrmYssenwir mitsich selbst multiplizieren. Damit diese Zahl nicht zweimal berechnetwird,
legen wir dafYr eine lokale De+nition an:

(define power2
(lambda (base exponent)
(cond

((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
(define half (power2 base (quotient exponent 2)))
(* half half))
((odd? exponent)
... (power2 base (quotient (- exponent 1) 2)) ...))))

Im dritten Fall gilt:
el 1

B =bT, b=, b

Entsprechend k3nnen wir den letzten Zweig ausfYllen:

(define power2
(lambda (base exponent)
(cond

((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
(define half (power2 base (quotient exponent 2)))
(* half half))
((odd? exponent)
(define half (power2 base (quotient (- exponent 1) 2)))
(* half half base)))))

Al"#$%& -.)
tberzeuge Dich mit dem Stepper, gasger2weniger Multiplikationen benstigt alswer! !

AUFGABEN
Al"#$%8& -.*
Schreibe eine Funktion, welcherdileultSteiner Zahh berechnet! Die ist de+niert als:

def
nt€'1, 2,444, n
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Al"#3%& -+
Programmieren Sie folgende Funktionen auf Listen:
". Programmiere eine Funkti@ke , die als Argumente eine Listend eine Zaht akzeptiert,
und die ersten Elemente der ListezurYckgibt. Beispiel:

(take (list 1 23 456 7 8) 5)
1 #<list 1 2 3 4 5>

Gehe davon aus, dhssindestens Elemente lang ist.
$. Programmiere eine Funktidmop, die als Argumente eine Listend eine Zaht akzeptiert,
und die Listé ohne die erstamElemente zurYckgibt. Beispiel:

(drop (list 1 23 456 7 8) 3)
1 #<list 456 7 8>

Gehe davon aus, dhssindestens Elemente lang ist.

Al"#$%E& -.,
¥ Die eingebaute Funkti@ven? akzeptiert eine ganze Zahl und li¢fegrtalls diese gerade ist
und#f wenn nicht. Schreibe mit Hilfe venen? eine Funktion nameesens, welche fYr
zwei Zahlea undbeine Liste der geraden Zahlen zwisaled b zurYckgibt:

(evens 1 10)
' #<record:pair 2
#<record:pair 4
#<record:pair 6
#<record:pair 8
#<record:pair 10 #<empty-list>>>>>>

¥ Die eingebaute Funktiond?akzeptiert eine ganze Zahl und ligherfalls diese ungerade ist
und#f wenn nicht. Schreibe mit Hilfe vodd?eine Funktiomdds, welche fYr zwei Zahlen
aundbeine Liste der ungeraden Zahlen zwisthad bzurYckgibt:

(odds 1 10)
' #<record:pair 1
#<record:pair 3
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#<record:pair 5
#<record:pair 7
#<record:pair 9 #<empty-list>>>>>>
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In den vergangenen Kapiteln haben wir uns oft mit SelbstbezYgen in Datende-+nitionen beschStti
und den rekursiven Funktionen, die sie akzeptieren. Dieses Kapitel beschSftigt sich mit der matt
matischen Seite solcher Funktionen. Es ist fYr Dich als LektYre sinnvoll, wenn Du Dich besonde
fYr Mathematik interessierst oder studiumshalber dafYr interessieren musst. FYr das VerstSnc
der folgenden Kapitel kannst Du es aber auch weglassen.
Die Mathematik bildet Daten mit Selbstbezug als sogeiratultity de!nierteMengen ab.

Dies ermSglicht uns, dass wir uns von der Korrektheit einer Funktion mit Hilfe eines sogenannter
induktiven Beweises Yberzeugen. Dieses Kapitel zeigt, was das ist und wie das geht.

)# MENGEN

Bevor wir Yber induktiv de+nierte Mengen reden, reden wir erstmal Yber Mengen als solche. Dat
benutzen wir den Mengenbegri. aus der sogenannten Cnaiven MengenlehreE, die sich um eir
stringente mathematische Formalisierung drYckt, fYr unsere Zwecke aber ausreicht. Uns geh
vor allem um die Notation fYr den Umgang mit Mengen, die wir in weiteren Exkursen benutzen
werden. Es kann gut sein, dass Du dies alles schon kennst. Dann kannst Du diesen Abschnitt g¢
Yberspringen oder kurz Yber-iegen.

In der naiven Mengenlehre herrscht die Grundannahme, dass die Welt aus CObjektenE b
steht: Das kann alles m3gliche sein, reale Dinge genauso wie eingebildete. Wenn Du Dir hun eini
dieser Objekte herauspickst, also eine Art Sammlung von Objekten, dann hast Du eine Meng
Wichtig: FYr jede Menge und jedes Objekte musst Du ein klares Kriterium haben, dass besagt,
das Objekt in der Menge ist oder drau8en. Auch eine Menge ist ein Objekt. Du kannst also ein
Menge de+nieren, deren Elemente selbst Meng@Wéz’nhﬂg au8erdem noch beim Mengenbe-
gri.: Die Elemente einer Menge sind immer unterschiedlich, ein Element kann nur einmal in einer
Menge enthalten sein.

Die Objekte einer Mendf hei8erElementeonM . Die Notationx - M bedeutet, dags
ein ElementvoM ist,x .- M, dasg kein Element vol ist.

HSu+g haben wir es mit Mengen von Zahlen zu tun: So bez&latindflenge daratVYr-
lichen Zahlepentspricht also der Signatatural (siehe SeiE]$'Z bezeichnet die Menge der

Wenn man diesen Gedanken weiterfYhrt, kommt man schnell zu WidersprYchen. Die Menge aller Mengen enthSit
sich zum Beispiel selbst. Aber was ist mit der Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten B enthSlt die
sich auch selbst? Der BuchklassikerG8del, Escher, BactjHof(*]|macht aus solchen Fragen gro8e Unterhaltung.
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ganzen Zahlerentspricht also der Signatueger . R ist die Menge deeellen Zahlerdie Si-
gnatur dazuistal .

Endliche Mengen, also Mengen mit endlich vielen Elementen schreiben wir als Aufreihung
ihrer Elemente, eingeschlossen in geschweirte Klammern geschlossen werden:

M = {11,13 17,19}.

HSu+g werden Mengen jedoch auch durch eine bestimmte Eigenschaft de+niert, die ihre Elemen-
te haben. Das geht auch mit geschweiften Klammern und einem senkrechten Strich. Hier ist ein
Beispiel:

M = {x|xistPrimzahl0' x' 20}.

Dieleere Mengst die Menge, die keine Elemente besitzt und wird Husezeichnet.

A hei8tTeilmengeonB, geschriebeh / B, wenn jedes Element vérauch Element von
B ist.

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen. Das ist der Fall, wenn die
eine Menge Teilmenge der anderen ist und umgekehrt:

A/ BundB/ A
Daraus ergibt sich zum Beispiel folgende Gleichtung.
{11,13,17,19} = {17,13 19,11}

Die Reihenfolge, in der die Elemente in den geschweiften Klammern geschrieben sind, ist also un-
erheblich. Augerdem spielt es keine Rolle, wenn ein Element mehrmals in den geschweiften Klam-
mern auftaucht. Wie oben schon gesagt, jedes Element ist in einer Menge nur einmal oder keinmal
enthalten:

{12,13/ 17,19 = {11,13,11,17,17,11,13,19}

Die NotationA ./ B bedeutet, dags/ B nicht gilt,A = B, das#®\ = B nicht gilt. A hei§t
echte TeilmengenB, wennA / B, abeA = B. Die Notation dafYrish 0 B. Es bedeutet
B 1 A,das#& / B gilt,ebensof¥B 2 A.

Die Vereinigund\ 3 B zweier Mengef undB ist so de+niert:

A3B ={ala- Aodera- B}
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DerDurchschnith 4 B zweier Mengefs undB ist so:

A4B = {ala- Aunda- B}
DieDi"erenzA \ B zweier MengeA undB ist so de+niert:

A\ B ={ala- Aunda.- B}
Daskartesische Produkt, B zweier Mengef undB ist de+niert durch

A, B={(a,bla- A b- B}

Die Elemente des kartesisches Produkt b Paare aus jeweils einem Efetmehaudd D wer-
den mit Klammern drum und Komma dazwischen geschrieben und heiSBupaiich
Wenn zum Beispidl = {1, 2,3} undB = {4, 5}, dann gilt:

A, B={(14),(24),(,4),(1,5),(2,5),(3,5)}

Tupel sind also das mathematische GegenstYck zu zusammengesetzten Daten.

Warum hei§t es CProduktE, fragst Du Dich vielleicht, und warum ist das Sydaisailei-
che wie beim Produkt zweier Zahlen? Nun, weond B endliche Mengen sind, als@usm
Elementen besteht uBdaus Elementen, dann bestéht B auam, n Elementen. Im Beispiel
oben hat deshalb das Prodsikt 2 = 6 Elemente.

Tupel gibt es nicht nur zweistellig, sondern mit beliebigen Stelligkeiten: #-Tupel, %-Tupel und
soweiter.

).! AUSSAGEN TBER NATTRLICHE ZAHLEN

In der Mathematik gibt es viele kuriose Aussagen Yber natYrliche Zahlen. Legendenstatus hat z
Beispiel die Gau§sche Summenformel. Diese besagt, dass fYr eine nat¥rliibeSZianher
aller Zahlen von " bismit der Formel

n, (n+1)
2
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berechnetwerden kann: Man muss also gar nicht mYhsam die Zahlen einzeln addieren. Mathemati-
ker lieben spezielle Schreibweisen und kdnnten Gau§® Behauptung folgendermagen aufschreiben:

)" -
SR L)

i=0
Das5 hei§t CfYr alleE, dashei§t CElement vonK ist das KYrzel fYr die Menge der natYrlichen
Zahlen. Am Anfang steht also CfYr ajldie Element voN sindE oder ganz lapidar CfYr alle
natYrlichen ZahlemE.

Das ist ein griechisches Sigma und steht fYr CSummeE= Dasntendrunter und das
n obendrYber bedeuten, dass eine neue VagatgefYhrt wird, ynd die nacheinander die Werte
0,12,,..nannimmt, und fYr jeden Wert in die Formel rechts vomingesetzt wird.

In :0 i steht rechts vorh nuri, das hei8t deshallo+ 1 + 2 + aaa n. Die Gau8sche
Summenformel besagt also, dass diese Summe immer das gleiche Ergebnis liefert wie die Formel
n$ (n+1)

2Wie k3nnen wir die Gau§sche Summenformel beweisen? Gau§O Argument war, dass, wenn er
die Summe ausschreibt (wir lassebdée):

1+2+ ...+(n%1)+n

... die beiden CSu8erenE Summahdedn zusammen + 1 ergeben, die beiden CnSchstinne-
renE Summandéundn %] ebenfalla+1 undsoweiter bis zur CMitteE D e.ektiv also halb so oft
n + 1 auf sich selbst addiert wird wie die Reihe selbst lang ist. Es ist also einfach nachzuvollziehen,
wie Gau§ auf die Formel kam und warum sie korrekt ist.
Was ist aber mit folgender Reihe?

Der Blick auf die ausgeschriebene Form hilft nicht direkt weiter:
1+4+9+16+ ...+(n%1)*>+ n?

Allerdings lohnt es sich, einen Blick auf die ersten paar Glieder der Reihe zu werfen, und diese
tabellarisch Yber die Gau§sche Summen zu setzen:

n 012 3 4 5 6...
"2 01 5 14 30 55 91...

* 1=0

"oi 01 3 6 10 15 21...

*
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Wenn Du die Paare der Summen der beiden Reihen lang genug anstarrt, siehst Du vielleicht, d:
sich alle als BrYche auf den NeBnefrzen lassen:

4 5 6 ...
11 13

1
3 3

« N
m i2
* 1=0

wl -V o
Wl W[
w! Ul
Wi ey

wl©o

n
i=o !

Einzige Ausnahme ist der Bruch@Yaort wird durchO geteilt, es ist also unklar, welcher Bruch
an dieser Stelle in der Tabelle stehen sollte. Ansonsten suggeriert die Tabelle folgende Formel:

*

no2
wizo I°_2n+1

YR

*
Die Gleichung k3nnen wir mit i”:O i = n(n+1)/2multiplizieren:
)n

i=0

2 nin+1)(2n+1)

= : 0

Sch3ne Formel D aber stimmt sie auch f¥fr alléN? (FYr den unklaren Falstimmt sie.) Du
kannst sie noch fYrweitergum Beispi@l 8, . . . ausprobieren, und es kommtimmer das richtige
heraus. Aber das reicht nicht, um die Behaupturaé¥ir- N zu beweisen.

Wenn die Behauptung fYr alle N stimmt, also insbesondere auch fYr ein bestimmtes
N, dann sollte sie auch f¥# 1 gelten, das wSre dann die folgende Gleichung, bei der gegenYber
der Gleichung oben f¥ijeweils + 1 eingesetzt wurde:

I (A (n+)+1@(n+1)+1)
- 6

i=0
Das kSnnen wir etwas vereinfachen:

)2 (n+1)(n+2)2n+3)
- 6

0-9)

i=0

*
Bei der Reihe in:+01 i2 k3nnen wir den letzen Summand ausgliedern und die Gleichung damit
folgendermag8en schreiben:

" (2
i=0

(n+1)(n+2)(2n+3)
6
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Damit bietet sich die Chance, die jeweiligen Seiten von Glgichung ).” von den Seiten von Glei-
chung).$ abzuziehen:

)" )" + + + + +

( iD+(n+1)20% 2= (n+1)(n 62)(2n 3)%n(n 1)é2n 1)
i=0 i=0

Es bleibt:
(n+1)(n+2)(2n+3) %n(n+1)(2n+1)
6 6

Wenn diese Gleichung stimmt, dann stimmt auch Glei@ng ).$. Das ISsst sich ausrechnen:

(n+1)2=

(n+1)(n+2)@2n+3) , n(n+1)2n+1) (n+1)(n+2)(2n+3) %n(n+1)(2n+1)

6 o 6 - 6
_ (n+1)((n+2)(2n+3) %n(2n + 1))
- 6
_ (n+1)2n2+3n+4n+6 %2n?%n)
- 6
_ (n+1)6n+6)
- 6
_ 6(n+1)2
- 6
=(n+1)2

Tatsache! Aber was wurde jetzt eigentlich gezeigt? Es ist leicht, bei den vielen Schritten von oben
den Faden zu verlieren. Hier noch einmal die Zusammenfassung:
Esschieso, als ob folgende Gleichung stimmen wYrde:

)" 2 _ N(n+1)2n+1)
6

Esistso, dass folgende Gleichung stimmt:

(n+1)(n+2)(2n+3) %n(n+1)(2n+1)

2 —
(n+1)°= 6 6

Wenn also die erste Gleichung (Cschien soE), stimmen wYrde, dann folgte daraus diese Gleichung:

I o (N 1)(n+2)2n+3)
6

i=0
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Das ist aber die gleiche Behauptung, nur #1 stattn © mit anderen Worten folgt aus der Be-
hauptung fYn die Behauptung f¥r+ 1. Da wir oben durch Ausrechnen bereits gezeigt haben,
dass die Behauptung1Yr. ., 6 gilt, gilt sie auch f¥& Da sie fY7 gilt, gilt sie auch f¥8: Undso-

weiter fYr alle natYrlichen Zahlen. Wir mYssen das nicht fYr jede Zahl einzeln auszuprobieren. C
Vermutung von oben ist deshalb bewiesen.

).$ INDUKTIVE BEWEISE FtHREN

Das im vorigen Abschnitt verwendete Beweisprinzip fYr Beweise von SStzen der Fonm CfYralle
N ....E hei§vollstSndige InduktiffDiese funktioniert bei Aufgaben, bei denen eine Behauptung
fYrallen - N zu beweisen ist. FYr den Beweis werden folgende Zutaten benstigt:
". ein Beweis dafYr, dass die Behauptumg=Yr stimmt und
$. ein Beweis dafYr, dass, wenn die Behauptung fYr ein belighigsis auch ffr + 1 gilt.
Die erste Zutat (dénduktionsanfanglSsst sich meist durch Einsetzen beweisen, fYr die zweite
Zutat (deninduktionsschlysst in der Regel Algebra nstig. Da die Behauptung nach Zutat Nr. "
fYr0 gilt, muss sie nach Zutat Nr. $ auchfgelten, und deshalb auch 2yr. . und damit fYr
alle natYrlichen Zahlen.
Es muss nicht unbedingt Bédsgehen, sondern kann auch bei einer beliebigerh&gim-
nen B dann gilt aber die Behauptung nur fYr alle natYrlichen Zahlen ab
Wenn die Behauptung erst einmal formuliert ist, sind induktive Beweise oft einfach zu fYh-
ren, da sie meist dem obigen Schema folgen. Das wichtigste dabei ist, das Schema auch tatsSc
einzuhalten. Darum emp-+ehlt es sich, dass Du folgende Anleitung befolgst B eine Art Konstrukti
onsanleitung fYr Beweise mit vollstSndiger Induktion:
". Formuliere die zu beweisende Behauptung als Behauptung der FormmGFXrgille . . E,
falls das noch nicht geschehen ist.
$. Schreibe die therschrifhG= 0:E. Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das
CfYrallen - NE weglassen und fiYdieO einsetzt.
#. Beweise die abgeschriebene Behauptung. (Das ist oft einfach.)
%.Schreibe das Wort Clnduktionsvoraussetzung:E Schreibe darunter die Behauptung noch ei
mal ab, wobei Du das CfYr alle NE weglSsst P lassmlda, wo es ist.
&. Schreibe Clnduktionsschluss (zu zeigen):E. Schreibe darunter die Behauptung noch einrr
ab, wobei Du f¥n stattdesseim + 1) einsetzt. (Das CfYralle NE wieder weg.)

$ Nicht zu verwechseln mit der philosophischen Induktion . Die vollstSndige Induktion ist zwar verwandt, philo-

sophisch gesehen aber eher eine deduktive Technik.
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Beweise den Induktionsschluss unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung.

Wenn die Behauptung eine Gleichung der PormB ist, kannst Du hSu+g die Induktions-
voraussetzung direkt oder nach einigen Umformungen in den Induktionsschluss einsetzen.
Wir gehen die Anleitung anhand des obigen Beispiels durch. Die Behauptung ist:

)" 2 _ N(n+1)2n+1)
6

Die Behauptung ist durch Raten entstanden D es gibt leider keine Patentanleitung, solche Glei-
chungen zu +nden: Hier sind Experimentierfreude und Geduld gefragt. Steht die Behauptung erst
einmal fest, ist sie allerdings recht einfach zu beweisen:

". Ausgeschrieben hat die Behauptung bereits die richtige Form:

)" 2 nin+1)(2n+1)

5n- N:
6

i=0

)° 2_ 00+1)@2, 0+1)
- 6

i=0
#. Beide Seiten der Gleichung $lysle ist also bewiesen.
%.Induktionsvoraussetzung:

)n

i=0

2 - nin+1)2n+1)
6

&. Induktionsschluss (zu zeigen):

o (A D((n+ D+ DR(n+1)+1)

i=0 6

Die Summe auf der linken Seite kSnnen wir aufteilen:

()n i2)+(n+1)2=
i=0

N+D((n+1)+1)(2(n+1)+1)
6

*
Damit k3nnen wir die Induktionsvoraussetzung einsetzen, if'gei? auf der linken Seite
steht. Das funktioniert fast immer bei Induktionsbeweisen Yber Summen oder Produkte:

n(n+1)2n+1)
6

(n+D((n+1)+1E(n+1)+1)

)+(n+1)2= 5

(
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Die linke Seite kSnnen wir folgenderma8en vereinfachen:

nin+1)(2n+1)
6

nn+1)2n+1)+6(n+1)?
_ (n+1)(n(2nf1)+6(n+1))
_ (n+1)(2n2+i+6n+6)
(n+1)(2nzf7n+6)

6

+(n+1)2=

Die rechte Seite k3nnen wir folgenderma8en vereinfachen:

(M+1((n+1)+1@(n+1)+1) _ (n+1)(n+2)2(n+1)+1)
° _ (n+1)(n+2)?2n+2+1)
(n+1)(n+2§)(2n+3)
(n+1)(2n26+4n+3n+6)
_ (n+1)(2n2+64n+3n+6)
(n+1)(2n2 +67n +6)
6

Damitist bei der linken und der rechten Seite jeweils das gleiche herausgekommen und die Beha
tung ist bewiesen.

).% STRUKTUR DER NATTRLICHEN ZAHLEN

Die vollstSndige Induktion aus dem vorigen Abschnittist nur fYr die Menge der natYrlichen Zahler
geeignet. Sie funktioniert aber nicht fYr alle Mengen: FYr die reelleRZaneBeispiel erreicht

die Konstruktion Cb&anfangen und dann immer urhochzShlenE einfach nicht alle Elemente

der Menge.Die natYrlichen Zahlen sind also etwas besonderes. Das haben wir schén in Kapite
gesehen: es sind Zahlen, die zShlen, und a@eite "*( steht eine Datende+nition:

Eine natYrliche Zahl ist eine der folgenden:
-0
: - der Nachfolger einer natYrlichen Zahl
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Diese Datende-+nition kSnnen wir als Bastelanleitung fYr die Menge der natYrlichen Zahlen au.as-
sen: Diese Datende+nition errgietinatYrliche Zahl D jede Zahl kannin der R ... +1
geschrieben werden. FYr diese Art Bastelanleitung fYr Mengen ist charakteristisch, dass es ein oder
mehrerdasiselemertibt (in diesem Fall d® und dann ein oder mehrere Regeln, die aus belie-
bigeren CkleinerenE Elementen Cgri8ereE Elemente mit Hilfe eines Selbstbezug konstruieren, in
diesem Fall die Regel, die besagt, dass fYr jede natYrliche Zahl auch inr Nachfolger eine natYrliche
Zahl ist.

Hier ist das mathematische Pendant zu der Datende-+nition der natYrlichen Zahlen:

D&B274712 . (2$4<587:;& 7$;8&2)

Die Menge der natYrlichen Zahieist folgenderma8en de-+niert:
“.0- N
$. FYm - Nistaucm+1 - N.
#. Die obigen Regeln de+niesdien - N.

Eine solche De+nition hei8t auolduktive Delnition die einénduktive Mengée+niert. Die
letzte Klausel ist bei induktiven De+nition immer dabei B ohne sie kSnnte zum Beispiel die Menge
der reellen Zahlen &Alslurchgehen, weil die Klauseln davor keinen Anspruch auf VollstSndigkeit
erheben kSnnten. Diese Klausel linifitktiver Abschluss

Wenn Du genau hinschaust, siehst Du, dass die induktive De+nition genau die gleiche Struktur
hat wie die De+nition der Induktion von SEit¢ $"(: Es gibt eine Klausel@Yindieine Klausel
fYr den Schritt vom nachn + 1. Die induktive De+nition sagt, dass es zwei verschiedene Sor-
ten von natYrlichen Zahlen gibt, nSmlich das Basiseleausrer ersten Regel der De+nition
und die (positiven) Zahlent 1 aus der zweiten Klausel. Diese Struktur entspricht au8erdem der
Datende+nition und der Schablone aus Konstruktionsan[eitung "* duf $eite $!!.

Entsprechend muss eine Behauptung Yber die natYrlichen Zahlen fYr beide Sorten bewiesen
werden:

Einerseits fYr das Basiseleant andererseits fYr die positiven Zahlen, die keine Basisele-
mente sind. Die Klauseln fYr die Basiselemente hai§&tionsverankerungdda die zweite
Klausel eineBelbstbezemthSIt B es muss schon eine natYrliche Zahl da sein, um eine weitere
zu +nden B muss dort ein Induktionsschluss bewiesen werden.

Die natYrlichen Zahlen haben nur ein Basiselement und es gibt nur eine Klausel mit Selbstbe-
zug. In Abschnift & # auf Sgite & # ging es um FinanzvertrSge D da gab es mehr als eine Klausel mit
Selbstbezug, und auch in diesem Kapitel werden wir noch ein solches Beispiel sehen.
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).& ENDLICHE FOLGEN

Die natYrlichen Zahlen sind nicht die einzige induktiv de+nierte Menge. Ein weiteres Beispiel sin
dieendlichen Folgettie den Listen entsprechen. Beim Programmieren verwenden wir die Nota-
tion (list-of s), um die Signatur fYr Listen hinzuschreiben, die aus Werten der Sggnature
bestehen. Das GegenstYck in der Mathematik ist die NMatjaiie Menge der Folgen mit Ele-
menten aus der Menik.

D&B274712 ..(

SeiM eine beliebige Menge. Die MeNg&derendlichen Folgen Yheiist folgendermagen de-
+niert:

". Es gibt einkeere Folgf- M ™

$. Wennf - M %eine Folgeistund - M, soismf - M % also auch eine Folge.

#. Die obigen Regeln de+niesdlef - M %

Eine Folge entsteht also aus einer bestehenden Folge dadurch, dass vorn noch ein Element a
hSngt wird. Folgen Ybdr = {a, b, ¢ sind deshalb etwa

#, a#, b#, c#, aa#, ab#, ac#, ..., abc#, ... cbba#,(nicht alphabetisch sortiert)

Da dastbei nichtleeren Folgen immer dazugehsrt, wird es oft nicht mitnotiert.

Die De+nition der endlichen Folgen ist analog zur De+nifion ).": Die erste KlausBéist der
sisfall die zweite Klausel enthSlt eietbstbezugd die dritte Klausel bildet den induktiven Ab-
schluss.

).&# FUNKTIONEN AUF ENDLICHEN FOLGEN

Dieser Abschnitt demonstriert, wie mathematische Funktionen auf endlichen Folgen formuliert
werden. Als Beispiel ist eine Funktion nas@gefsagt, die fYr eine Folge deren Summe ausrechnet,
also zum Beispiel:

s(123#=6
s(2357) = 17
S(17 2342 54 = 87

# Dieser griechische Buchstabe" ist ein kleines Epsilon, in der Mathematik oft fYr Dinge verwendet, die CleerE
oder CkleinE sind.
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Die Funktion entspricht aléist-sum aus Abschnift']". Da es zwei verschiedene Sorten endli-
cher Folgen gibt D die leere Folge und die CnichtleerenE Folgen P liegt es nahe, die entsprechende
Funktion mit einer Verzweigung zu schreiben, die zwischen den beiden Sorten unterscheidet:
!
o) #2 fallst
$2 fallst

#
mfé&m- M,f &- M“ﬂ‘

Diese De+nition hat eine Verzweigung mit zwei Zweigen. Der erste Zweig gréiftiievaane
Folge ist. Der zweite Zweig greift entsprechend fweaoht leer ist. Das ist verklausuliert ats
mf & was hei§t, dabslieFormmf &hat, also aus einem ersten Elemeumd einer Restfolde®
besteht. Wenn also zum Beidpitie Folgabcd#st, dann ism = aundf ¢= bcd
Es fehlen noch die Stellen, wo Fragezeichen stehen. Die Summe der leerénWetge ist
es sich um eine andere Zaht 0 handeln wYrde, lie§e sich die Summe einer beliebigen Folge
durch das AnhSngen der leeren FolgawerSndern. Die erste LYcke ist also schon geschlossen:
|
o) #0 fallsf
$2 fallsf

#

mfé&m- M, f& M%

Im zweiten Fall handelt es sichfbeim ein zusammengesetztes Objekt mit den Bestandteilen
undf & Deshalb k3nnem undf &Yr die Konstruktion des Funktionswerts herangezogen werden:
!
s(f) def #0 fallsf = #
$ . m..f& .. fallsf = mf&m- M,f& M%

Soweit sind die bekannten Techniken fYr die Konstruktion von Funktionen auf gemischten und zu-
sammengesetzten Daten zur Anwendung gekommen, lediglich Ybertragen von Programm-Funk-
tionen auf mathematische Funktionen.
FYr den nSchsten Schritt passt B genau wie beim Programmieren D ein rekursiver Aufruf zum
Selbstbezug. Die Funktionsde+nition verdichtet sich folgenderma8en:
I
ger 70 fallsf
$..m...s(fy... fallsf

#

mfé&m- M,f& M?%

s(f)

% Vielleicht irritiert Dich das Apostroph bei ", weil es in der Schulanalysis fYr CAbleitungE steht. Das ist in diesem
Buch D und auch oft sonst in der Mathematik B nicht so: f " ist nur eine weitere Variable, gesprochen Cf StrichE.
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Hier ists(f & die Summe aller FolgenelementéiGefragt ist die Summe aller Folgenelemente
vonf = mf & Esfehlt also zur Summe nur natkelbst:
!
def # 0 fallsf
s(f) =
Sm+s(fy fallsf

#
mfé&m- M,f& M%

Mit Papier und Bleistift kShnen wir schnell nachvollziehen, dass die De+nition korrekt arbeitet:

s(1723425%) = 17 + s(23425#)
=17+23+ s(425%)
=17+23+42+ s(5#
=17+23+42+5+ s(#
=17+23+42+5+0
=87

Die De+nition vors ruft sich also an der Stelle selbst auf, an der die induktive De+nition der end-
lichen Folgen den Selbstbezi§-CM *eine FolgeE enthSit.
Vielleicht begegnest Du der De+nitionyamit Skepsis, taucht dossowohl auf der linken
als auch auf der rechten Seite auf. Es sieht so ausQasis#i sich selbst de+niertE. TatsSchlich
ist dies jedoch kein Problem, da:
¥ sichs(f ) stets selbst auf eidfrzerefolgd %aufruft, und
¥ schlieglich bei der leeren Folge landet, bei der die Verzweigung greift und keinen weiteren r
kursiven Aufruf mehr vornimmt.
Solange eine rekursive Funktion dem Scheradolgtund damit der Struktur der Folgen selbst,
sind diese beiden Bedingungen automatisch erfVIIt.

).&.! FOLGENINDUKTION

Das GegenstYck zur vollstSndigen Induktion heist bei denfraligeminduktiarDer CSchluss
vonn aufn + 1 E wird bei der Folgeninduktion zu je einem Schlusfs aafmf fYr alle Folgen
f undallem - M . Oft kommt es dabei auf das Folgenelemagdr nicht an.
Um zu beweisen, dass eine Behauptung fifr-allé *gilt, genYgen folgende Schritte:
". Die Behauptung gilt f¥r = #(Induktionsanfany
$. Wenn die Behauptung fYr eine Félggt, so gilt sie auch fYr alle Folggnwobeim - M.
(Induktionsschlyss
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Die Folgeninduktion funktioniert, weil sie der Struktur der De+nition der endlichen[Fdlgen ).$
genauso folgt wie die vollstSndige Induktion der Struktur der natYrlichen Zahlen. Das Lemma ISsst
sich auch mit Hilfe der vollstSndigen Induktion beweisen D siehe Aufgabe).).
Entsprechend der vollstSndigen Induktion gibt es auch fYr die Folgeninduktion eine Anlei-

tung:

". Formuliere die zu beweisende Behauptung als Behauptung der Fornf GF¥t #iigit . .. E,

falls das noch nicht geschehen ist.
$. Schreibe die therschrif G #E. Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das
CfYralld - M "E weglSsst und firdasteinsetzt.
#. Beweise die abgeschriebene Behauptung. (Das ist oft einfach.)
%.Schreibe das Wort CInduktionsvoraussetzung:E Schreibe darunter die Behauptung noch ein-
mal ab, wobei Du das CfYr dlle M “E weglSsst D lassfdda, wo es ist.
&. Schreibe CInduktionsschluss (zu zeigen):E. Schreibe darunter die Behauptung noch einmal
ab, wobei Du fYf stattdessenf einsetzt. (Lass das CfYrfaleM “E wieder weg.)
'. Beweise den Induktionsschluss unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung. Denke dar-
an, die Behauptung filiem - M zu beweisen P das ist meist aber nichtimmer einfach.
Wenn die Behauptung eine Gleichung der PormB ist, kannst Du hSu+g die Induktions-
voraussetzung in den Induktionsschluss einsetzen.
FYr ein sinnvolles Beispiel dient die Funktion cat, die Folgen aneinanderhSngt:
|
catf oty #t, fallsf, = #
Smecaf&f,) fallsf;= mf&m- M f& M%

Es soll bewiesen werden, dass cat assoziativ ist, das heigtf¥wallev *gilt
cat(u, cat(v, w)) = cat(cat( u,Vv),w).

". Die Formder Behauptungistnoch problematisch, dainihrdrei Folgen auftauchen® und keine
davon heigt . Im schlimmsten Fall musst Du raten, Yber welche Folge die Induktion geht und
gegebenenfalls alle M3glichkeiten durchprobieren. Wir entscheiden uns fYr die erste Folge
und benennen sie fnum, damit der Beweis auf die Anleitung passt. Au§erdem mYssen wir
bei der Anwendung der De+nition von catffYdieses einsetzen.

5f - M"Bv,w- M¥: cat(f, cat(v,w)) = cat(cat( f,v),w)
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$. f = # Hiergilt

cat(#,cat(v, w)) = cat( v, w)

cat(cat(#,v), w) = cat( v, w)

nach der de+nierenden Gleichung.
#. Induktionsvoraussetzung:

cat(f, cat(v,w)) = cat(cat( f,v),w)
%.Induktionsschluss (zu zeigen):
cat(mf, cat(v,w)) = cat(cat( mf,v),w)
&. Wir benutzen die De+nition von cat, um die linke Seite weiter auszurechnen:
cat(mf, cat(v,w)) = mcat(f, cat(v,w))

Hier steht aberat(f, cat(v, w)) b und das steht auch auf der linken Seite der Induktionsvor-
aussetzung. Wir kSnnen also einsetzen:

= mcat(cat(f,v),w)

Ebenso kSnnen wir die rechte Seite ausrechnen:

cat(cat(mf, v ), w) = cat( mcat(f,v), w)

= mcat(cat(f,v), w)

Dasistaberdas gleiche, das auch beider linken Seite herausgekommenistb der Beweis ist f¢

)." NOTATION FtR INDUKTIVE DEFINITIONEN

Induktive Mengen kommen in der Informatik enorm hSu+g vor B so hSu+g, dass sich eine Kur:
schreibweise fYr ihre induktiven De+nitionen eingebYrgert hat, die sofensexttecie Gram-

matik. In den meisten Informatik-BYchern geht mit dem Begri. eine langwierige mathematische
De-+nition einher, die wir fYr dieses Buch nicht in aller AusfYhrlichkeit benstigen. Wir benutzen

die kontextfreie Grammatik (ab hier einfach nur CGrammatikg) informell als AbkYrzung fYr eine
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ISnger ausgeschriebene induktive De+nition. Hier die Grammatik fYr die natYrlichen Zahlen:
N7 ! O] 6N7+ 1

In der Grammatik stelBN7fYr Ceine natYrliche ZahlE. Lesen kannst Du die Grammatik so: Eine
natYrliche Zahlist entweder@i@der hat die Form+ 1 wobein wiederum eine natYrliche Zahl

ist. Der obligatorische induktive Abschluss (CDie obigen Regeln deatieieren N.E) wird
stillschweigend vorausgesetzt und darum weggelassen.

Das Zeicheh kann also als CistE oder Chat die FormE gelesen werden, dag dlsichen
CoderE. Die NotatioX 7de+niert eine entsprechende Méhgeie Grammatik ist also eine Art
mathematische Schreibweise fYr zusammengesetzte Daten, gemis¢hta®selbgtbezYge,
nur eben fYr mathematische Objekte.

FYr die Menge der Folgen Yber einer MdngenYgt also folgende Notation:

M%7 | #| M7 M%7

In beiden De+nitionen ist jeweils der Selbstbezug klar zu sehen: Bei den natYrlichen Zahlen taucht
6\ 7in einer Klausel auf, bei den Folgdri7. Alle anderen Klauseln P also die ohne Selbstbezug
beschreiben BasisfSlle.

).( STRUKTURELLE REKURSION

In Abschnit{).& ist zu sehen, dass die De+nition der beiden Beispielfunktionen asfufadgen (
cat) jeweils der induktiven De+nition der Folgen CfolgtE D die De+nition beider Funktionen hat
die Form:

#

mfé&m- M,f& Mm%

e )d_ef#... fallsf
TS F(Y... fallsf

Das ist kein Zufall: Die rekursive Funktionsde-+nition gehsrt zur induktiven Mengende-+nition wie
Pech zu Schwefel. Zwei Grundregeln legen diese Form fest:

". FYrjede Klausel gibt es eine Verzweigung mit einem Zweig der induktiven De+nition.

$. Bei SelbstbezYgen stehtim entsprechenden Zweig ein Selbstaufruf.
Auch bei den natYrlichen Zahlen lassen sich viele Operationen rekursiv aufschreiben. Zum Beispiel
die Potenz: I

g def #1 fallsn = 0
$py  fallsn = n&+1,n% N
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Die Notationn = n&+ 1 folgt zwar der induktiven De+nition, ist hier aber gleichbedeutend mit
n> 0undn®= n %1. Deshalb werden induktive De+nitionen auf natYrlichen Zahlen meist so
geschrieben: !

#1 fallsn = 0

g <
$py#l fallsn> 0

Die Korrespondenz zwischen induktiven De+nitionen und den rekursiven Funktionen ISsst sicl
auch allgemein formulieren. Angenommen, die Mergtelurch einer Grammatik de+niert, die
n Klauseln hat:

6X7 ! Ci | .. | Cn

Eine Funktion auf dieser Menge braucht dann B genau wie bei gemischten Daten b eine Verzw
gung mitn Zweigen, eine fYr jede Klausel:
!
# R; fallsx = F;
def

$

F(x)

Ry fallsx = F,

Die Bedingung = F; ergibt sich jeweils aus der entsprechenden Klausel. Wenn dort BezYge zt
anderen Mengen oder SelbstbezYge stehen, so werden diese durch Variablen ersetzt und ent:
chende Mengenzugehsrigkeiten. Angenommen, die Klahatbeispielsweise diese Form:

[ 6A7 & 687 ]

Dann mYsstE; entsprechend so aussehen:
x=[a&b],a- A,b- B
Eine KlauseZ; mit Selbstbezug sShe beispielsweise so aus:
{ X7}

Das dazugeh3rige sShe so aus:
x = { x¥,x% X

Dementsprechend steht hschstwahrscheinlich in der rechtBn Sieitekursiver Aufrif (x9.
Funktionen dieser Form, die der Struktur einer induktiven Menge direkt folgerstheSen
turell rekursiv



1) STRUKTURELLE REKURSION

Die folgende Grammatik beschreibt einfache aussagenlogische AusdrYcke, also Aussagen mit
CundE, CoderE und CnichtE:

6E7 189
| 6E7 : 6E7
| 657 ; 6E7

| A 67

Gedacht ist das folgenderma8esteht fYr Cwahr®, fYr CfalschE, fYr CundE; fYr CoderE
und A fYr CnichtE. Beispiele fYr AusdrYcke sind:

;9
;8
9

™ © O

Beim AusdrucB ;9:8 istnichtklar, wie er gemeintist, da die Klammerung fehlt. In solchen
FSllen schreiben wir einen Ausdruck genau wie in der Arithmetik mit Klammern:

(8;9 ):8
8; (9:8 )

Jeder solche Ausdruck hat einen Wahrheitswert, also CwahrE oder CfalschE, und eine strukturell
rekursive Funktion kann diesen Wahrheitswert errechnen. Diese Funktior ﬂﬂﬁi@tEeinen
Ausdrucle liefert! €' den Werdl, falls der Ausdruck CwahrE ist udalls CfalschE. Die doppel-
ten eckigen Klammern hei§en in der Fachsprache CSemantikklammernE und werden oft benutzt,
um Funktionen auf Mengen zu schreiben, die durch eine Grammatik de+niert sind.

Die Funktionsde+nition besteht, wie oben beschrieben, auf jeden Fall aus einer Verzweigung,
die fYr jede Klausel der Grammatik einen Zweig aufweist:

I

? fallse= 8
o i ? fallse= 9
le" = |, ? fallse=¢e: &
? fallse=e;; &
3o fallse= Aek

& Eine elegante mYndliche Aussprache gibt es daf¥r leider nicht.
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Inden Zweigen f¥r,; undA sind rekursive Aufrufe angezeigt, weilin der Grammatik dort Selbst-

bezYge stehen:

!
o2 fallse = 8
i#? fallse = 9

. def " "

le = -le e fallse= e, : &
H 1", . 1e," fallse=e;; &
e fallse = Ae

Die ersten beiden FSlle liefeumd O respektive, fYr die weiteren FSlle werden folgende Hilfsfunk-

tionen de+niert:

def #1 fallst; =1 undt, =1

alt1z) = $0 sonst

n

!
def #0 fallst; = 0 undt, =0

ot t2) = $ 1 sonst

|
def # 1 fallst=0
O
0 fallst=1

Die Funktiona liefert nur dann ", wenin undt; " sind (sond). Die Funktioro liefert dann ",
wennt; odert, " sind (sondd). Die Funktiom liefert dann ", wentnicht" ist (sonsd). Diese
Funktionen vervollstSndigen nun die De-+nition Von

i1

fallse= 8
» i 0 fallse= 9
le" =, a(le)",!'e") fallse=e;: e
o(le;",le") fallse=e;; e
®need) fallse = Aek

).) STRUKTURELLE INDUKTION

Beweise von Eigenschaften strukturell rekursiver Funktionen funktionieren B entsprechend de
natYrlichen Zahlen und den Folgen Bstnitktureller InduktiorStrukturelle Induktion folgt der

Struktur der Grammatik B vollstSndige Induktion und Folgeninduktion sind SpezialfSlle. Das fol-
gende Beispiel dafYr baut auf den aussagenlogischen AusdrYcken aus dem vorigen Abschnitt ¢
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S$49 ..) Auseinem aussagenlogischen Ausderidkteht der Ausdruekindem jede durch
9,jede® durch8, jedes durch; undjedes durch: ersetztwird. Es gilt fYr jeden Ausdruck
€

Ie" = n(le")

Die Behauptung hat bereits die fYr einen Induktionsbeweis geeignete FormeEfWicdiede
aus einer induktiv de+nierten Menge kommt. Die Behauptung muss jetzt fYr alle m&glichen FSlle
vone bewiesen werden D da die Grammatik fYr AusdrYcke fYnf FSlle hat, sind auch fYnf FSlle zu
beweisere = 8,e= 9,e= e;: e,e ; & unde = Ae% wobeie;, e; und e¥ihrerseits
AusdrYcke sind.

Hier sind die Beweise fYr die F&He8 ,e = 9:

18" =1 19"=0
18" =19" 19" =18"
=0 =1

= n(1) = n(0)

Als NSchstes istder a#t e; : e, an der Reihe. Da die Klausel
67! ... | 6E7 : 6E7

zwei SelbstbezYge hat, gibt es auch eine zweiteilige Induktionsvoraussetzung B die Behauptung
kann fYre; und e, angenommen werdédmg" = n(le;"),!&" = n(!e;"). Der Induktions-
schluss dazu sieht so aus:

lep: &"=a(le",!e")

e &"=lg; &" De+nition vorr
= o(le", 1g")
= o(n('ey"),n(lex™)) Induktionsvoraussetzung
=n(a'e”,'e")

Der letzte Schritt ergibt sich aus genauer Betrachtung der De+nitionemdarbeziehungs-
weise durch Einsetzen aller m3glichen Weitte G¥id 5.

DerFale = e; ; e, folgt analog. Wieder gibt es zwei SelbstbezYge, also gilt wieder die zwei-
teilige Induktionsvoraussetzlieg' = n(!'e;"),!&" = n(!ey"). Induktionsschluss (zu zeigen):
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er; &"=o(le", &)

e, &"=ler: &" De-+nition vorr
= a(ler", &)
= a(n('er"),n(ex™) Induktionsvoraussetzung
= n(o('e.",'ex™)

Schlieglich fehlt noch der Fa#t Ae® Hier gibt es nur einen Selbstbezug, entsprechend lautet die
Induktionsvoraussetzung® = n(!e®). Induktionsschluss (zu zeigen):

1Ae% = n(le®)

IAed = Aet De-+nition vorr
= n(led)
= n(n('e®)) Induktionsvoraussetzung

Das Beispiel zeigt, dass strukturell induktive Beweise durchaus mehr als einen Clnduktionsanfar
haben k3nnen B hier die F8lland9 . Ebenso gibt es mehr als einen Induktionsschluss D einen
fYr jede Klausel mit Selbstbezug, hier sind das drei FSlle.

FYr Beweise mit struktureller Induktion gilt also folgende Anleitung:

". Formuliere Du die zu beweisende Behauptung als Behauptung der Form CFYiXalle
gilt...E (wobeX eine induktiv de+nierte Menge ist), falls das noch nicht geschehen ist.

$. FYhre jetzt einen Beweis fYr jede einzelne Kladseinduktiven De+nition:

#. Schreibe die tberschrifkG F;E, wobeF; eine Bedingung ist, die der Klausel entspricht.
Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das Gf¥r XIE weglSsst und fXr
stattdessdr einsetzt.

%.Wenn die Klausel keinen Selbstbezug enthSlt, so beweise die Behauptung direkt.

&. Wenn die Klausel einen oder mehrere SelbstbezYge enthSlt, so stehen in der therschrift Var
blenx; oderx%o.S., die ihrerseits ElementXasind. Schreibe dann die tberschrift Cinduk-
tionsvoraussetzung:E. Schreibe darunter fYr jeden Selbstbezug die Behauptung noch einr
ab, wobei Du das CfYr alle- X E weglSsst und fXrstattdessexy beziehungsweiz&
einsetzt.

Schreibe darunter das Wort CInduktionsschlussE und beweise die Behauptung. Denke dara
die Induktionsvoraussetzung zu benutzen.
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ANMERKUNGEN

Die erste konstruktive De+nitionen der natYrlichen Zahlen wurde bereits im JahiPY}%on
vorgeschlagen:

D&B274712 .* (P&$21-AC71=&)

Die Mengé\ der natYrlichen Zahlen ist durch folgende Eigenschaffeead@ Axiomgegeben:
". Es gibt eine natYrliche Zahl N.
$. Zu jeder Zahh - N gibt es eine Zahf- N, dieNachfolger vonheist.
#. FYrallen - Nistn®=0.
%.Ausn&= m&folgtn = m.
&.Eine Meng® von natYrlichen Zahlen, welcheaiethSIt und mit jeder Zam - M auch
deren Nachfolgen ist mitN identisch.

Diese De+nitionist Squivalent zu De+n[fign)." von[Sejte $$!. Wie in Defrnjtion ).", |8ksitich
aus den Peano-Axiomen schrittweise konstruieren. Aus ". und $. folgt, dass es natYrliche Zahlen

0, 0% 0%&ps&fpdads

gibt. Ohne di® am Anfang entsteht die Darstellung der natYrlichen Zahlen durch Striche. Die
Axiome # und % besagen, dass es fYr jede Zahl nur eine einzige Strichdarstellung gibt: jedes AnfYgen
eines Striches*€ erzeugt eine v3llig neue Zahl. Ohne Klausel % k3nnte man theoretisch auf die
Idee kommen, dass es zwei unterschiedliche Zahlen gibt, die beide den gleichen Nachfolger haben.
Die Peano-Formulierung ist zwar Shnlich zu De+fitjon ).", weist aber auch interessante Un-
terschiede auf:
¥ FYr Q¥ ist im tSglichen Umgang natYrlich die Bezeichmumd € gebrSuchlich.
¥ Die dritte und vierte Bedingung zusammen besagen, dass die Nachfolgerfunktion injektiv ist,
das hei8t durch fortgesetzte Anwendung der Nachfolgerfunktion entstehen immer neue Ele-
mente.
¥ Schlie§lich beschreibt die fYnfte Bedingunindeitiven Abschlyster festlegt, dass au8er
den solcherma8en erzeugten Elementen keine weiteren existieren. Axiom &wirktauch
onsaxiorgenannt. In De+nitign )." hat das Induktionsaxiom die Yblichere Form CDie obigen
Regeln de+nieratien - N.E Ebenfalls Yblich ist eine Formulierung wie wie Ckleitiste

Menge mit den Eigenschaften ...E.
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AUFGABEN

Al"#3%& ..
Beweise die Gau§sche Summenformel mit vollstSndiger Induktion:

n
5n- N: i
i=0

_n, (n+1)
=

AI'#$%6& ..(

Betrachte folgende Tabelle:

1=1
1%4 = %(1 +2)
1%4+9=1+2+3

1%4+9 %16 = W1 +2+3+4)

Rate die Gleichung, die dieser Tabelle zugrundeliegt und schreibe in mathematischer Notation at
Beweise die Gleichung!

Al"#$%& ..)
Beweise, dass folgende Gleichung fYir-allé gilt:
+ y 2
)" )"
i3= [
i=0 i=0

Al"#$%& .. *

Was ist falsch an folgendem Induktionsbeweis fYr die Behauptung CAlle Pferde haben die gleic
FarbeE?

Induktionsanfang FYr eine leere Menge von Pferden gilt die Behauptung trivialerweise.
InduktionsschlussGegeben sei eine Mengewanl Pferden. Nimm ein Pferd aus der Menge
heraus D die restlichen Pferde haben per Induktionsannahme die gleiche Farbe. Nimm ein ande
Pferd aus der Menge heraus B wieder haben die restlichen Pferde per Induktionsannahme die g
che Farbe. Da die Ybrigen Pferde die Farbe in der Zwischenzeit nicht pl3tzlich gewechselt hab
k3nnen, war es in beiden FSllen die gleiche Farbe, und alRferde haben diese Farbe.
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Al"#$%E& ..+

FYr boolesche VariabkmndB gelten die sogenann2eMorganOschen Gesetze
AA:AB

AA;AB

A(A; B)
A(A: B)

Zeige, dass die Gesetzen gelten, indem Du alle m3glichen Weutef rdurchprobierst.

Al"#$%& ..,

Beweise mittels Induktion, dass Yber Folgen¥r M gilt:
len(cat(u, v)) = len( u) +len(v)

Dabei sden die LSnge von Folgen, de+niert als:
!
#
0 fallsf
len(f ) %'
Slenfd+1 fallsf

1
3+

mf &

Al"#$N& .-

Beweise durch Folgeninduktion:

cat(v,w)=cat(z,w)* v=2z

cat(v,w)=cat(v,z2) * w=z

Al"#$%N& ...

Beweise die Korrektheit der Folgeninduktion aus Abgchriitt ). &[F (Seite $$#) mit Hilfe der vollstSn-
digen Induktion. Beschreibe dazu, wie sich eine Aussage Yber alle Folgen in eine Aussage Yber die
LSngen der Folgen umwandeln ISsst. Setze dann die Klauseln der vollstSndigen Induktion mit den
entsprechenden Klauseln der Folgeninduktion in Beziehung.

Al"#$%& ../
Gib eine induktive De+nition der umgangssprachlich de+nierten Foakisokbschnift))) (Sei-

te[$#]) an.
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Al"#$%& .0

Gib eine Datende+nition fYr die aussagenlogischen AusdrYcke aus|Abschnitt).) an. Programmie
die Funktiorl " sowie die Funktion

Al"#$%& .."
Die Fibonacerunktion auf den natYrlichen Zahlen ist folgenderma8en de+niert:

!
# 0 fallsx =0

pb(n) € | 1 fallsx = 1

bPh(n %2) + bb(n %1) sonst

. &_ &_
Beweise, dasb(n) die ganze Zahl ist, die am rkSchst#ﬁ‘ zu 5liegt, gobe# =1+ 5)2
Anleitung: Zeige, dasb(n) = (# " %$")/ 5,wobes=(1 % 5)/2.

Al"#$%& .(

Eine partielle Ordnurly auf einer Meng®l hei8twohlfundierbdernoetherscivenn es keine
unendlichen Folgdm;);- n gibt, so dass fYraille N gilt

Xi«1 " XjUndXi+1 = X;
auch geschrieben als:
Xi+1 < Xj .

Das Beweisprinzip deohlfundiertendemoetherschen InduktistdafYr zustSndig, die GVYI-
tigkeit einer EigenschBfaufM zu beweisen, wenn es eine wohlfundierte Ordnand aufM
gibt. Es besagt, dass es ausrBithtunter der Voraussetzung nachzuweiser? ¢aseYr alle
VorgSngey vonz gilt. Anders gesagt:

52- M :(5y- M :y<z* P(y))* P(2)*5 x- M : P

Leite die vollstSndige und die strukturelle Induktion als SpezialfSlle der wohlfundierten Induktion
her.






* HIGHER-ORDER-PROGRAMMIERUNG

Der renommierte Informatiker Paul Hudak wurde einst gefragt, was die drei wichtigsten Dinge
beim Programmieren seien. Er antwortete: CAbstraktion, Abstraktion, AbstraktionE. Entsprecher
ist das Mantifg % auf Sgite #( auch eins der wichtigsten:

M$245%$ *
Wenn Du zwei Programmteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inha

lich verwandt sind, abstrahiere!

In diesem Kapitel werden wir dieses Mantra konsequent anwenden. Dabei kommt oft eine besol
dere Art Funktion heraus: Funktionen, die andere Funktionen als Eingabe akzeptieren oder &
Ausgabe liefern. Solche Funktionen hei§erFaurttionen hdherer OrdnurderHigher-Order-
Funktion Um die resultierende Art der Programmierung Bigreer-Order-Programmierubg

geht es in diesem Kapitel.

*# FUSSBALL-FAKTEN ERMITTELN

higher-order/soccer.rkt Code‘

Eine nahezu unersch3p-iche Quelle fYr Diskussionen stellen die Fu§ballergebnisse dar. Hier stel
sich so bedeutsame Fragen wie:

¥ Wie hat diese Saison Bayern MYnchen gegen ". FC Kaiserslautern auswgrts gespielt?

¥ Wie viele Tore sind in dieser Saison gefallen?

¥ Welche Mannschaft ist abstiegsgefShrdet?
All diese Informationen speisen sich aus Ergebnissen der Spiele einer Saison. Ein Spiel kSnnen
folgenderma8en charakterisieren:

; Ein Spiel hat folgende Eigenschaften:
; - Spieltag
- Heimmannschaft
; - Heimmannschaft-Tore
; - Gastmannschaft
- Gastmannschaft- Tore

Wir wissen, das ist schon eine Weile her.
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Es handelt sich sichtlich um zusammengesetzte Daten. Wir mYssen uns Yberlegen, welche Signatu-
ren zu den einzelnen Bestandteilen passen. Spieltag und Tore sind allesamt natYrliche Zahlen. Eine
Mannschaft knnen wir durch ihren Namen als Zeichenkette reprSsentieren. Das ergibt folgende
Record-De+nition:

(define-record game
make-game game?
(game-matchday natural)
(game-home-team string)
(game-home-goals natural)
(game-guest-team string)
(game-guest-goals natural))

Es folgen hier beispielhaft die Ergebnisse des ersten Spieltags der Bundesliga-Saison $!!*/$!"!:

(define gamel (make-game 1 "Wolfsburg" 2 "Stuttgart " 0))
(define game2 (make-game 1 "Mainz" 2 "Bayer 04" 2))
(define game3 (make-game 1 "Hertha" 1 "Hannover' 0))
(define game4 (make-game 1 "Bremeri 2 "Frankfurt " 3))
(define game5 (make-game 1 "NYrnberg" 1 "Schalke" 2))
(define game6 (make-game 1 "Dortmund' 1 "1. FCKSIn" 0))
(define game7 (make-game 1 "Hoffenheim" 1 "Bayern" 1))
(define game8 (make-game 1 "Bochurfi 3 "Gladbach" 3))
(define game9 (make-game 1 "Freiburg " 1 "Hamburg 1))

(define dayl
(list gamel game2 game3 gamed4 game5 game6 game7 game8 game9))

Eine recht einfache Frage ist die Bestimmung der Punktzahl, welche die Gastgebermannschaft in
einem bestimmten Spiel erzielt hat. Die Punktzahl ist zwar eine natYrliche Zahl, es gibt aber nur
drei M3glichkeiterd, 1 und 3. Wir k3nnen also eine prSzisere Signatuials de+nieren:

; Punktzahl in Spiel
(define points
(signature (enum 0 1 3)))

Unsere Funktion fYr die Bestimmung der Punktzahl hat Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und
GerYst wie folgt:

: Punktzahl fYr Heimmannschaft berechnen



FUSSBALL-FAKTEN ERMITTELN 1$*

(: home-points (game -> points))

(check-expect (home-points gamel) 3)
(check-expect (home-points game2) 1)
(check-expect (home-points game3) 3)
(check-expect (home-points game4) 0)

(define home-points
(lambda (game)

)

Entsprechend der Signatur der Ausgabe fallen die Spiele in drei unterschiedliche Klassen, das h
wir brauchen eine Verzweigung mit drei Zweigen entsprechend den drei m8glichen Punktzahlen

(define home-points
(lambda (game)

(cond
(... 3)
(... 0)
(CGRY))))

Die Bedingungen der drei Zweige kommen aus den Fu8ballregeln B wir mYssen die Tore von Heit
und Gastmannschaft vergleichen:

(define home-points
(lambda (game)
(cond
((> (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 3)
((< (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 0)
((= (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 1))))

Das funktioniert schon korrekt, ist aber noch unelegan{gbas-home-goals game)ist
dreimal wiederholt B wir sollten eine lokale De+nition einfYhren, damit es nur einmal dasteht
Ebenso fYr den Aufruf varame-guest-goals . Das sieht dann so aus:

(define home-points
(lambda (game)
(define goalsl (game-home-goals game))
(define goals2 (game-guest-goals game))
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(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1))))

Du kSnntest berechtigterweise fragen, warum die lokalen Vagizikin und goals2 hei8en,
und nichthome-goals undguest-goals hei§en. Das wird bei der nSchsten Funktion (ho.ent-
lich) klar, welche die Punkte ausrechnet, die dem GSsteteam zustehen:

: Punktzahl fYr Gastmannschaft berechnen
(: guest-points (game -> points))

(define guest-points
(lambda (game)
(define goalsl (game-guest-goals game))
(define goals2 (game-home-goals game))
(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1))))

Diese beiden Funktionen sind weitgehend identisch, der einzige Unterschied ist die De+nition der

lokalen Variablegpals1 undgoals?2 . Eine solche Duplizierung von Code istimmer schlecht, vor

allem, wenn sich etwas Sndert. Theoretisch k3nnte der Fu§ballbund die Regeln fYr die Vergabe von
Punkten Sndern, und dann mYssten wir beide Funktionen in gleicher Weise anpassen. Die L§sung
fYr das Problem zeigt sich dadurch, dass wir aus dem gemeinsamen Code der beiden Funktionen

eine neue Funktion machen, entsprechend dem Abstraktions-Mantra:

M$245% *

Wenn Du zwei Programmteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inhalt-

lich verwandt sind, abstrahiere!

Um zu abstrahieren, kopieren wir eine der beiden Funktionsde+nitionen und geben ihr einen neu-

en Namen, in diesem Fadimpute-points :

(define compute-points
(lambda (game)
(define goalsl (game-guest-goals game))
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(define goals2 (game-home-goals game))
(cond

((> goalsl goals2) 3)

((< goalsl goals2) 0)

((= goalsl goals2) 1))))

Nun identi+zieren wir in der kopierten Funktion die Stellen, die sich bei den beiden ursprYngli-
chen Funktionen unterscheiden und ersetzen diese Stellen durch neue Namen. Hier sind das ger
game-guest-goals undgame-home-goals wir ersetzen sie durch die Namengoals-1
undget-goals-2 :

(define compute-points
(lambda (game)
(define goalsl (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1))))

Diese neuen Variablen sind noch ungebunden, wir mYssen sie deshalbmbctaimterbrin-
gen:

(define compute-points
(lambda (get-goals-1 get-goals-2 game)

(define goalsl (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond

((> goalsl goals2) 3)

((< goalsl goals2) 0)

((= goalsl goals2) 1))))

Damit kSnnen wir die bisherigen De+nitionen kome-points undguest-points ersetzen
durch die folgenden:

(define home-points
(lambda (game)
(compute-points game-home-goals game-guest-goals game)))



1%! FUSSBALL-FAKTEN ERMITTELN

(define guest-points
(lambda (game)
(compute-points game-guest-goals game-home-goals game)))

Diese neuen De+nitionen lassen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede beider Funktionen klar
erkennen und vermeiden die doppelte De+nition der Fu8ball-Punkteregeln.

Wichtig: Diese beiden De+nitionen mYssashder De+nition votompute-points  ste-
hen, da davarompute-points noch nicht de+niertist.

Der neuen Funktion fehlt noch eine Signatur. Die Funktion akzeptiert drei Argumente. Das
letzte hat die Signatgame Die ersten beiden werden aus den Funktigaere-home-goals
undgame-guest-goals bestYckt, die jeweils die Sign@ame -> natural) haben. Daraus
k3nnen wir die Signatur féompute-points zusammensetzen:

(: compute-points ((game -> natural) (game -> natural) game ->
points))

In der Signatur tauchen mehrere Pfeile auf, weil die Fucktignute-points ihrerseits zwei
Funktionen als Argumente akzeptiert. Solche Funktionen mit mehreren Pfeilen in der Signatur
hei§er-unktionen hsherer OrdnurderHigher-Order-Funktionen

Die Abstraktion bei der Entwicklung voompute-points hStten wir auch etwas anders
anstellen kSnnen: Wir haben bempute-points die beiden Parametgegt-goals-1 und
get-goals-2  zu dem schon bestehentienbdahinzugefYgt. Wir k3nnen stattdessen auch ein
neuesambda einfYgen. (Bei De+nitionen, in denen noch keitbda steht, mYssten wir das
sowieso.) Das sieht dann so aus:

(define make-compute-points
(lambda (get-goals-1 get-goals-2)
(lambda (game)
(define goalsl (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1)))))

Die Signatur dieser Funktion unterscheidet sich leicht von der Signatumpare-points .
Sie akzeptiert nicht mehr drei Argumente sondern nur zwei, aber liefert dafYr eine Funktion, die
von einem Spiel die Punkte liefert:
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(: make-compute-points ((game -> natural) (game -> natural)
-> (game -> points)))

Mit der Funktionmake-compute-points k3nnen wir ebenfalls alternative De+nitionen von
home-points und guest-points  schreiben. Auf den ersten Blick ist das umstSndlich, wenn
wir das genauso machen wieamihpute-points , da wir noch mehr Klammern brauchen:

(define home-points
(lambda (game)
((make-compute-points game-home-goals game-guest-goals) game)))

(define guest-points
(lambda (game)
((make-compute-points game-guest-goals game-home-goals) game)))

Vielleicht fSlit Dir aber das Muster auf, das diese beiden De+nitionen gemeinsam haben:

(define f
(lambda (x)

(9 X))

Das heiSt, wenn das Programaufruft, ruft diese Funktion diregtauf, mit der gleichen Einga-
be:f undg sind also Squivalent, und wir k§nnten genauso gut schreiben:

(define f @)
Das gleiche Prinzip kSnnen wir auchtearhe-points undguest-points  anwenden:

(define home-points
(make-compute-points game-home-goals game-guest-goals))

(define guest-points
(make-compute-points game-guest-goals game-home-goals))

Man kann auch sch8n an der Signatumaaike-compute-points sehen, dass diese als Resultat
eine Funktion mit Signatggame -> points) liefert, das ist gerade die gewYnschte Signatur
vonhome-points undguest-points

Vielleicht hast Du Dich Yber den Nanmeake-compute-points gewundert: WShrend die
Funktioncompute-points direkt eine Punktzahl berechnet, machke-compute-points
eine Funktion, welche die Punktzahl berechnet: Darum denRi§e-xEs handelt sich also um
eine Art CFunktionsfabrikE.
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Al'#$%& /!

Wir hStten das nel@mbdaauch unterhalb des altermbda einfYgen k3nnen statt oberhalb.
Welche Signatur hStte die Funkiimake-compute-points dann? Warum ist das keine so gute
Idee? !

Die Abstraktionstechnik, die wir fYr die Konstruktion der Funktionerpute-points
und make-compute-points verwendet haben, wenden wir in diesem Buch noch Sfter an. Sie
verdient deshalb eine eigene Konstruktionsanleitung:

K123451647123$28&7412# (0 (A%345$64712)

Wenn Du zwei De+nitionen geschrieben hast, die inhaltlich verwandt sind und viele €hnlich-
keiten aufweisen, abstrahiere wie folgt:
". Kopiere eine der beiden De+nitionen und gib ihr einen neuen Namen.
$. Ersetze die Stellen, bei denen sich die beiden De+nitionen unterscheiden, jeweils durch
eine neue Variable.
#. FYge die neuen Variablen als Parametéamirdader De+nition hinzu oder fYge ein
neuetambdamitdiesen Parametern ein. Du musst gegebenenfalls rekursive Auffufe der
Funktion anpassen.
%.Schreibe eine Signatur fYr die neue Funktion.
&. Ersetze die beiden alten De+nitionen durch Aufrufe der neuen De+nition.

*I' HIGHER-ORDER-FUNKTIONEN AUF LISTEN

’ higher-order/list.rkt Code

Als NSchstes wollen wir herausbekommen, welche Spiele einer Saison unentschieden ausgingen.
Dazu ist zunSchst eine Funktion notwendig, die feststelibagstimmtes Spiel unentschieden
war:

; Ist Spiel unentschieden ?
(: game-draw? (game -> boolean))

(define game-draw?
(lambda (g)
(= 1 (home-points @))))


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/higher-order/list.rkt
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Die Spiele der Saison liegen in einer Liste, wir schreiben also eine Funktion, die aus einer Li:
von Spielen die unentschiedenen herausholt. Kurzbeschreibung, Signatur und GerYst folgen c
Konstruktionsanleitung fYr Funktionen auf Listen. Hier ist die Schablone:

Unentschiedene Spiele rausfiltern
(: drawn-games ((list-of game) -> (list-of game)))

(check-expect (drawn-games dayl) (list game2 game7 game8 game9))

(define drawn-games
(lambda (list)

)

Die Funktion hat eine Liste als Eingabe, es kommt also die entsprechende Schablone zur Anwe
dung:

(define drawn-games
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (drawn-games (rest list)) ...))))

Der rekursive Aufruf liefert die unentschiedenen Spiele des Rests, wir mYssen also nur noch be
ersten Spiel entscheiden, ob es unentschieden ausging:

(define drawn-games
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (game-draw? (first list)) ...
... (drawn-games (rest list)) ...))))

Die Funktiongame-draw?liefert einen booleschen Wert, den k3nnen wir eigentlich nur in eine
binSre Verzweigung stecken:

(define drawn-games
(lambda (list)



1%' HIGHER-ORDER-FUNKTIONEN AUF LISTEN

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(if (game-draw? (first list))
)
... (drawn-games (rest list)) ...))))

AbhSngig davon, ob das Spiel unentschieden ist oder nicht, bringen wir es im Ergebnis unter:

(define drawn-games
(lambda (list)
(cond

((empty? list) empty)

((cons? list)

(if (game-draw? (first list))
(cons (first list) (drawn-games (rest list)))
(drawn-games (rest list)))))))

Analog zulrawn-gamesschreiben wir nun eine Funktion, die alle Spiele aus einer Liste extrahiert,
die die Heimmannschaft gewonnen hat. Dazu brauchen wir eine Funktion ayeatozrdiaw?

Hat die Heimmannschaft gewonner?
(: home-won? (game -> boolean))

(check-expect (home-won? gamel) #t)
(check-expect (home-won? game2) #f)
(check-expect (home-won? game4) #f)

(define home-won?
(lambda (game)
(= 3 (home-points game))))

Die Funktionhome-won-gamesgntsteht analog zZisawn-games

; Spiele herausfiltern , bei denen die Heimmannschaft gewann
(: home-won-games ((list-of game) -> (list-of game)))

(check-expect (home-won-games dayl) (list gamel game3 game6))
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(define home-won-games
(lambda (list)
(cond

((empty? list) empty)

((cons? list)

(if (home-won? (first list))
(cons (first list)

(home-won-games (rest list)))

(home-won-games (rest list)))))))

Die beiden Funktionetrawn-gamesundhome-won-gamesind bis auf den Namen fast iden-
tisch. Der einzige Unterschied ist, dass an der Stallemwerdraw?in der zweiten Funktion
home-wonteht. DarYber k8nnen wir nach Konstruktionsanlefiting $! auf Sdite $%% abstrahie
ren. Dazu kopieren wir die letzte Funktion und denken uns einen neuen Namen aus B da es i
beiden FSllen ums CextrahierenE geht, nehmexinait-games :

(define extract-games
(lambda (list)
(cond

((empty? list) empty)

((cons? list)

(if (home-won? (first list))
(cons (first list)

(extract-games (rest list)))

(extract-games (rest list)))))))

Als NSchstes mYssen wir die Stelle, die sich bei beiden De+nitionen untegscheidei\y?
beziehungsweiseme-won’, durch eine neue Variable bezeichnen. Die nennié wir

(define extract-games
(lambda (list)
(cond

((empty? list) empty)

((cons? list)

(if (f? (first list))
(cons (first list)

(extract-games (rest list)))

(extract-games (rest list)))))))



1%) HIGHER-ORDER-FUNKTIONEN AUF LISTEN

Als NSchstes mYssen wir die neue Variable als ParamletahzlarhinzufYgen. Aufpassen: Die
beiden rekursiven Aufrufe mYssen ebenfalls um den Parameter erweitert werden:

(define extract-games
(lambda (f? list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (f? (first list))
(cons (first list)
(extract-games f? (rest list)))
(extract-games f? (rest list)))))))

(Es ist Geschmackssache, ober der neue Parameter vor oder hinter die alten kommt.)
Die Funktionsde+nition ist damit fertig, aber wir mYssen noch eine Signatur schreiben. Wir
fangen mit der Signatur vanme-won-gamean und erweitern um den zusStzlichen Parameter:

(: extract-games (... (list-of game) -> (list-of game)))

Der zusStzliche ParametéPistien wir fYgame-draw2undhome-won2ingesetzt haben. Die-
se beiden Funktionen haben die Sigrigame -> boolean) , das k3nnen wir also fYr die El-
lipse einsetzen:

(: extract-games ((game -> boolean) (list-of game) -> (list-of game)))

Nun kSnnen wir Aufrufe der alten Funktionen durch Aufrufe der neuen ersetzen. Wir tun das,
indem wir die TestfSlle fifrawn-gamesund home-won-gameanpassen:

(check-expect (extract-games game-draw? dayl)
(list game2 game7 game8 game9))
(check-expect (extract-games home-won? dayl)
(list gamel game3 game6))

Fertig!

Vielleicht hast Du das GefYhl, das Muster der Funitivact-games schon gesehen zu
haben. In der Tat sieht die Funktibre-dillos in Abschnit{"."Slauf Seité "3 ebenfalls
den Funktionedrawn-gamesund home-won-gamesehr Shnlich. Hier ist sie noch einmal zur
Erinnerung:

(: live-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))
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(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))
(cons (first dillos)
(live-dillos (rest dillos)))
(live-dillos (rest dillos)))))))

Und tatsSchlich ® wennwlitlos inlist umbenennen und den gleichen Abstraktionsprozess
wie bedrawn-gamesund home-won-gamesdurchlaufen, dann entsteht die identische Funkii-
onsde-+nition zextract-games . Allerdings gibt es dann immer noch einen Unterschied b die
Signaturen sind unterschiedlich. Die Funkdidract-games kann nur Listen von Spielen ver-
arbeiten, wShretige-dillos eine Liste von GYrteltieren akzeptiert. K&nnen auch darYber B
einmagamedas andere Mdlllo B abstrahieren?

K3nnen wir! Dazu sollten wir die Funktion noch umbenennen, wir wStitewt-list
stattextract-games . Vor allem aber mYssen wir die Signatur Sndern, die bisfzenealfon-
niertist. Auf Signaturebene abstrahieren wir durch Signaturvariablen und ersetzen einfach mal pr
behalber jedgsamedurch%a

(: extract-list ((%a -> boolean) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Diese Funktion k8nnen wir nun versuchen zu verstehen: Sie akzeptiert ein€hsienebeine
Funktion, di€oa akzeptiert. Man kann daran fast schon sehen, was die Funktion macht: Das ein
zige, was sie mit der Funktion anfangen kann, ist sie auf die Elemente der Liste anzuwenden B sc
gibt es ja weit und breit keine andé¥@&s Dass die Funktion einen booleschen Wert produziert,
suggeriert schon, dass anhand dieses Werts unterschieden wird. Die Signatur liefert also wertv
Informationen darYber, was die Funktion macht B wenn auch nicht alle.

A'H$%E /.(

Schreibe eine andere sinnvolle Funktion mit der gleichen Signaktiragidist ! !

Wir betrachten noch eine weitere Anwendungxtmact-list : Wirwollen aus einer Liste von
Spielendie Spiele extrahieren, an denen eine bestimmte Mannschaft teilgenommen hat. Auch d:
de+nieren wir eine Hilfsfunktion, die feststellt, ob eine Mannschaft bei einem Spiel die Heim- ode!
die Gastmannschatft ist:
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; Spielt Mannschaft bei Spiel ?
(: plays-game? (team game -> boolean))

(check-expect (plays-game? "Wolfsburg" gamel) #t)
(check-expect (plays-game?  "Stuttgart " gamel) #t)
(check-expect (plays-game? "Hannover' gamel) #f)

(define plays-game?
(lambda (team game)
(or (string=? team (game-home-team game))
(string=? team (game-guest-team game)))))

Nehmen wir an, wir wollen alle Spiele mit Beteiligung von NYrnberg extrahieren, indem wir die
Funktionextract-list verwenden. DafYr brauchen wir eine Funktion mit Sig(ware
-> boolean) . Die kSnnen wir folgenderma8en de+nieren:

; Spielt NYrnberg mit?
(: plays-nYrnberg? (game -> boolean))

(check-expect (plays-nYrnberg? gamel) #f)
(check-expect (plays-nYrnberg? game5) #t)

(define plays-nYrnberg?
(lambda (game)
(plays-game? "Nvrnberg" game)))

Damit k3nnen wir zum Beispiel alle NYrnberg-Spiele aus der Saison extrahieren:
(extract-list plays-nYrnberg? season-2009/2010)

Soweit so gut. Aber was, wenn wir auch die Spiele des HSV extrahieren wollen? Wir kSnnten eine
Funktionplays-hamburg? de+nieren, aber wenn wir viele solcher Anfragen stellen, wird es auf
Dauer umstSndlich, fYr jeden Verein extra eine De+niton zu schreiben.

Einfacher ist es, stattdessen die Funktion, die witia@tt-list Ybergeben, Cad hocE
mit einemambdazu konstruieren:

(extract-list (lambda (game) (plays-game? "NYrnberg " game))
season-2009/2010)
(extract-list (lambda (game) (plays-game? "Hamburg game))

season-2009/2010)
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Wir sind von der Signatur her vorgegangemact-list erwartet eine Funktion mit einem
Parameter der Signagiamealso schreiben wir éimbdamit einem entsprechenden Parameter.

Wir wollen alle Spiele extrahieren, bei denen NYrnberg beziehungsweise Hamburg dabei ist, a
schreiben wir den entsprechenden Ausdruck in den Rumpf.

AI'H$%E /)

Schreibe eine Funktigames-playing , die alle Spiele aus einer Liste extrahiert, bei denen eine
bestimmte Mannschaft dabeiwar. !

Die Funktionextract-list ist so praktisch, dass sie unter dem Ndiftean  fest eingebaut
ist.

*$ LISTEN UMWANDELN

Bestimmte Fu8balllstatistiken beschSftigen sich damit, wieviele Tore in einem Spiel, an einem Sp
tag oder in einer ganzen Saison geschossen wurden. Grundlage daf¥Yr ist die Anzahl Tore eines
zelnen Spiels. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und GerYst daf¥Yr:

. Gesamttore eines Spiels berechnen
(: total-goals (game -> natural))

(check-expect (total-goals gamel) 2)
(check-expect (total-goals game2) 4)

(define total-goals
(lambda (game)

)

Als Schablone machen wir davon Gebrauch, dass die Eingabe zusammensetzte Daten sind:

(define total-goals
(lambda (game)
. (game-matchday game) ...
. (game-home-team game) ...
. (game-home-goals game) ...
. (game-guest-team game) ...
. (game-guest-goals game) ...))
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FYrdie Gesamt-Torzahl benstigen wigame-home-goals game)und(game-guest-goals
game) die addiert werden:

(define total-goals
(lambda (game)
(+ (game-home-goals game)
(game-guest-goals game))))

Als NSchstes wollen wir die Gesamttore jeweils aller Spiele eines Spieltags herausbekommen. Dazu
wollen wir aus einer Liste der Spiele eine Liste der zugehSrigen Gesamttore machen:

; Gesamttore in einer Liste von Spielen berechnen
(: list-total-goals ((list-of game) -> (list-of natural)))

Das erste Element des Ergebnisses soll die Toranzahl des ersten Spiels der Eingabeliste sein, das zwei
te Element die Toranzahl des zweiten Spiels undsoweiter. Dieser Test illustriert die Funktionsweise:

(check-expect (list-total-goals day1l)
(list24153126 2)

Es folgt das GerYst mit der obligatorischen Schablone fYr Funktionen auf Listen:

(define list-total-goals
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list)
... (list-total-goals (rest list)) ...))))

Falls die Eingabe eine leere Liste ist, so kann auch die Ausgabe nur leer sein. Im anderen Zweig steht
in der Schablone das erste Spiel: von dem muss die Funktion die Toranzahl ermitteln, fYr den Rest
ist das schon passiert. Die beiden Ergebnisse kombinierecavismit

(define list-total-goals
(lambda (list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (total-goals (first list))
(list-total-goals (rest list)))))))
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Al"H#$%N& 1.*

Benutze die Funktidist-sum aus Abschnift']" auf Sefte 1'), um eine Funktion zu schreiben,
welche die durchschnittliche Toranzahl einer Liste von Spielen berechnet. !

Fans sind vielleicht weniger an Gesamttoren interessiert als an den Toren ihrer Mannschatft. Dan
wir uns da einen therblick verscha.en kSnnen, benstigen wir wieder erst einmal eine Funktion,
welche fYr ein einzelnes Spiel die Anzahl der Tore einer bestimmten Mannschaft berechnet:

Tore einer Mannschaft aus einem Spiel berechnen
(: team-goals (team game -> natural))

(check-expect (team-goals  "Wolfsburg" gamel) 2)
(check-expect (team-goals " Stuttgart " gamel) 0)

Was soll passieren, wenn die gewYnschte Mannschaft bei dem Spiel nicht dabei war? Ein Fehle
(check-error (team-goals "Hannover' gamel))

GerYst und Schablone machen zunSchst wieder davon Gebrauch, dassyesrsizhrbeiu-
sammengesetzte Daten handelt:

(define team-goals
(lambda (team game)
... (game-matchday game) ...
... (game-home-team game) ...
... (game-home-goals game) ...
... (game-guest-team game) ...
... (game-guest-goals game) ...))

Au8erdem gibt es eine Fallunterscheidung in den Daten, je nachdem, ob die gesuchte Mannsch
die Heim- oder die Gastmannschaft ist, was zu einer Verzweigung mit zwei Zweigen fYhrt:

(define team-goals
(lambda (team game)
(cond
((string=? team (game-home-team game))
(game-home-goals game))
((string=? team (game-guest-team game))
(game-guest-goals game)))))
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Jetzt wollen wir auch diese Funktion benutzen, um eine ganze Liste von Spielen, bei denen eine
bestimmte Mannschaft mitspielt, in die Liste der Tore dieser Mannschaft verwandelt. Signatur und
Kurzbeschreibung sehen so aus:

; Tore einer Mannschaft aus einer Liste von Spielen auflisten
(: list-team-goals (team (list-of game) -> (list-of natural)))

Al"#$%E& .+

Schreibe einen Testfall, der eine Liste der Tore von Hamburg in einer Saison berechnet. Benutze
dazuilter ! !

GerYst und Schablone sehen so aus:

(define list-team-goals
(lambda (team list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (list-team-goals team (rest list)) ...))))

Und wieder kommt bei einer leeren Liste als Eingabe eine leere Liste heraus, und wir wenden im
cons-Fall die zuvor geschriebene Hilfsfunktion auf das erste Element an und bauendit
Ergebnis-Liste:

(define list-team-goals
(lambda (team list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (team-goals team (first list))
(list-team-goals team (rest list)))))))

Fertig!

Allerdings ruft mal wieder das Abstraktions-Mantra: Die Funktishéntal-goals
undlist-team-goals  Shneln sich stark. Sie unterscheiden sich nur darin, dass bei der ersten
total-goals  auf dem ersten Element der Liste auferufen wird und beim zweitegoals .

Um zu abstrahieren, gehen wir wieder nach Konstruktionsarjlejtung $! &uf Beite $%% vor. Wir
kopieren eine der beiden Funktionen (wir nehmen die erste) und geben ihr einen neuen Namen:
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(define list-apply
(lambda (list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (total-goals (first list))
(list-apply (rest list)))))))

Die Funktion hei8list-apply , weil sie eine Funktion auf alle Elemente einer Liste anwendet.
Als NSchstes mYssen wir eine Variable dort einfYhren, wo die beiden Funktionen sich unte
scheiden, nSmlich beial-goals . Wir nennen die Funktion einfath

(define list-apply
(lambda (list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))
(list-apply (rest list)))))))

Nun mYssen wir die neue Variable noctambdaunterbringen, ohne zu vergessen, sie auch im
rekursiven Aufruf aufzufYhren:

(define list-apply
(lambda (f list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))
(list-apply f (rest list)))))))

Al"#$%E& /.,

€ndere die De+nition volmst-total-goals so, dass dist-apply  benutzt. !

Wir brauchen noch eine Signatur fYr die neue Funktion. Wir versuchen sie mal, Cvon nullE zL
konstruieren, indem wir aufschreiben, was wir wissen. Wir wisskst;glasly  zwei Argu-

mente hat, von denen das erste eine einstellige Funktion und das zweite eine Liste ist. Augerd
produziert die Funktion auch eine Liste als Ergebnis. Das sieht schriftlich so aus:
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(: list-apply ((... -> ...) (list-of ...) -> (list-of ...)))

Wir haben zwar Yber zwei Funktionen abstrahiert, die sich mit Spielen beschSftigen. Aber die ent-
standene Funktiolist-apply  hat nichts Fu8ball-spezi+sches mehr an sich. Wir wissen also
nichts Yber die Signatur der Elemente der Eingabeliste. Wir schreiben dort also eine Signaturva-
riable hin:

(: list-apply ((... -=> ...) (list-of %element) -> (list-of ...)))

Nun wissen wir, dass die Elemente der Eingabeliste als Eingabe fYr dief Frankiéonlet wer-
den, wir k8nnen also auch dételementhinschreiben:

(: list-apply ((%element -> ...) (list-of %element)
-> (list-of ...)))

Die De+nition votiist-apply  legtauchfYrdas Ergebnis¥éeine Signatur fest. Wir schreiben
also auch da eine Signaturvariable hin:

(: list-apply ((%element -> %result) (list-of %element)
-> (list-of ...)))

Es fehlt nur noch die Signatur fYr die Elemente der Ergebnisliste. DafYr mYssen wir den Aufruf
voncons betrachten, dessen erstes Argument gerade das Ergebnis des Ausuf3admuss
deshalb auchbresult hin:

(: list-apply ((%element -> %result) (list-of %element)
-> (list-of %result)))

Bei solchen Signaturen, in denen Yberhaupt nichts Yber die Signaturvariablen bekannt ist, ist es
Yblich, kYrzere Namen fYr die Signaturvariablen zu wShlen, zum Beispiel so:

(: list-apply ((%a -> %b) (list-of %a) -> (list-of %b)))
Fertig!

Al"#3%& /.-

Schreibe audlst-team-goals ~ so um, dass bst-apply ~ verwendet. Du musst einen Shn-
lichen Trick verwenden wie bei der Kombinationesdract-list undplays-game? im vo-
rigen Abschnitt auf Sefte $&!. !

Die Funktionlist-apply ist Shnlich praktisch wiger  aus dem vorigen Abschnitt und ist
darum unter dem Namenapfest eingebaut.
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In Abschnit{".Jhaben wir auf Sefte |') die Funktionkst-sum  undlist-product
ben, welche die Summe einer Liste von Zahlen bildet:

;. Summealer Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-sum ((list-of number) -> number))

(define list-sum
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 0)
((cons? list)
(+ (first list) (list-sum (rest list)))))))

; Produkt der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-product (list-of-numbers -> number))

(define list-product
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(* (first list) (list-product (rest list)))))))

geschrie-

Die De+nitionen votiist-sum und list-product  unterscheiden sich, bis auf den Namen,

nur an zwei Stellen: im Zweig Bmpty, wo das jeweilige neutrale Element steht, und im Zweig
fYrcons, wo die Funktion steht, die benutzt wird, um das erste Element mit dem Ergebnis des re
kursiven Aufrufs zu kombinieren. Es ist also eine gute Idee zu abstrahieren! Wir gehen wieder na
Konstruktionsanleiturigb! auf S¢ite [5%% vor. Weil wir noch nicht genau wissen, was die Funktic
machen wird, nennen wir giex in der Ho.nung, dass uns spSter ein besserer Name einfSlit:

(define xxx
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(* (first list) (xxx (rest list)))))))
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Als NSchstes mYssen wir die Unterschiede zwischen den beiden Funktionen durch neue Varia-
blen ersetzen, das sind hier getadel *. Die neuen Variablen nennen wir-empty und
for-cons , weil sie in den Zweigen Bfmpty respektiveons stehen:

(define xxx
(lambda (list)
(cond
((empty? list) for-empty)
((cons? list)
(for-cons (first list) (xxx (rest list)))))))

FYrden nSchsten Schritt fYgen wir die neuen Variablen zum bestahentigminzu. Wir mYs-
sen wieder darauf achten, die Variablen auch zum rekursiven Aufruf hinzuzufYgen:

(define xxx
(lambda (for-empty for-cons list)
(cond
((empty? list) for-empty)
((cons? list)
(for-cons (first list)
(xxx for-empty for-cons (rest list)))))))

Diese Funktion kann sowohl die Aufgabelisum als auch die vdist-product  erledi-
gen:

(xxx 0 + (list 1 2 3 4))

T 10

und so aufmultiplizieren:

(xxx 1 * (list 1 2 3 4))

T 24

Als NSchstes steht nach Konstruktionsanleitung die Signatur fYr die neue Funktion an. Es liegt na-
he, die Signatur vdist-sum beziehungswelg-product  zuverallgemeinern. FYrden neu-
en Parametéor-empty verwenden wir die Signatur vdand 1, alsciumber FYrfor-cons
verwenden wir die Signatur veund*, alsqdnumber number -> number}

(: xxx (number (number number -> number) (list-of number) -> number))

BeinSherer Betrachtung steht aber in der De+nitiomxatierdings nichts Czahlenspezi+schesE,
wir kSnnten also versuchemymberdurch eine Signaturvariable zu ersetzen, wie wir es auch bei
list-apply  beziehungsweismpm vorigen Abschnitt gemacht haben:
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(: xxx (Ya (Ya %a -> %a) (list-of %a) -> %a))

Das hei8t, wir k3nnten versuchgrx mit etwas aufzurufen, das keine Liste von Zahlen ist. Wir
brauchen daf¥r ein passendes zweites Argument, also eine Funktion, deren Signafiradie Form
%a -> %ahat. Ein Beispiel ist die Funktiappend, die zwei Listen aneinanderhSngt und fol-
gende Signatur hat:

((list-of %element) (list-of %element) -> (list-of %element))

Weil wir (list-of %element)  fYr%aeinsetzen, brauchen wir als weitere Argumentgxyr
noch eine Liste als erstes und eine Liste von Listen als drittes Argument. Das kSnnte so aussehe

(xxx empty append (list (list 1 2 3) (list 4 5 6) (list 7 8 9)))
1T #<list 1234567809

Wir k3nnen als@xx benutzen, um eine Liste von Listen C-achzuklopfenE.

Aber ist das schon die beste Signatun®¥? Wir k3nnen wie bdist-map untersuchen,
ob die%a tatsSchlich alle gleich sein mYssen. Um das herauszubekommen, k3nnten wir mal a
nehmen, sie seien alle verschieden:

(¢ xxx (%a (%b %c -> %d) (list-of %e) -> %f))

Wenn wir aber die De+nition varx genau anschauen, dann sehen wir, dass jeweils einige Signa-
turvariablen gleich sein mYssen:
¥ Die Signatutoavonfor-empty muss die gleiche sein #Ggweilfor-empty als Ergebnis
vonxxx verwendet wird.
¥ Die Signatuoldes ersten Arguments yoncons muss die gleiche sein wie die der Listen-
element&oaweil als erstes Arguméiintst list) verwendet wird.
¥ Die Signatutoades Arguments vdar-cons muss die gleiche sein Wiweil das Ergebnis
vonxxx dort verwendet wird.
¥ Die Signatutoddes Ergebnisses oncons muss ebenfalls die gleiche seibiyiweil der
Aufruf vonfor-cons als Ergebnis vomxx verwendet wird.
Aber immerhin mYsséfeund %knicht gleich sein. Es bleibt:

(: xxx (Ya (%b %a -> %a) (list-of %b) -> %a))

Al"#$%E& /..
Verfolge die Auswertung von
(xxx 0 + (list 1 2 3))

im Stepper! !
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Im Stepper kannst Du sehen, dassfolgendermag8en arbeitet:
(xxx e c#<list a; ... a, >)
T
(ca (ca (... (cau) ..))
Im Fall vor0 und +wird die Liste dann zu einem einzelnen Wert reduziert oder Czusammengefal-
tetE, weswegen wir die Funktlat-fold  nennen.
Die Funktionsweise voist-fold k8nnen wir daran veranschaulichen, dass sich die ur-
sprYngliche Liste auch als

(cons a; (cons a, (... (cons a, empty ...)))
schreiben ISsst. Das heist, an die Stel®wertritt cund an die Stelle vampty tritt e.

Al"#$%& 1./
Kannst Du daraus ableiten, was hierbei herauskommt, ohne DrRacket zu benutzen?

(list-fold empty cons (list 1 2 3))

Eine andere, praktische Darstellundisbfold  ist, die Gleichung mit dem Operataischen

den Operanden zu schreiben (und nicht davor). Um das deutlich zu machen, schreiben wir fYr
for-cons nichtcsonderr:

(list-fold c = #<list a; ... an>)

T

a=(a=(..(an=¢)...))

Die Funktionlist-fold ist erstaunlich vielseitig und kann die Aufgaben vieler anderer Funk-
tionen auf Listen erledigen. Zum Beispiel kSnnen wirsirepoply  noch einmal vorknSpfen

und versuchen, die De+nition rigt-fold zu schreiben. Hier zur Erinnerung die bisherige
Fassung:

(define list-apply
(lambda (f list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))
(list-apply f (rest list)))))))
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Wir wollenlist-apply  infolgende Form umschreiben:

(define list-apply
(lambda (f list)
(list-fold ...

list)))
Wir mYssen passende Werte fYr die beiden Paraméitgefatth  +ndenfor-empty und
for-cons .Inlist-apply  stehtimempty-Zweigempty.
Beifor-cons ist es nicht so o.ensichtlich. Wir kSnnen uns aber an der Signatur orientieren.

Gefragtist eine Funktion mit zwei Argumenten: das erste ist das erste Listenelement, das zweite
Resultat des rekursiven Aufrufs. Wir kSnnen also so anfangen:

(define list-apply
(lambda (f list)
(list-fold empt
(lambda (first-list result)
)
list)))
Im Rumpf des neudambdamYssen wir nun Code hinschreiben, der dem Colitetaapsply
im cons-Zweig entspricht, also:

(cons (f (first list))
(list-apply f (rest list)))

Allerdings mYssen wir die Parameter autadandabenutzen, aldost-list undresult :
first-list ist gerade der Wert v@irst-lits) ,result das Resultat des rekursiven Auf-
rufs. Wir ersetzen also CrYckwSrtsE:

(define list-apply
(lambda (f list)
(list-fold empty
(lambda (first-list result)
(cons (f first-list)
result))

list)))
Fertig!
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Al"#$%& 10

Schreibe auf die gleiche Weideact-list mit Hilfe vonlist-fold um! !

Die Funktionlist-fold ist so praktisch, dass auch sie fest eingebaut ist, und zwar unter dem
Namenfold .

*.& SCH...NFINKELN

Vielleicht erinnerst Du Dich an die Funktjdays-game? auf Seit@/o*. Wir haben sie geschrie-
ben, um mit Hilfe vorextract-list Spiele zu extrahieren, bei denen eine bestimmte Mann-
schaft mitspielt. Allerdings konnten plitys-game? nicht direkt mitextract-list verwen-

den, weikxtract-list eine einstellige Funktion akzeptj@etys-game? aber zweistellig ist.

Wir mussteriambda verwenden, um eine passende Funktion zu konstruieren. Zur Erinnerung,
das sah so aus:

(extract-list (lambda (game) (plays-game? "NYrnberg " game))
season-2009/2010)
(extract-list (lambda (game) (plays-game? "Hamburg game))

season-2009/2010)

Die beidetambdas sind bis auf den Namen der Mannschaft fast identisch, das schreit mal wieder
nach Abstraktion! DafYr brauchen wir eine Funktion, die salobelas wie oben erzeugt. Wenn

wir eins davon kopieren und gerade die unterschiedliche Stelle durch eine Variable ersetzen, sieht
das so aus:

(lambda (game) (plays-game? team game))

Jetzt mYssen wir nogfamirgendwo binden. Es ist nicht sinnvoll, es zum existieriandeta
hinzuzufYgen B dann hStten wir wieder eine zweistellige Funktion. Stattdessen machen wir ein
lambdadrumherum und geben dem ganzen einen Namen:

(define plays-game?/team
(lambda (team)
(lambda (game) (plays-game? team game))))

(Der SchrSgstrich gehsrt ganz normal zum Namen.)
Diese Funktion akzeptiert eine Mannschaft und liefert wieder eine Funktion, die fYr fYr Spiel
einen booleschen Wert liefert. Sie hat also folgende Signatur:
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(: plays-game?/team (team -> (game -> boolean)))

Jetzt kSnnen wir die Aufrufe vextract-list mit Hilfe vonplays-game?/team schreiben:

(extract-list (plays-game?/team "NYrnberg ")
season-2009/2010)
(extract-list (plays-game?/team "Hamburg)

season-2009/2010)

Eine Shnliche Konstruktion k3nnen wirYam-goals durchfYhren, um es zum Beispiel einfa-
cher mitist-apply  zu verwenden. Dabei kommt folgende De+nition heraus:

(: team-goals/team (team -> (game -> natural)))
(define team-goals/team
(lambda (team)
(lambda (game)
(team-goals team game))))

Wir k3nnen wieder abstrahieren, nSmlich Mbgs-game?/team undteam-goals/team D

die sind identisch bis auf die Funktion, die am Ende aufgerufen wird. Wir kopieren also wiedel
und ersetzen diese Funktion durch die neue Vdriabtdl wir noch nicht absehen kSnnen, wo

die Reise hingeht, nennen wir die Funktion erstmal wieder

(define xxx
(lambda (team)
(lambda (game)
(f team game))))

FYr den neuen Namen machen wir wieder ein lzsubda:

(define xxx
(lambda (f)
(lambda (team)
(lambda (game)
(f team game)))))

Wir brauchen eine Signatur. Da theibdas involviert sind, brauchen wir drei Pfeile. Augerdem
ist das erste Argument fYgine Funktion, die zwei Argumente akzeptiert D noch ein Pfeil:

Goxxx ((.. ... > ) > (> (L->0)

Viele Pfeile B lass Dich nicht aus der Ruhe bringen!
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Wir abstrahieren zwar Yber zwei Funktionen, die sich mit Fu§ball beschSftaporalves-
derist es so, dass die entstandene Funktion nichts fugball-spezi+sches hat. Wir versuchen es deshalb
ersteinmal wieder mit Typvariablen und fangen mit der Signatweiwowir nehmen einfach mal
drei verschiedene Variablen B gegebenenfalls +nden wir spSter heraus, dass einige davon gleich sein
mYssen:

(: xxx ((Ya %b -> %c) -> (... -=> (... -> ..))))

Innerhalb vomxx wirdf aufgerufen mileamundgamedie zu den Signaturéserespektivéob
gehsren. Die weitere Analyse wird darum vereinfacht, weleamvin a und gamen b umbe-
nennen:

(define xxx
(lambda (f)
(lambda (a)
(lambda (b)

(f a b))
Mit diesen Namen wir den Rest der Signatur ablesen:
(: xxx ((%a %b -> %c) -> (%a -> (%b -> %c))))

Wie sollte die Funktion hei§en? TatsSchlich ist sie berYhmt und geht auf Arbeiten der Mathemati-
kerM%)!) S*+#-"#.//  undH").!//C0$$1  zurYck.Im englischsprachigen Raum hei§t das
Verb dazu darurcurry, im deutschsprachigen RaschsSn!nkelmdercurry!zierenHier also die

+nale Version:

; Funktion schSnfinkeln
(: curry ((%a %b -> %c) -> (%a -> (%b -> %c))))

(define curry

(lambda (f)
(lambda (a)
(lambda (b)
(f a b))
Hier ist ein Testfall, deurry zusammen mitlays-game? verwendet:
(check-expect (list-apply ((curry team-goals) "Hamburg)
(filter ((curry plays-game?) "Hamburg)

season-2009/2010))
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(list14433113032201042
20133001220020141)

Al"#$%& /"

Schreibe ein Beispiel, dasy zusammen mieam-goals verwendet! !

Die curry -Funktion macht aus einer zweistelligen eine einstellige Funktion, die aber im Prinzip
das gleiche macht. Um die zweistellige Funktion aufzurufen, muss das Programm beide Argumet
auf einmal liefern, im anderen Fall kommen sie nacheinander b aber das Ergebnis istam Ende
gleiche.

Wenn wir aus einer zweistelligen Funktion eine einstellige machen kSnnen (also eine einstelli
Funktion, die eine einstellige Funktion liefert), geht das auch umgekehrt? Na klar! Dazu drehe
wir die Signatur gegenYberry um, indem wir die Teile vor und hinter dem Pfeil in der Mitte
vertauschen:

: Funktion entsch Snfinkeln
(: uncurry ((%oa -> (%b -> %c)) -> (%a %b -> %c)))

Als Test lassen wincurry auf das Resultat vanirry los:
(check-expect ((uncurry (curry +)) 3 4) 7)

FYr die Konstruktion orientieren wir uns wiedagiy an der Signatucurry akzeptiert eine
Funktion und liefert eine zweistellige Funktion. Wir fangen deshalb folgenderma8en an:

(define uncurry
(lambda (f)
(lambda (a b)

)

Die innere Funktion soll einen Wert mit Sign&tgoroduzieren. Um den zu bekommen, mYssen
wir zunSchst mit einem Wert der Signatraaufrufen B den haben wir rait

(define uncurry

(lambda (f)
(lambda (a b)
.. (fa .

Der Aufruf (f a) liefert wiederum eine Funktion mit Signa@sb -> %c) wir mYssen also
noch einmal Klammern drummachen undslhiefern b das ist in diesem Ball
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(define uncurry
(lambda (f)
(lambda (a b)

((f a) b))

Fertig!
Damit ist die Transformation esomorphismuess gilt folgende Gleichung fYr Funktiohen
mit zwei Parametern:

(uncurry (curry f)) =f

AI'HS$%8 /.(

Versuche, Funktionenirry3 unduncurry3 zu schreiben. Sie solleneiigry unduncurry
arbeiten, aber fYr Funktionen mit drei statt nur mit zwei Eingaben. !

*.!  LEXIKALISCHE BINDUNG

In diesem Abschnitt schreiben wir ausnahmsweise keine neuen Funktionen, sondern untersuchen
einen subtilen Aspekt des Verhaltens von Funktionen: den Umgang mit Variablen. Dir ist sicher
schon aufgefallen, dass wir in unterschiedlichen Funktionen oft die gleichen Namen verwenden,
zum Beispiel hier:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
)
(define run-over-dillo
(lambda (dillo)

n)
Obwohl der Parameter in beiden Funkticdiéa heiSt, haben die beiden nichts miteinander zu
tun. Das kannst Du im Stepper nachvollziehen, wenn Du bei der Auswertung zusiehst. Du kannst
es aber auch direkt am Programm sehen. Um der Sache auf den Grund zu gehen, betrachten wir
folgendes Programm:

(define pi 3.14159265)

Fl Sche eines Kreises ausrechnen
(: circle-area (real -> real))
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(check-expect (circle-area 5) 78.53981625)

(define circle-area
(lambda (radius)
(* pi radius radius)))

Indem Programm interessieren uns die Variablemdradius , die mehrmals auftauchen® man
spricht darum auch von unterschiedlicieikommenieser Variablen.

Die Auswertung des Tests fYhrt dazu, dass im Rumfafdleda voncircle-area  die
Variableadius ersetzt wird. Dieser Vorgang hei§t &iodungund das ist so, weddius als
Parameter irambda steht. Dieses Vorkommen als Parameter hei§Bautingder Variable.
Die beiden Vorkommen voadius im Rumpf(* pi radius radius) , die ersetzt werden,
hei§engebundene Vorkommanch dagi im Rumpf voncircle-area  wird ersetzt und ist
darum ein gebundenes Vorkommen. Das dazugehsrige bindende Vorkommendefielt im
obendrYber.

Je nachdem, ob die Bindung define oderlambda passiert, verhSlt sie sich unterschied-
lich. Das kannst Du sehen, wenn Du das obige Programm laufen ISsst und in dediREPL
undpi auswertest:

> radius

radius: Variable ist nicht definiert
> pi

3.14159265

Das hei8tpi k3nnen wir Yberall benutzen: Man sagt auchpdaéserall im Programsichtbar
ist. Es handelt sich j@i um eineglobale VariableSlobale Variablen werden auch von Record-
De+nitionen mitefine-record gebunden. Im Gegensatz dazwaidiis nurim Rumpf des
lambdasichtbar, dessen Parameter es ist b es ist eine solydwadehtziable

Lokale Variablen entstehen au§erdem durch lokale De+nitionen wie zum Beispiel beider Fun
tion home-points in Abschnit{*.] auf Seife $#*. Wenn eine lokale De+nition am Anfang eines
lambda-Rumpfes steht, ist sie in dem Rumpf sichtbar. Wenn sie im Zweipeithsteht, ist sie
nur in diesem Zweig sichtbar.

Die Beziehung zwischen den Bindung und gebundenen Vorkommen kannst Du in DrRacket
visualisieren, indem Du auf den Kn8ghtaxprYfung (EnglisctCheck Syntax) drYckstund
dann mit dem Mauszeiger Yber Variablenvorkommen streichst. Aljbildung *." zeigt exemplarisc|
wie das aussieht.
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(define pi 3.141592865)

; Flédche eines Kreises ausrechnen
(: eircle-area (real -> reall)

(check-expect (circle-area 5) 78.53981625
(define circle-area
(Lambda [rHEgshundsnBVorkommﬂ
(» pi radius ra®ius)))

Abbildung ).: Anzeige von Bindung nach SyntaxprYfung

AI'H$%8 )

Probiere di€yntaxprYfung auf dem Fu8ball-Code aus und untersuche zum Beispiel die Varia-
blen in der Funktiohome-points . !

Eine dritte Kategorie von Bindung gibt es auch noch, nSmlich die CeingebautenE Variablen
wiestring-append und+, die Shnlich global sichtbar sind wie die globalen Variablen. Wenn Du
Yber sie nad®yntaxprYfung streichst, wirdmportiert aus angezeigt.

Damit kSnnte man meinen, es sei alles zur Bindung gesagt: Globale und eingebaute Variablen
sind Yberall sichtbar; eine lokale Variable ist innerhaltaihbes-Rumpfes beziehungsweise
cond-Zweiges sichtbar. Aber was ist mit der folgenden Funktion?

(define f
(lambda (x)
(define y (+ x 1))
(lambda (x)
(+ xy))

Die ist zugegeben kYnstlich konstruiert. Aber wie verhSit sie sich?
Al"#$%& /.*
Was liefert die Auswertung vigh 1) 2) ? !

In dieser Funktion gibt esveivariablen namens Zwei Bindungen als Parameter und auch zwei
gebundende Vorkommen. Welche gebundenen Vorkommen geh3ren zu welchen Bindungen? Hier
gilt die Regel der sogenanrexikalischen Bindung
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D&B274712 /! (L&C76$873:;& B72@!2#)

Du +ndest die zu einem gebundenen Vorkommen zugehsrige Bindung, indem Du von innen nact
au8en in der Klammerstruktur der Funktion suchst: Die erste Bindung als Parameter oder lokal
De+nition, die Du so +ndest, gehsrt zu dem gebundenden Vorkommen.

Wenn Du auf diese Art und Weise keine Bindung +ndest, halte Ausschau nach einer globale
De+nition. Wenn Du keine globale De+nition +ndest, muss es sich um eine eingebaute beziehung
weise importierte De+nition handeln.

Die lexikalische Bindung ordnet einer Bindung ihre gebundenden Vorkommen zu. Das bedeute
dass Du, wenn Du eine Bindung und all ihre gebundenen Vorkommen unbenennst, das Verhalte
des Programms nicht Snderst. Entsprechend sind also Variablen, die zu unterschiedlichen Bindi
gen gehsren, unterschiedliche Variablen. Wenn Du nach einer SyntaxprYfung Yber einer Variat
das KontextmenY (Crechte MaustasteE) aufrufst, gibt es dort einamfherieénnender das
Umbenennen automatisiert.

Die De+nition vorf kommt Dir vielleicht esoterisch vor B wir haben kYnstlich unterschied-
liche Variablen gleichen Namens angelegt. TatsSchlich haben wir aber schon oft Programme -
schrieben, bei denen mehrere Variablen gleichen Namens auftauchen, zuletzt zum Beispiel bei
Funktionhome-points :

(: home-points (game -> points))

(define home-points
(lambda (game)

)

Hier gibt es zwei Variablen namgasie In der Signaturdeklaration ist das die Siggataeaus

der gleichnamigen Record-De+nition. In der Funktion ist es der PagametBieser erfYllt die
Signatugameb darum haben die Signatur und der Parameter ja gerade den gleichen Namen, ur
diese Beziehung deutlich zu machen.

Der Begri. Clexikalische BindungE suggeriert, dass es noch andere Formen der Bindung git
TatsSchlich funktioniert Bindung in einigen anderen, vornehmlich Slteren Sprachen, nach andk
ren Prinzipien, oft unter dem Begdiynamische Binduzgsammengefasst. Lexikalische Bindung
wird oft auchstatische Bindurgggnannt. CStatischE bedeutet im Kontext der Programmierung
Cbevor das Programm ISuftE und statische Bindung bedeutet, dass Du die Beziehung zwisch
Bindungen und gebundenen Vorkommen am Programmtext ablesen kannst. Bei dynamischer Bi
dung ergibt sich diese Beziehung erst, wenn das Programm ISuft.
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Man k3nnte meinerfetztwSre alles gesagt zur Bindung. Aber es gibt noch eine weitere Beson-
derheit, nSmlich wenn in einer De+nition (gleich ob lokal oder global) die Variable, die de+niert
wird, auch gleich wieder auftaucht. Auch davon haben wir schon stSndig Gebrauch gemacht, nSm-
lich in rekursiven Funktionen, wo fYr den rekursiven Aufruf genau die Variable benutzt wird, in
deren De+nition sie sich be+ndet.

Al"#$%E& 1.+
Zu welchen Bindungen gehSren die gebundenden Vorkommemvolgendem Programm?
(define g
(lambda (x)
(define x (+ x 1))

(define y (+ x 1))
(lambda (x)

(+ x )
Kannst Du vorhersagen B ohne es in der REPL auszuprobieréfublyva®) liefert? !

AUFGABEN

Al"#$%& /.,

Schreibe eine Funktiany?, die eine Liste akzeptiert sowie eine Funktion, die fYr jedes Listenele-
ment entwedeft oder#f liefert. Any?soll#t zurYckgeben, wenn mindestens die Funktion fYr
mindestens ein Element der LigteurYckgibt, sonsf .

Schreibe eine analoge Funkéeery?, die dand#t zurYckgibt, wenn die Funktion fYr alle
Elemente der Listé zurYckgibt, songf . Schreibe zunSchst eine Fassung nach dem Muster von
any?. Schreibe eine zweite Fassung, die eamfgelaufruft und selbst keine Rekursion benutzt.

Al"#$%& /.-

Schreibe Funktiondeed-animals undrun-over-animals die mit Hilfe der Funktionenin
Abschnitf%]$ auf Séité & alle Tiere einer Liste fYttert respektive YberfShrt.

Al"#$%& /..

Schreibe folgende Funktionen unter der Verwendurfgteon !
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¥ Schreibe eine Funktiemens, welche die ungeraden Zahlen aus einer Liste entfernt,

¥ eine Funktiorwount-zeroes , die in einer Liste von Zahlen die Nullen zShlt,

¥ und eine Funktiomultiples , die eine Zatm und eine Liste von Zahlen akzeptiert, und eine
Liste alle Vielfachen der ZaHiefert.

Al"#$%& 1./
Programmiere eine Funktifliter-map , die als Argumente eine Funktopmit einem Argu-
ment sowie eine Lidtekzeptierilter-map  soll als Ergebnis die Liste der RYckgabewerte von
p fYr diejenigen Elemente vonurYckgeben, fYr giicht#f zurYckgibt.

Beispiel:

(filter-map (lambda (x)
(if (even? x)
(+ x 1)
#))
(list 1 2 5 17 24 13))
T #<list 3 25>

Al"#$%& /1.(0
Verwende die Funktidist-fold ~ um folgende Funktionen zu schreiben:
". Schreibe eine neue Version der Funktibmap , die eine Funktion auf jedes Element einer
Liste anwendet und die Liste der Ergebnisse liefert.
$. Schreibe eine Funktitiat-or , die eine Funktion auf alle Elemente einer Liste anwendet,
die jeweils ein Boolean liefert, und die Resultate mirknY pft.
#. Schreibe eine Funktiaount-trues , die ein Funktion mit boolescher RYckgabe auf alle
Elemente einer Liste anwendet und zShlt, wie KSuatigY ckgegeben wird.
%. Schreibe eine Funktioontains? , die#t liefert, wenn ein Elementin einer Liste enthalten
ist, sonstf .
&. Schreibe eine Funktioemove-duplicates , die alle doppelten Elemente aus einer Liste
+ltert.

Al'H$%8, /.(

Fu8ballreporter zitieren gern obskure Fakten Yber vergangene Spiele, wenn sie zum Spielver
wenig zu sagen haben.
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Hier ein Beispiel:

CInder Saison $!!*/$!"l gab es jaimmerhin vier Spieltage, an denen die gr3§te Tor-
di.erenz kleiner als # war.E

". Stelle dem Fu8ballreporter Hilfsfunktionen zur VerfYgung, die ihm erlauben, eine Antwort
auf solch eine Frage zu +nden:
An wie vielen Spieltagen der Saison #$$%/#$&$ war die gr§8te Tordi"erenz kleiner als
'
Schreibe mit Hilfe dieser Funktionen einen Ausdruck, der testet, ob die am Anfang dieser Auf-
gabe zitierte Aussage Yber die Tordi.erenzen in der Saison $!!*/$!"! stimmt!

(a) Schreibe eine Funktion, die aus einer Liste die Dubletten entfernt. Diese Funktion akzeptiert
eine Liste sowie eine Funktion, die zwei Elemente der Liste akzeptiert und zurYckliefert, ob
diese gleich sind. (Also zum Beislieli Listen von Zahlen.) Sie liefert dann eine Liste, in
der jedes Element Cnur einmal vorkommtE, also kein anderes, das dazu gleich ist.

(b) Schreibe eine Funktion, die aus der Liste aller Spiele eine Liste aller Spielplannummern ex-
trahiert.

(c) Schreibe eine Funktion, die aus der Liste aller Spiele eine Liste von Listen aller Spiele machtb
so dass in jeder Teilliste alle Spiele eines Spieltags zusammengefasst sind.

(d) Schreibe eine Funktion, welche die Tordi.erenz eines Spiels zurYckliefert.

(e) Schreibe eine Funktion, welche das maximale Element einer Liste berechnet. Die Funktion
sollte neben der Liste eine Funktion akzeptieren, die berechnet, ob ein Element Ckleiner oder
gleichE einem anderen ist.

(f) Schreibe schlie§lich einen Ausdruck, der die Anzahl der Spieltage der Saison $!!*/$!"! lie-
fert, bei denen die gr38te Tordi.erenz kleiner als # war.

$. Schreibe AusdrYcke, die folgende Fragen beantworten B entwickele dazu, falls nstig, weitere
Hilfsfunktionen:
¥ An welchem Spieltag gab es die meisten Heimsiege?
¥ An welchem Spieltag +elen die meisten Tore?
¥ Gab es mehr Siege fYr die Heimmanschaften an ungeraden Spieltagen als an geraden?

A"H$%E 1.((

Betrachte das folgende Programm:

(define x 2) ;o --> zwel
(define y -1) ;  --> minuseins
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(define z -3) ;. --> minusdrei
(define f
(lambda (x 2)
(+ (*xx)zy))
(f 4 -2)

Benenne die Variableny und z, die in den ersten drei Zeilen des Programms de+niert werden,

im kompletten Programm um, und zwam zwei, y in minuseins undz in minusdrei . Achte

bei der Umbenennung auf die lexikalische Bindung. Benenne keine Parameter dedr funktion
Nachdem Du die Umbenennung durchgefYhrt hast, welches Ergebnis liefert der Ausdruck

(f4-2) 2

Al'#$%&. 1.()

Betrachte das folgende Programm:

(define x 2) ;o--> ZWel
(define y 4) ; --> vier
(define z co--> f

(lambda (x y 2)
(+ x (z y)

(z y x (lambda (z) (+ x 2)))

Benenne die Variableny und z, die in den ersten drei Zeilen des Programms de-+niert werden,
im kompletten Programm um. Der neue Name der Variable steht als Kommentar im Programm
hinter dem Pfeil{> ). Achte bei der Umbenennung auf die lexikalische Bindung. Benenne keine
Parameter der Funktiarum.

Berechne, nachdem Du die Umbenennung durchgefYhrt haben, vén lardlambda
(z) (+ x 2)))) und halte die Zwischenschritte fest.

Al"#$%E& /.(*
Betrachte folgendes Programm:

(define x 1)
(define y 3)
(define z 5)
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(define f
(lambda (x)
((lambda (y)
((lambda (z)
(+z(*xy))
(+ x 2)))
(+ xy))
fy)

Benenne hier alle lokalen Variablen, die innerhalb der Fing&banden werden, um. Ver-
Sndere nicht den Namen der Variaklgnundz aus den ersten drei Zeilen des Programms. Wel-
ches Ergebnis liefert der Ausdrffick) nach der Umbenennung?

Al"#$%& /.(+

Programmiere ein einfaches Telefonbuch: Ein Telefonbuch ist als Funktion reprSsentiert, die den
Namen einer Person akzeptiert und die Telefonnummer der Person zurYckliefert.

". De+niere zunSchst eine Signaitenebook-result  fYr das Ergebnis des Nachschlagens in
einem Telefonbuch. Ein solches Ergebnis ist entweder eine Telefonnummer oder ein Wert, der
Cnicht gefundenE darstellt,

Die Signatur des Telefonbuchgssting -> phonebook-result)

$. De+niere einen Weztnpty-phonebook, der das leere Telefonbuch reprSsentiert.

#. De+niere eine Funktiadd-to-phonebook , die ein Telefonbuch, einen Namen und eine
Telefonnummer erwartet und das um den neuen Eintrag erweiterte Telefonbuch zurY ckliefert.

%. Schreibe eine Funktiokup-in-phonebook , die ein Telefonbuch und einen Namen ei-
ner Person erwartet und die Nummer der Person im Telefonbuch zurYckliefert. Beispiele:
¥ (lookup-in-phonebook empty-phonebook "Hang') liefert Cnicht gefundenE.
¥ (lookup-in-phonebook

(add-to-phonebook empty-phonebook "Hans' "754829")
"Hans')
liefert die Nummer (&%)$*.
¥ (lookup-in-phonebook
(add-to-phonebook empty-phonebook "Hans' "754829")
"Lea")
liefert Cnicht gefundenE.
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AI"#$%& /.,

Diese Aufgabe ist fYr Dich geeignet, falls Du das entsprechende Wissen aus der Mathematik bes
Ein Polynom ist eine Funktion v&mnachR und hat folgende Form:

P(X)= @+ a1, X+a, X°+...+3a,, x"

Ein Polynom wird also eindeutig durch die Koe,ziemighisa, bestimmt.
". Schreibe die Datende-+nition fYr Polynome.
$. Programmiere eine Funktipolynomial+ , die zwei Polynome addiert. Schreibe ggf. zutref-
fende Eigenschaften auf und YberprYfe diese!
#. Programmiere eine Funktipolynomial* , die zwei Polynome multipliziert. Beispielsweise
werden die Polynonag + a;x undhy + byx nach folgendem Schema multipliziert:

ag, (bo+ by, x)
+ ale (kb+b_|.1 X)
= a, h+a, bix+a;, x+a, bx?

Schreibe ggf. zutre.ende Eigenschaften auf und YberprYfe diese!

%.Schreibe eine Funktipolynomial-function , die ein Polynom akzeptiert und eine Funk-
tion liefert, die ein Polynom an einer bestimmten Stelle auswertet, also gerade dgp Funktion
aus der De+nition entspricht.

&. Die Ableitung eines Polynomwie oben ist bekanntlich durch

px)= as+2, a,, x+3, az, x2+...+n, a,, x"¥!
gegeben. Schreibe die Funktiolynomial-derivative  , die von einem gegebenen Poly-
nom das abgeleitete Polynom berechnet.

A'HSY%E /(-

Listen lassen sich nach verschiedenen Kriterien sortieren: zum Beispiel aufsteigend, absteig
oder abhSngig von einem Feld der Elemente. So kann eine Liste von Fugballspielen nach der ¢
samtanzahl der Tore, der Anzahl der Tore des Heimteams oder der Anzahl der Tore des GSstetes
oder der Anzahl der Tore der gewinnenden Mannschaft sortiert werden. Das Kriterium fYr die
Sortierung wird durch eine Funktion festgelegt, die ermittelt, ob ein Elemente vor einem andere
stehen soll.
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". Schreibe eine Funktion, die eine Liste nach einem beliebigen Kriterium sortiert. Die Funktion
sollte folgende Signatur haben:

(¢ list-sort ((%a %a -> boolean) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Das erste Argument ist eine Funktion, die ®@mtmungrealisiert, also zwei Elemente ver-
gleicht, und#t zurYckliefert, falls sie schon in der richtigen Reihenfolge siwd ,fatls
nicht. Zum Beispiel k3nnesr oder>=fYr das Sortieren von Listen von Zahlen verwendet
werden.

$. Benutze diese Funktion, um eine Liste von Fu8ballspielen nach den folgenden Kriterien zu
sortieren:
¥ Gesamtanzahl der Tore,
¥ Anzahl der Tore der Heimmannschaft,
¥ Anzahl der Tore des Gastmannschaft oder
¥ Anzahl der Tore der gewinnenden Mannschaft

A'H$%E /(.

Folgen mit unendlicher LSnge lassen sich als zusammengesetzte Daten mit zwei Komponenten
reprSsentieren: Dabei ist die erste Komponente das erste Element der Folge und die zweite eine
Funktion ohne Parameter, die, wenn sie angewendet wird, eine Folge mit den restlichen Elementen
ohne das erste liefert. Solche unendlichen Folgen &&&@nsSchreibe Daten- und Record-
De+nition fYr Streams!

Folgende Funktion soll einen Stream aus natYrlichen Zahlen liefern, ab einer Zahl

Stream mit Zahlen ab n erzeugen
(: from (natural -> stream))
(define from
(lambda (n)
(make-stream n
(lambda () (from (+ n 1))))))

(Dabei ist angenommen, dass der Konstruktor der Record-Deraitierstream hei8t.) Zur
Betrachtung von Streams ist folgende Funktion nYtzlich, welche die Elsteente eines Stre-
ams als Liste extrahiert:

erste Elemente eines Streams in eine Liste extrahieren
(: stream-take (natural stream -> (list-of %a)))
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(define stream-take
(lambda (n stream)

(if =n 0)
empty
(cons (stream-first stream)
(stream-take (- n 1)
((stream-rest-function stream)))))))

(Dabeihabenwirangenommen, dass die Selektesen-first  undstream-rest-function
heigen.)

Stream-take |Ssst sich zum Beispiel auf das Ergebriimvomnwenden:

(stream-take 17 (from 4))

#i<list 4 56 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20>

Programmiere einige intellektuelle Herausforderungen mit Streams!

%.

Programmiere eine Funktistneam-drop , die eine natYrliche Zahlind einen Stream ak-
zeptiert, und einen neuen Stream liefert, der aus dem alten durch Weglassemdg&leersten
mente entsteht:

(stream-take 17 (stream-drop 3 (from 4)))
1 #<list 789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23>

. Programmiere eine Funktisineam-filter ~ analog ztilter

(stream-take 10 (stream-filter odd? (from 1)))
T #<list 13579 11 13 15 17 19>

. Programmiere eine Funktidrop-multiples , die eine Zahi und einen Stream von Zah-

lens akzeptiertDrop-multiples  soll einen Stream liefern, in dem gegers¥dlier Vielfa-
chen vom entfernt wurden:

(stream-take 10 (drop-multiples 3 (from 1)))
1 #list1 2457810 11 13 14>

Schreibe eine Funktisieve , die aus einem Stream von Zahlen all diejenigen Zahlen ent-
fernt, die Vielfache von VorgSngern im Stream sind:

(stream-take 10 (sieve (from 2)))
1 #<list 2357 11 13 17 19 23 29>

Um was fYr Zahlen handelt es sich in dem Beispielaufruf und warum?
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&. Schreibe eine Funktipowers, die fYr eine Zall einen Stream ihrer Potenzen liefert:

(stream-take 10 (powers 2))
1 #<list 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024>

. Schreibe eine Funktistream-map analog zlist-map :

(stream-take 10 (stream-map (lambda (x) (+ x 1)) (from 1)))
1T #<list23456789 10 11>

(. Schreibe eine Funktiorerge die zwei aufsteigende Streams von Zahlen zu einem aufsteigen-
den Stream der Elemente beider Streams vereinigt:

(stream-take 10 (merge (powers 2) (powers 3)))
T #<list 23489 16 27 32 64 81>

). Schreibe eine De+nition fYr einen Stream aufsteigend sortierter Potenzen von Primzahlen:

(stream-take 10 prime-powers)
1 #list 2345789 11 13 16>

De+niere dazu zunSchst einen Stream aus Streams von Potenzen
(define prime-powers-stream (stream-map powers (sieve (from 2))))

De-+niere eine Funktionerge-streams, welche diesen Stream akzeptiert und die Elemente
der Streams apeme-powers-stream mit Hilfe vonmergeaufsteigend sortiert.

Al"#$%E& /.(/
Betrachte folgende mysteri§se Funktion:

¢ /1 (a -> (%b -> %b)) (list-of %a) -> (%b -> %b)))

(define /1
(lambda (proc lis)

(cond
((empty? lis)
(lambda (y)

y))
((cons? lis)

(lambda (y)
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((proc (first lis))
((/ proc (rest lis))

y))

Hinweise:Beachte die Signaturen! In mehreren Teilaufgaben gibt es Gelegemhgitbazie-
hungsweisencurry zu benutzen.
¥ Vergleiche die Funktion niigt-fold ~ und beschreibe, wie undlist-fold ~ zueinander
in Beziehung stehen. Schreibe, falls msglich, eine De+nitibn d@alist-fold  benutzt
und umgekehrt.
¥ Schreibe mit Hilfe vofi eine Funktiotist-sum , welche die Elemente einer Liste addiert.
¥ Schreibe eine Funktiorsert , die eine reelle Zahhkzeptiert und eine Funktion zurYcklie-
fert, die eine aufsteigend sortierte Liste von reellen Zahlen konsumiert und eine Liste zurYcl
liefert, in den an die entsprechende Stelle der Liste einsortiert wurde.
¥ Schreibe mit Hilfe vold eine Funktion, die eine Liste von reellen Zahlen aufsteigend sortiert.

Al"#$%& /.)0
Betrachte folgendes mysteriSse Programm:

(define y
(lambda (f)
((lambda (x)
(f (lambda (z) ((x x) 2))))
(lambda (x)

(f (lambda (z) ((x x) 2))))

(define m
vy
(lambda (f)
(lambda (x)
(cond
(= x 1)
1)
(> x 1)
*x (F G x 1))

~
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Probieremaus B was macht die Funktion?
Die Funktiory wird auctFixpunktkombinatgenannt. Das Themakommtin Abschnitt "p6.).#
auf SeitE %&! noch einmal ausfYhrlich:

Al'#$%& 1.)'
Beweise, dass fYr Funktiopemit einem Parameter, die einparametrige Funktionen zurYckge-

ben, und Funktionep, mit zwei Parametern gilt:

(curry (uncurry  p1)) = p1
(uncurry (curry  po)) = po

AI"#$%E 1.)(

Eine Funktiorf istidempotentvenn gilt:

(compose f f) = f

Zeige, dass folgende Funktion idempotent ist:

(define abs
(lambda (x)
(if (negative? x)
(- )
X))

Welche anderen idempotente Funktionen kennst Du?
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Manche Berechnungen funktionieren am einfachsten, wenn sie ein Zwischenergebnis mitfYhre
und aktualisieren. Die bisherigen Konstruktionsanleitungen fYr Funktionen, die Listen oder na:
tYrliche Zahlen verarbeiten, k3nnen das aber nicht. Wir brauchen dafYr eine neue Programmie
technik, das Programmieren Alikumulatorepund entsprechend angepasste Konstruktionsan-
leitungen. Beides behandeln wir in diesem Kapitel.

#'# ZWISCHENERGEBNISSE MITFtHREN

\ akkumulatoren/accumulator.rkt Code

Wir fangen mit einer scheinbar einfachen Funktion an: Gefragt ist eine Funktion, die eine Liste
invertiert, also die Reihenfolge ihrer Elemente umdreht:

Liste umdrehen
(: invert ((list-of %a) -> (list-of %a)))

(check-expect (invert empty) empty)
(check-expect (invert (list 1 2 3 4)) (list 4 3 2 1))

GerYstund Schablone sehen wie folgt aus:

(define invert
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (invert (rest list)) ...

... (first list) ...))))

Um den Rumpf zu vervollstSndigen, k3nnen wir uns an dem zweiten Testfall orientieren D da is
list die Liste mit den Elementen" $ # %. Entsprechéinmdtislist) die Zahl "(rest
list) die Liste mit den Elementen $ # %, das hei§ der rekursive Aufruf liefert die Liste mit der
Elementen % # $. Um das gewYnschte Ergebnis mit den Elementen % # $ " zu bekommen, mY
wir deshallffirst list) hinten an das Ergebnis des rekursiven Aufrufs anhSngen.

Um ein Elemertiintenan eine Liste zu hSngen, haben wir bisher noch keine fertige Funktion ®
die mYssen wir erst noch schreiben. Wir k§nnten die Arbeit jetzt unterbrechen, um das zu tun. Wil
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n! ZWISCHENERGEBNISSE MITFTHREN

machen erstmal nur eine Notiz, dass wir das spSter machen B in Form einer Kurzbeschreibung und
einer Signatur:

: Element an Liste anhSngen
(: append-element ((list-of %a) %a -> (list-of %a)))

Wenn wir diese Funktion voraussetzen, kSnnenweirt recht einfach fertigschreiben:

(define invert
(lambda (list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(append-element (invert (rest list))

(first list))))))

Die Funktionappend-element ist ganz Shnlich der Funktiooncatenate aus Abschni.
ZunSchst TestfSlle:

(check-expect (append-element (list 1 2 3) 4) (list 1 2 3 4))
(check-expect (append-element empty 4) (list 4))

GerYstund Schablone:

(define append-element
(lambda (list element)
(cond
((empty? list) ..))
((cons? list)
... (first list) ...
... (append-element (rest list) element) ...))))

Im cons-Fall kSnnen wir auch hier die LSsung anhand eines Beispiels +nden: Im Téstfall hat
die Elemente " $ #, der rekursive Aufruf liefert also $ # %. Wir(fir¥sgist) , also die ",
nur noch vorne dranhSngen, nihs. Im empty-Fall hSngen wilement hinten an eine leere
Liste B wir brauchen deshalb eine einelementige Listem@nt drin, das k3nnten wir mit der
eingebautelist machen:

(define append-element
(lambda (list element)
(cond
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((empty? list) (list element))
((cons? list)
(cons (first list)
(append-element (rest list) element))))))

Hier wollten wir gern CFertig!E wie sonst auch schreiben, aber die Funktion funktioniert nicht:
DrRacket beschwert sich, dass nach der $.nenden Klamnigstvatement)  keine Funk-
tion steht sonderfi<empty-list> . Wups! Das liegt daran, dass wir zwgisin element)
die eingebaute Funktitist gemeint haben, wir aber auch einen Parameter mit dem Namen
list benutzen, und der Yberdeckt nach den Regeln der lexikalischen Bindung au@schnitt *,
auf Seitg ] die eingebaute Funktion.

Wir k8nnen das Problem auf zwei Arten ISsen B wir benennen den Parameter um oder wir
konstruieren die einelementige Liste Cvon HandE. Wir haben uns fYr letzteres entschieden:

(define append-element
(lambda (list element)
(cond
((empty? list) (cons element empty))
((cons? list)
(cons (first list)
(append-element (rest list) element))))))

Doch zurYck zinvert . Schon das Invertieren von Listen der LSnge "!!! eine ganze Wei-
le. Du kannst das ausprobieren, indem Du die Funidioies aus Abschnift (J$ auf Sejite $!!
verwendest und das hier in der REPL auswertest:

(invert (copies 1000 42))

Das dauert auf dem alten Computer von Michael Sperber immerhin ein paar Sekunden: Das wS

vielleicht in den (ler Jahren noch akzeptabel gewesen. Das Invertieren einer Liste der LSnge %

dauermehrals doppelt so lang wie das Invertieren einer Liste der LSnge $!! benstigt. Das liegt dar-

an, dassivert beijedem rekursiven Aufrypend-element aufruft, undappend-element

selbst macht soviele rekursive Aufrufe wie die Liste lang ist. Das sind fYr eine Liste der LSnge $! f

den ersten Aufruf voappend-element "* Aufrufe, fYr den zweiten ") Aufrufe undsoweiter.
Dassindalst9 + 18 + 17 + ... + 1 rekursive Aufrufe. Vielleicht erinnerst Du Dich  das

ist ein Beispiel fYr die Gau§sche Summenformel, siehe Aps¢hnitt ). $[af Seite $"#:

n
SRR )

i=0
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Anzahl der rekursiven Aufrufe
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Anzahin der Listenelemente

Abbildung '*.l:  Funktionaufrufe bei invert

Wenn Du diese Formel fYrimmer gr$8er werdeadsrechnest, wird die Zahl schwindelerregend
schnell grs8er, wie Abbildung]'!." zeigt. Woran liegt das?
Wenn Du die rechte Seite ausmultiplizierst, steht da:

n, (n+1) _n2+n
2 2

In der Formel bestimmt da$ das schnelle Wachstum, agehdratisclgenannt.

Zum GIYck gibt es eine bessere Methode, eine Liste umzudrehen: DieasbigEunk-
tion konstruiert die Ergebnisliste, indem stets EletmateaangehSngt werden. Das entspricht
nichtder CnatYrlichenE Konstruktion von Listeramits, das ein ElemembrnanhSngt. Das Er-
gebnis lie§e sich durch AnhSngen vorn ganz einfach konstruieren, indem in folgender Reihenfolge
Zwischenergebnisse berechnet werden, wie hier fYr der(ifestfalllist 1 2 3 4))

#<empty-list>
#<list 1>

#<list 2 1>
#<list 3 2 1>
#<list 4 3 2 1>
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Jedes Zwischenergebnis entsteht aus dem vorhergehenden, indem ein Elementvornandie Liste
Yber angehSngt wird. Dies geschieht in der Reihenfolge, in der die Elemente in der ursprYnglich
Liste auftreten: scheinbar einfach. Allerdings erlaubt die normale Konstruktionsanleitung fYr Lis
ten nicht, dieses Zwischenergebnis mitzufYhren: Das Ergebnis des rekursivénvufrufs
(rest lis)) ist unabhSngig vom Wert vginst lis) . Damit aber ist es der Funktion aus
der normalen Konstruktionsanleitung unmsglich, die obige Folge von Zwischenergebnissen nac
zuvollziehen, da von einem Zwischenergebnis zum nSchstéfirgeriigle  vorn angehSngt
wird. Wir mYssen also etwas anders an das Problem herangehen.

Um das Zwischenergebnis mitzufYhren, benutzen wir einen separaten Parameter, einen so
nannterAkkumulator Dieser sammelt die invertierte Liste der bisher schon CgesehenenE Elemer
te auf. Hier ist die Signatur der neuen Funktigart-helper

; Hilfsfunktion zum Umdreheneiner Liste
(: invert-helper ((list-of %a) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Der folgende Testfall soll illustrieren, wie die Funktion arbeitet:

(check-expect (invert-helper (list 4 5 6) (list 3 2 1))
(list 6543 21)

Die zweite Liste D der Akkumulator B enthSlt die Cbereits invertiertenE Elemente. Die erste Lis
ist noch nicht verarbeitet; die Elemente werden nacheinander an den Akkumulator vorn drange
hSngt. FYr die De+nition der Funktion setzen wir erst einmal die bereits bekannte Schablone e
fYr Funktionen, die eine Liste akzeptieren:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (invert-helper (rest list) ...) ...))))

Ziemlich viele LYcken noch! FYllen wir erstmal die einfachstepigaFall: Dann nSmilich hat
die Funktion schon Calle Elemente gesehenE und diese in den Akkimaatéator Chinein-
akkumuliertE B der enthSIt dann die invertierte Eingabeliste:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)
(cond
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((empty? list) inverted)

((cons? list)

... (first list) ...

... (invert-helper (rest list) ...) ...))))

Im cons-Fall mYssen wir das Argument zum zweiten Parameiterardielper — ergSnzen:

Wir sind natYrlich versucht, da einfasterted hinzuschreiben wie bei vielen anderen rekursi-

ven Funktionen vorher. Aber wir mYssen doch die Elemetig vata noch Chineinakkumulie-

renE und aus dem vorigen Zwischenergebnis das nSchste machen. FYr das CHineinakkumulierenE
nehmen wir das erste Element und hSngen es vorn an, so wie wir es in der Beispielrechnung auch
gemacht haben:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)
(cond
((empty? list) inverted)
((cons? list)

(invert-helper (rest list)
(cons (first list) inverted))

-))))

Was mYssen wir noch dazuschreiben? Die Funktion arbeitet schon die Eingabeliste ab und akku-
muliert ihre Elemente inverted hinein. Sie ist bereits fertig, wir mYssen nur die Ellipsen weg-
machen:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)
(cond
((empty? list) inverted)
((cons? list)
(invert-helper (rest list)
(cons (first list) inverted))))))

Die Funktion kann schon was, ist aber nicht identisch zur ursprYnijliclien-Funktion, die
ja nur eine Eingabe hat. Um Ceinfach nur eine Liste umzudrehenE, k3mmesrilirelper
mit einem leeren Akkumulator aufrufen, wie in diesem Testfall:

(check-expect (invert-helper (list 1 2 3) empty)
(list 3 2 1))
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Al"#$%& 0.

De+nierenvert um, so dass ewert-helper  benutzt! !

Die neue Version vanvert benutzt keine Hilfsfunktion und macht soviele rekursive Aufrufe
wie die Eingabeliste Elemente hat, ihre Laufzeit wSchiseatso
Die Funktioninvert ist so nYtzlich, dass sie unter dem Namesise eingebaut ist.

#'.1 SCHABLONEN FtR FUNKTIONEN MIT AKKUMULATOR

Auch fYr Funktionen mit Akkumulator entwickeln wir eine Konstruktionsanleitung. Vorher wol-
len wir aber noch einmal anhand eines weiteren Beispiels Revue passieren lassen, wie der Kons
tionsprozess bei solchen Funktionen eigentlich genau aussieht. Wir nehmen uns eine Funktion vi
die wir eigentlich schon kennen, nSmlich aus Abgchnitt*." ajf Seite ™):

: Summealer Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-sum ((list-of number) -> number))

Wir nehmen uns allerdings diesmal vor, mit Akkumulator zu arbeiten. Dazu mYssen wir uns Ybe
legen, was fYr Information der Akkumulator eigentlich akkumulieren soll. Das Zolitschien-
ergebnisein, eine vorlSu+ge Version des gewYnschten Endergebnisses. Da hier das Endergebn
Summe aller Listenelemente ist, nehmen wir als Zwischenergebnis die Summe aller Listeneleme
die unsere Funktion schon CgesehenE hat und nesnen\&r schreiben folgende Schablone:

(define list-sum-helper
(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) ... sum ...)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list)

(... (first list) ... sum ...))))))

Warum sieht sie gerade so aus, beziehungsweise: Was ist der Unterschied zur ganz normalen ¢
blone fYr Listen als Eingabe aus Konstruktionsanleitung ") guf Beite "(&? Hier ist sie zur Erinnerur
noch einmal:

(define f
(lambda (... list ...)
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(cond

((empty? list) ...)
((cons? list)

(first  list)

(f (first list))

)
Im empty-Zweig steht der Akkumulatsmm wShrend in der Schablone aus Konstruktionsanlei-
tung[") gar nichts steht: Hier ist die Liste am Ende und es ist Zeit, das Endergebnis auszurechnen,
das imempty-Zweig herauskommen soll. Weil der Akkumulator ein Zwischenergebnis ist, muss
er am Schluss zumindest nah am Endergebnis dran seist ieisetzte Zwischenergebnis das
Endergebnis.

Im cons-Fall steht ein rekursiver Aufruf rfiest list) als Listen-Argument B wie in
Konstruktionsanleiturjg|") auch. Au8erdem steht dort eine Hilfestellung fYr die Berechnung des
Akkumulator-Arguments, also des nSchsten Zwischenergebnisses. Da sollte das letzte Zwischen-
ergebnis B hisumD und das nSchste Listenelerffest list) eingehen. Darum stehen
sie in der Schablone. Dieser Teil der Schablone ist also nur eine Erweiterung der ursprYnglichen
Schablone.

Au8erdem fSllt Dir vielleicht auf, dass um den rekursiven Aufruf herum keine Ellipsen
stehen: Du solltest da nichts drumherum schreiben. Das liegt daran, dass der letzte rekursive Auf-
ruf vonlist-sum-helper  am Ende der Liste das Ergebnis produziert B das muss die Funktion
einfach unverSndert zurYckliefern, und darum steht da nichts drumherum.

Um die Funktion zu vervollstSndigen, mYssen wir noch klarer als bisher formulieren, was ge-
nau der AkkumulatasunreprSsentiert. Oben haben wir etwas salopp geschrieben, dass es sich um
die Summe aller Listenelemente handelt, welche die Funktion schon CgesehenE hat. Die sind aber
fYrlist-sum-helper  gar nicht mehr sichtbar. Wir k3nnen sie sichtbar machen, indem wir die
Funktionlist-sum einbeziehen, dist-sum-helper  aufruft. Hier ist die Schablone dafYr:

(define list-sum
(lambda (listO)
(list-sum-helper list0 ...)))

Wir haben bewusst den NanistD  gewShlt, damit wir ihn nicht mit deist ~ aus der Funk-
tion list-sum-helper  durcheinanderbringen. (Anders als noctelberse B wir versuchen,
es besser zu machen.)
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~§\(;Zgégehenl‘i list 7

listO

Abbildung *.":  Gesehene Elemente einer Liste in einer Funktion mit Akkumulator

Abbildund™.$ zeigt die Beziehung zwisdiséh undlist :list0 istdie Listaller Ele-
mentelist markiert die Stelle, an der dishsum-helper  gerade be+ndet, besteht also aus
noch nicht gesehenen Elementen.

Bevor wir nun die Schablone ausfYllen, sollten wir Yberlegen, in welchem VietBSltnis
list undsumstehen. Hier ist das nSmlich noch einfach, aber bei machen Funktionen mit Akku-
mulator werden wir sehen, dass es schwieriger ist. In diesem Fall kSnnte das so aussehen:

sumist die Summer aller Elementkstd  vorlist

Diese Aussage sollten wir als Kommentar in die Funktion schreiben, denn daraus ergibt sich all
weitere. Weil sie so wichtig ist, hat sie einen eigenen Namagante (CVarioE hei§t im Latei-
nischen Csich SndernE, entsprechend ist eine In-variante etwas, was sich nicht verSndert.)

Um die Funktion fertigzustellen, fangen wir damitan, die L Yickesnm  zuschlie§en, die
list-sum-helper  mitlist0 aufruf.ListO undlist sindalso gleich b es gibt keine Elemente
Cvorlist E. Die Summe dieser leeren Liste istd damit auch das Argument im Aufruf von
list-sum-helper

(define list-sum
(lambda (list0)
(list-sum-helper list0 0)))

Als nSchstes ist denpty-Zweig dran. Hier istumdie Summe aller Elementeligir , und, weil
list leerist, sind dadle Elemente vohist0 . Deswegen isuimdas gewYnschte Endergebnis.
Zwischenstand:

(define list-sum-helper
; sumist die Summaller Elemente in listO vor list
(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) sum)
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((cons? list)
(list-sum-helper (rest list)
(... (first list) ... sum ..)))))

Es bleibt der rekursive Aufruf. Hier mussram@Nert vonsumberechnet werden, also die Sum-
me aller Elemente Vpest list) . Dazu mYssen wir auf die bisherige Sufimste list)
addieren:

(define list-sum-helper
sumist die Summeller Elemente in listO vor list
(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list) (+ (first list) sum))))))

Fertig!

Also najaP es nervt etwas, immer zwei Funktionen schreiben zu mYssen tineljramer
dranzuhSngen. Wir k3nnen die Funktion Ybersichtlicher machen, intienswin-helper
zu einer lokalen De+nition innerhalb lishsum machen:

(define list-sum
(lambda (list0)
(define list-sum-helper
; sumist die Summeraller Elemente in listO vor list
(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list) (+ (first list) sum))))))
(list-sum-helper list0 0)))

Augerdem kannst Du, wenn Dich desper nervt, einen knackigeren Namen wShlen, der Dir
besser gefSlit. Wir nehnaesumulate :

(define list-sum
(lambda (list0)
(define accumulate
; sumist die Summeraller Elemente in listO vor list
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(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(accumulate (rest list) (+ (first list) sum))))))
(accumulate list0 0)))

Aus diesem Beispiel ergibt sich folgende Konstruktionsanleitung:

K123451647123%$28&7412# (' (L734&2 $83 E72#$%&, =74 A66!=18$415: S:;$%812&)

Wenn Du eine Funktion schreibst, die eine Liste akzeptiert und einen Akkumulator benutzen

soll, gehe folgenderma8en vor:
". tberlege Dir, was fYr Information der Akkumulator reprSsentieren soll. Das ist typi-

scherweise ein Zwischenergebnis D also ein vorlSu+ger Wert fYr das Endergebnis. Ins
besondere ist die Signatur des Akkumulators die gleiche wie die des Endergebnisses.

$. Konstruiere die Schablone wie folgt:

(define f
(lambda (... listg ...)
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) ... acc ...
((cons? list)
(accumulate (rest list)
(... (first list) ... acc ...))))))
(accumulate listgy ...)))

#. Formuliere eine m3glichst konkrete Invariante zwikshgfist undaccund schreibe
sie als Kommentar aacumulate .
%.FYlle mit Hilfe der Invariante die Ellipsen in der Funktion aus.

Die Konstruktionsanleitung zeigt auch, warum es schwieriger ist, eine Funktion mit Akkumulator
zu schreiben, als eine CnormaleE Funktion, die Listen akzeptiert: Du musst eine Invariante +nde
und dafYr gibt es nur wenig allgemeingYltige Hilfestellung.

Al"#3%& '0.(

Schreibe die Funktidist-min-nonempty  aus Abschnift™.) auf Seife ")) noch einmal, diesmal

mit Akkumulator.
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tberlege Dir, was der Akkumulator reprSsentieren sollte sowie eine sinnvolle Invariante!

Genau wie béist-min-nonempty  musst Du dafYr die Konstruktionsanleitung etwas vari-
ieren: Die nichtleere Liste kannst Du schon vorab in erstes Element und Rest aufteilen und daraus
die richtigen Eingaben f¥acumulate berechnemccumulate ist aber wie in der Schablohe.

#'$ TBER NATTRLICHE ZAHLEN AKKUMULIEREN

Auch Yber natYrliche Zahlen k3nnen wir Funktionen schreiben, die einen Akkumulator sinn-
voll benutzen. Wir zeigen das anhangderer-Funktion, die wir schonmal CnormalE in Ab-
schnit{ (. auf Seife ") programmiert haben.

Kurzbeschreibung, Signatur und Tests sind wie gehabt:

Potenz einer Zahl berechnen
(: power (number natural -> number))

(check-expect (power 5 0) 1)
(check-expect (power 5 3) 125)

Wir benutzen nun schon von vornherein die gleiche Namenskonvention wie in Konstruktionsan-
leitund §" und benennen den entscheidenen Parameter roiteirende.

(define power
(lambda (base exponent0)

)

Die Schablone entsteht jetzt ganz Shnlich wie bei den Listen: Wir schreieneingte -

Funktion mit Parametemsxponent und acc. Accumulate macht genau wie in der Schablone

aus Konstruktionsanleitu@ "* auf $!! eine Verzweigung nach den zwei FSllen natYrlicher
Zahlen. Derrekursive Aufruf positive? -Zweig muss genauwie derexponent 1) Yber-

geben:

(define power
(lambda (base exponent0)
(define accumulate
(lambda (exponent acc)
(cond
((zero? exponent)
. acc ...)
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((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) ... acc ...)))))
(accumulate exponentO ...)))

Jetzt mYssen wir uns noch Yberlegemanasgentlich sein soll. Da die Potenz ein wiederholtes
Produktvorbaseist, sollteicc auch ein Produkt sein. WShrendumulate jedesmalxponent
um eins herunterzShlt, k3nnten wir den Akkumulator bei jeder Runde ein weiterekfss mit
multiplizieren B Shnlich, wie wir es vielleicht auch auf einem Zettel machen wYrden. Der Akku:
mulator ist also eine CZwischenpotenzE und wir nennen ihn deshaltpeintach

Wir sollten noch eine Invariante formulieren, damit auch alles richtig ISuft. DafYr mYssen wir
kiSrenwelch&wischenpotermwereigentlich ist. Daxponent immer kleiner wird, bietet sich
die Di.erenz zwischesxponent0 undexponent an © die fSngt b@an und wird immer gré§er.
Das HYtchert im Kommentar hei§t hier ChochE:

(define power
(lambda (base exponent0)
(define accumulate
; power ist base*(exponent0 - exponent)
(lambda (exponent power)
(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) ...)))))
(accumulate exponentO ...)))

Mit der Invariante k3nnen wir die LYcken fYllen: Im ersten Zweigpishent 0. Das bedeutet,
daspowergerade Base hochexponentOE ist D das Endergebnis. Im zweiten Zweig mYssen wir
entsprechend dem reduziedggponent einmabase an das Zwischenergebnis dranmultiplizie-
ren. Es fehlt nur noch der Wert fYower im ersten Aufruf vomccumulate . Dal® = 1 ist,
mYssen wit einsetzen:

(define power
(lambda (base exponent0)
(define accumulate
; power ist base(exponent0 - exponent)
(lambda (exponent power)
(cond
((zero? exponent) power)
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((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) (* power base))))))
(accumulate exponent0 1)))

Fertig!
Auch fYr solche Funktionen mit Akkumulator, die natYrliche Zahlen konsumieren, k3nnen
wir eine Schablone formulieren:

ulator

t typi-

nis.

AI'H$%8&.'0.)

Programmiere eine Funktion, welch&dieiltSteiner Zahl berechnet (auf englisch CfactorialE).
FYr eine Zahl ist deren Fakult8t das folgende Produkt:

1, 2,a44,(n%1), n
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Hier noch ein Tipp fYr Funktionen auf natYrlichen Zahlen mit Akkumulator. Bei den Funktio-
nenexponent und list-sum ist es egal, ob die Funktion von ! hochzShlt oder von einer Zahl

n herunterzShit: Bei Addition und Multiplikation spielt die Reihenfolge keine Rolle. Das ist aber
nicht immer so: HSu+g macht es einen Unterschied, ob die Funktion bei ! (oder manchmal auck
") anfSngt und hochzShit oder von einerihbrunterzShlit. (Schau Dir gegebenenfalls noch ein-
mal Abschnitf (.} auf Sefte $!# an.) Um das zu entscheiden, Yberlege Dir, ob Du mit Bleistift und
Papier CuntenE oder CobenE anfangen wYrdest.

#'.% AKTIENKURSE ANALYSIEREN

akkumulatoren/profit.rkt Code

Es gibt durchaus Funktionen, bei denen mehrere Zwischenergebnisse nstig sind. Um das zu ¢
monstrieren, schreiben wir eine Funktion, die den maximalen Gewinn aus einer Reihe von Akti
enkursen berechnet.

Diese Reihe von aufeinanderfolgenden Kursen reprSsentieren wir als Liste von Zahlen. Er
sprechend sehen Kurzbeschreibung und Signatur so aus:

Bestrrsglichen Gewinn durch Kauf und Verkauf ermitteln
(: max-profit ((nonempty-list-of real) -> real))

Gewinn erzielt man hier, indem die Aktie zunSchst gekauft und dann wieder verkauft wird B und
nicht umgekehrt. Die Di.erenz zwischen Verkaufs- und Kaufpreis ist dann der Gewinn. Der fol-
gende Testfall illustriert dies:

(check-expect (max-profit (list 52 7 3 9 5 1)) 7)

Hier hStte man den maximalen Gewinn erzielt durch Kauf zum Kurs $ und Verkauf zum Kurs *.
Das GerYst sieht so aus:

(define max-profit
(lambda (spots)

=)

(CSpotE ist ein englisches Wort fYr CKursE.)

Aber wie geht es weiter?

Die einfache Strategie, einfach die Di.erenz zwischen Maximum und Minimum der Liste als
maximalen Gewinn auszuweisen, funktioniert leider nicht: Das Minimum ist ", liegt aber leider
hinter dem Maximum von *.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/akkumulatoren/profit.rkt
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Ebensowenig eignet sich dieses Problem fYr eine naive, CnormaleE rekursive Funktion. Die
Schablone wSre diese hier:

(define max-profit
(lambda (spots)
(cond
((empty? spots) ...)
((cons? spots)
... (first spots) ...
... (max-profit (rest spots) ...)))))

Das Problem ist, dass der Pro+t des Rests der Liste nicht ausreicht, um daraus und dem ersten Ele-
ment den Pro+t der Gesamtliste auszurechnen. Wir mYssten dafYr auch noch den dazugeh&rigen
Verkaufskurs wissen.

Wir versuchen es also mal mit Zwischenergebnissen. DafYr sieht die Schablone so aus:

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate
(lambda (spots acc)
(cond
((empty? spots) acc)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
... (first spots) ... acc ...)))))
(accumulate spotsO ...)))

Da die Funktionim ganzen den maximalen Gewinn ausrechnen soll, bietet es sich an, als Zwischen-
ergebnis den maximalen Gewinn der bisher gesehenen Kursespwitsthandspots als Zwi-
schenergebnis mitzufYhren:

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate

; maxprofit ist der maximale Gewinn zwischen
; spotsO und spots

(lambda (spots max-profit)

(cond
((empty? spots) max-profit)
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((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
... (first spots) ... acc ...)))))
(accumulate spotsO 0)))

Das Dumme ist, dass wir auch hier nicht genug Daten haben, um beim rekursiven Aufruf von
accumulate einen neuen Wert f¥inax-profit zu berechnen. GrundsStzlich gibt es aber nur
zwei M3glichkeiten:

¥ Max-profit bleibt, wie es ist.

¥ Max-profit  wird aktualisiert, weil es besser ist, zum(Krgfs spots) zu verkaufen als

zum bisher besten Verkaufskurs.

Wir mYssen also herausbekommen, wie hoch der Gewinn wSre, wenn wir #irst Kurs
spots) verkaufen wYrden. Dazu mYssten wir den bestm3dliabfurskennen. Dieser Kauf-
kurs ist der minimale Kurs unter den vergangenen Kursen: Dieses Minimum fYhren wir als weitere
Zwischenergebnis mit. Aktualisiert wird dieses Minimum mit der eingebauten Fainktion

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate
; min-spot ist das Minimumder Elemente zwischen
; spotsO und spots
max{rofit ist der maximale Gewinn zwischen
; spotsO und spots
(lambda (spots min-spot max-profit)
(cond
((empty? spots) max-profit)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
(min (first spots) min-spot)
-)))

(accumulate spotsO ... 0)))

Es fehlt noch der richtige Anfangswertfifr-spot beim ersten Aufruf voaccumulate . Hier
machen wir Gebrauch von der Tatsachesgdats) eine nicht-leere Liste ist: Wir kSnnen sie in
erstes Element und Rest aufteilen wie schéistbmin  in Abschnitf™)auf Seite™) sowie in
Aufgab¢ .3 auf Se[te $*". Das erste Element ist dann das erste Minimum:

(accumulate (rest spots0) (first spots0) 0)))
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Es fehlt nur noch der aktualisierte Wertf¥k-profit : Deristdas Maximum aus dem bisherigen
max-profit und dem m8glichen Gewinn aus dem Verkauf zum(Kists spots) . Hierdas
Ergebnis:

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate
; min-spot ist das Minimumder Elemente zwischen
; spotsO und spots
; max-profit ist der maximale Gewinn zwischen
; spotsO und spots
(lambda (spots min-spot max-profit)
(cond
((empty? spots) max-profit)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
(min (first spots) min-spot)
(max (- (first spots) min-spot)
max-profit))))))
(accumulate (rest spots0) (first spots0) 0)))

Fertig!
Al"#$%& '0.*
Die Fibonacci-Foligt eine Folge natYrlicher Zahlen, die mit ! und " anfSngt. Jede weitere Zahl ist
die Summer der beiden Zahlen davor.

Schreibe eine Funktion, welche fYr einerZdieh-te Zahl aus der Fibonacci-Zahl berechnet.
Schreibe dafYr eine Funktion mit zwei Akkumulatoren.

Wichtig bei dieser Aufgabe: tbherlege Dir vorher, ob Du die Fibonacci-Zahlen mit Papier und

Bleistift ausrechnen wYrdest, indem Du bei ! anfSngst und hochzShist oder stattdelseen von
unterzShist. Schreibe Deine Funktion entsprechend. !

#'.& KONTEXT UND ENDREKURSION

Indiesem Abschnitt werfen wir einen Blick darauf, wie die Auswertung rekursiver Funktionsaufru-
fe funktioniert. Dabei wird ein wichtiger Unterschied zwischen den Funktionen mit Akkumulator
und den CnormalenE Funktionen davor sichtbar.
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Als Beispiel betrachten wir ein weiterediMalum , zunSchstin der Version mit Akkumu-
lator aus Abschnfit ™| $ auf S¢ite[$)(. Am besten ist, wenn Du Dir selbstim Stepper die Auswertung
von

(list-sum (list 1 2 3 4))
anschaust. Hier sind die wichtigsten Schritte bei der Auswertung:

(list-sum #<list 1 2 3 4>)

T (accumulate #<list 1 2 3 4> 0)

T (accumulate (rest #<list 1 2 3 4>) (+ (first #<list 1 2 3 4>) 0))
T (accumulate #<list 2 3 4> 1)

T (accumulate #<list 3 4> 3)
' (accumulate #<list 4> 6)
T (accumulate #<empty-list> 10)
T 10

Wir haben den Wert desmParameters immer untereinander geschrieben, und man sieht gut, wie
sich das Zwischenergebnis von ! schrittweise auf das Endergebnis " zubewegt.

Wenn Du das CaltdEt-sum in Abschnitm auf Sei@" im Stepper laufen ISsst, sieht das
schon optisch ganz anders aus:

(list-sum #<list 1 2 3 4>)
T (+ (first #<list 1 2 3 4>) (list-sum (rest #<list 1 2 3 4>)))

T (+ 1 (list-sum #<list 2 3 4>))

T (+ 1 (+ 2 (list-sum #<list 3 4>))

T (+ 1 (+ 2 (+ 3 (list-sum #<list 4>))))

' (+ 1 (+ 2 (+ 3 (+ 4 (list-sum #<empty-list>)))))
T +1(HF2H3((H40))

T (1 2((+34)

1T (+1(+27)

T (19

T 10

Hier sieht man, dass die rekursiven Aufrufe die einzelnen Additionen CaufstauenE, und die eiger
liche Arbeit der Addition erst nach dem letzten rekursiven Aufruf statt+ndet. Dieses CAufstauenE
kommt daher, dass der rekursive Aufrufin der alten Version innerhalb des Aufrafelbn

(+ (first list) (list-sum (rest list)))
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Bei der Version mit Akkumulator ist es genau umgekehrt und der rekursive Aufruf steht um den
Aufruf von+herum:

(accumulate (rest list) (+ (first list) sum))

Wenn der Computer in der alten Version einen rekursiven Aufruf auswertet, muss er sich merken,
dass nach dem rekursiven Aufruf noch eine Addition passieren muss. Entsprechend wird die Kette
von +-Aufrufen bei jedem rekursiven Aufruf ISnger. Dieser Aufruf vaigt derKontextdes
rekursiven Aufrufs B er ist um ihn herumgewickelt.

Bei der Version mit Akkumulator hat der rekursive Aufrubeonmulate keinen Kontext,
dementsprechend staut sich bei der Auswertung und im Stepper da auch nichts auf. Ein rekursiver
Aufruf ohne Kontext hei&ndrekursjwveil nach dem Aufruf nichts mehr passieren muss, der
Aufruf also Cam EndeE steht.

Der Begri. CEndrekursionE ist etwas unglYcklich: Ob ein Funktionsaufruf einen Kontext hat
oder nicht, hat eigentlich gar nichts damit zu tun, ob er rekursiv ist oder nicht. Im Englischen gibt
es den besseren Betsil call , der sowohl auf rekursive als auch nicht-rekursive Aufrufe zutri.t.

Dass der Aufruf im alteist-sum  nicht endrekursiv ist, legt schon die Schablone fest, in
der das Ergebnis des rekursiven Aufrufs noch mit dem ersten Element der Liste kombiniert werden
muss. Bei der Schablone fYr Funktionen mit Akkumulator ist das nicht so, entsprechend haben die
entstehenden rekursiven Aufrufe auch keinen Kontext.

Die Auswertungsprozesse, die von endrekursiven Aufrufen generiert werden, gehen in einer
geraden Linie voran und hei8en atefativeProzesse. In anderen Programmiersprachen spricht
man auch voBchleiferviele Programmiererinnen und Programmierer benutzen deshalb den Na-
menloop stattaccumulate.

#'." DAS PHENOMEN DER UMGEDREHTEN LISTE

Von list-sum  kennen wir jetzt zwei Varianten: die ursprYngliche Cnormal rekursiveE Version
und die iterative. Bei allen Funktionen, die wir bisher auf Listen geschrieben haben, ist es auch
ms3glich, eine endrekursive Fassung zu schreiben. Die endrekursiven Versionen sind nicht besser.
Im Gegenteil: sie sind ja schwieriger zu schreiben. In diesem Kapitel ist das deshalb nur eine Finger-
Ybung. Wir werden aber in Kaditpl "& auf[Selte %&( zeigen, dass wir in vielen anderen Programmier-
sprachen die Listenfunktionen iterativ schreibésseiDarum ist es gut, wenn wir das schonmal
gemacht haben.

Bei Funktionen, die Listen als Ergebnis produzieren, ist eine Kleinigkeit zu beachten, wenn
wir sie iterativ schreiben. Wir zeigen, was diese Kleinigkeit ist, anhand einer Funktion, die aus einer
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Liste von ganzen Zahlen die geraden Zahlen extrahiert. Das geht auch, indem filteeinfach
aufrufen, aber wir programmieren das zur tbung noch einmal. Kurzbeschreschreibung, Signatt
und Testfall sind wie folgt:

; Aus einer Liste gerade Zahlen extrahieren
(: evens ((list-of integer) -> (list-of integer)))

(check-expect (evens (list 1 2 3 4 5 6))
(list 2 4 6))

Die Schablone gibt folgendes her:

(define evens
(lambda (list0)
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) ... acc ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
... (first list) ... acc ...)))))
(accumulate list0 ...)))

Wir mYssen uns wieder einen geeigneten Akkumulator Yberlegen: Es bietet sich an, die schon g
henen geraden Zahlen aufzusammeln. Wir nennen also den Akkumulator genau wie die Funktic
evens und schreiben eine geeignete Invariante:

(define evens
(lambda (list0)
(define accumulate
: evens enthSt die geraden Zahlen zwischen list0 und list
(lambda (list evens)
(cond
((empty? list) ... evens ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
... (first list) ... evens ...)))))
(accumulate list0 ...)))
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Der erste Wert fYr den Akkumulator muss gemS§ der Invarigtiesein. Ebenfalls gemS§ der
Invariante istvens am Ende das Endergebnis. Au§erdem mYssen wir im rekursiven Aufruf von
accumulate noch einen neuen Wert f¥vens berechnen: Wir hSngginst list) an das
bisherige Zwischenergebnis an, falls es gerade ist:

(define evens
(lambda (listO)
(define accumulate
. evens enthSt die geraden Zahlen zwischen list0 und list
(lambda (list evens)
(cond
((empty? list) evens)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
(if (even? (first list))
(cons (first list) evens)

evens))))))

(accumulate list0 empty)))

Sieht gut aus, oder? Es gibt allerdings ein kleines Problem: Der Testfall schiSgt fehl. Die Funktion
liefert#<list 6 4 2> statt#<list 2 4 6> b die Liste ist verkehrt herum!

Dasist eine natYrliche Konsequenz, wenn eine Liste iterativ erzeugt wird: Bei einem rekursiven
Aufruf, bei dem die Ergebnisliste wSchst, wird jeanit ein neues ElementrnangehSngt, das
erste Element kommt also zuletzt.

Das bedeutet, dass die Invariante zwar richtig, aber unprSzise ist: Sie sagt, welche Elemente in
evensdrin sind, aber nicht, in welcher Reihenfolge. Wir sollten sie erweitern:

: evens enthSt die geraden Zahlen zwischen list0 und list
; in umgekehrter Reihenfolge

(Vielleicht magst Devens sogar innverted-evens umbenennen.)

Wir mYssen die Funktion natYrlich noch korrigieren. GlYcklicherweise geht das einfach: Wir
rufen einfach einfach am Endeert auf dem Ergebnis auf, und das Ergebnis passt. Wir mYssen
uns keine Sorgen machen, dass dadurch die Funktion wieder quadratisch wirdhweeil wir
nur am Ende aufrufen, nicht bei jedem rekursiven Aufruf.

Al"#$%& '0.+

Schreibe eine iterative Varianteamrcatenate aus Abschnift™."# auf Seife ])$. Vergleiche sie
mit der Funktiorinvert-helper  auf Seit@‘: gibt es eine Gemeinsamkeit? !
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#'.( LISTEN ITERATIV ZUSAMMENFALTEN

Du erinnerst Dich vielleicht: In Abschiitt}*.% auf Seite $&( haben wir die Mutter aller Listenfunk-
tionen geschriebdist-fold , indem wir aus der Schablone fYr Listenfunktionen eine Funkti-

on gemacht haben. Alle Listenfunktionen, die nach dieser Schablone programmiert sind, k3nne
durch einen einfachen Aufruf vibsi-fold  ersetzt werden.

FYr die Funktionen mit Zwischenergebnis gibt es eine andere Schablone, und wir machen |
diesem Abschnitt fYr diese Schablone das gleichsi-fués  fYr die frYhere Schablone ge-
macht hat. Diesmal leiten wir die Funktion von vornherein aus der Schablone her und geben ih
gleich einen Namen, nSmliish-fold-left

Warumlist-fold-left ? Wenn Du Dir die Arbeitsweise \@t-fold im Stepper an-
schaust, siehst Du, dass sie die Liste von rechts nach links aufrollt. Eine Funktion mit Zwischene
gebnis arbeitet aber von links nach rechts, darutaftias

Hier ist die Schablone fYr die gewYnschte Funktion aus Konstruktionseitung $" auf Sei
te[$*:

(define list-fold-left
(lambda (listO ...)
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) ... acc ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
... (first list) ... acc)))))

(accumulate listO ...)))

tberall, wo Ellipsen stehen, mYssen wir Namen hinschreiben: Das sind insgesamt drei Stellen. V
arbeiten uns von hinten nach vorn, zunSchst ist der erste Aufaafovonulate an der Reihe.
Die dortige Ellipse steht fYr den ersten Wert des Akkumalatdsvir wShlen dafYr den Namen
start-acc und nehmen ihn in die Parameter lisafold-left auf.

Beim rekursiven Aufruf vaaccumulate mYsseffirst list) und acc zum nSchsten
Wert fYr den Akkumulator kombiniertwerden. Das lassen wir von einer Funktion erledigen, analog
zufor-cons beilist-fold . Schlie§lich bleibt noch die Ellipse am Endmipty >-Zweig, bei
der aus dem letzten Akkumulator das Endergebnis wird. Diesen tbergang lassen wir ebenfalls v
einer Funktion erledigen, die firial-acc->result nennen.
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(define list-fold-left
(lambda (listO start-acc next-acc final-acc->result)
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) (final-acc->result acc))
((cons? list)
(accumulate (rest list)
(next-acc (first list) acc))))))

(accumulate listO start-acc)))

Damit kSnnen wir die Aufgaben der bisherigen iterativen Funktionen erledigen. Das machen wir
gleich als TestfSlle. Hier simdert  und list-sum

(check-expect (list-fold-left (list 1 2 3)
empty
cons

(lambda (inverted) inverted))
(list 3 2 1))

(check-expect (list-fold-left (list 1 2 3 4 5)
0+
(lambda (sum) sum))
15)

Al"#$%& '0.,

Bildeevens mit einem Aufruf vorist-fold-left nach! !

Es fehlt noch eine Signatur i¥t-fold-left . Wir schreiben wieder auf, was wir wissen, nSm-
lich das$st-fold-left vierstellig und dabstO eine Liste ist:

(¢ list-fold-left ((list-of %a) ... ... ... -=> )

Beim ersten Testfall sieht man, dass der Akkumulator nicht die gleiche Signatur haben muss wie
die Listenelemente. Wir benutzen fYr den Akkumulator deshalb eine neue Signatbaesiable

(: list-fold-left ((list-of %a) %acc ... ... -=> )
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Abbildung '*.#: Ablauf von list-fold-left

Wirwissen au8erdem, dasst-acc eine zweistellige ufidal-acc->result eine einstellige
Funktion ist:
(: list-fold-left

((list-of %a) %acc (... ... >0 (e > 0) > 0)
Die Argumente vonext-acc sind ein Listenelementund der vorige Akkumulator, heraus kommt
der nSchste Wert fYr den Akkumulator. Wir k3nnen also folgendermagen ergSnzen:
(¢ list-fold-left

((list-of %a) %acc (%acc %a -> %acc) (... -> ...) -=> ..)

Es bleibfinal-acc->result , das als Argument den letzten Akkumulator akzeptiert. Das Er-
gebnis wird zum Endergebnis der Funktion, wofYr wir die SignaturgatiaBleen:
(: list-fold-left

((list-of %a) %acc (%acc %a -> %acc) (%acc -> %b) -> %b))

Abbildun@ illustriert den Zusammenhang zwischen dem Abldistviotd-left und
der Signatur. Die Verarbeitung ISuft sichtlich von links nach rechts.

Abbildungjlf% zeigtim Gegensatz dazu die Arbeitswdisefmd , dasvonrechts nach
links arbeitet. Zur Erinnerung hier noch einmal die Signatur:

(: list-fold (%a (%b %a -> %a) (list-of %b) -> %a))
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Abbildung '*.$: Ablauf von list-fold

ANMERKUNGEN

Bei der Auswertung von Programmen durch den Computer wird fYr die Verwaltung von Kontex-
ten Speicherplatz benstigt: Bei rekursiven Funktionen ohne Akkumulator wSchst dieser Speicher-
platz mit der Gr§8e der Argumente. Entsprechend wird prinzipiell kein Speicherplatz benstigt,
wenn kein Kontext anfSlit. In den Lehrsprachen wird auch tatsSchlich kein Speicherplatz fYr end-
rekursive Aufrufe verbraucht. Leider sind viele andere Programmiersprachen nicht so sparsam und
verbrauchen sinnlos Speicherplatz auch fYr endrekursive Aufrufe. Mehr dazu[in Kapitel "&.

AUFGABEN

Al"#3$%8& '0.-

Schreibe eine Funktibst-sum+product , die eine Liste von Zahlen akzeptiert und eine zwei-
elementige Liste zurYckgibt, deren erstes Element die Summe der Listenelemente und deren zwei-
tes Element ihr Produkt ist. Schreibe zwei Varianten der Funktion: eine Cnormal-rekursiveE ohne
Akkumulator und eine iterative mit zwei Akkumulatoren.

Al"#$%& '0..

Schreibe eine Version yawer2aus Abschnift (26 auf S¢ite]$!" mit Akkumulator. Hinweis: Du
kannst die gleiche Invariante wiepogier verwenden.
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Al"#$%8& '0./
Identi+ziere die Kontexte der Aufrufe der Funktionen namierfisigenden AusdrYcken:

(+ @ (-nil)l

(p (- n 1) acc)

(* (p (rest lis)) b)
+CF2@EEn1)l

(P (- n 1) (* acc n))

(f (p n))

(+ (f (p n)) 5)

(P (fGn1)¢n(hn)y
(+ (f (p n)) (h n))

Welche Aufrufe sind endrekursiv beziehungstaitisals?

Al"#$%& '0.0

Schreibe eine iterative Varianteliadength

Al"#$%& '0."

Schreibe eine iterative Varianteaarcatenate .

Al"#3%& '0.'(
Schreibést-fold-left mit Hilfe vonlist-fold  , indem Du die Eingabeliste umdrehst.
Schreibe umgekelist-fold mit Hilfe vonlist-fold-left ! !

Al"#$%& '0.)
Das Newton-Verfahren dient zur nShrungsweisen Berechnung von Nullstellen. FYr ein gegeben
Startwert nShert sich die Iteration

f(Xn)
f&xn)

Xn+1 = Xn %

immer nSher an eine Nullstelle an.
Programmiere das Newton-Verfahren!
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Hinweis: Die LSsung ist fertig, wenn der Funktionswert natliegit, also kleiner als ei-
ne Toleranz ist. Da das Newton-Verfahren nicht immer eine LSsung liefert, programmiere Deine
Funktion so, dass sie nach einer gewissen Anzahl von Schritten automatisch abbricht.



## VIDEOSPIELE PROGRAMMIEREN

In diesem Kapitel programmieren wir zum ersten Mal ein vollstSndiges, benutzbares Programi
nSmlich ein kleines Videospiel. DafYr brauchen wir zwei ZusStze fYr die Lehrsprache in DrRack
die Teachpacksage.rkt unduniverse.rkt . Ersteres istfYr das Anzeigen der Gra+k zustSn-
dig (wir haben es im ersten Kapitel schon einmal benutzt)nivedse.rkt  ist dafYr da, die
Gra+ken zu bewegen und interaktiv zu machen.

Beide Teachpacks k3nnen noch viel mehr als in dieses Kapitel passt. Zum GIYck steht im Hi
fezentrum von DrRacket umfangreiche Dokumentation, allerdings leider derzeit nur auf Englisch
FYr dasmage.rkt -Teachpack muss man dort nabtdp/image suchen, fYuniverse.rkt
nach2htdp/universe [|Hier sind direkte Links auf die Dokumentation:

https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpimage.html
https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpuniverse.html

### BILDER MIMAGE.RKT

FYr die Gra+kprogrammierung mit DrRacket laden wir ein sogerEeatkpaciein kleiner
Sprachzusatz, in diesem Fall mit einer Reihe von Funktionen zur Erzeugung von Bildern. Wir sin
ihm bereits in Abschnfit™.%.$ auf $¢ite "& begegnet: Um das Teachpack zu laden, musst Duim |
nY Sprache (oderLanguagein der englischen Ausgabe) den Piliekichpack hinzufYgen

(Add teachpack) anwShlen, und im dann erscheinenden Auswahl-Dialog dieldgeerkt
auswShlen.

#### EINFACHE BILDER

Im Teachpacknage.rkt erzeugen verschiedene Funktionen einfache Bilder. So hat zum Beispie
die Funktiorrectangle folgende Signatur:

(: rectangle (real real mode color -> image))

Dabei sind die ersten beiden Argumente Breite und H3he eines Rechtecks in Pixeln. Das Argt
ment mit Signatunoddst eine Zeichenkette, die entwédefid " oder' outline " sein muss.
Sie bestimmt, ob das Rechteck als durchgSngiger Klotz oder nur als Umriss gezeichnet wird. T

2htdp bezieht sich auf den Titel des Buchs How to Design Programs in der zweiten AuRage [FFFK#%], fYr das
diese Teachpacks ursprYnglich entwickelt wurden.


https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpimage.html
https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpuniverse.html
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Argument mit der Signataplor ist eine Zeichenkette, die eine Farbe (auf Englisch) bezeichnet,
zum Beispi€lred ", "blue ", "yellow ", " black ", " white " oder'gray". Als Ergebnis liefert
rectangle ein Bild, das von der DrRacket-REPL entsprechend angezeigt wird wie andere Werte

auch. Beispiel:
(rectangle 100 30 "outline " "brown")

L]

Als Farbe geht Ybrigens atichnsparent ", die das Bild durchsichtig beziehungsweise unsicht-
bar macht. (Wozu ist ein unsichtbares Bild gut, fragst Du vielleicht. Zum Beispiel, wenn wir ein
kleineres Bild nicht ganz mittig platzieren wollen B dann kSnnen es auf ein transparentes Bild le-

gen.)
Es gibt es noch weitere Funktionen, die geometrische Figuren zeichnen:

(: circle (real mode color -> image))

Diecircle -Funktion liefert einen Kreis, wobei das erste Argument den Radius angibti®ie
undcolor -Argumente sind wie beictangle . Beispiel:

(circle 50  "solid " "red")

(: ellipse (real real mode color -> image))

Diese Funktion liefert eine Ellipse, wobei das erste Argument die Breite und das zweite die HShe
angibt. Beispiel:

(ellipse 50 100 "solid " "green")

(: triangle (real mode color -> image))

Diese Funktion liefert ein nach oben zeigendes gleichseitiges Dreieck, wobei das erste Argument
die SeitenlSnge angibt. Beispiel:
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(triangle 50  "solid " "gold")

(: line (real real color -> image))

zeichnet eine Linie. Der Aufriihe  w h c) liefert ein Bild mit Breites und HSheh, in dem
die Linie von der linken oberen in die rechte untere Ecke verlSuft. Falls die Linie entlang der andere
Diagonale verlaufen soll, kannst Du einfach das Vorzeicheondenvorh umdrehen.

Beispiele:

(line 150 100 “blue™)

'
(line -150 100 "blue™)

Wir k8nnen auch ein Bild erzeugen, in dem Text steht, und zwar mit der Fimktiodie fol-
gende Signatur hat:

(: text (string real color -> image))
Die Zahl ist die HShe der Buchstaben. Beispiel:

(text "Schreibe Dein Programm! 20 "red")
1 Schreibe Dein Programm!

Manchmal reichen einfache Rechtecke und Kreise nicht aus und wir wollen komplexere Forme
erzeugen. Eine M3glichkeit ist die Funktiolygon , die ein n-Eck zeichnet. Sie hat folgende Si-
gnatur:

(: polygon ((list-of (mixed posn pulled-point)) mode color -> image))

Diese Funktion akzeptiert eine Liste von Eckpunkten und die Yitiodemindcolor -Argu-
mente. Ein Eckpunkt muss entweder zur Sigpaturoder zipulled-point  gehsren. Das sind
eingebaute Record-Typen, bei dgywm so de+niert sein k3nnte:
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(define-record posn
make-posn
posn?

(posn-x real)
(posn-y real))

Dieser Typ de+niert also ganz normale kartesische Koordinaten mit X- und Y-Komponente. Hier
ist ein Beispiel fYr ein Polygon mit solchen Eckpunkten:

(polygon (list (make-posn 0 0)
(make-posn -20 40)
(make-posn 120 0)
(make-posn -20 -40))
"solid "
"plum™)

Beiposn-Eckpunkten sind die Kanten also alles gerade LinigrulMit-point  -Eckpunkten
ist es msglich, die Kanten zu Kurven zu machen. puleid-point  ist ein Record-Typ:

(define-record pulled-point
make-pulled-point
pulled-point?
(pulled-point-lpull real)
(pulled-point-langle real)
(pulled-point-x real)
(pulled-point-y real)
(pulled-point-rpull real)
(pulled-point-rangle real))

Wieposnhat auctpulled-point  eine X- und eine Y-Koordinate. Au8erdem gibt es jeweils zwei
CPullE- und CAngleE-Komponenten, die spezi+zieren, wie die Kanten gebogen werden. Abbil-
dunﬂ" zeigt, wie das funktioniert: FYr jeden Eckpunkt gibt es eine Kante vom vorigen Punkt D
dieeingehendénte B und die Kante zum nSchsten Punkt@udigehendante.

Diepulled-point-langle  -Komponente gibtden Winkelan, mitdem die eingehende Kan-
te gebogen wird, dieilled-point-rangle  -Komponente den Winkel ist fYr die ausgehende
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Abbildung !l.I:  Funktionsweise von pulled-point

Kante zustSndig. Abbild‘"'." zeigt, in welche Ricl#nglg undrangle die beiden Kan-

ten von Punkt Nummer $ biegen: Die eingehende Kante kommt von Punkt " her, die ausgehend
Kante geht zu Punkt #. Die Komponemiahed-point-lpull undpulled-point-rpull

geben an, wieviel die Kanten verbogen werden auf einer Skala @wisthen

(polygon (list (make-pulled-point 1/2 0 0 0 1/2 -20)
(make-posn -20 40)
(make-pulled-point 1/2 -20 120 0 1/2 20)
(make-posn -20 -40))
"solid "
"plum™)

Es ist auch m&glich, Bilder-Dateieiniage.rkt -Bilder zu verwandeln. Das macht der MenY-
punktBild einfYgen imSpezial -MenY. Alternativ ist es m3glich, Bilder in anderen Applika-
tionen auszuwShlen und zu kopieren und dann in DrRacket einzufYgen. Die eingefYgten Bilde
dienen dann als Literale fYr Bild-Werte. Abbilg ".$ zeigt ein Beispiel.

Schlie§lich ermitteln die folgenden Funktionen Breite und H3he eines Bildes:

(: image-width (image -> natural))
(: image-height (image -> natural))



$H% BILDER MITMAGE.RKT

Unitade (dotna )+ ) Check Syntax @ Step | Run b Stop

(define mike ! )

(define herbert (N \h)

3 | (beside mike herbert)

‘Welcome to DrRacket, version 8.1 [cs].
Language: Schreibe Dein Programm! [custom]; memory limit: 500 MB.
Teachpack: image.rkt.

138 44085MB %

Abbildung !.":  Bilddatei in Programm einbetten

###.! BILDER ZUSAMMENSETZEN UND VERENDERN

Da diese geometrischen Formen fYr sich genommen langweilig sind, k3nnen wir mehrere Bilder zu
einem zusammensetzen.

Zum Aufeinanderlegen gibt es die Funktieerlay , die ein Bild mittig auf ein anderes Bild
drau-egt. Das Ergebnis ist gro8§ genug, dass beide Bilder hineinpassen. Signatur und Beispiel:

(: overlay (image image -> image))
(overlay

(circle 50  "solid " "gold")
(rectangle 100 100 "solid " "blue™))

A
A4

Die Funktionoverlay/xy erlaubt, das untere Bild gegenYber dem oberen in X- und Y-Richtung
zu verschieben. Signatur und Beispiel:

(: overlay/xy (image real real image -> image))



BILDER MITMAGE.RKT $H&

(overlay/xy
(circle 50  "solid " "gold")
10 -20
(rectangle 100 100 "solid " "blue™))

Das Beispiel zeigt, das anebrlay/xy das Ergebnisbild gerade so gro§ macht, dass die beiden
Eingabebilder hineinpassen.

Manchmal macht auciverlay/xy nicht das richtige, nSmlich wenn einfach nur ein Bild in
eine CSzeneE platziert werden soll, zum Beispiel das GYrteltier auf einem Stragenabschnitt. In d
Fall wollen wir genau wie loeierlay/xy  kontrollieren, an welchen Koordinaten das daraufgeleg-
te Bild erscheint, aber das Bild soll nicht gr§8er werden, wenn zum Beispiel ein Teil des GYrteltie
Yber den Stra8enabschnitt hinausragt. Diese Aufgabe erledigt die piaktimomge , deren
Signatur der vooverlay/xy entspricht:

(: place-image (image real real image -> image))

Die beiden Koordinaten werden anders atsbdny/xy nicht relativ zur mittigen Anordnung
interpretiert. Stattdessen geben die beiden Koordinaten die Position im zweiten Bild an, wo di
Mitte des ersten Bilds platziert wird, ausgehend von der oberen linken Ecke des ersten Bildes:

(place-image
(circle 50  "solid " "gold")
40 70
(rectangle 100 100 "solid " "blue™))

Die Funktionplace-image hat noch eine gro§e Schwestace-image/align . WShrend
place-image den Bezugspunkt in der Mitte des ersten Bilds setzt, etladbtmage auch
anderee Bezugspunkte. Hier die Signatur:

(: place-image/align (image real real x-place y-place image -> image))
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Die Signaturer-place undy-place kSnnten folgenderma8en de+niert sein:

(define x-place (signature (enum "left " "right " "center")))
(define y-place (signature (enum "top" "bottom" "center ")))

Diese Argumente geben an, ob der Bezugspunkt horizontal am linken oder rechten Rand oder in
der Mitte liegt und vertikal oben, unten oder in der Mitte:

(place-image/align
(circle 20 "solid " "gold")
40 70 "left " "center "
(rectangle 100 100 "solid " "blue™))

(place-image/align
(circle 20  "solid " "gold™")
40 70 "right " "center "
(rectangle 100 100 "solid " "blue™))

(place-image/align
(circle 20 "solid " "gold")
40 70 "center " "center "
(rectangle 100 100 "solid " "blue™))

(place-image/align
(circle 20  "solid " "gold")
40 70 "center " "top"
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(rectangle 100 100 "solid " "blue™))

(place-image/align
(circle 20  "solid " "gold™")
40 70 "center " "bottom"
(rectangle 100 100 "solid " "blue"))

'
Die folgenden Funktionezbove undbeside kennst Du vielleicht noch aus dem ersten Kapitel

auf Seitg(. Sie setzten zwei Bilder Ybereinander respektive nebeneinander:

(: above (image image -> image))
(: beside (image image -> image))

Manchmal sieht ein Bild gut aus, ist aber zu klein oder zu gro8 geraten. Die Boalktikann
es grs8er oder kleiner machen. Signatur:

(: scale (real image -> image))

Beispiel:

(define ¢ (circle 20 "solid
(beside (scale 0.5 ¢)

c

(scale 1 c)

(scale 1.5 ¢)

(scale 2 ¢)

(scale 3 ¢))

green™))
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##.!' MODELLE UND ANSICHTEN

videospiele/dillo-world.rkt Code

In unserem Videospiel geht es um GYrteltiere auf dem texanischen Highway. Vielleicht erinnerst
Du Dich, wir sind ihnen schon in Abschiitt}#.% auf[Seite *% begegnet:

. Ein Gtrteltier hat folgende Eigenschaften:
; - Gewicht (in g)
; - lebendig oder tot
(define-record dillo
make-dillo
dillo?
(dillo-weight natural)
(dillo-alive? boolean))

(: make-dillo (natural boolean -> dillo))
(: dillo-weight (dillo -> natural))
(: dillo-alive? (dillo -> boolean))

(define dillol (make-dillo 55000 #t)) ; 55 kg, lebendig
(define dillo2 (make-dillo 58000 #f)) ; 58 kg, tot
(define dillo3 (make-dillo 60000 #t)) ; 60 kg, lebendig
(define dillo4 (make-dillo 63000 #f)) ; 63 kg, tot

: GYrteltier  Yberfahren
(: run-over-dillo (dillo -> dillo))

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (dillo-weight dillo)
#f)))

Die Datende-+nition mit dem zugehsrigen Code hSIt zwar einige Eigenschaften von GYrteltieren
fest, fYr ein Videospiel fehlt aber eine gra+sche Darstellung. Eine solche ReprSsentation mit zuge-
hsrigen Operationen hei§t in der Softwararchitektur klaoctell oder auctbomSnenlogikind

bei grs8eren Softwaresystemen ist es eine gute ldee, das Modell von der gra+schen Darstellung zu
trennen, damit das Modell stabil bleiben kann, auch wenn die gra+sche Darstellung geSndert wird.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/videospiele/dillo-world.rkt
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Abbildung ".#: Umriss eines GVrteltiers

Die gra+sche Darstellung eines Modells nennen wir leswebifauf englisciliew). Wenn
wir uns also mit GYrteltieren als Modell fYr ein Videospiel beschSftigen, mYssen wir daraus ei
Ansichtin Form eines Bildes berechnen.

Wirwarnen Dich schonmal vor: Der gra+sche Gestaltung in diesem Kapitel fehlt es an Finess
Wir ho.en, Du kannst sie verbessern!

Die folgende Funktion macht aus eim#io -Wert ein Bild:

; Grrteltier-  Bild erzeugen
(: dillo-image (dillo -> image))

Als Basis dafYr machen wir erstmal ein Bild mit dem K3rper des GVYrteltiers. Zu diesem Zwec
haben wirin Abbildur@'.# zunSchst von Hand eine Zeichnung mit dem Umriss des GYrteltiers ir
ein Koordinatensystem gezeichnet und die Punkte markiert, an denen sich die Richtung des Stric
abrupt Sndert D also quasi die Ecken. Diese Ecken haben wir durchnummeriert und daraus hab
wir dieses Polygon gemacht:

(define dillo-body
(overlay/xy (polygon
(list (make-pulled-point 0.3 30
5 (- 60 5)
0.2 5)
(make-pulled-point 0.4 20
20 (- 60 32)
0.5 -70)
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(make-pulled-point 0.5 120

90 (- 60 22)
0.2 -30)
(make-pulled-point 0.5 90
60 (- 60 10)
0.5 90)
(make-pulled-point 0 0
90 (- 60 22)
0.2 -30)
(make-pulled-point 0 0
55 (- 60 20)
0.3 -30)
(make-pulled-point 0 0
29 (- 60 17)
0.5 20))
"solid "
"brown")
0 -30
(rectangle 100 60

non

"solid transparent ")))

Du siehst, da haben wir ganz schsn viel herumprobiert, bis es einigerma8en aussah, insbesondere
beiden Zahlen fYr diilled-point s. Immerhin haben wir die Koordinaten aus der Zeichnung
direkt Ybertragen, dabeiist uns aber aufgefallen, dass die Koordinaten in der Mathematik von unten
nach oben, im Teachpack aber von oben nach unten laufen. Darum steht da zuia B€ispiel
5) fYr die Y-Koordinate &, weil der obere Rand der Zeichnung bei ! liegt.

AuS8erdem ist das GYrteltier vor allem nach oben und rechts nach augen gewslbt. DrRacket
schneidet das Polygon bei der Anzeige ab, weswegen wivedayiky noch auf einen trans-
parenten Hintergrund montiert haben. So sieht das Ergebnis aus:

dillo-body

Jetzt wollen wir ja nicht jedes GYrteltier genau gleich darstellen, sondern wir wollen dessen Eigen-
schaften bei der Darstellung berYcksichtigen. DafYr schreiben wir die Billiktioage
von der wir ja schon Kurzbeschreibung und Signatur gesehen haben. Hier ist das GerYst mit der



MODELLE UND ANSICHTEN $l#

Schablone fYr zusammengesetzte Daten als Eingabe:

(define dillo-image
(lambda (dillo)

(dillo-weight dillo)
(dillo-alive? dillo)

)

Wir sollten also noch berYcksichtigen, wieviel das G Yrteltier wiegt und au§erdem, ob es noch lel
Das Gewicht berYcksichtigen wir, indem wir das GYrteltier gr§8er oder kleiner machen:

(define dillo-image
(lambda (dillo)
(scale (+ 1
(/ (- (dillo-weight dillo) 50000)
15000))
dillo-body)

(dillo-alive? dillo)

)

Den Faktor beicale habenwir durch Probieren ermittelt. AfBifo-alive? dillo) steht
noch da B wir bauen das ein, indem wir einem toten GYrteltier Ctote AugenE ins Gesicht setzen

(define dillo-image
(lambda (dillo)
(scale (+ 1
(/ (- (dillo-weight dillo) 50000)
15000))
(if (dillo-alive? dillo)
dillo-body
(overlay/xy dead-eyes
-25 -25
dillo-body)))))

(define dead-eyes
(overlay (line 10 10  "green")
(line -10 10 "green")))
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Abbildung I.$: GVrteltiere auf der Strage

##.$ DEN HIGHWAY MODELLIEREN

Ein GYrteltier allein macht noch kein Videospiel: Wir setzen gleich mehrere GYrteltiere auf die
Stra8e und D natYrlich ® Yberfahren sie dann. Das siehtdann so aus wie inildung "".%. Das Auto
bewegt sich auf der Stra8e und kann entweder auf die linke oder rechte Stra§enseite wechseln, wo
es dann gegebenfalls Yber GYrteltiere fShrt. Oben links steht ein Punktestand B wieviele GYrteltiere
schon vom lebenden Zustand in den toten YberfYhrt wurden.
Damit wir das alles darstellen kdnnen, mYssen fYr alles Datende+nition schreiben, was auf dem

Bild der Stra8e zu sehen sind:

¥ die Position des Autos

¥ die Positionen der GYrteltiere zusammen mitihren ZustSnden

¥ der Punktestand
FYr diese Aspekte des Spiels entwickeln wir Datende+nitionen. Man sieht schon, dass CPositio-
nenE eine wichtige Rolle spielen, sowohl fYr das Auto als auch fYr die GYrteltiere. In dem Bild
kann man sehen, dass dazu geh3rt, auf welcher Seite der Stra8e sich etwas aufhSIt und bei welchem
CStragenmeterE. Hier sind Datende-+nitionen fYr die Stragenseite und die Position heraus:

Stra 8enseite
(define side
(signature (enum "left " "right ")))
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; Eine Position auf der Stra 8e besteht aus:

- Stra 8enmeter (Abstand vom Stra 8enanfang in Meter)
; - Seite
(define-record position

make-position

position?

(position-m-from-start real)

(position-side side))

Als nSchstes mYssen wir die Idee CPositionen der G Yrteltiere zusammen mit inren ZustSndenk
eine Datende+nition umwandeln. Wir machen das erstmal fYr ein einzelnes GYrteltier und nenne
das Konzept CGYrteltier auf der StrageE:

;. Ein Gtrteltier auf der Stra 8e hat folgende Eigenschaften:
; - Gtrteltier-  Zustand
; - Position auf der Stra 8e
(define-record dillo-on-road
make-dillo-on-road
dillo-on-road?
(dillo-on-road-state dillo)
(dillo-on-road-position position))

##.% STRASSENANSICHTEN

Jetzt wo wir die Welt modelliert haben k3nnen wir sie auch auf den Bildschirm bringen. Wir fan-
gen erstmal mit den einfachen und o.ensichtlichen Elementen an: der Stra8e Stra8e, inklusive d
Markierung auf dem Mittelstreifen und deme Auto. Die GYrteltiere haben wir ja schon.

Damit wir einigerma8en realistisch Yber die Proportionen von allem nachdenken k3nnen.
messen wir alles in Metern ab und wandeln zwischen Metern und Pixeln hin und her. Auf un-
serem Bildschirm sieht ein VerhSitnis von "m:"!! Pixel gut aus. Diese Funktionen konvertieren hir
und her:

;. Meter in Pixel umwandeln
(: meters->pixels (real -> real))
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(define meters->pixels
(lambda (meters)
(* meters 100)))

; Pixel in Meter umwandeln
(: pixels->meters (real -> real))

(define pixels->meters
(lambda (pixels)
(/ pixels 100)))

Die Stra8e selbst ist nur ein schwarzes Rechteck, das ist einfach. Schwieriger sind die Stra8enmar-
kierungen, also abwechselnd ein wei8er und ein schwarzer Streifen. Damit das realistisch aussieht,
de-+nieeren wir erst einmal die LSnge der Markierungen und die der LYcken:

(define marking-height 2) ; H8he der Streifen
(define gap-height 1) ; Hshe der LYcken

Die Markierungen und die LYcken mYssen wir abwechseln aneinanderkleben. Wie oft fragst Du?
Nun, der texanische Highway ist unendlich lang, das wSre schwierig. Aber wir zeigen ja nur einen
Ausschnitt, und darum machen wir nur soviele Streifen, wie in den Ausschnitt passen. Wieviele das
sind, hSngt von der HShe des Ausschnitts ab. Wir k3nnten natYrlich von Hand nachzShlen, das
wYrde aber bedeuten, dass wir uns frYhzeitig auf die HShe des Ausschnitts festlegen mYssten. Um
das zu vermeiden, schreiben wir erst einmal eine Funktion, die als Eingabe die Anzahl der Streifen
akzeptiert. Wir folgen der Schablone fYr Funktionen auf natYrlichen Zahlen:

; Stra 8enmarkierung mit bestimmter Anzahl von Streifen malen
(: markings (natural -> image))

(define markings
(lambda (n)
(cond

((zero? n) empty-image)

((positive? n)

(above (rectangle (meters->pixels .20)
(meters->pixels marking-height)
"solid "
"white ")
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(rectangle (meters->pixels .20)
(meters->pixels gap-height)
"solid "
"black ")

(markings (- n 1)))))))

Hier jetzt die tatsSchliche HShe des Stra§enabschnitts:
(define road-window-height 12) ; H8he des Stra §enausschnitts

Die Idee ist, dass Du spSter nur diese eine De-+nition Sndern musst, falls Dir die Ausschnittsh|
nicht passt, und sich dann alles andere automatisch anpasst.

Um die Anzahl der nStigen Markierungen zu berechnen, teilen wir die HShe des Stra8enaus
schnitts durch die LSnge einer Markierung plus LYcke. Zur Sicherheit addieren wir noch eins drau
Die Division k3nnte nicht ganz aufgehen. Augerdem wird m3glicherweise am Ende nur ein Teil
eines Streifens zu sehen sein, auch daf¥r ist es gut, wenn im Zweifelsfall einer mehr da ist.

; Anzahl der nstigen Markierungen
(define marking-count
(+1
(quotient road-window-height
(+ marking-height gap-height))))

Aus der Zahl machen wir schlie8lich das Bild der Streifen:

; sichtbare Markierungen
(define visible-markings
(markings marking-count))

Zur Erinnerung: Die Funktioguotient haben wir auf Se*! eingefYhrt, sie teilt ganzzahlig.
Nun k8nnen wir das Bild des Stra8enausschnitts zusammensetzen. Wir brauchen neben d
HShe auch noch die Breite und machen erstmal eine leere Szene nur aus schwarzem Asphalt:

in Meter
(define road-width 5)

(define blank-road-window
(empty-scene (meters->pixels road-width)
(meters->pixels road-window-height)
"black "))
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Wie Mittelstreifen auf dem Stra§enausschnitt platziert werden, hSngt davon ab, an welchem Stra-
8enmeter sich der Bildausschnitt be+ndet. Wir schreiben also eine Funktion, welche die Stragen-
meter akzeptiert und ein passendes Bild liefert:

; Stra 8enausschnitt anzeigen
(: road-window (real -> image))

Wir benutzerplace-image/align  (siehe Seife J#'&), um die Mittelstreifen auf den Asphalt zu
setzen:

(define road-window
(lambda (meters)
(place-image/align visible-markings

blank-road-window)))
Wir setzen zunSchst den Bezugspunkt beim Mittelstreifen nach oben in die Mitte:

(define road-window
(lambda (meters)
(place-image/align visible-markings

"center top
blank-road-window)))

In X-Richtung muss der Mittelstreifen in die Mitte, da k8nnen wir einfach die Breite der StraSe
halbieren.

Beider Y-Koordinate istes schwieriger: Die hSngtvon den Stra§enmetern ab. Die Stra§enmeter
sind aber (au8er ganz am Anfang) mehr als der Ausschnitt hoch beziehungsweise das Mittelstrei-
fenbild lang ist. Das Mittelstreifenbild wiederholt sich aber immer, wenn ein Streifen plus LYcke
vorbeigezogen ist. Wir rechnen also die Anzahl der Pixel dafYr aus:

(define marking-segment-pixels
(meters->pixels (+ marking-height gap-height)))

Durch diese Zahl teilen wir und nehmen den Divisionsrest, um die Y-Position zu bekommen. Das
hei8t nicht ganz b der Divisionsrestistimmer positiv, und damitist der Mittelstreifen zu weit unten:
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Wir ziehen das Bild noch um einen Streifen nach oben, indemnking-segment-pixels
abziehen. Das kommt dabei heraus:

(define road-window
(lambda (meters)
(place-image/align visible-markings
(/ (image-width blank-road-window) 2)
(- (remainder (meters->pixels meters)
marking-segment-pixels)
marking-segment-pixels)

“center " "top"
blank-road-window)))

Al"#$%& "

Probiereroad-window aus. Entferne die Substraktion woarking-segment-pixels und
untersucht, wie sich das auswirkt! !

##.& BEWEGTE BILDERWNTVERSE.RKT

Bisher haben wir nur statische, langweilige Bilder. Esist Zeit, sie in Bewegung zu setzen. DafYr br
chen wir ein weiteres Teachpack nameierse.rkt . Um es zu aktivieren, musst Du noch-
mal insSprache/ LanguageMenY und dort auTeachpack hinzufYgen/Add Teachpack
drYcken und in dem dann auftauchenden Dialoguaiverse.rkt  und schlie§lich aubK
drYcken.

Zumuniverse.rkt -Teachpack gehsrt eine Funktion namaansate . Was sie macht, ver-
deutlicht am einfachsten ein Beispiel, dass Du in die REPL eintippen kannst:

(animate
(lambda (ticks)
(place-image/align (circle 5 "solid " "red")
100 ticks "center " "top"
(square 200 "solid " "black "))))
Al"#3%& ".(

Probier es aus! !
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Dusiehsteinenkleinenroten Kreis sich in einem quadratischen Bild von oben nach unten bewegen.
Die neue Funktiomanimate akzeptiert eine Funktion mit einer Eingabe nénies , die
ein Bild produziert:

(: animate ((natural -> image) -> natural))

Animate ruft die Funktion $)mal in der Sekunde auf und zeigt die entstehenden Bilder hinter-
einander als Animation an. Dabei Ybemgibhate alsticks eine natYrliche Zahl, die bei Null
anfSngt, und jedesmal um eins grs8§er wird: Sie misst also die Zeit, in sogeioksinten

Wir benutzen jetzinimate, um das Bild des Stra8enausschnitts in Bewegung zu setzen b
so, dass das Wagen genau in der Mitte ist. Wir legen zuerst fest, wie schnell der Wagen fShrt. Wir
haben uns fYr ein recht gemSchliches Tempo entschieden, damit wir auch wirklich alle GYrteltiere
erwischen:

; Meter pro Tick
(define meters-per-tick 0.1)

Diese Funktion ist so einfach, dass sich ausnahmsweise separates Testen nicht lohnt:

; Ticks in Meter umwandeln
(: ticks->meters (natural -> rational))

(define ticks->meters
(lambda (ticks)
(* meters-per-tick ticks)))

Damit schreiben wir Funktion, die aus Ticks Stra8enmeter macbhairdindow aufruft:

Stra 8enausschnitt zu Zeitpunkt anzeigen
(: road-window-at-ticks (natural -> image))

(define road-window-at-ticks
(lambda (ticks)
(road-window (ticks->meters ticks))))

also folgendes ausprobieren:

(animate road-window-at-ticks)

Al"#$%& ")
Schreibe eine andere Funktion Deiner Wahl mit denifYiate passenden Signatur und probiere
animate damit aus! !
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##.! AUTOS UND GTRTELTIERE AUF DEM HIGHWAY

Die StraSe ist fertig, als nSchstes ist das Auto dran. Wir fangen mit einem Rad an:

; Rad
(define wheel
(rectangle (meters->pixels 0.2) (meters->pixels .5)
"outline " "white "))

Als nSchstes setzen wir zwei RSder zu einem Bild zusammen, das dann links und rechts von
Karosserie platziert werden:

. Zwei R&der auf einer Seite des Autos
(define wheels-on-one-side
(above wheel
(rectangle 0 (meters->pixels 1.2) "solid " "black ")
wheel))

; Breite des Autos
(define car-width 1.5)
LSnge des Autos
(define car-length 3.0)

; Bild des Autos
(define car
(beside
wheels-on-one-side
(rectangle (meters->pixels car-width) (meters->pixels car-length)
"solid " "blue")
wheels-on-one-side))

Schlie§lich mYssen wir Auto und GYrteltiere auf der Stra8e platzieren. Bei der Funktion dafYr i
klar, dass ein Bild herauskommen soll. Als Eingaben stehen schon einmal fest:

¥ das Bild, das auf der Stra8e platziert werden soll

¥ die Position des Bildes
Wir benstigen au8erdem noch:

¥ die Zeit, weil sie bestimmt, welcher Ausschnitt der Stra§e angezeigt wird

¥ das Bild der Stra8e
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Letzteres Yberrascht Dich vielleicht. Ist das Bild der Stra8e nicht immer das gleiche? Nein, ist es
nicht! ZunSchst einmal ist die Position des Mittelstreifens je nach Zeit immer unterschiedlich. Au-
gerdem wollen wir ja nicht nur ein Bild auf der Stra8e platzieren, sondern viele. DafYr fYttern wir
das Ergebnis der Funktion wieder in die Funktion hinein, um ein weiteres Bild zu platzieren.
Kurzbeschreibung, Signatur und GerYst sehen entsprechend aus wie folgt:

; Bild auf der Stra 8e platzieren
(: place-image-on-road (image natural image position -> image))

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)

)

Da es sich besition um zusammengesetzte Daten handelt, stehen in der Schablone Aufrufe
der Selektoren:

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)

(position-m-from-start position)
(position-side position)

)

Wir mYssen jetzt die Pixelkoordinaten des Bildes relativ zum Stra8enausschnitt berechnen. Bei der
X-Koordinate ist das verhSltnismS8ig einfach. Wir legen eineMagkbfeom-left  an, die

sich augposition-side position)) ergibt, was schon in der Schablone steht. Die Seite ist
relativ zum Mittelstreifen, fYr dessen X-Koordinate wir ebenfalls eine Zwischenvariable anlegen:

;. X-Koordinate der Mitte der Stra 8e, in Pixeln
(define middle-pixels (/ (image-width road-image) 2))

Daraus ergibt sighixels-from-left S0:

X-Koordinate des Mittelpunkts  des Bilds
(define pixels-from-left

(cond
((string=? (position-side position) "left ")
(* middle-pixels 0.5)) ; Mitte der linken Spur
((string=? (position-side position) "right ")

(* middle-pixels 1.5)))) ; Mitte der rechten Spur
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Als nSchstes brauchen wir die Y-Koordinate, da ist es etwas komplizierter: Wir benstigen die
Koordinate vorimage relativzum unteren Rand des Bildes. (Oder des oberen, das geht auch.)
Das wSre folgender Ausdruck:

(- (position-m-from-start position)
(ticks->meters ticks))

Diese Koordinate ist noch in Metern, die mYssen wir noch in Pixel umrechnen. Augerdem mYs
sen wir berYcksichtigen, dass die Pixel-Koordinaten von oben nach unten laufen, die Stra§enme
aber von unten nach oben b wir ziehen also diese Zahl von der H3he des Bildes ab. Damit kSnne
wir wieder einmatlace-image/align  (siehe Seftet"&) bemYhen, um das Bild auf die Strage zu
setzen. Die Funktion sieht vollstSndig so aus:

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)
;. X-Koordinate der Mitte der Stra 8e, in Pixeln
(define middle-pixels (/ (image-width road-image) 2))

;. X-Koordinate des Mittelpunkts des Bilds
(define pixels-from-left

(cond
((string=? (position-side position) "left ")
(* middle-pixels 0.5)) ; Mitte der linken Spur
((string=? (position-side position) "right ")
(* middle-pixels 1.5)))) ; Mitte der rechten Spur

(place-image/align
image
pixels-from-left
(- (image-height road-image)
(meters->pixels (- (position-m-from-start position)
(ticks->meters ticks))))
"center " "center "
road-image)))

Die Funktion ist kompliziert genug, dass wir sie testen solltencle&rexpect -Test vorab
zu konstruieren ist schier unmsglich, aber wir kSnnen die Funktion zumindest in der REPL aus-
probieren, am einfachsten®&icks, also am Anfang des Spiels:
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(place-image-on-road (road-window 0) O car (make-position 0 “left "))

Da st noch ein Problem! Das Auto istam unteren Rand und nur zur HSIfte zu sehen, wir wollen es
aber gern in der Mitte. Wir mYssen also noch die HSlfte der H3he des Stra§enabschnitts abziehen,
entsprechend den Aufruf vptace-image/align  korrigieren:

(place-image/align
image
pixels-from-left
(- (image-height road-image)
(meters->pixels (+ (- (position-m-from-start position)
(ticks->meters ticks))
(/ road-window-height 2))))

" center center "
road-image)
Jetzt ist alles b@in der Mitte!

Diese Funktion k3nnen wir jetzt benutzen, um zunSchst das Autobild auf dem Stragenab-
schnitt zu platzieren:

; Auto auf die Stra 8e setzen
(: place-car-on-road (natural position image -> image))

(define place-car-on-road
(lambda (ticks car-position road-image)
(place-image-on-road road-image
ticks
car car-position)))

Al"#3$%& ".*

Konstruiere auf Basis vplace-car-on-road  eine Funktion, die Du aanimate Ybergeben
kannst und probiere sie aus! !

€hnlich machen wir das fYr das GYrteltier-Bild. Die nitigen Angaben, zu Position und Zustand
des GYrteltiers ziehen wir aus déim-on-road  -Record:
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; Ein Tier auf die Stra 8e malen
(: place-dillo-on-road (natural dillo-on-road image -> image))

(define place-dillo-on-road
(lambda (ticks dillo-on-road road-image)
(place-image-on-road road-image
ticks
(dillo-image
(dillo-on-road-state dillo-on-road))
(dillo-on-road-position dillo-on-road))))

Jetzt gibt es ja auf der Stra8e nicht nur ein GYrteltier sondern viele, die alg/hitie Record
stecken. DafYr brauchen wir eine Funktion mit folgender Kurzbeschreibung und Signatur:

; Alle Tiere auf die Stra 8e malen
(: place-dillos-on-road
(natural (list-of dillo-on-road) image -> image))

Wir k3nnten das nach Konstruktionsanleitung fYr Listen programmieren. Einfacher ist aber, die
universelle Funktidold zu benutzen. (Siehe Abschnit} *.% auf[Sejite $&(.) Das sieht so aus:

(define place-dillos-on-road
(lambda (ticks dillos-on-road road-image)
(fold road-image
(lambda (dillo-on-road image)
(place-dillo-on-road ticks dillo-on-road image))
dillos-on-road)))

Neben Auto und GYrteltieren fehlt noch die Punktzahl oben links in der Ecke:

; Punktzahl anzeigen
(: place-score (natural image -> image))

(define place-score
(lambda (score image)
(place-image/align
(text (number->string score) 100 "blue™)
00 "left " "top"

image)))
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##.( DIE WELT EIN HIGHWAY

Es wird Zeit, dass wir alles zusammensetzen zu einem Spiel, das sich bewegt und dass auf Knopf-
druck reagiert. Damiverse.rkt -Teachpack fordert, dass wir eine Datende+nition erstellen, in
der der gesamte Zustand des Spiels stecks. In Ahnitt f Seite #$3$ hatten wir schon folgende
Aspekte aufgelistet:

¥ die Position des Autos

¥ die Positionen der GYrteltiere zusammen mit ihren ZustSnden

¥ der Punktestand
Wir wissen, dass uns da/erse.rkt  -Teachpack spSter die Zeit als Ticks liefern wird: Daraus
kSnnen wir die Stra8enmeter der Position des Autors berechnen. Nur noch die Seite mYssen wir
explizit reprSsentieren. Es entsteht also folgende etwas angepasste Datende+nition:

; Die Welt des Spiels besteht aus:
; - Ticks seit Spielanfang
;- Seite, auf der das Auto fShrt
; - Tiere auf der Stra 8e
; - Punktzahl
(define-record world
make-world
world?
(world-ticks natural)
(world-car-side side)
(world-dillos-on-road (list-of dillo-on-road))
(world-score natural))

Hier ein Beispiel dafYr:

: Vier Grteltiere auf der Stra 8e
(define dillos-on-road

(list (make-dillo-on-road dillol (make-position 20 "left "))
(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 26 "right "))
(make-dillo-on-road dillo3 (make-position 30 "left "))
(make-dillo-on-road dillo4 (make-position 42 "left "))

; Welt am Anfang, Auto steht links
(define initial-world
(make-world 0 "left " dillos-on-road 0))
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Wir werden fYplace-car-on-road  die Position des Autos alssition -Record ben&tigen,

die noch nicht direkt imvorld -Record vorhanden ist. Die Seite steht immerhin schon da. Die
Stragenmeter berechnen wir aus den Ticks. Die Funktion dafYr hat Kurzbeschreibung, Signat
und TestfSlle wie folgt:

; Position des Autos
(: world-car-position (world -> position))

(check-expect (world-car-position (make-world O "left " empty 0))
(make-position 0 "left "))

(check-expect (world-car-position (make-world 100 “right " empty 0))
(make-position (ticks->meters 100) "right "))

Die Schablone fYr die Funktion berYcksichtigt, dass es sich sowohl bei Ein- als auch bei der Ausg.
jeweils um zusammengesetzte Daten handelt:

(define world-car-position
(lambda (world)
(make-position ... ... )

(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)

)

Nur die ersten beiden Felder vaorld sind relevant fYr die Position des Autos B GY'rteltiere und
Punktzahl sind sichtlich nicht relevant. FYr die Position brauchen wir die Stra8enmeter, die wir au
den Ticks mit Hilfe voticks->meters berechnen kSnnen:

(define world-car-position
(lambda (world)
(make-position (ticks->meters (world-ticks world))
(world-car-side world))))

Jetzt haben wir endlich alle Funktionen, die wir benstigen, um die ganze Welt anzuzeigen. Wi
mYssen sie nur kombinieren, um alles in eimeld -Record als Stra8enabschnitt anzuzeigen:

; Spiel anzeigen

(: world->image (world -> image))
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(define world->image
(lambda (world)

(define ticks (world-ticks world))

(place-score

(world-score world)

(place-car-on-road
ticks
(world-car-position world)
(place-dillos-on-road
ticks
(world-dillos-on-road world)
(road-window ticks))))))

Du kannst jetzt natYrligworld->image initial-world) ausprobieren, aber da ist nur der
anfSngliche, leere Stragenabschnitt zu sehen.

Besser wird es maitimate . DafYr brauchen wir eine Funktion mit Signétatural ->
image). Da wir schorworld->image mit der Signatugworld -> image) haben, brauchen
wir noch eine Funktion mit Signatimatural -> world) , die einen passendearld -Wert
erzeugt:

; Statische Welt zu einem bestimmten Zeitpunkt darstellen
(: world-at-ticks (natural -> world))

(define world-at-ticks
(lambda (ticks)
(make-world ticks "left " dillos-on-road 0)))

Nun kSnnen wiranimate mit einer Kombination aus den beiden aufrufen:
(animate (lambda (ticks) (world->image (world-at-ticks ticks))))

Da sieht man die Stra8e vorbeiziehen, und schlie§lich tauchen auch GYrteltiere auf. Aber das Auto
ist links festgeklebt und die GVYrteltiere sterben auch nicht, wenn das Auto drYberfShrt.

##.) TBERFAHREN KONKRET

Was fehlt noch, damit aus derorld -Record alle Aspekte des Spiels berechnet werden kSnnen,
mithin der texanische Highway simuliert:
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". Wir mYssen feststellen ob das Auto die Position eines GYrteltiers berYhrt und dieses dan
YberfShrt.
$. WirmYssen zShlen, wieviele Tiere vo einem gegebenen Zeitpunkt vom Auto touchiert, mithir
Yberfahren werden, damit wir die Punktzahl entsprechend erh3hen k3nnen.
#. Schlieglich mYssen wir alle Tiere Yberfahren, deren Position unter das Auto gerSt.
Diese Liste arbeiten wir in diesem Abschnitt ab.

BerYhrung eines GVrteltiers | Als nSchstes auf der Liste von Seite ##' mYssen wir feststellen, ob
das Auto die Position eines GYrteltiers berYhrt. Hier Kurzbeschreibung und Signatur dafYr:

: BerYhrt das Auto eine Position ?
(: car-on-position? (position position -> boolean))

Das Auto berYhrt eine Position, wenn die Position auf der gleichen Stra8enseite nah dran ist. Hie
die TestfSlle dazu:

(check-expect (car-on-position? (make-position 10 “left ")
(make-position 10 "right "))
#f)
(check-expect (car-on-position? (make-position 10 "left )
(make-position 10 "left "))
#t)
(check-expect (car-on-position? (make-position 11 "left ")
(make-position 10 "left "))
#t)
(check-expect (car-on-position? (make-position 10 “left ")
(make-position 11 "left "))
#t)

FYr die Schablone haben wir es bei beiden Eingaben mit zusammengesetzten Daten zu tun:

(define car-on-position?
(lambda (car-position position)

(position-side car-position)
(position-side position)
(position-m-from-start car-position)
(position-m-from-start position)

)
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Die beiden Stragenseiten mYssen gleich sein. Bei den Stra8enmetern der beiden Positionen ist rele-
vant, dass die Stra8enmeter des Autos genau in der Mitte des Autos sind P die Position darf nicht
mehr als die HSIfte davon entfernt sein. Um den Vergleich zu erleichtern, egal ob die Position vor
oder hinter dem Mittelpunkt ist, benutzen wir die eingebaute FurkttoiDiese Funktion be-

rechnet deAbsolutbetraginer Zahl: Sie macht aus negativen Zahlen die entsprechenden positiven
Zahlen:

(abs 5)
T 5
(abs -5)
T 5

Hier die fertige Funktion:

(define car-on-position?
(lambda (car-position position)
(and (string=? (position-side car-position)
(position-side position))
(<= (abs (- (position-m-from-start car-position)
(position-m-from-start position)))
(/ car-length 2)))))

Wieviele Tiere sind gerade unter dem Auto? | Als nSchstes schreiben wir eine Funktion, welche

die Tiere unter dem Auto zShlt, damit wir die Punktzahl entsprechend erhdhen k&nnen. Genauer
gesagt zShlen wir nur ieendige6 Yrteltiere: FYr das nochmalige Tberfahren eines toten GYr-
teltiers gibt es keinen Punkt. Hier Kurzbeschreibung und Signatur:

: Wieviele Tiere werden vom Auto ber Yhrt ?
(¢ live-dillos-under-car-count
(position (list-of dillo-on-road) -> natural))

FYr den Test sollten wir in der Eingabe sowohl lebendige als auch tote GYrteltiere unterbringen,
ebenso wie solche, die unter dem Auto liegen, und solche, die weiter weg sind:

(check-expect
(live-dillos-under-car-count
(make-position 10 "left ")
(list (make-dillo-on-road dillol (make-position 10 “left "))
(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 10 “right "))
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(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 11 “left "))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 9 "left "))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 12 “left "))

2)

Der Test zShit das erste und das vorletzte GYrteltier.

FYr die De+nition k3nnten wir die Schablone fYr Funktionen auf Listen heranziehen. Da es
aber darum geht, aus einer Liste einige Elemente auszuwShlen, die einem bestimmten Kriterit
entsprechen, kSnnenwirauch die Funkiiier  von Sei@&" benutzen, die eingebaute Version
vonextract-list . Damitextrahieren wir die zu zShlenden GYrteltiere. Die mYssen wir nur noch
mit der ebenfalls eingebauten Funkkioyth zShlen.Length ist die eingebaute Version von

list-length , siehe Sefte().)

(define live-dillos-under-car-count
(lambda (car-position dillos-on-road)
(length
(filter (lambda (dillo-on-road)
(and (car-on-position?
car-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))
(dillo-alive?
(dillo-on-road-state dillo-on-road))))
dillos-on-road))))

GYrteltiere tatsSchlich Yberfahren | Als letzter Arbeitsauftrag bleibt noch, die GYrteltiere, die
vom Auto touchiert werden, vom lebenden in den toten Zustand zu YberfYhren. Die Funktion
akzeptiertwikve-dillos-under-car-count die Position des Autos und die GYrteltiere und
liefert eine Liste von aktualisierten GYrteltier-ZustSnden:

; Alle Tiere Yberfahren , die das Auto berYhrt
(: run-over-dillos-on-road
(position (list-of dillo-on-road) -> (list-of dillo-on-road)))

Beim Testen gibt es jede Menge tote GYrteltiere, darum de+nieren wir den dazugehsrigen Zusta
zwecks Wiederverwendung:

(define dead-dillol (run-over-dillo dillol))
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(check-expect
(run-over-dillos-on-road
(make-position 10 "left ")

(list (make-dillo-on-road dillol (make-position 10 "left "))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 10 "right "))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 11 "left "))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 9 "left "))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 12 "left "))

(list (make-dillo-on-road dead-dillol (make-position 10 "left "))

(make-dillo-on-road dillol (make-position 10 "right "))
(make-dillo-on-road dead-dillol (make-position 11 "left "))
(make-dillo-on-road dead-dillol (make-position 9 “left "))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 12 "left "))

Die Funktion wendet also eine Operation auf jedes Element der Liste an und gibt uns die Ergeb-
nisse in einer Liste zurYck: DafYr k3nnen wir wieder eine Higher-Order-Funktion aLE Kapitel *
verwenden, nSmlichep die eingebaute Version Visirmap , siehe Sefte $&'.

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)

)

dillos-on-road)))

Bei dem Argument deambda-Funktion handelt es sich um zusammengesetzte Daten. Es kom-
men also Selektoraufrufe in die Schablone:

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)

(dillo-on-road-position dillo-on-road)
(dillo-on-road-state dillo-on-road)

)

dillos-on-road)))

Die GYrteltiere fallen in zwei Klassen: Die, die vom Auto gerade touchiertwerden, und alle anderen.
Wir k8nnen die Funktionar-on-position?  benutzen, um eine binSre Verzweigung zu bilden:
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(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)
(if (car-on-position?
car-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))

(dillo-on-road-position dillo-on-road)
(dillo-on-road-state dillo-on-road)

)

dillos-on-road)))

Im ersten Fall sollten wir das GYrteltier Yberfahren, das machemwironiéer-dillo . Im
anderen Fall gebenwfiio-on-road  unverletzt zurYck:

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)
(if (car-on-position?
car-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))
(make-dillo-on-road
(run-over-dillo (dillo-on-road-state dillo-on-road))
(dillo-on-road-position dillo-on-road))
dillo-on-road))
dillos-on-road)))

Al"H$%N& .+

Was ist die Konsequenz, wenn auch das therfahren toter GYrteltiere Punkte geben wYrde? Ver:
che, das hier schon einmal durch reines Nachdenken zu kiSren und probiere es spSter aus!

##>* REAKTIVE ANIMATION

An diesem Punkt haben wir alle Grundaspekte des Spiels durch Funktionen beschrieben. Wirmy
sen sie noch zu einem Spiel zusammensetzen. Das sollte dann insbesondere auch auf Tastend
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reagieren. FYr solche reaktiven Animationen brauchen wir noch UnterstYtzung vom Teachpack
universe.rkt , das dafYr extea ein neues Programmiersprachene-Element mitbringt, das heigt
big-bang . Es startet das Spiel und hat folgende Form:

(big-bang world clause ...)

Der erste Operamdorld ist die Welt am Anfang des Spiels, danach kommen einige Klauseln, die
beschreiben, was das Spiel machen soll, wenn bestimmte Sachen passieren. Das kann sein:

¥ eine Taste auf der Tastatur wird gedrYckt

¥ eine Taste auf der Tastur wird losgelassen

¥ die Maus wird bewegt oder eine Maustaste wird gedrYckt
Au8erdem gibt es eine Klausel, die festlegt, wie aus der Welt ein Bild generiert wird. Die sieht so
aus:

(to-draw  function)

... und die Funktion muss die Signgtuorld -> image) erfYllen. Damit reicht gerade so aus,
umbig-bang ein erstes Mal auszuprobieren:

(big-bang initial-world
(to-draw world->image))

Da wird immerhin die Welt am Anfang angezeigt, die sich aber noch nicht bewegt. DafYr k3nnte
sie auf Tastendruck reagieren, das geht mit einer Klausel folgender Form:

(on-key function)
Diese Funktion muss folgende Signatur haben:
(world string -> world)

Sie wird immer dann aufgerufen, wenn eine Taste gedrYckt wird © und zwar mit der Welt vor dem
Tastendruck und einer Zeichenkette, die er Taste entspricht. Also zuni Beifridle A-Taste,
"+ fYr die +-Taste undsoweiter. FYr die CSondertastenE sieht das so aus:

“left " Linkspfeil

"right " Rechtspfeil

"up" Obenpfeil

"downY Untenpfeil

"shift " linke Shift-Taste
“rshift " | rechte Shift-Taste

FYr unser Spiel brauchen wir nur die Links- und Rechts-Pfeiltasten, die das Auto auf die linke oder
rechte Stra8enseite befSrdern. Wir brauchen also eine Funktion mit folgender Signatur:
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; Auf Tastendruck reagieren
(: react-to-key (world string -> world))

Wir testen beide Pfeiltasten D alle anderen Tasten sollten die Welt unverSndert lassen:

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 “right " dillos-on-road 5) "left ")
(make-world 12 "left " dillos-on-road 5))

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 “left " dillos-on-road 5) "right ")
(make-world 12 "right " dillos-on-road 5))

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 "left " dillos-on-road 5) "a")
(make-world 12 "left " dillos-on-road 5))

Hier das GerYst:

(define react-to-key
(lambda (world key)

)

Beikey handelt es sich e.ektiv um eine AufzShlung: links, rechts, alles andere. Die Schablone sie
also so aus:

(define react-to-key
(lambda (world key)
(cond
((string=? key  "left ") ..)
((string=? key  "right ") ...)
(else ..)))

Au8erdem steuern die Konstruktionsanleitungen Schablonen fYr zusammengesetzte Daten als E
und als Ausgabe bei:

(define react-to-key
(lambda (world key)
(cond
((string=? key "left ")
(make-world ... ... ... ...)
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((string=? key  "right ")
(make-world ... ... ... ..))
(else ...))

(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score-road world)

)

Bei Links- und Rechtspfeil Sndert sich jeweils nur die Seite des Autos. Bei allen anderen Tasten
Sndert sich nichts:

(define react-to-key
(lambda (world key)
(cond

((string=? key "left ")

(make-world (world-ticks world)
"left "
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)))

((string=? key  "right ")

(make-world (world-ticks world)
"right "
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)))

(else world))))

Damit kSnnen wir deibig-bang -Aufruf erweitern:

(big-bang initial-world
(to-draw world->image)
(on-key react-to-key))

Die Stra8e steht zwar immer noch permanent auf Anfang, aber wir kSnnen mit den Pfeiltasten das
Auto nach links und rechts bewegen.

Dass die Stra8e sich bewegt, hatten wir schonmal, aber da habenatér benutzt. Bei
big-bang funktioniert das ein wenig anders, da gibt es eine Klausel dieser Form:

(on-tick  function)
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Die Funktion beon-tick wird immer aufgerufen, wenn ein Tick verstreicht, und muss die fol-
gende Signatur haben:

(world -> world)

Das hei8t, das die Funktion nicht wiedmémate die Anzahlder Ticks geliefertbekommtsondern
selbst zShlen muss. Wir fangen mal an, eine solche Funktion zu schreiben:

: Wie verSndert sich die Welt, wennein Tick Zeit vergeht ?
(: next-world (world -> world))

GerYst und Schablone nutzen aus, dass sowohl Ein- als auch Ausgabe zusammengesetzte L
sind:

(define next-world
(lambda (world)
(make-world ... ... ... ..)

(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)

)

Wir schreiben erst einmal eine ganz einfache Funktion, bei der nur die Zeit vergeht:

(define next-world
(lambda (world)

(make-world (+ 1 (world-ticks world))
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world))))

Die Funktion binden wir jetzt in démg-bang -Ausdruck ein:

(big-bang initial-world
(to-draw world->image)
(on-tick next-world)
(on-key react-to-key))

Das sieht schon besser aus: Die Stra8e bewegt sich, und man kann das Auto nach links und rec
steuern. Aber Yberfahrene GYrteltiere sterben noch nicht, und die Punktzahl geht frustrierende
weise auch noch nicht hoch. Das liegt daran, dass wir die beiden dafYr zustSndigen Funktioner
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run-over-dillos-on-road undlive-dillos-under-car-count P noch nicht eingesetzt
haben. Das holen wir nach:

(define next-world
(lambda (world)
(define car-position (world-car-position world))
(define dillos-on-road (world-dillos-on-road world))
(make-world (+ 1 (world-ticks world))
(world-car-side world)
(run-over-dillos-on-road car-position dillos-on-road)
(+ (live-dillos-under-car-count
car-position dillos-on-road)
(world-score world)))))

Voil*, viel Spa§ beim GYrteltiere-Yberfahren!
Al"#$%E& ",

€ndere das Spiel so, dass auch das tberfahren toter GYrteltiere Punkte gibt! Ist das sinnvoll?

Hier sind noch einige weitere nYtzliche Klauselid¥rang fYr anspruchsvollere Spiele:
(on-mouse function)

Die Funktionfunction wird immer dan aufgerufen, wenn die Maus bedient wird B also wenn sie
bewegt wird, oder wenn ein Knopf gedrYckt wird. Sie muss folgende Signatur haben:

(world integer integer mouse-event -> world)

Die beidennteger -Argumente sind die X- und Y-Koordinaten der Mausposition. Die Signatur
mouse-event ist folgenderma8en de+niert:

(define mouse-event
(signature
(enum "button- dowri "button- up" "drag" "mové "enter" "leave")))

Die einzelnen FSlle haben folgende Bedeutungen:
"putton- dowrl  Der Maus-Knopfwurde gedrYckt.

"button- up" Der Maus-Knopf wurde losgelassen.
"drag" Die Maus wird gezogen, bewegt sich also mit gedrYcktem Knopf.
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"moveé Die Maus wurde bewegt.
"enter " Der Maus-Cursor wurde insiverse.rkt  -Fenster bewegt.
"leave " Der Maus-Cursor wurde aus deniverse.rkt  -Fenster herausbewegt.

Es gibt eine weitere coole Klausel naorepsd:
(on-pad function)

Wenn die spezi+ziert ist, wird ein CGame-PadE angezeigt, das so aussieht:

M. e

In der Signatur der Funktion entsprechempdievent -Werte den Tasten auf dem Pad:

(world pad-event -> world)

(define pad-event
(signature
(enum "left " "right " "up" "dowrd "w' "s" "a" "d" " "
"shift " "rshift ")))

Al"#$%& .-

Erweitere den Aufruf vamg-bang so, dass man das Spiel auch mit dem Pad spielen Kann!

AUFGABEN

Al"#$%& "..

Mache das GYrteltier-Spiel besser!

Al"#$%& "/

Schreibe ein Telespiel Deiner Wahl.
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BSume sind eine Form von Daten, die (wie Listen) besonders oft in der Informatik vorkommt.
Oft ergeben sich baumfSrmige Datende+nitionen aus der Problemstellung. Wenn wir Yber dies
Datende+nitionen abstrahieren, entsteht eine universell verwendbare Form von Biatén, der
baum Diese BinSrbSume sind Shnlich vielseitig wie Listen und erlauben uns au§erdem, Daten
in BSumen zu organisieren, dass wir sie schnell wieder+nden k3nnen.

#l# STAMMB€UME

‘ baeume/family-tree.rkt Code

Die Idee, den Baum als Metapher fYr eine bestimmte Form von Daten zu benutzen, +ndet sic
bereits in der Bibel, die Warter wie CBaumstumpfE und CSprossE benutzt, um Abstammmung
zu beschreiben. Erste bildliche Darstellungen von StammbSumen sind aus diesen Beschreibun
ab dem "". Jahrhundert abgeleitet worden. In StammbSumen sind in der Regel fYr eine Person |
Name sowie Verbindungen zu den beiden Eltern vermerkt. Das fY hrt zu folgender Datende+nitior

Eine Person hat folgende Eigenschaften:
; - Name
; - Elternteil #1
. - Elternteil #2

Diese De+nitionISssto.en, umwas fYr Daten es sich bei den beiden Elternteilen handelt. NatYrlic
sind es auch Personen, aber wenn wir in einem Stammbaum weit genug nach oben gehen, s
diese irgendwann unbekannt: Jeder konkrete Stammbaum endetirgendwo. Wir brauchen also at
noch eine ReprSsentation fYr einen Cunbekannten ElternteilE ohne (bekannte) Eigenschaften:

;. Ein unbekannter Elternteil hat keine Eigenschaften
(define-record unknown-parent

make-unknown-parent

unknown-parent?)

Daraus entsteht eine Datende-+nition fYr CElternteil E:

Ein Elternteil ist eins der folgenden:
- eine Person
;- ein unbekannter Elternteil


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/baeume/family-tree.rkt
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Diese D und die Datende+nition fYr CPersonE B k3nnen wir nun in Code Ybersetzen:

(define-record person
make-person
person?
(person-name string)
(person-parent-1 parent)
(person-parent-2 parent))

(define parent
(signature
(mixed person unknown-parent)))

FYr das unbekannte Elternteil stellen wir gleich mal einen Wert her:
(define an-unknown-parent (make-unknown-parent))
Hier ein kleiner Stammbaum als Beispiel:

(define slash
(make-person "Slash"

(make-person "Ola Hudsor!
an-unknown-parent
an-unknown-parent)

(make-person "Anthony Hudsor
an-unknown-parent
an-unknown-parent)))

(define london-hudson
(make-person "London Hudsor

slash

(make-person "Perla Ferrar "
an-unknown-parent
an-unknown-parent)))

Wir schreiben nun eine Funktion, die feststellen soll, ob jemand der Vorfahr einer Person ist, so
etwa:

; Ist jemand Vorfahriin  einer Person?
(: ancestor? (string person -> boolean))
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(check-expect (ancestor?  "Slash" london-hudson) #t)
(check-expect (ancestor?  "Axl" london-hudson) #f)

Die Schablone fYr diese Funktion sieht folgenderma8en aus:

(define ancestor?
(lambda (name person)

(person-name person)
(person-parent-1 person)
(person-parent-2 person)

)

Was k3nnen wir mit diesen Bestandteilen anfangen? Den Namen der Person k3nnten wir mit der
gesuchten Namen vergleichen B wenn ja, handelt es sich um einen Vorfahren:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(if (string=? name (person-name person))
#t
o)
(person-parent-1 person)
(person-parent-2 person)

)

Bei(person-parent-1 person) und(person-parent-2 person) handeltes sichum ge-
mischte Daten. Wir kSnnten die nstige Verzweigung direktdastor? einbauen. Genauso
k3nnen wir eine separate Funktion schreiben, welche die Frage beantwortet, ob ein Elternteil Vo
fahr ist. Da es zwei Elternteile gibt, lohnt sich tendenziell eine solche separate Funktion mit Kur:
beschreibung und Signatur wie folgt:

; Ist jemand Vorfahriin  eines Elternteils ?
(: parent-ancestor? (string parent -> boolean))

Diese Funktion schreiben wir im Anschluss. Aber ihre Signatur ist genug, um die Schablone vo
ancestor? weiter auszufYllen. Wir YberprYfen, ob Elternteil Nr. " oder Nr. $ Vorfahr ist:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(if (string=? name (person-name person))
#t
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(if (or (parent-ancestor? name (person-parent-1 person))
(parent-ancestor? name (person-parent-2 person)))
#t

#1)))

Diese Funktionistschon korrekt, aber sie kSnnte noch etwas eleganter sein.iDeAnsditieck
liefert#t , falls die Bedingurg und#f, falls die Bedingur liefert: Es kommt also immer das
Ergebnis der Bedingung heraus. Das ist eine allgemein anwendbare Regel:

(if b#t #) = b
Wir kdnnenancestor? also verkYrzen auf:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(if (string=? name (person-name person))
#t
(or (parent-ancestor? name (person-parent-1 person))
(parent-ancestor? name (person-parent-2 person))))))

Auch den verbleibendé&n-Ausdruck kSnnen wir noch loswerden, wefiteergibt, wenn die
Bedingungt ergibt oder wenn der -Ausdruck#t liefert. Wir kSnnen deshalb die Funktion mit
einem gro8ear schreiben:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(or (string=? name (person-name person))
(parent-ancestor? name (person-parent-1 person))
(parent-ancestor? name (person-parent-2 person)))))

Notwendig war diese Vereinfachung nicht, aber schsner sieht das Resultat schon aus, +nden wir!
Es fehlt noch die Hilfsfunktioparent-ancestor? . Hier sind ein paar Tests:

(check-expect (parent-ancestor? "Slash" london-hudson) #t)
(check-expect (parent-ancestor? "AxI" london-hudson) #f)
(check-expect (parent-ancestor? "Slash" an-unknown-parent) #f)

GerYstund Schablone ergeben sich B wie immer D aus der Datende-+piienton

(define parent-ancestor?
(lambda (name parent)
(cond
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((person? parent) ...)
((unknown-parent? parent) ...))))

FYr den ersten Fall knnen micestor? benutzen, im zweiten Fall ksnnen wir #fitantwor-
ten:

(define parent-ancestor?
(lambda (name parent)
(cond
((person? parent) (ancestor? name parent))
((unknown-parent? parent) #f))))

Fertig!
Al"#$%& (!

€ndere die Funktioancestor? dahingehend, dass eine Person nichtihr eigener Vorfahrist. Ach-
te darauf, dass ansonsten die Funktion noch richtig arbeitet! Wird die Funktion einfa¢cher?

#1.I' BINERBEUME

‘ baeume/binary-tree.rkt Code

Wir schauen uns nochmal die Record-De+ninitopgoson an:

(define-record person
make-person
person?
(person-name string)
(person-parent-1 parent)
(person-parent-2 parent))

Vielleicht erinnert Dich das an eine Record-De+nition aus lﬂapitel &:

(define-record confluence
make-confluence
confluence?
(confluence-location string)
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river))


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/baeume/binary-tree.rkt

$&% BINERBEUME

Die Struktur ist bei beiden De+nitionen gleich. Insbesondere enthalten beide De+nitionen jeweils
zwei Selbstreferenzen.@eson ist die Selbstreferenz pafent , das so de+niert ist:

(define parent
(signature
(mixed person unknown-parent)))

Beiconfluence ist die Selbstreferenz guér :

(define river
(signature (mixed creek confluence)))

Die jeweils anderen FSlle parent undperson unterscheiden sich leicht:

(define-record unknown-parent
make-unknown-parent
unknown-parent?)

(define-record creek
make-creek
creek?
(creek-origin string))

In beiden steckt selbst aber keine Selbstreferenz mehr. Beide Datende+nitionen bilden baumartige
Strukturen ab: Eiperson- oderconfluence -Record bildet einen Ast, der zweifach verzweigt.
Ein Baum endet jeweils beknown-parent - odercreek -Records. Weil die CinnerenE €ste im-
mer zweifach verzweigen, handelt es sich in beiden FBieStBume

tber diese beiden SStze von De-+nitionen k3nnen wir abstrahieren. Fangerevgomit
und confluence an. Der gSngige Name fYr die Verzweigungen innerhalb eines BinSrbaums ist
Knotenoderinnerer Knotenauf Engliscmode Wir brauchen au§erdem einen Namen fYr die
CNamensdatenE, die bei beiden noch dabei sind. Tbiidariserung auf Englisctabel Die
Signatur fYr den Selbstbezug nennen wir eiméseh

(define-record node
make-node node?
(node-label string)
(node-left-branch tree)
(node-right-branch tree))

Das Wort CbranchE hei§t wartlich Ybersetzt CZweigE, wir verwenden aber die Begri.e Clinker
TeilbaumE und Crechter TeilbaumE, was im Deutschen Yblicher ist.
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Bei der De+nition fftree brauchen wir noch einen Namen fYr die Werte an den RSndern
des Baums D genaBitter auf Engliscteat

(define tree
(signature (mixed leaf node)))

Es fehlt noch die De+nition véeaf . Hier ist es nicht ganz so einfach, areitk noch einen
Namen enthSIynknown-parent aber nicht. Wir mYssen also Yber beide abstrahieren. Einen
Namen haben wir ja schomeaf b es fehlt noch desnbda

(define tree-of
(lambda (leaf)
(signature (mixed leaf node))))

Das zieht noch eine weitere €nderung nach sickrgreeilain der De+nition vonodeverwendet
wird. Wir mYssen da entsprechendei&in -Parameter mit durchziehen:

(define-record (node-of leaf)
make-node node?
(node-label string)
(node-left-branch (tree-of leaf))
(node-right-branch (tree-of leaf)))

Die Notation fYr die Abstraktion der Record-Signatur mit den Extra-Klamméno dierof
leaf) habenwirbisherersteinmal gesehen, bei der De+nitmmgslist-of  in Abschnit@
auf SeitE™($.

Wir k8nnten an dieser Stelle fertig sein. Wir nehmen aber noch eine Verallgemeinerung vol
Wie wir sehen werden, mYssen die Markierungen in BSumen nicht unbedingt Zeichenketten seir
wir werden da noch andere Arten von Werten ablegen wollen. Darum abstrahieren wir auch Yhbe
die Signatur der Markierungen noch. Au§erdem reichen wir noch die Datende+nitionen nach:

; Ein Knoten besteht aus

; - Markierung
- linken Ast

; - rechter Ast

(define-record (node-of leaf label)
make-node node?
(node-label label)
(node-left-branch (tree-of leaf label))
(node-right-branch (tree-of leaf label)))
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Abbildung !"!: BeispielbSume

. Ein BinSbaum ist entweder ein Blatt oder ein Knoten
(define tree-of
(lambda (leaf label)
(signature (mixed leaf (node-of leaf label)))))

Das nun ist die De+nition eines BinSrbaums in Reinform. Hier sind zwei Beispiele, bei denen wir
einfach den Weitf als Blatt verwendet haben:

(: treel (tree-of false number))

(define treel (make-node 3 (make-node 4 #f (make-node 7 #f #f)) #f))
(¢ tree2 (tree-of false number))

(define tree2 (make-node 17 (make-node 3 #f treel) #f))

Hier ist noch ein weiteres Beispiel, bei dem die BIStter Zahlen sind und die Markierungen Zeichen-
ketten

(: tree3 (tree-of number string))
(define tree3 (make-node "Axl"
(make-node "Slash" 17
(make-node "Duff " 14 23))
12))

Abbildung{"_$|" stellt die drei BSumee1 , tree2 undtree3 gra+sch dar. Dort hat jeder Baum
erkennbar einen CoberstenE Knoten, die sogeidumzis D ein Begri., derim Zusammenhang
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mit BSumen hSu+g verwendet wird. Bei dem Begri. muss immer mitgesagieoake \Wur-
zel gemeintist. Sofistel ein Teil vortree2 . Entsprechend steckt die Wurzeltveal (der
Knoten mit der #) auch tnee2 drin, aber die Wurzel voree2 ist eben der Knoten mitder (.

Mit der Wurzel hSngt auch der Bedtfadzusammen: Der Pfad eines Knotens oder Blattes
ist die Liste der Knoten von der Wurzel zu diesem Knoten oder Blatt. Der Pfadtdes 3%rin
Abbildungf’_'$|" besteht zum Beispiel aus den Knoten Axl, Slash und Du..

Wir k8nnentree-of benutzen, um die De+nitionen vaver undconfluence zu ver-
einfachen:

(define river (tree-of creek string))

(define river? node?)

(define make-confluence make-node)

(define confluence-location node-label)

(define confluence-main-stem node-left-branch)
(define confluence-tributary node-right-branch)

Al'H$%8&. (. (

De+niergerson mit Hilfe vontree-of ! !

Auf BSumen kann man alle m3glichen Sachen berechnen. Ein Beisplétfgtalzo die ma-
ximale Anzahl Knoten auf dem Weg zu einem Blatt. (Manchmal hei8t diese Grs§ea-Hineh die
eines Baums.) FYr die Tiefe des Baums sind die Signaturen der BIStter und Markierungen egal:

Tiefe eines Baumsberechnen
(: depth ((tree-of %leaf %label) -> natural))

Hier sind zwei TestfSlle:

(check-expect (depth treel) 3)
(check-expect (depth tree2) 5)

Beitreel sind es die Knoten mit den Markierunen #, % und (, die den maximal langen Weg zu
einem Blatt bilden. Beee2 sind es"(, #, #, %, (.

Es geht wieder los mit der Konstruktionsanleitung. Wir brauchen die Schablone fYr gemischt
Daten als Eingabe. Da die Datende+nition fYr BinSrbSume zwei FSlle hat, brauchendwir ein
mit zwei Zweigen. Beim ersten k3nnen wir BedingungendgiPbilden. Die BIStter haben kein
festes PrSdikat, aber das sind einfach alle BSume, die keine Knoten sind B wir k§nnen also statt
Bedingunglse schreiben:
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(define depth
(lambda (tree)

(cond
((node? tree) ...)
(else ... 0))))

In den Knoten stecken zwei SelbstbezYge, wir brauchen also zwei rekursive Aufrufe:

(define depth
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)

(depth (node-left-branch tree))
(depth (node-right-branch tree))
)

(else ..)))

FYr die Tiefe zShlt nur der Weg mit der maximalen Anzahl von Knoten. Au§erdem mYssen wir den
Knotenintree noch mitzShlen. BIStter zShlen Yberhaupt nicht:

(define depth
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
(+1
(max (depth (node-left-branch tree))
(depth (node-right-branch tree)))))
(else 0))))

Fertig!
Al"#$%& '(.)

Schreibe eine Funktion, die alle Knoten eines Baums zShlt! !

Al"#$%& (*

Schreibe eine Funktion, die fYr einen Baum eine Liste aller BIStter des Baums liefert!
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#.$ BEUME FTROS SUCHEN

Viele Probleme bei der Programmierung sind CSuchproblemeE: Einen Namen, eine Telefonun
mer, eine Bestellnummer aus einer Liste heraussuchen. Darum geht es in diesem Abschnitt und»
fangen damit an, dass wir das Wort CListeE w3rtlich nehmen und eine Funktion wie folgt schrei-
ben:

ist Wert Element einer Liste ?
(: member? (%a (list-of %a) -> boolean))

Wir haben eine Signaturvariable verwendet, weil es sich bei den Listenelementen mal um Zahls
mal um Zeichenketten, mal um etwas anderes handeln kann. Hier sind ein paar TestfSlle:

(check-expect (member? 5 empty) #f)

(check-expect (member? 2 (list 1 2 3)) #t)

(check-expect (member? "Slash" (list "AxI" "Slash")) #t)
(check-expect (member? "Buckethead" (list "AxI" "Slash")) #f)

Hier GerYst und Schablone fYr Funktionen auf Listen:

(define member?
(lambda (element list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)

(first list)

(member? element (rest list))

)
Bei der leeren Liste kann die Funktion#fuzurYckgeben. Bei der Cons-Liste legt die Schablone
nahe, dass die Funktion erst einmal prYfen sol(fesodist) das gesucht Element ist.

Klingt einfach, oder? AbeteprYfen wir das? Wir k3nnten das hier hinschreiben:
(= element (first list))

... aberdas wYrde die Funktion auf Zahlen beschrSnkenuwailf Zahlen funktioniert. FYr die
beiden TestfSlle mit Zeichenketten mYsstestrigig=? verwenden. Wir mYssen aisonber?
Yber=respektivetring=? abstrahieren, noch bevor die Funktion Yberhaupt fertig ist. Wir brau-
chen wie immer einen weiteren Parameter und nennequials? :
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(define member?
(lambda (equals? element list)
(cond
((empty? list) ..))
((cons? list)

(first list)
(member? equals? element (rest list))

-))))

(Aufpassen: Der rekursive Aufruf muss B wie immer B auch durch den neuen Parameter erweitert
werden.)

Jetzt k3nnen wir den Vergleich mit Hilfe veuals? durchfYhren und diesen mit einer
binSren Verzweigung verarbeiten:

(define member?
(lambda (equals? element list)
(cond

((empty? list) #f)

((cons? list)

(if (equals? element (first list))
#t
(member? equals? element (rest list)))))))

Signatur und TestfSlle haben von dem neuen Parameter noch nichts mitbekoneonesisRie
Funktion akzeptiert zwei Listenelemente und liefert ein boolesches Ergebnis. Da die Listenelemente
die Signatutoshaben, sieht die Signaturdeklaration®mberzo aus:

(: member? ((%a %a -> boolean) %a (list-of %a) -> boolean))

Bei den TestfSllen mYssen wir jeweils noch die richtige Vergleichsfunktion Ybergebé¥ir Das ist
Zahlen ungequals? fYr Zeichenketten.

(check-expect (member? = 5 empty) #f)

(check-expect (member? = 2 (list 1 2 3)) #t)

(check-expect (member? string=? "Slash" (list "AxI" "Slash")) #t)
(check-expect (member? string=? "Buckethead" (list "Ax|" "Slash")) #f)

Fertig!
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Allerdings hatnemberzinen Nachteil: Bei kurzen Listen oder wenn das gesuchte Element
am Anfang der Liste steht, wircemberziemlich schnell fertig. Aber stell Dir vor, die Liste hat
ein paar Millionen Elemente und das gesuchte Element ist am Ende. Oder gar nicht drin: Dan
mussnembertie gesamte Liste abklappern.

Al'#$%& '(.+

Schreibe mit Hilfe vomemberzine Funktion, die von zwei Listen alle Elemente liefert, die in
beiden Listen stehen. Wie lange braucht diese Funktion im ungYnstigsten Fall? !

Kann ein Programm irgendwie schneller heraus+nden, ob ein Wert Element einer Menge ist od
nicht? In der Tatist das mSglich, aber nicht mit Listen: Wir brauchen eine andere Struktur, um das
Suchen zu beschleunigen B BSume.

B/M\O
VA NEYAN
VAN ANNVANYAN

Abbildung !".":  Sortierter Baum Yber Buchstaben

Schau Dir mal Abbildurig "§.$ an. In diesem Baum musst Du nicht alle Elemente anschau
en, um ein bestimmtes Element zu +nden. Das liegt daran, dass die Buchstaben in dem Baum
bestimmte Art nach dem Alphabet sortiert sind:

Die Wurzel mit der Markierurlg hat zwei TeilbSume B die Markierungen des linken Teil-
baumsliegen allesarotM im Alphabet, alle Markierungen des rechten Teilbaarhel . Wenn
Du also nach einem Buchstaben suchst B nehmen WithaEnn weigt Du, wenn Du die Wur-
zel mitM siehst, dags im linken Teilbaum voM B mit der Markierung und von da aus im
rechten Teilbaum vdB stehen muss. Die KnotAnO, N, R kannst Du ignorieren.

Die Suche braucht also hSchstens so viele Schritte wie der Baum tief ist. Das ist schonmal be
ser, als in der Liste zu suchen, wo wir potenziell alle Elemente anschauen mYssen.
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Programmieren wir das also!

Wir fangen mit einem sortierten Baum Yber reellen Zahlen an. (Reelle Zahlen deshalb, weil wir
sie einfach mitund<vergleichen k3nnen. Wir verallgemeinern das spSter.) Die Zahlen kleben als
Markierungen an den Knoten. An den BISttern steht nichts relevantes, wir benutzen deshalb immer
#f . Entsprechend sehen Kurzbeschreibung und Signatur so aus:

; Ist eine Zahl in einem sortierten Baumvorhanden?
(: tree-member? (real (tree-of false real) -> boolean))

Die Signatufalse ist neu: Sie beschreibt nur den WeértEntsprechend gibt es natYrlich auch
eine Signaturue fYr#t.
Hier ein Beispielbaum und einige Tests, die ihn benutzen:

(define tree4d
(make-node 5
(make-node 3 #f #f)
(make-node 17
(make-node 10 #f (make-node 12 #f #f))
#f)))
(check-expect (tree-member? 5 treed) #t)
(check-expect (tree-member? 17 treed) #t)
(check-expect (tree-member? 3 treed) #t)
(check-expect (tree-member? 10 treed) #t)
(check-expect (tree-member? 2 treed) #f)

Hier ist das GerYst:

(define tree-member?
(lambda (value tree)

)

In die Schablone fYr BSume tragen wir gleich den zweiten Fall ein: Wenn die Funktion ein Blatt
erreicht, dann ist daalue de+nitiv nichtim Baum, das Ergebnis d&nn

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)

(node-label tree)
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(tree-member? value (node-left-branch tree))
(tree-member? value (node-right-branch tree))

(else #)))))
Bei Knoten k&nnen wir drei FSlle unterscheiden: Wenn die Markierung gerade dasigesucht
ist, wennvalue kleineristals die Markierung (also im linken Teilbaum stehen muss) und wenn sie
grs8er ist. Daraus ergibt sich folgende Weiterentwicklung:

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)

(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(tree-member? value (node-right-branch tree))
(cond
((= value (node-label tree)) #t)
((< value (node-label tree)) ...
(else ..)))
(else #f))))
Da(node-label tree)  zweimal vorkommt, machen wir dafYr eien De+nition und setzen die
Bestandteile der Schablone so zusammen:

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)

(define label (node-label tree))

(cond
((= value label) #t)
((< value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #f))))
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#1.% SORTIERTE BEUME HERSTELLEN

In den TestfSllen fffree-member? haben wir immer den Baumee4 vwerwendet, den wir

direkt mitmake-nodekonstruiert haben. Dabei mussten wir selbst darauf achten, dass er auch
sortiert ist. In diesem Abschnitt automatisieren wir diese Konstruktion. Wir schreiben daf¥Yr eine
Funktion, die ein neues Element in einen bestehenden sortierten Baum einfYgt:

: Zahl in sortierten  Baumeinf Ygen
(: tree-insert (real (tree-of false real) -> (tree-of false real)))

TestfSlle brauchen wir als nSchstes. Wir k3nnten das so machen wie immer: Wir schreiben einen
Aufrufvontree-member? hin und den Ergebniswert, den wir uns erho.en. Indiesem Fall aber ist

es gar nicht so wichtig, was der Ergebniswert genau ist. Wichtig ist, dass ein eingefYgtes Elementim
Ergebnisbaum auch drin ist. Augerdem ist es mYhsam, immer den ganzen Baum hinzuschreiben.
Darum benutzen wiree-member?, umtree-insert  zutesten.

(check-expect (tree-member? 5 (tree-insert 5 treed)) #t)
(check-expect (tree-member? 11 (tree-insert 11 treed)) #t)

SpSter werden wir feststellen, tlassinsert  unterschiedliche sortierte BSume liefern kann,
die allesamt korrekt sind.

AI'HS%& (.,

Die beiden Tests erwarten jeweils#ddssitree-member? herauskommt. WSre es sinnvoll, auch
noch welche mitf zu schreiben? !

Wenn Du ein mulmiges GefYhl bei den spSrlichen beiden Tests hast: richtig! Kapitel "# auf Sei-
te@i werden wir zeigen, wie man Funktionemmedensert  besser testet.
GerYstund Schablone oee-insert  sind genau wie beee-member?:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)

(tree-insert value (node-left-branch tree))
(tree-insert value (node-right-branch tree))
)

(else ...))))
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Die Fallunterscheidung bei Knoten ist ebenfalls wiggirmember?, darum kSnnen wir auch
die Verzweigung aus der dortigen Schablone Ybernehmen:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)

(tree-insert value (node-left-branch tree))
(tree-insert value (node-right-branch tree))
(cond

((= value (node-label tree)) ...)

((< value (node-label tree)) ...

(else ..)))
(else ..))))

Auch hierist der erste Fal einfach: Wexlne gerade die Markierung eines Knotens ist, dann ent-
hSIt der Baum den Wert bereits, die Funktion muss nichts einfYgen und kanmesinfafarn.

Auch fYr den Fall, dasse ein Blatt ist (das letz#ése ), ist es recht einfach: Wir konstruieren
einen neuen, einelementigen Baum:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)

(tree-insert value (node-left-branch tree))
(tree-insert value (node-right-branch tree))
(cond

((= value (node-label tree)) tree)

((< value (node-label tree)) ...

(else ..)))
(else (make-node value #f #f)))))

Es bleiben noch zwei FSlle, in denen der einzufYgende Wert links beziehungsweise rechts von
Knotenmarkierung liegt. Er muss entsprechend im linken oder rechten Teilbaum eingefYgtwerde
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Genau das erledigen die beiden rekursiven Aufrufe aus der Schablone. Der jeweils andere Teilbaum
bleibt so wie er ist:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(cond
((= value (node-label tree)) tree)
((< value (node-label tree))
(make-node (node-label tree)
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(node-right-branch tree)))
(else
(make-node (node-label tree)
(node-left-branch tree)
(tree-insert value (node-right-branch tree))))))
(else
(make-node value #f #f)))))

Fertig!

#1.& SUCHB€UME

Unsere Funktionemee-member? undtree-insert  funktionieren nur auf Zahlen. Die BSu-
me aus den Abbildung@$.$ @]":B.% enthalten aber beide Buchstaben. Wenn wir andere Werte
als Zahlen zulassen wollen, mYssen wir wieder einmal abstrahieren Yber alles, was mit Zahlen zu
tun hat.

Schau Dir nochmal die De+nition vioee-member? an: Es gibt zwei Stellen, die Czahlen-
spezi+schE sind, nSmkctand <. Wenn Zeichenketten in einem sortierten Baum unterbringen
wollten, mYssten wir ¢&ing=? undstring<? hinschreiben.

Al'"#$%& (.-
Abstrahieréree-member? undtree-insert ~ Yber=und<.
tbergib mal statt die Funktiorr. Funktionieretree-member? undtree-insert  dann

noch korrekt? Wie unterscheiden sich die BSume, dimurgitee-insert  herauskommen von
denen mit? I
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Die abstrahierten Versionen ware-member? undtree-insert  haben einen Nachteil:
Bei jedem Aufruf dieser Funktionen mYssen wir die beiden Argumentad¥rhinschreiben.
Das nervt und ist jedesmal eine Gelegenheit fYr einen Fehler, weil wir das vollkommen konsiste
machen mYssen. Wir wollen also versuchen, ohne diese zusStzlichen Parameter auszukommer
zu benutzen wir einen Trick und packen die Funktionen fivid < zusammen mitee . Das
Ergebnis hei@uchbaunHeraus kommt folgende Datende+nition:

Ein Suchbaumbesteht aus
- Funktion fYr =

- Funktion f¥r <

- BinSbaum

Um die De+nition in Code umzusetzen, benutzen wir eine Record-De+nition. Diesmal abstrahie
ren wir Yber die Signatur der Elemente mit einem Signatur-Parametee ieaneens

(define-record (search-tree-of element)
make-search-tree search-tree?
(search-tree-label-=?-function (element element -> boolean))
(search-tree-label-<?-function (element element -> boolean))
(search-tree-tree (tree-of false element)))

Vergleiche die Signatur smarch-tree-tree  mitder Signatur der BSumetbeg-member?
undtree-insert !
Hier ist der Suchbaum aus Abbild{ing|"$.$ auf{Sdite #":

(define search-treel
(make-search-tree
string=? string<?
(make-node "M
(make-node "B
(make-node " A" #f #f)
(make-node "D' #f #f))
(make-node "O'
(make-node "N' #f #f)
(make-node "R' #f #f)))))

Wir schreiben nun eine Variante w@e-member?, die SuchbSume akzeptiert:

; festellen , ob Element in Suchbaumvorhanden ist
(: search-tree-member? (%a (search-tree-of %a) -> boolean))
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(check-expect (search-tree-member?
(check-expect (search-tree-member?
(check-expect (search-tree-member?
(check-expect (search-tree-member?
(check-expect (search-tree-member?

"M search-treel) #t)
"D' search-treel) #t)
"N' search-treel) #t)
"R' search-treel) #t)
"Z' search-treel) #f)

Hier ist das GerYst fYr die Funktionsde-+nition, zusammen mit der SchalsleaehYiree :

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

(search-tree-label-=?-function search-tree)
(search-tree-label-<?-function search-tree)

(search-tree-tree search-tree)

)

Wir verwendetree-member? wieder und kopieren sie dafYr in den Rumpf:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

(search-tree-label-=?-function search-tree)
(search-tree-label-<?-function search-tree)

(search-tree-tree search-tree)

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)

(define label (node-label tree))

(cond
((= value label) #t)
((< value label)

(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(else

(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #))))
)
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Wir mYssen allerdings noch Y¥bend < abstrahieren. Dazu denken wir uns erstmal nur neue
Namen aus, nSmlitibel=? fYr=undlabel<? fYr<

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

(search-tree-label-=?-function search-tree)
(search-tree-label-<?-function search-tree)
(search-tree-tree search-tree)

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond
((label=? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))
(else #f))))

)

Anders als sonst legen wir aber keine Paramétdreié? undlabel<? an: Die Funktionen
dafYr stehen ja schonin der Schablone, wir mYssen ihnen nur die richtigen Namen geben mit Hil
von lokalen De+nitionen:

(define search-tree-member?

(lambda (value search-tree)
(define label=? (search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (search-tree-label-<?-function search-tree))

(search-tree-tree search-tree)

(define tree-member? ...)

..0))
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Zu guter letzt brauchen wir noch einen Aufruf tree-member?, damit es auch losgeht. DafYr
verbrauchen wir den letzten Baustein aus der Schablone:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)
(define label=? (search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond
((label=? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))
(else #f))))
(tree-member? value (search-tree-tree search-tree))))

AI'HS%& (..

Schreibe entsprechendsearch-tree-member? eine Funktiorsearch-tree-insert auf
Basis votree-insert ! !

#1.' SORTIERTE BEUME SIND EFFIZIENTER ALS LISTEN

Sortierte BSume sind beim Suchen e,zienter. Um zu verstehen warum, betrachte den Baum in
CEbenenE b die erste Ebene ist die Wurzel, die zweite Ebene deren TeiloSume, die dritte Ebene
wiederum deren TeilbSume undsoweiter. Je besser der Baum sortiert ist, desto weniger Ebenen gibt
es, und desto weniger Schritte sind beim Suchen notwendig.

Ein jede Ebene passen doppelt soviele Knoten wie in die Ebene darYber. In einen Baum der
Tiefe " passt = 2° Knoten, in einen der Tiefe $ pasg&r 2% = 1+ 2 = 3 Knoten, dann
(, dann "& undsoweiter. Dir fSllIt vielleicht auf, dass die 2aB|éh 15 jeweils VorgSnger einer
Zweierpotenz sind. Wir k3nnen deshalb versuchen, das zu einer Formel zu verallgemeinern. Die
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Tiefe des Baums hei§t dabddann nehmen wir an (oder ho.en zumindest), dass fYr fYr alle
gilt:

iyt#1 )
20+ . +2%1= 2 =2'%1
i=0
Da es sich beium eine natYrliche Zahl handelt, k3nnen wir vollstSndige Induktion anwenden
nach der Anleitung in Abschritt)).# auf $"(. Wir mYssen beweisen, dass fir gille
i:) t# 1 _
2 =2'%1
i=0

FYrt = 0 ISuftdie Summe v@bis%l. und ist deshalb leer. Das Ergebnis ist das neutrale Element
bezYglich der Addition:

iT#l .
2 =0
i=0
= 1%1
= 2%%1
Induktionsvoraussetzung:
i:) t#1 _
2 =2'%1
i=0
Induktionsschluss (zu zeigen):
i=( )+1) #1
2t =2"1 %1
i=0
Beweis:
i=(4+1) # 1 =t
) 2i — ) 2i
i=0 i=0
ii)t#l _
- 2I +2'[

i=0
= 2'%1+2' Induktionsvoraussetzung
= 2, 2%1
= 2" %1
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Tiefe eines sortierten Baums

T T T T T
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Anzahk der Baumelemente

Abbildung !".#: Beziehung zwischen Anzahl von Knoten und Tiefe eines BinSrbaums

Wozu ist diese Formel gut, fragst Du Dich vielleicht. Nun, die rechte Seite kSnnen wir umdrehen.
(Bei der linken Seite ist das schwieriger.) Wenn die Anzahl deriatteann gilt:

k = 2'%1
+ k+1 = 2t
+ log,(k+1) = t

Dielog, ist der sogenanritegarithmugur Basis $, auch genartieierlogarithmuBas ist die
Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion mit der Basis $.

Schau Dir Abbildung ™$.# an: Da siehst Du, dass die Tiefe B mithin der Logarithmus D viel
langsamer wSchst als die Anzahl der Knoten, und die Kurve immer -acher wird. Diese Kurve er-
kISrt, warum das mit dem sortierten Baum eine gute Idee ist: Die Tiefe des Baums ist ja die Anzahl
der Elemente des Baums, die man abklappern muss, um das gewYnschte Element zu +nden. (Bezie-
hungsweise herauszubekommen, dass es nicht im Suchbaum ist.) Das gilt allerdings nur, wenn der
Suchbaum Cvoll besetztE ist. Wir mYssen uns also irgendwann Gedanken machen, wie wir dafYr
sorgen, dass SuchbSume immer m3glichst voll besetzt sind. Dazu kommen wir spSter.
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Abbildung !".$: Entarteter Suchbaum

#1.( SUCHB€UME BALANCIEREN

Abbildung"$.p6 zeigt einen Suchbaum, der nicht voll besetzt ist D einen sogenaneten
SuchbaunBei diesem Suchbaum dauert die Suche genau so lang wie in einer Liste.
Al"#$%E& '(/

Schreibe einen Ausdruck aus Aufrufensearch-tree-insert  , um den Suchbaum in Ab-
bildund "$.p6 zu erzeugen! !

In diesem Abschnitt wollen wir eine Variantesearch-tree-insert schreiben, bei der nie-
mals so ein entarteter Suchbaum herauskommen kann und die den Baunbatanonent
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SpStestens jetzt betreten wir einen Bereich der Programmierung, der in der Informatik meist
Algorithmen und Datenstruktureei8t [BG3!]. (Manchmal auch néigorithmeroder nuiDa-
tenstrukturef Ein Algorithmus ist in der Regel eine Funktion, die in vielen Programmen verwen-
det werden kSnnen. Entsprechend ist eine Datenstruktur eine Datende+nition, auf der ein Algo-
rithmus aufbaut: Die beiden gehSren oft zusarﬁ}nen.

Viele Algorithmen basieren auf cleveren Ideen, von denen die Sch3pfys selbst gar nicht so ge-
nau erklSren k3nnen, wie sie auf sie gekommen sind. Dementsprechend erwarten wir nicht von Dir
(und auch nicht von uns), auf das Material dieses Abschnitts selbst zu kommen. GIYcklicherwei-
se gibt es in vielen Bereichen der Programmierung schon fertige Algorithmen und Datenstruktu-
ren, die wir entsprechend nicht selbst programmieren mYssen. In diesem Abschnitt zeigen wir bei-
spielhaft, wie und warum so eine Datenstruktur funktioniert. Vielleicht +ndest Du es interessant
wenn nicht, reicht es, diesen Abschnitt zu Yber-iegen oder Yberspringen.

Wie also k3nnen wir einen Suchbaum balancieren? Dabei sollten wir nicht nur dafYr sorgen,
dass das Suchen e,zient funktioniert. Auch das Balancieren sollte nicht zuviel Arbeit machen b
sonst werden die Vorteile beim Suchen durch den Aufwand beim Balancieren wieder zunichte ge-
macht. Wir mYssen einen Kompromiss suchen zwischen den Einsparungen beim Suchen und dem
Aufwand fYr das Balancieren. Solche Kompromisse gibt es oft bei Algorithmen, und oft werden
Messungen eingesetzt, um sie auszuwShlen und schrittweise zu verbessern. So ist es auch hier.

Wir zeigen Dir hier eine Balancier-Funktion, die in einem wissenschaftlichen Aufsatz von Ste-
phen Adams [Adal#] aus dem Jahr "**# beschriebenist. Dieser beruht auf einem Programmierwett-
bewerb, bei dem Adams den zweiten Platz belegte, was die E,zienz betri.t. Gleichzeitig ist seine
LSsung aber deutlich eleganter als die erstplatzierte, weswegen der Aufsatz bis heute oft eingesetzt
wird, um e,ziente SuchbSume zu programmieren.

Die Idee von Adams beruht auf einer Variantesganch-tree-insert  , die bei der Kon-
struktion eines neuen Knotens darauf achtet, dass der Baum nicht zu sehr aus dem Gleichgewicht
gerSt. Falls dies doch droht zu passieren, wird der@&urnd so balanciert.

#.(# GR...SSENANNOTIERTE BEUME

Um festzustellen, ob der Baum aus dem Gleichgewicht gerSt, vergleicht der Algorithmus die Anzahl
der Knoten in den beiden TeilbSumen eines Knotens. Nun wSre es bl3d, wenn er dafYr jedesmal
nachzShlen mYsste, wieviele das denn sind. Viel e, zienter ist es, die Gri§e eines Baums im Baum

Der Begri+ GAlgorithmusE stammt vom Namen des persischen RechenmeistersAl-Chwarizmi. Die deutsche
Schulinformatik kennt noch detaillierte Debnitionen des Begri+s, die aber fYr die praktische Programmierung
weitgehend irrelevant sind.
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selbst mitzufYhren, als Teil der Markierung eines Knotens. Die de+nieren wir erstmal, bevor es n
dem Ausbalancieren losgeht.

BSume, bei denen die Gri§e an jedem Knoten dransteht, nemgnégemannotiertm Eng-
lischen ist der Begri. nicht ganz so spesitzgdNeben der Gr$8e brauchen wir an jedem Kno-
ten auch noch die CeigentlicheE Markierung. Zusammen ergibt das folgende Daten- und Recor
De+nition:

; Die Markierung an einem grS8enannotierten Baumbesteht aus:
;- Anzahl der Knoten
; - "eigentliche " Markierung
(define-record (sized-label-of label)
make-sized-label
sized-label
(sized-label-size natural)
(sized-label-label label))

Hier ist nochmal der Baum aus Abbild "$.$ au@ite #" aber diesmal gr§8enannotiert:

(define sized-treel
(make-node (make-sized-label 7 "M)

(make-node (make-sized-label 3 "B")
(make-node (make-sized-label 1 "A") #f #{)
(make-node (make-sized-label 1  "D') #f #f))

(make-node (make-sized-label 3 "O)
(make-node (make-sized-label 1 "N') #f #f)
(make-node (make-sized-label 1 "R") #f #f))))

Ganz sch3n umstSndlich, jedesmal von Hand die richtige Gri§e hinzuschreiben. Das k3nnen w
auch gutden Computer erledigen lassen, indem wir eine Hilfsfunktion schreiben, welche die Grs§
bei der Konstruktion eines Knotens ausrechnet. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; GrS8enannotierten Knoten konstruieren
(: make-sized-node (%label (tree-of %leaf (sized-label-of %label))
(tree-of %leaf (sized-label-of %label))
-> (node-of %leaf (sized-label-of %label))))

Diese Signatur entspricht der vazke-nodeb hier ist diese zum Vergleich:

(: make-node (%label (tree-of %leaf %label) (tree-of %leaf %label)
-> (node-of %leaf %label)))
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FYreinen Testnehmenwir den Ausdrucksimetd-treel ersetzen die Aufrufe vorake-node
durch welche vomake-sized-node . Es sollte das gleiche herauskommen:

(check-expect (make-sized-node
"M
(make-sized-node "B’
(make-sized-node "A' #f #f)
(make-sized-node "D #f #f))
(make-sized-node "O
(make-sized-node "N' #f #f)
(make-sized-node "R' #f #f)))
sized-treel)

Hierist GerYst mit Schablone fYr die Funktion. Die Signatur besagt, dass die Funkiioheeinen
Record liefert, entsprechend besteht die Schablone aus einem Aufruf des Konstruktors:

(define make-sized-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(make-node ... ... ... ))

Die beiden Argumente f¥ft-branch  undright-branch  k3nnen wir direkt an den Kon-
struktor weiterreichen. Allein die Gr§§e mYssen wir noch ausrechnen: Diese ist die Summe der
beiden TeilbSume, plus ", weilmage-nodenoch einen neuen Knoten erzeugt:

(define make-sized-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(make-node

(make-sized-label (+ 1
(sized-tree-size left-branch)
(sized-tree-size right-branch))

label)
left-branch right-branch)))

Schau den Teilausdruck an, der die Gr§8e berechnet: Da wird eine Rirddidree-size
benutzt, welche die Gr§8e eines Baums berechnet. Die gibt es aber noch gar nicht B reines Wunsch-
denken! Das mYssen wir noch nachholen. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und zwei Tests:

; Grs8e eines grS8enannotierten Baumsliefern
(: sized-tree-size
((tree-of %leaf (sized-label-of %label)) -> natural))
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(check-expect (sized-tree-size "A") 0)
(check-expect (sized-tree-size sized-treel) 7)

Hier sind GerYstund Schablone. Die Funktion verarbeitet gemischte Daten, also brauchen wir eir
Verzweigung:

(define sized-tree-size
(lambda (tree)

(cond
((node? tree) ...)
(else ..))))

Im node-Fall wissen wir schon, wo die Gr$§e steht, nSmlich sivddrlabel -Markierung.
Im anderen Fall handelt es sich um ein Blatt, das hat@rs8e

(define sized-tree-size
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
(sized-label-size (node-label tree)))

(else 0))))

Wenn Du Dir die Signaturdeklarationen voake-sized-node und sized-tree-size  an-
schaut, dann siehst Du, dass folgende Signaturen mehrfach vorkommen:

(node-of %leaf (sized-label-of %label))
(tree-of %leaf (sized-label-of %label))

Das wird noch Sfter passieren, darum abstrahieren wir:

; Signatur fYr gr$8enannotierte Knoten
(define sized-node-of
(lambda (leaf label)
(node-of leaf (sized-label-of label))))

; Signatur fYr gr38enannotierte BSume
(define sized-tree-of
(lambda (leaf label)
(tree-of leaf (sized-label-of label))))
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Al"#$%& (/0

Schreibe bessere Signaturdeklarationeak¥rsized-node undsized-tree-size  mit Hil-
fe dieser Funktionen! !

Wir k§nnen auSerdem schon absehen, dass wir noch hSu+g die Markierung eines gré§enannotier-
ten Knotens benstigen werden. Wir de+nieren deshalb eine Hilfsfunktion:

; aus grs8enannotiertem Knoten die Markierung extrahieren
(: sized-node-label ((sized-node-of %leaf %label) -> %label))

(define sized-node-label
(lambda (node)
(sized-label-label (node-label node))))

#.(.! BALANCIERTE SUCHBEUME

FYr die Entwicklung von Algorithmen gibt es leider keine Ybergreifende Strategie analog zu den
Konstruktionsanleitungen. HSu+g steht am Anfang eine Idee, die aus einer bestimmten Sichtweise
des Problems entsteht, verbunden mit Variationen und Experimenten.

Der Ausgangspunkt von Stephen AdamsO Idee ist die Fegdtidntree-insert . Die
platziert das neue Element an die erstbeste Stelle im Suchbaum, die passt: Das ist der minimal mSg-
liche Aufwand. AdamsO Idee istaagch-tree-insert  imwesentlichen beizubehalten, aber
mit einer ErgSnzung: Wenn das EinfYgen eines neuen Elements den Baum aus dem Gleichgewicht
bringt, wird er ein bisschen neu ausbalanciert. So, als wYrde man immer, wenn man was neues
kauft, den neuen Gegenstand im Zimmer ins Regal legen und dann ein kleines bisschen aufrSu-
men. Die Kunst ist, gerade genug aufzurSumen, dass das Zimmer auf Dauer trotzdem nicht im
Chaos versinkt. Dabei hilft wiederum die Annotation mit der Grs8e.

Wir brauchen also erstmal eine Variante der Datende+nition fYr SuchbSume mit gré§enanno-
tierten BSumen:

; Ein gr88enannotierter  Suchbaumbesteht aus
; - Funktion f¥r =
. - Funktion f¥r <
- gr38enannotierter  Bin Srbaum
(define-record (sized-search-tree-of element)
make-sized-search-tree sized-search-tree?
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(sized-search-tree-label-=?-function (element element -> boolean))
(sized-search-tree-label-<?-function (element element -> boolean))
(sized-search-tree-tree (sized-tree-of false element)))

Hier ist ein Beispiel:

(define sized-search-treel
(make-sized-search-tree
string=? string<?
(make-sized-node "M
(make-sized-node "B
(make-sized-node "A" #f #f)
(make-sized-node "D' #f #f))
(make-sized-node "CO'
(make-sized-node "N' #f #f)
(make-sized-node "R' #f #f)))))

Al"#$%& ("

Warum mYssen wir einen neuen Record-Typ de+nieren? K3nriieeavisearch-tree-of
nicht folgenderma8en de+nieren?

(define sized-search-tree-of
(lambda (element)
(search-tree-of (sized-label-of element)))) |

Wir machen ausearch-tree-member? nunsized-search-tree-member? . DafYr kopie-
ren wir sie, benennen sie um und Sndern sie, so dassisiearch-tree  benutzt.

; festellen , ob Element in Suchbaumvorhanden ist
(: sized-search-tree-member?
(%a (sized-search-tree-of %a) -> boolean))

(check-expect (sized-search-tree-member? "M sized-search-treel) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? "D' sized-search-treel) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? "N' sized-search-treel) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? "R' sized-search-treel) #t)

(check-expect (sized-search-tree-member? "Z' sized-search-treel) #f)
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(define sized-search-tree-member?
(lambda (value search-tree)
(define label=? (sized-search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (sized-search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(define label (sized-node-label tree))
(cond
((label=? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #))))

(tree-member? value (sized-search-tree-tree search-tree))))

Vergleiche sie nsearch-tree-insert . Es gibt nur zwei Unterschiede:
¥ Die Funktion benutzt gré§enannotierte SuchbSume und BSume anstatt der CnormalenE.
¥ Die Funktion ruft stathode-label sized-node-label auf.
Nun widmen wir uns der Konstruktion von balancierten SuchbSumen. Die Funktion dafYr ent-
steht entsteht agsarch-tree-insert durch Umstellen asized-search-tree

; neues Element in gr38enannotierten Suchbaumeinf Ygen
(: balanced-search-tree-insert
(%a (sized-search-tree-of %a) -> (sized-search-tree-of %a)))

(define balanced-search-tree-insert
(lambda (value search-tree)
(define label=? (sized-search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (sized-search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
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(cond
((label=? value (sized-node-label tree))
tree)
((label<? value (sized-node-label tree))
(make-balanced-node
(sized-node-label tree)
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(node-right-branch tree)))
(else
(make-balanced-node
(sized-node-label tree)
(node-left-branch tree)
(tree-insert value (node-right-branch tree))))))
(else
(make-sized-node value #f #f)))))
(make-sized-search-tree
label=? label<?
(tree-insert value (sized-search-tree-tree search-tree)))))

FYr die Konstruktion eines neues Knotens benutzt die Funktiomaikbtnode(beziehungs-
weisenake-sized-node ), sondern eine noch zu schreibende Funkiidee-balanced-node.

Die muss sich dann um das oben beschriebene Cbisschen AufrSumenE durch Ausbalancieren k'
mern. Sie hat die gleiche Signatunveike-sized-node :

; neuen Knoten herstellen , dabei neu ausbalancieren
(: make-balanced-node (%label (sized-tree-of false %label)
(sized-tree-of false %label)
-> (sized-node-of false %label)))

Hier das GerYst:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

)

Wir kSnnten es uns einfach machen und schreiben:
(define make-balanced-node

(lambda (label left-branch right-branch)
(make-sized-node label left-branch right-branch)))
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Das entspricht aber der Strategie eines gewissen "$jShrigen Kindes eines der Autoren: Einfach das
neue Element aufs Bett werfen, TYr zu, fertig. Aber die Idee ist ja: Wenn die Unordnung zu gro§

ist, wollen wir ein bisschen aufrSumen. Wobei Unordnung hier hei§t CUngleichgewicht zwischen
left-branch  undright-branch E. Und das Ungleichgewicht de+nieren wir (genauer gesagt:
Stephen Adams) Yber die Gr&§e der TeilbSume. Naiv k3nnten wir es folgenderma§en machen:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(cond
((= (sized-tree-size left-branch)
(sized-tree-size right-branch))
(make-sized-node label left-branch right-branch))
(else ..)))) ; ausbalancieren

... aber das wSre zu hart: Das wYrde hei§en, dass die Fea&soausbalancieren mYsste,
wenn auch nur das kleinste bisschen Ungleichgewicht entstehen wYrde. Abgesehen davon ist das
auch unmsglich: Ein Baum der Gr&8eann gar nicht perfekt balanciert sein zum Beispiel.

Wir brauchen also ein CweicheresE Kriterium. Stephen Adams hatte nun folgende Idee: Wenn
ein Teilbaum mehr aflsmal so gro§ ist wie der andere, dann wird neu ausbalanciert.

Wie ist er darauf gekommen und wie gro8 sofieen? Wie er darauf gekommen ist, ist nicht
Yberliefert, aber wir gehen davon aus, dass er unterschiedliche Kriterien ausprobiert hat und dieses
hier dazu fYhrte, das die entstehende Funktion sowohl einfach ist als auch im Schnitt schnell funk-
tioniert. Dabei hat er auch ermittelt, wie gnagnnvollerweise ist, nSmlich &. Es entsteht folgende
Schablone:

(define ratio 5)

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))

(cond
((> right-size ; rechts hat tbergewicht
(* ratio left-size)) ...)
((> left-size ; links hat tbergewicht
(* ratio right-size)) ...)
(else

(make-sized-node label left-branch right-branch)))))
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Du siehst, wir haben dign eine separate De+nition verlagert, weil sie zweimal benutzt wird und
so einfach geSndert werden kann. Adams hat die Funktion noch etwas weiter verbessert, inden
ein weiteres Kriterium hinzufYgte, bei dem kein Ausbalancieren notwendig ist:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond
((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))

((> right-size ; rechts hat tbhergewicht
(* ratio left-size)) ...)

((> left-size ; links hat tbergewicht
(* ratio right-size)) ...)

(else

(make-sized-node label left-branch right-branch)))))

Der erste Zweig kommtimmer dann zum Zug, wenn in den beiden TeilbSumen zusammen nur eil
Knoten ist: Dann macht Ausbalancieren auch keinen Sinn.

#!.) AUSBALANCIEREN DURCH ROTATION

Um den Baum auszubalancieren, schauen wir, wie so ein Ungleichgewicht aussehen kann. In £
bildung "$]& steht links oben ein Baum mit Markierumged c sowie dreieckigen TeilbSumen
X,Y undZ.

Stell Dir nun vor, der Baum hat rechts deutlich mehr Knoten als links. Dann ist er aus dem
Gleichgewicht und sollte neu ausbalanciert werden. Das erleRigtgioadie aus diesem Baum
den Baum oben rechts macht: Der Teilb&uwird von rechts nach links geschoben, was das Un-
gleichgewicht zumindest etwas lindert.

Unten links siehst Du ebenfalls einen Baum, der aus dem Gleichgewicht gekommen ist: Auc
hier wird ein Teilbaum von rechts nach links verschoben, der sich aber noch eine Ebene tiefer b
+ndet. Diese Rotation ist etwas komplizierter, darum heist sie CdoppelteE Rotation, die erste heit
entsprechend CeinfachE.
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Abbildung !".%: Ausbalancieren von BSumen durch Rotation

Al'H$%E: '((

Warum bewirken die Rotationen in Abbild"$.& nicht, dass die BSume auf der rechten Seite
nicht mehr sortiert sind? !

Wann sollte der Algorithmus nun einfach und wann doppelt rotieren? Schau Dir dazu noch einmal
in Abbildund "$]& den oberen linken Baum an. Von den TeilbSuommhY ist einer grs8er als

der andere. Nehmen wir mal an, das idfbann vermindert eine einfache Rotation das Ungleich-
gewicht zwischen links und rechts. Wennalggs8er isZ , dann macht die einfache Rotation

das UngleichgewicitS8er Der eh grs8ere Brock&ntut sich dann auch noch mit zusam-

men, wShrend der kleine Brockeechts ganz allein zurYckbleibt. In diesem Fall ist die doppelte
Rotation angezeigt, die nur einen TeilbaumyamSmlichYy, nach links verlagert.

AI'#$%& ()

Nimm Dir ein StYck Papier und male die beiden Rotationfn dus "$.& so auf, dass jeweils links tber-
gewicht herrscht. I
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Diese Rotationen Ybertragen wir jetzt in den Rumpadte-balanced-node. Damit wir da-
bei m3glichst keine Fehler machen, verwenden wir die gleichen Namen im Code wie in Abbil-

dund"$l&:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))

(define right-size (sized-tree-size right-branch))

(cond
((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))
((> right-size (* ratio left-size))
(define a label)
(define X left-branch)
(define ¢ (sized-node-label right-branch))
(define Y (node-left-branch right-branch))
(define Z (node-right-branch right-branch))
)
)

Al'HS%E. '(*

Die De+nitionen vor, Y und Y YberprYfen gar nicht, eight-branch  wirklich ein Knoten
ist. KSnnte es nicht auch ein Blatt sein? !

Als nSchstes ist die Rotation dran: Die Funktion muss noch entscheiden, ob sie eine einfache oc
eine doppelte Rotation vornimmt. Das hSngt davon ab, dbabkerY grsSer ist:

(if (< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
; einfach
...) ; doppelt

Bei der einfachen Rotation mYssen wir die rechte Seite von Abildlung "$.& in Code Ybersetzen

(if (< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node ¢
(make-sized-node a X Y)
7)
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Bei der doppelten Rotation stehen in der Abbildung noch weitere Namen fYr die Teilb&ume von
Es ist sinnvoll, die ebenfalls zu binden. Leider eiflanfatht die Bindung von lokalen Variablen,
wir mYssen daraus eomd machen:

(cond
((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node ¢
(make-sized-node a X Y)
7))
(else
(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))

(make-sized-node b
(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node ¢ Y2 2))))

Al"#$%& '(+

Bei der doppelte Rotation nimmt die Funktion an, dagsKnoten ist. KSnnte es nicht auch ein
Blatt sein? !

Wir benstigen in der Funktion nun noch den umgekehrten Fall, dass also das thergewicht links
und nichts rechts ist. Der Code dafYr ist gegenYber dem gerade behandelten Fall CgespiegeltE.
Auch der letzte Fall fehlt noch: Der tritt dann ein, wenn der Baum kein exzessives Ungleichgewicht

aufweist. Dann kSnnten wir einfactake-sized-node benutzen.
Hier die ganze Funktion:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))

(define right-size (sized-tree-size right-branch))

(cond
((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))
((> right-size (* ratio left-size))
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(define a label)
(define X left-branch)
(define c (sized-node-label right-branch))
(define Y (node-left-branch right-branch))
(define Z (node-right-branch right-branch))
(cond
((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node ¢
(make-sized-node a X Y) 2))
(else
(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))
(make-sized-node b
(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node ¢ Y2 Z2)))))
((> left-size (* ratio right-size))
(define c label)
(define a (sized-node-label left-branch))
(define X (node-left-branch left-branch))
(define Y (node-right-branch left-branch))
(define Z right-branch)
(cond
((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size X))
(make-sized-node a
X (make-sized-node ¢ Y Z2)))
(else
(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))
(make-sized-node b
(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node ¢ Y2 2)))))
(else
(make-sized-node label left-branch right-branch)))))

$X(
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FYrbalanced-search-tree-insert und make-balanced-node gibt es bisher noch keine
Tests. Das ist bedenklich, insbesondere weil die Funktionen ziemlich kompliziert sind und viele
FSlle abdecken mYssen. Es lohnt sich, ein weiteres Mal g Mantra [(uf Seite #) zu erinnern:

M$245$ -

Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthSlt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damitihre LSsung
fehleranfSllig ist.

So richtig testen werden wislanced-search-tree-insert und make-balanced-node
erstim nSchsten Kapitel. Hier eine Aufgabe zur Vorbereitung:

Al"#$%& (.,
Mach Dir schomal ein paar Gedanken darWiaseigentlich getestet werden mYsste. Reicht es,

die Funktion so zu testen wiarch-tree-insert  , also nur zu testen, ob eingefYgte Elemente
hinterher auch tatsSchlich im Suchbaum sind? !

AUFGABEN

Al'HS%8. (-

Schreibe eine Funktion, die einen BinSrbaum akzeptiert und eine Liste aller Markierungen in dem
Baum zurYckgibt.

Al"#3%& (..
Die Funktionsearch-tree-member? YberprYft nurpbein Element in einem Suchbaum vor-
handen ist. Das hilft nicht zum Beispiel beim Suchen von Telefonnummern zu gegebenen Namen.
Erweitere die Funktionen so, dass sie zum Beispiel auch zum Suchen von Telefonnummern verwen-
det werden kann. Realisiere exemplarisch das Suchen nach Telefonnummern!

Benutze als Markierungen im Suchbaum sogeriEinin&gedie aus eirechlYssgium Bei-
spiel dem Namen) und daivert bestehen. Schreibe Daten-, Record- und Signatur-De+nitionen
fYr EintrSge. €ndere die Funktisearch-tree-insert dahingehend, dass sie SchlYssel und
Element akzeptiert. Schreibe eine Funkéiarch-tree-find , die zu einem SchlYssel den zu-
gehsrigen Wert +ndet.



AUSBALANCIEREN DURCH ROTATION $)*

Al"#$%& (.

Abbildung !I".&: Red-Black-Tres

In Abbildun@ ist eine alternative Strategie abgebildet, um SuchbSume auszubalancieren. Die
Strategie benutzt nicht gré§enannotierte BSume sondern solche, wo an jedem KRatie eine
Teil der Markierungist. Es gibt nur die Farben Rot und Schwarz, entsprechend hei§en diese BSur
Red-Black-Tred&alls Du die Abbildung in Schwarz-Weig§ anschaust: Die grauen Markierungen
sind rot, die schwarzen schwarz.) BIStter haben immer die Farbe Schwarz.
FYr einen Red-Black-Tree gelten die folgenden Bedingungen:
¥ Kein roter Knoten hat einen roten Teilbaum.
¥ Auf jedem von der Wurzel ausgehenden Weg zu den BlISttern ist die Anzahl der schwarze
Knoten gleich.
Durch diese Bedingungen wird garantiert, dass der ISngste m3gliche Weg, also ein Weg, bei
sich rote und schwarze Knoten abwechseln, weniger als doppelt so lang wie der kYrzestm3glic
Weg ist. (Der kYrzestm3gliche Pfad besteht nur aus schwarzen Knoten.)
Soll ein Red-Black-Tree um einen Knoten erweitert werden, muss nach dem EinfYgen dies
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Bedingung immer noch gelten, er muss also ausbalanciert werden.

Programmiere Red-Black-Trees mit Hilfe der folgenden Anleitung!

¥ Schreibe zunSchst Daten- und Record-De+nition fYr Red-Black-Trees analog zu gr§§enanno-
tierten BSumen und SuchbSumen.

¥ Schreibe Funktionead-tree? undblack-tree? , die YberprYfen, ob ein (Teil)baum rot
oder schwarz ist.

¥ Schreibe eine Funktiosd-black-tree-member? analog zgized-tree-member? .

¥ Schreibeed-black-tree-insert analog zbalanced-search-tree-insert

Al'#$%8E: '(.(0

Schreibe eine Funktisrarch-tree-delete , die ein Element aus einem Suchbaum entfernt.

A"#$%& (.(
Entwickle eine alternative ReprSsentation fYr endliche Folgen auf Basis folgender Datende-+nition:

Eine AListe ist eins der folgenden:
; - die leere AlListe
; - eine einelementige AlListe
; - eine AneinanderhSnhgung von zwei AListen

Programmiere einige der Funktionen aus Kapitel ' auf dieser neuen ReprSsentation, zum Beispiel
list-sum ,concat,list-map undlist-filter . Welche Vor- und Nachteile hat diese ReprS-
sentation gegenYber Listen?

A"#$9%8& "(.((

BSume mYssen nichtimmer binSr sein: Es ist auch m3glich, BSume so zu de+nieren, dass ein Kno-
ten statt immer zwei eine beliebig lange Liste von TeilbSumen mit sich fYhrt. Die entstehenden
BSume hei§en CRosenbSumeE oder auf Englisch Crose treeE.
". Schreibe eine Datende+nition fYr RosenbSume und Ybersetze sie in Code!
$. Benstigst Du noch eine separate De+nition fYr BIStter?
#. Man kann RosenbSume verwenden, um eine spezielle Form von Suchbaum zu programmie-
ren, bei dem die EintrSge Listen sind.
Der Suchbaum hat fYr jeden Eintrag einen Pfad im Baum, bei dem die Knoten entlang des
Pfades die Elemente der Liste sind. Die Markierung an der Wurzel wird ignoriert.
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Abbildung !".". " Rosen-Suchbaum

Abbildund"$( zeigt ein Beispiel fYr einen Rosen-Suchbaum, in dem digikister8>
#list<l 5 3> | #list<l 5 1> ,#list<l 7> und#list<2> stehen.

Schreibe Funktionen analogsearch-tree-insert und search-tree-member? fYr
Rosen-SuchbSume!

$#
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Woher wissen wir eigentlich, dass die Funktion, die wir geschrieben haben, auch richtig funktic
niert? Wenn wir mit Konstruktionsanleitungen arbeiten, stehen die Chancen nicht schlecht. Die
systematische Konstruktion hilft, von vornherein die Funktion richtig zu schreiben. Aber Kontrol-
le ist besser: Die Tests helfen, etwaige Fehler zu +nden. Leider funktioniert das nicht immer, we
jeder Tests nur ein einzelnes Beispiel YberprYft. Zumindest war das bisher so. In diesem Kap
Sndern wir das, in dem wir statt einzelner Beispiele allgéipeisehaftemon Funktionen for-
mulieren. Aus diesen Eigenschaften kSnnen wir automatisch Tests machen, die e.ektiver sind ¢
die bisherigen, auheck-expect basierenden Tests. FYr hunderprozentige Sicherheit k3nnen
wir gelegentlich auch Eigenschaften mathematisch beweisen. Dieses Kapitel zeigt, wie es geht.

#$# KORREKTHEIT UND TESTS

‘ eigenschaften/heat-water.rkt Code

Erinnerst Du Dich an die Funktidreat-water aus Abschnift §.& auf SEite &"? Die hatte ziem-
lich komplizierte Verzweigungen. Dabei sind auch ein paar Fehler passiert. Zum Schluss hatten
heat-water inzwei Funktionen aufgetefigat->temperature undtemperature->heat .

Hier ist die erste davon, wobei wir die Bedingungen in der Verzweigung etwas vereinfacht haben

. Aus Worme Temperatur berechnen
(: heat->temperature (real -> real))

(define heat->temperature
(lambda (heat)
(cond
((<= heat 0) heat)
((<= heat 80) 0)
((<= heat 180) (- heat 80))
(else 100))))

Da waren au§erdem ziemlich viele TestfSlle:

(check-expect (heat->temperature -50) -50)
(check-expect (heat->temperature 0) 0)
(check-expect (heat->temperature 20) 0)


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/eigenschaften/heat-water.rkt
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(check-expect (heat->temperature 80) 0)
(check-expect (heat->temperature 81) 1)
(check-expect (heat->temperature 180) 100)
(check-expect (heat->temperature 200) 100)

Die TestfSlle haben eigentlich zwei Aufgaben:

", Sie sollen als Beispiele die Funktiddumentieren

$. Sie sollen au8erdem sicherstellen, dass die Funktaktprogrammiert ist.
Beidieser Funktion allerdings gibt es bei beiden Aspekten Probleme. Es sind so viele TestfSlle und sie
sind willkYrlich und scheinbar zufSllig ausgewShlt. Das macht es Leserinnen und Lesern schwer, das
Wirkprinzip dahinter zu erkennen. Das fYhrt dazu, dass uns (und vielleicht auch Dich) das GefYhl
nicht loslSsst, dass bei den TestfSllen noch Fehler durchschlYpfen k$nnten.

AI'HS$%8. ).

€ndere die Funktion absichtlich so, dass sie einen Fehler enthSlt, und zwar so, dass trotzdem noch
alle TestfSlle erfolgreich laufen. !

Eincheck-expect -Test ist eben leider immer nur ein einzelnes Beispiel, was seine Aussagekraft
einschrén@Oft ist eine allgemeine Aussage die bessere Dokumentation.

In diesem Fall kSnnten wir zum Beispiel aussagen, dass es um Wasser geht, die Temperatur also
niemals gr&8er als “IC sein kann. Das geht nicht nur als Text, sondern auch als ein StYck Code:

(<= (heat->temperature heat) 100)

FYr sich genommen ergibt dieser Ausdruck keinerm8atrist nicht gebunden. Wir brauchen
noch den Zusatz, dass die Aus¥agdieWerte vorheat gilt. Also streng genommen auch nicht
fYrwirklichalleWerte, nur alle Werte der Signatal . Das k3nnen wir tatsSchlich hinschreiben,
mit Hilfe einer neuen Form naméasall

(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100))

Dasfor-all  bedeutet, wie der Name schon sagt, CfYr alleE. Da steht:

FYrallereellen Zahlen naméreat muss das Ergebnis ¥baat->temperature
heat) kleiner oder gleich "!! sein.

In der professionellen Entwicklung hei§t ein solcher Test Unit-Test..
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For-all ermsglicht das Formulieren igenschafteinfor-all  -Ausdruck hat die folgen-
de allgemeine Form:

(for-all ((  vary sig;) ... (var, sig,)) b

Dabei mYssen diar; Variablen sein, dié Signaturen unt (der Rumpf) ein Ausdruck, der
entweder einen booleschen Wert oder eine Eigenschaft liefent:dller -Ausdruck hat als
Wert eine Eigenschaft, die besagthdals$Yralle Werte dewar;, welche die Signatursig;
erfYllen.

Abbildung #.!: for-all

CWarum sind da doppelte Klammernhmat real ?E wunderst Du Dich vielleicht. Das liegt
daran, dass in dem Su8§eren Klammernpaar mehrere Variablen vorkommen k3nnen, jede davon |
Signatur in einem inneren Klammernpaar. DafYr wird es noch Beispiele geben. @pildung "#."b
schreibt genauer, vite-all  -AusrdrYcke im allgemeinen aufgebaut sind.

Das Ergebnis dis-all  -Ausdrucks wird in der REPL etwas undurchsichtig angezeigt:

(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100))
T #<property>

Auf deutsch hei§t CpropertyE CEigenschaftE, denn es handelt sich um eine Eigenschaft der Fur
tion heat-temperature .

Diese Eigenschaft ersetzt nicht (immer) die Unit-Tests, ist aber eine wertvolle ErgSnzung d
Dokumentation.

Sie kann au8erdem auch dazu beitragen, die Korrektheit sicherzustellen. Dazu wickeln wir u
die Eigenschaft noch eimeck-property :

(check-property
(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100)))

Check-property macht wiecheck-expect odercheck-within einen Testfall.
Daheat->temperature korrektprogrammiertist, meldéeck-property nureinenbe-

standenen Test. Wozleck-property  fShig ist, sieht man erst, wenn die Funktion einen Fehler

enthSIt. Wenn wir zum Beispiel ausl@®eine280machen, dann erscheint folgende Meldung:

Eigenschatft falsifizierbar mit heat = 206 | |

Wichtig: Wenn Du das bei Dir ausprobierst, kann die konkrete Zahl eine andere sein.
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Check-property testet eine Eigenschaft analogfmck-expect . Einecheck-property -
Form sieht so aus:

(check-property €)

eist ein Ausdruck, der eine Eigenschatft liefern muss B in der Regélalsd eirAusdruck
Die Form testet dann diese Eigenschaft. (Mehr dazu im nSchsten Abschnitt.)
Check-property funktioniert nur fYr Eigenschaften, bei denen aus den Signaturen sinnvoll
Werte generiert werden k3nnen. Dies ist fYr die meisten Signaturen der Fall, abexmjght fYr
und Signaturvariablen de+niert wurden.

Abbildung '#.": check-property

Dickes Wort, Cfalsi+zierbarE: Es hei§t, das Raciasgémbeisd€él die Eigenschaft gefun-
den hat. Wir k§nnen das nachprYfen:

(heat->temperature 206)
T 126

... und "$'ist gr38er als "Il. Das Gegenbeispiel, dastak-property -Test gefunden hat,
k3nnte, wenn wir den Fehler nicht absichtlich gemacht hStte, dabei helfen, ihn zu +nden und zu
beseitigen.

Abbildun$ beschreibt den Aufbau &oeck-property genau.

AI'HS$%8. ). (

Mache noch absichtlich ein paar weitere Fehierin>temperature . Welche davon werden
von dentheck-property -Test gefunden und welche nicht? !

Dacheck-property eine Eigenschaft testet, hei8t diese Technipsymirty-based testing
Die werden wir im Laufe dieses Kapitels noch auf andere Funktionen anwenden.

#$.! WIECHECK-PROPERUXKTIONIERT

ZunSchst machen wir aber einen kleinen Exkurs: Was passiert bei cteelaenoperty -
Test?

TollwSre natYrlich, wenn dieser mit Gewissheit sagen k3nnte, was die Eigenschaft besagt: Dass
zum Beispiel die Temperatur wirklichdlfe Eingaben hschsteh@0ist. Das ist im allgemeinen
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leider unméglicﬁ]n manchen FSllen ist es trotzdem m&glich, Eigenschaften von Funktionen for-
mal zu beweisen. (Dazu mehr in Abschnift "#.* auf Seite %$%.)

Check-property kann also nicht beweisen, dass eine Eigenschaft gilt. Stattdessen fYhrt e
Stichproben durch: DafYr wShit es fYr die Signaturen zufSllig Werte aus, und wiederholt diese
Prozess, um so aus einem Testfall viele individuelle Tests zu machen b typiHaberweise

Die Verwendung des Begri.s CzufSIligE ist in diesem Zusammenhang in der Informatik sc
Yblich, ein besseres Wort wSre aber CchaotischE. TatsSchlich prodciziproperty  bei
jedem Durchlauf des Programms die gleichen Tests.

Die Technik degroperty-based testaigo zunSchst allgemeine Eigenschaften zu formulieren
und fYr diese dann TestfSlle zu erzeugen, ist urspr¥Ynglich unter denQNek@heckersf-
fentlicht worden [CH!T] und war ein gro§er Durchbruch bei der E.ektivitSt von automatischen
Tests.

#$.$ MEHR EIGENSCHAFTEN UND INEXAKTE ZAHLEN

Es geht weiter miteat-water : Heat->temperature ist nur eine Hilfsfunktion dafYr, zusam-
men mittemperature->heat . Auch hier k8nnten wir eine Eigenschaft aufschreiben, die etwas
Yber den Zahlenbereich aussagt, der aus der Funktion herauskommt.

Allerdings gibt es noch eine weitaus ergiebigere Eigetscipaftature->heat soll ist
ja geradeeat->temperature  CumdrehenE. Daraus k3nnen wir folgende Eigenschaft bezie-
hungsweise folgenden Test machen:

(check-property
(for-all ((temp real))
(= (heat->temperature (temperature->heat temp))

temp)))

Der besagt also dass, wenn eine Temperatur in WSrme gewandelt wird und wieder zurYck in e
Temperatur, dass dann das gleiche herauskommen soll. Leider schiSgt der Test fehl:

Eigenschaft falsifizierbar mit temp = 0 [ |
Wir k3nnen in der REPL ffempmalO einsetzen:

(heat->temperature (temperature->heat 0))
' cond: alle Bedingungen ergaben #f

$ Dass das unmsglich ist, wurde mathematisch bewiesen und als Satz von Ricefestgehalten. Der ist Thema in der

theoretischen Informatik.
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In einer Eigenschaft steht die Form

(==>7p ¢

dafYr, dass die Eigenschatir dann gelten muss, wenn der Ausdpuabéén Wert#t ergibt.
Bei einer=>Form generiecheck-property nur solche Tests, bei demeit ergibt.

Abbildung '#.#: Voraussetzung bei Eigenschaften

Da war doch was? Vielleicht erinnerst Du Dich: Eine TemperatOr@d@nn nicht eindeutig
einer WSrmezahl zugeordnet werden, die kann zvliscii@0liegen. Deshalb weigert sich auch
heat->temperature , fYr die Eingab@ein Ergebnis zu produzieren. Wir mYssen also unseren
Test anpassen, so dass da steht CfYr alle reelleaZS¢éeis.

Das geht folgenderma8en:

(check-property
(for-all ((temp real))
(==> (not (= temp 0))
(= (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp))))

Der PfeiF=>ist neu und funktioniert nur im Kontext einer Eigenschaft: Er bedeutet Cgilt unter
der VoraussetzungE. Abbild{ing "#.# erkiSrt im Detail, wie die Form funktioniert. Hier steht also,
dass die Gleichung nur gelten muss unter der Voraussetzuag)miaisit O ist.

Anmerkungbu kSnntest die Eigenschaft oben auchfmitatt==>hinschreiben:

(check-property
(for-all ((temp real))
(if (= temp 0))
#t
(= (heat->temperature (temperature->heat temp))

temp)))

BedeutenwYrde die Eigenschaft so das gleiche. Allerdings étemheeibperty
diese Schreibweise anders, nSmlich schlechtesh@&aproperty "Il Tests ge-
neriert, dann werden alle, bei deteemp O ist, als Erfolg gewertet, obwohl da eigent-
lich nichts getestet wird. Wenn fYr (hypothetisch) drei von deteTesist, dann
werden also nur *( richtige Tests durchgefYhrt.
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In der Variante mit=>stelltcheck-property sicher, dass tatsSchlié Tests
durchgefYhrt werden, bei demnemp nicht0ist. Damit wird mehr getestet.

Wenn wir den Testfall laufen lassen, gibt es allerdings eine merkwYrdige tberraschung:
Eigenschaft falsifizierbar mit temp = #i24.571428571428573

Wie schon gesagt, die konkrete Zahl kann anders aussehen, aber es geht um das #erkwYrdig
Das steht fYr CinexaktE, weil es sich um eine sogeinamaige Zahhandelt. Solche Zahlen
werden von DrRacket (und so gut wie allen anderen Programmiersprachen) verwendet, um d
Ergebnisse von Berechnungen darzustellen, die (zumindest mit vertretbarem Aufwand) nicht ga
genau durchgefYhrt werden k3nnen.

Bisher ging in diesem Buch alles noch ganz genau, weil unsere Programme bisher intern exe
Bruchrechnung verwendet haben. Um so eine inexakte Zahl zu berechnen, kannst Du zum Beisp
das hier in der REPL ausprobieren, um die Quadratwurzel (Csquare rootE) von $ auszurechnen

(sqrt 2)
T #i1.4142135623730951

Die Wurzel von $ hat unendlich viele Nachkommestellen, weswegen Racket davon nur einige aL
rechnet und rundet. Und damit wir und Du wissen, dass gerundet wurde, stelotadas.

Das mit dem Runden ist sogar noch komplizierter, als es scheint: Es wirdoirtsngjeh
rechnet. Wie genau ablSuft, ist ziemlich kompliziert und wYrde ein weiteres Buch fYllen. Mehr z:
dem Thema +ndet sich zum Beispiel im Standardwerk von David Gbldberg [Gol*"].

Aber was ist denn nun genau bei unserer Eigenschaft passiert? Wir k$fingaldieon
Hand in die Eigenschaft einsetzen und in der REPL auswerten:

(heat->temperature (temperature->heat #i24.571428571428573))
' #i24.57142857142857

Dukannstsehen, dass o.ensichtlich beim Rechnen gerundetwurde, und zwar bei der letzten Nacl
kommastelle. Das erscheint Dir vielleicht merkwYrdig, veeilfrerature->heat doch aus-
schlie§lich addiert und subtrahiert wird B da ist keine Spur von CRundenE. Wenii wirggas

lassen, wird auch exakt gerecmmet:

(heat->temperature (temperature->heat 24.571428571428573))
T 24.571428571428573

# Falls Du es mal mit einer der anderen Sprachen zu tun hast, die beim Racket-System dabei sind: Bei den meisten

von ihnen wird, anders als hier, jede Zahl mit Dezimalpunkt als inexakt behandelt.
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Das liegt daran, dass ClnexaktheitE ansteckend ist: Wenn beim Aufruf einer Rechenfunktion wie
+oder* auch nur eine Eingabe inexakt ist, wird gerundet.

Weil diese Rundung manchmal Yberraschend ist, weigert sich ¥eigeasgpect , inex-
akte Zahlen zu vergleichen.

AI'#$%& ).)
ProbierOs agsheck-expect #i1 #i1) !

Bei unserer Eigenschaft habetsivipdie Signatureal angegeben: In dieser Signatur sind auch
inexakte Zahlen enthalten, deshalb nimmt da das Problem seinen Anfang. Wir k8nnen es auf zwei
Arten angehen:
¥ Wir ersetzen in der Eigenschaft die Signediirdurchrational . Inrational sind kei-
ne inexakten Zahlen drin. Das hat allerdings den Nachteil, dass auch nur auf exakten Zahlen
getestet wird, obwohl die Funktionen auch auf inexakten Zahlen funktionieren.
¥ Wir berYcksichtigen den E.ekt der Rundung, indem wir die Bedingung in der Eigenschaft
etwas aufweichen.
Wirmachen letzteres und fordern nur, dass der Abstand zwischen echtem und erwartetem Ergebnis
einen bestimmten Betrag nicht Yberschreitet:

(check-property
(for-all ((temp real))
(==> (not (= temp 0))
(<= (abs
(- (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp))
0.0000001))))

Zur Erinnerung: Die eingebaute Funkiidrs berechnet den Absolutbetrag, dreht also bei nega-
tiven Zahlen das Vorzeichen um, siehe Abschnitt "*.) a(if Seite ##).
Leider schiSgt der Testimmer noch fehl, zum Beispiel mit folgender Ausgabe:

Eigenschaft falsifizierbar mit temp = 105
Das kSnnen wir in der REPL ausprobieren:

(heat->temperature (temperature->heat 105))
cond: alle Bedingungen ergaben #f

Das liegt daran, dassperature->heat nurfYr Temperaturen bis "IC funktioniert: Wasser
kann ja nicht hei§er werden. Wir mYssen also unsere Vorbedingung erweitern:
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(check-property
(for-all ((temp real))
(==> (and (not (= temp 0Q))
(< temp 100))
(<= (abs
(- (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp))
0.0000001))))

Dieser Text drYckt ganz gut aus heigt->temperature undtemperature->heat zueinan-
der stehen: Die eine dreht die andere um, zumindest ungefShr. In der Mathematik heist es, dass
eine Funktion ditnversandere anderen Funktion ist.

Al'HS%8, ) *

Versuche, den letzteheck-property -Test auszutricksen. Anstatt kleine Fehler einzufYhren,
versuche es mal mitganz anderen Funktionen, die gar nichts mit Wassertemperaturen zu tun hab
aber trotzdem die obige Eigenschaft haben. !

Die Aufgabe zeigt, dass Eigenschaften kein Garant fYr Korrektheit sind: Genau wie bei Unit-Tes
auch braucht es oft mehrere davon oder zusSthiiatieexpect -Tests, um fYr genug Sicherheit
zu sorgen.

Die Technik aus der Aufgabe ist dabei hilfreich: Tberlege, wie Du einen Testfall durch falsche
Funktionen austricksen kannst. FYge dann TestfSlle hinzu, die diese Fehler aufspYren.

#$.% RELATIONALE PROBLEME

‘ eigenschaften/sort.rkt Code

Die Eigenschaften fiveat-water hSttenwir auch durch eine (lange) Reihelenk-expect -
Tests ersetzen k3nnen. Die Eigenschaften sind da hilfreich, aber nicht unverzichtbar. Aber es g
Funktionen, bei denen Unit-Tests grundsStzlich nicht das richtige sind, nSmlich solche, die soc
nannterelationale Problertisen. Um die geht es in diesem Abschnitt.

Wir schreiben zunSchst eine solche Funktion, um das Konzept zu erklSren: Sie soll die Mitgli
der einer Band nach Alter sortieren.

Hier sind Daten- und Record-De-+nition fYr ein Bandmitglied:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/eigenschaften/sort.rkt
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(define-record band-member
make-band-member
(band-member-name string)
(band-member-born natural))

Und hier die konkrete Band dazu (Stand $!$"):

(define axl (make-band-member "Axl Rosée 1962))

(define duff (make-band-member "Duff McKagah 1964))
(define slash (make-band-member "Slash" 1965))

(define dizzy (make-band-member "Dizzy Reed 1963))
(define richard (make-band-member "Richard Fortus " 1966))
(define frank (make-band-member "Frank Ferrer " 1966))
(define melissa (make-band-member "Melissa Reesé 1990))

(define guns-n-roses
(list axl duff slash dizzy richard frank melissa))

Wir machen das mit einem einfachen, wenn auch ine,zienten Verfahren imserionsorDie
Sortierfunktion arbeitet mit einer sortierten Liste als Akkumulator. Diese ist anfSnglich leer, und
die Funktion fYgt jeweils ein Element aus der Eingabeliste hinzu, indem sie dies an der richtigen
Stelle einfYgt. Wir schreiben zunSchst eine Hilfsfunktion zum EinfYgen eines Elements. Das Testen
heben wiruns ausnahmsweise bis zum Testen der Sortierfunktion auf. Kurzbeschreibung, Signatur,
GerYst und Schablone:

; Bandmitglied in eine sortierte Liste einf Ygen
(: insert
(band-member (list-of band-member) -> (list-of band-member)))

(define insert
(lambda (band-member list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)

(first list)
(insert band-member (rest list))

-))))
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Im ersten Fall fYgt die Funktion eine leere Liste ein: Das Ergebnis sollte dann dielkistnit
als einzigem Element sein. Im zweiten Fall ist noch unktemdanembeeingefYgt wird, vor
oder nacfffirst list) . Die Funktion muss die beiden Geburtsjahre miteinander vergleichen:

(define insert
(lambda (band-member list)
(cond
((empty? list) (cons band-member empty))
((cons? list)
(if (<= (band-member-born band-member)
(band-member-born (first list)))
(cons band-member list)
(cons (first list)
(insert band-member (rest list))))))))

Mit Hilfe voninsert bauen wir nun die Funktisort-band . Kurzbeschreibung, Signatur und
Unit-Test:

; Band nach Alter sortieren
(: sort-band ((list-of band-member) -> (list-of band-member)))

(check-expect (sort-band guns-n-roses)
(list axl dizzy duff slash richard frank melissa))

Hier die Schablone fYr die Funktion ® mit Akkumulator:

(define sort-band
(lambda (listO)
:Invariante:
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
... (first list) ... acc ...)))))
(accumulate list0 ...)))

Beim Akkumulieren enth$ikt  die schon gesehenen ElementésaDs , und zwar sortiert.
Daraus kSnnen wir eine Invariante formulieren:
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;. Invariante: list
; zwischen listO

Damit k3nnen wir die LY cken fYllextc ist beim ersten Aufruf leer. Welist
acc das gewYnschte Endergebnis. Das neue Zwischenergebnis berechnet die Funktion mit Hilfe

voninsert :

(define sort-band
(lambda (list0)
. Invariante:  list
; zwischen listO
(define accumulate

(lambda (list acc)

(cond

und list ,

und list ,

enth St
sortiert.

enth St
sortiert.

((empty? list) acc)

((cons? list)

(accumulate (rest list)

(insert (first list) acc))))))

(accumulate list0O empty)))

Fertig! Halt, daist noch ein kleines Problem:

Der tatsSchliche Wert

#<list
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member

"Axl Rose" 1962>
"Dizzy Reed" 1963>
"Duff McKagan" 1964>
"Slash" 1965>

"Frank Ferrer" 1966>
"Richard Fortus" 1966>
"Melissa Reese" 1990>>

ist nicht der erwartete Wert

#<list
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member
#<record:band-member

"Axl Rose" 1962>
"Dizzy Reed" 1963>
"Duff McKagan" 1964>
"Slash" 1965>
"Richard Fortus" 1966>

RELATIONALE PROBLEME

die Bandmitglieder

leerist, dannist

die Bandmitglieder
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#<record:band-member "Frank Ferrer" 1966>
#<record:band-member "Melissa Reese" 1990>>.

Woran liegtOs? Richard Fortus und Frank Ferrer sind im selben Jahr geboren. Der Unit-Test nimi
an, dass Fortus vor Ferrer einsortiert wirdsabeband macht es aber genau umgekehrt. Des-
wegen istort-band nicht verkehrt: Es gibt einfach mehrere korrekte Antworten.

Der Unit-Test ist also ungYnstig, selbst wenn wir die Reihenfolge so wShlen, dass er nicht fet
schiSgt. Wenn wir die Suchfunktion irgendwann mal Sndern, kann sich die Reihenfolge Snder
und der Test schiSgt wieder fehl, auch wenn die Funktion korrekt ist.

Daes fYsort-band fYr eine gegebene Eingabe mehr als ein korrektes Ergebnis geben kanr
sprechen wir von einem Crelationalen ProblemE: Es steht nicht das prSzise Ergebnis fest, nur
Beziehung (CRelationE) zwischen Ein- und Ausgabe. Und um die zu beschreiben, ist eine Eige
schaft das richtige Mittel. Wie kSnnte eine sinnvolle Eigenschaft einer Funktion aussehen, die sc
tiert? Nun, dass die Ausgabe sortiert ist. Um das festzustellen, schreiben wir eine Funktion:

Band sortiert ?
(: band-sorted? ((list-of band-member) -> boolean))

Die Tests lassen unterschiedliche Reihenfolgen zu, solange sie sortiert sind:

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff slash frank richard melissa))
#t)

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff slash richard frank melissa))
#t)

(check-expect
(band-sorted? (list dizzy axl duff slash richard frank melissa))
#f)

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff richard slash frank melissa))
#f)

Hier sind GerYst und Schablone:

(define band-sorted?
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
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((cons? list)
... (first list) ...
... (band-sorted? (rest list) ...)))))

Derempty-Fall ist einfach: Eine leere Liste ist sortiertolms-Fall ist es etwas schwieriger. Um

die Reihenfolge zu YberprYfen, mYssen wir zwei Elemente der Liste miteinander vergleichen, da ist
aber nufirst list) . Wir brauchen also noch das zweite Element. Das gibt es nur bei Listen

mit mehr als einem Element, weswegen wir eine zweite Verzweigung brauchen:

(define band-sorted?
(lambda (list)
(cond

((empty? list) #t)

((cons? list)

(cond
((empty? (rest list)) ...)
((cons? (rest list))

.(.first list)
(first (rest list))))
(band-sorted? (rest list))

=)

Der innereempty-Fall ist die Liste mit einem Element: Die ist auch immer sortiednbyall
schlieglich k8nnen wir die beiden ersten Elemente vergleichen:

(define band-sorted?
(lambda (list)
(cond

((empty? list) #t)

((cons? list)

(cond
((empty? (rest list)) #t)
((cons? (rest list))
(and (<= (band-member-born (first list))

(band-member-born (first (rest list))))
(band-sorted? (rest list)))))))))
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Diese Funktion kSnnen wir nun benutzen, um aufzuschreibespdalsand immer sortierte
Listen produziert:

(check-property
(for-all ((list (list-of band-member)))
(band-sorted? (sort-band list))))

Diese Eigenschaft bringt auf den Punktseesband ausmacht, nSmlich dass sie sortierte Lis-
ten produziert. Sie ist also schon mal eine gute Dokumentation.

Ist sie auch ein guter Testfall? Vielleicht hast Du ein mulmiges GefYhl, dass wir fYr den Testvo
sort-band eine weitere selbstgeschriebene Funktion benutzt haben, die fast ebenso komplizie
ist wiesort-band selbst. Was, wenn wirlimnd-sorted? einen Fehler gemacht haben, und
zwar so, dass der Eigenschafts-Testfall dann einen Behldyand nicht mehr +ndet. Das ist
natYrlich theoretisch m&glich, ist aber unwahrscheinlich und wird umso unwahrscheinlicher, je
mehr TestfSlle mit aussagekrSftigen Eigenschaften dazukommen.

Diese Eigenschaften sind eine Form von Redundanz, analog dazu, bei GebSuden lieber die
genden WSnde etwas stSrker zu machen als unbedingt notwendig. Ob diese Redundanz die Art
wert ist, eine Funktion wieand-sorted? zu schreiben, die nur fYr das Testen gut sind, hSngt
vom Einzelfall ab: Je wichtiger die Korrektheit der Funktion und je komplizierter sie ist, desto grs:
8er ist der Wert solcher TestfSlle.

Trotzdem kann man die obige Eigenschaft austricksen, ziemlich einfach sogar:

(define sort-band
(lambda (list0)

empty))
Das ist natYrlich ein bisschen gemein. Aber die Funktion, die den Testfall austrickst, ist einfache
als die richtige Funktion. Es ist also einfacher, es falsch zu machen als richtig. Deshalb sollten

nach weiteren Eigenschaften suchen, die solche einfachen aber falschen LSsungen +nden. Z
Beispiel kSnnten wir fordern, dass die Ausgabeliste genauso lang ist wie die Eingabe:

(check-property
(for-all ((list (list-of band-member)))
(= (length (sort-band list))
(length list))))

Al"#$%& ).+

Die folgende Version venrt-band besteht die bisherigen TestfSlle:
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(define sort-band
(lambda (list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(map (lambda (band-member)
(first list))

list)))))

Kannst Du einen Testfall schreiben, der den Fehler in dieser Funktion +ndet? !

#$.& KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN FtR TESTFELLE?

Die bisherigen Beispiele fYr TestfSlle mit Eigenschaften haben Dich ho.entlich Yberzeugt, dass es

eine gute Idee ist, solche TestfSlle zu schreibewidgadtt das eigentlich bei der nSchsten Funki-

on, die getestet werden soll? TollwSren Konstruktionsanleitungen analog zu denen fYr Funktionen,

die zeigen, wie wir Eigenschaften aus der Signatur der zu testenden Funktion herleiten kSnnen. Das

hStte zumindest bei den Funktionen der bisherigen Abschnitte dieses Kapitels nicht funktioniert.
Trotzdem gibt es ein paar Dinge, die Du probieren kannst, wenn Du Eigenschaften fYr eine

neue Funktion formulieren willst:

". Benutze das Wissen Yber die Gr§8en Deines Problems.

Beispiele:

¥ Wenn es um die Temperatur von Wasser geht, wei8t Du, dass die Temperatur nicht grs8er
als100 C sein kann.

¥ Du wei8t, das die Ausgabe einer Sortierfunktion sortiert sein sollte.

$. Oft gehSren zu einem Problem mehrere Funktionen, die auf bestimmte Art und Weise zusam-
menarbeiten. Schreibe auf, wie diese Zusammenarbeit aussieht.
BeispielTemperature->heat drehtheat->temperature um.

#. Versuche, die bestehenden Eigenschaften durch einfache aber fehlerhafte Varianten Deiner
Funktion auszutricksen. Suche dann nach Eigenschaften, die das Austricksen verhindern.
Beispiel: Die leere Liste als Ressitdtband istimmer sortiert, aber trotzdem falsch.

Abschnit{™#]( auf Seite }"* wird diese Liste noch ergSnzen um Eigenschaften, die tatsSchlich mit
den Signaturen der zu testenden Funktionen zu tun haben.
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#$." SUCHB€UME TESTEN

‘ baeume/binary-tree.rkt Code

In Abschnitf"$.( . auf Sefte #() haben wir die Funkbialanced-search-tree-insert ~ ,und

die war ziemlich kompliziert. Vielleicht ging es Dir wie uns B wir hatten ein etwas mulmiges Ge
fYhl, ob die Funktion auch wirklich korrekt ist. Sie hat ziemlich viele Verzweigungen, nicht nurin
der Funktion selbst sondern auch in der Hilfsfunktiake-balanced-node. Dass die TestfSlle
wirklich jede m3gliche Form von Suchbaum testen, ist ziemlich unwahrscheinlich.

Eine weitere Schwierigkeit beim Testerbatanced-search-tree-insert ist, dass die
Funktion ein relationales Problem ISst: Es gibt mehr als ein korrektes Ergebnis. Bei einem Testf:
mit check-expect -, der ein bestimmtes Ergebnis lvalanced-search-tree-insert er-
wartet, kann es sein, dass die Funktion ein anderes, aber trotzdem korrektes Ergebnis liefert. [
Testfall schiSgt dann fehl, und die Suche nach der Ursache ist mYhsam.

Aber mit ein paar Eigenschaften k3nnen wir (ho.entlich) das mulmige GefYhl beseitigen und
unser Vertrauen in die Funktion erhhen. Der vorige Abschnitt hatte einige VorschiSge, wie wil
vorgehen k3nnen. Der erste Vorschlag war:

Benutze das Wissen Yber die Gr§§en Deines Problems.

Die Gr88e unseres Problems ist hier der balancierte Suchbaum. In dem Begri. steckt schon zier
lich viel Wissen:
". Das Ergebnis vdralanced-search-tree-insert sollte ein sortierter Baum sein, beidem
alle Markierungen im linken Teilbaum eines Knotens kleiner sein sollte als die Markierung de
Knotens.
$. Die BSume sind gr38enannotiert: Die Gr§enannotation sollte auch stimmen, also bei jeden
Knoten die tatsSchliche Gr38e des Baums darunter wiedergeben.
#. Schlie§lich und endlich sollte der balancierte Suchbaum natYrlibhlanckersein.
Wir fangen mal mit dem zweiten Punkt an, und Yberlassen Dir danach den ersten als thungs
aufgabe. Um zu YberprYfen, ob die Gr§§enannotation stimmt, mYssen wir die Annotation jeder
Knoten des Baums betrachten. DafYr brauchen wir eine Hilfsfunktion. Sie hat folgende Kurzbe
schreibung und Signatur:

; Stimmt die Gr38enannotation am Suchbaurfi
(: proper-sized-search-tree? ((sized-search-tree-of %a) -> boolean))

Hier sind zwei einfache TestfSlle dafYr:

(check-expect (proper-sized-search-tree? sized-search-treel) #t)


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/baeume/binary-tree.rkt
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(check-expect (proper-sized-search-tree?
(make-sized-search-tree
=<
(make-sized-node
5
(make-node (make-sized-label 5 3) #f #f)
(make-node (make-sized-label 2 7) #f #f))))

#f)
Nur zwei popelige TestfSlle, magst Du einwenden, mehr wSren sicher besser. Allerdings werden wir
sie noch ircheck-property -Tests zusammen rbiilanced-search-tree-insert aufru-

fen und wir ho.en, dass dies die benstigte Redundanz scha.t und unser Vertrauen in die Korrekt-
heit vonbalanced-search-tree-insert erhsht. Aber ist diese Ho.nung auch berechtigt?
Wir k8nnen uns zwei Szenarien vorstellen, in denen das nicht der Fall ist, also der Testfall keine
Fehler +ndet, obwohl welche vorhanden sind:
¥ Proper-sized-search-tree?  liefertimmer#t , dannist jeder Testfall damit nutzlos. Das
haben wir aber durch den eirdreck-expect -Testfall ausgeschlossen.
¥ Proper-sized-search-tree? st zufSllig genau so fehlerhaft, dass die Funkktion inkor-
rekte Resultate abalanced-search-tree-insert als korrekt absegnet. Allerdings ist
proper-sized-search-tree? viel einfacher ist dislanced-search-tree-insert
und Fehler dort unwahrscheinlicher. Durch die Absicherung der einen durch die andere Funk-
tion haben wir die Redundanz im Gesamtsystem erhsht.
Hier das GerYst fYr die Funktion:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)

)

Wir gehen beim Rumpf vor wie bei der Funktmed-search-tree-member?  auf Seit*.
Der eigentliche Baum steckt in dezarch-tree -Record. Den extrahieren wir und lassen die
eigentliche Arbeit von einer internen Hilfsfunktion erledigen.

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define proper?
(lambda (tree)
.n)

(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))
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Hier die Schablone:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define proper?
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)

(proper? (node-left-branch tree))
(proper? (node-right-branch tree))
(node-label tree)

)

(else ..))))

(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))

Ein paar LYcken k3nnen wir schon fYllen: Bei einem Blatt ist die Gr§§enannotation immer kor-
rekt, weil nicht vorhanden. Bei Knoten ist eine Gr§8enannotation korrekt, wenn sie die Summe
der Gr&&en der TeilbSume plus " (fYr den Knoten selbst ist). AuSerdem muss die Funktion auct
die Gri8enannotationen der TeilbSume YberprYfen, das erledigen die rekursiven Aufrufe aus d
Schablone. Fertig sieht das ganze so aus:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define proper?
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
(define left (node-left-branch tree))
(define right (node-right-branch tree))
(and (proper? left)
(proper? right)
(= (sized-label-size (node-label tree))
(+1
(sized-tree-size left)
(sized-tree-size right)))))
(else #t))))
(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))
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Aber geschrieben hatten wir die Funktionbafanced-search-tree-insert zutesten. Falls
die korrekt ist, dann produziert sie nur BSume, bei demar-sized-search-tree?  alsEr-
gebnigtt liefert. Wir kSnnten versucht sein, so etwas hier zu schreiben:

(check-property
(for-all ((search-tree (sized-search-tree-of natural))
(element natural))
(proper-sized-search-tree?
(balanced-search-tree-insert element search-tree))))

Das funktioniert aber nicht, weil die Signésized-search-tree-of natural) nicht da-

fYr geeignet ist, SuchbSume zu generieren. Insbesondere steht in der Signatur nur, dass die Grs§e-
nannotation eine natYrliche Zahl ist, aber nicht welche: Bei den meisten so generierten SuchbSu-
men wSre sie falsch. Und wenn die Eingabeféfrced-search-tree-insert schon falsch

ist, kSnnen wir nicht erwarten, dass die Ausgabe korrekt ist: Garbage in, Garbage out.

Al"#$%& ).,

Noch andere Aspekte der Signétimed-search-tree-of natural) machen sie ungeeig-
net, korrekte SuchbSume zu generieren. Finde einen! !

Stattdessen rufen wilanced-search-tree-insert wiederholt auf, um korrekte gr§8enan-
notatierte SuchbSume zu erzeugen. Die Elemente dafYr holen wir aus einer Liste und schreiben
entsprechend eine Funktion, die aus einer Liste einen Suchbaum macht:

; Aus allen Elementen einer Liste einen Suchbaummachen

(¢ list->balanced-search-tree ((%a %a -> boolean) (%a %a -> boolean)
(list-of %a)
-> (sized-search-tree-of %a)))

Das ist eine typische Aufgabefffd : Mit einem leeren Suchbaum anfangen (fYr dessen Kon-
struktion wir die Funktionen fYr den Vergleich der Markierungen brauchen) und dann fYr jedes
Listenelemeritalanced-search-tree-insert aufrufen:

(define list->balanced-search-tree
(lambda (label=? label<? elements)
(fold (make-empty-sized-search-tree label=? label<?)
balanced-search-tree-insert
elements)))
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Und mit Hilfe dieser Funktion kSnnen wir endlich den Test schreiben, der sicherstellt, dass die
Funktionbalanced-search-tree-insert die Gr38enannotation richtig macht:

(check-property

(for-all ((elements (list-of natural)))
(proper-sized-search-tree?
(list->balanced-search-tree = < elements))))

Al"#3%& ").-

Schreibe eine Funktion analogroper-sized-search-tree?  , die feststellt, ob ein Such-
baum auch wirklich sortiert ist und mache daraus eine Eigenschaft undeskemoperty -
Testfall fYbalanced-search-tree-insert ! !

Aus der Liste vom Anfang dieses Abschnitts haben wir zwei Punkte abgehakt. Einer fehlt noct
nSmlich zu testen, bhlanced-search-tree-insert ~ auch wirklich BSume liefert, die balan-
ciert sind, wie es der Name suggeriert.

Nehmen wir anbalanced-search-tree-insert wYrdenichtkorrekt balancieren. Das
wSre ziemlich tYckisch, weil die Tests nur die Suchbaumeigenschaft testen, nicht aber die Bal
ciertheit. Erst, wenn Programme es mitgrS8eren Datenmengen zu tun bekommt, gibt es Problem
weil die Laufzeit beim Suchen im Baum grS8er ist als erwartet.

Was hei§t eigentligienaualanciert? Die Funktidralanced-search-tree-insert be-
nutzt dafYr ja ein CweichesE Kriterium, um nicht jedesmal mit viel Aufwand alles aufzurSumen
Wie oft die Funktion neu balanciert, wird durch die De+nitionata auf Seite #$ kontrol-
liert. Stephen Adams, der Autor des zugrundeliegenden Papers, behauptet, dass bei die SuchbS
immer so ausbalanciert sind, dass fYr einen Knoten, dessen linker Teilbaum died3é§sen
rechter Teilbaum die Gr3gailt, folgende Formel gilt:

I
ratio

"r' |, ratio

Aus dieser Formel k3nnen wir eine Funktion machen, die einen Suchbaum darauf YberprYft, da
sie durch den gesamten Baum hindurch eingehalten ist. Das geht nach dem gleichen Muster v
beiproper-sized-search-tree?

Ist ein Suchbaumbalanciert ?
(: balanced-search-tree? ((sized-search-tree-of %a) -> boolean))
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(define balanced-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define balanced?
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
(define left (node-left-branch tree))
(define right (node-right-branch tree))
(define left-size (sized-tree-size left))
(define right-size (sized-tree-size right))
(and (balanced? left) (balanced? right)
(<= (/ left-size ratio)
right-size
(* left-size ratio))))
(else #t))))
(balanced? (sized-search-tree-tree search-tree))))

Ebenfalls nach dem gleichen Muster wierbger-sized-search-tree? k3nnen wir damit
eine Eigenschaft und eir@reck-property -Testfall formulieren:

(check-property

(for-all ((elements (list-of natural)))
(balanced-search-tree?
(list->balanced-search-tree = < elements))))

(Inzwischen kommen soviele Tests zusammen, dass es eine Weile dauert, bis sie alle durchlaufen.)
Aber hoppla, der Testfall schiSgt fehlt. Bei uns hat er folgendes Gegenbeispiel produziert:

Eigenschaft falsifizierbar mit elements = #<list[1 1 3> |

Wir probieren mal in der REPL aus, was fYr ein Suchbaum bei dieser Liste herauskommt:

(list->balanced-search-tree = < (list 1 1 3))
' #<record:sized-search-tree-of #<function:=> #<function:<>
#<record:node-of #<record:sized-label-of 2 3>
#<record:node-of #<record:sized-label-of 1 1>
#f
H#>
H#H>>
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(Die zweitd hStte sichheck-property auch sparen knnen. O.enbar ist es nicht ganz optimal

programmiert.)
Was ist passiert? Gra+sch dargestellt sieht der Baum aus der REPL so aus:

/\
/\

Und in der Tat: Dieser Baum verletzt die Gleichung

- “r' |, ratio .
ratio

In diesem Fall i$t= 1 undr = 0. So richtig schlimm unbalanciert ist das allerdings gar nicht.
Au8erdem ist es gar nicht mSglich, die Gleichung bei einem Suchbaum mit den Elementen " un
# zu erfYllen. Die einzige andere M3glichkeit ist diese hier:

AN
/\

Hier giltl = 0 undr = 1 und die Gleichung gilt ebenfalls nicht. Dass die Gleichung nicht erfYllbar
ist, liegt daran, dass der Baum sehr klein ist: Nur zwei Elemente.

Dieser Umstand istin der Programmierundpedemced-search-tree-insert berYck-
sichtigt. Schau Dir nochmabke-balanced-node auf Seit@' an. Zur Erinnerung:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(define left-size (sized-tree-size left-branch))
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(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond

(< (+ left-size right-size) 2)

(make-sized-node label left-branch right-branch))

)

Der erste Zweig desnd schiSgt genau dann zu, wenn der Baum sehr klein ist: Dann wird nicht
rotiert oder anderweitig balanciert. Das ist bei uns gerade der Fall. Bei allen gr§§eren BSumen greift
die Gleichung. Das ist also etwas schlampig formuliertin dem Paper, das der Funktion zugrunde-
liegt, und wir mYssen es im Testfall berYcksichtigen, indem wir

(<= (/ left-size ratio)
right-size
(* left-size ratio)))))

ersetzen durch:

(or (< (+ left-size right-size) 2)
(<= (/ left-size ratio)
right-size
(* left-size ratio)))))

Und siehe da: JetztISuft der Testfall durch. Es kommtimmer mal wieder voriuasspioperty -

Testfall Gegenbeispiele +ndet, die eigentlich keine sind, weil wir die Bedingung fYr den Test nicht
ganz richtig formuliert haben. Den eigentlichen Fehler zu +nden, nervt oft, aber manchmal erfah-
ren wir auch etwas bei der Gelegenheit, was wir noch nicht gewusst haben. (In diesem Fall: Dass
kleine BSume gesondert behandelt werden mYssen.)

AI"#$%&. ).

Was passiert, wenn Du den Zweig fYr kleine BSumeleeibalanced-node entfernst? Findet
das einer der TestSlle heraus? Was genau ist die Ursache des angezeigten Fehlers?

Die Liste vom Anfang des Abschnitts haben wir damit abgearbeitet. Haben wir mit den bisherigen
Tests ausreichend sichergestelltbdémsced-search-tree-insert korrekt funktioniert?

Nun, wir haben YberprYft, dass die entstehenden SuchbSume die korrekte Form haben. Allerdings
haben wir noch gar nicht YberprYft, dass auch der Inhalt stimmt. Dazu benutzen wir den zweiten

Hinweis aus Abschnjtt "}.& auf %!):

Oftgehsren zu einem Problem mehrere Funktionen, die auf bestimmte Artund Weise
zusammenarbeiten. Schreibe auf, wie diese Zusammenarbeit aussieht.
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Die Funktionbalanced-search-tree-insert ist ja nur insofern sinnvoll, dass die damit ein-
gefYgten Elemente mited-search-tree-member? auch gefunden werden k3nnen. Das ist
gerade das gefragte Zusammenspiel mehrerer Funktionen. Zu diesem Zweck benutzen wir wie
list->balanced-search-tree , um aus einer Liste einen Suchbaum herzustellen und Yber-
prYfen, dasszed-search-tree-member? auch fYrjedes Element der Listéiefert:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))
(define search-tree (list->balanced-search-tree = < elements))
(every? (lambda (element)
(sized-search-tree-member? element search-tree))
elements)))

Die Funktionevery? haben wir extra fYr diesen Testfall programmiert:

: Liefert eine Funktion fYr alle Elemente einer Liste #t?
(: every? ((%oa -> boolean) (list-of %a) -> boolean))

(check-expect (every? even? (list 2 4 6)) #t)
(check-expect (every? positive? (list 1 2 3)) #t)
(check-expect (every? positive? (list 1 0 3)) #f)

(define every?
(lambda (p? list)
(cond

((empty? list) #t)

((cons? list)

(and (p? (first list))

(every? p? (rest list)))))))

Das ist schon mal gut, aber Du erinnerst Dich an den dritten Hinweis in Anitt "#.& auf Sei-
te[%ol)?

Versuche, die bestehenden Eigenschaften durch einfache aber fehlerhafte Varianten
Deiner Funktion auszutricksen.

Al'#$%&. )./

Finde eine einfache, aber fehlerhafte Variante der Fnkdooed-search-tree-insert ,
die alle bisherigen TestfSlle austrickst! !
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Wir benstigen also auf jeden Fall noch eine Funktion, die YberprYft, dass \Methtindimem
Suchbaum stehen, auch tatsSchiattigefunden werden. Wir fangen so an wie bisher:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))

(list->balanced-search-tree = < elements)

)

Wir brauchen jetzt noch irgendeine Zahl, die wir darauf YberprYfen kdnnen, dass sie nichtim Such-
baum ist. Die holt sich der Testfall auchfinitall

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural))
(number natural))

(not (sized-search-tree-member?
number
(list->balanced-search-tree = < elements)))

)

Um sicherzustellen, dassnbernicht zufSllig doch im Suchbaum ist, benutzerwir

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural))
(number natural))
(==> (not (member? = number elements))
(not (sized-search-tree-member?
number
(list->balanced-search-tree = < elements))))))

Da steht also umgangssprachlich formuliert:
FYralle Listen von Elemengtements und jede Zahiumbergilt: Wenmumbemicht zu
elements gehsrt, dann liefesized-search-tree-member?  fYrnumberund den Suchbaum
aus den Zahlen glements das Ergebniff . Mit dieser Eigenschaft haben wir das Zusammen-
spiel zwischelmalanced-search-tree-insert und sized-search-tree-member? aus-
reichend beschrieben und kSnnen ziemlich ruhig schlafen in der Gewissheit, dass die Funktionen
korrekt arbeiten.
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#$.( ALGEBRAISCHE EIGENSCHAFTEN
Hast Du das hier schonmal gesehen?
(a+ b+ c=a+(b+ 0

Oder das hier?
(a, b, c=a, (b, 0

Diese Gleichungen sind unter dem NaAssoziativitdiekannt, manchmal auchAssoziativ-
gesetKurz kam das Wort schonmal auf $3$% vor, und da steht folgende Gleichung:

cat(u, cat(v, w)) = cat(cat( u,Vv),w).

Die AssoziativitSt ist eine Su8erst nYtzliche Gleichung, weil sie aussagt, dass in einer Aneinan
reihung vor+ oder, jeweils die Klammern vollkommen egal sind: Und wenn sie schon egal sind,
kann man sie auch weglassen.

Die AssoziativitSt ist nicht einfach eine Gleichung (hier sind es ja schon drei), sondern ein
Eigenschaft der Funktionerund, und cat. Entsprechend kann man sageisCassoziative
oder Ccat ist assoziativE. Alle diese Funktionen haben die Struktur ihrer Signaturen gemeinsa
Hier sind diese Signaturen, so als wenn sie in einem Programm stYnden:

(: + (number number -> number))
(: * (number number -> number))
(: concatenate ((list-of %a) (list-of %a) -> (list-of %a)))

(Stattder mathematischen Funktion cathaben wir die Fun&tioatenate aus Abschnift™."#
auf Seite™j$ aufgefYhrt.)

Al"#$%& ").'0

Sindandundor assoziativ? Wie passen ihre Signaturen zu denen von den Funktionen oben?

Diese Form von Signaturen haben wir schon gesehen, als es um Kombinatoren ging] in Kapite
auf Seitp "##. Eine assoziative Funktion ist also eine spezielle Sorte Kombinator.

Assoziative Operationen gibt es so viele, dass es sich lohnt, auf Verdacht danach zu such
wenn Du eine neue Datende+nition erstellst. Und wenn Du einen assoziativen Kombinator gefun
den hast, lohnt es sich, diese Erkenntnis aufzuschreiben. Im GesprSch mitanderen kannst Du dz
einfach sagen Ccat ist assoziativE, und im besten Fall wissen alle, was gemeint ist.
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Expect liefert eine Eigenschaft analog zur Funktionsweis@&ok-expect . Einexpect -
Ausdruck hat folgende Form:

(expect e €)

e; unde, sind AusdrYcke. Die resultierende Eigenschaft ist erfYlle;wente, den gleiche
Wert liefern B der Vergleich wird dabei wielhetk-expect angestellt.
Daexpect wiecheck-expect vergleicht, funktioniert es nicht auf inexakten Zahlen.

=)

Abbildung #.$: expect

Wir k3nnen die AssoziativitSt aber auch als Eigenschafenkitproperty  aufschreiben.
Wir machen das erstmal muinhcatenate , +und* kommen danach.

(check-property
(for-all ((a (list-of integer))
(b (list-of integer))
(c (list-of integer)))
(expect (concatenate (concatenate a b) c)
(concatenate a (concatenate b c)))))

Du fragst Dich vielleicht, waruffist-of integer) als Signatur und nicfitst-of %a) ,
wie es in der Signaturdeklarationsoncatenate steht. Das liegt daran, dass bei Signaturen in
for-all  keine Signaturvariablen stehen dYrfen, damit DrRacket dafYr vernYnftig zufSllige Werte
generieren kann. (Siehe dazu auch Abbilduhg "#.$ duf Beite #*')

Und dann ist da noch was, nSmlich die Funktigrect : Die brauchen wir, um die beiden
Listen zu vergleichen, diedmicatenate herauskommen. Bisher kennen wir ja nur Funktionen,
die Zahlen vergleiche),(Zeichenketters{ring=? ) und Boolean®polean="?). Eine allgemei-
ne Vergleichsfunktion fYr Listen gibt es nikpect liefert eine Eigenschaft, die beliebige Werte
vergleicht b siehe Abbildding]#.%.
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Schreibe mit Hilfe des Teachpaniege.rkt Eigenschaften fYr die AssoziativitSt der Kombina-
toren aus Abschn[tt &.$ auf Seife 8%y , beside undabove. !

Eine assoziative Funktion macht aus zwei CDingsenE ein CBingskt aus zwei Zahlen eine,
concatenate aus zwei Listen eired aus zwei booleschen Werten einen.
tber die Signaturdeklarationen vgfi, concatenate kSnnen wir abstrahieren:

(- op(ss->y9)
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Zur AssoziativitSt gehsrt also neben der Opegiauch die Signatsy so dasspdie Signatur
(s s -> s) hat. (Und natYrlich die AssoziativitStsgleichung selbst.)

Solche CDreigestirneE aus CGrundsignaturE, Operation (oder mehreren Operationen) un.
Gleichungen werden in der mathematischen Algebra studiert und klassi+ziert. (Dort wird statt mi
Signaturen mit Mengen hantiert.) Die besonders nYtzlichen, interessanten oder hSu+g vorkor
menden dieser Dreigestirne b algebraischer Strukturen Bbekommen eigene Namen.

Eine Kombination aus Signatur, Kominator mit Sigriatus -> s) und Assoziativgesetz
hei§t zum Beispiblalbgruppﬁ

Viele Halbgruppen erfYllen noch eine weitere Eigenschaft: Sie besitzen einen Wert der Sigr
tur, der Cnichts machtE, das sogenannte Cneutrale ElementE. Das hat infABschnitt " guf Seite ".
schonmal eine Rolle gespielt. Jetzt kSnnen wir es endlich richtig einordnen.

Nennen wir das neutrale ElemenDann gelten folgende Eigenschaften:

(for-all ((a s))
(expect ( op a n) a))

(for-all ((a S))
(expect ( op n a) a)))

Falls Du Dich fragst, warum wir nicht einfacill benutzen, um beide Eigenschaften zusammen-
zufassen. Das liegt daran, dadswr auf Booleans funktioniegtxpect aber eine Eigenschaft
liefert.

Das neutrale Element kann von Halbgruppe zu Halbgruppe varrieren, selbst wenn die Signatt
simmer die Gleiche ist. Zum Beispid) tkis neutrale Element vorund 1 das neutrale Element
von, , auch wenn es beide Male um Zahlen geht.

Al'#$%E ") (

Was ist das neutrale Elementmobeziehungsweized? !

Beiconcatenate istdas neutrale Element die leere Liste. Das kSnnenahiealitproperty
festhalten:

(check-property
(for-all ((a (list-of integer)))
(expect (concatenate a empty) a)))

% Wenn es GHalbgruppenE gibt, gibt es dann auch CGruppenE, magst Du fragen. Gibt es, und in der Algebra gibt es
einen gro8en Teilbereich namens GGruppentheorieE. Gruppen gibt es in der Programmierung aber viel seltener
als Halbgruppen, darum konzentrieren wir uns auf letztere.
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(check-property
(for-all ((a (list-of integer)))
(expect (concatenate empty a) a)))

Auch fYroverlay , beside undabovegibt es ein neutrales Element. Es keity-image.
Al'#$%& ).)

Formuliereheck-property -TestfSlle, die zeigen dasgty-image ein neutrales Element be-
zYglicloverlay , beside undaboveist. !

Wie Du siehst, haben alle Halbgruppen, die wir bisher betrachtet haben, ein neutrales Element.
In der Tat ist das meistens so. Sogar so oft, dass, wenn bei Deiner Datenanalyse eine Halbgruppe
herausgekommenist, Duimmer auch nach einem neutralen Element Ausschau halten solltest. Eine
Halbgruppe mit einem neutralen Element hat entsprechend auch einen Nameriyio8oitich

Falls Dir die AssoziativitSt schon frYher bekanntwar, dann wahrscheinlichim Zusammenhang
mit Zahlen. Die k3nnen wir natYrlich auch ofieck-property zum Ausdruck bringen:

(check-property
(for-all ((a number)
(b number)
(c number))
(=E*a(+bo)
(+ (+ a b) c)))

Dabei gibt es aber eine tbherraschung:

Eigenschaft falsifizierbar mit

(Die genauen Zahlen lauten bei Dir vielleicht anders.)
Und Tatsache, wenn wir das in der REPL ausprobieren, kommt bei den beiden Seiten der
Gleichheit etwas unterschiedliches heraus:

(+ #9.75 (+ -9 #i-7.7))

1 #i-6.949999999999999
(+ (+ #9.75 -9) #i-7.7)

1 #-6.95
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Du erinnerst Dich an Abschriitt #.# auf Seile "#.#i Basht fYr CinexaktE, was bedeutet, dass
die Addition bei diesen Zahlen rundet. Leider macht das Runden auch die AssoziativitSt kaputt
Es wird besser, wenn wirmberdurchrational ersetzen, denn beim Rechnen mit rationalen
Zahlen wird nicht gerundet.

Vorsicht also beim Verwenden von reellen Zahlen in Eigenschaften, also der Sighaturen
undnumber. Im Zweifelsfall liebeational benutzen!

#$.) EIGENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN AUF LISTEN

Listen bilden ja mitoncatenate eine Halbgruppe, wasncatenate eine besondere Bedeu-
tung als Listenoperation zukommen ISsst. Die k3nnen wir ausspielen, wenn wir Tests auf Lister
funktionen formulieren wollen, indem wir sie im Zusammenhamrgnuatenate bringen.

Zur Erinnerung, diest-sum -Funktion hat folgende Signatur:

(: list-sum ((list-of number) -> number))

Da die Funktion eine Liste als Eingabe hat, kSnnen wir untersuchen, was passiert, wenn die Lis
durchconcatenate entsteht:

(check-property
(for-all ((a (list-of rational))
(b (list-of rational)))
(= (list-sum (concatenate a b))
(+ (list-sum a) (list-sum b)))))

Dran denken: Béor-all  nichtnumber, sondermational benutzen, um Problemen mit der
Rundung aus dem Weg zu gehen.

Was passiert hier? Der Aufruf Visirsum  wird von der linken auf die rechte Seite der Glei-
chung Cnach innenE gedrYckt. Au§erdem wird ausaferatenate auf Listen auf der linken
Seite der Gleichung die Addition zweier Zahlen auf der rechten Seite.

Nun bilden Listen mitoncatenate eine Halbgruppe, genauso wie Zahlenrbite Funk-
tionlist-sum  bildet nicht nur Listen auf Zahlen ab, sondern macht aucloacstenate bei
den Listen die Summe bei den Zahlen: Die Struktur der einen Halbgruppe iistesonit  in
die Struktur der anderen Halbgruppe abgebildet. Eine solche Funktion hei8tin defAigebra
morphismusVenn man den Begri. verwendet, sollte man immer dazusagen, auf welche algebral
sche Struktur er sich bezieht. Hier handelt es sich unieilbgnuppen-Homomorphisriisnn
Du einen Homomorphismus in Deinem Code +ndest, ist das fastimmer ein gutes Zeichen B Dt
bist wahrscheinlich einer nYtzlichen Einsicht auf der Spur.
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Al"#$%& 1).*

Zeige, dasist-sum sogar ein Monoiden-Homomorphismus ist, also aus dem neutralen Element
indem einen Monoiden das neutrale Elementin dem anderen Monoiden wird. Schreibe dazu einen
check-property -Testfall! !

AI"H$%E. ).+

Formuliere eine Eigenschaft imorert mit Hilfe vonconcatenate und schreibe dazu einen
check-property -Testfall! !

#$.* EXKURS: EIGENSCHAFTEN BEWEISEN

Check-property ist ziemlich gut darin, Gegenbeispiele zu +nden fYr Eigenschaften, die nicht
gelten. Aber wYrden wineck-property B sagen wir mal D zutrauen, die Korrektheit der Steu-
ersoftware fYr ein Flugzeug sicherzustellen? Immerhin ist es m3glich, dass bei den "!! Tests, die
check-property  zufSllig generiert, das eine Gegenbeispiel einfach nicht dabei ist.

Wenn also eine Eigenschaft wirklich unverzichtbar fYr den Einsatz einer Software ist, sollten
wir die Sicherheit, dass kritische Eigenschaften gelten, noch weiter erhShen. Das geht zum Beispiel,
indem wir mathematistieweisedass eine Eigenschaft gilt. Wie das gehen kann, zeigt dieser Ab-
schnitt exemplarisch.

Wie wir sehen werden, ist das ganz sch3n mYhsam: Wir haben ja schon Eigenschaften von
Funktionen in Kapitgl]) bewiesen, zum Beispiel die AssoziativitSt von cat in Abschnitt ).&.$ auf
Seit¢ $$#. Wir nehmen uns hier noch einmal die AssoziativitSt vor, allerdings diesmal nicht auf der
mathematischen cat, sondern der programmierten Funiticstenate .

Wir wollen also folgendes beweisen: FYr alle ujstendw gilt:

(expect (concatenate u (concatenate v w))
(concatenate (concatenate u v) w))

GrundsStzlich fYhren wir den Beweis wie bei der mathematischen Funktion cat auch Yber In-
duktion. Anders als dort k3nnen wir lbeincatenate aber nicht einfach beliebig Gleichungen
einsetzen. Wir mYssen stattdessen bewesen, dass DrRacket bei der Auswertung fYr beide Seiten
derexpect -CGleichungE das gleiche Ergebnis berechnet. Dabei mYssen wir berYcksichtigen, dass
DrRacket die Auswertungsschritte fYr einen Aufrutemicatenate in einer bestimmten Rei-

henfolge durchfYhrt. Wir mYssen also beim Beweis so vorgehen, wie es der Stepper tun w¥Yrde.
Eigentlich mYssten wir diese Auswertungsstrategie sogar noch formalisieren, um wirklich einen
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Beweis zu fYhren. Das machen wir im spSteren @pitel "O/@f Seite %#". Hier begnYgen wir un:
der Einsicht, dass bei einem Funktionsaufruf die Argumente ausgewertet werden, bevor es mit c
Auswertung des Funktionsrumpfes weitergeht.
Wir benutzen eine Induktionsschablone wie in Abs€hnitt ).&.$ alif Seite $$#.
". Wir entscheiden uns genau wie dort fYr eine InduktionuYBeEmit die Schablone passt,
benutzen wir dafYr den Namierformulieren also die Eigenschaft so um:

(expect (concatenate f (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f v) w))

$. Als nSchstes betrachten wir den Fallf diisseere Listé<empty-list> ist. Die Gleichung
sieht dann so aus:

(expect (concatenate #<empty-list> (concatenate VARY))
(concatenate (concatenate #<empty-list> V) w))

#. Diese Gleichung beweisen wir nun, angefangen mitder Clinken SeiteE der Gleichung. DrRac
wYrde bei der Auswertung zunSchst daserstatenate auswerten, also durch seine De-
+nition ersetzen sovdepty zu#<empty-list> auswerten:

(concatenate #<empty-list> (concatenate vV W)
T((! (listl list2) ...) #<empty-list> (concatenate vV W))

(Wir habenr stattlambdageschrieben um Platz zu sparen.)

Als nSchstes wifdoncatenate v w) ausgwertet. Da wir gar nicht wissen wasd w

sind, wissen wir weder, was da herauskommt, noch, wie viele Schritte das benstigt. Irgendw
wird aber herauskommen B wir nennewdas

T (Y (listd list2) ...) #<empty-list> VW)

Jetzt k¥nnen wir endlich mit dem Rumpf der Funktion weitermachen. Wir setizin fYr
#<empty-list> ein, fYrist2 vw:

T (cond ((empty? #<empty-list>) vw) ((cons? #<empty-list>) ...))
Beimcond greift sofort der erste Zweig:

T (cond (#t vw) ((cons? #<empty-list>) ...))
T ovw

Weiter gehtOs hier nicht. Wir nehmen uns deshalb die andere Seite der Gleichung vor:

(concatenate (concatenate f v) w)
= (concatenate (concatenate #<empty-list> V) w)
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Auch hier wird DrRacket fYr die beidemcatenate jeweils die De+nition einsetzen:

T ((!" (listl list2) ...) (concatenate #<empty-list> V) w)
(! (listl list2) ...))
(C! (list list2) ...) #<empty-list> V) w)

Hier wird der CinnereE Aufruf vatoncatenate zuerst ausgewertet:

TO((! (listl list2) ..))
(cond ((empty? #<empty-list>) V)
((cons? #<empty-list>) ...)) w)
T (! (list list2) ...)) vV W)
o vw

Es kommt also dasselbe heraus wie bei der linken Seite der Gleichung. FYr die leere Liste ist die
Eigenschaft also bewiesen.
%.Als nSchstes mYssen wir die Induktionsvoraussetzung formulieren. Die sieht so aus:

(expect (concatenate f (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f v) w))

&. Es folgt der Induktionsschluss. DafYr mYssen wir eine Liste betrachten, die um Ceins ISngerE
istald , also aus einem ersten Elerhenond Resft besteht. Wir nennen diese Lfste:

(expect (concatenate fif (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f;f v) w))

Um den Induktionsschluss zu beweisen, werten wir zunSchst die linke Seite aus. Wir benutzen
wieder den Namerw fYr das Ergebnis véroncatenate v w):

(concatenate f;f (concatenate v w))
(! (listl list2) ...) f 1+ (concatenate v w))
oo () (st list2) ) faf vw)
T (cond ((empty? fif) vw)
((cons? fif)
(cons (first f1f) (concatenate (rest  fif) vw))))

Diesmal ist derons?-Zweig dran, wefik f nicht leer ist:

T (cond (# vw)
((cons? fif)
(cons (first fif) (concatenate (rest  fif) vw))))
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T (cond ((cons? fif)
(cons (first f1f) (concatenate (rest f1f) vw))))
T (cond (#t (cons (first fif) (concatenate (rest  fif) vw))))
T (cons (first  f.f) (concatenate (rest fif) vw))
T (cons f; (concatenate (rest fif) vw))
T (cons f; (concatenate (rest f;f) vw))
T (cons fi ((! (listl list2) ...) (rest fif) vw))
T (cons fqi ((! (listd list2) ...) f vw))

Weiter geht es nicht. Wir nehmen uns darum die rechte Seite vor:

(concatenate (concatenate fif v) w)
T ((! (listl list2) ...) (concatenate fif v) w)
TOo((! (listl list2) ...) (( I (listl list2) ...) faf v) w)
TO((! (listl list2) ..))
(cond ((empty? fif) v)
((cons? f1f) (cons (first fif)
(concatenate (rest fif) v))) w)
T((! (listl list2) ..))
(cond (#f V)
((cons? f.f) (cons (first fqif)
(concatenate (rest fif) v))) w)
(! (listl list2) ..))
(cond ((cons? f.f) (cons (first fqif)
(concatenate (rest fif) v)))) w)
(! (listl list2) ...))
(cond (#t (cons (first fif) (concatenate (rest  fif) Vv))) w)
To((! (listl list2) ..))
(cons (first fif) (concatenate (rest  fif) v)) w)

T (" (listl list2) ...) (cons f1 (concatenate (rest fif) v)) w)
(! (listl list2) ..))

(cons fq1 ((! (list1 list2) ...) (rest faf) v)) w)
T ((! (listl list2) ...) (cons fi ((! (listd list2) ...) fv) w)

Wir wissen nicht, wds v und w sind. Wir nehmen aber an, dass bei der Auswertung von
((! (list1 list2) ...) f v) irgendetwdserauskommt und nennen das

oo (! (listl list2) ...) (cons fi1fv) w)
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Dem Ergebnis voftons f; fv) kSnnen wir ebenfalls einen Namen geben, wir nehmen
wenig einfallsreidh fv . Da diese Liste ein erstes Elerehét, ist sie nicht leer:

T (! (listl list2) ...)) fifv w)
T (cond ((empty? fifv) ..)
((cons? fifv)
(cons (first f1fv) (concatenate (rest fifv) w))))
T (cond (#f ..)
((cons? fifv)
(cons (first fifv) (concatenate (rest  fifv) w))))
T (cond ((cons? fifv)
(cons (first f1fv) (concatenate (rest fifv) w))))
T (cond (#t (cons (first f1fv) (concatenate (rest fifv) w))))
1 (cons (first  f,fv) (concatenate (rest  fifv) w))
T (cons f; (concatenate (rest fifv) w))
T (cons fq ((! (listl list2) ...) (rest fifv) w))
T (cons fq ((! (listl list2) ...) fv w))

Jetzt geht es aber wirklich nicht mehr weiter. Wir kSnnen das mit dem Ergebnis der linken Seite
vergleichen, die immerhin auchitns f, ..) anfSngt. Ansonsten stehtda links:

((! (list1 list2) ...) f vw)
... undrechts:
((lambda (list1 list2) ...) fv w)

Um zu beweisen, dass diese beiden AusdrYcke das gleiche liefern, ziehen wir die Induktionsvoraus-
setzung hinzu. Hier ist sie zur Erinnerung:

(expect (concatenate f (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f v) w))

Wir hatten den Namewnw fYr das Ergebnis vgooncatenate v w) und den Nameriv

fYr das Ergebnis veroncatenate  f v).Au8erdem stelgtt (listl list2) ...) jafyr
concatenate . Wenn wir das in die Induktionsvoraussetzung einsetzen, steht da genau das, was
wir brauchen, nSmlich dass linke und rechte Seite das gleiche Ergebnis haben. Gescha.t!

Aber das ist schon ziemlich viel Arbeit, und auch fehleranfSllig. In der Praxis funktioniert das
nur fYr kleine Funktionen. Wer Eigenschaften gr$8erer Programme beweisen m&chte, benutzt da-
fYr in der Regel spezielle Werkzeuge, welche die Beweise YberprYfen und in weiten Teilen auch
automatisch herleiten k3nnen.
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AUFGABEN

A'H$%E. ).,

Welche interessanten Eigenschaften hat die Division? Schreibe diese als Eigensehiften von

Al"#$%& ").-

Schreibe eine m3glichst vollstSndige Liste interessanter Eigenschaften der Dir bekannten arithr
tischen und logischen Operationen auf. Beziehe dazu auch die Vergleichsogerattnen.

Finde au§erdem fYr jede Operation eine interessante Eigensnlwiitgiiend YberprYfe, ob
DrRacket jeweils ein Gegenbeispiel +ndet.

Al"#$%& ).
FYr Multiplikation und Addition gilt daBistibutivgesetz

aa(b+ c)= adb+ aéc

Auch dieses Gesetz ist nicht auf Zahlen beschrSrkndriid or gilt es ebenfalls. Formuliere
dieses als Eigenschaften und lasse sie DrRacket sie YberprYfen.

Al"#$%& )./
Formuliere Eigenschaften¥itter undmapm Zusammenhang niibncatenate und teste
diese.

Al"#$%& ).(0
Die folgende Funktion quadriert natYrliche Zahlen:

(: square (natural -> natural))
(define square
(lambda (n)
(cond
((zero? n) 0)
((positive? n)
(+ (square (- n 1))
(- (+ nn) 1))
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Formuliere dies als Eigenschaft und YberprYfe siesokitproperty .

Bonus:Beweise die Eigenschaft mit Induktion.
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In diesem Kapitel geht es um eine wichtige Grundlage fYr die Programmierung, die unter andere
erkiSrt, wie die Auswertung eines Programms funktioniert. Das haben wir bisher nur umgangs
sprachlich gemacht und dabei einige subtile Aspekte der Auswertung gar nicht oder nur unprSzi
erlSutert. Das wollen wir in diesem Kapitel korrigieren.

Dazu benutzen wir den sogenanmtdfalkYl ausgeschriebdrambda-KalkYder formal
fasst, was der Stepperin DrRacketvisualisiert. Das CLambdaE im Namen des KalkYIs ist die Vorl:
fYr dasambdain unseren Lehrsprachen.

#%# WAS HAT EIN ALTER CKALKTLE MIT PROGRAMMIEREN ZU TUN?

Vielleicht hast Du Dich schon gefragt, watambda eigentlich so hei§t und nichinction

oder so. In Wort CLambdaE steckt der historische SchiYssel fYr viele Aspekte der Programmiert
heute. Bevor wir in die Technik dazu einsteigen, fasst dieser Abschnitt kurz die Historie zusamme
die erkISrt, warum derKalkY! so gro§e Bedeutung fYr das Programmieren hat.

Als in den "*%!er Jahren die ersten Programmiersprachen entwickelt wurden, haben ihre E
+nderinnen und Er+nder nach Inspiration in existierenden CSprachenE gesucht. Es gab zwei r
heliegende Ausgangspunkte:

¥ schriftliche natYrliche Sprachen

¥ Mathematik
Beide AnsStze haben zu unterschiedlichen Traditionen in der Entwicklung von Programmierspr:
chen gefYhrt, die sich gegenseitig beein-usst haben.

Die Mathematik ist deswegen eine wichtige Inspiration, weil die Menschheit sie schon Jah!
hunderte vor der Er+ndung von Computern benutzt hat, um Sachverhalte unmissverstSndlich un:
eindeutig zu beschreiben: So etwas benstigen wir auch fYr die Programmierung.

Mit unseren Lehrsprachen be+nden wir uns in der Tradition der Mathematik. Der heute be-
rYhmte Informatiker John McCarthy arbeitete den spSten "*&!er Jahren an einem System, das C
sunden MenschenverstandE abbilden sollte.

Als Teil dieses Projekts entwickelte er die Programmiersprache LISP [McC"]. Als ausgebilde:
ter Mathematiker suchte McCarthy dafYr Inspiration in der Mathematik. Mathematische Notati-
on hatdas Problem, dass die gleiche Notation in unterschiedlichen Kontexten fYr unterschiedlict
Zwecke benutzt wird. Allgemein mathematische Notation fYr den Computer verstSndlich zu ma.
chen, ist darum extrem aufwendig und war fYr McCarthy undenkbar, der es mit Computern zu
tun hatte, die nur einen winzigen Bruchteil der heutigen Rechen- und SpeicherkapazitSt haben.
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McCarthy brauchte deshalb einen besonders einfachen mathematischen Formalismus, der trotz-
dem mSchtig genug war, mathematische Funktionen ausdrYcken zu k3nnen. FYr die De+nition
von Funktionen war (und ist) mathematische Notation aber besonders vielfSltig. (Manche wYrden
CschlampigE sagen.) McCarthy stellte fest, dass ein mathematischer KalkYls aus den "*#ler Jahren
ihm gerade die benstigte Notation fYr die De+nition von Funktionen und ihrer Anwendung gab
und entwickelte LISP deshalb auf Grundlage dieses KalkYls.

Dieser KalkYlwar derKalkY| des Mathematikers Alonzo Church[Chu%"], der ihn als Beitrag
zu den Grundlagen der Logik entwickelt hatte. {Bztbst war durch einen Unfall entstanden,
weil Churchs Schriftsetzer bei der Notatd8Ischlicherweise glaubte, statt des CDacHsE ein
zu erkennen.) Die Computer der damaligen Zeit konnten nur rSmische Buchstaben darstellen,
deshalb schrieb McCarthy tiaads Worlambdaaus.

LISP hatte bereits eine Notation, die der Notation der Lehrsprachen sehr Shnelt: Alles wurde
vollstSndig geklammert, und der Operator stand immer vorn. (McCarthy hatte auch noch eine an-
dere Notation entwickelt, die sich aber als unpopulSr erwies.) Auch die Idee der Listen wie wir sie
heute kennen war damals schon genauso vorhanden. (CLISPE steht fYr Clist processingE.)

Der! -KalkY! +el noch anderen als m3gliche Grundlage fYr die Entwicklung von Program-
miersprachen auf. Besonders ein-ussreich war Peter Landins Aufsatz mit dem gro8spurigen Titel
The next ($$ programming languficas [ in dem er vorschlug, deh-KalkYl als Grundlage fYr
eine ganze Familie von Programmiersprachen zu benutzen.

LISP und die in Landins Aufsatz vorgeschlagene Sprache ISWIM (CIf you See What | MeanE)
standen Patin fYr fast alle modernen Programmiersprachen. Es gab zwar seit den "*'ler Jahren viele
alternative AnsStze fYr Programmiersprachen mit anderen Grundlagen (zum Beispiel die objekt-
orientierte Programmierung), bei deren Entwicklung auf-8etkY| verzichtet wurde. Bei fast
allen von ihnen stellten ihre Entwicklerinnen und Entwickler aber spSter fest, dass die Elemente des
I -KalkYls beziehungsweise der darauf aufbauenden Programmiersprachen eine Bereicherung sind
und fYgten sie hinzu.

Wenn Du also deh-KalkY! kennst, kennst Du die Grundlage fYr die moderne Programmie-
rung. Der Weg dahin benstigt etwas Geduld. Insbesondere mYssen wir noch etwas mehr mathema-
tische Notation einfYhren, die Dir aber helfen wird, falls Du mal einen der einschiSgigen AufsStze
oder BYcher zu diesem Thema verstehen m3chtest.

#%.! DIE SPRACHE DERALKTLS

Der! -KalkY! bricht die Elemente der Programmierung auf nur das absolut notwendige herunter:
Je weniger Elemente es gibt, desto weniger mYssen wir erkiSren und de+nieren.
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Was also ist an unseren Lehrsprachen absolut notwendig? If|Kapitel " haben wir angefang
mit einer Zahl. Brauchen wir also Zahlen? Wir haben viele Programme ohne Zahlen geschriebe
Wir werden sehen, dass wir Zahlen mit anderen Elementen der Sprache nachbilden kSnnen.

Das nSchste Element sind Funktionsanwendungen. Die gibt es nun wirklich in jedem Pro
gramm. Funktionsanwendungen wiederum machen nur dann Sinn, wenn wir auch Funktionen
herstellen kSnnen: Wir brauchen also Abstraktionen. Und da zu jeder Abstraktion auch eine ode
mehrere Variablen gehsren, brauchen wir auch Variablen. Drei fundamentale Ideen also:

¥ Applikation

¥ Abstraktion

¥ Variable
Variablen sind Namen und alle drei Ideet déalkYls haben fundamental mit Variablen zu tun:
Eine Abstraktiobindeteine Variable, eine Applikation setzt fYr eine Variable etwas ein.

Wir beschrSnken uns bei Anwendung und Abstraktion sogar auf einen einzelnen Paramete
Alle anderen Elemente unserer Programmiersprachen kSnnen wir nachbilden, indem wir sie i
diese drei Konstrukte Ybersetzen. Sie bilden das RYchgiéalieds.

Damit es losgeht, benstigen wir zunSchsBgreeh&r den KalkY|. Die de+nieren wir mit
Hilfe einer Grammatik. (Das ist die Notation fYr induktive De+nitionen, die wir in AbEcHnitt ).’
auf Seite $jp& eingefYhrt haben.)

In der De+nition taucht der BegrbzShibare Mengef. Der Begri. CabzShlbarE ist zwar
technisch notwendig, Du benstigst ihn aber nicht fYr VerstSndnis und IntuitiorKeéeYs,
kannstihn also ignorieren. Falls es Dich doch interessiert: Das Adjektiv CabzShlbarE an einer Mg
ge bedeutet, dass die Menge unendlich gro§ ist und dass die Menge durchnummeriert oder Cab
zShItE werden kann. Hier geht es um die abzShlbare Menge der Variablen, welche den Variabler
Programmen entsprechen. Die kSnnten wir auch durchnummerieren, indem wir den Buchstabel
Nummern geben.

D&B274712 *! (S>5%:;& @&B-K$86<83 4)

SelV eine abzShibare Menge von Variablen. Die SprathKale¥|s, die Menge deiTerme
L4, istdurch folgende Grammatik de+niert:

6Ls7 ! 6 V7
| (6Lx7 6Ly7)
| (16V7 6Ls7)

Ein! -Term der Fornfep e;1) hei§tApplikation Ein Term der Forrfiv.e ) hei§tAbstraktionwo-
beiv Parameter der Abstraktibai§t unde Rumpt
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Hier sind ein paar Beispielef¥ferme. In diesen konkreten Beispielen haben wir als Vatjablen
y undf verwendet. Du solltest der Auswahl dieser Buchstaben keine Bedeutung beimessen. Wir
hStten genauso gy undc verwenden k3nnen.

X Variable
(fx) Applikation
((fx) (! x.x)) Applikation
(' x.('y.(xy)) Abstraktion
(! x.(fx)) Abstraktion
(" x.(f (' xx)) Abstraktion
((" x.x) (! x.x)) Applikation

Wir haben jeweils dazugeschrieben, um welche Art Term es sich handelt. Das entspricht der Klau-
sel der Grammatik f¥¢Terme. Bei sollte klar sein, dass es sich um eine Variable handelt. Sowohl
Applikationen als auch Abstraktionen fangen mit einer §.nenden Klammer an. Bei Abstraktio-
nen wird die Klammer aber direkt von eihegefolgt: Entsprecht sind die nSchsten beiden Terme
Applikationen, die drei darauf Abstraktionen. Der letzte Term ist eine Applikation B nach der §.-
nenden Klammer steht ein weitere Klammet, dasymt erst danach.

Al"#$%& *!
Klassi+ziere, ob es sich jeweils um eine Variable, eine Applikation oder eine Abstraktion handelt:

y
(xy)
(' x.y)
((txy)f)
f
(f (! x.y) !

Manchmal sprechen wir aber auch YbBgrme einer bestimmten Form im Allgemeinen, zum
Beispiel stehtobenin der De+nitiorT@rm der Forrfey ;) E. Damit sindille! -Terme gemeint,

die aus der zweiten Regel der Grammatik stammes,wasi®; beliebigé -Terme sein kSnnen.
Hier sind einige Beispiele F¥Terme dieser Form:

(fx), (f (T x.x)), ((! x.x) (! x.x))
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In der De-+nition sind au§erdem Terme Cder Férra ) E erwShnt, das k3nnte zum Beispiel sein:

("' x.x),(yx), (! xxx),('x.(fX)y), (' y.x)

Du sieht, der Buchstabén (Iv.e ) steht fYr eine Variable, also zum Beispie)§¥aderf. Wenn
Du genau hinschaust, siehst Du, dass beide sich typogra+sch unterscheiden: Die CnormalenE
riablerx, y, f sehen aus wie regulSre Buchstaben, wShnedrsivschrift gesetzt ist. Deist
also eine Variable, die fYr eine andere Variable steht D eine sdgetwmraniable

In diesem Kapitel steht die Metavarialfiér einen beliebigénTerm,u, v undw sind im-
mer Metavariablen. Das ist aber reine Konvention: Wir hStten genauso gut irgendwelche ander
Buchstaben wShlen kdnnen.

In Publikationen werden-Termen oft abgekYrzt, entsprechend machen wir das hier. Das ge-
schieht vermutlich aus Faulheit, ist aber erstmal gew3hnungsbedYrftig. Die erste Form der AbkY
zung ISsst Klammern weg. Statt des vollstSndig geklammerten Terms

(1 £.(! x.(F X))

werden wir das hier schreiben:
. x.fx

Prinzipiell ISsst sich dieser Term unterschiedlich klaninieii:x.f) X)) , ('f. (! x.(f x))) oder
((! £.! x.f)x) . Wir verwenden aber die gSngige Konvention, dass der Rumpf einer Abstraktion sicr
so weit wie m3glich nach rechts erstreckt. Damit steht der ungeklammerte Term eindeutig fYr de
vollstSndig geklammerten Term, der darYber steht.
Die Terme der Foriv.e sind auf einen Parameter beschrSnkt. Es gibt aber zwei weitere Ab-
kYrzungen in der Notation vorTermen:
¥IX q...Xp.estehtfYix 1.(IX 2.(... X n.€)...).
¥e...e stehtfYl(...(epe1) &)...en).
I fxy.f x y ist also eine andere Schreibweise fYr der{Tegx.(! y.((f X) y)))) .
Hier sind weitere Beispiele fYr Terme und ihre AbkYrzungen:

(fx) fx
(fx)y fxy
('x.(x X)) !x.xx
('x.((xy)z)) !'xxyz
(I x.(' y.(xy)) !'xy.xy
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Schreibe fYr die folgenden AbkYrzungen die CvollstSnidifiemie auf:

fxyz
I Xyz.xyz
((* xy.xy)ab)

#%.$ ! -INTUITION

Es ist kein Zufall, dass die Lehrsprachen genau die gleichen Begri.e verwendeialicYder
Ein Lambda-Ausdruck miteinem Parameter entspricht einer Abstraktislk¥ 1, und die Ap-
plikationen in den Lehrsprachen entsprechen den ApplikatiohelatkY!. Die Lehrsprachen
wurden bewusst auf deérrKalkY1 aufgebaut.

Die Intuition fYr die -Terme ist Shnlich wie in den Lehrsprachen: Eine Abstraktion steht fYr
eine mathematische Funktion, speziell fYr eine solche Funktion, die sich durch ein Computerpro-
gramm berechnen ISsst. Eine Applikation steht fYr die Anwendung einer Funktion, und eine Varia-
ble bezieht sich auf den Parameter einer umschlie§enden Abstraktion und steht fYr den Operanden
der Applikation.

Wichtig ist aber: Das ist an diesem Punkt nur eine Intuition. Wir haben bisher nur die Sprache
ded -KalkYls de+niert, nicht aber, wag dierme bedeuten oder wie sie sich verhalten.

Bemerkenswert dmKalkYl ist, dass es dour Funktionen gibt, noch nicht einmal Zahlen,

#t ,#f oderzusammengesetzte Daten. Darum erscheint die Sprache des KalkYls auf den ersten Blick
noch spartanisch und unintuitiv: So unmittelbar ISsst sich noch nicht einmal eine Funktion hin-
schreiben, die zwei Zahlen addiert B schlie8lich gibt es keine Zahlen. Wie sich jedoch weiter unten
in Abschnitf"%].) herausstellen wird, lassen sich all diese Dinge durch Funktionen nachbilden.

Noch etwas: Die Funktionen haben auch nur jeweils einen Parameter. Dies ist aber keine wirk-
liche EinschrSnkung: Funktionen mit mehreren Parametern kdnnen wir schdn+nkeln, um aus ih-
nen mehrstu+ge Funktionen mit jeweils einem Parameter zu machen, wie schon irff Apschnitt *.&

auf Seite $1$.

#%.% WIE FUNKTIONIEREN VARIABLEN?

Im ! -KalkY! dreht sich (fast) alles um Variablen. Die funktionieren nach dem gleichen Prinzip
wie bei den Lehrsprachen, der lexikalischen Bindung. Die lexikalische Bindung haben wir in Ab-
schnit{*.]Jauf Seitg $behandelt.
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Kurz zur Erinnerung: Das Vorkommen einer Vanedik -Term gehSrtimmer zur innersten
umschlie8enden Abstraktibne , deren Parameter ebenfalst. Beil x.y (! y.y)) ist also das
erstey das freie, wShrend das zweiterch die zweite Abstraktion gebunden wird.

Au8erdem: Wenn es fYr eine Variable keine Abstraktion gibt, die diese bindet, hei8t die Varia
blefrei. Um Bindung und CFreiheitE prSzise zu de+nieren, brauchen wir zwei Hilfsfunktionen fYr
den Umgang mit Variablen.

D&B274712 *.( (F5&7& 12@ #&%!12@&2& V$57$%8&2)

Die Funktionerfree und bound liefern fYr eineh-Terms die Mengen seifi@ienbeziehungs-
weise seingebundenérariablen.

# {v} fallse = v
free(e) &ef . free(eo) 3 free(e;) fallse= e e;
free(ep) \{ v} fallse= Iv.eq
; ! fallse= v
bound(e) £, bound(es) 3 bound(e;) fallse= ey e;
¥ bound(es) 3{v} fallse = Iv.e

Ein! -Terme hei8tabgeschlostalsfree(e) = ! .

Einige Beispiele:

free( xy) = {y}
bound(! x.y) = {x}
free(yy) = !
bound('yy) = {y}
free( x.!y!xx(lzay)) = {a}

bound(! x.!y.I'xx(lz.ay)) = {x,v.,z}

Die Intuition ist folgende: Eine Abstraktion in eifeifermbindeteine Variable innerhalb seines
Rumpfes. Eine freie Variable hingegenist eine, die nicht durch eine Abstraktion gebundenist. Da
um bildetfreebei einer Abstraktion die Di.erenz aus den freien und den gebundenen Variablen.
Dahingegen sammietiund alle Variablen aus Abstraktionen auf. Wennfreainind bound ei-

nes Terms aleee(e) 3 bound(e) zusammennimmt, bekommt man alle Variablen!eifersns.
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In einem Term kann die gleiche Variable sowohl frei als auch gebunden vorkommen:

{y}
{x,y}

free! x.y (! y.y))
bound(! x.y (! y.y))

Dasy tauchtinnerhalbondau8erhalb einer bindenden Abstraktion auf. Das Frei- und Gebunden-
sein bezieht sich also immer auf bestimmte Vorkommen einer Variablen!iAleimem

Al"#$%& *.)

Schreibe auf, was bei folgenden Anwendungdreeamdbound herauskommt:

free(xy)

free(! x.xy)

free(! xy.xy)

free((! x.y) x)

bound(xy)

bound(! x.xy)
bound(! xy.xy)
bound((! x.y) x) !

Der! -KalkY!ist darauf angewiesen, Variablen durch andere zu ersetzen, ohne dabei die Zugehsrig-
keit von Variablenvorkommen und den dazu passenden Abstraktionen zu verSndern. Der Mecha-
nismus dafYr hei§t auch h&bstitution

D&B274712 **.) (S1%347414712)

FYre,f - L » bedeutegv )! f], dass irdie Variable durchf ersetzt odesubstituienvird.
Die Funktion ist folgenderma8en de+niert:
!

f fallse= v
e fallse eine Variable ist ured= v
% v.eg fallse= lv.eq
elv)! f]d:ef lu. (ep[v )! f]) fallse = lu.e gundu = v, u .- free(f)

lu&(efu)! uflv)! f]) fallse= lu.eq
undu = v,u - free(f),u®.- free(ey) 3 free(f )
¥ (eolv)! f])(eslv)! 1) fallse= ege
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Die De+nition der Substitution erscheint auf den ersten Blick kompliziert, folgt aber dem Prinzip
der lexikalischen Bindung. Die erste Regel besagt, dass das Vorkommen einer Variable durch ¢
Substitution genau dieser Variablen ersetzt wird:

viv)! f]=f

Die zweite Regel besagt, dass das Vorkommeameliaevariable durch die Substitution nicht
betro.en wird:
gv) fl=e eist eine Variable urel= v

Die dritte Regel ist auf den ersten Blick etwas Yberraschend:
(Iv.eg)lv)! f]1=Iv.eg

Ein! -Ausdruck, dessen Parameter gerade die Variable ist, die substitutiert werden soll, bleibt u
verSndert. Das liegt daran, dass mit désdruck die Zugehsrigkeit aller Vorkommenwion
ey bereits festgelegt ist: ein Vorkommenwioney gehsrt entweder zu dieser Abstraktion oder
einer anderen Abstraktion miitls Parameter, diedgnweiter innen stehtDist in(lv.e ) ge-
bundenund - bound(lv.e o). Da die Substitution diese Zugehsrigkeiten nicht verSndern darf,
ISsst sie dasn Ruhe.

Anders sieht es aus, wenn die Variable der Abstraktion eine andere ist b die vierte Regel:

('ueg)[v)! f]=lu. (efv)! f]) u= v, u.- free(f)

In diesem Fall wird die Substitution auf den Rumpf der Abstraktion angewendet. Wichtig ist, dass
u nicht frei inf vorkommt B sonst kSnnte es vorkommen, dass beim Einsetfegivdreies
Vorkommen vom durch die umschlie§ende Abstraktion gebunden wird. Damit wYrde auch die
ZugehSrigkeitsregel der lexikalischen Bindung verletzt.

Was passiert, wenreben doch frei ifi vorkommt, beschreibt die fYnfte Regel:

(lu.eo)[v)! f1=lué(eu)! ufv! f]) u=v,u- free()
ué.- free(ep) 3 free(f )

Um zu verhindern, dass die fraienf durch die Abstraktion CeingefangenE werden, witd das
in der Abstraktion durch ein Cfrischeg€rsetzt, das noch nirgendwo frei vorkommt.
Die Regel fYr Substitution auf Applikationen taucht in Operator und Operand rekursiv ab:

(eoel)[v)! f]=(eolv)! f])(eslv)! f])
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Hier ist ein etwas umfangreicheres Beispiel fYr die Substitution:

XMy x(1z2)2)[x ) xg[z)! xy])

= X4 y((x('z2) X ) xYiz )t xy])

= IXE(y. O X (P z)x)E xH) zlx) xH)[z ) xy])
= x4 y.(x¥(1 z2) 2))[z)! xVy])

= Ix&yS((x4('z2) 2ly ) yilz)! xy))

= XYY ) vI(( zaly ) yDzly ) yDiz)! xy))
= Ix8y&((x¥( z2) 2)[z)! xV))

= Ix&1y&qz ) xyl((! z2)[z)! xy]) z[z)! xV]
x&1y&x&(1 z.2) (xy)

('xtyx(tzz)2)[z)! xvy]

Deutlich zu sehen ist, wie die freien Variablend y aus der Substitutian )! xy auch im
Ergebnis frei bleiben, wShrend die gebundenen Vaxiainiey aus dem urspr¥nglichen Term
umbenannt werden, um eine irrtYmliche Bindung ihrer hereinsubstitutierten Namensvettern zu
vermeiden.

#%.& REDUKTION!NKALKTL

Der! -KalkY! ist ein sogenannReduktionskalkYDas heist, er legt Regeln fest, wie¢ éiarm

in einen anderenTerm YberfYhrt beziehungswesstizierwird. (CReduzierenE klingt so, als

wYrde der Term dabei kleiner werden. Manchmal wird er auch kleiner, manchmal aber auch gr3-
8er.) Ein Beispiel fYr einen ReduktionskalkY| haben wir bereits gesehen, nSmlich den Stepper im
DrRacket, der auch jeweils einen Ausdruck ClinksE in einen Ausdruck CrechtskE YberfYhrt. Hier
sind die wichtigsten Reduktionsregelh iKalkY1, auch mit griechischen Buchstaben benannt:

D&B274712 *.* (R&@!6471235&#&82)
Die Reduktionsregeln imKalkY! sind di§-Reduktion ¢ und die%sReduktion o,

Ixe ! gly. (ex ) vy] v.-free(®)
(v.e)f I oev) f]
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Die$-Reduktion (oft aucB-Konversiogenannt) benennt eine gebundene Variable in eine andere
um. Hier sind einige Beispiele:

laa ! ¢ 'cc
laab ! ¢ lcch

la(laaa)a ! ¢ !c(la%a%dc

Die%Reduktion ist die zentrale Regel d&slkYls und steht fYr Funktionsapplikation: eine Ab-
straktion wird angewendet, indem die Vorkommen ihres Parameters durch den Operanden ein
Applikation ersetzt werden. Hier sind zwei Beispiele:

(IXX)y 1oy
(laaa)(xx) ! o (IxX)(!xX)

In den obigen Beispielen wird jeweils die Reduktionsregel auf eineh-Jenmeémangewendet.
Esist allerdings auch erlaubt, eine Reduktionsregel auf einen Teilterm anzuwenden:

Iblaa ! ¢ !blcc
Fz(IxX)y ! o lzy

Das ist bei jedem ReduktionskalkY! so, gehsrt also zum Begri. CReduktionE an sich. Du kenns
das Prinzip vom ganz normalen Rechnen:

y, x+x+x)=y, 3, x)

Der Stepper zeigt, dass auch in den Lehrsprachen Reduktion auf Teiltermen arbeitet: Dieser wil
ja farblich markiert. Allerdings gibt es einen Unterschied: Beim Rechnen! ukalkivl darf
aufjedendleilterm reduziert werden. Unter UmstSnden sind mehrere verschiedene Reduktioner
ms3glich:

(tvvv)((luuww) o (Ivvv)w

(vvv)((tuu)w) ! o (("uuwyw)((!uu)w)

Wir haben jeweils unterstrichen, welcher Teilterm reduziert wird: Dieser TeilteRadeiBei
den Lehrsprachen istimmer genau vorgeschrieben, welcher Teilterm der Redex ist. Die Regeln
fYr werden wir in Abschn[tt™%.( auf %%% kennenlernen.
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Wenn Du beim letzten Beispiel weiterreduzierst, dann sieht das so aus:

('vvv)w ! o ww
("uwyw) (Fuuw)w) 1 oo w(('uu)w)

I o WW

Al"HE%E& *.*

Kannst Du die bei diesem Beispiel auch noch auf einem anderen Weg reduzieren, den Redex also bei
mindestens einem anderen Schritt anders wShlen? Wenn ja, kommt auch dann das gleiche Ergebnis
heraus, wenn Du weiterreduzierst? !

Wenn wir mehrere Schritte benstigen, um von einem Term zum anderen zu kommen, werden wir
die folgende Notation Cmit SternchenE benutzen:

%
el’s e

%
el 5, ek

Das bedeutet, dass wir in mehreren Reduktionsschritten (es kSnnen auch ! Schrittesein, also
&9 jeweils vore nache*kommen. Diese Konstruktion D C! oder mehr SchritteE D hei§t auch
transitiv-re)exiver AbschiLBas Cre-exivE bedeutet, dass auch ! Schritte m3glich sind, das Gtran-
sitivE, dass es mehrere Schritte sein k3nnen.

Wir werden au§erdem die Notation; ¢, benutzen, um auszudrYcken, dass e$-gier
eineéeReduktion ist. Entsprechend isrf,% eine Folge vabr und%Reduktionen, die sich belie-
big abwechseln k3nnen. Wir setzen noch eins @ragfedeutet, dass die Reduktion auch CrYck-
wSrtsE laufen kann. Entsprechend gibt es?agghund ? ?%. ? % heiStsymmetrischer Ab-
schlusgon! g9, (GsymmetrischE, weil die Reduktion in beide Richtungen gleich funktioniert),
? ?f,% derre)exiv-transitiv-symmetrische Abschluss

Wenn wir mit? ?f,% einen -Term in einen anderen YberfYhren k3nnen, so nennen wir diese
beiden Terme irh-KalkYSquivalent

D&B274712 *.+ (ED!7E$8&29 7=K$86<8)

Zwei Termee, & - L 4 hei§er% Squivalenbder einfach nuSquivalentwenne; ? ‘;f% e
gilt. Die Schreibweise dafYeist@e,.
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#%." NORMALFORMEN

Im letzten Abschnitt haben wir anhand des Beigpiels v) ((! u.u) w) gesehen, dass es von
ein und demselbénTerm aus mehrere msgliche Reduktionsfolgen gibt. Wenn Du jeide mit
Reduktionen bis zum Ende weiterfYhrst, stellst Du fest, dass am Ende jedesmal der gleiche Te
herauskommt. Das hei8t nicht ganz: Der Term hatam Ende immer die gleiche Struktur, aber unte
UmstSnden unterschiedliche Namen fYr die Variablen. Du kannst aber mit $iRedektion
die Variablen so umbennen, dass auch sie gleich sind.

Um Yber diese Eigenschaftld&lkYls zu sprechen, brauchen wir den BegriNdienal-
form, der Terme beschreibt, die nicht mehr weiter reduziert werden k3nnen:

D&B274712 *., (N15=$8"15=)

Seieein! -Term. Ein -Terme%ist eindNormalformvone, wenne ! %.’% e%gilt und kein! -Term
et &xistiert mig%! o, e&&

Normalformen k3nnen wir dazu benutzen, um den Beweis von Gleichungen im KalkY| zu erleich:
tern: Wenn jemand behauptet, das@ e, gilt, wissen wir ja nicht, welche Abfolge $ennd
%Reduktionen den einen in den anderen Term YberfYhrt hat. Es k3nnte sein, dass wir viele Re
duktionsfolgen probieren mYssen, um eine richtige zu +nden.

GlYcklicherweise ist der Bewei®f Y@ e, einfacher, wenn wir beide jeweils zu einer Nor-
malform reduzieren kdnnen. Dann mYssen wir nur schauen, ob wir die Normalform&a durch
Reduktionenineinander YberfYhren k3nnen. Wenn ja, damea simile, Squivalent, sonstnicht.

FYr diese Situation werden auch die Sprechweisen Cdie Normalfor®eSusiivdlentE oder
Cdie Normalformen sind gleich mod&ikReduktionE benutzt.

Eine wichtige Eigenschaft auf dem Weg zur Eindeutigkeit von Normalformen ist der Satz vor

Church/Rosser:

S$49 *.- (C;15:;/R133&5-E7#&23:;$"4) Die %Reduktionsregel hat dhurch/Rosser-Ei-
genschafEYr beliebige-Termee; und e, mit e; ’?%% &, gibt es immer einénTermemit
e ! % efunde, ! %, e&

Abbildund "%." stellt die Aussage des Satzes von Church/Rosser gra+sch dar. Der Beweis des ¢
ist leider recht umfangreich und technisch. Die einschiSgige Literatur Ybiéal&t hat ihn
vorrStig [HS)]].

Die Church/Rosser-Eigenschaft ebnet den Weg fYr Benutzung von Normalformen zum Fin-
den von Beweisen imKalkY!:
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Abbildung !$.: Die Church/Rosser-Eigenschaft

S$49 *.. (E72@&!47#6&74 @&5 N15=$8"15in)! -Terme hat hSchstens eine Normalform
modulo$-Reduktion.

Beweis Angenommen, es gebe zwei unterschiedliche Normalfermed e, vone. Nach
Sat.( muss es dann aber einen weikEeemeXgeben mig; ! % efunde, ! %, e Entweder

sinde; unde; also nicht unterschiedlich, oder zumindest einer von beiden ist keine Normalform
im Widerspruch zur Annahme. !

Satz "%.) bestStigt, dass d€alkY! ein sinnvoller Mechanismus fYr die Beschreibung des Verhal-
tens von Computerprogrammen ist: Bei eindiarm ist es gleichgYltig, in welcher Reihenfolge
die Reduktionen angewendet werden: Jede Reduktionsfolge, die zu einer Normalform fYhrt, fYhrt
immer zur gleichen Normalform.

Manchd -Terme haben leider keine Normalform. Hier ein Beispiel:

(XXX XXX) T g (P XX X) (X XX)

Solche Terme ohne Normalformen lassen sich endlos weiterreduzieren, ohne dass der Prozess je-
mals zum Schluss kommt. Sie entsprechen damit Programmen, die endlos weiterrechnen. Dies ist
kein spezieller Defekt de&alkYls: Jeder KalkVYl, der mSchtig genug ist, um beliebige Computer-
programme zu modellieren, hat diese Eigenschaft.

#%.( AUSWERTUNGSSTRATEGIEN

Die Anwendung des Satzes von Church/Rosser hat in der Praxis einen Haken: Er besagt zwar, dass
sich die €quivalenz von zwei Termen dadurch beweisen ISsst, dass ihre Normalformen verglichen
werden. Leider sagt er nichts darYber, wie diese Normalformen gefunden werden. Wenn wir die
Auswertung einem Computer Ybertragen, sollten wir uns eine Strategie Yberlegen, die m3glichst
e,zient zur Normalform fYhrt und m3glichst keine Yber-Yssigen Auswertungsschritte begeht.
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Eine solchAuswertungsstrategied in der Regel so formuliert, dass sie ausgehend von einem
I -Term de®%sRedex fYrden nSchsten Auswertungsschritt eindeutig festlegt. Falt&hgibt
es mehrere populSre Auswertungsstrategien, die jeweils ihre eigenen Vor- und Nachteile haben,
das e.ektive Finden von Normalformen betri.t.

Eine populSre Auswertungsstrategie ist die Linksau§en-Reduktinoraattorder reduc-
tionodereftmost-outermost reduagienannt.

D&B274712 **./ (L7263$!33&2-R&@!64712)

Bei der Linksau8en-Reduktion wird immerd&edex reduziert, der m3glichst weit links augen
steht. Das bedeutet konkret:
". Wenndet -Term die Fornilv.e ) f hat, soistder ganze Term der nSchste Redea@i§aiso
$. Wenn dell -Term die Forne f hat, unde keineAbstraktion ist, so suche nach dem Redex
innerhalb vore D alsdinks
#. Wenn det -Term die Forne f hat, unde keineAbstraktion ist und wenn iekein Redex zu
+ndenist, suche nach dem Redex innerhalb.von
%.Wenn det -Term die Forniv.e hat, so suche nach dem Redex innerhale.von

Hier ist ein Beispiel:

(x1z(yyX)'yyz) % 'z(yy)(('yy)2)
o 'z(lyy)z
I o 22z

Die Linksau§en-Reduktion hat folgende Su§erst angenehme Eigenschaft:

S$49 *'0 Wennefeine Normalform vogist, so fYhrt die Linksau8en-Reduktion eam e
modulo$-Reduktion.

Falls es also eine Normalform gibt, so +ndet die Linksau8en-Reduktion sie auch. Es gibt noch we
tere Auswertungsstrategien:

D&B274712 **" (C$88-%?-N$=&-R&@!64712)

Die Call-by-Name-Reduktigst wie die Linksau§en-Reduktion, allerdings ohne die letzte Regel
fYr Terme der Foriv.e .
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Die Call-by-Name-Reduktion hsrt also verglichen mit der Linksau8en-Reduktion vorzeitig auf,
sobald eine Abstraktion herauskommt. Beim Beispiel von oben ist schon nach dem ersten Schritt:

('x!z(yy)x)(('yy)z) e 'z(yy)(('yy)2)

Dass die Linksau8en-Reduktion immer eine Normalform +ndet, wenn es eine gibt, ist toll. Leider
geschieht dies nicht immer auf die e,zienteste Art und Weise. Beim folgenden Beispiel wird der
Subtern((! y.y) z) zunSchst CverdoppeltE und muss deshalb zweimal reduziert werden.

(Ixxx)(('yy)2) ! % ((Lyy)z)((ty.y)2)
Do z(('yy)2)
I o 22

Eine andere Auswertungsstrategie vermeidet solche doppelte Arbieitsibigen-Reduktion
auch genanratpplicative-order reductamterieftmost-innermost reduction

D&B274712 *!( (L7263722&2-R&@'64712)

Bei der Linksinnen-Reduktion wird immer @&Redex reduziert, der mSglichst weit links innen
steht. Das bedeutet konkret:
". Wenn dell -Term die Forne f hat, so suche nach dem Redex innerhalle #balsdinks
innen
$. Wenn dett -Term die Forne f hat und wenn ire kein Redex zu +nden ist, suche nach dem
Redex innerhalb vdn
#. Wenn dett -Term die Fornflv.e) f hat und inf kein Redex zu +nden ist, so ist der ganze
Term der nSchste Redex.
%.Wenn det -Term die Forniv.e hat, so suche nach dem Redex innerhale.von

Die Linksinnen-Reduktion ist beim obigen Beispiel e.ektiver als Linksau§en-Reduktion, da zu-
nSchst das Argument der Su§eren Applikation ausgewertet wird:

(IxxX)(('yy)2) ! o (IxxXx)z
V' wi 2z

Leider fYhrtdie Linksinnen-Reduktion nichtimmer zu einer Normalform, selbstwenn es die Links-
au8en-Reduktion tut. Der folgende Term zum Beispiel hat zwei Redexe b den ganzen Term und
('zzz)('zz2):

('xryy(('zzz) (! zz2)
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Die Linksinnen-Strategie wShit den inneren Subterm als ersten Redex aus:
('zz2)('2z22)! %i(lzz2)(!zz2)

Damit ISuft die Linksinnen-Reduktion unendlich im Kreis, wShrend die Linksau§en-Reduktion
sofort den gesamten Term reduziert und die Normalfgnymliefert.

Eine Variante der Linksinnen-Reduktion, die in den meisten Programmiersprachen Anwen:
dung +ndet, ist di€all-by-Value-ReduktioSie ist die Grundlage insbesondere fYr unsere Lehr-
sprachen.

D&B274712 ™) (C$88-%7?-V$8!&-R&@!64712)

Die Call-by-Value-Redukti@st wie die Linksinnen-Reduktion, allerdings ohne die letzte Regel fYr
Terme der Forrv.e .

Al"#$%& * .+

Lasse folgendes Programm (und gern auch noch andere) im Stepper laufen und Yberzeuge Di
dass er die Call-by-Value-Reduktion benutzt:

(define z  "z")
((lambda (x) (lambda (z) ((lambda (y) y) x))) ((lambda (y) y) z))

Programmiersprachen mit Call-by-Value-Reduktion htide Spracheks gibt auchicht-
strikteSprachen wie zum Beispiel Hadkell [Mar"!], die auf der sogenaaptevaluatioberu-

hen. Ihre Auswertungsstrategie ist eng mit der Call-by-Name-Auswettig kil verwandt,
vermeidet aber mehrfache Yber-Yssige Auswertung von AusdrYcken dadurch, dass sie den V
beim ersten Mal abspeichern und danach wiederverwenden.

#%.) DER-KALKTL ALS PROGRAMMIERSPRACHE

Bisher sieht es so aus, als k3nne man mit é€atkY| nichts anfangen: Die drei Arten Yen
Termen entsprechen zwar den Abstraktionen, Applikationen und Variablen aus den Lehrsprachel
aber alles andere fehlt, zum Beispiel das Rechnen mit Zahlen, aber auch boolesche Werte und \
zweigungen. Wir k3nnten das alles reigalkY! hinzufYgen, was aber den KalkYl komplizierter
macht und damit erschwert, wichtige Eigenschaften des KalkYls zu beweisen.
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Wir k8nnen aber auch versuchen, die fehlenden Konstrukte innerhalb des KalkYls nachzubil-
den. Wirwissen jazum Beispiel, dass wir Funktionen mit mehreren Parametern durch Schdn+nkeln
nachbilden k3nnen. Diese Strategie verfolgen wir in diesem Kapitel und zeigen, dass wir folgende
Konstrukte durch tbersetzung in den CreinkerkalkY| nachbilden k3nnen:

¥ Verzweigungen und boolesche Werte

¥ Zahlen

¥ define und Rekursion
Diese Konstrukte machen deKalkY| ebenso mSchtig wie eine ausgewachsene Programmierspra-
che, ohne dass wir den KalkY| selbst komplizierter machen mYssen.

#%.)# VERZWEIGUNGEN UND BOOLESCHE WERTE

Die binSre Verzweigu(i§ b k & wShlt, abhSngig vom booleschen W/eie Konsequente
k oder die Alternativeaus. Diese Idee k3nnen wit iTermen ausdrYcken. Wir de+nigree
als Term, der das erste von zwei Argumenten auswShit und das zweitéalsewirfigekehrt.
Die Verzweigung wendet die Bedingung auf Konsequente und Alternative an:

Qo
Il
o,

true I Xy.X
def
false = !xy.y
it %' ltkatka

Wieif funktioniert, zeigt das folgende Beispiel:

if true e; e; =(!tka.tka) true e; e
I o (! katrue ka) e e
| 2 true e e
=(!kak)e e
o (ael) e

I €1

Al"#$%8& *.,

Schreibe den analogen Beweiaf¥e auf! !
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#%.).! NATTRLICHE ZAHLEN

FYrdie Nachbildung von Zahlen gibt es verschiedene AnsStze. Einer d@rantieiBiumerale
Das Church-NumerahBeiner natYrlichen Zahist eine Funktion, die einefache Applikation
vornimmt.

def

MBE" 1.1 x.(" (x))

Die Notation dort verwendeté ist folgenderma8en induktiv de+niert:
!
def #e fallsn =0

fn
(© $¢(F*1(e) sonst

AOBist nach dieser De+nitibi.! x.x, ALBist! f.! x.f x, A2Bist! f.I x.f (f x) usw.
Hier ist die De+nition deMachfolgerfunktiosucc, die auf eine Zahl eins addiert. Sie macht

eine Applikation dazu:

succ E 1ntf.lx.nf (Fx)

Hier ein Beispiel fYr die Anwendung soiec:

succAIB = (!'ntflx.nf(fx))(!f.!xfx)
g Ix.(IfIxfx)f (fx)
g IX.(IXFX)(fX)
g IX(IXF(FX))
= MB

Folgende De+nition dilrgSngerfunktioSie zieht von einer Zahl eins ab:

pred eyt ylzx('pla.q(ey) (!x!y.x)z)(!x.X)

Al"#$%E& * .-
Zeige, dagged A3BzuA?Breduziert! !

In Verbindung mit den booleschen Werten test die folgende Furittign eine Zahl darauf, ob
sieQist:
zerop € inn (! x.false) true
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Die Funktionsweise vaerop 1Ssst sich am einfachsten an einem Beispiel erkennen:

zerop A0B= (! n.n (! x.false) true ) A0B
I o, A0B(! x.false) true
= (! f.! x.x) (! x.false) true
I g (1 X.X) true

I o true

#%.).$ REKURSION UND FIXPUNKTSATZ

Um Funktionen auf natYrlichen Zahlen zu schreiben, brauchen wir noch Rekursion. Wenn wir in
den Lehrsprachen rekursive Funktionen geschrieben haben, dann war das immer im Zusammen-
hang mitdefine , damit die Funktion Yberhaupt einen Namen bekommt.

Das einfachdefine k3nnenwirin eine Kombination aus Abstraktion und Applikation Yber-
setzen. Aus einem Programm dieser Form:

(define n e) ..
kSnnen wir folgendes Programm ohnedgéise machen:
(lambda ( n) ...) e

Allerdings funktioniert dieser Trick nicht fYr Rekursion, da nach den Regeln der lexikalischen Bin-
dung da in e gar nicht sichtbar ist. Wie es trotzdem geht, zeigen wir anhand des Beispiels der
FakultSt. Schdn wSre eine De+nition wie folgt:

fac %" 1 x.if (zerop x) ALB($x (fac (pred x)))

$steht fYr eineh-Terme, der Church-Numerale multipliziert. Wir tun so, als hStten wir die schon
de+niert B ihre Formulierung ist Teil der Tbungsaue "%.*,

Leider ist das keine richtige De+nitiorf&¢r. fac taucht sowohl auf der linken als auch auf
der rechten Seite auf. Wean aus der rechten Seite entfernt wird, bleibt folgender Term Ybrig:

I x.if (zerop x) ALB($x (? (pred x)))

Immerhin berechnet dieser Term korrekt die Fakult®t w@mlicH.. FYr alle Zahlen gr3§er als
Oist C?E allerdings noch unbekannt. Weil der Term nu® f¥ugt, nennen wir ihfac:

faco €' 1 x.if (zerop x) ALB($x (? (pred X))
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Nun wSre es sch&n, einen Term zu haben, der zumindest auch die FaldLdt&rechnen kann.
Dazu wirdfac in seine eigene De+nition anstell@ éagyesetzt. Das Ergebnis sieht so aus:

I x.if (zerop x) ALB($x (faco (pred x)))

Dafaco keinen Selbstbezug enthSlt, ISsst sich seine De+nition einsetzen; das Ergebnis soll der Fi
tion entsprecherfdc, heigen:

fac, 1 x.if (zerop x) ALB($x ((! x.if (zerop x) ALB($x (? (pred x)))) ( pred x)))
Auf die gleiche Art und Weise ISsst sich ein Term konstruieren, der die Fak2tStsngusnet:
fac, 1y, if (zerop x) ALB($x (facy (pred x)))

Dieses Muster ISsst sichimmer so weiter fortsetzen. Leider entsteht dabei trotzdem nie ein Term, 1
die FakultSteailer natYrlichen Zahlen berechnen kann, da die Terme immer endlich gro§ bleiben.
Immerhin unterscheiden sich the,,-Terme nur durch den Aufruf vdiac, 1, der jedesmal
anders ist. Wir abstrahieren deshalb und de+nieren folgendéACerm

FAC %1 fac.! x.if (zerop x) 1 ($x (fac (pred x)))

Nun kSnnen wir didac , -Funktionen mit Hilfe vofrAC einfacher beschreiben:

faco, %' 1 x.if (zerop x) ALB($x (? (pred x)))
fac, € EACfac 0
fac, € FacCfac 1

FAC istalso eine Fabrik fYr FakultStsfunktionen und teilt mifatledie Eigenschaft, dass inre
De+nition nicht rekursiv ist. Damit ist zwar die Notation kompakter geworden, eine korrekte De+-
nition vonfac mYsste aber eine unendliche Kette von Applikation&AGrenthalten. Da sich

solch ein Term nicht aufschreiben ISsst, hilft nur Wunschdenken weiter. DafYr sei angenommel
fac wSre bereits gefunden. Dann gilt folgende Gleichung:

fac @FAC fac

Die eine zusStzliche Applikation, A€ vornimmt, landet auf einem ohnehin schon unendli-
chen Stapel, macht diesen also auch nicht gr58er. Damitfist adesogenanntEixpunkivon
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FAC : Wennfac hineingeht, kommt es auch genauso wieder heraus. Wenn es nun eine MSglich-
keit gSbe, fYr einédTerm einen Fixpunkt zu +nden, wSre das Problem gel3st. Der folgende Satz
zeigt, dass dies tatsSchlich m3glich ist:

S$49 ** (F7C>12643$49F Yr jedeth -TermF gibt es eineh-TermX mitF X @X .

BeweisWShleX £ v F, wobei
Y L% (xx)) (! xCF(xX)) -

Dann gilt:
YF =0f.(xfxx)(!'xfxx)) F
o (! X.F (XX)) (T X.F (XX))
oo F (T X.F (xX)) (! X.F (xX)))
CoF (('f.(' xf(xXX) (' x.f(xx)F)
=F (Y F) !

Der! -TermY , der Fixpunkte berechnet, hé§tpunktkombinatoMit seiner Hilfe ISsst sich die
FakultSt de+nieren:

fac €' v FAC
Abbildund "%].$ zeigt, wie die Berechnung der Fakul8hitatieser De+nition funktioniert.

Es gibt immer noch Elemente von Programmiersprachen, die wir in diesem Kapitel nicht in
den! -KalkY! abgebildet haben, zum Beispiel Zeichenketten oder Signaturen. All dies ist aber prin-
zipiell m3glich. Das madnKalkY! zu einem nYtzlichen Modell fYr die Programmierung und zur
Grundlage gro8er Teile der Programmiersprachenforschung.

Inanderen Teilen der Informatik ist ein alternatives Modell fYr Programmierung Yblich, die so-
genannt@uring-MaschineDie funktioniert zwar ganz anders, ist aber ebenso fShig, alle Funktio-
nen einer CrichtigenE Programmiersprache abzubilden. Entsprechend bezieHeiaiklYter
und die Turing-Maschine auf den gleichen Grundbegrbelechenbaren Funktigrim in der
theoretischen Informatik eine wichtige Rolle spielt.
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fac (3) =

(SatE™]"%)* ¥,

YFAC (3)
FAC (YFAC )(3)

(#x.if (zerop x) (1) (%x((Y FAC )(pred x))) (3)
if (zerop (3)) (1) (% @) ((YFAC )(pred (3))))

if false (1) (% @) ((YFAC ) (2)))

% @) ((YFAC ) (2))

% @) (FAC (YFAC )(2))

% 3) ((#x.if (zerop x) (1) (%x(( YFAC )(pred X)) (2))

% @) (if (zerop (2)) (1) (% @) ((YFAC )(pred (2))))

% @) (if false (1) (% @) ((YFAC ) (1))

%@) (%@ (YFAC ) (1))

%@) (%@ (FAC (YFAC ) (1))

% (3) (% @) ((#x.if (zerop x) (1) (¥x(( YFAC )(pred x))) (1))
% @) (% @) (if (zerop (1)) (1) (% @) ((YFAC )(pred (1))))

% @) (% @) (if false (1) (% @) ((YFAC )0)))

% @) (% @) (% @) (YFAC )0))

%@) (% @) (%) (FAC (YFAC )0))

% @) (% @) (%) (#x.if (zerop X) (1) (%x((YFAC )(pred x)))0))
% @) (% @) (%) (if (zerop 0) (1) (% @) ((YFAC )(pred 0)))))
% @) (%@ (%) (iftrue (1) (% @) ((YFAC )(pred 0)))))

%@) (%@ (%) (1))

(6)

Abbildung !$.": Berechnung der FakultSt von $ im #-KalkV|

Al"#$%& ..

TBUNGSAUFGABEN

%&$

Beweise, dgsed den VorgSnger eines positiven Church-Numerals berechnet! Zeige dazu:

Al"#$%& ./

Beweise, dasd ekerme fYr die folgenden Operationen auf Church-Numeralen gibt:

pred (succ AnB ! 0/%/oﬁnB
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addAnBAB = An+ nB
mult AnNBAB = AmnB
expAnBAB = fm“Bf\?rm> 0
# true fallsm = n

=MAnBAB =
$ false  sonst

Benutze dazu die folgenden De+nitionen:

add % Ix!y!plgxp(ypa)
mult % 1xlylzx(yz)
def
exp = I X.Iy.yx

und gib eine eigene De+nition £/an. Die Korrektheit voadd ISsst sich direkt beweisen.
FYrmult undexp kannst Du folgende Hilfsgleichungen benutzen, die Du m3glichst auch
beweisen solltest:
(ABO™yY ? o X"y

MB"X ? o, MM BfYrm> 0

Al"#$%8& *.'0

DerY -Kombinator ISsst sich auch wartlich in die Lehrsprachen Ybersetzen. Dabei kommt folgen-
de De+nition heraus:

(define y
(lambda (f)
((lambda (x) (f (x x)))
(lambda (x) (f (x x))))))

Probiere diese De+nition aus, zum Beispiel mit:

(define FAC

v
(lambda (fac)
(lambda (n)
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(cond
((zero? n) 1)
((positive? n)

(* n (fac (- n 1))
(FAC 3)

Du wirst sehen, dagsnit dieser De+nition nicht funktioniert. Warum ist das so? Benutze fYr die
ErkiSrung die De+nition der Call-by-Value-Reduktion!
Zeige, dass die folgende Varianteein Fixpunktkombinator ist, der funktioniert:

(define y
(lambda (f)
((lambda (x)

(f (lambda (y) ((x x) ¥))))
(lambda (x)

(f (lambda (y) ((x x) ¥))))))

Al"H#$%& *."

(Quelle: Ralf Hinze) Zeige, dagwit der folgenden De+nition ebenfalls ein Fixpunktkombinator
ist:

def G [26]

F
G = | abcdefghijklimnopgstuvwxyzr.r(dasisteinbxpunktkombinator)

Dabei steh® 28] fYr den Lambda-Term, der durch $'faches Hintereinanderschreil@rewnon
steht,als&G ...G =(...((GG)G)...G).






#& EXKURS: DIE SECD-MASCHINE

Dieses Kapitel baut auf derKalkYlaus dem vorigen Kapitel auf \DEalkYlist als theoretisches
Modell fYr berechenbare Funktionen lange vor der Er+ndung des Computers entwickelt worder
Er bildet zwar die Grundlage fYr unsere Lehrsprachen, erklSrt aber nicht, wie diese eigentlich
einem CechtenE Computer ablaufen. Moderne Mikroprozessoren werdeklaseineenspra-
cheprogrammiert, die sich erheblich Vottalk Yl unterscheidet. Damit unsere Programme auf so
einem Prozessor laufen k3nnen, mYssen sie in die Maschinensprache Ybersetzt werden, mit ei
sogenannte@ompiler

In diesem Kapitel beschreiben wir eine idealisierte Maschine, die zwar so nie gebaut wurd
dessen Maschinensprache aber auf den gleichen Prinzipien basiert wie reale MaSi@G2n b die
MaschineDann schreiben wir einen Compiler vo#kalkY!in die SECD-Maschinensprache und
au8erdem eine sogenamiteielle Maschinéie es uns erlaubt, die compilierten Programme auch
laufenzulassen.

#&# DER ANGEWANDTRALKTL

Abschnitf™%4.) auf Sefite %%( zeigte bereits, dass sich auch boolesche Werte uhekzdki¥én im
durch! -Terme darstellen lassen. Das ist zwar aus theoretischer Sicht gut zu wissen. FYr die Praxi
es aber zumYhsam, immer mit Church-Numeralen zu arbeiten. Darum erweitetn alklgh
um einige Extras, so dass er mit Zahlen und Booleans direkt umgehen kann[ Abschnitt "%.) hat Di
ho.entlich Yberzeugt, dass wir jederzeit auf die neuen Elemente verzichten k3nnten, indem wir s
in die Terme aus Abschiitt '6.) Ybersetzen.

Der resultierende erweitdrt&alkY| heisangewandter-Kalk Yt

D&B274712 '+ (S>5$:;;& @&3 $2#&F$2@A8R$B6<83 44 )

SelV eine abzShlbare Menge von Variablen, wid<aikY!.
SeiB eine Menge voBasiswerteZu den Basiswerten gehSren mindestens die booleschen
Werte und die natYrlichen Zahlen, also:

B L {#,#,0,12..}
Sei fYr eine natYrliche Zalgweils' ' eine Menge vonstelligen Primitiv® die Namen von
Ceingebauten OperationenE. JeBem " ' ist eind -stellige FunktioR °° B ihreOperatiord
zugordnet.
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Zum Beispiel k3nnte die Addition eine primitive Operation” 2 sein. Die Operation dazu
wSre:
+%(a,b) € a+ b
Die Sprache des angewandtdfalkYls, die Menge dmmgewandteh-TermeL g4 , ist durch
folgende Grammatik de+niert:

6luan7 ! 6 VT
| (6Lya 7 6lya 1)

| (16V7 6Lea7)
| 687

| (617 6lya?)
| (627 6lya7 6lya 7)

| (6'"7 6lya7 ... 6Lya?  (n-mal)

Die Grammatik ist abgekYrzt notiert: Die letzen Klauseln besagen, dass es fYr jede Menge von Pri-
mitiva6' ' 7 mit Stelligkeit eine entsprechende Klauselir@iperanden gibt. Terme der Form

(F' e; ... &) hei§erprimitive Applikationenim angewandteh-KalkV! sind also Terme wie

zum Beispiéh ( %5 3) 17)msglich, wenr- und%in" 2 enthalten sind.

D&B274712 '+.( (W&54& 7= $2#&F$2@U&I86<8)

Die Vereinigung aus Abstraktionen und BasiswerterWesigt

Damit die primitiven Operationen auch tatsSchlich eine Bedeutung bekommen, muss eine spezielle
Reduktionsregel fYr sie eingefYhrt werden:

D&B274712 '+)&R&@!64712)
(Flep...e)! ¢gF%(e,...,a&) e,...,e-B

Diese Regel besagt, dass eine primitive Applikation, wenn alle Operanden Werte sind, durch An-
wendung der entsprechenden Operation reduziert werden kann. Damit wird zum Beispiel der obi-
ge Beispielterm folgenderma8en reduziert:

(+(%53)17)! &(+217) ! 19
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Al"#$%& '+
Esist nicht m&glich, Verzweigungen mit iiRegel zu beschreiben. Warum? Zur Beantwortung
dieser Frage schreibe zunSchst eine m3gliche De+nition der dazugehsrigeR FumiktiBa-

denke nun, dass digReduktion erstdann greift, wenn alle Argumentd wierte sind. KSnntest
Du mit diesenif zum Beispiel die FakultSt aus Absdhnitt]'%.).# afif Seite %&! de+nieten?

In den folgenden Abschnitten werden wir SECD-Maschine und Compiler fYr den angewandten
I -KalkY! ohne binSre Verzweigungen de+nieren. Wir wissen ja, wie wir sie mit den Mitteln au
Abschnit{™%.)." auf Sdite P6%) de+nieren kSnnen. Wir werden Dich bitten, binSre Verzweigung
als ErgSnzung direkt zu realisieren in einer Reihe von tbungsaufgaben. Hier ist die erste davon

Al'#$%8. '+.(

". Erweitere den erweiterterKalkYl um eine Grammatik-Klausel fYr binSre Verzweigungen.
$. De+niere eine Reduktionsregel fYrbinSre Verzweigungen, adeRegiziktion. (Du kannst
Sie -Reduktion nennen Bist der griechische Buchstabe CiotaE.)

#&.! DIE SECD-MASCHINE

Leider ISuft auf handelsYblichen ProzessorérkakY| nicht direkt. Stattdessen fYhren die-

se Prozessoren sogenakfaschinensprachas. Maschinensprache besteht aus einzelnen An-
weisungen, die hintereinander im Speicher abgelegt und auch hintereinander ausgefYhrt werd
Das unterscheidet die Maschinensprache von unseren Lehrsprachen, die auf dem Call-by-Value
KalkY! aufbauen: Dort ISuft die Auswertung von innen nach au§en.

Um eine BrYcke zwischen beiden Ideen zu schlagen, entwickelte Peter Landin die SECD-M
sching[Lan%)]. Die SECD-Maschine ist zwar Yber &! Jahre alt, aber auch auf modernen Maschin
immer noch die Grundlage fYr das Zusammenspiel zwischen Programmiersprache und Masc
nensprache. Die Sprache der SECD-Maschine ist eine idealisierte Maschinensprache, die auct
Anweisungen besteht, die hintereinander ausgefYhrt werden. Viele Details echter Maschinensy
chen ISsst die SECD-Maschine aber weg.

D&B274712 '+.* (S>5%:;& @&5 SECD-M$:;72&)

Die Anweisungen der SECD-Maschine héifgruktionemind sind durch folgende Grammatik
de+niert:
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a7 ! 6 B7
| 6v7
| ap o
| primg: fYralleF' - "!
| (6v7, 6C7)

Ein Maschinensprachen-Programm b auch gevianahinencoaelerCoddst eine Folge von

Instruktionen:
c %%

Diie SECD-Maschine operiert aber auf sogenaliaschinenzustSndéin Maschinenzustand

ist ein %-Tupel aus der MeBge E, C, D (daherder Name der Maschine). Die Buchstaben
sind deshalb so gewShlt, &eliér sogenannBtackE die sogenanntémgebungeziehungsweise
auf englisch d&nvironmentC der schon bekannte Code ubdler sogenannumpist. Die
formalen De+nitionen dieser Mengen sind wie folgt; da¥eid&t Menge der Werte:

s & ow»
E / V,W
D * (s, E, )%

Q
=

w € B3(V, C, E)

Der Stack ist eine Folge von Werten. In der Maschine sind dies die Werte der zuletzt ausgewerteten
Terme, wobei der zuletzt ausgewertete Term vorn beziehungsweise CobenE steht. Die Umgebung
ist eine partielle Abbildung von Variablen auf Werte: sie ersetzt die Substitution in der Reduktions-
relation des-KalkYls. Anstatt dass Werte fYr Variablen eingesetzt werden, merkt sich die Umge-
bung einfach, an welche Werte die Variablen gebunden sind. Erst wenn der Wert einer Variablen
benstigt wird, holtihn die Maschine aus der Umgebung.

Der Dump ist eine Liste frYherer ZustSnde der Maschine: Jeder Zustand ist ein Tupel aus
Stack, Umgebung und Code, auch genBrarhe Ein Dump speichert den den Kontext, dem
wir in Abschnitf ".& auf Se[te $*) begegnet sind.

Die Meng@N schlie8lich entspricht dem Wertebegri. aus De+n "&.$: Die Basiswerte ge-
hsren dazu, auSerdem #-Tupel&us C, E).Einsolches Tripel, gena@osurgreprSsentiert
den Wert einer Abstraktion. Eine Closure besteht aus der Variable einer Abstraktion, dem Maschi-
nencode ihres Rumpfs und der Umgebung, die notwendig ist, um die Abstraktion anzuwenden:
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Die Umgebung wird benstigt, damit die freien Variablen der Abstraktion entsprechend der lexika-
lischen Bindung ausgewertet werden k3nnen. Dies ist anders als im Stepper, wo Variablen bei
Applikation direkt ersetzt werden und damit verschwinden.

Die SECD-Maschine YberfYhrt einen Maschinenzustand durch einen Auswertungsschritt ir
einen neuen Maschinenzustand.

Bei Umgebungen benutzen wir die Notatipr) : Das steht fYr den Wavtdes Tupeléy, w)
ine.

Im Verlauf der Auswertung werden Umgebungen hSu+g um neue Bindungen von einer Varia
ble an einen Wert erweitert. Dazu ist die Notadfer)! w] nYtzlichelv )! w] konstruiert aus
einer Umgebungeine neue Umgebung, in der die Variahle den Wentv gebunden ist. Hier
ist die De+nition:

ev)l wlE (e\{ (v, wHI(v,wd - &) 3{ (v, )}

Es wird also zunSchst eine eventuell vorhandene alte Bindung entfernt und dann eine neue hin:
gefYgt.

AchtungDie Notatione[v )! w] haben wir schonmal im letzten Kapitel benutzt, nSmlich
fYr die Substitution beifn-KalkY! in De+nitiofi "%.# auf %#). In diesem Kontext D bei der
SECD-Maschine b bedeutet die Notation etwas anderes. Lass Dich nicht verwirren!

Um die Maschine zu verstehen, ist es sinnvoll, erst einmal zu séhdermeein SECD-
Code umgewandelt werden. Ein Teraus dem angewandteiKalkY1 wird mit Hilfe der Funk-
tion! " in ein Maschinensprache-ProgramhYbersetzt.

!
i b fallse= b- B
- fv fallse= v- V
e e le ap fallse = (ep €1)
le)” ... e " primg;  fallse=(Fe; ... &)
$ (v, e fallse= Iv.eq

Zum Beispiel bedeutet die ThersetZagy)! e, " apfYr einen Terniey e1), dassy unde; separat
Ybersetztwerden. Die Instruktionen der beiden tbersetzungen werden aneinandergehSngt, so c
die SECD-Maschine sie spSter auch hintereinander ausfYhrtcglaossstrtet, dans . Wie

wir sehenwerden, wird die SECD-Maschine die Ergebnisse der Ausweegunti@rauf dem

Stack plazieren. Die Instruktim die noch hinten dazukommt, sorgt dann dafYr, dass die SECD-
Maschine die Ergebnisse ggp(das muss die Funktion sein) und das Ergebné vom Stack
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holt und das eine auf das andere anwendet. Entsprecheap &tef@tApplikation ausfYhrenE.
Au8erdem stetgrim - fYr CPrimitie ausfYhrenE.

Basiswerte und Variablen werden direkt in Maschinencode Ybersetzt. Eine Abstraktion wird
Ybersetzt in ein Tupel aus seiner Variable und dem Maschinencode fYr seinen Rumpf. Alle diese
Anweisungen hinterlassen ihr Ergebnis jeweils auf dem Stack.

Hier ist ein Beispiel fYr die tbersetzung:

HEIy.f (+ x($y2)"

(f, 'xdy.f (+ x($y2)"

= (f, (x, 'y f (+ x($y2)")

= (f (% (v, 1T (+ x(3y2)")

= (f, (% (y, 1" (+ x ($y2))"ap)))

= (f (x @y, f1(+ x($y2))"ap)))

= (f, (x (y,fIx"($y 2)"prim, ap)))

= (f, (% (y,fx1($y 2)"prim, ap)))

= (f, (%, (y,fx!y"2'prim,prim, ap)))
= (f, (%, (y,fxy !2'primprim, ap)))
= (f, (x, (y,Txy 2primyprim, ap)))

Das Beispiel zeigt deutlich, wie der Rumpf der innersten Abstraktion in eine Folge von Instruk-
tionen Ybersetzt wird, die der Reihenfolge nach der Call-by-Value-Reduktionsstrategie entspricht:
erstf auswerten, dang danny, dann das Primitanwenden, dann, und schlie§lich die Ap-

plikation durchfYhren.

Al"#$%& '+.)

tbersetze folgendeTerme in die ZwischenreprSsentation der SECD-Maschine:
(I xy.(+xy) ( $56) 23
S (P x(X) (' xy.(&&xY) (( ! xy.(> XxY))2342)true

#.(xy.yxx)(1z.2)('yz.(yy) (y 2))
Dabei stehtfYr das booleschet und&& fYr das booleschad. !

Wir de+nieren nun die SECD-Maschine selbst. Diese macht immer einen Schritt auf einmal und
YberfYhrt einen Zustar®l E, C und D einen neuen Zustand, und zwar indem die erste In-
struktion inc CabgearbeitetE wird. Diese tberfYhrung schreiben wir mit dem Symlsb
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(s,e,c,0 ! (ste%c%dd, wenn die SECD-Maschine den Zusi@nd, c, d in den Zustand
(s& e% c% d® YberfYhrt.

In der folgenden De+nition vdn sind Bezeichner mit einem Unterstrich versehen, wenn es
sich um Folgen handelt, also zum Beisf¥ekinen Stack:

(s,e,bcd) "1 (bse,cd) ("&.")
(s,e,ved) T (e(v)s,e,cd) ("&.9$)
(b ...bis,e,primeccd) " (bse,cd) ("&.#)
wobeiFk - "X undFg(by,...,b) = b
(se(v.hed) T ((v.esecd) ("&.%)
(w(v,&eYs,e;apc,d) 1 (#€v)! w], k(s e 0d) ("&.&)
(w, e #(s%e5chHd) 1 (wshechd) ("&.)

Um einen -Terme in die SECD-Maschine zu CinjizierenE, wird der Term in eine Folge von In-
struktionerc Ybersetzt B d@-Komponente der SECD-Maschine. Daraus wird ein Anfangszu-
stand#,! , c,# gemacht.

Die Regeln de+nieren eine Fallunterscheidung nach der ersten Instruktion der Code-Kompc
nente des Zustands, beziehungsweise greift die letzte Regel, wenn der Code leerist. Der Reihe r
arbeiten die Regeln wie folgt:

¥ Rege[@." (digteralregglschiebt einen Basiswert direkt auf den Stack.

¥ Reg@.$ (d¥ariablenregeermittelt den Wert einer Variable aus der Umgebung und schiebt
diesen auf den Stack.

¥ Rege| "&.# ist dReimitivregel Bei einer primitiven Applikation mYssen soviele Basiswerte
oben auf dem Stack liegen wie die Stelligkeit des Primitivs. Dann ermittelt die Primitivrege
das Ergebnis der primitiven Applikation und schiebt es oben auf den Stack.

¥ Reg@.% istAlestraktionsregBlas Tupe{v, ) ist bei der tbersetzung aus einer Abstrak-
tion entstanden. Die Regel erg8nrid c*mit ezu einer Closure, die auf den Stack geschoben
wird.

¥ Reg@.& ist digplikationsregdei einer Applikation mYssen oben auf dem Stack ein Wert
sowie eine Closure liegen. (Zur Erinnerung: Eine Applikation kann nur ausgewertet werden
wenn eine Abstraktion vorliegt. Abstraktionen werden zu Closures ausgewertet.) In einem so
chen Fall CsichertE die Applikation den aktuellen Zustand auf den Dump, und die Auswer-
tung fShrt mit einem leeren Stack, der Umgebung aus der Closure B erweitert um eine Bindun
fYr die Variable B und dem Code aus der Closure fort.
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¥ Rege[ "' ist dieYckkehrreg@&ie ist anwendbar, wenn das Ende des Codes erreicht ist. Das
hei8t, dass gerade die Auswertung einer Applikation fertig ist. Auf dem Dump liegt aber noch
ein gesicherter Zustand, der jetzt CzurYckgeholtE wird.
Hier ein Beispiel fYr den Ablauf der SECD-Maschine fYr der(({éxaty. (+ xy)) 1) 2):

(4 L, (%, (y,xy prim,))1ap2ap, !)
(% (y,xy prim, ), 1), ', lap2ap, )
T (y,xyprim,),t), !, ap2ap, D)
T, {(x, 1)}, (y,xy prim, ), (!,2ap)
To((y,xy prim, {(x, 1)}),  {(x, 1)}, ! (1,1 ,2ap))
To((y,xy prim, {(x, 1)}), !, 2ap, N
Ty, xy prim,  {(x, 1)}), !, ap, N
T {(x,1),(y,2)}, xyprim,, (URI)))
T, {(x1),(y,2)}, yprim,, ()
1@ {(x1),(y,2)}, prim,, ((RIA)!
TG, {(x1,(y,2)}, 1 )
(3, I, I 1)

Al"#$%& '+.*

Betrachte folgendes SECD-Programm:
(f. (x, (y.fx apy ap))) (a, (b, abprim )) ap $#ap %%&p

". tbersetze das SECD-Programm CrYckwSrtsE in den entsprelcheAbiam.
$. Werte das SECD-Programm aus und schreibe die einzelnen Auswertungsschritte auf!

Die ZustandsYbergangsreldtioist die Grundlage fYr diswertungsfunktider SECD-Maschine,
die fYr eineh-Term dessen Bedeutung ausrechnet. Dies ist scheinbar ganz einfach:

evaISECD . Lsa ! B

evalsecp () = xwenn(#,! ,le",#"1 P(x,e # %

Diese De+nition hat jedoch zwei Haken:
¥ Die Auswertung voh-Termen terminiert nicht immer (wie zum Beispiel fYr den CEndlos-
TermE(!x. (xx)) (Ix. (xx))), eskommtalso nichtimmer dazu, dass die ZustandsYbergangs-
relation bei einem Zustand der F¢# |, !€",#) terminiert.
¥ Dasx aus dieser De+nition ist nicht immer ein Basiswert B es kann auch eine Closure sein.
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Der erste Haken sorgt dafYr, dass die Auswertungsfunktion nur eine Cpartiellen FunktionE ist
Beim zweiten Haken, wereine Closure ist, ISsst sich mit dem Resultat nicht viel anfangen: Um
die genaue Bedeutung der Closure herauszubekommen, mYsste sie angewendet werden D da:
grammi ist aber schon fertig gelaufen. Es ist deshalb nicht sinnvoll, zwischen verschiedenen Closl
zu unterscheiden. Darum wird fYr die Zwecke der Auswertungsfunktion ein& Mengat-
worterde-+niert, die einen designierten Spezialwert fYr Closures enthSit:

Z © B 3{function }

Damit kSnnen wir die Evaluationsfunktion wie folgt de+nieren:

evalseco - Lwa, Z
#p falls(#,! ,le",# 1 %(b,e,# ¥

evalsgcp (6) =
=P $ function  falls(#,! ,1e",# "1 %((v,c €9, e # ¥

Diese Funktion wollen wir natYrlich auch laufen sehen. DafYr programmieren wir die mathemati
schen De+nitionen im Rest des Kapitels nach.

Al"#$%& '+.+

Fahre fort mit der Realisierung von binSren Verzweigungen:
". Erweitere die Grammatik fYr SECD-Instruktionen um eine Instruktion fYr binSre Verzwei-
gungen. Die muss den Code fYr die beiden Zwei§e-desdrucks enthalten.
$. Erweitere die Funktidn' um eine Klausel fYir -AusdrYcke: Sie sollte zunSchst den Code
fYr die Bedingung liefern, gefolgt von der neuen Instruktion.
#. Erweitere die De+nition vn um die neue Instruktion.

#&.$ QUOTEND SYMBOLE

’ secd/compute.rkt Code

Um die De+nitionen mSglichst elegant nachzuprogrammieren, machen wir Gebrauch von eine
weiteren Sprachebe&ehreibe Dein Programm! - fortgeschritten .Diese Ebene muss

mit dem DrRacket-Men$prache unter Sprache auswShlenaktiviert sein, damit die Pro-
gramme dieses Kapitels funktionieren.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/secd/compute.rkt
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Die entscheidende €nderung gegenYber den frYheren Sprachebenen ist die Art, mit der die
REPL Werte ausdruckt. Bei Zahlen, Zeichenketten und booleschen Werten bleibt alles beim alten:

5

T 5

"Mike ist doof"

T "Mike ist doof"
#t

TO#t

Bei Listen sieht es allerdings anders aus:

(list 1 2 345 6)
1 (12345 6)

Die REPL druckt also eine Liste aus, indem sie zuerst eine $.nende Klammer ausdruckt, dann die
Listenelemente (durch Leerzeichen getrennt) und dann eine schlie§ende Klammer. Das funktio-
niert auch fYr die leere Liste:

empty
0
In der neuen Sprachebene kann das Apostroph Literale fYr Listen bilden:

'(123456)

T (123456

(1 # "Mike" (2 3) "doof" 4 #f 17)

T (1 # "Mike" (2 3) "doof" 4 #f 17)

X0

T 0

In der neuen Sprachebene benutzen die Literale und die ausgedruckten externen ReprSsentatio-
nen fYr Listen also die gleiche Notation. Sie unterscheiden sich nur dadurch, dass beim Literal der
Apostroph voransteht. Der Apostroph funktioniert auch bei Zahlen, Zeichenketten und boole-
schen Werten:

15

T 5

I"Mike ist doof"
T "Mike ist doof"
I #t

TO#t
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Der Apostroph am Anfang eines Ausdrucks kennzeichnet diesen also als Literal. Der Wert des |
terals wird genauso ausgedruckt, wie es im Programm steht. (Abgesehen von Leerzeichen und .
lenumbrYchen.) Der Apostroph hei§t auf englisch CquoteE, und deshalb ist diese Schreibwei:
fYr Literale auch unter diesem Namen bekannt. Wir nennen dieses Apostroph ab jetzt Cdas Qui
teE. Bei Zahlen, Zeichenketten und booleschen Literalen ist auch ohne Quote klar, dass es sich:
Literale handelt. Das Quote ist darum bei ihnen rein optional; siesadifsequotierend

Bei Listen hingegen sind MissverstSndnisse mit anderen zusammengesetzten Formen m&gl
die ja auch mit einer $.nenden Klammer begilﬁ]ﬁen.

Mit der EinfYhrung von Quote kommt noch eine neue Sorte Werte hindynaieleSym-
bole sind Werte Shnlich wie Zeichenketten und bestehen aus Text. Sie unterscheiden sich allerdi
dadurch, dass sie als Literal mit Quote statt AnfYhrungszeichen geschrieben undin der REPL oh
AnfYhrungszeichen ausgedruckt werden:

I mike
T mike

Symbole k3nnen wir mit dem PrSdikanbol? von anderen Werten unterscheiden:

(symbol? ! mike)
To#t
(symbol? "Mike")
T#f

Symbole sind auch der Grund, warum Listen nicht selbstquotierend sind. Andernfalls wSre mis:
verstSndlich, ofgun-over-dillo d1) eine Literal fYr eine Liste ergibt (mit den Symbolen
run-over-dillo  unddlals Elementen) oder den Aufruf der Funktiorrover-dillo . Des-
wegen ist ein Quote notwendig.

Vergleichen k3nnen wir Symbole mit der eingebauten Furitiail? B siehe dazu Abbil-

dund™&."):

(equal? !'mike ! herb)
T Hf

(equal? !'mike ! mike)
T#t

TatsSchlich ist die neue Schreibweise fYr externe ReprSsentationen die Standard-ReprSsentation in Racket. Die
frYheren Sprachebenen benutzten die alternative Schreibweise, um die Verwirrung zwischen Listenliteralen und
zusammengesetzten Formen zu vermeiden.
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Die Funktionequal? vergleicht beliebige Werte: Booleans, Zeichen und Zeichenketten. Bei Lis-
ten werden die Elemente verglichen und bei Records die Komponenten.
(equal? 23 23)

T#t

(equal? #t #f)

T#f

(equal? "Axl" "Slash")

T H#f

(equal? "AxI" "AxI")

T#Ht

(equal? (list "AxlI" "Slash") (list "Ax|" "Slash"))

TO#t

(equal? (list "Ax|" "Slash") (list "AxI" "Slash" "Duff"))

T Hf

(equal? (make-wallclock-time 12 24) (make-wallclock-time 12 24))
T#Ht

(equal? (make-wallclock-time 12 24) (make-wallclock-time 12 25))
T Hf

(equal? (make-wallclock-time 12 24) (list "Axl" "Slash"))

T Hf

Abbildung '%.!: equal?

Symbole kSnnen nicht aus beliebigem Text bestehen; Leerzeichen sind zum Beispiel verboten. Tat-
sSchlich entsprechen die Namen der zulSssigen Symbole genau den Namen von Variablen:

I karl-otto
T karl-otto
I lambda

T lambda

Diese Entsprechung wird in diesem Kapitel noch eine entscheidene Rolle spielen. Symbole k3nhnen
natYrlich auch in Listen und damit auch in Listenliteralen vorkommen:

I (karl-otto mehrwertsteuer duftmarke)
' (karl-otto mehrwertsteuer duftmarke)
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Mit Hilfe von Symbolen kSnnen Werte konstruiert werden, die in der REPL ausgedruckt wie Aus-
drYcke aussehen:

I+ 12

T (+12

I (lambda (n) (+ n 1))

T (lambda (n) (+ n 1))

DerWertvorO(+ 1 2)isteine Liste mitdrei Elementen: das Symba Zahl und die Zahp.
Der WertvorO(lambda (n) (+ n 1)) istebenfalls eine Liste mit drei Elementen: das Symbol
lambda, eine Liste mit einem einzelnen Element, nSmlich dem Symizbéiner weiteren Liste
mit drei Elementen: dem Symbptlem Symbat und der Zahl.
Quote hat noch eine weitere verwirrende Eigenheit:

QO

T

Dieses Literal bezeichnet nicht die leere Liste (dann wY{pdemsgedruckt, ohne Quote):
(cons? ! ()

T#t

(first 1 ()

' quote

(rest 11 ()

T (0)

Der Wert des AusdrucR®()ist also eine Liste mit zwei Elementen: das erste ist dasSytebol
und das zweite ist die leere Listést selbst nur syntaktischer Zuckefdviote t):

(equal? (quote ()) '()
T#t
(equal? (quote (quote ())) Q)
Tt
Quote funktioniert fYr viele Werte, aber nicht fYr alle. Ein Wert, fYr den Quote ein Literal konstru-
ieren kann, heigeprSsentierbdin reprSsentierbarer Wert ist eins der folgenden:
¥ eine Zahl
¥ ein boolescher Wert
¥ eine Zeichenkette
¥ ein Symbol
¥ eine Liste aus reprSsentierbaren Werten
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Um zu demonstrieren, wozu Symbolen und Quote gut sind, programmieren wir sowas wie einen
Taschenrechner. Der kann den Wertvon AusdrYcken @8 65) ausrechnen. Wirlegen dafyr
folgende Datende+nition zugrunde:

; Ein Ausdruck ist eins der folgenden:

; - eine Zahl
- eine Liste der Form (+ Ausdruck Ausdruck)
- eine Liste der Form (* Ausdruck Ausdruck)

Es handelt sich entsprechend der Formulierung Ceins der folgendenE um gemischte Daten. Um
dafYr eine passende Signatur zu de+nieren, benstigen wir Signaturen fYr alle FSlle. FYr den ersten
Falltutesiumber FYr die beiden anderen ist es nicht ganz so einfach, weilefaieei@cord
gibt, das die Signatur einfach fYr uns de+niert. Wir mYssen also die Signatur selbst de+nieren und
machen das mit Hilfe von PrSdikaten fYr die beiden FSlle, die wir selbst schreiben.

Zur Erinnerung: Ein PrSdikat ist eine Funktion, die einen beliebigen Wert akzeptiert, auf eine
bestimmte Eigenschaft testet und entsprechend entivexier#f zurYckgibt. So etwas brau-
chen wir fYr die beiden FSlle, die mit Ceine Liste der FormE beginnen. ZunSchst die Addition:

Ist ein Wert ein Additionsausdruck ?
(: addition? (any -> boolean))

(check-expect (addition? 15) #f)
(check-expect (addition? I+ 1 2) #)
(check-expect (addition? L(* 1 2)) #f)

(define addition?
(lambda (x)
(and (cons? x)
(equal? !+ (first x)))))

Beim PrSdikatddition? haben wir nur das nstigste programmiert, um Additionen von den
anderen FSllen zu unterscheiden:

Al"#$%& '+,

In der Datende-+nition oben hei§t @sr@ Liste der Form (+ Ausdruck Ausdruck) E.
Gibt es Eingaben, bei dergattition? als Ergebnigt liefert, obwohl es sich nicht um Listen
genau dieser Form handelt? Wenn ja, nenne Beispiele und Sndere die De-emitidiouén

S0, dass sie diese Beispiele ausschlie§t.
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Bei einer Signatur der Form

(predicate p)

mus% ein PrSdikat, also eine Funktion mit folgender Signatur sein:
(any -> boolean)

Diese Signatur passt fYr alle Werte, bei denen das RiSuifet.
Abbildung !%.": predicate

Aus dem PrSdikatidition? k3nnen wir eine Signataddition machen mit Hilfe einer Signa-
tur mit predicate . Daspredicate -Konstruktist neu und in Abbilduig"&.$ beschrieben. Hier
ist die De+nition voaddition :

(define addition
(signature (predicate addition?)))

Entsprechend machen wir das fYr Multiplikationen:

Ist ein Wert ein Multiplikationsausdruck  ?
(: multiplication? (any -> boolean))

(check-expect (multiplication? I15) #f)
(check-expect (multiplication? L(* 1 2)) #t)
(check-expect (multiplication? L(+ 1 2)) #f)

(define multiplication?
(lambda (x)
(and (cons? Xx)
(equal? !'* (first x)))))
(define multiplication
(signature (predicate multiplication?)))

Nun haben wir Signaturen fYr die drei FSlle und k3nnen damit eine Signatur fYr AusdrYcke de+
nieren:

(define expression
(signature (mixed number addition multiplication)))

Jetzt k3nnen wir den CTaschenrechnerE programmieren. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatt
und TestfSlle:
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;. Wert eines Ausdrucks berechnen

)

(: compute (expression -> number))

(check-expect (compute !23) 23)
(check-expect (compute !(+ 23 42)) 65)
(check-expect (compute !(+ 23 (* 6 7))) 65)

Die Funktionsde+nition geht strikt nach Konstruktionsanleitung. Hier die Schablone:

(define compute
(lambda (exp)
(cond
((number? exp) ...)
((addition? exp) ...)
((multiplication? exp) ...))))

Beim ersten Zweig istp schon eine Zahl B die muss die Funktion nur zurYckgeben:

(define compute
(lambda (exp)
(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp) ...)
((multiplication? exp) ...))))

Beimaddition -Fall isexp eine Liste, deren zweites und drittes Element jeweils wieder ein Aus-
druck ist. Es handelt sich also um zusammengesetzte Daten, allerdings nicht mit einem Record
de+niert. Die Komponenten extrahieren wiffinit  undrest :

(define compute
(lambda (exp)
(cond

((number? exp) exp)
((addition? exp)
... (first (rest exp)) ...
... (first (rest (rest exp))) ...)
((multiplication? exp) ...)))))

Au8erdem haben wir es jeweils mit SelbstbezYgen zu tun, also mYssen noch rekursive Aufrufe in
die Schablone:
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(define compute
(lambda (exp)
(cond

((number? exp) exp)
((addition? exp)
... (compute (first (rest exp))) ...
... (compute (first (rest (rest exp)))) ...)
((multiplication? exp) ...)))))

Die beiden rekursiven Aufrufe liefern jeweils den Wert der beiden Operanden der Addition; die
muss die Funktion nur noch addieren. Bei der Multiplikation ISuft es genauso:

(define compute
(lambda (exp)
(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp)
(+ (compute (first (rest exp)))
(compute (first (rest (rest exp))))))
((multiplication? exp)
(* (compute (first (rest exp)))
(compute (first (rest (rest exp))))))))

Fertig!
Al"H#$%& '+.-

€ndere die Datende+nitionen so, dass Addition und Multiplikation jeweils eine beliebige Anzahl
von Argumenten akzeptiert, nicht nur zwei. €nderaputeentsprechend! !

#&.% DATENDEFINITIONEN FTR!BDEALKTL

|secd/secd.rkt Code

Die SECD-Maschine ist ein Modell fYr die ImplementieruhgidaikY|s. Eine solche Implemen-
tierung ISsst sich in einfach bauen B dieser Abschnitt zeigt, wie. Der grobe Fahrplan ergibt sich da
aus der Struktur der SECD-Maschine selbst: Nach den obligatorischen Datende+nitionen Ybers
zen wir Terme in Maschinencode. Dann kommt die ZustandsYbergangsfunktion und schlie§lict
die Auswertungsfunktion an die Reihe.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/secd/secd.rkt
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Die erste Aufgabe ist dabei zunSchst, wie immer, die Datenanalyse: Am Anfang stehen die
Terme des angewandteialkYls. Eine geeignete ReprSsentation mit Listen und Symbolen ISsst
dabei die Terme in der CfortgeschrittenenE Sprachebene genau wie entsprechenden Programm-
Terme aussehen:

(+12) stehtfYr (+12)

(lambda (x) x) stehtfYr ! x.x

((lambda (x) (x x)) (lambda (x) (X X))) steht fYr (! x.(xx)) (! x.(xx))
etc.

Die Datende+nition dafYr orientiert sich direkt an De+iitign "&.":

; Ein LambdaTerm ist eins der folgenden:

- ein Symbol (f Yr eine Variable)
. - eine zweielementige Liste (f Yr eine regul Sre Applikation)
; - eine Liste der Form (lambda (x) e) (f Yr eine Abstraktion)
; - ein Basiswert
; - eine Liste mit einem Primitiv als erstem Element
; (f Yr eine primitive  Applikation)

Hier die dazu passende Signatur-De+nition:

(define term
(signature
(mixed symbol
application
abstraction
primitive-application
base)))

Die Signaturen f¥pplication ,abstraction , primitive-application undbase mYs-

sen wir noch de+nieren, wie bei den AusdrYcken des vorigen Abschnitts. Da es sich nicht um
Record-Typen handelt, mYssen wir das selbst machen, und zwar, indem wir jeweils ein PrSdikat
de+nieren. Hier ist das PrSdikatf¥straction

. Pr&dikat fYr Abstraktionen
(: abstraction? (any -> boolean))
(define abstraction?
(lambda (term)
(and (cons? term)
(equal? !lambda (first term)))))
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Aus diesem PrSdikat machen wir eine Signatoreditate . Hier ist die De+nition:
(define abstraction (signature (predicate abstraction?)))

Entsprechend de+nieren wir die anderen SignaturappBeation mYssen wir ein bisschen
aufpassen, damit wir bei den CnormalenE Applikationen keine Applikationen von Primitiva erwi-
schen:

. Pr&dikat fYr regul Sre Applikationen
(: application? (any -> boolean))
(define application?
(lambda (term)
(and (cons? term)
(not (equal? !lambda (first term)))
(not (primitive? (first term))))))

(define application (signature (predicate application?)))
Hier ist die dort benutzte Funktigmimitive?  mit den allernstigsten primitiven Operationen:

; Ein Primitivum ist eins der Symbole +, -, * [/, =
: Pr&dikat fYr Primitivum
(: primitive? (any -> boolean))
(define primitive?
(lambda (term)
(or (equal? !+ term)
(equal? !- term)
(equal? !'* term)
(equal? !/ term)
(equal? != term))))

Die De+nition vorprimitive-application entsprichepplication , nur dass hier nur Pri-
mitiva erwYnscht sind:

. Pr&dikat fYr primitive Applikationen
(: primitive-application? (any -> boolean))
(define primitive-application?
(lambda (term)
(and (cons? term)
(primitive? (first term)))))
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(define primitive-application
(signature (predicate primitive-application?)))

Es fehlt noch die De+nition voiase. Der Einfachheit halber beschrSnken wir uns auf boolesche
Werte und Zahlen:

; Ein Basiswert ist ein boolescher Wert oder eine Zahl
Auch dafYr schreiben wir zunSchst ein PrSdikat und de+nieren damit eine Signatur:

. PrSdikat fYr Basiswerte
(: base? (any -> boolean))
(define base?
(lambda (term)
(or (boolean? term) (number? term))))

(define base (signature (predicate base?)))

Al"#$%& '+..

Erweitere die De+nition veerm um binSre Verzweigungen in FormifomusdrYcken. Schrei-
be dafYr zunSchst ein PrSdikadry-conditional?  und de+niere mit Hilfe davon eine Signa-
tur binary-condition . Erweiteréerm umbinary-conditional . !

#&.& DATENDEFINITION FtR MASCHINENSPRACHE

Bevor nun ein die SECD-Maschine einen Term verarbeiten kann, muss dieser erstin Maschinenco-
de Ybersetzt werden. Dabei entsteht aus Denitjon "&.% direkt Daten- und Signatur-De+nitionen
fYr Instruktionen und Maschinencode:

;. Eine Instruktion ist eins der folgenden:
- ein Basiswert
; - eine Variable
; - eine Applikations- Instruktion
: - eine Instruktion fYr eine primitive  Applikation
; - eine Abstraktion
(define instruction
(signature
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(mixed base
symbol
ap
prim
abs))

; Eine Maschinencode-Programmist eine Liste von Instruktionen.
(define machine-code (signature (list-of instruction)))

Basiswerte und Variablen sind wie bei den TermeapRYim und abs machen wir jeweils
eigene Datende+nitionen. Wie schon bei den leeren Listen hat auch die Applikations-Instruktio
keine Eigenschaften:

;  Applikations-  Instruktion
(define-record ap
make-ap ap?)

Die Instruktion fYr die primitive Applikatigrim ¢ hat als Eigenschaften den Namen des Ope-
rators~ und dessen Anzahl von ArgumentectStelligkeitStelligkeit heigt auf Englisch Cari-
tyE. Entsprechend sehen Daten- und Record-De-+nition so aus:

Eine Instruktion  fVYr eine primitive Applikation hat folgende
; Eigenschaften:
; - Operator
;- Stelligkeit
(define-record prim
make-prim prim?
(prim-operator symbol)
(prim-arity natural))

Die Abstraktions-Instruktion der ForBv{, 6C7) hat als Eigenschaften sichtlich den Parameter
und den Code fYr den Rumpf, das Ybersetzen wir direkt in Daten- und Record-De+nition:

Eine Abstraktions- Instruktion  hat folgende Eigenschaften:
; - Parameter (eine Variable)
; - CodefYr den Rumpf
(define-record abst

make-abst abs?

(abst-variable symbol)

(abst-code machine-code))
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Erweitere die De+nition varstruction  um eine Instruktion fYrbinSre Verzweigungen. Schrei-
be dazu eine Daten- und eine Record-De+nition, die zur Erweiterung der Grammatik fYr SECD-
Instruktionen passt. Erweit@nstruction  damit. !

#&." EIN COMPILER FfR DIE SECD-MASCHINE

Da nun Terme und Maschinencode Datende+nitionen haben, kSnnen wir Thersetzung vom ange-
wandten -KalkYlin die Maschinensprache der SECD-Maschine programmieren. Solch eine tber-
setzung hei&ompilerHier sind Kurzbeschreibung, Signatur und GerYst des Compilers:

; Term in Maschinencode Ybersetzen
(: term->machine-code (term -> machine-code))
(define term->machine-code

(lambda (term)

)

Hier sind zwei TestfSlle:

(check-expect (term->machine-code ! (+ 1 2))
(list 1 2 (make-prim I+ 2)
(check-expect (term->machine-code
I'((lambda (x) (x x)) (lambda (x) (x x))))
(list (make-abst Ix (list !'x !'x (make-ap)))
(make-abst !'x (list !x I'x (make-ap)))
(make-ap)))

Da es sich bégrm um gemischte Daten handelt, muss B wie immer D eine Verzweigung den
Rumpf der Funktion bilden:

(define term->machine-code
(lambda (term)
(cond
((symbol? term) ...)
((application? term) ...)
((abstraction? term) ...)
((base? term) ..))
((primitive-application? term) ...))))
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Die Implementierung entspricht in den einzelnen FSllen genau der thersetzungsfuinktion
Abschnit{"&]$ auf S¢ite]%". Zur Erinnerung sind hier die FSlle fYr Variablen und Basiswerte:
!
— #p fallse= b- B
le" =
$v fallse=v- V

Der Code dafYr entspricht dem direkt B wir mYssen nur daran denken, immer eine Liste zu pro
duzieren, auch wenn nur eine einzelne Instruktion herauskommt:

(define term->machine-code
(lambda (term)
(cond
((symbol? term) (list term))
((base? term) (list term))

)

Bei regulSren Applikationen sieht die tbersetzungsfunktion so aus:

W def
gt = lep"le"ap fallse= (g er)
Eswerden also Operator und Operand Ybersetzt, und das ganze zusammep-inisginion
zu einer Liste zusammengesetzt:

(define term->machine-code
(lambda (term)
(cond

((application? term)
(append (term->machine-code (first term))
(append (term->machine-code (first (rest term)))
(list (make-ap)))))

)

Bei den primitiven Applikationen sieht die Tbhersetzungsfunktion so aus:

{o}

te" € 1

Lo le"prime fallse=(Fep ... &)

Hier werden erst einmal die Operanden in Maschinencode Ybersetzt, die Resultate aneinander
hSngt, und schlie8lich kommt noch girie -Instruktion ans Ende:
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(define term->machine-code
(lambda (term)
(cond

((primitive-application? term)
(append
(append-lists
(map term->machine-code (rest term)))
(list (make-prim (first term) (length (rest term))))))

=)

Dieses StYck Code benutzt die Hilfsfunkéippend-lists , die aus einer Liste von Listen eine
einzelne Liste macht, indem die Elemente aneinandergehSngt werden. Wir realisieren sie mit Hilfe
vonfold :

; die Elemente einer Liste von Listen aneinanderh Sngen
(: append-lists ((list-of (list-of %a)) -> (list-of %a)))

(define append-lists
(lambda (list)
(fold ! () append list)))

ZurYck zur tbersetzung: Eine Abstraktion wird direkt inaisenstruktion Ybersetzt, die den
Maschinencode fYr den Rumpf enthSlt. Den Rumpf mYssen wir dementsprechend auch Yberset-
zen:

le" d:ef(v, leg") fallse= Iv.eg

(define term->machine-code
(lambda (term)
(cond

((abstraction? term)
(list
(make-abst (first (first (rest term)))
(term->machine-code
(first (rest (rest term)))))))))

Fertig ist der Compiler!
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Erweitere den Compilerm->machine-code um binSre Verzweigungen. Schreibe ein paar Tests!
!

#&.( SECD-CODE AUSFTHREN

Eine SECD-Maschine gibtOs leider nicht zu kaufen, wir simulieren sie deshalb mit einem weiter
Programm, einer sogenanntietuellen Maschine

ZunSchst sind Datende+nitionen fYr die vier Bestandteile der Maschir®,Bllig Bind
D . Die Menge hatten wir mathematisch so de+niert:

def

S w%

Entsprechend de+nieren wir den Stack als eine Liste von Werten:

; Ein Stack ist eine Liste von Werten
(define stack (signature (list-of value)))

Die De+nition von Wertemalue , entsprechend der mathematischen De-+nitiofy fkommt
etwas spSter an die Reihe.
Umgebungen aus der Memgeind mathematisch gesehen Mengen aus Tupeln:

E / V, W

Im Code sind Umgebungen Listen Bindungenden den TupellY , W entsprechen:

; Eine Umgebungst eine Liste von Bindungen.
; Dabei gibt es fYr jede Variable nur eine Bindung.
(define environment (signature (list-of binding)))

Eine Bindung besteht aus:

; - Variable

;- Wert

(define-record binding
make-binding binding?
(binding-variable symbol)
(binding-value value))
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Die leere Umgebung wird Sfter benstigt; wir de+nieren sie darum schon vor:

; die leere Umgebung
(define the-empty-environment empty)

(Aberemptyist doch kYrzer, kdnntest Du einwenden. Ja, aber dann sehen avinatgmicht

an, ob es eine leere Liste von Instruktionen oder eine Umgebung oder eine ganz andere Liste ist.)
Zwei Operationen gibt es fYr eine Umgelrinie Erweiterung um eine Bindugg )!

w] und das Nachschauen einer Binde(w). ZunSchst die Erweiterung: die Implementierung

entspricht genau der mathematischen De+nition. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; eine Umgebungumeine Bindung erweitern
(: extend-environment (environment symbol value -> environment))

Hier sind ein paar TestfSlle:

(check-expect (extend-environment the-empty-environment laxl 59)
(list (make-binding laxl 59)))
(check-expect (extend-environment
(extend-environment the-empty-environment
laxl 60)
I'slash 57)
(list (make-binding I'slash 57) (make-binding !axl 60)))
(check-expect (extend-environment
(extend-environment the-empty-environment
laxl 59)
laxl 60)
(list (make-binding laxl 60)))
Die De+nition entfernt eine eventuell vorhandene Bindurgifitt fY gt eine neue hinzu:
(define extend-environment
(lambda (environment variable value)

(cons (make-binding variable value)
(remove-environment-binding environment variable))))

FYr das Entfernen der alten Bindung ist die Hilfsfunktiomve-environment-binding  zu-
stSndig. Sie folgt der Konstruktionsanleitung. Hier die Schablone:

; die Bindung fYr eine Variable aus einer Umgebungentfernen
(: remove-environment-binding (environment symbol -> environment))
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(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) ...)
((cons? environment)

(first environment)
(remove-environment-binding (rest environment) variable)

)

Da es sich béirst environment) um eine Bindung, also zusammengesetzte Daten handelt,
k3nnen wir Aufrufe fYr die Selektoren in die Schablone aufnehmen:

(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) ...)
((cons? environment)

(first environment)

(binding-variable (first environment))

(binding-value (first environment))
(remove-environment-binding (rest environment) variable)

)

Bei der Bindung interessiert uns, ob zur gesuchten Variable geh3rt. Entsprechend vervollstSndi
wir die Schablone:

(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)
(cond

((empty? environment) empty)

((cons? environment)

(if (equal? variable (binding-variable (first environment)))
(rest environment)
(cons (first environment)

(remove-environment-binding (rest environment)

variable)))))))
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Auch die zweite Operation, das Nachschauen einer Bindung in der Umgebung, folgt der Konstruk-
tionsanleitung. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und TestfSlle:

; die Bindung fVYr eine Variable in einer Umgebundinden
(: lookup-environment (environment symbol -> value))

(check-expect
(lookup-environment (list (make-binding I'slash 57)
(make-binding !axl 60))

I'axl)
60)
(check-expect
(lookup-environment (list (make-binding I'slash 57)
(make-binding !axl 60))
I slash)
57)

Hier ist die Schablone:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) ...)
((cons? environment)

(first environment)

(binding-variable (first environment))
(binding-value (first environment))
(lookup-environment (rest environment) variable)

),

Wie beremove-environment-binding vergleicht die Funktion die Variable der Bindung mit
der gesuchten Variable. Hier ist die fertige Funktion:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) (violation "unbound variable "))
((cons? environment)
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(if (equal? variable (binding-variable (first environment)))
(binding-value (first environment))
(lookup-environment (rest environment) variable))))))

Damit sind die Operationen auf Umgebungen abgeschlossen. Als NSchstes sind Dumps an ¢
ReiheD ist als Folge von Frames de+niert:

D ¥ (s, E, )%

; Ein Dumpist eine Liste von Frames
(define dump (signature (list-of frame)))

Aus dem Frame-Tripeln machen wir eine Daten- und eine Record-De+nition:

; Ein Frame besteht aus:

; - Stack

; - Umgebung

; - Code

(define-record frame
make-frame frame?
(frame-stack stack)
(frame-environment environment)
(frame-code machine-code))

Schlie8lich fehlt noch eine ReprSsentation fYr die Mémge Werte: Ein Wert ist entweder ein
Basiswert oder eine Closure. Basiswerte wurden bereits in Abs¢hnitt "&[% duf Seite %(' de+nier
fehlen noch Closures, also Tupel aus der Méng€ , E:

; Ein SECDWert ist ein Basiswert oder eine Closure
(define value (signature (mixed base closure)))
; Eine Closure besteht aus:
;- Variable
- Code
; - Umgebung
(define-record closure
make-closure closure?
(closure-variable symbol)
(closure-code machine-code)
(closure-environment environment))
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Mit Hilfe dieser De+nitionen ist es m&glich, eine Daten- und eine Record-De+nition fYr die Zu-
stSnde der SECD-Maschine anzugeben, also die T@elBus C, D:

; Ein SECDZustand besteht aus:
; - Stack
; - Umgebung
- Code
; - Dump
(define-record secd
make-secd secd?
(secd-stack stack)
(secd-environment environment)
(secd-code machine-code)
(secd-dump dump))

Damit k3nnen wir endlich die ZustandsYbergangsfunktion schreiben. Sie akzeptiert einen SECD-
Zustand und liefert auch wieder einen. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

: ZustandsYbergang berechnen
(: secd-step (secd -> secd))

TestfSlle brauch wir auch noch. Wir machen einen Testfall pro RégeHi¥ér ist die erste Regel,
fYr Basiswerte:
(s,e,bcd) " (bse,cd)

Um es zu testen, legen wir einen SECD-Zustand an, der als Code nur den Basiswert hat. Der mYsste
hinterher auf dem Stack gelandet sein:

(check-expect

(secd-step

(make-secd empty the-empty-environment (list 5) empty))
(make-secd (list 5) the-empty-environment empty empty))

Hier die Regel fYr Variablen:
(se,ved) ! (e(v)s e, cd)

Falls also der Code miteiner Variable anfSngt, muss die SECD-Maschine sie in der Umgebung nach-
schauen. Wir stecken also eine Variable namieimsden Code und legen eine Umgebung mit
einer Bindung fYax| bei. Der Wert der Bindung muss dann auf dem Stack landen:
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(check-expect

(secd-step
(make-secd empty (list (make-binding laxl 60)) (list laxl) empty))
(make-secd (list 60) (list (make-binding laxl 60)) empty empty))

Hier die Regel fYr Primitiva:

(b ...bs,e,primecc,d) 1 (bse,gd)
wobeiF € - " K undFg (by, ..., bh)= b

FYr den Test nehmen wir die Addition. Sie benstigt die beiden Summanden auf dem Stack:

(check-expect
(secd-step
(make-secd (list 23 42) the-empty-environment
(list (make-prim I+ 2))
empty))
(make-secd (list 65) the-empty-environment empty empty))

Als nSchstes ist die Abstraktionsregel dran:
(se,(v.Hed) ! ((v.cbe)s e cd)

FYr den Test bauen wir eine Abstraktion mit Para@dtamd freier Variablslash . Die Um-
gebung enthSlt eine Bindungsish D diese sollte dann in die Closure eingepackt werden:

(check-expect

(secd-step
(make-secd empty (list (make-binding I slash 57))
(list (make-abst Faxl
(list laxl !slash (make-prim !+ 2))))
empty))
(make-secd (list (make-closure Taxi

(list 'axl !slash (make-prim !+ 2))
(list (make-binding I'slash 57))))
(list (make-binding I'slash 57))
empty empty))
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Schlie§lich bleibt noch die Applikationsregel:
(w(v,cte9s,e,apc,d) T (#€v) w],c(s e 0d)

Um sie zutesten, legen wir die Closure aus dem vorigen Testfall auf den Stack, zusammen miteinem
Argument. Danach sollte der Stack leer sein, die Umgebung sollte aus der Closure Ybernommen
worden sein, im Code sollte es mit dem Code der Closure weitergehen und der Dump sollte ein
Frame enthalten:

(check-expect
(secd-step
(make-secd (list 60
(make-closure !axl
(list 'axl !slash (make-prim !+ 2))
(list (make-binding I'slash 57))))
the-empty-environment (list (make-ap)) empty))
(make-secd empty
(list (make-binding laxl 60) (make-binding !slash 57))
(list 'axl !slash (make-prim !+ 2))
(list (make-frame empty the-empty-environment empty))))

Entsprechend den Regeln der SECD-Maschine muss der Rusgafdietep eine Verzeigung
zwischen den verschiedenen FSllen bei der Code-Komponetatevaein. Diese folgen den
Konstruktionsanleitungen fYr Listen und fYr gemischte Daten. Es ist bereits an den Regeln abzule-
sen, dass alle Regeln Zugri. auf die Komponentestatn benstigen. FYr diese werden gleich

am Anfang lokale Variablen angelegt:

(define secd-step
(lambda (state)
(define stack (secd-stack state))
(define environment (secd-environment state))
(define code (secd-code state))
(define dump (secd-dump state))
(cond
((cons? code)
(cond
((base? (first code)) ...)
((symbol? (first code)) ...)
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((prim? (first code)) ...)
((abs? (first code)) ...)
((ap? (first code)) ...))
((empty? code) ...))))
Wir Ybersetzen nun die Regeln nacheinander in Code Hier noch einmal die Regel fYr Basiswert

(s,e,bcd)? (bse,cd)

(define secd-step
(lambda (state)

(cond
((base? (first code))
(make-secd (cons (first code) stack)
environment
(rest code)
dump))

)

Hier noch einmal die Regel fYr Variablen:
(s,e,vgd) ! (e(v)s,e,.cd)

(define secd-step
(lambda (state)

(cond
((symbol? (first code))
(make-secd (cons
(lookup-environment environment (first code))
stack)
environment
(rest code)
dump))

)
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Die Regel fYr primitive Applikationen ist etwas aufwendiger:

(b ...bis,e,primgic,d) 1 (bse,cd)
wobeiFk - " KundFg (by,...,b) = b

FYr die Implementierung werden Hilfsfunktionen gebraucht, welche die Argumente vom Stack
holen und in der Reihenfolge umdrehen, die Argumente vom Stack entfernen und schlie§lich die
eigentlich&Transition berechnen:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond

((prim? (first code))
(make-secd (cons
(apply-primitive
(prim-operator (first code))
(take-reverse (prim-arity (first code))
stack))
(drop (prim-arity (first code)) stack))
environment
(rest code)
dump))

)
Die Funktiondrop ist gerade die in Aufgdbg (.& auf Seile $!* geforderte Funktion:

; die ersten Elemente einer Liste weglassen
(: drop (natural (list-of %a) -> (list-of %a)))

Dietake-reverse -Funktion ist das Pendantdiop, das die erstanElemente einer Liste in
umgekehrter Reihenfolge liefert. Dies machen wir mit einer endrekursiven Hilfsfunktion. Aus Ab-
schnit{"T."lauf Seit¢ #!| wissen wir, dass bei endrekursiver Konstruktion von Listen gerade immer
die Reihenfolge umgedreht wird:

; die ersten Elemente einer Liste in umgekehrter Reihenfolge berechnen
(: take-reverse (natural (list-of %a) -> (list-of %a)))
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(check-expect (take-reverse 2 1(12345) !(21)
(check-expect (take-reverse 0 1A 2345) ')
(check-expect (take-reverse 5 112345) !(54321)

(define take-reverse
(lambda (n list0)
;7 (¢ loop (natural (list- of a) (list- of a) -> (list- of a)))
(define accumulate
(lambda (n list acc)
(cond
((zero? n) acc)
((positive? n)
(accumulate (- n 1) (rest list)
(cons (first list) acc))))))
(accumulate n list0 ()

Al"#$%& '+."

Programmiere eine andere Versiontake-reverse , indem Du zunSchst eine endrekursive
Funktiontake schreibst, welche fYr eine Zalie erstem Elemente der Liste liefert. Schreibe
danntake-reverse als Kombination votake undreverse . Was sind die Vor- und Nachteile
beider Versionen voake-reverse ? !

Aus einem Primitivum und einer Liste von Argumenten beregppletprimitive  das Re-

sultat der primitiven Applikation. Dabei handelt es sighrimeitive  um eine Fallunterschei-

dung, der Rumpf der Funktion ist also eine entsprechende Verzweigung. FYr die Signatur vo
apply-primitive  ben&tigen wir noch eine Signatur passend zum Prfdikiitve? — auf

Seit¢ 7(&:

(define primitive (signature (predicate primitive?)))

; Delta- Transition berechnen
(: apply-primitive (primitive (list-of value) -> value))

(check-expect (apply-primitive I+ 1(1 2) 3)
(check-expect (apply-primitive - 1(2 1) 1)
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(define apply-primitive
(lambda (primitive args)

(cond
((equal? primitive I+)
(+ (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive )
(- (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive =)
(= (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive %)
(* (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive )]

(/ (first args) (first (rest args)))))))

Die Regel fYr Abstraktionen macht aus einer Abstraktion eine Closure:

(se(v,hed) ! ((v.c%e)s e cd)
Der Code macht dies genauso:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond

((abs? (first code))
(make-secd (cons
(make-closure (abst-variable (first code))
(abst-code (first code))
environment)
stack)
environment
(rest code)

dump)))
=)
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Hier die Regel fYr die Applikation:
(w(v,cte9s,e,apc,d) 1 (#€év) w],c(s e 0d)

FYrev)! w]benutzen wir die Funktiaextend-environment , die wir weiter oben geschrie-
ben haben:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond

((ap? (first code))
(define closure (first (rest stack)))
(make-secd empty
(extend-environment
(closure-environment closure)
(closure-variable closure)
(first stack))
(closure-code closure)
(cons
(make-frame (rest (rest stack))
environment
(rest code))

dump)))

)

Schlie8lich bleibt noch der Code fYr die RYckgabe eines Wertes von einer Funktion. Hier ist di
Regel:
(w,e,#(s%e5chd) 1 (ws e cf d)

Hier ist der Code dazu:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond
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((empty? code)
(define frame (first dump))
(make-secd
(cons (first stack)
(frame-stack frame))
(frame-environment frame)
(frame-code frame)
(rest dump))))

)

Damit die SECD-Maschine in Betrieb genommen werden kann, muss eimdelnin einen
Anfangszustan@,! ,!e",# Ybersetzt werden. Das erledigt folgende Hilfsfunktion:

; Aus Term SECDAnfangszustand machen
(: inject-secd (term -> secd))
(define inject-secd
(lambda (term)
(make-secd empty
the-empty-environment
(term->machine-code/t term)

empty)))

Nun k3nnen wir die Maschine ausprobieren:

(secd-step (inject-secd I(+ 1 2)

T #<record:secd (1) () (2 #<record:prim + 2>) ()>

(secd-step (secd-step (inject-secd I+ 1 2))

T #<record:secd (2 1) () (#<record:prim + 2>) ()>

(secd-step (secd-step (secd-step (inject-secd 1+ 1 2))
T #<record:secd (3) () () (>

Esfehltnoch die Auswertungsfunktalsecp , die eine Hilfsfunktion benstigt, um denre-exiv-
transitiven Abschluss des ZustandsYbergafigs berechnen:

bis zum Ende Zustands YbergSnge berechnen
(: secd-step* (secd -> secd))
(define secd-step*

(lambda (state)



DIE ENDREKURSIVE SECD-MASCHINE %*&

(if (and (empty? (secd-code state))
(empty? (secd-dump state)))
state
(secd-step* (secd-step state)))))

Die Auswertungsfunktion orientiert sich direkt an der mathematischen De+nition:

Evaluationsfunktion zur SECDMaschine berechnen
(: eval-secd (term -> (mixed value (enum I function))))

(check-expect (eval-secd I(+ 1 2) 3
(check-expect (eval-secd I'(((lambda (x) (lambda (y) (+ x ¥y))) 1) 2))
3)

(define eval-secd
(lambda (term)
(define value (first
(secd-stack
(secd-step*
(inject-secd term)))))
(if (base? value)
value
! function)))

Damit ISuft die SECD-Maschine:

(eval-secd ! (((lambda (x) (lambda (y) (+ x y))) 1) 2))
T 3

Fertig!
Al"#$%E& '+.'(

Erweitere die De+nition veecd-step um die Instruktion fYr binSre Verzweigungen. !
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Die SECD-Maschine hat einen Sch3nheitsfehler: Bei endkursiven Applikationen sollte sie eiger
lich, wie in Lehrsprachen-Programmen, keinerlei zusStzlichen Platz verbrauchen, da kein Kontt
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anfSlit. Folgende Beispielauswertung fYr den(erm ) (Ix.x x ) zeigt aber, dass der Dump
mit fortschreitender Auswertung immer grs§8er wird:

(* I, (x,xx ap)
(x,xx ap)
ap, D)
T o((x,xx ap,!), I, (x,xx ap) ap,!)
T ((x,xx ap,! ) (x,xx ap,!),!, ap, 1)
T, {(x, (X,xx ap,! ))},xx ap, ()]
T ((x,xx ap,! ), {(x, (X,xx ap,! ))}.x ap, (D))
T o((x,xx ap,! ) (x,xx ap,! ), {(x, (x,xx ap,! ))},ap, (D))
T, {(x, (x,xx ap,! ))},xx ap, O {(x (x,xx ap,! N}, N
()]
T (X xxap!), {(x, (x,xx ap,! ))}.x ap, (LA (x,xx ap, ! )} 1)
()]
T o((x,xx ap,! ) (x,xx ap,! ), {(x, (x,xx ap,! ))},ap, {0 (X xx ap,! N1,
()]
T, {(x, (x,xx ap,! ))},xx ap, O {(x (x,xx ap,! N}, N
A (xoxx ap, ! N1
(h1,1)
T ((x,xx ap,! ), {(X, (X,xx ap,! ))}.x ap, {0 (6 xx ap,! N,

( {(x (xxx ap, ! )}, 1)
()

Dieses Manko k3nnen wir zum GIYck reparieren: Die SECD-Maschine muss endrekursive und
CnormaleE Applikationen unterschiedlich behandeln. Dazu fYhren wir eine neue Instruktion na-
mendailap ein, die wi@p eine Applikation durchfYhrt, aber eine Endrekursion signalisiert:

a7 !
| tailap

Als NSchstes muss die thersetzungsfunktion von Termen in Maschinencode geSndert werden:
Applikationen, die Kontext um sich herum haben, solleapnibersetzt werden, solche ohne
Kontext mittailap . Da der Applikation allein der Kontext nicht anzusehen ist, sondern nur dem
Term GCdrumherumE, wird die Tbersetzungsfunktibin zwei Teile aufgespalten: fYreinen Term
ewird die Auswertungsfunktidd' immer dann benutzt, wenn usiKontext steht. Eine weitere
Funktion! "&wird immer dann aufgerufen, wekeinKontext drumherum steht.

Kontext entsteht immer durch Applikationen. Bei der Auswertung eineg&gem)snuss
nachey noche; ausgewertet werden, und nach Auswertungyvoruss noch die Applikation
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durchgefYhrtwerden. Sowefhls auck; stehen in Kontext. €hnlich ist es bei den Argumenten
von primitiven Applikationen.

Auf der anderen Seite schneiden Abstraktionen fYr inren Rumpf den Kontext erst einmal ab:
Obder RumpfKontext hat oder nicht, entscheidet sich erstbei der Applikation. Dementsprechenc
schalten Applikationen und Abstraktionen zwischen den beiden Funktiamet "&hin und
her:

b fallse= b- B
Y fallse=v- V
g & leg"le" ap fallse = (g 1)
ley" ... le"primg, fallse=(F ey ... &)
$ (v,'&"Y fallse= Iv.eg
! b fallse= b- B
% fallse=v- V
lgns & lep" e " tailap fallse = (g 1)
ley" ... le"primp, fallse=(F ey ... &)
$ (v,'e&"Y fallse= Iv.eg

Jetzt brauchen wir noch eine ZustandsYbergangsregekilkap digerarbeitet. Diese ergibt sich
direkt aus den Regeln &frund die RYckgabe eines Wetsdlsp  funktioniert so, wiap direkt
gefolgt von der RYckgaberegel. Hier sind die beiden Regeln noch einmal zur Erinnerung:

(w(v,ce)s,e;apc,d) 1 (%) w] ¢ (s, e,0d)

(w,e #(s%echd) 1 (wshetckd)

Da die erste Regel ein neues Dump-Frame erzeugt und die zweite ein Dump-Frame Cvernichte
entfSlit diese Arbeit in der Regelté¥lap :

(w(v,c2eds,etailap c,d) 1 (s, efv)! w]ckd)

Damit ISuft das Beispiel zwar immer noch endlos, aber immerhin, ohne immer mehr Platz zu ve
brauchen:
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(!, I, (x,xx tailap )
(x,xx tailap )
ap, )
T ((x,xx tailap ,!), [ (x,xx tailap )
ap, )
T ((X,xx tailap ,!)(x,xx tailap ,!), !, ap, D)
T, {(X, (x,xx tailap ,!))}, xxtailap , ()]
T ((x,xx tailap ,!), {(X, (X, xx tailap ,!))}, xtailap , ()]
T ((x,xx tailap ,!)(x,xx tailap ,!), {(x, (x,xx tailap ,!))}, tailap , mrn)
T, {(x, (x,xx tailap ,!))}, xx tailap , ((RE))]
T ((x,xx tailap ,!), {(x, (x,xx tailap ,!))}, xtailap , ((RE))]
T ((x,xx tailap ,!)(x,xx tailap ,!), {(x, (x,xx tailap ,!))}, tailap , ()]
T, {(X, (x,xx tailap ,!))}, xxtailap , ()]
T ((x,xx tailap ,!), {(X, (X,xx tailap ,!))}, xtailap , ()]
T ((x,xx tailap ,!)(x,xx tailap ,!), {(x, (x,xx tailap ,!))}, tailap , ()]
T, {(x, (x,xx tailap ,!))}, xx tailap , ((RE))]
T ((x,xx tailap ,!), {(X, (x,xx tailap ,!))}, xtailap , ()]

Die Implementierung der endrekursiven SECD-Maschine ist Gegenstand von tbur{gsdufgabe "&."#.

TBUNGSAUFGABEN

Al"#3%& '+.)

Erweitere die Implementierung der SECD-Maschine um korrekte Behandlung der Endrekursion!
Erweitere dazu zunSchst die Datende+nition fYr Maschinencode. Implementiere dann die tber-
setzung voh-Termen fYr die endrekursive SECD-Maschine. Erweitere schlie§lich die Zustands-
Ybergangsfunktion um einen Fall fYtailap -Instruktion.

Al"#$%& '+.*
Erweitere die SECD-Maschine um Primitiva anderer Stelligkeiten, zuneBeisgerbdd?.

Al"#$%& '+.'+
Erweitere den angewandteKalkY| um Abstraktionen und Applikationen mit mehr als einem
Parameter. Erweitere die SECD-Maschine und ihre Implementierung entsprechend.
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Al"#$%N& '+,

Zeige in der um Endrekursion erweiterten SECD-Maschingjldassimmer am Ende steht,
also tatsSchlich keinen Kontext besitzt.

Al"#3%& '+.-

Die um Endrekursion erweiterte SECD-Maschine fYhrt eine neue Maschinencode-|testeyktion
ein. Dies ist aber nicht unbedingt nstig, weil man die endrekuxpihestruktionen auch daran
erkennen kann, dass sie am Ende vom Code stehen.

Formuliere die ZustandsYbergangsregeln der SECD-Maschine mit Endrekursion so um, dz
die FunktionalitSt, also insbesondere die richtige Behandlung endrekursiver Applikationen, so dz
sie auch mit dem Ergebnis des normalen Compilers funktioniert, déailagine Instruktion
generiert.

Al"H#$%& '+

Anstatt Umgebungen durch Listen von Bindungen zu reprSsentieren, ist es auch m&glich, Funk
tionen zu verwenden, so das&up-environment folgenderma8en aussieht:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)
(environment variable)))

ErgSnze eine passende De+nitiord¥nd-environment .

Al"#3%& '+./

Auf den ersten Blick erscheint es etwas aufwendig, jedesmal bei der Auswertung einer Abstrakti
die gesamte Umgebung in die Closure einzupacken. Was wYrde sich Sndern, wenn dieser Scl
weggelassen wYrde, Closures also nur Variable und Maschinencode fYr den Rumpf enthalten w
den? Formuliere die entsprechenden Regeln fYr die SECD-Maschine und Sndere Sie die Implem
tierung entsprechend. Funktioniert die SECD-Maschine nach der €nderung noch korrekt?






NACHWORT

Das warOs. Erstmal. Wir ho.en, dass dieses Buch Dir helfen konnte, programmieren zu lernen. N
tYrlich gibt es Yber das Programmieren noch viel mehr, was es zu wissen und zu lernen gibt, a
nicht in dieses Buch passte. Hier sind einige VorschlSge, wie es weitergehen kdnnte zusammen
einigen Empfehlungen fYr BYcher dazu:

Wenn Du schonmal anderweitig programmiert hast, dann hast Du sicher in diesem Buch da
Programmieren mituweisungen an Variablgarmisst ebenso wie Ein- und Ausgabe, gra+sche
Benutzerschnittstellen und andere Interaktionen mit der CAu§enweltE. Dies sind im Program:
mierjargon alles sogenariiekte und sie gehsren zum tSglichen Handwerk des Programmierens
hinzu. Leider machen E.ekte das Programmieren deutlich schwieriger und komplexer, wir mYsse
also sparsam und sorgfSltig mit ihnen umgehen. Den Umgang mit E.ekten kannst Du direkt im
Racket-System Yben, dazu gibt es jede Menge Information im Hilfezentrum und es gibt auch Lite
ratur [FHB"#]. Ein guter Ansatzpunkt fYr das Programmieren mit verSnderbaren Variablen ist dit
ProgrammierspracRest auch dazu gibt es ein gutes Buch [KN")].

Viele Programmiersprachen arbeitefypien Typen sind etwas Shnliches wie die Signaturen
dieses Buchs, also eine Notation fYr die zulSssigen Ein- und Ausgaben von Funktionen. WShre
bei uns die Signaturen zur Laufzeit YberprYft werden, passiert dies bei Typen schon bevor das P
gramm ausgefYhrt wird. Typen sind ein mSchtiges Hilfsmittel bei der Datenanalyse und der En
wicklung korrekter Programme sein. Typen sind aber aber auch gelegentlich gewshnungsbedY'rft
weil wir ein Programm, das nichttypkorrektist, nichtausprobieren kSnnen, was gelentlich den Pro
grammieraufwand erhsht und es erschwert, Fehlerursachen zu +nden. Bei den getypten Spracl
sindScaldCB"%)] unddaskel[Hut"Ibesonders spannend und lehrreich.

In diesem Buch haben wir nur kleine Programme geschrieben, die jeweilsin eine einzelne Da
passen. Wenn aus einem einfachen Programraggnes Systetnd, mYssen wir uns Gedanken
machen, wie wir das so organisieren, dass wir nicht stSndig alles im Kopf behalten mYssen, wa
dem System so passiert, wenn wir es weiterentwickeln. Diese Gedanken gehSren unter den Ot
begri. Softwarearchitektwrnd auch da gibt es noch mehr zu lernen. Spannend ist da aktuell eine
Sammlung von Techniken unter der tberscbxdfnain-Driven Desidi&val%].

Au8erdem gibt es natYrlich viele andere Programmiersprachen mit teils anderen Ideen als «
Lehrsprachen dieses Buchs wie zum Belsjpidbrientierte ProgrammieradgriLogikprogram-
mierung Am nSchstliegenden sind die anderen Programmiersprachen des Racket-Systems,
unter die CHauptspracheE, die auch Racket hei§t. Information darYber +ndest Du im Hilfezen-
trum im Racket Guid@uch fYr objektoriente Programmierung ist Racket ein guter Ausgangs-
punkt, schau im Hilfezentrum in den Racket Guide uDkasses and ObjeBts Racket ISsst sich
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auch die Sprache fYr LogikprogrammieMimiianren installieren und es gibt dazu ein tolles
Buch [FBKH")]. Wer sich grundsStzlich fYr Programmiersprachen und ihre Konzepte interessiert,
ist mit einschiSgigen BYchern von Christian Wagenknecht [Wag'™] und Norman Ramsey [Ram$$]
aufgehoben. Ersteres bildet die Konzepte sogar allesamt in Racket ab.

Viel Freude dabei!
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INDEX FTR VARIABLEN

<,[%Ph
<=, @PA)
=, %606
>,[%oPh
>z @P/o

abs,[$)1] F#)

abst ,[%({

abstraction ,[%(&
abstraction? ,[%(%
addition ,[%('
addition? ,[%(}

alles [$
an-unknown-parent ,[#&]
ancestor? ,[#&l$
and,[%pb
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animate ,[#$]

ap, [#6((

append[J%
append-element,[$)#
append-lists ,[%)}
application ,[%(8
application? ,[%(&
apply-primitive ,[%7Y"

balanced-search-tree-insert
balanced-search-tree? [%]#
band-sorted? ,[%T]

base,[%(]

base?,[%(]

between,[$H[$1&

big-bang ,#%$

il

&l&

billig-strom
binding ,[%)"
blank-road-window ,[#$&
boolean ,[74&
boolean?,['$]]

both [TGL™T

car ,[#3$f
car-length ,[F$f
car-on-position?
car-width ,[#$}
check-error ,[%
check-expect ,[$)
check-property [

circle [

circle-area 3]

closure ,[%)&

color ,f#T

compute,[%(#

concatenate ,["JH[ %0
cond,[§]

confluence ,[#&
confluence-location &
confluence-main-stem ,[F&)(
confluence-tributary ,FF&(
cons,["(]

cons-list ,[™ ][]
cons-list-of  ,[T§
cons?,["(]

contract ,['&]
contract-payment ,["&#
contract-rest ,['&)

copies ,[$I

A

i
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count-from ,[$1%

creek [#)o
curry ,[%
cute? ,[& T

date ,["%(
date<="?,[&F

dead-eyes,[#g"
define-record ,JLILITHFI %
depth ,[F#&)
dillo ,f%M$.A")
dillo-body ,[#¥
dillo-image Ay’
dillo-on-road A
dillos-on-road ,[F#po
dizzy (make-band-member Dizzy
Reed1963)),[%$
drawn-games[$%&, Foo'

duff (make-band-member Duff
McKagan1964))[%$
dumpe)g.

ellipse [
else ,[M]
empty-image,[7%4$
empty-list ,[™ |
enumyr
environment ,[%)'
equal?,[%")
eschach,[#&
euros,[*%&
eval-secd ,[%%&
even?,[$r7]
evens,#t§
every? ,[%(

exchange-for-cute ,[(T]

expect ,[%3!

expression ,[%('
extend-environment ,[%)%
extract-games ,[$%)

false ,[#3
feed-animal [

feed-dillo ([T
feed-parrot ["&
filter ,[$&"

first [™]1C]
flows-from? [#f
fold ,[F9

for-all %, A&
frame,[%0)&
from,[$(]

gamef$#)
game-draw2[$%4%
gap-height ,[#$%
guest-points %[, $po#
guns-n-roses ,[%!$

heat->temperature ,[%[#¥#
heat-water ,["][%
heat-water-0 ,[&}
heat-water-1 ,[&}6
heat-water-2 ,[&
highway75,["(]
home-points ,[$#) [$AT, $Po"
home-won-game$%
home-won7$%

hour,[)(J

if [T
image-height ,[F#
image-width ,[F#
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initial-world [
inject-secd ,[%*V0
insert ,[%'$
instruction ,[%(]
integer ,[${
integer-from-to ,[%(
invert ,[$)][$)$
invert-helper ,[$)7]

lambda,[™]

later [

length ,["O1 )%

line ,FFT

list ,[T]
list->balanced-search-tree [7071$
list-apply ,[$&& 3"

list-fold-left FH

list-length ,["C,][((]

list-min ,[7)]

list-min-nonempty [

list-of [H

list-of-numbers ,["(JT(&
list-product ,["(],[$&(

list-sum ,[™]| F&([S)H[F]
list-sum-helper ,[B)(F™T]
list-team-goals [ $&pb
list-total-goals RN
live-dillos ,[)4[3%)
live-dillos-under-car-count [
london-hudson ,[#&}

lookup-environment ,[%)%, %**

machine-code,[%(]
make-balanced-node, [#)]
make-both,["9]
make-compute-points ,[$%$

make-multiple ,[™]
make-sized-node ,[#(]
map$&]

marking-count ,[F$&
marking-height ,[#$%
marking-segment-pixels ,[#3]
markings ,[#$%

max-profit ,[$¥)]
member7#T]

meters->pixels ,[F#Sp
meters-per-tick ,[#9)
minute ,[)(]
minutes-since-midnight  [JJ]J7]

minutes-since-midnight->wallclock-time

[
mixed,[™T
modefFT|
model,[J%
mouse-event,[F%A'
multiple ,[%[™]
multiplication ,[%(]'
multiplication? ,[%('

natural ,[${
natural? ,["$]
neckar-1 [F&
next-world ,[#A'
no-slope ,[$&
node-of ,F8&
not ,[74&
nothing ,["%g*

nth 1§
number[${

number?[$]

0dd?,$7]
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on-key ,[#7$
one-euro ,[*%6%0
or,[%6p6

overlay ,[# %
overlayxy ,[# %

pad-event , [F7(

parent ,[#&I[#8&%
parent-ancestor? [#&#
parrot ,[T]["§

person,#&#

pet [T T

pixels->meters ,[F3H
place-car-on-road ,[F#p
place-dillos-on-road  ,[F##
place-image ,[F&
place-image-align ,[F&
place-image-on-road "
place-score ,[F#H#
plays-game?,[$%*
plays-game?/team ,[$'9|
plays-nYrnberg? ,[$&
polygon Y’

position ,[F#$H

positive? ,[™]]

posn,{#y'

power, [ 34

power2[$7]]

predecessor ,[™)]
prim [ 7A((
prime-powers-stream ,[$()]
primitive ,[%7Y"
primitive-application [P
primitive-application? P&
primitive? ,[%(&
proper-sized-search-tree?  ,[%]"

pulled-point ,[#$

rational ,[${

rational? [9]

react-to-key ,[F¥%

real ,[$]

real? ,['$]]

rectangle ,[#
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Schreibe Dein Programm!

Dieses Buch zeigt Dir, wie Du *Deine* Programme schreiben kannst.

Egal, ob Du noch nie programmiert hast oder schon programmieren kannst, Dich aber
fragst, ob das wirklich immer so eine Frickelei sein muss. Im Zentrum steht ein di
daktischer Ansatz, der anders ist als bei den meisten anderen ProgrammierbYchern:
systematisch und nachvollziehbar, auf der Basis von *Konstruktionsanleitungen*. Die
speziell fYr dieses Buch entwickelten Lehrprogrammiersprachen und die Programmier
umgebung DrRacket unterstYtzen Dich zusStzlich und erm&glichen Dir, schnell interes
sante und korrekte Programme zu schreiben. (Videospiele sind drin zum Beispiel.)

*Schreibe Dein Programm!* wurde urspr¥nglich fYr die universitSre AnfSngerausbil
dung entwickelt und seit mehr als 20 Jahre stetig verbessert und weiterentwickelt. Seit
vielen Jahren dient es au8erdem als EinfYhrung in die *funktionale Programmierung* in
professionellen Schulungen.
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