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VORWORT
VON PROF. TORSTEN GRUST, UNIVERSIT€T T†BINGEN

Schriftsteller fŸrchten die leere Seite. Maler fŸrchten die wei§e Leinwand. FŸr Architekten ist es
die grŸne Wiese. FŸr Programmierer ist es der Cursor, der fordernd im leeren Fenster des Editors
blinkt . . . Wie geht man eine Programmieraufgabe an, wenn zu Beginn keine einzige Zeile Code
existiert, wenn keine Funktion oder Datenstruktur Orientierung bietet, und wenn zwarallesmšg-
lich aber gerade deshalb schwer greifbar erscheint?

Mike Sperber und Herbert Klaeren haben inSchreibe Dein Programm!hierzu gute Nachrich-
ten. Programme lassen sich nŠmlich sehr systematisch konstruieren und Ð teilweise nahezu auto-
matisch Ð aus der gegebenen Problemstellung ableiten. †ber das gesamte Buch verstreut +nden
sichKonstruktionsanleitungen, deren Programmskelette konkrete Hinweise auf die Struktur der
Lšsung des Problems geben. Steht das Skelett erst einmal, lassen sich dessen LŸcken oft unmit-
telbar vervollstŠndigen, teils durch die Nutzung weiterer derartiger Konstruktionen, teils weil sich
die Komplettierung direkt aus dem Problem ergibt. Programmierung mittels dieser Konstruktions-
anleitungen kommt dem disziplinierten ingenieursmŠ§igen Bauen nŠher als alles andere.

Aus meinen VorlesungenInformatik I an der UniversitŠt TŸbingen kommen die Studieren-
den nicht heraus, ohne sich ordentlich Çdie Finger schmutzig gemacht zu habenÈ. In der Vorlesung
selbst, den wšchentlichen †bungsblŠttern und zusŠtzlichen betreuten Programmierstunden wird
Code geschrieben, was das Zeug hŠlt. Dabei konnte ich bereits Hunderte von Studierenden Ð typi-
scherweise echte AnfŠnger, die noch keine Programmiersprache kennen Ð beobachten, wie mittels
Konstruktionsanleitungen die Herausforderung des leeren Editors angenommen und gemeistert
wurde. Die resultierenden Programme sind (zumeist;-) ) korrekt, kompakt und, vor allem, lesbar
und nachvollziehbar. Wir kšnnen so in derInformatik I erstaunlich anspruchsvolle Aufgaben an-
gehen und sind am Ende des zweiten Drittels der Vorlesung in der Lage, die StudierendenPacMan,
TetrisoderAsteroidsnachbauen zu lassen.

Schreibe Dein Programm!ist gleichzeitig eine EinfŸhrung in die funktionale Programmierung
mit Scheme. Scheme selbst tritt mit seiner einfachen Syntax in den Hintergrund" und gibt den Blick
frei auf die essentiellen Ideen des Denkens und Programmierens mit (mathematischen) Funktio-
nen. Genau wie Mike Sperber und Herbert Klaeren bin ich Ÿberzeugt, dass dieses elegante Pro-
grammierparadigma Çgekommen ist, um zu bleibenÈ und auf lange Sicht Programmierstil und
-sprachen weitreichend beein-ussen wird. Zusammen mit den Konstruktionsanleitungen gibt die-

" Wo wir Ÿblicherweise einen Zoo von Notationen x + 1 , sin( x ) , x 2 , |x |,
!

x , x !, . . . nutzen, begnŸgt sich Scheme
uniform mit der Notation (f x) .



! VORWORT

ses Buch ProgrammieranfŠngern daher gleich zwei SuperkrŠfte mit auf den Weg. Das nenne ich
einenDeal!

Torsten Grust
TŸbingen, Juli $!"*
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" WIE DU DAS MEISTE AUS DIESEM BUCH HERAUSHOLST

Der Inhalt dieses Buchs ist Ÿber viele Jahre weiterentwickelt worden, was dazu gefŸhrt hat, dass es
sich von vielen anderen BŸchern zur EinfŸhrung in die Programmierung deutlich unterscheidet.

Bevor es mit dem eigentlichen Sto. losgeht, enthŠlt dieses Kapitel einige Hinweise dazu, wie
Du am e.ektivsten damit umgehst, damit Du mšglichst schnell Deine eigenen Programme selbst
schreiben kannst.

".# VORKENNTNISSE

Das Buch richtet sich an alle, die Programmieren lernen mšchten. Es kann au§erdem als EinfŸh-
rung in die sogenanntefunktionale ProgrammierungfŸr diejenigen dienen, die bereits in einem
anderen Paradigma (zum Beispiel objektorientierte Programmierung) programmieren kšnnen.

Die benštigten Vorkenntnisse haben wir versucht, auf ein Minimum zu reduzieren. Grund-
kenntnisse in Mathematik sind hilfreich, aber nur in geringem Ma§e notwendig. Alles, was darŸber
hinausgeht, ist im Buch erlŠutert.

".! ANREDE

DiesesBuchbenutzt inderAnredeÇDuÈundÇwirÈ.MitÇDuÈbistDu,alsodieLeserin,derLeser
oder das Lesy gemeint. Mit ÇwirÈ meinen wir uns, die Autoren. Wir benutzen oft Formulierun-
gen wie ÇZunŠchst schreiben wir eine SignaturÈ, wenn wir Ÿber die Beispiele im Buch schreiben,
die wir uns fŸr Dich ausgedacht haben. Wenn das Buch Dich mit ÇDuÈ anspricht, haben wir ein
konkretes Anliegen fŸr Dich.

".$ SOFTWARE

Die Programmierbeispiele dieses Buchs bauen auf der Programmierumgebung DrRacket auf, die
speziell fŸr die Programmierausbildung entwickelt wurde. DrRacket ist kostenlos im Internet auf

https://www.racket-lang.org/

erhŠltlich und lŠuft auf Windows-, Mac- und Unix-/Linux-Rechnern.
Achte darauf, dass Du mindestens Version ).' bekommst. Das ist besonders relevant, wenn Du

einen anderen Installationsweg wŠhlst, wie zum Beispiel einen Package-Manager fŸr eine Linux-
Distribution.

https://www.racket-lang.org/


% AUFGABEN

".% PROGRAMMIERSPRACHE

Wer Programmieren lernt, muss sich mit ziemlich vielen Dingen herumschlagen: den Konzepten
einer konkreten Programmiersprache, den dort benutzten Schreibweisen, einer Programmierum-
gebung und den sonstigen Werkzeugen, die fŸr das Programmieren benštigt werden.

Die meisten Programmiersprachen und deren Werkzeuge sind fŸr professionelle Entwickler
entwickelt worden und setzen damit viele Kenntnisse voraus, die Du ja erst noch lernen willst.

Aus diesem Grund verwendet der vorliegende Text eine Serie von speziell fŸr die Lehre entwi-
ckelten Programmiersprachen, die aufRacketundSchemebasieren und beim Racket-System mit-
geliefert werden. Im Lieferumfang von Racket ist die EntwicklungsumgebungDrRacketenthalten,
die es Dir erlaubt, einfach Programme in diesen Sprachen zu schreiben und laufen zu lassen.

".& ENGLISCH

Das Buch ist natŸrlich auf Deutsch, und auch die Programmierumgebung DrRacket kann ihre
MenŸs und sonstigen Texte auf Deutsch darstellen.

Die Programmiersprachen benutzen allerdings englische Wšrter, und wir benutzen in Pro-
grammenenglischeNamen fŸrallesmšgliche.Daserfordert keine fortgeschrittenenEnglischkennt-
nisse. Bei selteneren Wšrtern liefern wir die †bersetzung. (Du kannst gern deutsche Namen in Dei-
nen Programmen benutzen.)

Au§erdem haben wir noch nicht alle Fehlermeldungen ins Deutsche Ÿbersetzt, arbeiten aber
daran.

".' EXKURSE

Generell wurde das Buch so geschrieben, dass die Kapitel und die Abschnitte innerhalb der Kapitel
aufeinander aufbauen. Ab und zu jedoch gibt es Abschnitte (in der Regel solche mit Mathema-
tik), die wir interessant +nden, die aber nicht notwendig sind, um das darauf folgende Material zu
verstehen. Diese Abschnitte sind mit dem Wort ÇExkursÈ gekennzeichnet.

".( AUFGABEN

Das Buch enthŠlt viele †bungsaufgaben. Es ist unerlŠsslich, dass Du zumindest einige davon bear-
beitest, wenn Du lernen willst, eigenstŠndig zu programmieren.



ZUSATZMATERIAL &

Jedes Kapitel enthŠlt in den Text eingebettet Aufgaben, die sich auf den unmittelbar voran-
gehenden Sto. beziehen. (Das Zeichen! markiert jeweils, wenn die Aufgabe zu Ende ist und es
mit dem Text weitergeht.) Diese solltest Du bearbeiten, um sicherzustellen, dass Du diesen Sto.
verstanden hast. Von den Aufgaben am Kapitelende kannst Du Dir die aussuchen, die Dir gefallen.

".) ZUSATZMATERIAL

Das Buch ist aus demD!"#P$%&$'(( -Projekt entstanden, das sich allgemein mit der e.ektiven
Ausbildung im Programmieren beschŠftigt. Das Projekt hat seine Homepage hier:

https://www.deinprogramm.de/

Dort kannst Du die aktuelle Version des Buches herunterladen und weiteres Material, wie zum
Beispiel Publikationen zum didaktischen Konzept.

".* CODE

In diesem Buch arbeiten wir mit vielen Beispielprogrammen, die zumeist nach und nach entwickelt
werden. Unsere langjŠhrige Erfahrung hat gelehrt, dass es ermŸdend und vielleicht auch langweilig
sein kann, diese Programme nur zu lesen. Du wirst wahrscheinlich mehr davon haben, wenn Du die
Entwicklungen zumindest teilweise am Rechner nachvollziehst und die Programme ausprobierst,
erweiterst oder damit experimentierst. Du musst den Code dieser Programme dafŸr nicht abtippen,
sondernkannst ihneinfachherunterladen.DafŸrgibteszweiMšglichkeiten:AufderWebseitezum
Buch gibt es den Code unter dem Link ÇZusatzmaterialienÈ zum Herunterladen. Den genauen
Dateinamen weisen wir im Text immer so aus:

elemente/tile.rkt Code

Falls Du eine elektronische Version des Buches liest, ist der Dateiname au§erdem ein Link: Draufkli-
cken und Du kommst zum Code.

".#" B†ROKRATISCHE DIDAKTIK

Wir wollen ehrlich sein: Programmieren ist eine komplexe TŠtigkeit und damit schwierig. Wir Ð die
Autoren Ð verbringen bereits weit Ÿber die HŠlfte unseres Lebens damit und lernen immer noch
dazu. Aber Programmieren macht auch immens Freude, wenn man erfolgreich eigenstŠndig aus

https://www.deinprogramm.de/
https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/tile.rkt


' VERBESSERUNGEN

puren Gedanken etwas machen kann, das lŠuft und kommuniziert. Der Lernaufwand lohnt sich
also.

Aber niemand hat Freude daran, bei der Lšsung einer Programmieraufgabe steckenzubleiben
und in einer Sackgasse zu landen. Wir wollen Dir darum mit diesem Buch nicht einfach nur schš-
ne Beispielprogramme prŠsentieren, sondern Dir Schritt fŸr Schritt vermitteln,wiesie geschrieben
wurden und Ð vor allem Ð wie Du Deine eigenen schreibst.

Die Methode, die wir dafŸr entwickelt haben und erfolgreich bei Hunderten von Program-
mieranfŠngerinnen und -anfŠngern angewendet haben, wird Dir auf den ersten Augenblick enorm
bŸrokratisch erscheinen: Dieses Buch behandelt sozusagen die deutsche Beamtenmethode des Pro-
grammierens.

Gelegentlich wirst Du Dich gegŠngelt fŸhlen und vielleicht auch etwas genervt. Aber Du wirst
(ho.entlich!) diese Techniken nach und nach einsetzen kšnnen, um nicht nur †bungsaufgaben
anderer zu lšsen, sondern auch Deine eigenen Ideen umzusetzen und Deiner eigenen KreativitŠt
freien Lauf zu lassen: DafŸr brauchst Du die Methoden dieses Buchs, inklusive der BŸrokratie.

Zwei Elemente tragen besonders zum Lernerfolg bei:
¥ Die Konstruktionsanleitungenschreiben Dir Schritte vor, mit denen Du von einer Problem-

stellung zur Lšsung kommst Ð die deutschen Beamtenvorschriften sozusagen.
¥ DieMantrassind wiederkehrende Prinzipien der Programmierung, die es lohnt, immer parat

zu haben. Zum GlŸck gibt es nur eine Handvoll.

".## VERBESSERUNGEN

Ein letzter Punkt noch dazu, wiewir das meiste aus dem Buch herausholen: Falls Du im Buch einen
Fehler bemerkst oder einen Vorschlag hast, wie wir es besser machen kšnnten, freuen wir uns Ÿber
RŸckmeldung. Das kannst Du entweder per E-Mail ansdp@deinprogramm.demachen oder Ð
noch besser Ð Ÿber einen ÇIssueÈ oder ÇPull RequestÈ zum Quelltext des Buchs. Diesen Quelltext,
der derzeit Ÿber dem Onlinedienst GitHub verwaltet wird, erreichst Du Ÿber die Webseite zum
Buch:

https://www.deinprogramm.de/sdp/

mailto:sdp@deinprogramm.de
https://www.deinprogramm.de/sdp/


# ELEMENTE DES PROGRAMMIERENS

Dieses Kapitel gibt einen †berblick Ÿber das wichtigste Handwerkszeug des Programmierens. FŸr
den Einstieg solltest Du Racket heruntergeladen haben. In Abschnitt !.# auf Seite # steht wo.

#.# DRRACKET

Zu Racket gehšrt ein Programm namensDrRacket: starte es. Es erscheint ein Fenster, das un-
gefŠhr so aussehen sollte wie in Abbildung ".". Die Benutzerober-Šche kannst Du auf Deutsch
umstellen, indem Du imHelp-MenŸ aufDeutsche BenutzeroberflŠche fŸr DrRacket
drŸckst. Wenn Du die Auswahl bestŠtigst, wird DrRacket danach beendet und Du musst es noch
einmal starten; dann sollten die MenŸs auf Deutsch sein.

DrRacket ist eineEntwicklungsumgebung, mit der Du Programme schreiben und ausfŸhren
kannst. DrRacket unterstŸtzt nicht nur eine einzige Programmiersprache, sondern viele. Darum
musstDudie richtigeProgrammiersprache fŸrdiesesBuchnochauswŠhlen.WŠhledazudenMenŸ-
punkt Sprache ! Sprache auswŠhlen(Language ! Choose languagein der engli-
schen Fassung), worauf ein neues Fenster mit einem Dialog erscheint. In dem Dialog gibt es ei-
ne AbteilungLehrsprachen , und darunter eine †berschrift namensDeinProgramm, unterhalb
dessen mehrere EintrŠge erscheinen, die speziell auf die Kapitel dieses Buchs zugeschnitten sind.

FŸr den ersten Teil des Buchs ist die EbeneSchreibe Dein Programm! - AnfŠnger zu-
stŠndig: WŠhle diese aus und drŸcke dann einmal oben rechts auf den KnopfStart (beziehungs-
weiseRun), damit die Auswahl aktiv wird. Das Ergebnis sollte dann so aussehen wie in Abbil-
dung ".$.

Das DrRacket-Fenster besteht aus zwei Teilen:
". In der oberen HŠlfte des Fensters (demEditor-oderDe!nitionsfenster) steht der Programm-

text. Der Editor funktioniert Šhnlich wie ein regulŠres Textverarbeitungsprogramm. Was dort
steht, kannst Du abspeichern. Wenn Du ein Programm abspeicherst, benutze die Endung
.rkt fŸr ÇRacketÈ.

$. In der unteren HŠlfte des Fensters Ð demInteraktionsfensteroder der sogenanntenREPL" wer-
den die Ausgaben des Programms angezeigt. Au§erdem kannst Du einzelne Programmteile
gezielt testen.

" ÇREPLÈ steht fŸr ÇRead-Eval-Print-LoopÈ Ð wir werden spŠter zeigen, warum.



) AUSDR†CKE UND DIE REPL

Abbildung !.!: DrRacket nach dem ersten Start

#.! AUSDR†CKE UND DIE REPL

Fangen wir mit der REPL an: Wenn Du geradeStart gedrŸckt hast, dann erscheint der Cursor
rechts von dem>-Zeichen: Hier kannst Du etwas eingeben und Return drŸcken. DrRacket zeigt
dann das Ergebnis darunter an.

Wenn Du zum Beispiel123eintippst, zeigt DrRacket gleich darunter "$# an. DrRacket kann
auch rechnen. DafŸr musst Du allerdings die Rechenaufgaben etwas anders aufschreiben als sonst.
Zum Beispiel so:

(+ 123 42)

Wenn Du das in die REPL eingibst, zeigt DrRacket165 an, dieSummevon "$# und %$. Diese
ÇRechenaufgabeÈ ist ein sogenannterAusdruck. AusdrŸcke, die etwas ausrechnen sollten, haben
in den Lehrsprachen immer die gleiche Form:

( Operator Operand...)

Es stehenimmerKlammern drumherum (und die kšnnen auch nirgendwo sonst stehen). Dann
folgt derOperator, der bestimmt,wasgemacht wird (dieOperation). Danach kommen dieOperan-
den, welche die Eingaben fŸr die Operation bestimmen.

Zum Merken ist es hilfreich, AusdrŸcke entsprechend vorzulesen: Also nicht mehr Çhun-
dertdreiundzwanzig plus zweiundvierzigÈ, sondern ÇdieSummevon hundertdreiundzwanzig und
zweiundvierzigÈ.



AUSDR†CKE UND DIE REPL *

Abbildung !.": DrRacket mit ausgewŠhlter Lehrsprache

Wenn Du Klammern vergisst, kšnnen verwirrende Ergebnisse herauskommen. Wenn Du zum
Beispiel+ 123 42in der REPL eintippst, sieht das so aus:

> + 123 42
#<function:+>
123
42

Das liegt daran, dass ohne Klammern+ 123 32ausdreiAusdrŸcken besteht und die REPL des-
halb auch drei Ergebnisse ausdruckt: Die Funktion+, dann die123, dann42. (Die Operation+
ist eine sogenannte Funktion Ð das erlŠutern wir spŠter noch genauer.) €hnlich verhŠlt es sich mit
123 + 42Ð probiere es aus!

WennDuversehentlichdieKlammernsetzt, aberdenOperatordazwischenschreibst, erscheint
in der REPL eine Fehlermeldung:

> (123 + 42)
Operator darf keine Zahl sein, ist aber 123

Etwas Šhnliches passiert, wenn das Leerzeichen zwischen dem Operator und den Operanden fehlt Ð
oder zwischen den Operanden. Das sieht zum Beispiel so aus:

> (+123 42)
Operator darf keine Zahl sein, ist aber 123



#" AUSDR†CKE UND DIE REPL

Das liegt daran, dass+123zusammen die Zahl Çplus hundertdreiundzwanzigÈ bildet und nicht
etwa in das+-Zeichen und123aufgeteilt wird.

Wenn ein Ausdruck wie(+ 123 42) ein Ergebnis wie "'& hat, schreiben wir das im Buch
zukŸnftig so, etwas anders als die DrRacket-REPL:

(+ 123 42)
"! 165

So lassen sich natŸrlich nicht nur Summen, sonderen auch Di.erenzen, Produkte (mit dem Ope-
rator* ) und Quotienten (mit dem Operator/ ) ausrechnen:

(- 123 42)
"! 81
(* 123 42)
"! 5166
(/ 123 42)
"! 2.9 285714

Beim letzen Ausdruck ist zu sehen, dass Dezimalzahlen mit Punkt und nicht mit Komma geschrie-
ben werden. Der †berstrich bei2.9 285714ist einePeriode. Die Zahl ist also eigentlich

2.9285714285714285714285714285714...

Die REPL funktioniert also folgenderma§en: Sieliesteinen Ausdruck ein (auf Englisch ÇreadÈ),
berechnet dessen Wert oderwertetdiesenaus(ÇevalÈ, kurz fŸr ÇevaluateÈ) und zeigt das Ergebnis
an oderdrucktdiesesaus(ÇprintÈ) Ð und dann geht es von vorn los, wie in einer Schleife (ÇloopÈ).
Die AbfolgeRead-Eval-Print-Loopgibt der REPL ihren Namen.

AusdrŸcke kšnnen auch kombiniert werden, zum Beispiel so:

(* 123 (+ 20 22))
"! 5166
(* 123 (+ (* 2 10) 22))
"! 5166

Bei der Kombination verschiedener AusdrŸcker ist es wichtig, dass um jeden Teilausdruck wieder
ein Klammernpaar kommt. Ist das nicht der Fall, erscheinen gelegentlich auch mal Fehlermeldun-
gen wie diese hier:

(* 123 (+ * 2 10 22))
+: Zahl als erstes Argument erwartet, #<function:*> bekommen



DAS DEFINITIONSFENSTER ##

Das liegt daran, dass das* hier an der Stelle eines Operanden steht. Das WortArgumentsteht fŸr
den Wert des Operanden einer Funktion, darum steht da sinngemŠ§, dass+ eine Zahl als erstes
Argument etwartet, aber stattdessen die Funktion* bekommen hat. (Das Wort ÇArgumentÈ de-
+nieren wir genauer in Abschnitt " auf Seite $$.)

Abspeichern geht mit der REPL nicht, und der REPL-Inhalt verschwindet auch jedesmal,
wenn DuStart beziehungsweiseRundrŸckst. Du kannst aber frŸhere Eingaben zurŸckholen,
indem DuStrg- " beziehungsweiseControl- " (je nach Computertyp) drŸckst. (Das geht natŸr-
lich auch nach unten mitStrg- # beziehungsweiseControl- #.) Das kannst Du auch benutzen,
um einen fehlerhaften Ausdruck zu korrigieren, bei dem Du schon Return gedrŸckt hast.

A!"#$%& '.'

Schreibe folgende ÇmathematischenÈ AusdrŸcke in der Notation der Lehrsprache in die REPL
und lasse die REPL sie auswerten:

55$ 27
23$ (44 + 27)

23
44 + 44

23

(23 + 42) $ (12 + (14 $ 2))

!

#.$ DAS DEFINITIONSFENSTER

Kommen wir zum De+nitionsfenster oben. Dort schreibst Du Dein Programm, die REPL kannst
Du dann benutzen, um es auszuprobieren. Schreib in das De+nitionsfenster folgendeDe!nition:

(define alles (+ 20 22))

Diese De+nition besagt, dass der Namealles fŸr das Ergebnis von(+ 20 22) steht. Um das
auszuprobieren, drŸck auf den KnopfStart beziehungsweiseRunrechts oben. Der Cursor landet
dann wieder in der REPL, wo Du das Programm ausprobieren kannst:

alles
"! 42

Ein solcher Name in einem Programm hei§tVariable.$

$ Obwohl der Begri+ ÇVariableÈ suggeriert, dass etwas daran verŠndert werden kann, bleibt der Wert einer Va-
riable immer gleich.



#! DAS DEFINITIONSFENSTER

Hier sind ein paar weitere Beispiele fŸr De+nitionen von Variablen:

(define one 1)
(define temperature 23)
(define birgit-prinz 9)

Du kannst auch diese Namen in die REPL eingeben und bekommst jeweils den dazugehšrigen
Wert, wenn Du Return drŸckst:

one
"! 1
temperature
"! 23
birgit-prinz
"! 9

Bei der Gestaltung eines Namens gibt es weitgehende Freiheiten. Anders als in anderen Program-
miersprachen sind auch Bindestriche in Namen mšglich. Nur Leerzeichen sind nicht erlaubt.

Gro§- und Kleinschreibung ist bei Namen egal. Es funktioniert also auch:

Alles
"! 42
ONE
"! 1
tEmPeRaTuRe
"! 23

In einem Programm kannst Du ZeilenumbrŸche und EinrŸckung benutzen, um Dein Programm
Ÿbersichtlicher zu gestalten. Zum Beispiel kannst Du nachalles die Return-Taste drŸcken, das
Ergebnis sieht so aus:

(define alles
(+ 20 22))

DrRacket rŸckt die zweite Zeile ein bisschen ein, um auszudrŸcken, dass sie noch in die Klammern
vomdefine gehšrt. Bei komplizierteren AusdrŸcken ist das hilfreich:

(define alles
(+ 20

(* 11 2)))



RECHNEN OHNE ZAHLEN #$

HierstelltDrRacketdieOperandenderSummegenauuntereinander.DrRacketzwingtDichnicht,
die EinrŸckung genau so zu machen, und durch €nderungen im Programm gerŠt sie auch manch-
mal aus dem Lot. In dem Fall kannst Du die Tab-Taste drŸcken (auf den meisten Tastaturen steht
%!| auf der Tab-Taste) und in der Zeile, in welcher der Cursor steht, wird die EinrŸckung korri-
giert. Wenn Du einen Abschnitt im Programm markierst und dann Tab drŸckst, wird der ganze
Abschnitt neu eingerŸckt. Es gibt au§erdem einen MenŸpunktRacket ! Alles einrŸcken
(beziehungsweiseRacket ! Reindent All ), der das fŸr das gesamte Programm macht.

EinweitererpraktischerTrick ist, dassDueinengeklammertenAusdruckmarkieren (unddann
ausschneiden) kannst, indem Du auf die š.nende oder schlie§ende Klammer doppelt klickst. Ins-
besondere kannst Du den markierten Ausdruck dann mit einem Druck auf die Tab-Taste korrekt
einrŸcken.

A!"#$%& '.(

Bring bei einem mehrzeiligen Programm die EinrŸckung richtig durcheinander, zum Beispiel so:

(define nr
(+ 12

(- (* 42
13)

500)))

Benutze dann die Tab-Taste, um die EinrŸckung wieder zu korrigieren. !

Den Inhalt des De+nitionsfenster kannst Du abspeichern, indem Du auf den Knopf mit dem Dis-
kettensymbol # drŸckst. Du bekommst dann ein Dialogfenster, in dem Du einen Dateinamen
vergeben kannst.

#.% RECHNEN OHNE ZAHLEN

Computerprogramme kšnnen nicht nur mit Zahlen rechnen. In diesem Abschnitt geht es um das
Rechnen mit Text und das Rechnen mit Bildern.

# Disketten wurden im !". Jahrhundert verwendet, um Daten zu speichern. Es gab damals noch keine Speicher-
karten oder USB-Sticks.



#% RECHNEN OHNE ZAHLEN

Zeichenketten(auf EnglischStrings) reprŠsentieren Text. Literale fŸr Zeichenketten haben folgen-
de Form:

" z1z2 . . . zn "

Dabei sind diezi beliebige einzelne Zeichen, au§er" selbst. Beispiel:

" Herbert was here! "

Das AnfŸhrungszeichen (" ) kann nicht ÇungeschŸtztÈ vorkommen, da es das Ende der Zeichen-
kette markiert. Es wird als ÇechtesÈ AnfŸhrungszeichen innerhalb einer Zeichenkette durch\ "
dargestellt:

" Herbert sagt \ " Hallo Mike\ " ! "

Abbildung !.#: Zeichenketten

#.%.# RECHNEN MIT TEXT

Aus Text kann durch doppelte AnfŸhrungszeichen ein Wert werden:

" Mike Sperber "
" Herbert Klaeren "
" Schreibe Dein Programm!"

Solche Text-Werte hei§enZeichenketten.
Die einfachste Art, eine Zeichenkette herzustellen, ist, die Buchstaben hinzuschreiben, aus de-

nen sie besteht. Die AnfŸhrungszeichen mŸssen drumherum, damit die Zeichenketten von ande-
ren AusdrŸcken unterschieden werden kšnnen. Die AnfŸhrungszeichen gehšren aber nicht zu den
Buchstaben dazu, aus denen die Zeichenkette besteht Ð" abc" besteht aus den drei Buchstaben
abc.

Abbildung ".# beschreibt die genaue Schreibweise fŸr solche ÇfestenÈ Zeichenketten. Feste
Schreibweisen fŸr Werte hei§en allgemeinLiterale. Das kennen wir schon von den Zahlen: Die
Zeichenfolge123steht fŸr die Zahl ÇhundertdreiundzwanzigÈ. KŠsten wie Abbildung ".# werden
in diesem Buch noch oft dazu dienen, neue Sprachelemente einzufŸhren.

Mit Text kann ein Programm auch rechnen, und zwar mit der eingebauten Funktionstring-
append, die zwei Zeichenketten aneinanderhŠngt:

(string-append " Herbert " " Mike" )
"! " HerbertMike "
(string-append " Mike" " " " ist doof " )
"! " Mike ist doof "



RECHNEN OHNE ZAHLEN #&

Die eingebaute Funktionstring-length liefert die Anzahl der Zeichen in einer Zeichenkette:

(string-length " Herbert " )
"! 7
(string-length " Mike" )
"! 4

Die Namenstring-append undstring-length sehen auf den ersten Blick ÇandersÈ aus als
+und* zum Beispiel, dieser Eindruck tŠuscht jedoch: Sie sind allesamt Namen von vorde+nierten
Operationen, die Programme benutzen kšnnen, ohne sie selbst de+nieren zu mŸssen.

Die vorde+nierten Funktionenstring->number undnumber->string konvertieren zwi-
schen Zahlen und den Zeichenketten, die diese darstellen:

(string->number " 23" )
"! 23
(number->string 23)
"! " 23"

A!"#$%& '.)

Mache Dir den Unterschied zwischen der Zahl23 und der Zeichenkette" 23" klar. Probiere zum
Beispiel aus:

(+ " 23" 42)
(string-append 23 " 42" )
(number->string " 23" )

!

#.%.! RECHNEN MIT BILDERN

Programme kšnnen auch mit Bildern rechnen. Dazu wird eine Erweiterung zu DrRacket benštigt,
einsogenanntesTeachpack.Umeszuaktivieren,wŠhledenMenŸpunktSprache ! Teachpack
hinzufŸgen (Language ! Add Teachpack). In dem folgenden Dialog wŠhleimage.rkt
aus und drŸckeOK. Dann musst Du noch einmal aufStart drŸcken. Wenn alles geklappt hat,
steht unten in der REPLTeachpack: image.rkt .

DasTeachpackimage.rkt enthŠlt zusŠtzlichevorde+nierteFunktionen,mitdenenwirBilder
herstellen kšnnen. Zum Beispielsquare, circle undstar-polygon :



#' RECHNEN OHNE ZAHLEN

(square 40 " solid " " red " )

"!
(circle 20 " solid " " green" )

"!
(star-polygon 20 10 3 " solid " " blue " )

"!

Schauen wir uns das eingebautestar-polygon etwas nŠher an: Es akzeptiert fŸnf Eingaben, die
ersten drei davon sind Zahlen Ð die SeitenlŠnge, die Seitenanzahl und die Anzahl der Ecken, die fŸr
jede Seite Ÿbersprungen wird. Danach kommen zwei Zeichenketten Ð" solid " hei§t, dass das In-
nere des Sterns ausgefŸllt ist und" blue " ist die Farbe. Statt" solid " kannst Du auch" outline "
schreiben, dann wird auch etwas klarer, was ÇŸberspringenÈ hei§t:

(star-polygon 20 10 3 " outline " " blue " )

"!

A!"#$%& '.*

WofŸr stehen die Zahleneingaben beisquare undcircle ? Probiere unterschiedliche Zahlen aus!
Es gibt auch eine eingebaute Funktionrectangle . Kannst Du ein funktionierendes Beispiel fŸr
den Einsatz vonrectangle konstruieren? Au§erdem gibt es eine eingebaute Funktionellipse ,
die genauso benutzt wird wierectangle Ð probiere sie aus! !

Bilder sind Werte wie Zahlen und Zeichenketten auch. Du kannst mit De+nitionen auch Namen
dafŸr vergeben:

(define s1 (square 40 " solid " " red " ))
(define c1 (circle 40 " solid " " green" ))
(define p1 (star-polygon 20 10 3 " solid " " blue " ))

A!"#$%& '.+

Probiere diese De+nitionen in der REPL aus, indem Du dorts1, c1 undp1eingibst. Was passiert,
wenn Du(s1) eingibst? Warum? !
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A!"#$%& '.,

Du kannst auch Bilddateien oder Bilder von Webseiten in Dein Programm einfŸgen, wie in einem
Textverarbeitungsprogramm. Das geht so:

¥ Um eine Bilddatei einzufŸgen, wŠhle den MenŸpunktEinfŸgen ! Bild einfŸgen be-
ziehungsweiseInsert ! Insert Image .

¥ Um ein Bild aus einer Webseite einzufŸgen, wŠhle aus dem KontextmenŸ im BrowserBild
kopieren (oderCopy Imageoder so Šhnlich) aus. Du kannst das Bild dann in DrRacket
Ÿber den MenŸpunktBearbeiten ! EinfŸgen beziehungsweiseEdit ! Paste ein-
fŸgen.

Probier es aus und gib dem Bild einen Namen! !

Mit Bildern kann DrRacket auch rechnen:

(beside s1 p1)

"!
(above s1 c1)

"!
(above (beside s1 p1) (beside p1 c1))

"!

A!"#$%& '.-

Probiere in der REPL folgende AusdrŸcke aus:

(triangle 50 " outline " " red " )
(square 100 " solid " " blue " )

Schreibe mit Hilfe der Funktionentriangle undsquare einen Ausdruck, der ein ganz einfaches
Haus berechnet. !

Das hei§t,aboveakzeptiert als Eingabe zwei (oder mehr) Bilder und macht daraus wieder ein Bild,
in dem die Teilbilder Ÿbereinander stehen. Das gleiche gilt fŸrbeside , nur dass die Bilder ne-
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beneinander angeordnet werden. SelbstverstŠndlich kšnnenaboveundbeside auch kombiniert
werden.

#.& ABSTRAKTION UND APPLIKATION

elemente/tile.rkt Code

Hier sind zwei AusdrŸcke, welche die Bilder aus dem vorigen Abschnitt zu einem Muster kombi-
nieren:

(above
(beside s1 p1)
(beside p1 s1))

"!

(above
(beside p1 c1)
(beside c1 p1))

"!

Beide AusdrŸcke folgen dem gleichen Muster, sie ÇkachelnÈ jeweils zwei Bilder in einer quadrati-
schen Anordnung. Das Muster kšnnte man so hinschreiben:

(above
(beside a b)
(beside b a))

Das erste Beispiel entsteht, indem fŸra s1 eingesetzt wird und fŸrb p1, im zweiten fŸra p1 und
fŸrb dannc1.

Dieses Muster kannst Du in ein Programm gie§en. Dann mŸssen wir nicht jedesmalabove
.. . beside .. . beside eintippen. Dazu schreibst Du es erst einmal genauso hin, also mita und
b. Wenn es startet, erscheint folgende Meldung:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/tile.rkt
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a: Variable nicht definiert

Das bedeutet, dass es keine De+nition fŸra gibt. Du kšnntest eine hinschreiben, zum Beispiel:

(define a s1)

Aber dann wŠrea aufs1 festgelegt. Wir wollen stattdessen das Muster verallgemeinern, so dass Du
es mehrmals mit unterschiedlichen Werten fŸra undb verwenden kannst. Dieser Verallgemeine-
rungsprozess hei§t beim ProgrammierenAbstraktion. DafŸr mŸssen wir dem Muster noch etwas
hinzufŸgen, um zu sagen, dass wir unterschiedliche Werte fŸra undb einsetzen wollen:

(lambda (a b)
(above
(beside a b)
(beside b a)))

Daslambda ist eine Art Zauberwort, es sagt soviel wie: ÇFŸr die Variablena und b mšchte ich
spŠter (und vielleicht mehrmals) Werte einsetzen.È Wenn Du das Programm jetzt startest, geht die
Fehlermeldung weg und in der REPL erscheint:

#<function>

Das deutet darauf hin, dass bei demlambdaeine Funktion herauskommt. Um etwas damit anzu-
fangen, gib ihr einen Namen mitdefine :

(define tile
(lambda (a b)

(above
(beside a b)
(beside b a))))

(Alles schšn richtig einrŸcken! ÇTo tileÈ hei§t auf Deutsch ÇkachelnÈ.%)
Dadurch ist eine neue Operation entstanden. Die kannst Du direkt verwenden:

(tile s1 p1)

"!

% Wir mšgen gern englischsprachige Namen fŸr Variablen. Das ist aber eine rein persšnliche PrŠferenz Ð gern
kannst Du deutschsprachige Variablen fŸr Deine eigenen Programme verwenden.
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(tile p1 c1)

"!

Was ist da passiert? Am einfachsten kann man das in einem speziellen Werkzeug sehen, demStepper.
Um ihn zum Einsatz zu bringen, stelle sicher, dass im De+nitionsfenster folgendes Programm steht:

(define s1 (square 40 " solid " " red " ))
(define c1 (circle 40 " solid " " green" ))
(define p1 (star-polygon 20 10 3 " solid " " blue " ))

(define tile
(lambda (a b)

(above
(beside a b)
(beside b a))))

(tile s1 p1)
(tile p1 c1)

Dann drŸck auf denStepper -Knopf (beziehungsweiseStep in der englischen Fassung) oben
rechts im DrRacket-Fenster. Es erscheint ein neues Fenster, das so aussieht:

Abbildung !.$: Der Stepper in Aktion

WennDu jetztdenKnopfmitdemVorwŠrts-beziehungsweisedemRŸckwŠrts-Pfeil drŸckst, kannst
Du zusehen, wie DrRacket Dein Programm ausfŸhrt. Wenn Du ein paar Schritte vorwŠrts gehst,
sieht das so aus:
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Abbildung !.%: Stepper: Variable ersetzen

Du kannst sehen, wie DrRacket jeweils einen Schritt auf einmal auswertet Ð der ist auf der linken
Seite grŸn Ð und dann rechts durch das Resultat ersetzt. Oben kannst Du sehen, wie der Stepper
die Variabletile durch denlambda-Ausdruck aus der De+nition vontile ersetzt. Das macht
der Stepper auch mit den De+nitionen vons1 undp1:

Abbildung !.&: Stepper: Variable

Interessantwirdesdanach.DieVariablenausdenDe+nitionensindalleersetzt.Hinterdemlambda-
Ausdruck stehen jetzt das Quadrat und der Stern, und die werden jetzt fŸr die Variablen aus dem
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lambda-Ausdruck eingesetzt, also das Quadrat fŸra und der Stern fŸrb:

Abbildung !.': Stepper: Applikation

Dabei verschwindet auch daslambda.

A!"#$%& '..

Probiere das Beispiel im Stepper aus und klicke Dich bis zum Ende durch. Mache Dir dabei klar,
wie jeweils die linke mit der rechten Seite zusammenhŠngt. !

(tile s1 p1) ist eine sogenannteApplikation: ein Ausdruck mit Klammern drum. Der Opera-
tor und die Operanden der Applikation sind ebenfalls AusdrŸcke. Der Operator ergibt eine Funkti-
on Ð entweder eingebaut oder aus einemlambda-Ausdruck. Eine Applikation wird auch oftFunk-
tionsaufrufoderFunktionsanwendunggenannt.

Wenn die Funktion einlambda-Ausdruck ist wie in Abbildung ".(, dann muss es genauso viele
Operanden geben wie derlambda-Ausdruck Variablen hat. Dann wertet DrRacket den Ausdruck
wie folgt aus:

". Die Operanden werden ausgewertet und ergeben die Eingaben fŸr die Funktion, die sogenann-
tenArgumente.

$. Die Argumente werden fŸr die Variablen deslambda-Ausdrucks Ð die sogenanntenParame-
terÐ im Innenteil deslambda-Ausdrucks, demRumpfeingesetzt.

Lambda-AusdrŸcke hei§en auchAbstraktionen. Abbildung ".) fasst zusammen, wie Abstraktionen
und Applikationen aufgebaut sind und ausgewertet werden.
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Eine Abstraktion hat folgende Form:

(lambda ( p1 . . . pn ) e)

Diepi sind jeweils Namen, dieParameter, unde ist derRumpf. In edŸrfen diepi vorkommen.
Der Wert einer Abstraktion ist eineFunktion, welche fŸr jeden Parameter eine Eingabe erwartet.
EineApplikationeiner Funktion hat folgende Form:

( f a 1 . . . an )

f ist ein Ausdruck, der eine Funktion ergeben muss, dieai sind ebenfalls AusdrŸcke, dieArgu-
mente. Bei der Auswertung einer Applikation werden zunŠchstf und dieai ausgewertet; danach
geht es mit der Auswertung des Rumpfes der Funktion weiter, wobei fŸr die Parameterpi jeweils
die Werte der Argumenteai eingesetzt werden.

Abbildung !.(: Abstraktion und Applikation

Verwirrend ist vielleicht der Unterschied zwischen Abstraktion und Funktion: Die Abstrak-
tion ist derlambda-Ausdruck im Programm, die Funktion ist der Wert, der bei der Programm-
auswertung dabei herauskommt. Wir verwenden im Buch aber hŠu+g den Begri. ÇFunktionÈ fŸr
eine Abstraktion, weil uns interessiert, was bei der Abstraktion herauskommt.

A!"#$%& './

Kannst Du das Ergebnis einer Applikation vontile wieder als Eingabe fŸr ein erneutestile
benutzen? Probier es aus! !

#.' INFORMATION UND DATEN

Eine De+nition wie

(define mehrwertsteuer 19)

suggeriert, dass die Zahl "* an dieser Stelle eine Bedeutung Çin der realen WeltÈ hat, zum Beispiel
in einem Programm, das eine Registrierkasse steuert oder das bei der SteuererklŠrung hilft. Die
Bedeutung kšnnte folgende Aussage sein: ÇDer Mehrwertsteuersatz betrŠgt "*%.È Dieser Satz re-
prŠsentiertInformation, also einen Fakt Ÿber die Welt oder zumindest den Ausschnitt der Welt, in
dem das Programm arbeiten soll. In Computerprogrammen wird Information in eine vereinfachte
Form gebracht, mit der das Programm rechnen kann Ð in diesem Fall die Zahl "*. Diese vereinfachte
Form hei§tDaten: Daten sindReprŠsentationenfŸr Information.

Eine der wichtigsten Aufgaben beim Programmieren ist, die richtige Form fŸr die Daten zu
wŠhlen, um die fŸr das Programm relevanten Informationen darzustellen und die Informationen
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Ein Semikolon; kennzeichnet einenKommentar. Der Kommentar erstreckt sich vom Semikolon
bis zum Ende der Zeile und wird von DrRacket ignoriert.

Abbildung !.): Kommentare

dann in Daten zu Ÿbersetzen.
Nicht immer ist o.ensichtlich, welche Information durch bestimmte Daten reprŠsentiert wer-

den. Die Zahl $# zum Beispiel kšnnte eine Reihe von Informationen darstellen:
¥ die Anzahl der Haare von Bruce Willis
¥ die aktuelle Au§entemperatur in¡C in TŸbingen
¥ die maximale Au§entemperatur vom ".(.$!!! in¡C in TŸbingen
¥ die Grš§e in m2 des Schlafzimmers
¥ die RŸckennummer von Alexandra Popp

Welche gemeint ist, hŠngt vom Kontext ab. Damit andere unsere Programme lesen kšnnen, wer-
den wir also immer wieder klarstellen mŸssen, was der Kontext ist und wie Information in Daten
zu Ÿbersetzen ist und umgekehrt. An konkreten Beispielen kšnnen (und sollten) wir dazu einen
Kommentar anbringen:

(define bruce-willis 23) ; Anzahl der Haare
(define temperatur-tŸbingen 23) ; 23" C in TŸbingen
(define temperatur-tŸbingen-2000-07-01 23)

; 23" C in TŸbingen am 7.1.2000
(define schlafzimmer 23) ; Schlafzimmer ist 23m2

(define alexandra-popp 23) ; RŸckennummer

Das Semikolon kennzeichnet den Rest Zeile alsKommentar. DrRacket ignoriert diese Zeile beim
Auswerten, aber fŸr menschliche Leserinnen ist sie nŸtzlich. Abbildung ".* fasst zusammen, wie
das Semikolon funktioniert.

#.( PROGRAMME SYSTEMATISCH KONSTRUIEREN

elemente/stromtarif.rkt Code

In Abschnitt ".& haben wir gezeigt, wie Abstraktion und Applikation bei der Programmauswer-
tung funktionieren. Das VerstŠndnis dafŸr ist wichtig, aber Du musst beim Schreiben Deines Pro-
gramms nicht die ganze Zeit daran denken, wie DrRacket Dein Programm auswertet. Entspre-
chend kŸmmern wir uns in diesem Buch hauptsŠchlich darum, wie Du Programme systematisch
konstruierst. Schauen wir uns das anhand einer kleinen aber realistischen Aufgabe an:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/stromtarif.rkt
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Betrachte folgende Stromtarife. Beide Tarife bestehen aus einer monatlichen GrundgebŸhr und
einem Teil, der sich nach den verbrauchten Kilowattstunden (kWh) richtet.

GrundgebŸhr pro Monat Verbrauchspreis pro kWh

Tarif ÇBillig-StromÈ e %,*! e !,"*

Tarif ÇWatt fŸr wenigÈ e ),$! e !,"'

". Schreibe ein Programm, das den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiert und den im
Tarif ÇBillig-StromÈ zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnet.

$. Schreibe ein Programm, das den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiert und den im
Tarif ÇWatt fŸr wenigÈ zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnet.

Fangen wir mit dem ersten Aufgabenteil an!

Funktion ZunŠchst einmal: Da steht ÇSchreibe ein Programm ...È. In den Lehrsprachen dieses
Buchs hei§t das immer ÇSchreibe eineFunktion. . .È. SpŠter werden wir Programme schreiben, die
neben der ÇHauptfunktionÈ noch ÇHilfsfunktionenÈ haben, aber das Prinzip bleibt immer das
gleiche.

Wenn dort steht, Çdas den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiertÈ, dann bedeutet
dies, dass die Funktion den Monatsverbraucht als Eingabe akzeptieren soll Ð also als Argument.

Ebenso bedeutet Çund den .. . zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnetÈ, dass
die Funktion diesen Rechungsbetrag als Ergebnis liefern soll.

GerŸst Funktionen, die ein Problem aus einer Aufgabenstellung lšsen, sollten immer einen Na-
men haben Ð den sollten wir uns gleich am Anfang ausdenken. Der Namebillig-strom bietet
sich an. Wir wissen schon, dass die Funktion den Verbrauch in Kilowattstunden akzeptiert. Wenn
wir uns fŸr Kilowattstunden auch noch einen Namen ausdenken, kšnnen wir direkt ein unfertiges
Programm hinschreiben, ohne gro§ nachzudenken:

(define billig-strom
(lambda (kWh)

...))

Wichtig:Schreibe diesesGerŸstunbedingt hin, auch wenn Du noch keine Vorstellung hast, wie es
danach weitergeht. Immer. Jedes Mal.

Rumpf FŸr das Berechnen des Rechnungsbetrags kšnnen wir eine Formel aufschreiben: Er ist
die Summe aus der GrundgebŸhr und dem Produkt aus Energie (in Kilowattstunden) und dem
Preis einer Kilowattstunde. Entsprechend mŸssen wir den Rumpf der Funktion ergŠnzen:
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(define billig-strom
(lambda (kWh)

(+ 4.90 (* 0.19 kWh))))

Die Funktionbillig-strom kannst Du jetzt aufrufen:

(billig-strom 10)
"! 6.8
(billig-strom 20)
"! 8.7
(billig-strom 30)
"! 10.6

Die Funktionbillig-strom ist ein einigerma§en winziges Programm. Wenn Programme grš-
§er werden, ist hŠu+g nicht mehr unmittelbar ersichtlich, was die Programmteile tun oder ob sie
tatsŠchlich korrekt sind. Es ist darum sinnvoll, die Funktion mit einigen Programmelementen zu
ergŠnzen, welche die VerstŠndlichkeit erhšhen und auch die Wahrscheinlichkeit, dass die Funktion
korrekt ist. In den nŠchsten Abschnitten nehmen wir uns diese Programmelemente einzeln vor.

#.) KURZBESCHREIBUNG

Als erste UnterstŸzung der Lesbarkeit stellen wir einer Funktion eine kurze Beschreibung voran,
die sogenannteKurzbeschreibung, die beschreibt, was die Funktion macht. Eine prŠgnante Zeile ist
dafŸr genug. Das kšnnte so aussehen:

; monatlichen Rechnungsbetrag f Ÿr Tarif Billig- Strom berechnen

(define billig-strom ...)

#.* SIGNATUR

Die Lesbarkeit des Programms wird au§erdem durch dieSignaturunterstŸtzt, die beschreibt, wel-
che Art von Daten die Funktion als Argumente erwartet und welche sie liefert.

Die Anzahl der Kilowattstunden auf dem ZŠhlerableseblatt ist in der Regel eine ganze Zahl, die
nicht negativ sein kann. Die Ausgabe kann hingegen zwei Nachkommastellen enthalten, ist also ein
Bruch. Um die Signatur zu schreiben, benutzen wir fŸr die Beschreibung dieserSortenmathema-
tische Namen. Eine ganze, nicht-negative Zahl hei§t auchnatŸrliche Zahl. Ein Bruch hei§t auch
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EineSignaturbeschreibt eine Menge oder Sorte von Werten.

Die Signaturstring beschreibt eine Zeichenkette.

Folgende Signaturen fŸr Zahlen sind eingebaut:

natural natŸrliche Zahlen (0, 1, 2. . .)
integer ganze Zahlen (0, 1, %1, 2, %2, . . .)
rational BrŸche beziehungsweise rationale Zahlen
real reelle Zahlen
number beliebige Zahlen

Diese Liste bildet einen ÇTurmÈ: Jede natŸrliche Zahl ist auch eine ganze Zahl (da kommen noch
die negativen Zahlen hinzu), jede ganze Zahl ist auch eine rationale Zahl (BrŸche mit Nenner
ungleich " kommen hinzu), jede rationale Zahl ist eine reelle Zahl (nicht-rationale Zahlen wie

&
2

kommen hinzu, und jede reelle Zahl ist auch eine Zahl (komplexe Zahlen kommen hinzu).

Signaturen fŸr Funktionen haben die Form

( s1 . . . sn -> s)

Die Signaturens1 . . . sn sind die Signaturen fŸr die Argumente der Funktion unds die Signatur
fŸr das Ergebnis.

Abbildung !.!*: Signaturen

EineSignatur-DeklarationfŸr eine Funktion hat folgende Form:

(: f ( s1 . . . sn -> s))

Sie sagt aus, dass das Verhalten der Funktion der Signatur entspricht: Wenn die Eingaben der
Funktionf den Signaturens1 . . . sn entspricht, dann entspricht die Ausgabe der Signaturs.

Abbildung !.!!: Signatur-Deklarationen

rationale Zahl. Die Signatur-Deklaration fŸrbillig-strom sollte gleich nach der Kurzbeschrei-
bung kommen und sieht so aus:

(: billig-strom (natural -> rational))

Die Signaturnatural ist fŸr die natŸrlichen Zahlen zustŠndig,rational fŸr BrŸche.
Diese Signatur-Deklaration besteht aus der Form(: ...) , dem Namen der Funktion und

ihrer Signatur,(natural -> rational) . Diese Signatur hat einen Pfeil-> in der Mitte und
steht deshalb fŸr eine Funktion. Links vom Pfeil steht, was die Funktion als Eingabe akzeptiert,
rechts vom Pfeil die Ausgabe. Die Signatur-Deklaration ist also so zu lesen: ÇBillig-strom ist
eine Funktion, die eine natŸrliche Zahl als Eingabe akzeptiert und eine rationale Zahl als Ausgabe
produziert.È



!) TESTS

EinTesthat die folgende Form:

(check-expect t e)

Wenn das Programm lŠuft, wertet DrRacket den Test-Ausdruckt aus und ŸberprŸft, ob er
mit dem Wert des Ausdruckse Ÿbereinstimmt. Wenn nicht, schlŠgt der Test fehl und wird von
DrRacket protokolliert.

Abbildung !.!": Tests

Abbildungen "."! und "."" beschreiben das Format von Signaturen und Signatur-Deklarationen
genauer.

#.#" TESTS

Wir haben oben in der REPL die Funktionbillig-strom ausprobiert, indem wir DrRacket
mehrere Aufrufe mit unterschiedlichen Eingaben haben auswerten lassen. Anhand dieser Beispiele
kšnnen wir auch (vielleicht mit einem Taschenrechner) ŸberprŸfen, ob die Funktion dabei korrek-
te Ergebnisse produziert hat.

Diese Beispielaufrufe sind noch hilfreicher fŸr Leserinnen und Leser, wenn sie im Programm
stehen. Gepaart mit den erwŸnschten Ergebnissen erleichtern sie das VerstŠndnis. Im Programm
schreiben wir das folgenderma§en, gleich nach der Signatur:

(check-expect (billig-strom 10) 6.8)
(check-expect (billig-strom 20) 8.7)
(check-expect (billig-strom 30) 10.6)

Wenn wir jetzt das Programm laufen lassen, steht in der REPL:

Alle 3 Tests bestanden!

Das neue Programmelementcheck-expect (siehe Abbildung "."$) macht nŠmlich einen soge-
nanntenTestfalloderTest. In diesem Falle meldet DrRacket, dass mit den Tests alles geklappt hat.
AberdasProgrammkšnnteeinenFehlerenthalten.Wennwir inderDe+nitionvonbillig-strom
statt4.90 ÇversehentlichÈ5.90 schreiben, sieht die Ausgabe anders aus:

Check-Fehler:
Der tatsŠchliche Wert 7.8 ist nicht der erwartete Wert 6.8.
in stromtarif.rkt, Zeile 5, Spalte 0
Der tatsŠchliche Wert 9.7 ist nicht der erwartete Wert 8.7.
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in stromtarif.rkt, Zeile 6, Spalte 0
Der tatsŠchliche Wert 11.6 ist nicht der erwartete Wert 10.6.
in stromtarif.rkt, Zeile 7, Spalte 0

(Wir haben den Code unter dem Namenstromtarif.rkt abgespeichert, darum taucht dieser
Dateiname in den Fehlermeldungen auf.)

Die Tests weisen also auf mšgliche Fehler hin. Das ist so wertvoll, dass wir in Zukunftimmer
Tests schreiben werden, und zwar nach der Signatur. Insbesondere werden wir die Tests schreiben,
bevorwir die De+nition angehen. Das nervt manchmal, ist aber psychologisch sinnvoll, damit wir
uns vorher Ÿberlegen, wie das richtige Verhalten der Funktion aussehen soll. Wenn wir die Tests
hinterher schreiben, ist die Versuchung gro§, die Funktion einfach in der REPL aufzurufen und
das tatsŠchliche Ergebnis in den Test zu Ÿbernehmen, ohne es auf Korrektheit zu ŸberprŸfen.

Bei den drei Tests oben mŸssten wir vielleicht einen Taschenrechner bemŸhen. Es gibt aber
fast immer mindestens einen mšglichen Test, der ganz einfach ist. In diesem Fall ist das:

(check-expect (billig-strom 0) 4.9)

Das gewŸnschte Ergebnis kšnnen wir direkt der Tabelle entnehmen. Der Test ŸberprŸft nur den
Grundbetrag und nicht den pro-kWh-Preis Ð es braucht also weitere Tests Ð ist dafŸr aber einfach
zu schreiben.

Wie viele Tests sollte man schreiben? Das hŠngt von der KomplexitŠt der Funktion ab. Aber
drei sollten es bei einfachen Funktionen sein, bei komplizierteren mehr.

Ein weiteres Kriterium ist, dass jeder Teil des Programms, das wir geschrieben haben, im Laufe
der Tests einmal ausgewertet werden sollte. DrRacket kann Dir dabei helfen. Wenn Du das Pro-
gramm nur auf die Funktionsde+nition reduzierst (also alle Tests und Beispielaufrufe entfernst)
und dann laufen lŠsst, ist der Rumpf vonbillig-strom blau hinterlegt. (Au§erdem Teile der
Signatur vonbillig-strom .) Diese Hinterlegung zeigt die sogenannteAbdeckungan: Die blau
hinterlegten Programmteile sind noch nie gelaufen und wurden ergo auch noch nicht getestet. Es
fehlen also noch Tests. In Zukunft achten wir also darauf, dass nichts blaues Ÿbrigbleibt Ð andern-
falls mŸssen wir mehr Tests schreiben. Wir kommen in Abschnitt $.# auf dieses Thema zurŸck.

Bei Programmen, die Bilder erzeugen, ist es in der Regel nicht mšglich, die TestfŠlle vorher
zu schreiben. Du kannst aber Beispiele ausprobieren, die Du Dir vorher Ÿberlegt hast, und diese
visuell ŸberprŸfen. Wenn Dir ein Ergebnis richtig erscheint, kannst Du das Bild aus der REPL in
das Programm kopieren. In der REPL kšnnte das so aussehen:

(square 40 " solid " " red " )

"!
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Du kannst dann das Quadrat aus der REPL kopieren, also zum Beispiel mit der Maus markieren
und dann mitCtrl-C beziehungsweiseStrg-C oderCommand-Ckopieren und dann ins Pro-
gramm mitCtrl-V beziehungsweiseStrg-V oderCommand-VeinfŸgen und dann daraus folgen-
den Test machen:

(check-expect (square 40 " solid " " red " ) )

A!"#$%& '.'0

Schreibe fŸrtile zwei Tests! !

†brigens ist eine Signatur-Deklaration auch so eine Art Testfall. Das sehen wir, wenn wir absicht-
lich einen Fehler wie diesen hier machen:

(check-expect (billig-strom " 30" ) 13.0)

Probier es aus! Es erscheint zusammen mit den Meldungen Ÿber die Tests eine Meldung Ÿber eine
Signaturverletzungwie folgt:

Signaturverletzungen:
bekam "30" in stromtarif.rkt ..., Signatur in stromtarif.rkt ...

In der Meldung stehen klickbare Links, die Dir zeigen, wo die Signaturverletzung passiert ist und
welche Signatur verletzt wurde.

Wenn Signaturverletzungen erscheinen, solltest Du diese genau lesen, weil sie auf ein Problem
in Deinem Programm hinweisen und wertvolle Hinweise zu dessen Lšsung geben.

#.## KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN

Wir haben im vorigen Abschnitt folgende Arbeitsschritte kennengelernt, die zu einer Funktion
fŸhren:

¥ GerŸst
¥ Kurzbeschreibung
¥ Signatur-Deklaration
¥ Tests
¥ Rumpf
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Diese Reihenfolge ist der Reihenfolge ihrer EinfŸhrung in diesem Kapitel geschuldet. ZukŸnftig ist
es sinnvoll, dass wir diese Schritte immer in der gleichen und zwar in folgender Reihenfolge durch-
fŸhren:

¥ Kurzbeschreibung
¥ Signatur
¥ Tests
¥ GerŸst
¥ Rumpf

Dies entspricht auch der Reihenfolge, in der die entsprechenden Elemente im Programm stehen:
Wenn Du diese Reihenfolge befolgst, kannst Du Dein Programm einfach ÇherunterschreibenÈ.

Eine solche Anleitung zur Konstruktion von Programmen nennen wir in diesem BuchKon-
struktionsanleitung. Da noch viele weitere Konstruktionsanleitungen hinzukommen werden, be-
kommen sie Nummern. Die erste Konstruktionsanleitung legt den Ablauf fest und bekommt dar-
um die besondere Nummer !. Wir fŸgen gleich noch zwei weitere Elemente hinzu Ð Datenanalyse
und Schablonen Ð die wir in spŠteren Kapiteln erlŠutern werden.

K12345!647123$28&74!2# 0 (A%8$!")

Gehe bei der Konstruktion einer Funktion in folgender Reihenfolge vor:
". Kurzbeschreibung
$. Datenanalyse
#. Signatur-Deklaration
%.Tests
&. GerŸst
'. Schablonen
(. Rumpf

FŸr jeden dieser Schritte gibt es jeweils eine Konstruktionsanleitung, fŸr manche mehrere je nach
Situation. Es mag Dir ŸbermŠ§ig bŸrokratisch vorkommen, immer die gleiche Reihenfolge einzu-
halten und immer nach der jeweiligen Konstruktionsanleitung vorzugehen. BŸrokratisch ist das in
jedem Fall, aber auch eine wertvolle Hilfestellung, die verhindert, dass Du in unnštige Sackgassen
gerŠtst. Wenn Du irgendwann beim Lšsen einer Aufgabe in eine Sackgasse gerŠtst, solltest Du als
erstes ŸberprŸfen, ob Du auch nach den Konstruktionsanleitungen vorgegangen bist. Oft ist die
Ursache des Problems, dass einer der Schritte fehlt.

ZunŠchst einmal fŸhren wir Konstruktionsanleitungen fŸr die Schritte des Ablaufs ein, die wir
schon auf der Liste haben:
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K12345!647123$28&74!2# ' (K!59%&3:;5&7%!2#)

Schreibe fŸr die Funktion zunŠchst einen Kommentar, der ihren Zweck kurz beschreibt. Ein
Satz, der auf eine Zeile passen sollte, reicht. Beispiel:

; monatlichen Rechnungsbetrag f Ÿr Tarif Billig- Strom berechnen

Die Kurzanleitung fŸr die Datenanalyse, die Du vielleicht an dieser Stelle vermisst, gibt es erst
in Kapitel $. An dieser Stelle hier wird sie noch nicht benštigt.

K12345!647123$28&74!2# ( (S7#2$4!5-D&68$5$4712)

Schreibe fŸr die Funktion direkt unter die Kurzbeschreibung eine Signatur-Deklaration. Da-
zu denke Dir zunŠchst einen mšglichst aussagekrŠftigen Namen aus. †berlege dann, welche
Sorten die Ein- und Ausgaben haben und schreibe dann eine Signatur, welche die Ein- und
Ausgaben der Funktion mšglichst prŠzise beschreiben. Beispiel:

(: billig-strom (natural -> rational))

Achte bei den Zahlen-Signaturen besonders auf eine mšglichst prŠzise Signatur. Bei der Funk-
tion billig-strom wŠre auch die Signatur(number -> number) korrekt, aber nicht so
genau.

K12345!647123$28&74!2# ) (T&343)

Schreibe unter die Signatur Tests fŸr die Funktion. Denke Dir dafŸr mšglichst einfache, aber
auch mšglichst interessante Beispiele fŸr Aufrufe der Funktion aus und lege fest, was dabei
herauskommen soll. Mache aus den Beispielen Tests mitcheck-expect . Beispiel:

(check-expect (billig-strom 0) 4.9)
(check-expect (billig-strom 10) 6.8)
(check-expect (billig-strom 20) 8.7)
(check-expect (billig-strom 30) 10.6)

Achte darauf, dass die Tests dafŸr sorgen, dass der Code Deiner Funktion durch die Tests
vollstŠndig abgedeckt wird.

Der letzte Satz der Konstruktionsanleitung ergibt, was das Beispielbillig-strom betri.t, keinen
Sinn, da jeder einzelne der Tests bereits dafŸr sorgt, dass die Addition und die Multiplikation in
billig-strom ausgewertet werden. In Abschnitt $.# werden wir aber Beispiele programmieren,
bei denen es nicht selbstverstŠndlich ist, dass die Tests alles auswerten.
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K12345!647123$28&74!2# * (G&5<34)

Schreibe unter die Tests ein GerŸst fŸr die Funktion. Dazu Ÿbernimmst Du den Namen aus
der Signatur-Deklaration in eine Funktionsde+nition wie zum Beispiel:

(define billig-strom
(lambda (...)

...))

Denke Dir Namen fŸr die Eingaben der Funktion aus. Das mŸssen genauso viele sein, wie die
Signatur Eingaben hat. Schreibe dann diese Namen als Eingaben in dielambda-Abstraktion.
Beispiel:

(define billig-strom
(lambda (kWh)

...))

Schreibe fŸr den Rumpf zunŠchst drei Punkte... (auchEllipse) genannt als Erinnerung
daran, dass Du hier spŠter noch etwas ausfŸllen musst.

K12345!647123$28&74!2# + (R!=>")

Als letzten Schritt fŸlle mit Hilfe des Wissens Ÿber das Problem den Rumpf der Funktion aus.

(define billig-strom
(lambda (kWh)

(+ 4.90 (* 0.19 kWh))))

Diesen Ablauf demonstrieren wir anhand des zweiten Teils der Stromtarif-Aufgabe. Es ging
um den Tarif ÇWatt fŸr WenigÈ.

Kurzbeschreibung Fangen wir mit der Kurzbeschreibung an:

; monatlichen Rechnungsbetrag f Ÿr Tarif Watt f Ÿr wenig berechnen

Signatur Auch die Signatur-Deklaration kšnnen wir analog zu ÇBillig-StromÈ formulieren Ð
wir mŸssen uns nur einen neuen Namen aussuchen:

(: watt-fŸr-wenig (natural -> rational))
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Tests Die Tests mŸssen wir neu formulieren. Es ist immer sinnvoll, mit dem einfachsten Beispiel
anzufangen:

(check-expect (watt-fŸr-wenig 0) 8.2)

Ansonsten nehmen wir wieder progressiv grš§ere Verbrauchswerte und rechnen den Rech-
nungsbetrag im Kopf aus:

(check-expect (watt-fŸr-wenig 10) 9.8)
(check-expect (watt-fŸr-wenig 20) 11.4)
(check-expect (watt-fŸr-wenig 30) 13.0)

GerŸst Das GerŸst ergibt sich direkt aus der Signatur:

(define watt-fŸr-wenig
(lambda (kWh)

...))

Rumpf Schlie§lich mŸssen wir noch den Rumpf vervollstŠndigen, indem wir die entsprechende
Formel hineinschreiben:

(define watt-fŸr-wenig
(lambda (kWh)

(+ 8.20 (* 0.16 kWh))))

Fertig!

#.#! DIE MACHT DER ABSTRAKTION

Wir haben bei den Stromtarifen fŸr die beiden Aufgabenteile všllig voneinander unabhŠngige Lš-
sungen geschrieben. Diese unterscheiden sich allerdings nur in Details Ð in beiden FŠllen wird der
Stromtarif aus einer GrundgebŸhr und einem Verbrauchspreis pro kWh mit der gleichen Formel
berechnet. Die De+nitionen Šhneln sich dementsprechend:

(define billig-strom
(lambda (kWh)

(+ 4.90 (* 0.19 kWh))))
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(define watt-fŸr-wenig
(lambda (kWh)

(+ 8.20 (* 0.16 kWh))))

Diese ÇVerdoppelungÈ ist unbefriedigend und kann auch spŠter Probleme machen: Wenn ein Feh-
ler bekannt wird, mŸssen mšglicherweise zwei Funktionen korrigiert werden.

Es wŠre also gut, wenn wir die Gemeinsamkeiten der beiden Funktionen irgendwie zusammen-
fassen kšnnten, mithin Ÿberbillig-strom undwatt-fŸr-wenig abstrahierenkšnnten. Dazu
kopieren wir die Funktion ein letztes Mal und benennen sie um. Au§erdem ersetzen wir alle Stel-
len, bei denen sich die beiden Funktionen unterscheiden, jeweils durch eine Variable, zum Beispiel
grundgebŸhr undpro-kWh:

(define stromtarif-rechnungsbetrag
(lambda (kWh)

(+ grundgebŸhr (* pro-kWh kWh))))

Die beiden neuen Variablen sind noch nicht gebunden, wir mŸssen sie zu den Parametern des
lambdahinzufŸgen:

(define stromtarif-rechnungsbetrag
(lambda (grundgebŸhr pro-kWh kWh)

(+ grundgebŸhr (* pro-kWh kWh))))

Wir ergŠnzennoch Kurzbeschreibungund Signatur. Dieneuen Parameter sind auchbeide rationale
Zahlen, das sieht also so aus:

; monatlichen Rechnungsbetrag f Ÿr Stromtarif berechnen
(: stromtarif-rechnungsbetrag (rational rational natural -> rational))

Au§erdem sollten wir Tests formulieren. Diese kšnnen wir aus den Tests fŸrbillig-strom und
watt-fŸr-wenig abschreiben. Wir mŸssen nur jeweils zu den Argumenten noch die Grundge-
bŸhr beziehungsweise den Preis pro kWh hinzufŸgen:

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 0) 4.9)
; Billig- Strom

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 10) 6.8)
; Billig- Strom

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 20) 8.7)
; Billig- Strom

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 30) 10.6)
; Billig- Strom
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(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 0) 8.2)
; Watt f Ÿr wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 10) 9.8)
; Watt f Ÿr wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 20) 11.4)
; Watt f Ÿr wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 30) 13.0)
; Watt f Ÿr wenig

Schlie§lich kšnnen wir auch die De+nitionen vonbillig-strom undwatt-fŸr-wenig so Šn-
dern, dass sie nicht mehr ÇselbstÈ den Rechnungsbetrag ausrechnen, sondern dafŸr die Funktion
stromtarif-rechnungsbetrag benutzen:

(define billig-strom
(lambda (kWh)

(stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 kWh)))

(define watt-fŸr-wenig
(lambda (kWh)

(stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 kWh)))

Zu dieser Technik werden wir in diesem Buch noch oft greifen. Sie erspart nicht nur Arbeit und
macht unsere Programme leichter zu handhaben, sondern fŸhrt manchmal zu ganz neuen Erkennt-
nissen Ð zu sehen zum Beispiel in Kapitel *.

#.#$ MANTRAS F†R DIE PROGRAMMIERUNG

Nach den einfachen Programmen bisher werden wir in den folgenden Kapiteln immer interessante-
re Funktionen schreiben und dabei weitere Konstruktionsanleitungen fŸr spezi+sche Situationen
einfŸhren.

Es gibt aber einige Ÿbergreifende Prinzipien des Programmierens, die wir immer wieder auf-
greifen werden. Nicht alle sind jetzt schon relevant, aber wir listen sie hier einmal auf, damit sie an
einer Stelle gesammelt sind und wir darauf in den folgenden Kapiteln Bezug nehmen kšnnen.

Das erste Mantra soll einem PhŠnomen entgegenwirken, das wir oft bei unseren Studierenden
beobachtet haben, die manchmal bei einer Aufgabe aufgeben, bevor sie alles hingeschrieben haben,
was sie wissen.
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M$245$ '
Achte darauf, dass fŸr alles, was Du wei§t, tatsŠchlich auch etwas im Programm steht.

Das nŠchste Mantra klingt eigentlich wie Kinderkram:

M$245$ (
Lies, was dort steht.

Das genaue Lesen fŠllt uns aber erstaunlich schwer. FŸr dieses Buch sind zwei Aspekte des Lesens
besonders wichtig. Am wichtigsten ist das Lesen der jeweiligen Aufgabenstellung, und zwar Schritt
fŸr Schritt Ð gerade so, dass wir genug fŸr den jeweils nŠchsten Schritt verstehen Ð anstatt alles auf
einmal. Au§erdem gibt DrRacket (oder andere Programmierumgebungen) oft nŸtzliche RŸckmel-
dungen, die es sich zu lesen lohnt, auch wenn das manchmal mŸhsam ist.

Die Konstruktionsanleitungen geben Hilfestellung dabei, die Aufgabenstellung strukturiert
zu lesen und in Deinem Programm zu schreiben, was Du wei§t. Daraus folgt das nŠchste Mantra:

M$245$ )
Gehe nach den Konstruktionsanleitungen vor. Wenn Du Dich in einer Sackgasse wieder+ndest,
ŸberprŸfe, ob Du alle relevanten Konstruktionsanleitungen angewendet hast.

Die Konstruktionsanleitungen helfen uns, Fortschritte zu machen Ð auch wenn wir noch nicht
alles verstehen Ð zu lesen, was dort steht und aufzuschreiben, was wir wissen.

Das folgende Mantra haben wir schon in Abschnitt "."$ auf Seite #% kennengelernt:

M$245$ *
Wenn Du zwei Programmteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inhalt-
lich verwandt sind, abstrahiere!

Bisher haben wir nur kleine Programme mit ein, zwei oder drei Funktionen geschrieben: Grš§ere
Programme bestehen aus vielen Funktionen, und dieses Mantra benennt das Prinzip, nachdem wir
es in Funktionen aufteilen:

M$245$ +
Wenn in Deinem Programm mehrere Dinge berechnet werden, denen Du verschiedene Namen
geben kannst, schreibe fŸr jedes eine separate Funktion.
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Wir werden oft mathematische Einsichten in Form von Gleichungen benutzen, um unsere Pro-
gramme zu verbessern:

M$245$ ,
Nutze Gleichungen aus, um Dein Programm zu vereinfachen.

Manchmal macht es Spa§, ein kompliziertes Programm zusammenzubasteln wie ein Puzzle. Leider
fŸhrt dies oft zu unerwŸnschter KomplexitŠt: Komplexe Programme sind fehleranfŠllig, schwierig
zu verstehen und schwierig weiterzuentwickeln. Wir sollten uns davor hŸten:

M$245$ -
Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthŠlt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damit ihre Lšsung
fehleranfŠllig ist.

DasnŠchsteMantrabeschreibt,wieDubesondersguteReprŠsentationenentwickelnkannst.Worum
es genau geht, steht in Kapitel & auf Seite "##.

M$245$ .
Suche nach Kombinatoren fŸr Deine Daten, die aus kleinen Dingen grš§ere Dinge machen Ð und
daraus wieder grš§ere Dinge machen.

AUFGABEN

A!"#$%& '.''

SeiC eine Temperatur in Grad Celsius. Die TemperaturF in Grad Fahrenheit ergibt sich als:

F =
9
5

C + 32

". Schreibe eine Funktioncelsius->fahrenheit , die als Eingabe eine Temperatur in" C ak-
zeptiert und eine Temperatur in" F zurŸckgibt. Benutze dazu die Konstruktionsanleitung.

$. Schreibe eine Funktionfahrenheit->celsius , die als Eingabe eine Temperatur in" F ak-
zeptiert und eine Temperatur in" C zurŸckgibt. Benutze dazu ebenfalls die Konstruktionsan-
leitung!
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A!"#$%& '.'(

Vervielfachung von Zeichenketten:
¥ Schreibe eine Funktiondouble-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und diese Çver-

doppeltÈ, das hei§t, fŸr eine Eingabe" Sperber " den RŸckgabewert" SperberSperber "
liefert.

¥ Schreibe eine Funktionquadruple-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und Çvervier-
fachtÈ.

¥ Schreibe eine Funktionoctuple-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und Çveracht-
fachtÈ.

¥ Schreibe eine Funktionsixteentuple-string , die eine Zeichenkette akzeptiert und Çver-
sechzehnfachtÈ.

A!"#$%& '.')

DieInternetzeitist ein alternatives Konzept der Zeitmessung, bei dem der Tag nicht in $% Stunden
ˆ '! Minuten ˆ '! Sekunden eingeteilt wird, sondern in "!!! sogenannte.beats. Ein solcher .beat
ist damit " Minute $' Sekunden und % Zehntelsekunden lang, zur weiteren Unterteilung gibt es
zwei Nachkommastellen, au§er, wenn beide Nachkommastellen ! sind: In diesem Fall gibt es nur
eine Nachkommastelle.

Notiert wird die Zeit durch ein @-Symbol vor dem Wert.@0.0ist gleichbedeutend mit ! Uhr
mitteleuropŠischer Zeit.

Zum Beispiel also entspricht die Uhrzeit !#:!$, * Sekunden und ' Zehntelsekunden@126.50
.beats.

Schreibe eine Funktiontime->beats , die aus einer Uhrzeit aus Stunden, Minuten, Sekun-
den und Zehntelsekunden die Internetzeit in .beats berechnet. Die Funktion bekommt vier Einga-
ben: Stunden, Minuten, Sekunden und Zehntelsekunden.

Benutze Abstraktion und schreibe Hilfsfunktionen an den Stellen, an denen sie Teilprobleme
lšsen!

Bei der Lšsung der Aufgabe sind die eingebauten Funktionenfloor und round hilfreich:
Die erste Funktion rundet ab, die zweite rundet auf oder ab, je nachdem ob der Nachkommeanteil
unterhalb oder oberhalb von !,& liegt.

A!"#$%& '.'*

In den USA und in Europa gibt es unterschiedliche Ma§e fŸr die Energiee,zienz von Kraftfahr-
zeugen:
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¥ In Europa ist das gŠngige Ma§ derVerbrauchin Liter pro "!! km (l/"!!km);
¥ in den USA ist das gŠngige Ma§ dieReichweitein Meilen pro Gallone (mi/gal).

Schreibe Funktionen, die zwischen beiden Ma§einheiten umrechnen. Gehe dazu wie folgt vor:
Halte Dich bei jeder Funktion, die Du schreibst, an den Ablauf: Schreibe zuerst die Kurzbe-

schreibung und die Signatur. Schreibe als NŠchstes einige TestfŠlle. Leite danach das GerŸst von
der Signatur her und vervollstŠndige den Rumpf der Funktion.

". Schreibe eine Funktionliters-per-hundred-kilometers , die eine Menge Benzin in Li-
ter und die Reichweite dieses Benzins in Kilometer akzeptiert und daraus den Verbrauch in
Liter pro "!! km berechnet.

$. Schreibe eine Funktionmiles-per-gallon , die eine Entfernung in Meilen und den Benzin-
verbrauch auf diese Entfernung in Gallonen akzeptiert und daraus die Reichweite in Meilen
pro Gallone berechnet.

#. De+niere eine Konstantekilometers-per-mile (eine US-Meile entspricht etwa1, 61Ki-
lometer) und schreibe zwei Funktionenkilometers->miles undmiles->kilometers ,
die jeweils eine Entfernung in einer Ma§einheit akzeptieren und die Entfernung in die jeweils
andere Ma§einheit umrechnen.

%.De+niere eine Konstanteliters-per-gallon (eine Gallone entspricht etwa3, 79 Liter)
und schreibe zwei Funktionenliters->gallons und gallons->liters , die jeweils ei-
ne Menge in einer Ma§einheit akzeptieren und die Menge in die jeweils andere Ma§einheit
umrechnen.

&. SchreibedieFunktionl/100km->mi/gal , dieeinenVerbrauch inLiterpro "!! kmakzeptiert
und in die Reichweite in Meilen pro Gallone umrechnet. Benutze dafŸr die Funktionen, die
Du in den anderen Teilaufgaben erstellt hast. Solltest Du auf weitere Teilprobleme sto§en,
abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktionen.

'. Schreibe die Funktionmi/gal->l/100km , die eine Reichweite in Meilen pro Gallone akzep-
tiert und in den Verbrauch in Liter pro "!! km umrechnet. Benutze dafŸr die Funktionen,
die Du in den anderen Teilaufgaben erstellt hast. Solltest Du auf weitere Teilprobleme sto§en,
abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktionen.

(. Finde heraus, wie hoch der Benzinverbrauch verschiedener Kraftfahrzeuge ist, die Du tŠglich
im Stra§enverkehr in Deutschland siehst. Vergleiche diesen Verbrauch mit den Reichweiten-
angaben typischer Kraftfahrzeuge fŸr den US-amerikanischen Markt.

A!"#$%& '.'+

In einem Betrieb wird eine Stechuhr aufgebaut, die bei Arbeitsbeginn und bei Arbeitsende den
aktuellen Zeitpunkt auf eine Karte stempelt. Ein Zeitpunkt wird durch Stunden, Minuten und Se-
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kunden beschrieben. Durch geschickte Verhandlungen des Betriebsrats sind Nachtschichten ver-
boten. Arbeitsbeginn ist frŸhestens um ' Uhr morgens und Arbeitsende ist spŠtestens um $$ Uhr.
Jeder Arbeiter in diesem Betrieb verdient pro Stundee 72.

Schreibe eine Funktionmoney-earned, welche aus zwei gegebenen Zeitpunkten (Arbeitsbe-
ginn und Arbeitsende) berechnet, wie viel Geld in dieser Zeit verdient wurde. Es genŸgt, wenn der
Betrag in Cent angegeben wird. Rechne die Uhrzeiten hierfŸr zunŠchst in Sekunden um. Die Funk-
tion dafŸr hat sechs Eingaben: Stunde-Beginn, Minute-Beginn, Sekunde-Beginn, Stunde-Ende,
Minute-Ende, Sekunde-Ende.

Benutze Abstraktion und schreibe Hilfsfunktionen an den Stellen, an denen sie Teilprobleme
lšsen!

A!"#$%& '.',

(etwas schwieriger, mit Physik)
Ein Boot Ÿberquert einen Fluss mit Stršmung und kommt durch die Stršmung vom geplanten

Kurs ab. Dadurch wird die Strecke, die das Boot tatsŠchlich zurŸcklegt, lŠnger.

!"#$$#%&'

!"#$$#%&'
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Gegeben ist die Breite des Flussesa, die Stršmungsgeschwindigkeit des FlussesvFlussund die
Geschwindigkeit des BootesvBoot. Berechne die LŠnge der Strecke, die das Boot tatsŠchlich zurŸck-
legt. Programmiere dazu Funktionen, die folgende Teilprobleme lšsen:
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". Schreibe eine Funktioncrossing-time , welche die Zeit berechnet, die fŸr das †berqueren
des Flusses benštigt wird:

t =
a

vBoot

$. Schreibe dann eine Funktionother-shore-offset , die die LŠnge der Strecke berechnet,
die das Boot abgetrieben wird (also den Versatz am anderen Ufer, im Schaubild die Streckeb).

#. Um czu berechnen, brauchst Du denSatz des Pythagoras:

a2 + b2 = c2

Schreibe eine Funktionhypotenuse, diecder obigen Gleichung berechnet.
Um die Quadratwurzel einer Zahl zu berechnen, kannst dusqrt verwenden, die folgende
Signaturdeklaration hat:

(: sqrt (number -> number))

Solltest Du auf weitere Teilprobleme sto§en, abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktio-
nen.

%.Schreibe schlie§lich eine Funktionboat-travel-distance , die die tatsŠchliche Strecke be-
rechnet, die das Boot zurŸcklegt. Benutze dafŸr die bisher geschriebenen Funktionen.
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Computerprogramme mŸssen bei manchen Daten, die sie verarbeiten, zwischen verschiedenen
Mšglichkeiten di.erenzieren: Ist die Wassertemperatur warm genug zum Baden? Welche von fŸnf
TupperschŸsseln ist fŸr eine bestimmte Menge Karto.elsalat gro§ genug? Welches ist die richtige
Abzweigung nach Dortmund? Solche Entscheidungen sind daran festgemacht, dass ein Wert zu
einer von mehreren verschiedenen Kategorien gehšren kann Ð es handelt sich dann um eine so-
genannteFallunterscheidung; Funktionen operieren auf Daten mit Fallunterscheidung durchVer-
zweigungen.

In diesem Kapitel werden wir zunŠchst zwei besonders einfache Arten von Fallunterscheidun-
gen behandeln, nŠmlichAufzŠhlungenundZahlenbereiche. In Kapitel % werden wir die Fallunter-
scheidungen noch einmal aufgreifen und mit sogenanntengemischten Datenprogrammieren.

!.# RECHNEN MIT BOOLESCHEN WERTEN

FŸr die Programme dieses Kapitels benštigen wir eine neue Art von Daten. Die ergeben sich, wenn
wir zum Beispiel zwei Zahlen vergleichen:

(< 0 5)
"! #t

(< 0 5) ist die Schreibweise fŸr0 < 5. Das#t steht fŸr ÇtrueÈ oder ÇwahrÈ, denn die Aussage
Çist0 kleiner als5È stimmt ja. Umgekehrt kommt natŸrlich nicht#t heraus:

(< 5 0)
"! #f

Das#f steht fŸr ÇfalseÈ oder ÇfalschÈ, denn diese Aussage stimmt nicht.
ÇWahrÈ und ÇfalschÈ hei§en zusammenboolesche Werteoder auchWahrheitswerte." Ein Aus-

druck, bei dem ein boolescher Wert herauskommt, hei§t dementsprechend auchboolescher Aus-
druck.

Wir werden boolesche AusdrŸcke oftBedingungennennen. Wenn eine Bedingung#t liefert,
werden wir auch die Sprachregelung benutzen, dass die Bedingunggilt Ð beziehungsweise, dass,
wenn sie#f liefert, sienicht gilt.

" Die booleschen Werte sind benannt nach George Boole(#)#&Ð#)'%), der als Erster einen algebraischen Ansatz
fŸr die Behandlung von Logik mit den Werten ÇwahrÈ und ÇfalschÈ formulierte.
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<ist eine eingebaute Funktion, die auf Çkleiner alsÈ testet, also dem mathematischen Operator
< entspricht. Ebenso gibt es auch> fŸr Çgrš§er alsÈ (Mathematik:> ),= fŸr ÇgleichÈ (Mathema-
tik: = ), <=fŸr Çkleiner oder gleichÈ (Mathematik:' ) und>=fŸr Çgrš§er oder gleichÈ (Mathe-
matik:( ).

Analog zu= fŸr Zahlen kšnnen Zeichenketten mitstring=? verglichen werden:

(string=? " Mike" " Mike" )
"! #t
(string=? " Herbert " " Mike" )
"! #f

#t und#f sind Literale, wie Zahlen. Sie kšnnen also auch in Programmen stehen:

#t
"! #t
#f
"! #f

Programme kšnnen mit booleschen Werten auch rechnen. Ein Ausdruck der Form

(and e1 e2 . . . en )

ergibt immer dann#t , wenn alleei #t ergeben, sonst#f . Bei zwei Operandene1 und e2 ergibt
(and e1 e2) immer dann#t , wenne1 unde2 #t ergeben:

(and #t #t)
"! #t
(and #f #t)
"! #f
(and #t #f)
"! #f
(and #f #f)
"! #f

Entsprechend zu denand-AusdrŸcken mit ÇundÈ gibt es auch AusdrŸcke der Form, die ÇoderÈ
umsetzen:

(or e1 e2 . . . en )

die immer dann#t ergeben, wenneinerderei #t ergibt, sonst#f . Bei zwei Operandene1 unde2

ergibt(or e1 e2) immer dann#t , wenne1 odere2 #t ergeben:



VERZWEIGUNGEN %&

(or #t #t)
"! #t
(or #f #t)
"! #t
(or #t #f)
"! #t
(or #f #f)
"! #f

Dasor berechnet also eininklusivesOder:(or e1 e2) bedeutet Çe1 odere2 oder beidesÈ, im
Gegensatz zumexklusivenOder Çentwedere1 odere2È.$

Des Weiteren gibt es noch eine eingebaute Funktionnot , die einen booleschen Wert umdreht
beziehungsweise dessenNegationberechnet, sich also folgenderma§en verhŠlt:

(not #f)
"! #t
(not #t)
"! #f

FŸr boolesche Werte gibt es die Signaturboolean.

A!"#$%& (.'

Schreibe eine Funktion, die von zwei booleschen Werten das exklusive Oder berechnet.!

!.! VERZWEIGUNGEN

fallunterscheidungen/say-number.rkt Code

Um Fallunterscheidungen zu demonstrieren, nehmen wir uns folgende Beispielaufgabe vor: Wir
schreiben eine Funktion, die eine Zahl (auf Englisch) ÇaufsagenÈ soll. Sie soll sich so verhalten:

(say-number 0)
"! " zero "
(say-number 1)
"! " one"

$ In der Informatik ist mit ÇoderÈ ohne Zusatz fast immer das inklusive Oder gemeint. Wer das exklusive Oder
meint, sagt auch Çexklusives OderÈ.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/fallunterscheidungen/say-number.rkt
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Der Einfachheit halber beschrŠnken wir uns vorlŠu+g auf die Zahlen von Null bis Drei. Die Funk-
tion hat folgende Kurzbeschreibung:

; Zahl zu Text machen

Die Funktion macht aus einer natŸrlichen Zahl eine Zeichenkette und hat folgende Signatur:

(: say-number (natural -> string))

Die Signatur sagt leider nichts darŸber aus, dass die Funktion nur bis Drei funktioniert Ð spŠter
werden wir noch beschreiben, wie die Signatur prŠziser werden kann. Hier wollen wir uns jedoch
erst einmal auf die Funktionsde+nition konzentrieren. Vorher machen wir aber die obigen Beispiele
zu TestfŠllen:

(check-expect (say-number 0) " zero " )
(check-expect (say-number 1) " one" )

Das GerŸst ergibt sich direkt aus der Signatur:

(define say-number
(lambda (n)

...))

Aberwiekommenwir jetztweiter?DieEingabezerfŠllt ja invierFŠlleÐ !, ", $und#Ðsiebildet somit
eineFallunterscheidung. Um eine Fallunterscheidung in der Eingabe einer Funktion verarbeiten zu
kšnnen, benštigen wir ein neues Programmelement, dieVerzweigung. Verzweigungen beginnen
mit dem Wortcondund gehšren zu den kompliziertesten Programmelementen, die wir in diesem
Buch benutzen. Aber keine Sorge, so schlimm wird es nicht. Um eine Verzweigung zu schreiben,
mŸssen wir wissen,wie vieleFŠlle es gibt. In unserer Aufgabe sind das vier. Die Verzweigung dafŸr
hat folgende Form:

(define say-number
(lambda (n)

(cond
(... ...)
(... ...)
(... ...)
(... ...))))

Jedes der ProgrammstŸcke(... ...) ist ein sogenannterZweig. Der erste Teil eines Zweigs ist
immer eine Bedingung, der fŸr den entsprechenden Fall#t liefern sollte und fŸr die anderen FŠlle
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#f . In diesem Fall muss die Bedingung jedes Zweiges jeweils eine der Zahlen von Null bis Drei
identi+zieren:

(define say-number
(lambda (n)

(cond
((= n 0) ...)
((= n 1) ...)
((= n 2) ...)
((= n 3) ...))))

Der jeweils zweite Teil des Zweiges ist das gewŸnschte Ergebnis fŸr den entsprechenden Fall. Wenn
wir das ausfŸllen, sieht das Resultat so aus:

(define say-number
(lambda (n)

(cond
((= n 0) " zero " )
((= n 1) " one" )
((= n 2) " two" )
((= n 3) " three " ))))

Fertig!

A!"#$%& (.(

Finde heraus was passiert, wenn Du die Funktion mit einer Zahl aufrufst, fŸr die sie nicht gemacht
ist. !

Wie oben schon erwŠhnt, suggeriert die Signatur vonsay-number, dass sie eine beliebige natŸrli-
che Zahl aufsagen kann, auch wenn sie nur bis Drei funktioniert. GlŸcklicherweise kšnnen wir die
Signatur prŠzisieren, und zwar so:

(: say-number ((integer-from-to 0 3) -> string))

Die Funktioninteger-from-to liefert also eine Signatur, die natŸrliche Zahlen zwischen einer
Unter- und einer Obergrenze beschreibt.
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Abbildung ".!: Anzeige von Abdeckung in DrRacket

!.$ ABDECKUNG

Vielleicht ist Dir bei dersay-number-Funktion aus dem vorigen Abschnitt aufgefallen, dass bei
dem Programm unmittelbar, nachdem es gelaufen ist, zwei Zeilen farbig hinterlegt sind, wie in Ab-
bildung $." zu sehen. Das liegt daran, dass diese beiden Zeilen nie ausgewertet wurden, weil die Tests
nur die ersten beiden FŠlle ŸberprŸfen. Theoretisch kšnnte in den beiden letzten Zweigen fŸr2und
3 noch ein Fehler stecken, und die Tests wŸrden es nicht bemerken.

Wenn Du folgende TestfŠlle hinzufŸgst, geht die farbige Hinterlegung weg:

(check-expect (say-number 2) " two" )
(check-expect (say-number 3) " three " )

Probier es aus Ð am besten erst nur den einen, dann den anderen!
Die farbige Hinterlegung zeigt dieAbdeckungan, wie wir es schon in Abschnitt "."! auf Sei-

te $* kurz diskutiert haben: Ein Ausdruck im Programm, der durch die Tests ausgewertet wird,
hei§tabgedeckt. Die farbig hinterlegten AusdrŸcke sind also nicht abgedeckt. Der letzte Satz von
Konstruktionsanleitung # auf Seite #$ sagt genau das: Eine Funktion sollte durch ihre Tests voll-
stŠndig abgedeckt werden. Die Abdeckung ist also eine Minimalanforderung an unsere Tests.
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fallunterscheidungen/pet.rkt Code

NŠchste Beispielaufgabe: Wir wollen Haustiere einteilen in niedliche und nicht so niedliche. Es
gibt in der Welt dieser Aufgabe nur drei verschiedene Haustiere: Katzen, Hunde und Schlangen.
Haustiere kšnnten wir in einem Kommentar im Programm so beschreiben:

; Ein Haustier ist eins der folgenden:
; - Katze
; - Hund
; - Schlange

Solch ein kurzer Kommentar, der die Daten beschreibt, die in unserer Aufgabe vorkommen, hei§t
Datende!nition. Mehr dazu in Abschnitt $.'. Die Formulierung der Datende+nition Çeins der fol-
gendenÈ deutet daraufhin, dass auch diese Sorte Daten in mehrere FŠlle zerfŠllt Ð es handelt sich
also wieder um eine Fallunterscheidung.

Bevor wir die eigentliche Aufgabe lšsen (niedlich oder nicht), mŸssen wir uns zunŠchst Ÿber-
legen, wie wir Haustiere im Programm reprŠsentieren: FŸr die Zwecke dieser Aufgabe reicht es zu
wissen, mitwelcherder drei Mšglichkeiten wir es zu tun haben. Wir benutzen die einfachste Mšg-
lichkeit, Zeichenketten mit dem entsprechenden Text, also" Katze" , " Hund" und" Schlange" .

Eine solche Au-istung von Werten bildet eine sogenannteAufzŠhlungÐ ein Spezialfall einer
Fallunterscheidung.

FŸr die AufzŠhlung der Haustiere gibt es noch keine fertige Signatur, die mŸssen wir noch
de+nieren. DieSignatur-De!nitionsieht so aus:

(define pet
(signature (enum " Katze" " Hund" " Schlange" )))

Da sind gleich zwei neue Programmelemente drin:
¥ Wir schreibensignature immer, wenn wir eine neue Signatur erzeugen.
¥ enum(das funktioniert nur innerhalb einessignature -Ausdrucks) ist fŸr AufzŠhlungen zu-

stŠndig. In einemenum-Ausdruck stehen die Werte, die zur AufzŠhlung gehšren.

A!"#$%& (.)

Die Funktionsay-number aus dem vorigen Abschnitt hat ja als Signatur-Deklaration die folgen-
de:

(: say-number ((integer-from-to 0 3) -> string))

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/fallunterscheidungen/pet.rkt
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Schreibe explizite Datende+nitionen fŸr Ein- und Ausgabe der Funktion und mache ihre Signatur
mit Hilfe von AufzŠhlungen prŠziser! !

ZurŸck zu unserer Funktion zur Niedlichkeitsanalyse. Die de+nierte Signaturpet kšnnen wir nun
in der Signatur-Deklaration unserer Funktion benutzen. Zusammen mit der Kurzbeschreibung
sieht das so aus:

; Ist Haustier niedlich ?
(: cute? (pet -> boolean))

Das Fragezeichen gehšrt zum Namen der Funktion und ist eine Konvention, die wir fŸr die Namen
von Funktionen verwenden, die einen booleschen Wert zurŸckgeben Ð also solche Funktionen, die
eine Ja-/Nein-Frage beantworten.

Da es nur drei Mšglichkeiten fŸr die Eingabe gibt, kšnnen wir fŸr alle drei jeweils einen Test
schreiben:

(check-expect (cute? " Katze" ) #t)
(check-expect (cute? " Hund" ) #t)
(check-expect (cute? " Schlange" ) #f)

Kommen wir zur Funktion selbst. ZunŠchst einmal das GerŸst:

(define cute?
(lambda (p)

...))

Da es sich bei der Eingabe um eine AufzŠhlung, also eine Fallunterscheidung handel, brauchen wir
eine Verzweigung im Rumpf. Da es drei FŠlle in der AufzŠhlung gibt, braucht die Verzweigung
ebenfalls drei Zweige:

(define cute?
(lambda (p)

(cond
(... ...)
(... ...)
(... ...))))

AlsNŠchstesmŸssenwirdieBedingungenschreiben,unddiesolltenpjeweilsmit" Katze" ," Hund"
und" Schlange" vergleichen. Dabei kšnnte man leicht auf die Idee kommen,(= p " Katze" )
etc. zu schreiben. Dann kommt allerdings eine Fehlermeldung etwa so:
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=: Zahl als erstes Argument erwartet, " Katze" bekommen

Die Funktion= fŸhlt sich also nur fŸr Zahlen zustŠndig, fŸr Zeichenketten mŸssen wir die Funk-
tion string=? verwenden:

(define cute?
(lambda (p)

(cond
((string=? p " Katze" ) ...)
((string=? p " Hund" ) ...)
((string=? p " Schlange" ) ...))))

Bisher ergibt sich alles rein aus der De+nition vonpet . Schlie§lich mŸssen wir noch die Antworten
ergŠnzen. Katzen und Hunde sind niedlich, Schlangen nicht:

(define cute?
(lambda (p)

(cond
((string=? p " Katze" ) #t)
((string=? p " Hund" ) #t)
((string=? p " Schlange" ) #f))))

Fertig!
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fallunterscheidungen/heat-water.rkt Code

Eine weitere hŠu+g vorkommende Art der Fallunterscheidung gibt es bei Zahlenbereichen.
Um das zu demonstrieren, nehmen wir uns folgende Aufgabe vor: Wir schreiben eine Funkti-

on, die ÇWasser erhitztÈ. Das hei§t, wir fŸgen einer bestimmten Menge Wasser bei einer bestimm-
ten Temperatur eine bestimmte Menge WŠrme zu. Wir wollen berechnen, wie warm das Wasser
danach ist. Der Einfachheit halber messen wir die zugefŸgte WŠrme Ð genau wie die Temperatur Ð
in Grad Celsius (" C).# Wir schreiben dazu drei Versionen der Funktion:

¥ Die erste, naive Version addiert einfach auf die Anfangstemperatur die hinzugefŸgte WŠrme.
¥ Die zweite Version berŸcksichtigt, dass Wasser bei "!!" C siedet und nicht hei§er werden kann.

# Wir vereinfachen schon sehr stark, aber Temperaturerhšhung und WŠrme sind Ÿber die WŠrmekapazitŠt ver-
wandt.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/fallunterscheidungen/heat-water.rkt
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¥ Die dritte Version berŸcksichtigt zusŠtzlich, dass gefrorenem Wasser von !" C eine WŠrme von
)! " C hinzugefŸgt werden muss, damit es schmilzt und dann immer noch erst bei !" C ist.

Wir berŸcksichtigen also schrittweise, dass die innere Energie des Wassers Ð die WŠrme Ð nicht das-
selbe ist wie dessen Temperatur.

Naive Version Wir fangen mit der naiven Version an und gehen nach dem Ablauf der Konstruk-
tionsanleitungen vor. Zuerst kommt also eine Kurzbeschreibung:

; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, naiv

Als NŠchstes kommt die Signatur-Deklaration. Die Anfangstemperatur und die hinzugefŸgte WŠr-
me sind die Eingaben; sie stellen wir als reelle Zahlen dar. Heraus kommt die Endtemperatur, auch
eine reelle Zahl. Da wir schon wissen, dass diese Version etwas einfach ist, hŠngen wir eine-0 an
den Namen:

(: heat-water-0 (real real -> real))

Nun schreiben wir einige einfache Beispiele als TestfŠlle hin:

(check-expect (heat-water-0 -10 20) 10)
(check-expect (heat-water-0 10 20) 30)
(check-expect (heat-water-0 90 20) 110)

Als NŠchstes kommt das GerŸst an die Reihe:

(define heat-water-0
(lambda (temp heat)

...))

Der Rumpf ist jetzt kein Hexenwerk, die beiden Eingaben werden einfach addiert:

(define heat-water-0
(lambda (temp heat)

(+ temp heat)))

Noch die Tests laufen lassen und fertig!

Siedendes Wasser Als NŠchstes wollten wir berŸcksichtigen, dass Wasser bei normalen Druck-
verhŠltnissen nicht Ÿber "!!" C hei§ werden kann. Die Kurzbeschreibung passen wir nur leicht an;
die Signatur bleibt ebenfalls fast unverŠndert Ð wir Šndern nur den Namen und machen aus der0
eine1:
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; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, Sieden berŸcksichtigen
(: heat-water-1 (real real -> real))

Bei den Tests kšnnen wir natŸrlich die Tests vonheat-water-0 kopieren, aber den letzten mŸs-
sen wir anpassen:

(check-expect (heat-water-1 -10 20) 10)
(check-expect (heat-water-1 10 20) 30)
(check-expect (heat-water-1 90 20) 100)

Beim Testen ist es immer sinnvoll, auch GrenzfŠlle zu testen Ð schaltet die Funktion wirklich um,
wenn die "!! erreicht sind.

Dazu dienen folgende zwei TestfŠlle:

(check-expect (heat-water-1 99 1) 100)
(check-expect (heat-water-1 99 2) 100)

Da die Signatur die gleiche ist, ist auch das GerŸst identisch:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)

...))

Ab "!! " C muss die Funktion ihr Ergebnis also anders berechnen. Oder, anders gesagt, die Eingaben
fallen in zwei verschiedene Klassen: die, bei denen die Summe unter "!! liegt und die, bei denen sie
darŸber liegt. Wir benštigen also eincondmit zwei Zweigen:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)

(cond
(... ...)
(... ...))))

Wir brauchen nun eine Bedingung, die feststellt, ob die Summe austemp und heat unterhalb
von "!! liegt (genauer: kleineroder gleich, weil "!! gerade so erreichbar ist) und eine dafŸr, dass die
Summe darŸber liegt. Die kšnnten so aussehen:

(<= (+ temp heat) 100)
(> (+ temp heat) 100)

Wenn wir diese beiden Bedingungen an die entsprechenden Stellen im Rumpf setzen, sieht das so
aus:
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(define heat-water-1
(lambda (temp heat)

(cond
((<= (+ temp heat) 100) ...)
((> (+ temp heat) 100) ...))))

An die Stellen nach den Bedingungen mŸssen wir AusdrŸcke setzen, die das Ergebnis liefern, das
im jeweiligen Fall richtig ist. Das wŠre dann:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)

(cond
((<= (+ temp heat) 100) (+ temp heat))
((> (+ temp heat) 100) 100))))

Fertig!
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MŸssen es bei den beiden Bedingungen unbedingt<=und>sein? Was passiert, wenn Du<=durch
< ersetzt und das Programm dann laufen lŠsst? Was passiert, wenn Du dann auch das> ersetzt Ð
durch>=? Warum funktioniert das Programm dann immer noch? !

Siedendes Wasser und Eis Kommen wir zur ÇVollversionÈ. Zur Erinnerung: Da mŸssen wir
noch berŸcksichtigen, dass gefrorenem Wasser von !" C eine WŠrme von )!" C hinzugefŸgt werden
muss, damit es schmilzt und dann immer noch !" C hat.

Wir fangen wieder mit der Kurzbeschreibung an:

; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, mit Eis & Sieden

Da diese Version die letzte ist, hat sie keine Nummer mehr. Ansonsten ist die Signatur unverŠndert:

(: heat-water (real real -> real))

Die Tests kšnnen wir nicht unverŠndert Ÿbernehmen. Gleich der erste funktioniert nicht mehr:

(check-expect (heat-water -10 20) 10)

Das AufwŠrmen des Wassers von%10" C auf0" C erfordert nur10" C WŠrmezufuhr, dann aber
mŸssen erst einmal )!" weitere WŠrme zugefŸhrt werden, damit es weiter geht. Den Testfall mŸssen
wir also Šndern:
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(check-expect (heat-water -10 20) 0)

Die anderen TestfŠlleheat-water-1 kšnnen so bleiben:

(check-expect (heat-water 10 20) 30)
(check-expect (heat-water 90 20) 100)
(check-expect (heat-water 99 1) 100)
(check-expect (heat-water 99 2) 100)

Ein paar weitere Tests sollten aber noch genau klŠren, was um den Nullpunkt herum so passiert
und wo genau er Ÿberschritten wird:

(check-expect (heat-water -10 5) -5)
(check-expect (heat-water -5 60) 0)
(check-expect (heat-water -5 90) 5)
(check-expect (heat-water -1 81) 0)
(check-expect (heat-water -1 82) 1)

Wieder sollten wir darŸber nachdenken, in welche FŠlle unsere Eingaben zerfallen. Da gibt es drei
naheliegende FŠlle:

". Die Anfangstemperatur ist unter0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
$. Die ErwŠrmung wŸrde die Wassertemperatur auf Ÿber100" C erhšhen.
#. Alles andere Ð das Wasser fŠngt -Ÿssig an und bleibt durch die ErwŠrmung -Ÿssig.

Der erste Fall hat au§erdem noch drei ÇUnterfŠlleÈ:
¥ Die ErwŠrmumg bleibt unter0" C.
¥ Die ErwŠrmung bleibt bei0" C ÇsteckenÈ
¥ Die ErwŠrmung erhšht die Temperatur Ÿber den Nullpunkt hinaus.

So komplizierte Fallunterscheidungen sind relativ selten. Wenn sie doch einmal auftauchen, ist be-
sondere Sorgfalt gefragt. Deshalb exerzieren wir das hier als Beispiel durch.

Fangen wir wieder mit dem GerŸst fŸr die Funktion an:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

...))

Wir wissen schon aus der Analyse der FŠlle, dass es drei FŠlle gibt. Deshalb brauchen wir auch wieder
eincondmit drei Zweigen.

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
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(... ...)
(... ...)
(... ...))))

Jetzt ergŠnzen wir Bedingungen, die den drei FŠllen entsprechen. Um in diesem komplizierten Fall
die Zuordnung von FŠllen und Bedingungen klar erkennbar zu machen, stehen diese jeweils als
Kommentar darŸber:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Die Anfangstemperatur ist unter 0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
((< temp 0) ...)
; ErwŠrmung wŸrde Wassertemperatur auf Ÿber 100" C erhšhen.
((>= (+ temp heat) 100) ...)
; Wasser f Šngt fl Ÿssig an und bleibt durch ErwŠrmung fl Ÿssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100)) ...))))

Jetzt kšnnen wir uns daran machen, die Zweige auszufŸllen. Da der erste Zweig (das Eis) kom-
plizierter ist, schieben wir den erstmal vor uns her. Beim zweiten Zweig kommt einfach "!!" C
raus. Ebenso einfach ist der dritte Zweig, bei dem das Wasser -Ÿssig bleibt Ð die Antwort ist dort
(+ temp heat) . Der Zwischenstand sieht so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Die Anfangstemperatur ist unter 0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
((< temp 0) ...)
; ErwŠrmung wŸrde Wassertemperatur auf Ÿber 100" C erhšhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
; Wasser f Šngt fl Ÿssig an und bleibt durch ErwŠrmung fl Ÿssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Dass wir die leichten FŠlle zuerst bearbeitet haben, mag wie Faulheit aussehen. Ist es auch Ð aber es
ist auch eine sinnvolle Strategie, die sich aus Mantra " ergibt:

M$245$ '
Achte darauf, dass fŸr alles, was Du wei§t, tatsŠchlich auch etwas im Programm steht.
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Auch Ÿber den ersten Zweig wissen wir etwas, nŠmlich dass er selbst eine Fallunterscheidung ist mit
drei FŠllen. Wir kšnnen also dascond(wieder einmal) schon hinschreiben:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Anfangstemperatur ist unter 0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
((< temp 0)
(cond

(... ...)
(... ...)
(... ...)))

; ErwŠrmung wŸrde die Wassertemperatur auf Ÿber 100" C erhšhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
; Wasser f Šngt fl Ÿssig an und bleibt durch ErwŠrmung fl Ÿssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Auch hier ist es sinnvoll, die Beschreibungen der FŠlle Ÿber die Zweige zu schreiben. Danach ergŠn-
zen wir die Bedingungen mit folgendem Ergebnis:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Anfangstemperatur ist unter 0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
((< temp 0)
(cond

; ErwŠrmumgbleibt unter 0" C.
((< (+ temp heat) 0)
...)

; ErwŠrmung bleibt bei 0" C " stecken ".
((and (>= (+ temp heat) 0)

(< (+ temp heat) 80))
...)

; ErwŠrmung erhšht Temperatur Ÿber den Nullpunkt hinaus.
((and (>= (+ temp heat) 0)

(>= (+ temp heat) 80))
...)))
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; ErwŠrmung wŸrde Wassertemperatur auf Ÿber 100" C erhšhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
; Wasser f Šngt fl Ÿssig an und bleibt durch ErwŠrmung fl Ÿssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Die Bedingungen sind jetzt noch komplizierter, aber erschlie§en sich ho.entlich durch genauere
Betrachtungen:

¥ ÇDie ErwŠrmumg bleibt unter0" C.È
Das hei§t, die Summe von Anfangstemperatur und ErwŠrmung ist kleiner als0" C.

¥ ÇDie ErwŠrmung bleibt bei !" C stecken.È
In diesem Fall muss die Summe von Temperatur und ErwŠrmung zwischen0" C und 80" C
liegen.

¥ ÇDie ErwŠrmung erhšht die Temperatur Ÿber den Nullpunkt hinaus.È
Das Summe von Temperatur und ErwŠrmung geht nicht nur Ÿber0" C sondern auch Ÿber
)! " C hinaus.

Die Antworten unter diesen Bedingungen sind vergleichsweise einfach zu ergŠnzen:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Anfangstemperatur ist unter 0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
((< temp 0)
(cond

; ErwŠrmumgbleibt unter 0" C.
((< (+ temp heat) 0)
(+ temp heat))

; ErwŠrmung bleibt bei 0" C " stecken ".
((and (>= (+ temp heat) 0)

(< (+ temp heat) 80))
0)

; ErwŠrmung erhšht Temperatur Ÿber den Nullpunkt hinaus.
((and (>= (+ temp heat) 0)

(>= (+ temp heat) 80))
(- (+ temp heat) 80))))

; ErwŠrmung wŸrde Wassertemperatur auf Ÿber 100" C erhšhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
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; Wasser f Šngt fl Ÿssig an und bleibt durch ErwŠrmung fl Ÿssig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Fertig!%

Alsofastfertig. Wenn wir das Programm nŠher betrachten, fŠllt etwas Verbesserungspotenzial
auf. Fangen wir an mit der Bedingung:

(and (>= (+ temp heat) 0)
(>= (+ temp heat) 80))

Eine Temperatur Ÿber )!" C liegt auch Ÿber !" C. Wir kšnnen das also vereinfachen zu:

(>= (+ temp heat) 80)

Das ist mathematisch einleuchtend, zur Sicherheit sollten wir aber die Tests nochmals laufen lassen:
Aber sie laufen alle noch erfolgreich durch.

Bevor wir die Funktion noch weiter vereinfachen, ist es sinnvoll, die Funktionsweise der Aus-
wertung voncond-AusdrŸcken zu ergrŸnden:

A!"#$%& (.+

Lasse dieheat-water -Funktion im Stepper laufen und beobachte, wie Ð vor allem in welcher
Reihenfolge Ð die Bedindungen in einemcond-Ausdruck ausgewertet werden. !

Wenn Du diese Aufgabe erledigt hast, wirst Du beobachtet haben, dass DrRacket die Bedingungen
in einemcond-Ausdruck nacheinander auswertet. Sobald eine davon#t ergibt, macht DrRacket
mit dem Ausdruck dieses Zweiges weiter. Die restlichen Zweige werden gar nicht mehr berŸcksich-
tigt, unabhŠngig davon, ob sie#t ergeben kšnnten. Das kšnnen wir ausnutzen, um die Funktion
weiter zu vereinfachen. Wir betrachten die ersten beiden Bedingungen im ÇinnerenÈcond:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((and (>= (+ temp heat) 0)

(< (+ temp heat) 80))
0)

...)

% Allerdings noch nicht ganz richtig: Vielleicht siehst Du, dass da noch etwas nicht ganz stimmt. Wir kommen
spŠter darauf zurŸck.



'" ZAHLENBEREICHE

Wenn die erste Bedingung in diesem Ausschnitt#f ergeben hat, also nicht stimmt, dann ist(+
temp heat) grš§er oder gleich !. Das hei§t, der Teilausdruck(>= (+ temp heat) 0) in der
nŠchstenBedingung liefertimmer#t . Wir kšnnen also vereinfachen:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((and #t

(< (+ temp heat) 80))
0)

...)

Ein Ausdruck(and #t e) liefert immer das gleiche Ergebnis wieeÐ schau nochmal auf Seite %%,
um Dich davon zu Ÿberzeugen! Wir kšnnen also das innerecondweiter vereinfachen zu:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((< (+ temp heat) 80) 0)
...)

Wir benutzen also Mathematik (genauer gesagtAlgebra, also die Lehre der Gleichungen), um unser
Programm zu vereinfachen. Algebra ist ein sehr mŠchtiges Werkzeug in der Programmierung, und
wir werden es noch oft nutzen. Das fŠllt oft einfacher, wenn wir gar nicht Ÿber die konkrete Bedeu-
tung der AusdrŸcke nachdenken sondern nur Gleichungen benutzen, wie oft in der Mathematik
und entsprechend Mantra ' auf Seite #).

Wir sind aber mit dem Vereinfachen noch nicht fertig. Betrachten wir nun die drei ÇŠu§erenÈ
Bedingungen:

(cond
((< temp 0) ...)
((>= (+ temp heat) 100) ...)
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100)) ...))

Wenn die erste Bedingungen#f ergibt, gilt automatisch(>= temp 0) . Wir kšnnen die letzte Be-
dingung also vereinfachen zu:

(and #t (< (+ temp heat) 100))

Wenn auch die zweite Bedingung#f ergibt, gilt auch(< (+ temp heat) 100) . Wir kšnnen
also vereinfachen zu(and #t #t) und von da zu#t .

Wir kšnnen die Funktion mit dieser Einsicht vereinfachen und#t als Bedingung hinschreiben.
(Probier es aus!) Allerdings +nden manche das hŠsslich: Darum ist es auch mšglich, statt#t das
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besondere Wortelse (ÇandernfallsÈ auf Englisch) hinzuschreiben. Derelse -Zweig kommt also
zum Zug, wenn alle anderen ÇdurchgefallenÈ sind. Das Ergebnis sieht dann so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Anfangstemperatur ist unter 0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
((< temp 0)
(cond

; ErwŠrmumgbleibt unter 0" C.
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
; ErwŠrmung bleibt bei 0" C " stecken ".
((< (+ temp heat) 80) 0)
; ErwŠrmung erhšht Temperatur Ÿber den Nullpunkt hinaus.
(else (- (+ temp heat) 80))))

; ErwŠrmung wŸrde Wassertemperatur auf Ÿber 100" C erhšhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
; Wasser f Šngt fl Ÿssig an und bleibt durch ErwŠrmung fl Ÿssig.
(else
(+ temp heat)))))

Damit haben wir die komplette Funktionsweise voncond angewendet. Abbildung $.$ fasst sie
noch einmal zusammen.

Du kannst von vornhereinelse benutzen, wenn Du Dir sicher bist, dass alle anderen FŠlle
schon in den vorigen Zweigen abgedeckt sind. Im Zweifelsfall empfehlen wir aber immer den Weg
Ÿber die Mathematik, damit die Funktion auch korrekt wird.

Apropos korrekt: Istheat-water korrekt? Hier ist ein weiterer Testfall:

(check-expect (heat-water -1 191) 100)

Von den "*"" C wird "" C benštigt, um auf !" C zu kommen, dann weitere )!" C, um Ÿber !" C
hinauszukommen, bleiben ""!" C. Aber Ÿber "!!" C geht es natŸrlich trotzdem nicht. Leider sieht
die Funktion das anders:

Check-Fehler:
Der tatsŠchliche Wert 110 ist nicht der erwartete Wert 100.

Woran liegt das? Wenn wir die Verzweigungen im Kopf nachvollziehen, sehen wir, dass zunŠchst der
erste Zweig des Šu§erencondgreift, weil die Bedingung(< temp 0) als Wert#t hat. Im inneren
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In den Lehrsprachen werden Verzweigungen mit der Spezialformcond dargestellt. Eincond-
Ausdruck hat die folgende Form:

(cond
( b1 a1)
( b2 a2)
. . .
( bn # 1 an # 1)
(else an ))

Dabei sind diebi und dieai ihrerseits AusdrŸcke. Dercond-Ausdruck wertet nacheinander alle
Bedingungenbi aus; sobald eine Bedingungbk #t ergibt, wird dercond-Ausdruck durch das ent-
sprechendeak ersetzt.WennalleBedingungen fehlschlagen,wirddurchan ersetzt.DiePaarungen
( bi ai ) hei§enZweigedescond-Ausdruckes, und der Zweig mitelse hei§telse -Zweig. Der
else -Zweig kann auch fehlen Ð dann sollte aber immer eine der Bedingungen#t ergeben. Wenn
doch einmal bei allenbi #f herauskommen sollte, bricht DrRacket das Programm ab und gibt
eine Fehlermeldung aus.

Abbildung ".": Verzweigung

condschlie§lich ergeben die ersten beiden Bedingungen jeweils#f , es bleibt also derelse -Zweig,
und addiert die WŠrme ÇblindÈ auf die Anfangstemperatur.

Wir mŸssen also unser Programm korrigieren, weil dieser Fall noch nicht berŸcksichtigt ist: Die
Anfangstemperatur ist unter !" C, die ErwŠrmung wŸrde die Temperatur aber Ÿber "!!" C heben.
Es greift also derelse -Zweig des innerenconddes Šu§eren Zweigs mit(< temp 0) , und das ist
in diesem Fall falsch. Die ersten beiden Zweige sind fŸr Endtemperaturen bis !" C zustŠndig, wir
mŸssen also den neuen Zweig unmittelbar vor demelse -Zweig einfŸgen. Der sieht so aus:

; ErwŠrmung wŸrde die Temperatur auf Ÿber 100" C bringen
((>= (- (+ temp heat) 80) 100) 100)

Jetzt ist das Programm endlich fertig und korrekt!
Doch wie konnte dieser Fehler unbemerkt bleiben, zumindest zunŠchst von uns? Das liegt dar-

an, dass die Fallunterscheidung, die der Aufgabe zugrundliegt, ziemlich komplex ist. Bei komplexen
Programmen ist das Risikoimmergro§, dass sie Fehler enthalten. Bei komplexen Fallunterschei-
dungen bedeutet dies, dass fast immer ein Fall im Programm fehlt, zumindest beim ersten Anlauf.
Wir sollten uns bei der Gelegenheit an Mantra ( auf Seite #) erinnern:

M$245$ -
Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthŠlt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damit ihre Lšsung
fehleranfŠllig ist.
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Bei kompliziertenFallunterscheidungen, testedeshalbgrŸndlichundgehedavonaus,dassDuZwei-
ge vergessen hast.

Einfacher Wasser erhitzen Aus Mantra ( kann man auch noch eine und bessere Schlussfolge-
rung ziehen, als einfach nur sorgfŠltig zu prŸfen und zu testen. Wenn nŠmlich die Fallunterschei-
dungen so kompliziert sind, dann solltest Du grŸndlich prŸfen, ob es nicht auch einfacher geht.

Wir haben dieses Prinzip beim Schreiben dieses Buchs leider vernachlŠssigt. GlŸcklicherweise
hat Nicolas Neu§ von der UniversitŠt Erlangen eine Vorabversion dieses Buches gelesen. Ihm stie§
die KomplexitŠt der Funktion ebenfalls auf, und er machte folgenden Vorschlag:

Das Ganze wird meiner Meinung nach viel hŸbscher, wenn man das physikalischer
angeht. Wenn man daher KonversionsroutinenE->TundT->Eschreibt (Esteht fŸr
innere Energie, also die WŠrme, undTfŸr Temperatur), so sieht man erstens die Pro-
blematik und zweitens kann man die Temperaturerhšhung einfach berechnen.

Wir versuchenmal,Dr.Neu§ÕIdeenachzuvollziehen.Wir fangenmitdervon ihmerwŠhntenFunk-
tion E->T an. In unserer Terminologie kšnnte die Funktionheat->temperature hei§en, mit
folgender Kurzbeschreibung und Signatur:

; Aus WŠrme Temperatur berechnen
(: heat->temperature (real -> real))

Entsprechend den AusfŸhrungen am Anfang des Abschnitts entsprechen unterhalb von !" C die
Temperatur und die WŠrme einander. Bei WŠrme zwischen !" C und )! " C ist die Temperatur kon-
stant !" C. Ab )! " C WŠrme fŸhrt jedes Grad Erhšhung auch zu einer Erhšhung der Temperatur,
bis "!! " C Temperatur beziehungsweise ")!" C WŠrme erreicht sind. Ab da bleibt die Temperatur
bei "!! " C, auch wenn die WŠrme steigt.

Die TestfŠlle dazu kšnnten also so aussehen:

(check-expect (heat->temperature -50) -50)
(check-expect (heat->temperature 0) 0)
(check-expect (heat->temperature 20) 0)
(check-expect (heat->temperature 80) 0)
(check-expect (heat->temperature 81) 1)
(check-expect (heat->temperature 180) 100)
(check-expect (heat->temperature 200) 100)

DieEingabe-WŠrmezerfŠllt entsprechendderBeschreibungoben invierFŠlle,diewiralsvierZweige
einescondschreiben:
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(define heat->temperature
(lambda (heat)

(cond
(... ...)
(... ...)
(... ...)
(... ...))))

Die Bedingungen und AusdrŸcke ergeben sich direkt aus der Beschreibung:

(define heat->temperature
(lambda (heat)

(cond
((<= heat 0) heat)
((and (< 0 heat)

(<= heat 80))
0)

((and (< 80 heat)
(<= heat 180))

(- heat 80))
((< 180 heat) 100))))

Wirbrauchenau§erdemnocheineFunktion indieandereRichtung,wirnennensietemperature->heat .
Diese Funktion ist einfacher: Temperaturen bis !" C entsprechen der WŠrme, Temperaturen dar-
Ÿber brauchen )!" C mehr WŠrme. Es gibt also nur zwei FŠlle und damit zwei Zweige:

; Aus Temperatur WŠrme berechnen
(: temperature->heat (real -> real))

(check-expect (temperature->heat -20) -20)
(check-expect (temperature->heat -1) -1)
(check-expect (temperature->heat 1) 81)
(check-expect (temperature->heat 100) 180)

(define temperature->heat
(lambda (temp)

(cond
((< temp 0) temp)
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((and (> temp 0)
(<= temp 100))

(+ temp 80)))))

Dr.Neu§schlugvor,diesebeidenFunktionendazuzubenutzen,umdenRumpfvonheat-water
zu schreiben. Wir versuchen das und schreiben eine neue Funktionheat-water-2 , bevor wir die
alte wegwerfen:

; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, mit Eis & Sieden
(: heat-water-2 (real real -> real))

(define heat-water-2
(lambda (temp heat)

...))

(Wir nehmen die gleichen TestfŠlle wie beiheat-water .) Wie kšnnen wirheat->temperature
undtemperature->heat einbringen? Nun, wir kšnnen fŸrtempdie zugehšrige WŠrme berech-
nen,heat addieren, und das Ganze wieder zurŸck in eine Temperatur wandeln:

(define heat-water-2
(lambda (temp heat)

(heat->temperature
(+ (temperature->heat temp) heat))))

Die Funktion besteht alle TestfŠlle. Besser noch, die beiden Funktionenheat->temperature
undtemperature->heat sind viel einfacher zu verstehen als der Molochheat-water .

Bei komplizierten Verzweigungen Ð generell bei allen komplizierten Programmen Ð ist es wert
zu untersuchen, ob es auch einfacher geht.

!.' DATENANALYSE UND SCHABLONEN

In Abschnitt $.% auf Seite %* ist zum ersten Mal eineDatende!nitionaufgetaucht:

; Ein Haustier ist eins der folgenden:
; - Katze
; - Hund
; - Schlange
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Diese Datende+nition ist das Ergebnis eines Nachdenkprozesses, der sogenanntenDatenanalyse.
Dieser Begri. ist schon in Abschnitt "."" auf Seite #! aufgetaucht, als zweiter Schritt der Konstruk-
tionsanleitung: Ab sofort werden wir diesen Schritt immer durchfŸhren, weil er zentral ist fŸr die
systematische Konstruktion von Programmen.

Die Vorgehensweise bei einer Datenanalyse sieht im Allgemeinen so aus:

K12345!647123$28&74!2# , (D$4&2$2$8?3&)

Suche in der Aufgabenstellung nach problemrelevanten Grš§en; Kandidaten sind immer die
Substantive. Schreibe fŸr jede dieser Grš§en eine Datende+nition, es sei denn, diese ist aus
dem Kontext o.ensichtlich.

Wennes fŸrdieDatende+nitionnochkeineSignaturgibt, schreibeeineSignatur-De+nition
dazu. Schreibe au§erdem Beispiele auf und schreibe jeweils einen Kommentar, der die Bezie-
hung zwischen Daten und Information beschreibt.

Wie Du die Signatur-De+nition schreibst, dafŸr gibt es in diesem Buch eine Reihe spezialisierter
Konstruktionsanleitungen.DieBeziehungzwischenDatenund InformationgehtaufAbschnitt ".'
auf Seite $# zurŸck.

In diesem Fall ist ÇHaustierÈ eine problemrelevante Grš§e, zu der wir eine Datende+nition
geschrieben haben. Bei der ErwŠrmung von Wasser haben wir allerdings nicht extra hingeschrieben,
dass die Wassertemperatur eine reelle Zahl ist, weil dies allgemein bekannt ist.

FŸr die Formulierung der Datende+nition gibt es eine Reihe von typischen Mustern, die sich
immer wieder+nden. Eines ist bei der De+nition von ÇHaustierÈ ersichtlich, nŠmlich Çeins der
folgendenÈ, das darauf hinweist, dass es sich bei ÇHaustierÈ um eine Fallunterscheidung handelt.

K12345!647123$28&74!2# - (F$88!24&53:;&7@!2#: D$4&2$2$8?3&)

Versuche, fŸr die Datende+nition eine Formulierung Ç.. . ist eins der folgendenÈ zu +nden.
Wenn das mšglich ist, beschreibt Deine Datende+nition eineFallunterscheidung. Schreibe
dann eine Au-istung aller FŠlle, jeder Fall auf eine separate Zeile:

; Ein X ist eins der folgenden:
; - Fall 1
; - Fall 2
; - ...
; - Fall n

FŸr den Sonderfall der AufzŠhlung haben wir folgende Konstruktionsanleitung:
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K12345!647123$28&74!2# . (A!"9A;8!2#: D$4&2$2$8?3&)

Falls Deine Datende+nition eine Fallunterscheidung beschreibt und jeder der FŠlle nur aus
einem einzelnen Wert besteht, handelt es sich um eineAufzŠhlung.

Schreibe fŸr jede AufzŠhlung eine Signatur-De+nition der Form:

(define s (signature (enum ...)))

Achte darauf, dass die Anzahl der FŠlle der Signatur-De+nition der Anzahl der FŠlle der Da-
tende+nition entspricht.

Die Datenanalyse ist die wichtigste Methode zur Umsetzung der Mantras " und $:

M$245$ '
Achte darauf, dass fŸr alles, was Du wei§t, tatsŠchlich auch etwas im Programm steht.

M$245$ (
Lies, was dort steht.

Die Datenanalyse lenkt zunŠchst den Blick auf die Daten,nichtdarauf, was mit ihnen gemacht
wird. (Das kommt spŠter.) Au§erdem fŸhrt sie immer zu Elementen in unserem Programm. Bei der
Funktioncute? haben wir aus der Datende+nition zunŠchst eine Signatur-De+nition abgeleitet:

(define pet
(signature (enum " Katze" " Hund" " Schlange" )))

Bei AufzŠhlungen stehen alle Beispiele schon in der Signatur-De+nition. Wir mŸssen deshalb nicht
noch separat Beispiele aufschreiben.

Da die Datende+nition fŸr ÇHaustierÈ drei FŠlle hat, muss auch die Signatur-De+nition drei
FŠlle haben. Aus der Signatur-De+nition ergibt sich direkt eine Verzweigung im Rumpf, die sich
nur aus der Signatur(pet -> boolean) beziehungsweise der Signatur-De+nition vonpet als
AufzŠhlung mit drei FŠllen ergibt:

(define cute?
(lambda (p)

(cond
(... ...)
(... ...)
(... ...))))
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Da cute? eine Eingabe zur Signaturpet erwartet undpet eine AufzŠhlungssignatur mitdrei
FŠllen ist,mussim Rumpf eine Verzweigung mit ihrerseitsdreiZweigen auftauchen, ganz egal, was
die konkrete Aufgabenstellung ist. Wir betonen das Wortdreideshalb so, weil viele Fehler dadurch
passieren, dass die Anzahl der Zweige imcond einer solchen Funktion nicht der Anzahl der FŠlle
entspricht.

So ein unfertiges Programm, in dem sich einige Elemente aus der Analyse der Daten ergeben
haben ohne besondere BerŸcksichtigung der konkreten Aufgabenstellung, hei§tSchablone. Zu be-
stimmten Arten von Datende+nitionen gehšren bestimmte Schablonen.

K12345!647123$28&74!2# / (S:;$%812&)

Wenn Du das GerŸst fertiggestellt hast, benutze die Signatur und die dazugehšrigen Daten-
de+nitionen, um Konstruktionsanleitungen mit ein oder mehreren Schablonen auszuwŠhlen
und Ÿbertrage die Elemente der Schablonen in den Rumpf der Funktion.

Die Schablone ist das nŠchste Werkzeug fŸr die Umsetzung von Mantra ":

M$245$ '
Achte darauf, dass fŸr alles, was Du wei§t, tatsŠchlich auch etwas im Programm steht.

FŸr jede Sorte von Datende+nition schreiben wir neben der Konstruktionsanleitung fŸr die Da-
tenanalyse auch eine fŸr die Schablone. Hier die Schablone fŸr Fallunterscheidungen:

K12345!647123$28&74!2# '0 (F$88!24&53:;&7@!2#: S:;$%812&)

Wenn Du eine Funktion schreibst, die eine Fallunterscheidung als Eingabe verarbeitet, schrei-
be als Schablone in den Rumpf eine Verzweigung mit so vielen Zweigen, wie es in der Fallun-
terscheidung FŠlle gibt, nach folgendem Muster:

(define f
(lambda ( a)

(cond
(... ...)
...
(... ...))))

Schreibe danach Bedingungen in die Zweige, welche die einzelnen FŠlle voneinander unter-
scheiden.

Diese Konstruktionsanleitung mag Dir ziemlich bŸrokratisch vorkommen, und das ist sie auch.
Es mag Dir langweilig vorkommen, sie stur zu befolgen, und das ist bestimmt ab und zu der Fall.
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DafŸr nehmen die Konstruktionsanleitungen Dir viel Denkarbeit ab, und Du kannst Dein Gehirn
dann fŸr die Lšsung der eigentlichen Problemstellung verwenden, wenn erst einmal die Schablone
steht. SpŠtestens also wenn Du vor einer vermeintlich schweren Aufgabe stehst, wende erst einmal
die Konstruktionsanleitungen an, bevor Du Dir Sorgen machst, ob am Ende alles aufgeht. Was am
Ende Ÿbrigbleibt, ist oft erstaunlich einfach.

!.( EXKURS: VERZWEIGUNGEN IN DER MATHEMATIK

In der Mathematik gibt es auch Verzweigungen. Diese werden in der Regel mit einer gro§en ge-
schweiften Klammer geschrieben. In der Mathematik ist es allerdings Ÿblich, alle Bedingungen
ÇauszuschreibenÈ, also ihre Bedeutung nicht von der Reihenfolge der Auswertung abhŠngig zu
machen, wie wir es beiheat-water getan haben. Die Funktion schreiben wir den mathemati-
schen Gep-ogenheiten entsprechend als einbuchstabige Funktionh mit Parameternt fŸr temp

undh fŸrheat . Dasdef= steht fŸr Çist de+niert alsÈ und das mathematische Pendant fŸrdefine :

h(t, h) def=

!
"""""""""""#

"""""""""""$

!
"""""#

"""""$

t + h fallst + h < 0

0 fallst + h ( 0 undt + h < 80

100 t + h %80 ( 100

t + h %80 fallst + h ( 80

fallst < 0

100 fallst + h ( 100

t + h fallst ( 0 undt + h < 100

Etwas schwer zu erkennen in dieser Schreibweise: Die Bedingungt < 0 ist die Voraussetzung fŸr
die ersten vier FŠlle.

!.) BIN€RE VERZWEIGUNGEN

Bei manchen Fallunterscheidungen de+niert sich die letzte Kategorie dadurch, dass ein Wert in kei-
ne der anderen Kategorien gehšrt. Dann ist die Benutzung eineselse -Zweigs imcondsinnvoll.

Nehmen wir einmal an, dass Du ein Haustier (wie in Abschnitt $.% auf Seite %*) zum Ge-
burtstag geschenkt bekommen hast. Mit dem Geschenk kam das Angebot, das Haustier gegen ein
anderes auszutauschen, falls es Dir nicht gefŠllt. Nehmen wir weiter an, dass Du nur an niedlichen
Haustieren interessiert bist. Wir schreiben also eine Funktion, die ein Haustier gegen ein niedliches
austauscht, wenn es nicht niedlich ist Ð und sonst halt nicht austauscht.
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Die Funktion kšnnte folgende Kurzbeschreibung und Signatur haben:

(: exchange-for-cute (pet -> pet))

Das alte Haustier ist also die Eingabe fŸr die Funktion, und das Haustier nach dem Umtausch
kommt heraus. Als TestfŠlle bieten sich folgende an:

(check-expect (exchange-for-cute " Katze" ) " Katze" )
(check-expect (exchange-for-cute " Hund" ) " Hund" )
(check-expect (exchange-for-cute " Schlange" ) " Katze" )

Das GerŸst sieht folgenderma§en aus:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)

...))

Als NŠchstes ist die Konstruktion der Schablone dran. Wir kšnnten uns an der De+nition von
pet orientieren und eine Fallunterscheidung mit drei FŠllen als Grundlage nehmen. Allerdings ist
recht o.ensichtlich, dass sich das Ergebnis vonexchange-for-cute danach richtet, obcute?
#t oder#f liefert.#t und#f bilden hier eine AufzŠhlung mit nur zwei FŠllen. Wir kšnnten also
eine Schablone mit nur zwei FŠllen konstruieren:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)

(cond
((cute? p) ...)
(else ...))))

Die LŸcken sind einfach zu fŸllen:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)

(cond
((cute? p) p)
(else " Katze" ))))

Diese boolesche Fallunterscheidungen bildet einen hŠu+g auftretenden Spezialfall: Der zweite Fall
ist gerade dadurch de+niert, dass er nicht der erste ist, der entsprechendecond-Ausdruck hat also
immer zwei Zeige: einen mit Bedingung und einen mitelse . Weil solche binŠren Verzweigungen so
hŠufg vorkommen, gibt es eine etwas kŸrzere Spezialform fŸr das ÇbinŠrecondmit else È namens
if . Damit kšnnen wirexchange-for-cute etwas kŸrzer schreiben:
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Eine binŠre Verzweigung hat die folgende Form:

(if b
k
a)

Dabei istbdie Bedingung undk unda sind die beiden Zweige: dieKonsequentek und dieAlter-
nativea.
AbhŠngig vom Ausgang der Bedingung ist der Wert der Verzweigung entweder der Wert der Kon-
sequente oder der Wert der Alternative.

Abbildung ".#: BinŠre Verzweigung

(define exchange-for-cute
(lambda (p)

(if (cute? p)
p
" Katze" )))

Dasif spart also ein Paar Klammern und daselse , aber dafŸr kann es eben nur binŠre Verzwei-
gungen. Abbildung $.# zeigt die allgemeine Form vonif -AusdrŸcken. FŸr boolesche Fallunter-
scheidungen gibt es eine separate Konstruktionsanleitung:

K12345!647123$28&74!2# '' (%118&3:;& F$88!24&53:;&7@!2#: S:;$%812&)

Wenn sichdas Ergebnis einer Funktionnach einer booleschen Grš§e richtet, welche die Funk-
tion mit Hilfe der Eingaben berechnen kann, benutze als Schablone im Rumpf eine binŠre
Verzweigung:

(define f
(lambda ( e)

(if ... ; hier wird die boolesche Grš§e berechnet
...
...)))

A!"#$%& (.,

In der Mathematik es gibt den ÇAbsolutbetragÈ einer Zahl: FŸr eine negative Zahl liefert es die ent-
sprechende positive Zahl (aus%5 wird also5), alle anderen Zahlen bleiben unverŠndert. Schreibe
eine Funktion, die den Absolutbetrag einer Zahl berechnet! !
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!.* SYNTAKTISCHER ZUCKER

TatsŠchlich istif ÇprimitiverÈ alscond: jedecond-Form kann in eine Šquivalenteif -Form Ÿber-
setzt werden, und zwar nach folgendem Schema:

(cond ( t1 a1) ( t2 a2) . . . ( tn # 1 an # 1) (else an ))
)! (if t1 a1 (if t2 a2 . . . (if ... (if tn # 1 an # 1 an ) . . .)))

Die geschachtelteif -Form auf der rechten Seite der †bersetzung wertet, genau wie diecond-Form,
nacheinander alle Bedingungen aus, bis eine#t liefert. Die rechte Seite descond-Zweigs ist dann
gerade die Konsequente desif s. Erst wenn alle Bedingungen fehlgeschlagen sind, ist die Alternative
des letztenif -Ausdrucks dran, nŠmlichan aus demelse -Zweig.

Da sich mit Hilfe dieser †bersetzung jedecond-Form durch geschachtelteif -Formen ersetzen
lŠsst, istcondstreng genommen gar nicht notwendig.Condist deswegen eine sogenannteabgeleite-
te Form. Dacondund andere abgeleitete Formen trotzdem praktisch und angenehm zu verwenden
sind und damit dem Programmierer die Arbeit versŸ§en, hei§en abgeleitete Formen auchsyntak-
tischer Zucker.

A!"#$%& (.-

Schreibe die Funktioncute? aus Abschnitt $.% so um, dass sieif stattcondverwendet. !

A!"#$%& (..

WŠre es auch denkbar, dassif syntaktischer Zucker fŸrcondist Ð kannst Du also eine †bersetzung
einesif -Ausdrucks in einencond-Ausdruck angeben? !

Auch and und or sind eigentlich syntaktischer Zucker: Es ist immer mšglich, einenand-
Ausdruck inif s zu Ÿbersetzen. Es gelten folgende †bersetzungsregeln:

(and e) )! e
(and e1 e2 . . .) )! (if e1 (and e2 . . .) #f)

Einand-AusdruckmitmehrerenOperandenwirdsoschrittweise ineineKaskadevonif -AusdrŸcken
Ÿbersetzt:

(and a b c)
)! (if a (and b c) #f)
)! (if a (if b (and c) #f) #f)
)! (if a (if b c #f) #f)
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Ebenso lassen sichor -AusdrŸcke immer inif -AusdrŸcke Ÿbersetzen:

(or e) )! e
(or e1 e2 . . .) )! (if e1 #t (or e2 . . .))

Beispiel:

(or a b c)
)! (if a #t (or b c))
)! (if a #t (if b #t (or c)))
)! (if a #t (if b #t c))

A!"#$%& (./

Beim syntaktischen Zucker fŸrandundor kšnnten wir zusŠtzlich auch de+nieren, in was(and)
und(or) (also jeweils ohne Operanden) Ÿbersetzt wird. Wir kšnnten dann die Regeln fŸr(and
e) und(or e) weglassen. Was wŠre jeweils die korrekte †bersetzung? Du solltest einige Beispiele
durchspielen, um dies herauszu+nden. (Achtung: Die korrekte †bersetzung Ÿberrascht Dich viel-
leicht.) †bersetze(and a b c) und (or a b c) jeweils mit Hilfe Deiner neuen Regeln so, als
ob die Regeln(and e) und(or e) nicht da wŠren. !

!.#" UNSINNIGE DATEN ABFANGEN

Noch einmal zurŸck zur Funktionheat-water aus Abschnitt $.&: Die hat schon viele Zweige,
deckt aber immer noch nicht alles ab, zum Beispiel Anfangstemperaturen Ÿber "!!" C:

(heat-water 150 0)
"! 100

Das liegt daran, dass es gar kein vernŸnftiges Ergebnis gibt, wenn die Anfangstemperatur Ÿber
100" C liegt. Die Funktion berechnet aber trotzdem munter eines. Es wŠre gut, wenn wir melden
kšnnten, dass die Funktion unsinnige Eingaben bekommen hat.

Dazu erweitern wir erst einmal die Verzweigung, gleich am Anfang:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Anfangstemperatur ist Ÿber 100" C, also unzul Šssig
((> temp 100) ...)
...)))
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Nur Ð was tun im Fehlerfall? Dazu gibt es eine eingebaute Funktionviolation , die eine Fehler-
meldung als Zeichenkette akzeptiert und, wenn sie aufgerufen wird, das Programm abbricht und
die Fehlermeldung ausdruckt. Die vollstŠndige fertige Funktion sieht dann so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
; Anfangstemperatur ist Ÿber 100" C, also unzul Šssig
((> temp 100)
(violation " Anfangstemperatur Ÿber 100" C" ))

; Anfangstemperatur ist unter 0" C, es wird also Eis erwŠrmt.
((< temp 0)
(cond

; ErwŠrmung bleibt unter 0" C.
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
; ErwŠrmung bleibt bei 0" C " stecken ".
((< (+ temp heat) 80) 0)
; Die ErwŠrmung wŸrde die Temperatur auf Ÿber 100" C bringen
((>= (- (+ temp heat) 80) 100) 100)
; ErwŠrmung erhšht Temperatur Ÿber Nullpunkt hinaus.
(else
(- (+ temp heat) 80))))

; ErwŠrmung wŸrde Wassertemperatur auf Ÿber 100" C erhšhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
; Wasser f Šngt fl Ÿssig an und bleibt durch ErwŠrmung fl Ÿssig.
(else
(+ temp heat)))))

NatŸrlich sollten wir auch den Fehlerfall testen Ð das geht nicht mitcheck-expect , das ja erwar-
tet, dasseinTestausdruckeinenordnungsgemŠ§enWert liefert.FŸrFehlerfŠllegibtescheck-error ,
das TestfŠlle erzeugt, die dann bestanden sind, wenn die Auswertung einen Fehler liefert:

(check-error (heat-water 150 0)) ; Anfangstemperatur Ÿber 100" C

Die einfachere Funktionheat-water-2 besteht diesen Test Ÿbrigens auch, ganz ohne Verwen-
dung vonviolation . Warum ist das so? Hier ist die Fehlermeldung:

cond: alle Bedingungen ergaben #f
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Au§erdem markiert DrRacket die Funktiontemperature->heat als †beltŠter. Deren Bedin-
gungen schlie§en Temperaturen Ÿber "!!" C explizit aus. Auch hier ist also die einfachere Version
klar im Vorteil.

A!"#$%& (.'0

Probiere die AusdrŸcke(heat-water 0 0) und(heat-water-2 0 0) aus. Sie liefern unter-
schiedliche Ergebnisse. Warum? Welche Version hat recht? !

AUFGABEN

A!"#$%& (.''

An die ÇFlensburgÈ-Punkte, die es bei Verstš§en gegen die Verkehrsvorschriften gibt, knŸpft ¤ %
des Stra§enverkehrsgesetzes die folgenden Sanktionen:

! Punkte Keine Sanktionen
" bis # Punkte Vormerkung
% bis & Punkte Ermahnung
' bis ( Punkte Verwarnung

) Punkte Entzug

Schreibe eine Funktion, die zu einer gegebenen Punktezahl die daraus folgende Konsequenz be-
rechnet!

A!"#$%& (.'(

Schreibe eine Funktioncard-type , die den Umsatz einer Kreditkarte akzeptiert und die eine
entsprechende Kategorie als Zeichenkette zurŸckgibt. Verwende die Konstruktionsanleitungen:
Schreibe die Kurzbeschreibung auf, fŸhre eine Datenanalyse durch und schreibe die Signatur auf.
Erstelle dann die TestfŠlle und das GerŸst. VervollstŠndige danach den Rumpf der Funktion und
vergewissere Dich, dass die Tests erfolgreich laufen.

Umsatz < 15.000 =* Wei§
15.000 ' Umsatz < 50.000 =* Gold
50.000 ' Umsatz ' 150.000 =* Platin
150.000 < Umsatz =* Schwarz
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A!"#$%& (.')

". Schreibe eine Funktionmin-2 , die als Argumente zwei Zahlen nimmt und die kleinere der
beiden Zahlen zurŸckgibt. Schreibe au§erdem eine Funktionmin-3 , die als Argumente drei
Zahlen nimmt und die kleinste der drei Zahlen zurŸckgibt. Verwende die Konstruktionsan-
leitung: Schreibe explizit Kurzbeschreibung und Signatur auf, erstelle dann das GerŸst und
die TestfŠlle. VervollstŠndige danach den Rumpf der Funktion und vergewissere Dich, dass die
Tests erfolgreich laufen.

$. Schreibe analog eine Funktionmax-2undmax-3.
#. Schreibe eine Funktionmin-3 , welche die kleinste von drei gegebenen Zahlen ausgibt.
%.Schreibe eine Funktionmin-3?, die ŸberprŸft, ob die erste von drei gegebenen Zahlen das

Minimum ist.
&. Schreibe eine Funktionvalid-value? , die ŸberprŸft, ob die erste von drei gegebenen Zahlen

zwischen den beiden anderen liegt. Mit ÇzwischenÈ ist gemeint, dass die erste Zahl auch gleich
der zweiten oder der dritten sein kann.

'. clamp, die wie folgt de+niert ist:

clamp(x, min , max) =

!
""#

""$

x min ' x ' max

min x < min

max x > max

A!"#$%& (.'*

Beim Fu§ball lŠsst die RŸckennummer einer Spielerin hŠu+g RŸckschlŸsse auf ihre Position zu.
Wir machen dabei folgende Annahmen:

¥ EineTorwŠrtinhat die RŸckennummer ".
¥ EineAbwehrspielerinhat die RŸckennummer $, #, % oder &.
¥ EineMittelfeldspielerinhat die RŸckennummer ', (, ) oder "!.
¥ EineStŸrmerinhat die RŸckennummer * oder "".
¥ EineErsatzspielerinhat eine RŸckennummer zwischen "$ und **.
¥ Alle anderen RŸckennummern sind ungŸltig.

Schreibe zunŠchst eine Datende+nition fŸr die Positionen und dann eine passende Signatur-De+-
nition mit dem Namenposition .

Schreibe nun eine Funktion mit folgender Signatur:

(: nummer->position (natural -> position))
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Die Funktion soll dabei zu einer gegebenen RŸckennummer die zugehšrige Position berechnen.
Verwende beim Schreiben der Funktion die Konstruktionsanleitungen fŸr Funktionen und

fŸr Fallunterscheidungen. Teste die Funktionnummer->position mit mindestens sechs TestfŠl-
len, so dass alle FŠlle abgedeckt sind.

A!"#$%& (.'+

Schreibe ein Programm, mit dem Bu§- und Verwarnungsgelder automatisch bestimmt werden.
". Programmiere eine Funktionzu-langes-parken fŸr die Bewertung von zu langem Parken

auf einem kostenp-ichtigen Parkplatz. Diese bekommt eine Zeitspanne Ÿbergeben und gibt
das entsprechende Verwarnungsgeld zurŸck.
Diese Verwarnungen sind wie folgt festgelegt:

†berschreitung der Hšchstparkdauer bis #! Minutene 5
bis zu einer Stundee 10

bis zu zwei Stundene 15
bis zu drei Stunden e 20

lŠnger als drei Stundene 25

$. Das †berfahren einer roten Ampel kostet je nach GefŠhrdungslage mehr, gibt Punkte und
Fahrverbote. Schreibe drei Funktionen, eine fŸr das Bu§geldrote-ampel-bu§geld , eine
fŸr die Punkte in Flensburgrote-ampel-punkte und eine Funktion fŸr das Fahrverbot
rote-ampel-fahrverbot ,welcheausgibt, obeinFahrverboterteiltwird.†bergibdenFunk-
tionen, wie lange die Ampel schon rot war und ob eine GefŠhrdung oder SachbeschŠdigung
vorlag.
Die Bu§gelder sind wie folgt de+niert:
¥ Bei Rot Ÿber die Ampel innerhalb der ersten Sekundee 50und3 Punkte.
¥ Bei Rot Ÿber die Ampel innerhalb der ersten Sekunde mit GefŠhrdung oder SachbeschŠdi-

gunge 125, 4 Punkte und1 Monat Fahrverbot.
¥ Bei Rot Ÿber die Ampel nach der ersten Sekundee 125,4Punkte und1Monat Fahrverbot.
¥ Bei Rot Ÿber die Ampel nach der ersten Sekunde mit GefŠhrdung oder SachbeschŠdigung

e 200, 4 Punkte und1 Monat Fahrverbot.
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Viele Informationen, die in Programmen reprŠsentiert werden, haben mehrere Bestandteilen:
¥ Ein Festessen besteht aus Vorspeise, Hauptgang und Nachspeise.
¥ Eine Uhrzeit besteht aus Stunden und Minuten.
¥ Eine TŸr besteht aus TŸrblatt und TŸrgri..

Es werden also mehrere Dinge zu einemzusammengesetzt. Eine andere Betrachtungsweise ist, dass
ein einzelnes Dingmehrere Eigenschaftenhat:

¥ Ein Filzstift hat Dicke und Farbe.
¥ Eine Katze hat Alter und Geschlecht.
¥ Ein Lautsprecher hat Minimal- und Maximalfrequenz.

Um solche Informationen abzubilden, fŸhren wir in diesem Kapitel eine neue Art Daten ein, die
zusammengesetzten Daten.

$.# COMPUTER KONFIGURIEREN

zusammengesetzte-daten/computer.rkt Code

Viele ComputergeschŠfte erlauben, bestimmte Komponenten eines neues Computers auszuwŠh-
len, zum Beispiel Prozessor, Festplatte und Grš§e des RAM-Hauptspeichers:

Anders gesagt, ein Computerbesteht aus:
¥ Prozessor
¥ RAM
¥ Festplatte

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/zusammengesetzte-daten/computer.rkt
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NatŸrlich besteht ein Computer auch noch aus anderen Teilen, die aber (zumindest in diesem Bei-
spiel) immer gleich oder irrelevant sind. In einer Bestellung mŸssen also nur diese drei Bestandteile
enthalten sein. Wir nehmen an, dass es beim Prozessor nur auf den Namen (ÇAthlonÈ, ÇXeonÈ,
ÇCellÈ, . . . ) ankommt, beim RAM nur auf die Grš§e in Gigabyte, und auch bei der Festplatte nur
auf die Grš§e in Gigabyte.

Wir kšnnen daraus eine amtliche Datende+nition machen:

; Ein Computer besteht aus:
; - Prozessor
; - Hauptspeicher- Kapazit Št in Gbyte
; - Festplatten- Kapazit Št in Gbyte

Wichtig ist hier die Formulierung Çbesteht ausÈ, die auf zusammengesetzte Daten hindeutet. Die
Daten, die aus so einer Datende+nition fŸr zusammengesetzte Daten entstehen, kšnnen als Tabelle
dargestellt werden:

Computer

Feld Komponente

Prozessor "Cell"
RAM )

Festplatte $&!

Diese Tabelle steht demnach fŸr einen Computer mit Cell-Prozessor, ) Gigabyte RAM und ei-
ner $&!-Gigabyte-Festplatte. Sie hat also mehrere Bestandteile und ist damit zusammengesetzt. Die
Computer+rma wird viele Computer nach diesem Schema ausliefern, bei denen allesamt jeweils
Prozessor, RAM und Festplatte in der Bestellung stehen wird. Solche Informationen, die alle dem
gleichen Schema folgen, kšnnen also nach ÇTypÈ sortiert werden, wobei der Typ festlegt, um was
fŸr eine Art Information es geht und aus welchen Teilen sie zusammengesetzt ist. In der obigen
Tabelle ist dasFelddie Allgemeinbezeichnung fŸr ein Bestandteil, das alle Computer haben. Die
Komponenteist das konkrete Bestandteil eines einzelnen Computers.

Zusammengesetzte Daten bilden die Lehrsprachen durch sogenannteRecordsab. Jeder Record
gehšrt zu einem bestimmtenRecord-Typ, der festlegt, was fŸr eine Sorte Information reprŠsentiert
wird und welche Felder die Records des Record-Typs haben.

Der Record-Typ fŸr Computer sieht feste Felder vor (ÇProzessorÈ, ÇRAMÈ, ÇFestplatteÈ).
Ein einzelner Record dieses Typs besteht aus Komponenten, eine pro Feld. (In diesem Fall" Cell " ,
8 und250.)

Record-TypenmŸssen ineinemProgrammexplizitmitHilfeeinerspeziellenRecord-De!nition
de+niert werden, die mitdefine-record beginnt. Hier ist die Record-De+nition zur Datende+-
nition fŸr Computer:
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(define-record computer
make-computer
(computer-processor string)
(computer-ram natural)
(computer-hard-drive natural))

Diese etwas komplizierte Form erlŠutern wir Schritt fŸr Schritt. Weil sie gleich mehrere Funktionen
de+niert, die mit Records zu tun haben, hei§t siedefine-record . Nachdefine-record steht
der Name der Signatur fŸr die Werte des Record-Typs,computer. Diese Signatur nennen wir ab
sofort dieRecord-Signatur.

Als NŠchstes in der Record-De+nition kommtmake-computer, der Name einer Funktion,
die fŸr dieKonstruktioneines Computer-Records zustŠndig ist. Analog zum Zusammenbauen ei-
nes Computers mit Cell-Prozessor, ) Gigabyte RAM und $&! Gigabyte Festplatte wird der dazu-
gehšrige Record mit der Funktionmake-computerfolgenderma§en hergestellt:

(make-computer " Cell " 8 250)
"! #<record:computer " Cell " 8 250>

Make-computerhat folgende Signatur:

(: make-computer (string natural natural -> computer))

Die drei Eingaben sind der Reihe nach Prozessor, RAM und Festplatte.Make-computermacht
daraus einen Wert der Sortecomputer der Computer-Records. Damake-computereinen Com-
puter=Record ÇkonstruiertÈ, hei§t die Funktion auchKonstruktor.

Mit der Schreibweise

#<record:... ...>

werden Record-Typ und ihre Komponenten in der REPL sichtbar.
Hier sind einige Beispiele fŸr Computer-Records, mit Kommentaren, welche die Beziehung

zwischen Daten und Information (siehe Abschnitt ".' auf Seite $#) herstellt:

; Cell , 4 Gbyte RAM, 1000 Gbyte Festplatte
(define gamer (make-computer " Cell " 4 1000))

gamer
"! #<record:computer " Cell " 4 1000>

; Xeon, 2 Gbyte RAM, 500 Gbyte Festplatte
(define workstation (make-computer " Xeon" 2 500))
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workstation
"! #<record:computer " Xeon" 2 500>

Umgekehrt zur Konstruktion nehmen manche Bastler aus dem Computer die Einzelteile wieder
heraus, zum Beispiel, um sie in einem anderen Computer zu verbauen. FŸr dieses Herausnehmen
sind die Funktionencomputer-processor ,computer-ram undcomputer-hard-drive zu-
stŠndig, die von der Record-De+nition de+niert werden:

(computer-processor gamer)
"! " Cell "
(computer-ram gamer)
"! 4
(computer-hard-drive gamer)
"! 1000

Diese drei Funktionen hei§enSelektoren. Sie haben folgende Signaturen:

(: computer-processor (computer -> string))
(: computer-ram (computer -> natural))
(: computer-hard-drive (computer -> natural))

Genau genommen sind diese Signaturen redundant: In der Record-De+nition steht ja schon, dass
die Felder die Signaturenstring , natural und natural sind. Jeder Selektor hatcomputer
als Eingabe und die jeweilige Feld-Signatur als Ausgabe. Auch die Signatur-Deklaration fŸr den
Konstruktor ist redundant.

A!"#$%& ).'

Wie ist der Zusammenhang zwischen der Record-De+nition und der Signatur des Konstruktors?
!

Trotzdem ist es zumindest am Anfang hilfreich, sich die Arbeitsweise von Konstruktor und Selek-
toren anhand ihrer Signaturen klarzumachen. Wir schreiben sie darum in diesem Kapitel noch hin,
danach nicht mehr.

Mit Hilfe des Konstruktors und der Selektoren kšnnen wir weitergehende Funktionen de+-
nieren. FŸr den Anfang kšnnte das eine Funktion sein, die den Gesamtspeicher eines Computers
berechnet, also Hauptspeicher und Festplattenspeicher zusammen. Eine solche Funktion mŸsste
Kurzbeschreibung und Signatur wie folgt haben:
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; Gesamtspeicher berechnen
(: total-memory (computer -> natural))

Hier sind unsere Erwartungen antotal-memory , als TestfŠlle formuliert:

(check-expect (total-memory workstation) 502)
(check-expect (total-memory gamer) 1004)

Das GerŸst ist wie folgt:

(define total-memory
(lambda (c)

...))

Um etwas aus dem Record zu berechnen, musstotal-memory (und so gut wie jede andere Funk-
tion auch) die Bestandteile betrachten. Es ist deshalb sinnvoll, die Schablone mit den Aufrufen der
Selektoren zu bestŸcken.

(define total-memory
(lambda (c)

... (computer-processor c) ...

... (computer-ram c) ...

... (computer-hard-drive c) ...))

Jetzt wo die Schablone fertig ist, kšnnen wir uns mit dem Inhalt der Aufgabe beschŠftigen: Der
Prozessor hat nichts mit der Speichermenge zu tun, wir kšnnen den entsprechenden Selektoraufruf
also wieder lšschen:

(define total-memory
(lambda (c)

... (computer-ram c) ...

... (computer-hard-drive c) ...))

Der Gesamtspeicher ist die Summe der beiden Komponenten:

(define total-memory
(lambda (c)

(+ (computer-ram c)
(computer-hard-drive c))))

Total-memory ist ein Beispiel fŸr eine Funktion, die einen Record akzeptiert. Umgekehrt gibt
es auch Funktionen, die Records produzieren. Angenommen, unser ComputerhŠndler bietet ne-
ben der Einzelkon+guration von Prozessor, Hauptspeicher und Festplatte einige Standardmodelle
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an Ð sagen wir, ein Billigmodell, ein Modell fŸr Pro+s (was immer eine ÇPro+È sein mag) und ein
Modell fŸr Computerspieler. Je nachdem, welches der Modelle der Kunde auswŠhlt, muss die ent-
sprechende Kon+guration zusammengesetzt werden. FŸr die Standardkon+guration gibt es drei
feste Mšglichkeiten, es handelt sich hier also um eine AufzŠhlung.

FŸr die AufzŠhlung machen wir erst einmal Ð nach Konstruktionsanleitung ) auf Seite '( Ð
eine Daten- und eine Signatur-De+nition:

; Ein Modell ist eins der folgenden:
; - Billigmodell
; - Profi- Modell
; - Gamer-Modell
(define model

(signature
(enum " cheap" " professional " " gamer" )))

Eine Funktion, die zu einer Standardkon+guration den passenden Computer fertigt, kšnnte damit
folgende Kurzbeschreibung und Signatur haben:

; Standard- Computer zusammenstellen
(: standard-computer (model -> computer))

Die TestfŠlle sollten alle drei Standardkon+gurationen abdecken:

(check-expect (standard-computer " cheap" )
(make-computer " Sempron" 2 500))

(check-expect (standard-computer " professional " )
(make-computer " Xeon" 4 1000))

(check-expect (standard-computer " gamer" )
(make-computer " Quad" 4 750))

Hier ist das GerŸst:

(define standard-computer
(lambda (k)

...))

Bei der Schablone gehen wir wieder nach Konstruktionsanleitung ) auf Seite '( vor. Da es sich
beim Argument vonstandard-computer um eine Fallunterscheidung Ð eine AufzŠhlung mit
dreiAlternativen Ð handelt, kšnnen wir die dazu passende Schablone Ð eine Verzweigung mitdrei
Zweigen Ð zum Einsatz bringen:
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(define standard-computer
(lambda (k)

(cond
(... ...)
(... ...)
(... ...))))

Bei den Tests der Zweige mŸssen wirk mit den Elementen der AufzŠhlung vergleichen. Da es sich
um Zeichenketten handelt, nehmen wir dazustring=? :

(define standard-computer
(lambda (k)

(cond
((string=? k " cheap" ) ...)
((string=? k " professional " ) ...)
((string=? k " gamer" ) ...))))

In jedem Zweig mŸssen wir nun dafŸr sorgen, dass der entsprechende Computer hergestellt wird.
FŸr das Herstellen von Computer-Records ist der Konstruktormake-computerzustŠndig. Dem-
entsprechend mŸssen wir in jedem Zweig einen Aufruf vonmake-computerplatzieren, jeweils
mit drei Argumenten:

(define standard-computer
(lambda (k)

(cond
((string=? k " cheap" )
(make-computer ... ... ...))

((string=? k " professional " )
(make-computer ... ... ...))

((string=? k " gamer" )
(make-computer ... ... ...)))))

Jetzt mŸssen wir die Argumente fŸr die Aufrufe vonmake-computerzur VerfŸgung stellen. FŸr
jeden Aufruf sind das der Prozessor, die Grš§e des Hauptspeichers und die Grš§e der Festplat-
te. Die entsprechenden Angaben kšnnen wir zum Beispiel den TestfŠllen entnehmen. Folgendes
kommt dabei heraus:

(define standard-computer
(lambda (k)
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(cond
((string=? k " cheap" )
(make-computer " Sempron" 2 500))

((string=? k " professional " )
(make-computer " Xeon" 4 1000))

((string=? k " gamer" )
(make-computer " Quad" 4 750)))))

Fertig!

A!"#$%& ).(

Schreibe eine Funktion, die einen Computer klassi+ziert als ÇfettÈ, ÇDurchschnittÈ oder ÇmŸ-
deÈ. De+niere die Kriterien dafŸr selbst. !

$.! ZUSAMMENGESETZTE DATEN SELBST KONSTRUIEREN

zusammengesetzte-daten/wallclock-time.rkt Code

FŸr ein weiteres Beispiel greifen wir auf folgenden Satz aus der Einleitung zurŸck, den wir schon
als Datende+nition auslegen kšnnen:

; Eine Uhrzeit besteht aus Stunde und Minute.

FŸr die Entwicklung der dazu passenden Record-De+nition mŸssen wir uns einen Namen fŸr den
Record-Typ ausdenken. Dann kšnnen wir bereits ein karges GerŸst hinschreiben:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
...)

Als NŠchstes mŸssen wir festlegen,wie vieleBestandteile die Records haben sollen. In diesem Fall
(ÇStunde und MinuteÈ) sind es zwei. Wir kšnnen das GerŸst der Record-De+nition entsprechend
um zwei Felder erweitern:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
(... ...)
(... ...))

Auf die Anzahl der Bestandteile zu achten, hilft uns dabei, Mantra " auf Seite #( umzusetzen:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/zusammengesetzte-daten/wallclock-time.rkt
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M$245$ '
Achte darauf, dass fŸr alles, was Du wei§t, tatsŠchlich auch etwas im Programm steht.

Als NŠchstes kommen die Namen der Selektoren. Dabei befolgen wir eine Konvention, die Selekto-
ren alle mitwallclock-time- anfangen zu lassen. Bei der Benennung des Konstruktor haben wir
ebenfalls eine Konvention angewendet, dessen Name sich ausmake-und dem Namen des Record-
Typs ergibt. Also:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
(wallclock-time-hour ...)
(wallclock-time-minute ...))

Dass wir die Selektoren untereinander schreiben, dient lediglich der †bersichtlichkeit, ist also eben-
falls eine Konvention.

Es fehlennochdieSignaturenbeiwallclock-time-hour undwallclock-time-minute .
Nicht nur die: Wir brauchen Ÿberhaupt erstmal Datende+nitionen fŸr die beiden Felder.

; Eine Stunde ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 23.
; Eine Minute ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 59.

Da es um ganze Zahlen ab ! geht, kšnnten wirnatural verwenden, prŠziser ist es aber, wenn wir
integer-from-to aus Abschnitt $.$ auf Seite %( benutzen und eigene Signatur-De+nitionen
einfŸhren:

; Eine Stunde ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 23.
(define hour (signature (integer-from-to 0 23)))
; Eine Minute ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 59.
(define minute (signature (integer-from-to 0 59)))

Diese Signaturene kšnnen wir jetzt in der Record-De+nition fŸrwallclock-time verwenden:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
(wallclock-time-hour hour)
(wallclock-time-minute minute))

Wir schreiben die Signaturen der de+nierten Funktionen aus. Diese ergeben sich direkt aus der
Record-De+nition:
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Eine Record-De+nition hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record t
c
( sel1 sig1)
. . .
( seln sign ))

Diese Form de+niert einen Record-Typ mitn Feldern. Dabei sindt, c, sel1 . . . seln allesamt Va-
riablen, fŸr diedefine-record De+nitionen anlegt:

¥ t ist der Name der Record-Signatur.
¥ cistderNamedesKonstruktors,dendefine-record anlegt.DerKonstruktorhat folgende

Signatur:

(: c ( sig1 . . . sign -> t))

¥ Sel1, . . . , seln sind die Namen der Selektoren fŸr die Felder des Record-Typs. Der Selektor
si hat folgende Signatur:

(: seli ( t -> sigi ))

Abbildung #.!: define-record (einfach)

(: make-wallclock-time (hour minute -> wallclock-time))
(: wallclock-time-hour (wallclock-time -> hour))
(: wallclock-time-minute (wallclock-time -> minute))

Der Konstruktor akzeptiert fŸr jedes Feld ein Argument Ð entsprechend stehen die Signaturen der
Felder vor dem Pfeil. Heraus kommt beim Konstruktor immer ein Record, da steht also der Name
des Record-Typs.

Bei den Selektoren ist es umgekehrt: Da steht immer die Record-Signatur vorn (sie akzeptieren
ja jeweils einen Record) und nach dem Pfeil steht die Signatur des jeweiligen Feldes.

Abbildung #." fasst die Form von Record-De+nitionen zusammen.
Hier sind drei Beispiele fŸr Uhrzeiten als Daten, mit Kommentaren, welche die reprŠsentierte

Information beschreiben:

(define wt1 (make-wallclock-time 11 55)) ; f Ÿnf vor zwšlf
(define wt2 (make-wallclock-time 0 0)) ; Mitternacht
(define wt3 (make-wallclock-time 1 1)) ; 1 Uhr 1

Zuerst berechnen wir fŸr eine Uhrzeit die Anzahl der Minuten seit Mitternacht. Hier sind Kurz-
beschreibung, Signatur, TestfŠlle und GerŸst:
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; Minuten seit Mitternacht berechnen
(: minutes-since-midnight (wallclock-time -> natural))

(check-expect (minutes-since-midnight wt1) (+ (* 11 60) 55))
(check-expect (minutes-since-midnight wt2) 0)
(check-expect (minutes-since-midnight wt3) 61)

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)

...))

Minutes-since-midnight soll eine Funktion sein, die Uhrzeiten als Eingabe akzeptiert, also
zusammengesetzteDaten.EineFunktion,dieauszusammengesetztenDatenetwasberechnet,muss
meist deren Bestandteile verwenden, auf die sie mit den Selektoren zugreifen kann. Wir fŸgen als
nŠchsten Schritt Aufrufe beider Selektoren ein:

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)

... (wallclock-time-hour wt) ...

... (wallclock-time-minute wt) ...))

Jetzt setzen wir noch etwas Wissen Ÿber Uhrzeiten ein und vervollstŠndigen damit den Rumpf:

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)

(+ (* 60 (wallclock-time-hour wt))
(wallclock-time-minute wt))))

A!"#$%& ).)

Schreibe eine Funktion, die fŸr eine Uhrzeit zurŸckliefert, ob sich diese auf den Vormittag oder den
Nachmittag (also vor oder nach "$ Uhr mittags) bezieht. !

Die Funktionminutes-since-midnight kšnnen wir auch umdrehen:

; Aus Minuten seit Mitternacht die Uhrzeit berechnen
(: minutes-since-midnight->wallclock-time (natural -> wallclock-time))

DerPfeil inminutes-since-midnight->wallclock-time gehšrt zumNamendazuundsteht
fŸr die Umwandlung einer Grš§e in eine andere.
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Die TestfŠlle sind gegenŸberminutes-since-midnight umgedreht:

(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time
(+ (* 11 60) 55))

wt1)
(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time 0)

wt2)
(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time 61)

wt3)

Hier ist das GerŸst:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)

...))

Diese Funktion, produziert eine Uhrzeit Ð sie muss also den Konstruktor fŸrwallclock-time
aufrufen. Daraus ergibt sich folgende Schablone:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)

(make-wallclock-time ... ...)))

Um die Schablone zum Rumpf zu vervollstŠndigen, mŸssen wir aus den Minuten seit Mitternacht
msmzunŠchst die Stunde berechnen. Dazu brauchen wir eine Funktion, die ganzzahlig teilt. Die
eingebaute Funktion/ macht das leider nicht:

(/ 61 60)
"! 1.01 6

Aber die Funktionquotient hilft uns weiter:

(quotient 61 60)
"! 1

Das kšnnen wir in der Schablone benutzen:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)

(make-wallclock-time (quotient msm 60) ...)))

Es fehlt noch die Minute Ð dafŸr brauchen wir den Divisionsrest. Den berechnet die eingebaute
Funktionremainder :
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(remainder 67 60)
"! 7
(remainder 125 60)
"! 5

Damit kšnnen wir den Rumpf vervollstŠndigen:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)

(make-wallclock-time (quotient msm 60) (remainder msm 60))))

A!"#$%& ).*

Schreibe eine Funktionmake-wallclock-time-12h , die eine Uhrzeit aus einer Zeitangabe im
"$-Stunden-Format konstruiert. Also zum Beispiel:

(make-wallclock-time-12h 6 30 " AM" )
"! #<record:wallclock-time 6 30>
(make-wallclock-time-12h 6 30 " PM" )
"! #<record:wallclock-time 18 30>
(make-wallclock-time-12h 12 0 " PM" )
"! #<record:wallclock-time 12 0>
(make-wallclock-time-12h 12 00 " AM" )
"! #<record:wallclock-time 0 0>
(make-wallclock-time-12h 12 30 " PM" )
"! #<record:wallclock-time 12 30>

(FŸr die beiden FŠlle "$:!!AM und "$:!!PM gibt es keine eindeutige Zuordnung, wir haben das
willkŸrlich festgelegt.) !

A!"#$%& ).+

Funktioniertminutes-since-midnight->wallclock-time fŸr alle Zahlen als Eingabe?!

A!"#$%& ).,

Schreibe eine Funktionwallclock-time-add-minutes , die auf eine Uhrzeit eine gegebene
AnzahlMinutenaddiert.BenutzedafŸrdievorhandenenFunktionenminutes-since-midnight
undminutes-since-midnight->wallclock-time ! Du darfst annehmen, dass auch das Er-
gebnis noch in die $% Stunden eines Tages passt. !
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$.$ KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN F†R ZUSAMMENGESETZTE DATEN

Dieser Abschnitt fasst die Erkenntnisse aus den Beispielen zu zusammengesetzten Daten in Form
von Konstruktionsanleitungen zusammen. Wir fangen an mit der Datenanalyse und der zugehšri-
gen Record-De+nition.

K12345!647123$28&74!2# '( (Z!3$==&2#&3&494& D$4&2: D$4&2$2$8?3&)

Zusammengesetzte Daten kannst Du an Formulierungen wie ÇeinX besteht aus .. .È, Çein
X ist charakterisiert durch .. .È oder ÇeinX hat . . .È erkennen. Manchmal lautet die Formu-
lierung etwas anders. Die daraus resultierende Datende+nition ist ein Kommentar im Pro-
gramm in folgender Form:

; Ein X hat / besteht aus / ist charakterisiert durch:
; - Bestandteil / Eigenschaft 1
; - Bestandteil / Eigenschaft 2
; ...
; - Bestandteil / Eigenschaft n

Darauf folgteineentsprechendeRecord-De+nition.DafŸrŸberlegeDirNamen fŸrdenRecord-
Typ T und fŸr die Felder,f 1 . . . f n . Zu jedem Feld gehšrt eine Signatursigi :

(define-record T
make-T
( T- f 1 sig1)
. . .
( T- f n sign ))

Der Name des Record-TypsT ist die Record-Signatur,make-T ist der Konstruktor undT-f i

sind die Selektoren. Dass der Konstruktorname mitmake-anfŠngt und dass die Selektorna-
men sich aus dem Namen des Typs und der Felder zusammensetzt, ist reine Konvention. Von
ihr solltest Du nur aus guten GrŸnden abweichen.

Darunter gehšren die Signaturen fŸr den Konstruktor und die Selektoren:

(: make- T ( sig1 . . . sign -> T))
(: T- f 1 ( T -> sig1))
. . .
(: T- f n ( T -> sign ))
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Wenn Du genŸgend †bung mit der Verwendung von Konstruktoren und Selektoren hast,
kannst Du die Signaturen (die ja redundant sind) auch weglassen: Die relevanten Signaturen fŸr
die Felder stehen ja schon in der Record-De+nition.

Wenn Du die Datenanalyse und die Record-De+nition fŸr zusammengesetzte Daten abge-
schlossen hast, solltest Du anhand der Signatur der Funktion feststellen, ob die zusammengesetzten
Daten als Ein- oder als Ausgabe verwendet werden. AbhŠngig davon kannst Du die entsprechende
Schablone aus den folgenden beiden Konstruktionsanleitung auswŠhlen.

K12345!647123$28&74!2# ') (Z!3$==&2#&3&494& D$4&2 $83 E72#$%&: S:;$%812&)

Wenn Deine Funktion zusammengesetzte Daten als Eingabe akzeptiert (das ergibt sich aus
der Signatur), gehe nach Schreiben des GerŸstes folgenderma§en vor:

". FŸr jede Komponente, schreibe( sel r ) in die Schablone, wobeisel der Selektor der
Komponente undr der Name des Record-Parameters ist, also zum Beispiel:

(wallclock-time-hour wt)

$. VervollstŠndige die Schablone, indem Du einen Ausdruck konstruierst, in dem die Selek-
tor-Anwendungen vorkommen.

#. Es ist mšglich, dass nicht alle Selektor-Anwendungen im Rumpf verwendet werden: In
diesem Fall lšsche die Selektor-Anwendung wieder.

Mit etwas †bung kannst Du nicht benštigte Selektor-Anwendungen auch von vornherein weglas-
sen. Gelegentlich deutet es aber auf einen Fehler hin, wenn eine fehlt: Darum ist es oft sinnvoll, sie
zunŠchst hinzuschreiben.
Funktionen, die zusammengesetzte Daten als Ausgabe haben, mŸssen einen entsprechenden Re-
cord konstruieren und deshalb den Konstruktor aufrufen. Hier ist Schablone dafŸr:

K12345!647123$28&74!2# '* (Z!3$==&2#&3&494& D$4&2 $83 A!3#$%&:
S:;$%812&)

Wenn Deine Funktion zusammengesetzte Daten als Ausgabe hat, schreibe einen Aufruf des
passenden Record-Konstruktors in den Rumpf, zunŠchst mit einer Ellipse fŸr jedes Feld des
Records, also zum Beispiel:

(make-wallclock-time . . . . . .)
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$.% EIN- UND AUSGABE ZUSAMMENGESETZTER DATEN

zusammengesetzte-daten/dillo.rkt Code

In diesem Abschnitt kombinieren wir Ein- und Ausgabe zusammengesetzter Daten in einer einzi-
gen Funktion.

Im Beispiel dafŸr geht es um GŸrteltiere in Texas: Die Ÿberqueren insbesondere die Highways
und werden dabei leider oft Ÿberfahren Ð am Stra§enrand sind entsprechend viele GŸrteltiere zu
sehen. Au§erdem fŸttern freundliche Autofahrer gelegentlich die GŸrteltiere. Mit diesen beiden
Aspekten wollen wir uns beschŠftigen: Was passiert, wenn ein GŸrteltier Ÿberfahren wird? Was
passiert, wenn ein GŸrteltier gefŸttert wird? Entsprechend interessiert uns, ob ein GŸrteltier am
Leben ist und welches Gewicht es hat. Das kšnnen wir nach Konstruktionsanleitung "$ auf Seite *$
direkt in eine Datende+nition Ÿbersetzen:

; Ein GŸrteltier hat folgende Eigenschaften:
; - Gewicht (in g)
; - lebendig oder tot

Wiederum handelt es sich um zusammengesetzte Daten, wie aus der Formulierung ÇhatÈ ersicht-
lich ist. Wir beschrŠnken uns hier auf die beiden Eigenschaften, die fŸr die Aufgabenstellung re-
levant sind. Aus der Datende+nition kšnnen wir direkt eine passende Record-De+nition machen:

(define-record dillo
make-dillo
(dillo-weight natural)
(dillo-alive? boolean))

(ÇDilloÈ steht kurz fŸr ÇArmadilloÈ, das aus dem Spanischen Ÿbernommene englische Wort fŸr
GŸrteltier.)

FŸr das Feldalive? kšnnten wir unterschiedliche ReprŠsentationen wŠhlen: Eine AufzŠh-
lung wŠre mšglich; wir haben uns fŸr einen booleschen Wert entschieden, der die Frage ÇLebt das
GŸrteltier?È beantwortet. Hier sind die Signaturen fŸr die Record-Funktionen:

(: make-dillo (natural boolean -> dillo))
(: dillo-weight (dillo -> natural))
(: dillo-alive? (dillo -> boolean))

Hier sind einige Exemplare als Daten plus Information:

(define dillo1 (make-dillo 55000 #t)) ; 55 kg, lebendig

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/zusammengesetzte-daten/dillo.rkt
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(define dillo2 (make-dillo 58000 #f)) ; 58 kg, tot
(define dillo3 (make-dillo 60000 #t)) ; 60 kg, lebendig
(define dillo4 (make-dillo 63000 #f)) ; 63 kg, tot

Fangen wir damit an, GŸrteltiere zu fŸttern. Die Standard-Futter-Portion ist dabei &!! g, und das
GŸrteltier nimmt durch die FŸtterung um das entsprechende Gewicht zu. Hier sind Kurzbeschrei-
bung und Signatur:

; GŸrteltier mit 500 g Futter f Ÿttern
(: feed-dillo (dillo -> dillo))

Hier der erste, naheliegende Testfall:

(check-expect (feed-dillo dillo1) (make-dillo 55500 #t))

Beifeed-dillo ist relevant, was es mit toten GŸrteltieren macht: Tote GŸrteltiere fressen nicht,
entsprechend nehmen sie auch nicht zu, wenn man ihnen Futter anbietet:

(check-expect (feed-dillo dillo2) dillo2)

Hier das GerŸst der Funktion:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

...))

FŸr den Namen des Parameters verwenden wir auchdillo , nicht zu verwechseln mit der Signatur,
die ebenfallsdillo hei§t. Daslambdasorgt dafŸr, dassdillo sich innerhalb seines Rumpfes auf
den Parameter bezieht, nicht auf die weiter au§en stehende Signatur.

A!"#$%& ).-

Um Dir klarzumachen, welchesdillo zu welchemlambdabeziehungsweise zu welcher De+niti-
on gehšrt, kannst Du in DrRacket den KnopfSyntaxprŸfung drŸcken und danach den Maus-
Zeiger Ÿber die verschiedenen Vorkommen vondillo bewegen. !

Mehr zu diesem Thema kommt in Abschnitt *.' auf Seite $''.
Feed-dillo hat zusammengesetzte Daten sowohl als Eingabe als auch als Ausgabe. Entspre-

chend kommen die Schablonen fŸr beide Situationen zum Einsatz.
ZunŠchst ist die Schablone fŸr zusammengesetzte Daten als Eingabe aus Konstruktionsanlei-

tung "# auf Seite *# an der Reihe. Wir schreiben die Aufrufe der Selektoren auf:
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(define feed-dillo
(lambda (dillo)

... (dillo-weight dillo) ...

... (dillo-alive? dillo) ...))

DazukommtdieSchablone fŸrzusammengesetzteDatenalsAusgabeausKonstruktionsanleitung "%
auf Seite *#, also der Aufruf des Konstruktors:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo ... ...)
... (dillo-weight dillo) ...
... (dillo-alive? dillo) ...))

Der zweite Testfall zeigt, dass, wasfeed-dillo betri.t, die GŸrteltiere in zwei verschiedene Grup-
pen fallen:Feed-dillo verhŠlt sich bei lebenden GŸrteltieren anders als bei toten: eine Fallunter-
scheidung. Entsprechend brauchen wir eine Verzweigung im Rumpf, und zwar aufgrund des Wer-
tes von(dillo-alive? dillo) , der schon in der Schablone steht. Dadillo-alive? einen
booleschen Wert liefert, handelt es sich um eine boolesche Fallunterscheidung. Deshalb kšnnen wir
Konstruktionsanleitung "" auf Seite (" anwenden und eine binŠre Verzweigung benutzen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
...
...)

(make-dillo ... ...)
... (dillo-weight dillo) ...))

Nun mŸssen wir noch die beiden Zweige ergŠnzen. Am einfachsten ist ÇGŸrteltier totÈ, dann nŠm-
lich kommt das gleiche GŸrteltier aus der Funktion, das hineingegangen ist. Wir setzen alsodillo
als Alternative der Verzweigung ein:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
...
dillo)

(make-dillo ... ...)
... (dillo-weight dillo) ...))
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Im ersten Zweig mŸssen wir schlie§lich einen neuen GŸrteltier-Wert berechnen, der die Zunah-
me berŸcksichtigt. Dabei werden der Konstruktur-Aufruf und der zweite Selektor-Aufruf aus der
Schablone verbraucht:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ...)
dillo)))

Wir mŸssen beim Aufruf des Konstruktorsmake-dillo angeben, welches Gewicht das frisch ge-
fŸtterte GŸrteltier haben soll und ob es noch am Leben ist. Das Gewicht erhšht sich um das Ge-
wicht des Futters. Au§erdem ist das GŸrteltier noch am Leben, weil der Konstruktoraufruf in dem
Zweig steht, in dem das so ist:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500)

#t)
dillo)))

Wir kommen nun zum unangenehmen Teil, dem †berfahren, das aus einem lebenden GŸrteltier
ein totes macht. Hier Kurzbeschreibung und Signatur:

; GŸrteltier Ÿberfahren
(: run-over-dillo (dillo -> dillo))

Aus dem Beispieldillo1 kšnnen wir den ersten Testfall machen:

(check-expect (run-over-dillo dillo1) (make-dillo 55000 #f))

Wir sollten aber auch berŸcksichtigen, wasrun-over-dillo mit toten GŸrteltieren anstellt. Die-
se bleiben auch nach dem †berfahren tot:

(check-expect (run-over-dillo dillo2) dillo2)

Hier das GerŸst der Funktion:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)

...))
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Run-over-dillo hat zusammengesetzte Daten sowohl als Eingabe als auch als Ausgabe. Entspre-
chend kommen ein weiteres Mal die Schablonen fŸr beide Situationen zum Einsatz. ZunŠchst die
Schablone fŸr zusammengesetzte Daten als Eingabe; wir schreiben die Aufrufe der Selektoren auf:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)

... (dillo-weight dillo) ...

... (dillo-alive? dillo) ...))

Dazu kommt die Schablone fŸr zusammengesetzte Daten als Ausgabe, also der Aufruf des Kon-
struktors:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo ... ...)
... (dillo-weight dillo) ...
... (dillo-alive? dillo) ...))

Da das †berfahren das Gewicht nicht Šndert, Ÿbernimmt der Ausdruck fŸr das Gewicht das Ge-
wicht des Eingabe-GŸrteltiers aus der Schablone:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo (dillo-weight dillo) ...)
... (dillo-alive? dillo) ...))

Das GŸrteltier ist nach dem †berfahren auf jeden Fall tot. Da es keine Rolle spielt, ob das GŸr-
teltier vorher lebendig war oder nicht, kšnnen wir den Selektoraufruf(dillo-alive? dillo)
verwerfen:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo (dillo-weight dillo)
#f)))

Fertig!

$.& ALTERNATIVEN BEI DEN KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN

Vielleicht ist Dir bei der Folge von Schablonen fŸrfeed-dillo aufgefallen, dass wir die Anord-
nung der Schablonen fŸr die Konstruktion zusammgesetzter Daten und die Schablone fŸr binŠre
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Fallunterscheidungen recht willkŸrlich angeordnet haben, indem wir die Verzweigung Çau§enÈ
um den Konstruktoraufruf gestellt haben.

Die Konstruktionsanleitungen hŠtten wir genauso gut andersherum anwenden kšnnen, in-
dem wir die Verzweigung ÇinnenÈ in den Konstruktoraufruf vonmake-dillo gestellt hŠtten:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)
...
...)

...)
... (dillo-alive? dillo) ...
... (dillo-weight dillo) ...))

Bei dieser Vorgehensweise fŸllen wir zunŠchst die Ellipsen fŸr die beiden mšglichen Gewichte aus:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)
(+ (dillo-weight dillo) 500)
(dillo-weight dillo))

...)
... (dillo-alive? dillo) ...))

Was das zweite Argument vonmake-dillo betri.t, also ob das GŸrteltier lebendig oder tot ist, so
ist der Wert dort so wie vorher, also entsprechend dem Ergebnis vondillo-alive? :

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)
(+ (dillo-weight dillo) 500)
(dillo-weight dillo))

(dillo-alive? dillo))))

Diese Version ist genauso korrekt wie die erste, und keine ist o.ensichtlich ÇbesserÈ als die andere."

Bei der Kombination von Konstruktionsanleitungen ist es also oft mšglich, mehrere unterschied-

" Die erste Version im Fall Çtotes GŸrteltierÈ vermeidet, einen neuen GŸrteltier-Wert zu erzeugen. DafŸr ist die
zweite Version kŸrzer. In der Praxis ist der Unterschied unwichtig.
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liche Wege zu beschreiten. Meist funktionieren alle davon, unterscheiden sich aber gelegentlich in
LŠnge und Eleganz.

Eine andere Alternative bei der Konstruktion vonfeed-dillo wŠre an dieser Stelle mšglich
gewesen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ...)
dillo)))

Hier haben wir ziemlich vorschnelldillo in der Alternative desif -Ausdrucks geschrieben, weil es
uns Ço.ensichtlichÈ erschien, dass der Zustand eines toten GŸrteltiers nach dem FŸttern genauso
wie vorher ist. Es wŠre konsequenter gewesen, erst einmal die Schablonen vollstŠndig anzuwenden:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ...)
(make-dillo ... ...))))

Dann hŠtten wir auch fŸr den zweiten Zweig (ÇGŸrteltier totÈ) die Fragen beantwortet, welches
Gewicht das GŸrteltier hat und ob es noch lebt:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
(make-dillo (dillo-weight dillo) #f))))

Auch diese Version ist richtig. Wir kšnnten diese Version noch etwas umformen, in dem wir die
Beobachtung ausnutzen, dass der Wert desdillo-alive? -Felds im Ergebnis dem Ergebnis von
(dillo-alive? dillo) entspricht und das im zweitenmake-dillo -Aufruf einsetzen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
(make-dillo (dillo-weight dillo) (dillo-alive? dillo)))))
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Das Programm ist zwar lŠnger geworden, es gibt aber auch eine Einsicht frei, wenn wir den zweiten
make-dillo -Aufruf nŠher anschauen. Dieser Aufruf stellt eindillo -Record her, bei dem jedes
Feld aus dem entsprechenden Feld vondillo bestŸckt wird. Es ist deshalb gleich zudillo . Eine
Gleichung bringt das zum Ausdruck:

(make-dillo (dillo-alive? dillo) (dillo-weight dillo)) = dillo

Wir kšnnen also denmake-dillo -Aufruf durchdillo ersetzen und so das Programm mit Hilfe
der Gleichung vereinfachen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
dillo)))

Jetzt ist die erste Version vonfeed-dillo entstanden, ohne dass wir uns vorschnell Ÿberlegen
mussten, dass im Fall ÇGŸrteltier totÈ die Eingabe gleich der Ausgabe ist.

In diesem Beispiel mšgen die resultierende Einsicht und Vereinfachung banal sein. Wir kšnnen
aber Gleichungen beim Programmieren oft benutzen, um nŸtzliche Einsichten zu erzielen oder un-
sere Programme kŸrzer, schneller oder eleganter zu machen. Das entspricht Mantra ' von Seite #):

M$245$ ,
Nutze Gleichungen aus, um Dein Programm zu vereinfachen.

A!"#$%& )..

Formuliere Gleichungen entsprechend der Gleichungen fŸrdillo auch fŸr die Record-Typen
computer undwallclock-time aus diesem Kapitel. !

AUFGABEN

A!"#$%& )./

Schreibe eine Daten- und eine Record-De+nition fŸrBrŸcheund verschiedene Funktionen fŸr das
Bruchrechnen:

¥ KŸrzen eines Bruchs
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¥ Test auf Gleichheit der durch zwei BrŸche reprŠsentierten rationalen Zahlen
¥ Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von BrŸchen

Hinweis: Zur Lšsung der Aufgabe ist die folgende eingebaute Funktion hilfreich:

(: gcd (natural natural -> natural)) ,

die den grš§ten gemeinsamen Teiler (Çgreatest common divisorÈ) von zwei natŸrlichen Zahlen
berechnet.

A!"#$%& ).'0

Jedes Qux hat einen Namen. Au§erdem interessiert Experten, wieviele Bas ein Qux hat. Es wird
au§erdem zwischen Arg-Quxen, Foo-Quxen und Bla-Quxen unterschieden.

". SchreibeeineDaten-De+nition fŸrQuxesowieeinedazupassendeRecord-De+nition.Notiere
dazu auch die Signaturen der Selektoren.

$. Schreibe Signatur, GerŸst und Schablone fŸr eine Funktion, die ein Qux akzeptiert und eine
Zeichenkette zurŸckgibt. Identi+ziere die dazu benutzten Konstruktionsanleitungen. Achte
darauf, auch die Konstruktionsanleitungen fŸr die Komponenten von Qux-Records anzuwen-
den.

#. Nimm an, Du hŠttest fŸr eine zu schreibende Funktionquxop2die folgende Signatur festge-
legt:

(: quxop2 (natural (enum " Hx" " Bx" " Px" ) -> qux))

(Dabei ist angenommen, dass die Record-De+nition fŸr ein Qux den Namenqux hat.) Ent-
wickele daraus GerŸst und Schablone der zu schreibenden Funktion mit Hilfe der passenden
Konstruktionsanleitungen.

A!"#$%& ).''

Schreibe ein Programm zur Verwaltung von wšchentlichen Raumreservierungen an der Uni!
". Entwirf eine Daten- und Record-De+nition fŸr einen Eintrag eines Verwaltungssystems fŸr

Vorlesungs- und SeminarrŠume.
Jeder Eintrag beinhaltet folgende Informationen: der Name des Raums (als Zeichenkette), der
Wochentag, die Uhrzeit (es wird nur in Stunden gerechnet) und der Name des Dozenten, der
den Raum belegt.

$. SchreibeeineFunktionreserve ,diealsArgumenteeinenEintragundeinenDozentennamen
akzeptiert und einen Eintrag zurŸckgibt. Falls der Raum noch nicht belegt wurde (das hei§t
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im Eintrag ist der Dozentenname" " ), soll der Raum reserviert werden und damit ein neuer
Eintrag zurŸckgegeben werden, bei dem der Dozentenname gesetzt ist. Andernfalls wird der
Eintrag unverŠndert zurŸckgegeben.

A!"#$%& ).'(

Schreibe weitere Funktionen fŸr die Computer aus Abschnitt #.":
¥ †berlege Dir, wie Du fŸr einen Computer einen geeigneten Preis abhŠngig von der Kon+gu-

ration berechnen wŸrdest. Schreibe eine Funktion, welche Deine Methode realisiert.
¥ Schreibe eine Funktion, die den Speicher eines Computers erweitert. Sie akzeptiert einen Com-

puter und eine Zahl und liefert einen neuen Computer, bei dem der Hauptspeicher um die
Zahl erhšht ist.

A!"#$%& ).')

Es geht ums Backen von Kuchen.
". Erstelle eine Datende+nitiondoughfŸr den Teig. Jeder Teig besteht aus Eiern, Mehl, Zucker

und Wasser und hat ein Gesamtgewicht. †berlege Dir geeignete Einheiten fŸr die Zutaten.
$. Erstelle eine Datende+nitioncake fŸr Kuchen. Diese enthŠlt einen Teig, eine Backdauer in

Minuten und das Endgewicht des Kuchens.
#. Schreibe eine Funktioningredients->dough welche eine Anzahl an Eiern, eine Menge

Mehl in Gramm, eine Menge Zucker in Gramm und eine Menge Wasser in Milliliter erhŠlt
und daraus einen Teig herstellt. Gehe davon aus, dass jedes Ei '% g wiegt.

%.Schreibe eine Funktionbake-cake. Diese erhŠlt einen Teig, eine Backdauer in Minuten und
erstellt einen Kuchen. Gehe davon aus, dass nach dem Backen noch )! % des Wassers im Ku-
chen sind.

A!"#$%& ).'*

Schreibe eine Datende+nitionappointment fŸr Termine, bestehend aus Datum, Uhrzeit, Dauer
(in Minuten) und Ort. Verwende fŸr das Datum und die Uhrzeit weitere Datende+nitionen beste-
hend aus Tag, Monat und Jahr beziehungsweise Stunde und Minute.

". Schreibe eine Funktiondate-ok? , die feststellt, ob ein Datums-Wert einem tatsŠchlichen Ka-
lenderdatum entspricht, also korrekte Daten wie "."."*(! von unsinnigen wie #%."(.$!!' un-
terscheidet. Lasse dazu Schaltjahre au§er Acht. Beachte die Monate mit $), #! und #" Tagen.

$. Schreibe eine Funktiondate-equal? , die vergleicht, ob zwei Datums-Werte gleich sind.
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#. Schreibe eine Funktiontime-ok? , die feststellt, ob ein Zeit-Wert einer tatsŠchlichen Uhrzeit
entspricht.

%.Schreibe eine Funktiontime-overlap? , die ŸberprŸft, ob sich zwei Zeiten mit einer jeweils
gegebenen Dauer (in Minuten) Ÿberschneiden. Gehe davon aus, dass es sich um Zeiten dessel-
ben Tages handelt.

&. Schreibe eine Funktionoverlap? , die prŸft, ob sich zwei gegebene Termine Ÿberschneiden.
Beachte die Dauer der Termine. Gehe davon aus, dass die Termine nicht Ÿber Mitternacht
liegen.

Hinweis: Zur Lšsung der Aufgabe kann die eingebaute Funktion

(: remainder (natural natural -> natural))

hilfreich sein. Sie berechnet den Rest einer ganzzahligen Division.

A!"#$%& ).'+

Erstelle eine Daten- und eine Record-De+nition fŸr einen Fahrzeugschein (siehe Abbildung #.$).
Gliedere die Felder des Fahrzeugscheins sinnvoll in Untergruppen und erstelle fŸr diese Untergrup-
pen eigene Daten- und Record-De+nitionen. Benutze sprechende Bezeichner fŸr Records und Fel-
der! Gib ein Beispiel an, indem Du einen Fahrzeugschein-Wert mit allen EintrŠgen erzeugst.

A!"#$%& ).',

Schreibe fŸr den TŸbinger Stadtverkehr ein Programm, welches ŸberprŸft, ob ein Fahrzeug in den
Umweltzonen fahren darf.

". De+niere einen Datentyp fŸr Fahrzeuge. Dieser Datentyp soll den Typ, das Nummernschild
und die Schadsto.klasse des Fahrzeuges beinhalten.

$. Erstelle die Beispielfahrzeuge fŸr die Fahrzeugtypen ÇStadtbusÈ, ÇReisebusÈ, ÇDieselautoÈ
und ÇBenzinautoÈ. Gehe davon aus, dass die Busse der Schadsto.klasse $, das Dieselauto der
Schadsto.klasse # und das Benzinauto der Schadsto.klasse % angehšren.

#. Schreibe eine Funktionfahrverbot? , welche ŸberprŸft, ob ein gegebenes Fahrzeug bei einer
gegebenen Mindest-Schadsto.klasse noch fahren darf. Gestalte die Signatur so, dass er nur
Mindest-Schadsto.klassen von " bis % akzeptiert.

%.DieMŸhlstra§e inTŸbingen ist in einerRichtung fŸr alleFahrzeuge au§erStadtbusse gesperrt.
Schreibe eine Funktionsonderrecht? , die ŸberprŸft, ob ein gegebenes Fahrzeug die MŸhl-
stra§e in der gesperrten Richtung befahren darf.
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&. Der Stadtrat hat die Idee, den Tourismus dadurch anzukurbeln, dass Sonntags auch Reisebusse
die MŸhlstrasse in der gesperrten Richtunge befahren dŸrfen. Erweitere hierfŸr die Funktion
sonderrecht? um den Wochentag und lasse sonntags auch Reisebusse zu.

Verwende beim Schreiben der Funktion die Konstruktionsanleitungen fŸr Funktionen und fŸr
Fallunterscheidungen. Schreibe TestfŠlle, die alle Mšglichkeiten der Fallunterscheidung abdecken.

A!"#$%& ).'-

Schreibe ein Programm fŸr einen Paketdienst, das den Preis fŸr ein Paket berechnet!
". Schreibe eine Daten- und eine Record-De+nition fŸrAdressen. Zu einer Adresse gehšren der

Name, die Stra§e mit Hausnummer, die Postleitzahl, der Ort und das Land.
$. Der Paketdienst verlangt einen Zuschlag fŸr Sendungen, die international verschickt werden.

Schreibe eine Funktioninternational? , die als Argument eineAdressebekommt und fest-
stellt, ob die Adresse im Ausland liegt.

#. Der Paketdienst hat einen Sondertarif fŸr Sendungen, die innerhalb der gleichen Postleitzahl
verschickt werden. Schreibe eine Funktionsame-zip-code? , die als Argumente zweiAdres-
senbekommt und feststellt, ob die Postleitzahlen und die LŠnder der beiden Adressen gleich
sind.

%.Ein Paket wird klassi+ziert nach seinen Abmessungen. Schreibe eine Daten- und eine Record-
De+nition fŸrAbmessungen. Abmessungen bestehen aus LŠnge, Breite und Hšhe.

&. Die Paketpreise richten sich nach der Grš§e des zu verschickenden Pakets. Der Paketdienst
verwendet die drei Grš§enklassenSmall,MediumundLarge, um die Kosten fŸr das Paket zu
berechnen. Ausschlaggebendes Kriterium fŸr die Paketgrš§e ist die Summe der lŠngsten und
der kŸrzesten Seite des Pakets.
Schreibe eine Funktionadd-longest-and-shortest-side , die als Argument eineAb-
messungbekommt. Der RŸckgabewert vonadd-longest-and-shortest-side soll die
Summe der lŠngsten und der kŸrzesten Seite der Abmessung sein. Lagere die Teilprobleme in
zwei Hilfsfunktionen aus:longest-side undshortest-side .

'. Schreibe eine Daten- und eine Record-De+nition fŸrPakete. Ein Paket hat eine Absender- und
eine EmpfŠngeradresse. Benutze fŸr die Adressen die bereits erstellte Record-De+nition. Au-
§erdem hat ein Paket noch weitere Eigenschaften: Die Abmessungen (benutze dafŸr die be-
reits erstellte Record-De+nition), das Gewicht, die Befšrderungsdauer und eine Zusatzoption
Nachnahme. Die Befšrderungsdauer sollnormal, next-dayodernext-morningsein.

(. Schreibe eine Funktionparcel-size-class , die als Argument einPaketbekommt und die
Grš§enklasse zurŸckgibt. Ausschlaggebend fŸr die Paketgrš§e ist die Abmessung (siehe oben).
Folgende Tabelle enthŠlt die Zuordnung von Paketgrš§e und Abmessung:
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Paketgrš§e Abmessung

S !Ð&! cm
M > &!Ð"!! cm
L > "!! cm

). Schreibe eine Funktioncalculate-base-postage , die als Argument einPaketbekommt
und die Basis-Portokosten fŸr dieses Paket berechnet.
Lege dabei folgende Grundtariftabelle des Paketdienstes zugrunde:

Gewicht
Paketgrš§e !Ð& kg > &Ð"! kg > "! kg

S #,!! ',!! *,!!
M ',!! "!,!! "%,!!
L *,!! "&,!! $",!!

*. Schreibe eine Funktiontransportation-time-factor , die als Argument einPaketbe-
kommt und den Aufschlagsfaktor fŸr die Befšrderungsdauer zurŸckliefert. Lege dabei folgen-
de Aufschlagsfaktoren zugrunde:

Befšrderungsdauer
Befšrderungsdistanznormal next-day next-morning

gleiche PLZ -$&% +!% +$&%
Inland +!% +&!% +"!!%

Ausland +"!!% +$!!% +#!!%

"!. Schreibe eine Funktioncash-on-delivery-surcharge , die als Argument einPaketbe-
kommt und den Aufschlag fŸr die Nachnahme zurŸckliefert. Lege dabei folgende AufschlŠge
zugrunde:

BefšrderungsdistanzNachnahmegebŸhr

Inland +#,!!
Ausland +*,!!

"". Schreibe eine Funktioncalculate-postage , die als Argument einPaketbekommt und die
Portokosten berechnet. Benutze dafŸr die bereits programmierten Lšsungen der verschiede-
nen Teilprobleme.
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Abbildung #.": Vorder- und RŸckseite eines Fahrzeugscheins
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Manchmal kommen an einer Stelle in unserem Problem verschiedene Klassen der gleichen Sorte
Daten vor:

¥ Ein Tier kann ein GŸrteltier oder ein Papagei sein.
¥ Eine Koordinate kann eine kartesische Koordinate oder eine Polarkoordinate sein.
¥ Ein Essen kann ein FrŸhstŸck, Mittagessen oder Abendessen sein.

Solche Daten hei§engemischte Daten, und es handelt sich um eine weitere Form von Falluntschei-
dungen, neben den aus Kapitel $ bekannten AufzŠhlungen und Zahlenbereichen.

Obwohl die Daten verschiedenartig sind, unterstŸtzen sie doch gemeinsame Operationen: Das
Gewicht eines Tiers kann sowohl fŸr GŸrteltiere als auch Papageien berechnet werden, der Abstand
vom Ursprung kann fŸr beide Koordinatendarstellungen berechnet werden, die Anzahl der GŠnge
kann fŸr jede Art Essen bestimmt werden.

%.# GEMISCHTE DATEN

gemischte-daten/animal.rkt Code

In der Einleitung war die Rede von Papageien: die benutzen wir, um gemischte Daten einzufŸhren.
Vorher mŸssen wir jedoch Papageien mit den bekannten Mitteln de+nieren. Wir erweitern dafŸr
die Datei mit dem GŸrteltier aus dem vorigen Kapitel.

Genau wie bei GŸrteltieren interessiert uns bei Papageien das Gewicht, aber wir nehmen an, da
Papageien in der Regel nicht auf texanischen Highways Ÿberfahren werden, dass sie immer lebendig
sind. Au§erdem betrachten wir ausschlie§lich sprechende Papageien, die jeweils einen einzelnen
Satz sagen kšnnen. Hier die Datende+nition:

; Ein Papagei hat folgende Eigenschaften:
; - Gewicht in Gramm
; - Satz, den er sagt

Hier die dazu passende Record-De+nition:

(define-record parrot
make-parrot
(parrot-weight natural)
(parrot-sentence string))

. . . und die passenden Signaturen:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/animal.rkt
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(: make-parrot (natural string -> parrot))
(: parrot-weight (parrot -> natural))
(: parrot-sentence (parrot -> string))

Hier zwei Beispiele fŸr Papageien mit Kommentaren, die die Beziehung zwischen Daten und In-
formation beschreiben:

(define parrot1 (make-parrot 10000 " Der GŠrtner war! s. " )) ; 10kg,
Miss Marple

(define parrot2 (make-parrot 5000 " Ich liebe Dich. " )) ; 5kg,
Romantiker

Du kannst Dir vielleicht vorstellen, dass Papageien und GŸrteltiere sich in einem Programm begeg-
nen, alsogemischtvorkommen. Papageien und GŸrteltiere gehšren zum gemeinsamen Oberbegri.
Tier. DafŸr kšnnte eine Beschreibung so aussehen:

EinTier ist eins der folgenden:
¥ ein GŸrteltier
¥ ein Papagei

Die Formulierung Çeins der folgendenÈ ist Dir schon aus Abschnitt $.% und Konstruktionsanlei-
tung ( auf Seite '' bekannt: Sie deutet auf eine Fallunterscheidung hin.

Da aber GŸrteltiere und Papageien nicht als nur jeweils ein Wert reprŠsentiert sind, handelt es
sich nicht um eine AufzŠhlung: Die beiden FŠlle der Fallunterscheidung beschreiben unterschiedli-
cheKlassenvon Tieren, jede mit ihrer eigenen Signatur. Damit liegt eine neue Organisation von Da-
ten vor:gemischte Daten. Entsprechend ist es durchaus sinnvoll, nach dem ÇGewicht eines TiersÈ
zu fragen oder Çein Tier zu fŸtternÈ, was wir im folgenden auch vorhaben.

Die Beschreibung des Begri.s ÇTierÈ ist bereits als Datende+nition geeignet, und muss fŸr
Inklusion im Programm nur als Kommentar umformatiert werden:

; Ein Tier ist eins der folgenden:
; - GŸrteltier
; - Papagei

Bei zusammengesetzen Daten kann die Datende+nition in eine Record-De+nition ŸberfŸhrt wer-
den. In diesem Fall ist fŸr jede einzelne Klasse Tier jeweils schon eine Record-De+nition da. Wenn
wir Tiere im allgemeinen in Funktionen verarbeiten wollen, brauchen wir allerdings eine Signatur
fŸr Tiere. Zum Beispiel wollen wir eine Funktion schreiben, die fŸr jedes Tier das Gewicht ermit-
telt. Diese Funktion kšnnte folgende Signatur haben:

(: animal-weight (animal -> natural))
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Wir brauchen also eine De+nition fŸr die Signaturanimal . Diese sieht folgenderma§en aus:

(define animal
(signature

(mixed dillo parrot)))

Dassignature kennen wir von den Fallunterscheidungen aus Abschnitt $.% auf Seite %*. Das
mixed ist neu und steht fŸr Çgemischte DatenÈ, also Fallunterscheidungen, bei denen jeder Fall
seine eigene Signatur hat. Du kannst die obige De+nition lesen als ÇTiere sind gemischt aus GŸr-
teltieren und PapageienÈ; das klingt aber auf Deutsch hšlzern, weshalb wir fŸr die Datende+nition
bei der Formulierung Çeins der folgendenÈ bleiben. Mit der De+nition steht die Signaturanimal
zur VerfŸgung. Wir haben schon mit der Signatur fŸranimal-weight vorgegri.en. Hier ist sie
noch einmal zusammen mit einer Kurzbeschreibung:

; Gewicht eines Tiers feststellen
(: animal-weight (animal -> natural))

Diese Funktion sollte entsprechend fŸr GŸrteltiereundPapageien funktionieren, wir brauchen also
TestfŠlle fŸr beide:

(check-expect (animal-weight dillo1) 55000)
(check-expect (animal-weight dillo2) 58000)
(check-expect (animal-weight parrot1) 10000)
(check-expect (animal-weight parrot2) 5000)

Das GerŸst sieht so aus:

(define animal-weight
(lambda (animal)

...))

Tiere bilden auch eine Fallunterscheidung in den Daten, mit zwei FŠllen: GŸrteltiere und Papagei-
en. Im Rumpf der Funktion brauchen wir also eine Verzweigung mit zwei Zweigen:

(define animal-weight
(lambda (animal)

(cond
(... ...)
(... ...))))

Wir brauchen als NŠchstes zwei Bedingungen Ð eine, die GŸrteltiere und eine, die Papageien identi-
+ziert. DafŸr erweitern wir die Record-De+nitionen um ein neues Element, dasPrŠdikat. Die PrŠ-
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dikate werden uns erlauben, die Bedingungen zu schreiben. Die Record-De+nitionen sehen dann
so aus:

(define-record dillo
make-dillo
dillo? ; + = PrŠdikat
(dillo-weight natural)
(dillo-alive? boolean))

(define-record parrot
make-parrot
parrot? ; + = PrŠdikat
(parrot-weight natural)
(parrot-sentence string))

Es sind zwei neue Namen hinzugekommen,dillo? undparrot? . Das sind die PrŠdikate, und
sie haben folgenden Signaturen:

(: dillo? (any -> boolean))
(: parrot? (any -> boolean))

Dasany ist auch neu und ist die Signatur fŸr einen beliebigen Wert: Ein PrŠdikat kann also auf
absolut alles angewendet werden. Die beiden PrŠdikate unterscheiden GŸrteltiere beziehungsweise
Papageien von anderen Werten:

(dillo? dillo1)
"! #t
(dillo? parrot1)
"! #f
(parrot? dillo1)
"! #f
(parrot? parrot1)
"! #t
(dillo? 5)
"! #f
(parrot? " foo " )
"! #f

Im allgemeinen ist ein PrŠdikat eine Funktion mit der Signatur(any -> boolean) , die fŸr eine
bestimmte Sorte von Werten#t liefert, fŸr alles andere aber#f . In diesem Fall identi+zieren die
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Einedefine-record -Form hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record t
c
p
( sel1 sig1)
. . .
( seln sign ))

Diese Form de+niert einen Record-Typ mitn Feldern. Dabei sindt, c, sel1 . . . seln allesamt Va-
riablen, fŸr diedefine-record De+nitionen anlegt:

¥ t ist der Name der Record-Signatur.
¥ c ist der Name des Konstruktors mit folgender Signatur:

(: c ( sig1 . . . sign -> t))

¥ p ist der Name des PrŠdikats, der Records diesen Typs von anderen Werten unterscheidet.
Das PrŠdikat kann auch weggelassen werden.
Das PrŠdikat hat folgende Signatur:

(: p (any -> boolean))

¥ Sel1, . . . , seln sind die Namen der Selektoren fŸr die Felder des Record-Typs. Der Selektor
seli hat folgende Signatur:

(: seli ( t -> sigi ))

Abbildung $.!: define-record (mit PrŠdikaten)

PrŠdikatedillo? und parrot? jeweils die Werte, die zu einem bestimmten Record-Typ gehš-
ren. PrŠdikate mŸssen nicht zu einem Record-Typ gehšren, gelegentlich werden wir welche selber
schreiben. Eine Reihe von PrŠdikaten sind vorde+niert Ð dazu mehr auf Seite "$!.

A!"#$%& *.'

Schreibe ein PrŠdikatanimal? fŸr Tiere,dillo - oderparrot -Records. !

Die PrŠdikatedillo? undparrot? kšnnen wir in der Schablone benutzen:

(define animal-weight
(lambda (animal)

(cond
((dillo? animal) ...)
((parrot? animal) ...))))
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Im ersten Zweig Ð dem Zweig fŸr GŸrteltiere Ð kommt nundillo-weight zum Einsatz, im zwei-
ten Zweig Ð fŸr Papageien Ð istparrot-weight zustŠndig:

(define animal-weight
(lambda (animal)

(cond
((dillo? animal) (dillo-weight animal))
((parrot? animal) (parrot-weight animal)))))

Abbildung %." ist eine aktualisierte Beschreibung der Form vondefine-record , bei der auch
PrŠdikate berŸcksichtigt sind

Aus diesem Beispiel ergibt sich eine Konstruktionsanleitung fŸr gemischte Daten. ZunŠchst
die Datenanalyse:

K12345!647123$28&74!2# '+ (G&=73:;4& D$4&2: D$4&2$2$8?3&)

Gemischte Daten sind Fallunterscheidungen, bei denen jeder Fall eine eigene Klasse von Da-
ten mit eigener Signatur ist. Schreibe bei gemischten Daten eine Signatur-De+nition der fol-
genden Form unter die Datende+nition:

(define sig
(signature

(mixed sig1 sig2 . . . sign )))

Sig ist die Signatur fŸr die neue Datensorte;sig1 bissign sind die Signaturen, aus denen die
neue Datensorte zusammengemischt ist.

Die Konstruktionsanleitung fŸr die Schablone ist der aus der Konstruktionsanleitung "! fŸr Fall-
unterscheidungen auf Seite ') Šhnlich:

K12345!647123$28&74!2# ', (G&=73:;4& D$4&2 $83 E72#$%&: S:;$%812&)

Eine Schablone fŸr eine Funktion und deren TestfŠlle, die gemischte Daten akzeptiert, kannst
Du folgenderma§en konstruieren:

¥ Schreibe Tests fŸr jeden der FŠlle.
¥ Schreibe einecond-Verzweigung als Rumpf in die Schablone, die genaun Zweige hat Ð

also genau soviele Zweige, wie es FŠlle in der Datende+nition beziehungsweise der Signa-
tur gibt.

¥ Schreibe fŸr jeden Zweig eine Bedingung, der den entsprechenden Fall identi+ziert.
¥ VervollstŠndige die Zweige, indem Du eine Datenanalyse fŸr jeden einzelnen Fall vor-
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nimmstundentsprechendeHilfsfunktionenundKonstruktionsanleitungenbenutzt.Die
Ÿbersichtlichsten Programme entstehen meist, wenn fŸr jeden Fall separate Hilfsfunktio-
nen de+niert sind.

Eine Konstruktionsanleitung oder Schablone fŸr gemischte Datenals Ausgabeist unnštig Ð Du
benutzt einfach die Schablone des entsprechenden Falls.

Beachte den Unterschied zwischenenumund mixed, die leicht zu verwechseln sind:enum
steht fŸr Çeiner der folgendenWerteÈ, wŠhrendmixed fŸr Çgehšrend zu einer der folgendenSi-
gnaturenÈ steht.

A!"#$%& *.(

DenkDir sinnvolleDatende+nitionen fŸrFrŸhstŸck,MittagessenundAbendessenaus (ein . . .essen
besteht aus .. . ), so dass es Sinn ergibt, fŸr jede Sorte Essen die Frage ÇWas fŸr ein GemŸse ist enthal-
ten?È zu stellen. Schreibe zunŠchst fŸr jede Sorte Essen eine Funktion, die das enthaltene GemŸse
liefert. Schreibe dann eine Datende+nition fŸr den Oberbegri. ÇEssenÈ; ein Essen kann ein FrŸh-
stŸck, ein Mittagessen oder ein Abendessen sein. Schreibe eine Funktion, welche das enthaltene
GemŸse fŸr ein Essen liefert. !

%.! GEMISCHTE DATEN ALS AUSGABE

Wir kšnnen einen Papagei Šhnlich wie ein GŸrteltier fŸttern Ð nur die Portion ist kleiner, wir neh-
men &! g an. Kurzbeschreibung und Signatur:

; Papagei mit 50 g Futter f Ÿttern
(: feed-parrot (parrot -> parrot))

TestfŠlle:

(check-expect (feed-parrot parrot1)
(make-parrot 10050 " Der GŠrtner war! s. " ))

(check-expect (feed-parrot parrot2)
(make-parrot 5050 " Ich liebe Dich. " ))

GerŸst:

(define feed-parrot
(lambda (parrot)

...))
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Die Schablone entsteht aus der Kombination der Schablonen fŸr zusammengesetzte Daten als Ein-
gabe (Konstruktionsanleitung "# auf Seite *#) und als Ausgabe (Konstruktionsanleitung "% auf Seite
*#):

(define feed-parrot
(lambda (parrot)

(make-parrot ... ...)
... (parrot-weight parrot) ...
... (parrot-sentence parrot) ...))

. . . und schlie§lich der vollstŠndige Rumpf:

(define feed-parrot
(lambda (parrot)

(make-parrot (+ (parrot-weight parrot) 50)
(parrot-sentence parrot))))

Nun kšnnen wir eine Funktion schreiben, die ein beliebiges Tier akzeptiert und es fŸttert. Hier
sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; Tier f Ÿttern
(: feed-animal (animal -> animal))

Die Funktion soll sich genauso verhalten wiefeed-dillo beziehungsweisefeed-parrot . Das
kšnnen wir direkt als Tests ausdrŸcken:

(check-expect (feed-animal parrot1) (feed-parrot parrot1))
(check-expect (feed-animal parrot2) (feed-parrot parrot2))
(check-expect (feed-animal dillo1) (feed-dillo dillo1))
(check-expect (feed-animal dillo2) (feed-dillo dillo2))

Das GerŸst sieht so aus:

(define feed-animal
(lambda (animal)

...))

Da die Eingabe gemischt ist, brauchen wir eine Verzweigung mit soviel Zweigen wieanimal FŠlle
hat, also zwei, die wir gleich mit den passenden Bedingungen versehen:

(define feed-animal
(lambda (animal)
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(cond
((dillo? animal) ...)
((parrot? animal) ...))))

Schlie§lich mŸssen wir noch die Antworten ergŠnzen, fŸr die wir die Funktionen benutzen, die wir
schon geschrieben haben:

(define feed-animal
(lambda (animal)

(cond
((dillo? animal) (feed-dillo animal))
((parrot? animal) (feed-parrot animal)))))

Das Beispiel zeigt, dass wir keine spezielle Konstruktionsanleitung fŸr gemischte Daten als Ausgabe
brauchen: Wir mŸssen nur darauf achten, den jeweils richtigen Fall zu liefern.

A!"#$%& *.)

Schreibe eine Funktionrun-over-animal , die ein Tier ŸberfŠhrt! !

%.$ DIE LEBENSMITTELAMPEL

gemischte-daten/zuckerampel.rkt Code

In diesem Abschnitt nehmen wir uns noch ein weiteres Beispiel fŸr gemischte Daten vor, diesmal
von vorneherein unter Benutzung der Konstruktionsanleitung aus dem vorigen Abschnitt.

Die Lebensmittelampel ist eine Kennzeichnung auf Lebensmittelverpackungen, die den Ge-
halt von gesundsheitsrelevanten NŠhrsto.en in den Ampelfarben ausweist: GrŸn fŸr niedrigen
Gehalt, Gelb fŸr mittleren Gehalt und Rot fŸr hohen Gehalt. Bei Zucker zum Beispiel sieht die
Ampel so aus, bezogen auf "!! g eines Lebensmittels:

grŸn niedriger Gehalt weniger als & g
gelb mittlerer Gehalt zwischen & g und $$,& g
rot hoher Gehalt mehr als $$,& g

Trotz der BemŸhungen der EuropŠischen Union sind die Bezeichnungen uneinheitlich. Technisch
gesehen ist die Ampel redundant, wenn der Zuckergehalt in Gramm angegeben ist. Manchmal ist
allerdings der Zuckergehalt auch separat fŸr Fruktose und Glukose angegeben.

Ein Programm kšnnte aber den Umgang erleichtern, indem die Angaben auf einer Lebensmit-
telpackung Ð Zucker in Gramm insgesamt, Fruktose und Glukose separat sowie die Ampel Ð in die
einheitliche Ampel-Form bringt.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/zuckerampel.rkt
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Schreiben wir also ein solches Programm. ZunŠchst die Datenanalyse:
¥ Die Zuckermenge in Gramm ist eine (rationale) Zahl.
¥ Zuckeranteile bestehen aus der Menge von Fruktose und Glukose.
¥ Eine Zuckerampel ist rot, gelb oder grŸn.
¥ Der Zuckergehalt kann entweder als Zuckermenge, Zuckeranteile oder Zuckerampel angege-

ben werden.
Hier ist die Datende+nition fŸr die zusammengesetzen Zuckeranteile:

; Zuckeranteile bestehen aus:
; - Fruktose- Menge(in g)
; - Glukose- Menge(in g)

Daraus ergibt sich direkt die Record-De+nition mit zwei Komponenten, jeweils rationale Zahlen:

(define-record sugars
make-sugars
sugars?
(sugars-fructose-g rational)
(sugars-glucose-g rational))

Hier einige Beispiele, zusammen mit Kommentaren, die die Beziehung zwischen Daten und Infor-
mation beschreiben:

(define s1 (make-sugars 1 1)) ; 1 g Fruktose , 1 g Glukose
(define s2 (make-sugars 2 3)) ; 2 g Fruktose , 3 g Glukose
(define s3 (make-sugars 5 5)) ; 5 g Fruktose , 5 g Glukose
(define s4 (make-sugars 10 2.5)) ; 10 g Fruktose , 2.5 g Glukose
(define s5 (make-sugars 10 13)) ; 10 g Fruktose , 13 g Glukose
(define s6 (make-sugars 15 10)) ; 15 g Fruktose , 10 g Glukose

Bei der Ampel selbst handelt es sich um eine einfache Fallunterscheidung:

; Eine Ampel ist einer der folgenden Werte:
; - rot
; - gelb
; - gr Ÿn

Das ist eine AufzŠhlung, wir geben entsprechend der dazu passenden Signatur einen Namen:

(define traffic-light
(signature
(enum " red" " yellow " " green" )))
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Die Angabe Ÿber den Zuckergehalt kann jede der drei oben genannten Formen annehmen:

; Ein Zuckergehalt ist eins der folgenden:
; - Gewicht in Gramm
; - Zuckeranteile
; - Ampelbezeichnung

Wieder ist an der Formulierung erkennbar, dass es sich um gemischte Daten handelt, und zwar mit
drei FŠllen. Das Ÿbersetzen wir in ein Signatur-De+nition mitmixed und ebenfalls drei FŠllen:

(define sugar-content
(signature
(mixed rational

sugars
traffic-light)))

Das Beispiel zeigt, dass die FŠlle einer De+nition fŸr gemischte Daten nicht allesamt Records sein
mŸssen. Es ist allerdings wichtig, dass die FŠlledisjunktsind, also jeder Wert eindeutig einem der FŠl-
le zugeordnet werden kann: Sonst wŠre es nicht mšglich, eine sinnvolle Verzweigung zu schreiben,
welche die FŠlle unterscheidet.

Nun zu unserer Funktion zur Ermittlung der Ampelbezeichnung fŸr den Zuckergehalt. Hier
sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; Ampelbezeichnung f Ÿr Zuckergehalt ermitteln
(: sugar-traffic-light (sugar-content -> traffic-light))

Wir brauchen ziemlich viele TestfŠlle, um alle FŠlle von Zuckergehalt abzudecken sowie die EckfŠlle
der Tabelle von oben.

(check-expect (sugar-traffic-light 2) " green" )
(check-expect (sugar-traffic-light 5) " yellow " )
(check-expect (sugar-traffic-light 10) " yellow " )
(check-expect (sugar-traffic-light 12.5) " yellow " )
(check-expect (sugar-traffic-light 23) " red " )

(check-expect (sugar-traffic-light s1) " green" )
(check-expect (sugar-traffic-light s2) " yellow " )
(check-expect (sugar-traffic-light s3) " yellow " )
(check-expect (sugar-traffic-light s4) " yellow " )
(check-expect (sugar-traffic-light s5) " red " )
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Folgende PrŠdikate sind eingebaut:
¥ number?testet, ob ein Wert eine Zahl ist.
¥ real? testet, ob ein Wert eine reelle Zahl ist.
¥ rational? testet, ob ein Wert eine rationale Zahl ist.
¥ natural? testet, ob ein Wert eine natŸrliche Zahl ist.
¥ string? testet, ob ein Wert eine Zeichenkette ist.
¥ boolean? testet, ob ein Wert ein boolescher Wert ist.

Abbildung $.": Eingebaute PrŠdikate

(check-expect (sugar-traffic-light s6) " red " )

(check-expect (sugar-traffic-light " green" ) " green" )
(check-expect (sugar-traffic-light " yellow " ) " yellow " )
(check-expect (sugar-traffic-light " red " ) " red " )

Als NŠchstes ist, wie immer, das GerŸst dran:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

...))

Als NŠchstes wenden wir die Schablone fŸr Funktionen an, die gemischte Daten akzeptieren. Wir
brauchen eine Verzweigung mit sovielen Zweigen wiesugar-content FŠlle hat, also drei:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
(... ...)
(... ...)
(... ...))))

Als NŠchstes brauchen wir Tests fŸr die drei FŠlle. FŸr den zweiten Fall ist das einfach, da es sich
um sugars -Records handelt: da gibt es das PrŠdikatsugars?. Beim ersten Fall handelt es sich
aber um eine rationale Zahl, beim dritten um eine Zeichenkette Ð beides eingebaute Datensorten.
FŸr diese gibt es die eingebauten PrŠdikaterational? undstring? Ð Abbildung %.$ zŠhlt noch
mehr eingebaute PrŠdikate auf. Mit dieser Information gewappnet kšnnen wir die Tests ergŠnzen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
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((rational? sugar-content) ...)
((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Im ersten Zweig handelt es sich nicht nur um eine rationale Zahl, sondern auch um eine Fallunter-
scheidung mit drei FŠllen entsprechend der Tabelle vom Anfang:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
((rational? sugar-content)
(cond

(... ...)
(... ...)
(... ...)))

((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Als NŠchstes ergŠnzen wir Tests entsprechend der Tabelle:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
((rational? sugar-content)
(cond

((< sugar-content 5) ...)
((and (>= sugar-content 5) (<= sugar-content 12.5)) ...)
((> sugar-content 12.5) ...)))

((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Schlie§lich mŸssen wir noch die Antworten eintragen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
((rational? sugar-content)
(cond

((< sugar-content 5) " green" )
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((and (>= sugar-content 5) (<= sugar-content 12.5)) " yellow " )
((> sugar-content 12.5) " red " )))

((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Das verschachteltecond ist etwas unŸbersichtlich: In Konstruktionsanleitung "' auf Seite ""& ist
bereits vermerkt, dass es sinnvoll ist, diesen Zweig in eine separate Hilfsfunktion auszulagern. Hier
sind Kurzbeschreibung und Signatur fŸr diese Hilfsfunktion:

; Zuckeranteil in g in Ampel umwandeln
(: sugar-weight->traffic-light (rational -> traffic-light))

Die TestfŠlle lassen sich aus den TestfŠllen fŸrsugar-traffic-light durch einfaches Kopieren
und Umbenennen gewinnen:

(check-expect (sugar-weight->traffic-light 2) " green" )
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 5) " yellow " )
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 10) " yellow " )
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 12.5) " yellow " )
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 23) " red " )

GerŸst:

(define sugar-weight->traffic-light
(lambda (sugar-weight)

...))

Den Rumpf haben wir ja schon geschrieben, wir mŸssen ihn nur noch hierher bewegen und dann
sugar-content insugar-weight umbenennen.Dukannstdazu inDrRacketnacheinemKlick
auf ÇSyntaxprŸfungÈ mit einem Rechtsklick auf den Parametersugar-content ein MenŸ auf-
klappen, das unter anderem die Auswahl Çsugar-content umbenennenÈ anbietet. DrRacket
sorgt dann dafŸr, dass alle zugehšrigen Vorkommen vonsugar-content in gleicher Weise um-
benannt werden.

(define sugar-weight->traffic-light
(lambda (sugar-weight)

(cond
((< sugar-weight 5) " green" )
((and (>= sugar-weight 5) (<= sugar-weight 22.5)) " yellow " )
((> sugar-weight 12.5) " red " ))))
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ZurŸck zur Funktionsugar-traffic-light . Dort benutzen wir die neu de+nierte Hilfsfunk-
tion:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))

((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Beim nŠchsten Zweig geht es um den Fallsugars . Das sind zusammengesetzte Daten, wir schrei-
ben in den Zweig dafŸr also die Schablone mit den Aufrufen der Selektoren:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))

((sugars? sugar-content)
... (sugars-fructose-g sugar-content) ...
... (sugars-glucose-g sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Wir mŸssen Fruktose- und Glukose-Anteil addieren und die Summe entsprechend der Tabelle vom
Anfang in eine Ampelfarbe umwandeln. Das kann wiedersugar-weight->traffic-light
erledigen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))

((sugars? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light

(+ (sugars-fructose-g sugar-content)
(sugars-glucose-g sugar-content))))

((string? sugar-content) ...))))
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Bleibt der letzte Fall Ð der ist zum GlŸck trivial, da es sich schon um eine Farbe handelt, die muss
sugar-traffic-light nur zurŸckgeben:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))

((sugars? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light

(+ (sugars-fructose-g sugar-content)
(sugars-glucose-g sugar-content))))

((string? sugar-content) sugar-content))))

Fertig!

%.% FEHLER REPR€SENTIEREN

gemischte-daten/slope.rkt Code

Dieser Abschnitt beschreibt eine weitere hŠu+g vorkommende Anwendung fŸr gemischte Daten.
Es geht um Situationen, wo eine Funktion keine sinnvolle Antwort wei§.

Als Beispiel schreiben wir eine Funktion, welche die Steigung einer Geraden auf der Ebene
berechnetanhandderKoordinatenzweierPunktedarauf.DieFunktionakzeptiert vierArgumente:
DieX-unddieY-KoordinatedeserstenPunktsunddanachdieX-unddieY-Koordinatedeszweiten
Punkts. Wir fangen mit Kurzbeschreibung, Signatur, einigen Tests und einem GerŸst an:

; Steigung einer Gerade berechnen
(: slope (real real real real -> real))

(check-expect (slope 0 0 1 1) 1)
(check-expect (slope 0 0 2 1) 1/2)
(check-expect (slope 1 2 3 5) 3/2)

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)

...))

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/slope.rkt
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Die Formelsammlung sagt, dass wir zur Berechnung der Steigung die Di.erenz der Y-Koordinaten
durch die Di.erenz der X-Koordinaten teilen mŸssen:

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)

(/ (- y2 y1)
(- x2 x1))))

Fertig, kšnnte man meinen. Es gibt aber Linien, die keine Steigung haben In der REPL sieht das so
aus:

> (slope 0 0 0 1)
/: durch 0 geteilt

Die Meldung ist ein bisschen unfreundlich und birgt mehrere Probleme:
¥ Die Meldung besagt zwar, was das Programm gemacht hat (durch0geteilt), aber benennt nicht

die Ursache des Problems: dass die Gerade keine Steigung hat.
¥ Das Programm bricht einfach ab, ohne dass es eine Mšglichkeit bekommt, mit dem Problem

umzugehen.
¥ Dass das Programm einfach abbrechen kann, ist aus der Signatur nicht ersichtlich, die sugge-

riert, dass die Funktion immer eine reelle Zahl zurŸckliefert.
Alle drei Probleme kšnnen wir auf einmal mit gemischten Daten lšsen. Dazu mŸssen wir zunŠchst
dafŸr sorgen, dass die Funktion einen sinnvollen Wert zurŸckliefert, bevor sie durch0teilen wŸrde.
Dadurch werden die Eingaben in zwei Klassen aufgeteilt Ð es gibt eine Steigung oder eben nicht.
Wir benutzen binŠre Verzweigung, um diese beiden Klassen zu unterscheiden:

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)

(if (= (- x2 x1) 0)
...
(/ (- y2 y1)

(- x2 x1)))))

Nur mŸssen wir anstelle der Ellipse irgendetwas ins Programm schreiben. Wir kšnnen nicht ein-
fach irgendeine reelle Zahl nehmen, da diese ja auch eine legitime Steigung sein kšnnte. Stattdessen
brauchen wir einen Wert, den wir von den legitimen Zahlen unterscheiden kšnnen.

Wir kšnnten eine spezielle Zeichenkette oder#f benutzen. (Siehe dazu Aufgabe %."! auf Sei-
te "#".) Wir empfehlen aber, stattdessen einen eigenen Record-Typ zu de+nieren. Dieser Record-Typ
hat keine Felder, das hei§t, er kann nur benutzt werden, um einen einzigen Wert herzustellen, nŠm-
lich(make-no-slope) :
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; Es gibt keine Steigung
(define-record no-slope

make-no-slope
no-slope?)

(Es handelt sich also um eine degenerierte Version von zusammengesetzten Daten ohne Bestandtei-
le.) Den Wert von(make-no-slope) kšnnen wir aber durch das PrŠdikatno-slope? von allen
anderen Werten unterscheiden und benutzen ihn, wenn es keine Steigung gibt:

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)

(if (= (- x2 x1) 0)
(make-no-slope)
(/ (- y2 y1)

(- x2 x1)))))

Jetzt kšnnen wir einen Testfall de+nieren:

(check-expect (no-slope? (slope 0 0 0 1)) #t)

Allerdings liefert DrRacket fŸr diesen Testfall eine Signaturverletzung: Die Signatur tut ja immer
noch so, als wŸrde immer eine reelle Zahl herauskommen. Wir erweitern sie also folgenderma§en:

(: slope (real real real real -> (mixed real no-slope)))

Dieser Signatur sieht man unmittelbar an, was sie liefert und kann aus den Namen auch schlie§en,
was die beiden FŠlle bedeuten. NatŸrlich kšnnten wir eine eigene Signatur de+nieren wie sonst bei
gemischten Daten, das lohnt aber hier kaum.

AUFGABEN

A!"#$%& *.*

Vereinfache in der Funktionsugar-weight->traffic-light auf Seite "$$ die Bedingungen,
wie in Abschnitt $.& auf Seite '! beschrieben.

A!"#$%& *.+

Ein Supermarkt mšchte seine Waren in einem Programm verwalten. Es gibt drei Warenklassen:
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Essenbeschrieben durch einen Namen, den StŸckpreis, das Mindesthaltbarkeitsdatum und den
aktuellen Bestand im Supermarkt

GetrŠnke beschrieben durch einen Namen, den StŸckpreis, das Mindesthaltbarkeitsdatum und
den Bestand. ZusŠtzlich muss hier noch festgehalten werden, ob Pfand verlangt wird.

Sonstigebeschrieben durch einen Namen, den StŸckpreis und den Bestand.
". FŸhre eine Datenanalyse durch und erstelle Daten- und Record-De+nitionen.
$. Schreibe eine FunktionstŸckpreis , die eine Warenklasse akzeptiert und den StŸckpreis zu-

rŸckgibt.
#. Schreibe eine Funktionbuchen, die eine Warenklasse und die Anzahl der abzubuchenden Ex-

emplare akzeptiert, den Bestand der Warenklasse reduziert und die Warenklasse zurŸckgibt.
Falls mehr Exemplare gefordert werden, als in der Warenklasse vorhanden sind, soll der Bestand
auf ! gesetzt werden.

%.Schreibe eine Funktionhaltbar? , die eine Warenklasse und ein Datum akzeptiert und#t
zurŸckgibt, falls das Mindesthaltbarkeitsdatum (MHD) nicht Ÿberschritten wurde. Falls kein
MHD bekannt ist, soll#t zurŸckgeben werden.

A!"#$%& *.,

Auf seinen Reisen um die Welt tri.t Dr. Sperber viele interessante und skurrile Zeitgenossen. Unter
ihnen Dr. Knaubichler, ein Experte auf dem Gebiet der Kreuzung von mystischen Kreaturen. Es
gibt drei klassische Grundkreaturen:

¥ Der Garnolaf, der StŠrke besitzt.
¥ Das Ronugor, das Wissen besitzt.
¥ Der Tschipotol, der Risikobereitschaft besitzt.

Die Merkmale der Kreaturen sind unterschiedlich ausgeprŠgt. Die Knaubichler-Kreaturenmerk-
mal-Skala geht von ! bis "!!. Die Grundkreaturen haben jeweils nur ein Merkmal, keine besitzt ein
Merkmal einer anderen Grundkreatur.

Nun kreuzt Dr. Knaubichler die Grundkreaturen miteinander. Es entstehen also
¥ Das Ronulaf, mit Wissen und StŠrke.
¥ Der Tschigor, mit Wissen und Risikobereitschaft.
¥ Das Lapotol, mit StŠrke und Risikobereitschaft.
¥ Der Tschirgaronu, Wissen, StŠrke und Risikobereitschaft.

Leider erben die Kreuzungen nicht die vollen Merkmale beider Grundkreaturen.
Bei der Kreuzung unterschiedlicher Grundkreaturen gilt folgendes: Bei der Kreuzung von Ro-

nugor und Tschipotol wird das Ÿbernommene Wissen um "!% veringert; bei Tschipotol und Gar-
nolaf hingegen nimmt die Risikobereitschaft um &% ab, aber die StŠrke legt um )% zu. Garnolaf
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und Ronugor lassen die StŠrke um &% zulegen. Kreuzt man alle drei Grundkreaturen, nimmt jede
Eigenschaft um #% ab.

Werden zwei Kreaturen der gleichen Sorte gekreuzt, so entsteht eine neue Kreatur mit2
3 der

addierten Eigenschaften der beiden Grundkreaturen. Man kann nur Grundkreaturen kreuzen.
In jedem Fall kann eine Eigenschaft maximal den Wert "!! haben.
Dr. Knaubichler braucht ein Programm, welches die neue Kreatur berechnet, bevor er die

Kreuzungen durchfŸhrt. Hilf ihm dabei!
". Mache eine Datenanalyse und erstelle passende Daten- und Record-De+nitionen. Gib alle Si-

gnaturen der Record-Funktionen an!
$. Schreibe fŸr jede der oben aufgelisteten Kreuzungen von zwei Grundkreaturen eine Funktion,

die die Kreuzung vornimmt und eine neue Kreatur zurŸckgibt.

A!"#$%& *.-

Erweitere die Lšsung von Aufgabe %.':
". SchreibeeineFunktion,diezweiGrundkreaturen inbeliebigerReihenfolgeakzeptiert, dieKreu-

zung vornimmt und eine neue Kreatur zurŸckgibt.
$. SchreibeeineFunktion,diedreiGrundkreaturen inbeliebigerReihenfolgeakzeptiert, dieKreu-

zung vornimmt und eine neue Kreatur zurŸckgibt.

A!"#$%& *..

Das Spiele-Entwicklungsteam vonExciting Games, Inc.ist in Personalnot: FŸr die Programmierung
des bahnbrechenden $D-SpielsThe Adventures of DrRacketwird dringend eine ReprŠsentation der
gra+schen Formen Kreis, Rechteck und Dreieck benštigt. Alle Hacker sind leider wahnsinnig da-
mit beschŠftigt, bunte Pixel in der Gegend herumzuschieben und kšnnen sich daher nicht dieser
grundlegenden Aufgabe widmen. Deswegen fŠllt Dir diese Aufgabe zu! Dir geht nur ein mit Piz-
zabelag verschmierter Zettel zu, der o.enbar als Arbeitsanweisung gedacht ist. Darauf steht:

¥ Es gibt drei Klassen von Formen: Kreise, Rechtecke und gleichschenklige Dreiecke. Alle For-
men haben eine Ursprungskoordinate und enthalten eine Information Ÿber die Grš§e (Radi-
us, Hšhe, Breite, etc), wie Du auf der Abbildung siehst. Benutze fŸr die Ursprungskoordinate
die vorgegebenen kartesischen Koordinaten!
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¥ Es soll Funktionen geben, die auf allen Formen funktionieren und Folgendes leisten:
Ð kartesische Koordinate einer Form zurŸckgeben
Ð x-Koordinate einer Form zurŸckgeben
Ð y-Koordinate einer Form zurŸckgeben
Ð Abstand des Ursprungs einer Form zum Ursprung des Koordinatensystems zurŸckgeben
Ð FlŠcheninhalt einer Form zurŸckgeben
Ð Form um! x in x-Richtung und um! y in y-Richtung verschieben, also eine Form zurŸck-

geben, deren Ursprungskoordinate entsprechend verschoben ist
Ð FlŠcheninhalt zweier Formen vergleichen: FŸr gleich gro§e Formen liefert die Funktion die

Zeichenkette" equal " zurŸck, sonst" smaller " , wenn die erste Form kleiner ist, bezie-
hungsweise" bigger " , wenn die erste Form grš§er ist.

Zeige den Hackern, was richtiges Software-Engineering ist und benutze die passenden Konstrukti-
onsanleitungen, um ReprŠsentationen fŸr die Formen und die zugehšrigen Funktionen zu schrei-
ben!

A!"#$%& *./

Es gibt verschiedene Verstš§e gegen die Stra§enverkehrsordnung:
¥ Falschparken mit Ort und Zeitpunkt des Versto§es
¥ †berfahren einer roten Ampel mit Ort und Zeitpunkt des Versto§es sowie der Dauer in Se-

kunden, wie lange die Ampel bereits rot war
¥ †berhšhte Geschwindigkeit mit Ort und Zeitpunkt des Versto§es sowie der Hšhe der Ge-

schwindigkeitsŸbertretung
Neben den angegebenen Bestandteilen muss spŠter fŸr jeden Versto§ vermerkt werden, ob zusŠtz-
lich eine ÇGefŠhrdung des Stra§enverkehrsÈ vorliegt.

". SchreibeeineDatende+nition fŸrVerstš§egegendieStra§enverkehrsordnung.SchreibeDaten-
und Record-De+nitionen fŸr die verschiedenen Verstš§e.
Die Zeitpunkte kannst Du durch Zeichenketten wie"11.4.1971 22:00" reprŠsentieren.
Gib alle Signaturen an!

$. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Versto§ entgegennimmt und den Ort des Versto-
§es zurŸckgibt.
Schreibe analog eine Funktion, die einen beliebigen Versto§ entgegennimmt und den Zeit-
punkt des Versto§es zurŸckgibt.

#. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Versto§ entgegennimmt, diesen als GefŠhrdung
des Stra§enverkehrs betrachtet und wieder zurŸckgibt (das hei§t jeder Versto§ ist ein Versto§
mit GefŠhrdung).



#$" FEHLER REPR€SENTIEREN

Die Verstš§e haben unterschiedliche TatbestŠnde zur Folge:
¥ Einfaches Vergehen mit Bu§geld
¥ Ordnungswidrigkeit mit Bu§geld, Punkte fŸr die VerkehrssŸnderdatei und Fahrverbot in Mo-

naten
¥ Straftat mit Punkten fŸr die VerkehrssŸnderdatei und Freiheitsstrafe in Monaten
". Schreibe eine Datende+nition fŸr TatbestŠnde auf Verstš§e gegen die Stra§enverkehrsord-

nung. Schreibe Daten- und Record-De+nitionen fŸr die verschiedenen TatbestŠnde. Gib alle
Signaturen an!

$. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Tatbestand akzeptiert und die Anzahl der anfal-
lenden Punkte zurŸckliefert.
Schreibe nun Funktionen, die Verstš§e akzeptieren und die TatbestŠnde berechnen:

". Schreibe eine Funktion, die Falschparken akzeptiert und ein einfaches Vergehen mit20! Bu§-
geld zurŸckgibt. Wenn das Falschparken eine GefŠhrdung des Stra§enverkehrs darstellt (zum
Beispiel bei Behinderung von Rettungsfahrzeugen), soll die Funktion eine Ordnungswidrig-
keit mit40! Bu§geld, einem Punkt und keinem Fahrverbot zurŸckgeben.

$. Schreibe eine Funktion, die †berfahren einer roten Ampel akzeptiert und eine Ordnungswid-
rigkeit zurŸckgibt. Dabei gilt:
¥ wenn die Ampel kŸrzer als eine Sekunde rot war und keine GefŠhrdung vorlag:50! ,3Punk-

te, kein Fahrverbot
¥ wenndieAmpelmindestenseineSekunde rotwarodereineGefŠhrdungvorlag:125! ,4Punk-

te,1 Monat Fahrverbot
#. Schreibe eine Funktion, die Ÿberhšhte Geschwindigkeit akzeptiert und den Tatbestand zu-

rŸckgibt. Dabei gilt:
¥ GeschwindigkeitsŸbertretung weniger als20km/h ohne GefŠhrdung: einfaches Vergehen

mit 35!
¥ GeschwindigkeitsŸbertretung zwischen20und40km/h (inklusive) ohne GefŠhrdung: Ord-

nungswidrigkeit mit75! , # Punkten und " Monat Fahrverbot
¥ GeschwindigkeitsŸbertretung von mehr als %! km/h ohne GefŠhrdung: Ordnungswidrig-

keit mit200! , % Punkte und # Monate Fahrverbot
¥ bei gleichzeitiger GefŠhrdung des Stra§enverkehrs: Straftat mit # Punkte mehr als ohne Ge-

fŠhrdung angegeben und Freiheitsstrafe, die doppelt so lang ist wie das Fahrverbot, das ohne
GefŠhrdung gilt (wenn es kein Fahrverbot gibt, dann gibt es auch keine Freiheitsstrafe)

%.Schreibe eine Funktion, die einen Versto§ akzeptiert und dessen Folge zurŸckgibt. Benutze die
Funktionen aus den vorherigen Teilaufgaben.
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A!"#$%& *.'0

Experimentiere fŸr die Funktionslope in Abschnitt %.% auf Seite "$% mit anderen ReprŠsentatio-
nen als einem eigenen Record-Typ fŸr Çkeine SteigungÈ:

¥ Liefere#f zurŸck.
¥ Liefere eine Zeichenkette" no slope " zurŸck.

Wie muss jeweils die Signatur vonslope lauten?
Wie kšnnte ein Programm dann nach einem Aufruf feststellen, ob es keine Steigung gab?

Schreibe fŸr beide Varianten einen Ersatz fŸr das PrŠdikatno-slope? , das diese Situation fest-
stellt.

Was haben die insgesamt drei Varianten fŸr die ReprŠsentation von Çkeine SteigungÈ jeweils
fŸr Vor- und Nachteile?





& PROGRAMMIEREN MIT SELBSTBEZ†GEN UND KOMBINATOREN

Bisher haben wir nur Daten vorgestellt, die eine feste Grš§e haben und damit im Wortsinn be-
schrŠnkt sind. Viele Informationen haben aber eine variable Grš§e: Die BŸcher im Regal werden
immer mehr, Bauwerke bestehen aus variabel vielen Bauteilen. Um solche Informationen als Da-
ten zu reprŠsentieren, stellen wir in diesem Kapitel einen weiteren Aspekt der Datenanalyse vor,
denSelbstbezug. Hier sind einfache Beispiele:

¥ Ein Fluss besteht aus Haupt-uss und Neben-uss Ð beides wieder FlŸsse.
¥ Ein Dateiverzeichnis auf dem Computer kann Unterverzeichnisse enthalten.
¥ Ein gro§er BŸcherstapel besteht aus einem etwas kleineren BŸcherstapel und einem weiteren

Buch.
Bei all diesen Beispielen werden aus kleineren Dingen grš§ere gemacht: Aus zwei FlŸssen, die zu-
sammen-ie§en, wird ein gro§er Fluss. Aus mehreren Dateien und Verzeichnissen wird ein gro§es
Verzeichnis. Aus einem kleinen BŸcherstapel wird ein gro§er. In der Programmierung nennen wir
das Bauen von gro§en Dingen aus kleinen Dingern derselben Sortekombinieren. Die Funktionen,
die das erledigen, hei§enKombinatoren: Um die geht es in diesem Kapitel.

&.# FL†SSE ABBILDEN

selbstbezuege/river.rkt Code

Epfendorf

Tieringen

Schlichem

Rottweil

Heimliswald

Eschach

Dreifaltigkeitsberg
Prim

Abbildung %.!: Der Neckar nahe der Quellen

Abbildung &." ist ein Diagramm, das die Struktur des Neckar nahe der Quellen beschreibt: Er -ie§t
zunŠchst aus den BŠchen Eschach und Prim zusammen, und danach -ie§en immer weitere BŠche
und FlŸsse hinzu Ð in der Abbildung noch die Schlichem.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/selbstbezuege/river.rkt
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Die Struktur eines Flusses werden wir durch Daten abbilden, um danach eine Funktion zu
schreiben, die feststellt, ob ein Fluss durch einen bestimmten Ort -ie§t. Unser erster Versuch einer
Datende+nition sieht so aus:

; Ein Fluss kommt entweder aus:
; - einer Quelle
; - einem Hauptfluss und einem Nebenfluss

Man kann zwar schon sehen, dass es sich um eine Fallunterscheidung handelt, aber wir kšnnen die
Formulierung schŠrfen, um klar zu machen, dass es sich um gemischte Daten handelt:

; Ein Fluss ist eins der folgenden:
; - ein Bach aus einer Quelle
; - ein Zusammentreffen von einem Hauptfluss und einem Nebenfluss

Daraus kšnnen wir direkt eine Signatur-De+nition machen:

(define river
(signature (mixed creek confluence)))

Die Datende+nitionen fŸr ÇBachÈ und ÇZusammentre.enÈ fehlen allerdings noch. In Abbil-
dung &." steht an den BŠchen jeweils noch der Name. Eine passende Datende+nition sieht so aus:

; Ein Bach hat folgende Eigenschaften:
; - Ursprungsort

Das klingt ein bisschen komisch, weil der Bach ja nureineEigenschaft hat, aber die Datende+niti-
on trotzdem zusammengesetzte Daten beschreibt. Trotzdem ist das legitim und korrekt Ð niemand
wird sagen wollen, dass der Ursprungsort der Bachist. Au§erdem kannst Du Dir vorstellen, dass
ein Bach spŠter noch mehr Eigenschaften bekommt, die wir in den Daten festhalten wollen. (Was-
serqualitŠt oder Flie§geschwindigkeit zum Beispiel.) Entsprechend ist es auch sinnvoll, dafŸr eine
Record-De+nition zu schreiben:

(define-record creek
make-creek
creek?
(creek-origin string))

Wenn spŠter noch weitere Eigenschaften hinzukommen, kšnnen wir die Record-De+nition erwei-
tern, ohne anderen Code zu beeintrŠchtigen.

Kommen wir zu den Zusammentre.en. Auch hier ist ein Ort relevant Ð dort, wo sie zusam-
mentre.en. Au§erdem ist wichtig,welcheFlŸsse oder BŠche da zusammentre.en. Die Datende+-
nition kšnnte so aussehen:
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; Ein Zusammentreffen besteht aus:
; - Ort
; - Hauptfluss
; - Nebenfluss

Die Formulierung zeigt eindeutig, dass es sich um zusammengesetzte Daten handelt. Aber diese
Datende+nition weist eine Au.Šlligkeit auf, die erst sichtbar wird, wenn wir sie im Zusammenhang
der Gesamt-Datende+nition fŸr FlŸsse betrachten:

; Ein Fluss ist eins der folgenden:
; - ...
; - ein Zusammentreffen ...
...
; Ein Zusammentreffen besteht aus:
; - Ort
; - Hauptfluss
; - Nebenfluss

Die Datende+nition fŸr ÇFlussÈ benutzt selbst den Begri. ÇFlussÈ. Noch o.ensichtlicher wird
das, wenn wir die dazu passende Record-De+nition erstellen:

(define-record confluence
make-confluence
confluence?
(confluence-location string)
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river))

In der De+nition vonconfluence wird river benutzt und umgekehrt. Das ist nichts schlim-
mes Ð im Gegenteil, diese beidenSelbstbezŸgeerlauben uns, ganz unterschiedliche FlŸsse zu be-
schreiben, insbesondere solche unterschiedlicher Grš§e. Den Abschnitt des Neckar in &." kšnnen
wir so abbilden:

(define eschach (make-creek " Heimliswald " )) ; Quelle des Neckar
(define prim (make-creek " Dreifaltigkeitsberg " )) ; Quelle des Neckar
; erster Zusammenfluss des Neckar:
(define neckar-1 (make-confluence " Rottweil " eschach prim))
; Zufluss des Neckar:
(define schlichem (make-creek " Tieringen " ))
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; zweiter Zusammenfluss des Neckar:
(define neckar-2 (make-confluence " Epfendorf " neckar-1 schlichem))

An diesen Beispielen sieht man sehr schšn, dassmake-confluence zwei FlŸsse zu einem kombi-
niert Ð es handelt sich um einenKombinator.

Wir hatten angekŸndigt, eine Funktion zu schreiben, die feststellt, ob Wasser von einem be-
stimmten Ort in einen Fluss -ie§t. Wir machen das wieder nach Vorschrift, also zuerst die Kurzbe-
schreibung:

; Flie §t Wasser von einem Ort in Fluss ?

In der Kurzbeschreibung sind schon die Substantive ÇFlussÈ und ÇOrtÈ als Eingaben aufgefŸhrt,
die Ÿbertragen wir in die Signatur. Da die Funktion eine Ja-/Nein-Frage beantwortet, liefert sie
einen booleschen Wert und hat ein Fragezeichen hinten am Namen:

(: flows-from? (string river -> boolean))

Bei den Tests achten wir darauf, dass wir sowohl BŠche als auch FlŸsse testen, und sowohl FŠlle, bei
denen#t als auch solche, bei denen#f herauskommt:

(check-expect (flows-from? " Heimliswald " eschach) #t)
(check-expect (flows-from? " TŸbingen " eschach) #f)
(check-expect (flows-from? " Heimliswald " neckar-2) #t)
(check-expect (flows-from? " Rottweil " neckar-2) #t)
(check-expect (flows-from? " Berlin " neckar-2) #f)

Das GerŸst ergibt sich wie immer direkt aus der Signatur:

(define flows-from?
(lambda (location river)

...))

Da es sich beiriver um gemischte Daten handelt, kšnnen wir die Schablone dafŸr ergŠnzen. Da
river zwei FŠlle hat (BŠche und Zusammen-Ÿsse), muss die Schablone zwei Zweige haben. Die
Bedingungen sind Aufrufe der jeweiligen PrŠdikate fŸrcreek undconfluence :

(define flows-from?
(lambda (location river)

(cond
((creek? river) ...)
((confluence? river) ...))))
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Nun kšnnen wir Code fŸr die beiden Zweige ergŠnzen. Fangen wir mit den BŠchen an. Da es sich
beicreek um zusammengesetzte Daten handelt (mit nur einem Bestandteil), sollte der Aufruf des
Selektors im Rumpf vorkommen:

(define flows-from?
(lambda (location river)

(cond
((creek? river)
...
(creek-origin river)
...)

((confluence? river)
...))))

Der Selektorcreek-origin liefert den Ursprungsort. Wenn dieser dem gesuchten Ort entspricht,
so -ie§t der Fluss durch diesen Ort, sonst nicht. Im ersten Fall sollte#t herauskommen, im zweiten
#f . Das sieht so aus:

(define flows-from?
(lambda (location river)

(cond
((creek? river)
(if (string=? (creek-origin river) location)

#t
#f))

((confluence? river)
...))))

Dieser Code kann noch etwas vereinfacht werden: Derif -Ausdruck sagt ja salopp formuliert:

Wenn(string=? (creek-origin river) location) als Resultat#t liefert,
dann#t , und wenn es#f liefert, dann#f .

Da reicht es auch,(string=? (creek-origin river) location) hinzuschreiben.

A!"#$%& +.'

Kannst Du diese Vereinfachung aufif -AusdrŸcken verallgemeinern und als Gleichung schreiben?
!
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Als NŠchstes kšnnen wir uns um den anderen Fall kŸmmern,confluence . Auch dort handelt es
sich um zusammengesetzte Daten, wir kšnnen also schon einmal die Selektoraufrufe hinschreiben:

(define flows-from?
(lambda (location river)

(cond
((creek? river)
(string=? (creek-origin river) location))

((confluence? river)
...
(confluence-location river)
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river)
...))))

Soweit die Schablone, wir kšnnen uns also Gedanken zur eigentlichen Aufgabe machen.
Als erstes steht da(confluence-main-stem river) der Ort des Zusammen-usses. Wenn

es sich dabei um den gesuchten Ort handelt, kšnnen wir die Frage, ob der Wasser von diesem Ort
in den Fluss -ie§t, bereits mit ÇjaÈ beziehungsweise#t beantworten:

(define flows-from?
(lambda (location river)

(cond
((creek? river)
(string=? (creek-origin river) location))

((confluence? river)
(if (string=? (confluence-location river) location)

#t
...
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river)
...)))))

Aber was, wenn der Ort des Zusammen-usses nicht der gesuchte Ort ist? Dann mŸssen wir uns
an die beiden anderen Selektor-Aufrufe halten, die uns den Haupt- und den Neben-uss des Zu-
sammen-usses liefern. Wenn der eine oder der andere Wasser aus dem gesuchten Ort enthŠlt, dann
kšnnten wir die Frage unserer Funktion ebenfalls mit ÇjaÈ beantworten. Dazu mŸssten wir also
feststellen:
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". Flie§t Wasser vom Ortorigin in den Haupt-uss?
$. Flie§t Wasser vom Ortorigin in den Neben-uss?

Nun, wir schreiben ja gerade eine Funktion, die feststellt, ob Wasser von einem bestimmten Ort in
einen bestimmten Fluss -ie§t. Kšnnen wir die benutzen? Wir schreiben das mal hin:

(define flows-from?
(lambda (location river)

(cond
((creek? river)
(string=? (creek-origin river) location))

((confluence? river)
(if (string=? (confluence-location river) location)

#t
...
(flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river))
...)))))

Die beiden Aufrufe vonflows-from? entsprechen gerade den beiden Fragen von oben. Wir kšn-
nen ihre Ergebnisse kombinieren, um unsere Antwort zu errechnen: Wenn Wasser auslocation
durch den Haupt-uss -ie§toderder Wasser auslocation in den Neben-uss -ie§t, so -ie§t auch
Wasser vonlocation in den ÇGesamt-ussÈ. So sieht das aus:

(define flows-from?
(lambda (location river)

(cond
((creek? river)
(string=? (creek-origin river) location))

((confluence? river)
(if (string=? (confluence-location river) location)

#t
(or
(flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river))))))))

Fertig! Indieser Funktionpassiert etwas Besonderes,das es in denFunktionen davor nochnicht gab:
Sie enthŠlt einen Aufruf von sich selbst, einen sogenanntenrekursiven Aufruf. Diese rekursiven
Aufrufe sind genau an den Stellen, wo die Datende+nition vonriver SelbstbezŸge enthŠlt.
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Das ist kein Zufall: Nahezu alle Funktionen, die Daten mit SelbstbezŸgen akzeptieren, enthal-
ten an den Stellen der SelbstbezŸge rekursive Aufrufe. Daraus machen wir eine Schablone:

K12345!647123$28&74!2# '- (S&8%34%&9<#& $83 E72#$%&: S:;$%812&)

WennDueineFunktionschreibst, dieDatenakzeptiert, indenenSelbstbezŸgeenthaltensind,
dann schreibe an die Stellen der SelbstbezŸge jeweils einen rekursiven Aufruf.

Ein Nachtrag noch: Derif -Ausdruck in derflows-from? -Funktion passtfastauf das Muster
aus Aufgabe &.". Der einzige Unterschied ist, dass in der Alternative der Verzweigung nicht#f steht.
Allgemein wir ein solcherif -Ausdruck folgenderma§en ausgewertet:

(if b #t a)
"! #t ; falls b = #t
"! a ; falls b = #f

Das kšnnen wir mit dem Verhalten vonor vergleichen:

(or b a)
"! #t ; falls b "! #t
"! a ; falls b "! #f

Wir kšnnen denif -Ausdruck ausflows-from? also durch einor ersetzen:

(or (string=? (confluence-location river) location)
(or (flows-from? location (confluence-main-stem river))

(flows-from? location (confluence-tributary river))))

Das kšnnen wir sogar noch weiter vereinfachen, weilor auch mit drei Operanden funktioniert:

(or (string=? (confluence-location river) location)
(flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river)))

WennwirdasResultataufseineBedeutunghin lesen,stehtda folgendes:Wasser -ie§tauslocation
in den Zusammen-ussriver , wenn .. .

¥ der Zusammen-uss gerade beilocation statt+ndet
oder

¥ Wasser vonlocation in den Haupt-uss -ie§t
oder

¥ Wasser vonlocation in den Neben-uss -ie§t.
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So erzŠhlt ist die Funktionsweise vonflows-from? (ho.entlich) direkt verstŠndlich.
Wir kšnnen so aus diesem Beispiel und Aufgabe &." zwei Gleichungen entsprechend Mantra '

auf Seite #) machen:

(if b #t #f) = b
(if b #t a) = (or b a)

&.! BILDER MODELLIEREN

Erinnerst Du Dich noch an Abschnitt ".%.$ auf Seite "&? Da haben wir mit Hilfe desimage.rkt -
Teachpacks die Funktionenbeside undaboveverwendet, um Bilder zusammenzusetzen:

(define s1 (square 40 " solid " " red " ))
(define c1 (circle 40 " solid " " green" ))
(define p1 (star-polygon 20 10 3 " solid " " blue " ))
(beside s1 p1)

"!
(above s1 c1)

"!

Bei beiden Funktionen war es mšglich, die Ergebnisse wieder als Bilder zu verwenden:

(above (beside s1 p1) (beside p1 c1))

"!

FŸr Bilder ist die SignaturimagezustŠndig; mir ihrer Hilfe kšnnen wir Signaturen fŸraboveund
beside formulieren:

(: beside (image image -> image))
(: above (image image -> image))

AndenSignaturen lŠsst sichklarerkennen,dassessichumKombinatorenhandelt. Indirekt kšnnen
wir daraus schlie§en, dass es in der Datende+nition von Bildern ebenfalls SelbstbezŸge gibt. Die
kšnnte so aussehen:
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; Ein Bild ist eins der folgenden:
; ...
; - eine Nebeneinanderstellung von einem Bild und noch einem Bild
; - eine †bereinanderstellung von einem Bild und noch einem Bild
; ...

Das hei§t, bei den Bildern ist das gleiche Konstruktionsprinzip am Werk wie bei den FlŸssen: Aus
ÇkleinenÈ Bildern werden Çgrš§ereÈ, und daraus gegebenenfalls noch grš§ere undsoweiter.

An den Signaturen vonbeside undaboveist leicht erkennbar, dass es sich um Kombinato-
ren handelt: Es gehenimagerein undimagekommt auch wieder heraus. Um das bei den FlŸssen
aus dem letzten Abschnitt klar anzuzeigen, wŠre es sinnvoll, fŸrmake-confluence ebenfalls eine
explizite Signatur anzugeben:

(: make-confluence (string river river -> river))

Kombinatorenversteckensich invielenProblemstellungen,DumusstSienursuchen:Dann+ndest
Du erstaunlich oft auch welche. Darum geht es in Mantra ):

M$245$ .

Suche nach Kombinatoren fŸr Deine Daten, die aus kleinen Dingen grš§ere Dinge machen Ð und
daraus wieder grš§ere Dinge machen.

&.$ FINANZVERTR€GE ABBILDEN

selbstbezuege/contract.rkt Code

Es ist Zeit fŸr ein etwas grš§eres Beispiel. Wir bilden FinanzvertrŠge ab und programmieren dazu
eine stark vereinfachte Version eines Klassikers der Informatik-Forschung, das zu mehreren Veršf-
fentlichungen und zur GrŸndung einer erfolgreichen Firma gefŸhrt hat." SelbstbezŸge spielen eine
wichtige Rolle.

Wichtig bei diesem Beispiel: FŸr die ReprŠsentation von FinanzvertrŠgen aus diesem Abschnitt
haben renommierte Informatik-Forscher mehrere Monate gebraucht. Wir kšnnen sie mit den bis-
her prŠsentierten Programmiermitteln nachbauen, aber Du solltest nicht von Dir erwarten, dass
Du das Beispiel in wenigen Stunden auch selbst hŠttest entwickeln kšnnen.

" Wer mehr wissen mšchte, sollte das Paper von Peyton Jones und Eber [PE"$] lesen, das es auch im Internet
kostenlos zum Download gibt.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/selbstbezuege/contract.rkt
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In der Finanzbranche werden oft VertrŠge geschlossen, die zur strukturierten Zahlung von
GeldbetrŠgen fŸhren. Wer eine Bankerin fragt, was der einfachste solche Vertrag ist, bekommt oft
die AntwortZero-Bond. Hier ist ein Beispiel fŸr einen Zero-Bond:

Ich bekomme am #". Juni $!#!e "!!!.

So ein Vertrag wird immer zwischen zwei Vertragspartnern geschlossen und der eine ist immer
ÇichÈ. Daher kommt die Formulierung ÇIch bekommeÈ. Der Begri. ÇZero-BondÈ setzt sich zu-
sammen aus Çkeine ZinsenÈ (Zero) und ÇRecht auf spŠtere ZahlungÈ (Bond).

Wir kšnnen daraus eine einfache Datende+nition machen:

; Ein Zero- Bond hat folgende Eigenschaften:
; - Datum
; - Betrag
; - WŠhrung

An der Formulierung Çhat folgende EigenschaftenÈ sehen wir sofort, dass es sich um zusammen-
gesetzte Daten handelt. Daraus folgt direkt diese Record-De+nition:

(define-record zero-bond
make-zero-bond
(zero-bond-date date)
(zero-bond-amount rational)
(zero-bond-currency currency))

Wir mŸssten noch De+nitionen fŸrdate und currency beisteuern, schieben das aber auf die
lange Bank. Wir wollen stattdessen zunŠchst noch einmal grundsŠtzlich Ÿber die richtige Datende-
+nition fŸr solche VertrŠge nachdenken.

Es gibt ja noch viel mehr solche VertrŠge: Futures, Forwards, Swaps, Swaptions . . . Jeder Vertrag
hat mehrere Eigenschaften, das wŸrde also darauf hinauslaufen, dass wir sehr viele Datende+nitio-
nen fŸr zusammengesetzte Daten und die zugehšrigen Record-De+nitionen schreiben mŸssten Ð
und am Ende eine Datende+nition zu ÇVertragÈ, die auf eine gro§e Signatur fŸr gemischte Daten
hinauslŠuft. Das ist eine Menge Arbeit, und sie wŠre auch nie fertig, weil sich die Banker stŠndig
neue VertrŠge ausdenken.

Wer aber genug solche VertrŠge studiert, bemerkt, dass diese aus Bausteinen bestehen, die im-
mer wiederkehren. Das suggeriert einen anderen Ansatz, nŠmlich diese Bausteine zu identi+zieren
und dafŸr die Datenanalyse durchzufŸhren. Wir vollziehen stattdessen die Arbeit der Autoren des
Papers [PE!#] nach. Die haben (Ÿber mehrere Monate) einen Satz bestechend einfacher Baustei-
ne zusammengestellt, indem sie bekannte VertrŠge in mšglichst kleine und einfache Bestandteile
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zerlegten. Jeder dieser Bestandteile ist fŸr sich genommen ein Çkleiner VertragÈ, es gibt aber auch
Kombinatoren, die aus kleinen VertrŠgen grš§ere machen, insbesondere auch noch unbekannte
Klassen von VertrŠgen. Mit diesen Bestandteilen lassen sich durch den Einsatz von Kombinatoren
sehr viele FinanzvertrŠge (auch noch unbekannte) abbilden.

Da es mehrere Klassen von Bausteinen und Kombinatoren gibt, werden wir VertrŠge als ge-
mischte Daten reprŠsentieren und dafŸr schrittweise eine Datende+nition aufbauen:

; Ein Vertrag ist eins der folgenden:
; - ...

Dazu gehšrt natŸrlich eine passende Signatur-De+nition, die wir ebenfalls schrittweise aufbauen
werden:

(define contract
(signature (mixed ...)))

Um die Bausteine und Kombinatoren zu identi+zieren, schauen wir uns zunŠchst den Zero-Bond
nŠher an. Auch wenn der einfach aussieht, gibt es mehrere Aspekte, die auch unabhŠngig voneinan-
der Sinn ergeben: die Auszahlung eines bestimmtenBetragsin einer bestimmtenWŠhrungund die
Mšglichkeit, eine ZahlungspŠterzu veranlassen. Das sind drei separate Ideen, und es ist sinnvoll,
diese getrennt als Daten zu reprŠsentieren.

Zahlung einer bestimmten WŠhrung Fangen wir an mit der Zahlung einer bestimmten WŠh-
rung. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass alle Zahlungen in Euro sind. Um die richtige
Daten-De+nition zu +nden, versuchen wir, dieeinfachsteEuro-Zahlung zu +nden, und die besteht
auseinemEuro. Die Daten-De+nition dazu ist ernŸchternd einfach:

; Ein Euro hat keine Eigenschaften

Wir kšnnten den Euro einfach als die Zeichenkette" EUR" abbilden. Das wŠre sinnvoll, wenn der
EuroTeil einerAufzŠhlung ist.Dies ist allerdingshiernichtderFall, andereVertragsbausteinehaben
durchaus Eigenschaften. (Siehe dazu auch Aufgabe &."# auf Seite "'%.) Wir nehmen die Datende+-
nition stattdessen beim Wort Çhat . . . EigenschaftenÈ und bilden den Euro als zusammengesetzte
Daten ab. Dann wird daraus folgende Record-De+nition:

(define-record one-euro
make-one-euro
one-euro?)

Wir fŸgen als NŠchstesone-euro zur Daten- und zur Signatur-De+nition voncontract hinzu:
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; Ein Vertrag ist eins der folgenden:
; - ein Euro
; - ...
(define contract

(signature (mixed one-euro ...)))

Beliebige BetrŠge Als NŠchstes bilden wir die Mšglichkeit ab, einen Betrag zu wŠhlen. Eine
naheliegende erste Idee wŠre, die Idee Çn EurosÈ abzubilden, etwa so:

; Euros haben folgende Eigenschaft:
; - wieviele
(define-record euros

make-euros
euros?
(euros-amount rational))

Wenn wir das hŠtten, brŠuchten wir aberone-euro nicht mehr. Au§erdem wŠre das Resultat
dann nicht mehr so einfach wie mšglich: Besser wŠre es, wenn wir die Idee ÇwievieleÈ trennen
kšnnten von ÇEuroÈ. Dann kšnnten wir sagen Çeine Vielzahl von einem EuroÈ. Das klingt erstmal
komisch:

; Eine Vielzahl hat folgende Eigenschaften:
; - wieviele
; - wovon

Aber die richtige Form fŸr zusammengesetzte Daten hat das schon einmal. Es reicht fŸr eine erste
Skizze einer Record-De+nition:

(define-record multiple
make-multiple
multiple?
(multiple-number ...)
(multiple-of ...))

Wir mŸssen aber noch klŠren, was die Signatur vonmultiple-number respektivemultiple-of
ist. Beimultiple-number mŸssen wir uns nicht auf ganze Zahlen beschrŠnken Ð ein halber Euro
geht schlie§lich auch. Da istrational sinnvoll.

Beimultiple-of liegt es nahe,one-euro hinzuschreiben: Dann kšnnten wir den Zero-
Bond schon hinschreiben. Allerdings wŠremultiple ziemlich eingeschrŠnkt und nicht besonders
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zukunftssicher: Was, wenn andere WŠhrungen dazukommen,one-gbp oder so? Vielleicht sind wir
versucht, eine Signaturcurrency fŸr WŠhrungen zu de+nieren und fŸrmultiple-of zu verwen-
den. Aber das wŠre immer noch zu eingeschrŠnkt: Man kann ja auch mehrere Aktien (zum Beispiel)
im Rahmen eines Vertrags Ÿbergeben Ð oder auch mehrere Zero-Bonds oder andere VertrŠge.

Und da ist sie ganz plštzlich, die zentrale Idee: Dass ein Vertrag den AbschlussandererVer-
trŠge verfŸgen kann. Wir schreiben deshalb als Signatur vonmultiple-of einfachcontract
und schŠrfen bei der Gelegenheit die Datende+nition:

; Ein Vielfaches besteht aus:
; - Anzahl
; - Vertrag
(define-record multiple

make-multiple
multiple?
(multiple-number rational)
(multiple-of contract))

Nun gibt es schon zwei Klassen von VertrŠgen Ðone-euro und multiple . Wir erweitern die
De+nition voncontract entsprechend:

(define contract
(signature (mixed one-euro multiple)))

Mit Hilfe von one-euro und multiple kšnnen wir einen Vertrag de+nieren, der festlegt, dass
wir e 100bekommen Ð sofort:

(define euro100 (make-multiple 100 (make-one-euro))) ; 100 Euros

A!"#$%& +.(

De+niere eine Funktionmake-euros mit Kurzbeschreibung, Signatur und Test wie folgt:

; Euro- Betrag auszahlen
(: make-euros (rational -> contract))
(check-expect (make-euros 100) euro100)

!

Mit Hilfe der Funktion aus der Aufgabe kšnnen wir leicht auche $!! de+nieren:

(define euro200 (make-euros 200)) ; 200 Euros
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Verzšgerungen FŸr die Zero-Bonds benštigen wir noch die Mšglichkeit, eine Zahlung zu ver-
zšgern. Dazu benutzen wir den gleichen Trick wie beimultiple und de+nieren einen weiteren
Kombinator, der einen ganzen Vertrag verzšgert: Wir schlie§en also einen Vertrag ab, spŠter einen
Vertrag abzuschlie§en, und der kann dann die Zahlung auslšsen. Um so einen Vertrag zu beschrei-
ben, benštigen wir das Datum, an dem der ÇspŠtereÈ Vertrag aktiv wird und den spŠteren Vertrag
selbst:

; Eine Verzšgerung besteht aus:
; - Datum
; - Vertrag , der zu dem Datum gŸltig wird

Diese Datende+nition beschreibt wieder zusammengesetzte Daten. Die dazugehšrige Record-De-
+nition sieht so aus:

(define-record later
make-later
later?
(later-date date)
(later-contract contract))

Mit later kšnnen wir die Signatur-De+nition voncontract erweitern:

(define contract
(signature (mixed one-euro multiple later)))

Aber es fehlt noch etwas: Wir haben fŸrlater-date die Signaturdate verwendet, die noch
gar nicht de+niert ist. Ein Datum besteht aus Jahr, Monat und Tag, was direkt zu einer Record-
De+nition fŸhrt:

(define-record date
make-date
date?
(date-year natural)
(date-month natural)
(date-day natural))

A!"#$%& +.)

Wir haben fŸr alle Felder vondate die Signaturnatural verwendet. Diese Signatur ist sehr un-
prŠzise, zumindest fŸrdate-month unddate-day .
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later " 31.6.20230 "

multiple 1000

one-euro

Abbildung %.": Zero-Bond als Schichten dargestellt

VerbesseredieSignaturenvondate-month unddate-day mitHilfevoninteger-from-to
aus Abschnitt $.$ auf Seite %(! !

Bevor es weitergeht, de+nieren wir noch zwei Beispiele fŸr das Datum:

(define date1 (make-date 2019 07 26)) ; 26. Juli 2019
(define date2 (make-date 2019 12 24)) ; Weihnachten 2019

Mit Hilfe dieser De+nitionen kšnnen wir auch endlich zwei Beispiele fŸrlater angeben:

(define later1
(make-later date1 euro100)) ; Ich bekommeam 26.7.2019 100e .

(define later2
(make-later date2 euro200)) ; Ich bekommeWeihnachten 2019 200e .

Au§erdem kšnnen wir den Zero-Bond vom Anfang dieses Abschnitts de+nieren:

; Ich bekommeam 31. Juni 2030 1000e .
(define zero1 (make-later (make-date 2030 06 31)

(make-euros 1000)))

Abbildung &.$ zeigt den Aufbau des Zero-Bondszero1 als ineinandergeschachtelte Schichten: In
denlater -Vertrag ist einmultiple -Vertrag eingeschachtelt, und dort wiederum derone-euro -
Vertrag. Aus dieser Sicht ist dermultiple -Vertrag der ÇinnereÈ Vertrag deslater -Vertrags.

VertrŠge kombinieren Jetzt wo die Zero-Bonds erledigt sind, kšnnen wir Ÿberlegen, ob es noch
weitere Mšglichkeiten geben sollte, VertrŠge herzustellen. Immer wenn Du ReprŠsentationen mit
Kombinatoren baust, solltest Du nach Mšglichkeiten suchen, aus zwei Dingen ein grš§eres Ding
zu bauen.
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Beispiele fŸr dieses Prinzip haben wir in diesem Kapitel schon mehrere gesehen:
¥ Ein Haupt-uss und ein Neben-uss werden zu einem Fluss kombiniert.
¥ Zwei Bilder werden Ÿbereinander, nebeneinander und aufeinander zu einem Bild kombiniert.

Auf die VertrŠge bezogen bedeutet dies, dass wir zwei VertrŠge zu einem zusammensetzen, der die
Rechte und P-ichten von beiden kombiniert. So kšnnte dies gehen:

; Eine Kombinationsvertrag besteht aus:
; - Vertrag Nr. 1
; - Vertrag Nr. 2

Das sind wieder zusammengesetzte Daten mit zwei SelbstbezŸgen:

(define-record both
make-both
both?
(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract))

Hier sind zwei Beispiele fŸrboth :

; Heute 100e , spŠter nochmal 100e
(define both1 (make-both euro100 later1))
; Heute 200e , spŠter nochmal 200e
(define both2 (make-both both1 later2))

Wir mŸssen noch die De+nition voncontract erweitern:

(define contract
(signature (mixed one-euro multiple later both)))

Der kleinste Vertrag Es gibt noch ein weiteres Prinzip beim ReprŠsentieren mit Kombinatoren:
Suche immer nach demkleinstenmšglichen Baustein. Wir haben ja schon einen ziemlich kleinen
Baustein de+niert:one-euro . Aber oft ist der kleine Baustein eine Variation von ÇnichtsÈ, und so
ist es auch hier: Der kleinste Vertrag ist einer ohne Rechte oder P-ichten. Ihn sollten wir unbedingt
auch de+nieren Ð zunŠchst nur der VollstŠndigkeit halber, aber spŠter werden wir ihn tatsŠchlich
noch brauchen.

Solch ein ÇNichts-VertragÈ hat, wieone-euro auch, keine Eigenschaften. Wir reprŠsentieren
ihn aber, genau wie beione-euro , durch einen Record, damit wir ihn mit Hilfe seiner Signatur in
die De+nition voncontract einbauen kšnnen:
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; Ein Nichts- Vertrag hat keine Eigenschaften
(define-record nothing

make-nothing
nothing?)

Entsprechend erweitern wircontract :

(define contract
(signature
(mixed one-euro multiple later both nothing)))

In Aufgabe &."" auf Seite "'% geht es um noch einen weiteren Kombinator.

VertrŠge bewerten Wir haben viel Energie fŸr die ReprŠsentation von VertrŠgen verwendet,
aber noch gar nichts damit gemacht. Es fehlen noch ein paar saftige Funktionen!

Wenn wir einen Vertrag haben, wollen wir vielleicht wissen, wieviel Geld wir eigentlich insge-
samt bekommen. Das nehmen wir uns als erste Aufgabe vor. Wir fangen an mit folgender Kurzbe-
schreibung:

; FŸr einen Vertrag berechnen, wieviel Geld wir bekommen

In der Kurzbeschreibung tauchen die Begri.e ÇVertragÈ und ÇGeldÈ auf, das Ÿbersetzen wir in
folgende Signatur:

(: contract-payment (contract -> rational))

Die Funktion fasst alle Zahlungen zu einem Euro-Betrag zusammen, Zinsen ignorieren wir. Die
Funktionsweise illustrieren wir wie immer mit TestfŠllen. Bei festen Euro-BetrŠgen ist recht klar,
was herauskommen muss:

(check-expect (contract-payment euro100) 100)
(check-expect (contract-payment euro200) 200)

Die Beispielelater1 und later2 sind verzšgerte VertrŠge Ÿbere "!! beziehungsweisee $!!.
Die Verzšgerung spielt beicontract-payment keine Rolle:

(check-expect (contract-payment later1) 100)
(check-expect (contract-payment later2) 200)

Bei den beidenboth -Beispielen werden jeweils zwei Zahlungen vone "!! respektivee $!! kom-
biniert:

(check-expect (contract-payment both1) 200)
(check-expect (contract-payment both2) 400)
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Die Schablone sieht so aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)

...))

Da es sich bei der De+nition voncontract um gemischte Daten handelt, sieht die erste Schablone
fŸrcontract-payment so aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract) ...)
((later? contract) ...)
((both? contract) ...))))

Bei den einzelnen FŠllen voncontract handelt es sich jeweils um zusammengesetzte Daten, wir
kšnnen also die Schablone um die Anwendungen der Selektoren ergŠnzen, soweit es welche gibt:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)
...
(multiple-number contract)
(multiple-of contract)
...)

((later? contract)
...
(later-date contract)
(later-contract contract)
...)

((both? contract)
...
(both-contract-1 contract)
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(both-contract-2 contract)
...))))

Es geht noch weiter:
(multiple-of contract) ,
(later-contract contract) ,
(both-contract-1 contract) und(both-contract-2 contract)
sind allesamt SelbstbezŸge, wir kšnnen also dort rekursive Aufrufe hinschreiben:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)
...
(multiple-number contract)
(contract-payment (multiple-of contract))
...)

((later? contract)
...
(later-date contract)
(contract-payment (later-contract contract))
...)

((both? contract)
...
(contract-payment (both-contract-1 contract))
(contract-payment (both-contract-2 contract))
...))))

Damit ist die Schablone fertig und wir kšnnen versuchen, fŸr jeden Fall etwas Sinnvolles hinzu-
schreiben. Bei den ersten beiden ist es nicht so schwierig: Bei einemnothing -Vertrag wird nichts
ausgezahlt, bei einemone-euro -Vertrag wird eine " ausgezahlt:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
((nothing? contract) 0)
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((one-euro? contract) 1)
...)))

Wir nehmen uns als NŠchstes denmultiple -Fall vor: Da stehen in der Schablone schon:
¥ (multiple-number contract) , also dieAnzahl
¥ (contract-payment (multiple-of contract)) , alsowas bei einem ausgezahltwird

Diese beiden GrŸ§en mŸssen wir miteinander multiplizieren, um die Gesamtsumme zu berechnen,
die ausgezahlt wird:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
...
((multiple? contract)
(* (multiple-number contract)

(contract-payment (multiple-of contract))))
...)))

Nun ist derlater -Fall an der Reihe. FŸrcontract-payment ist (later-date contract) ,
also der Zeitpunkt, zu dem der Vertrag aktiv wird, irrelevant: Es geht ja nur um den Betrag des
ÇinnerenÈ Vertrags, und der steht schon in der Schablone:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
...
((later? contract)
(contract-payment (later-contract contract)))

...)))

Zu guter letzt kommtboth . Die Zahlungen, die sich aus den beiden TeilvertrŠgen ergeben, stehen
schon in der Schablone. Wir mŸssen sie lediglich addieren. Die vollstŠndige Funktion sieht dann so
aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
((nothing? contract) 0)
((one-euro? contract) 1)
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((multiple? contract)
(* (multiple-number contract)

(contract-payment (multiple-of contract))))
((later? contract)
(contract-payment (later-contract contract)))

((both? contract)
(+ (contract-payment (both-contract-1 contract))

(contract-payment (both-contract-2 contract)))))))

VertrŠge verwalten Eine weitere nŸtzliche Funktion von VertrŠgen betri.t die Entwicklung
eines Vertrags Ÿber die Zeit: Je lŠnger ein Vertrag geschlossen ist, desto mehr Zahlungen werden da-
durch getŠtigt und entsprechend bleiben weniger Zahlungen Ÿbrig. Um das abzubilden, brauchen
wir eine Funktion, die ausrechnet, was von einem Vertrag nach einem bestimmten Zeitpunkt noch
Ÿbrigbleibt. So kšnnte die Kurzbeschreibung lauten:

; Wasbleibt Ÿbrig , nachdemzu einem gegebenen Datum ausgezahlt wurde?

Um diese Funktion zu schreiben, mŸssen wir uns erst einmal Ÿberlegen, wie dieser ÇRestÈ von
einem Vertrag reprŠsentiert werden kann. Die richtige Idee ist so einfach, dass es gar nicht so ein-
fach ist, sie zu sehen: Den ÇRest eines VertragsÈ kšnnen wir wieder als Vertrag reprŠsentieren. Wir
mŸssen also keine neue Datenanalyse durchfŸhren und kšnnen mit der Signatur fortfahren. Die
Funktion braucht als Eingabe einen Vertrag; als Ausgabe kommt der neue Vertrag heraus. Au§er-
dem brauchen wir noch das Datum, das in der Kurzbeschreibung erwŠhnt wird:

(: contract-rest (contract date -> contract))

Kommen wir zu einigen TestfŠllen: Die VertrŠgeeuro100 undeuro200 werden sofort ausgezahlt,
da bleibt also nichts mehr Ÿbrig:

(check-expect (contract-rest euro100 date1) (make-nothing))
(check-expect (contract-rest euro200 date1) (make-nothing))

Das Beispiellater1 kommt zum Datumdate1 zur Auszahlung (der $'. Juli $!"*), ab diesem
Datum ist also nichts mehr Ÿbrig:

(check-expect (contract-rest later1 date1) (make-nothing))

Der Beispielvertraglater2 hingegen wird erst zudate2 ausgezahlt, das ist Weihnachten $!"*.$

Zum Zeitpunktdate1 passiert deswegen noch nichts, der Vertrag kommt also unverŠndert zurŸck:

$ Als dieses Kapitel geschrieben wurde, lag das noch in der Zukunft.
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(check-expect (contract-rest later2 date1) later2)

Interesant wird es bei denboth -VertrŠgen. Beiboth1 passiert der eine Teil sofort, der andere wird
bisdate1 verzšgert. Zum Zeitpunktdate1 bleibt allerdings von beiden HŠlften nichts Ÿbrig:

(check-expect (contract-rest both1 date1) (make-nothing))

Beiboth2 bleibt allerdings zum Zeitpunktdate1 noch die ÇrechteÈ HŠlfte Ÿbriglater2 :

(check-expect (contract-rest both2 date1) later2)

Aber zum Zeitpunktdate2 ist auch das perdu:

(check-expect (contract-rest both2 date2) (make-nothing))

Wir schreiten nun zur Funktion selbst. Hier das GerŸst:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

...))

Die Eingabe-Signatur enthŠlt eincontract , wir kšnnen also wieder die Schablone fŸr gemischte
Daten verwenden:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract) ...)
((later? contract) ...)
((both? contract) ...))))

Wir ergŠnzen als NŠchstes die Schablonen fŸr die einzelnen FŠlle, bei denen es sich ja jeweils um
zusammengesetzte Daten handelt:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)
...
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(multiple-number contract)
(multiple-of contract)
...)

((later? contract)
...
(later-date contract)
(later-contract contract)
...)

((both? contract)
...
(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract)
...))))

Fast hŠtten wir es vergessen Ð in den FŠllen fŸrmultiple , later undboth gibt es ja Selbstrefe-
renzen und damit rekursive Aufrufe:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract)
...
(multiple-number contract)
(contract-rest (multiple-of contract) date)
...)

((later? contract)
...
(later-date contract)
(contract-rest (later-contract contract) date)
...)

((both? contract)
...
(contract-rest (both-contract-1 contract) date)
(contract-rest (both-contract-2 contract) date)
...))
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...
(date-year date)
(date-month date)
(date-day date)
...))

Wir kšnnen au§erdem noch die Schablone fŸrdate bemŸhen, wobei es sich zum zusammenge-
setzte Daten handelt. Das Datum ist nur imlater -Fall relevant Ð wir fŸllen die Schablone aus,
wenn wir zu diesem Fall kommen.

Wir fangen wieder mit den einfachen FŠllen an. Beinothing und one-euro bleibt jeweils
nichts Ÿbrig:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
((nothing? contract) (make-nothing))
((one-euro? contract) (make-nothing))
...)))

A!"#$%& +.*

Sind beide FŠlle schon durch TestfŠlle abgedeckt? Wenn nicht, schreibe einen! !

Als NŠchstes istmultiple an der Reihe. Der rekursive Aufruf aus der Schablone beantwortet
die folgende Frage: ÇWieviel ist voneinemVertrag nach dem Datum noch Ÿbrig?È Wenn wir mit
n das Ergebnis von(multiple-number contract) bezeichnen, dann mŸssen wir die Frage
beantworten, wieviel vonn VertrŠgen Ÿbrig bleibt. Wir mŸssen wieder mitn multiplizieren:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
...
((multiple? contract)
(make-multiple (multiple-number contract)

(contract-rest (multiple-of contract) date)))
...)))

Als NŠchstes ist derlater -Fall dran. Der rekursive Aufruf beantwortet die Frage, was von dem
Vertrag Ÿbrigbleibt, falls das Datumdate schon vorbei beziehungsweise gerade heute ist. Wenn
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date noch in der Zukunft liegt, passiert gar nichts und die Funktion sollte den gesamten Vertrag
contract zurŸckliefern.

Dashei§t, dasdate inzweiKlassenzerfŠllt, nŠmlich (a)voroderandemDatum(later-date
contract) oder (b) danach. Wir brauchen also eine Verzweigung danach, und dazu mŸssen wir
die beiden Daten vergleichen. Diese Aufgabe ist kompliziert genug, dass wir sie zurŸckstellen und
uns vornehmen, spŠter eine Funktion mit folgender Kurzbeschreibung und Signatur zu schreiben:

; Ist ein Datum fr Ÿher als ein anderes?
(: date<=? (date date -> boolean))

Mit Hilfe dieser Funktion kšnnen wir denlater -Fall folgenderma§en fertigstellen:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
...
((later? contract)
(if (date<=? (later-date contract) date)

(contract-rest (later-contract contract) date)
contract))

...)))

Wir haben dabei etwas geschummelt und uns darum gedrŸckt, die Schablone fŸrdate auszufŸllen.
Das mŸssen wir beidate<=? nachholen.

Es bleibt der Fall fŸrboth . Die rekursiven Aufrufe aus der Schablone liefern, was vom Çlin-
kenÈ beziehungsweise ÇrechtenÈ Vertrag Ÿbriggeblieben ist. Wir mŸssen die Ergebnisse nur wieder
zusammensetzen:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
...
((both? contract)
(make-both (contract-rest (both-contract-1 contract) date)

(contract-rest (both-contract-2 contract) date))))))

Fertig!
Also fast: Wir mŸssen ja noch die Funktiondate<=? schreiben. FŸr einen Teil davon spannen

wir Dich ein:
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Schreibe ausreichende TestfŠlle fŸrdate<=?! !

Hier ist das GerŸst:

(define date<=?
(lambda (date1 date2)

...))

Das es sich sowohl beidate1 als auchdate2 um zusammengesetzte Daten handelt

(define date<=?
(lambda (date1 date2)

...
(date-year date1) (date-year date2)
(date-month date1) (date-month date2)
(date-day date1) (date-day date2)
...))

Um den Rumpf richtig hinzubekommen, mŸssen wir sorgfŠltig alle mšglichen FŠlle abarbeiten.
ZunŠchst mŸssen wir die beiden Jahreszahlen vergleichen Ð wenn sie beidate1 unddate2 unter-
schiedlich sind, so steht das Ergebnis fest. Wenn nicht, so muss die Funktion die Monate vergleichen
und schlie§lich die Tage. Das sieht am Ende so aus:

(define date<=?
(lambda (date1 date2)

(cond
((< (date-year date1) (date-year date2)) #t)
((> (date-year date1) (date-year date2)) #f)
((< (date-month date1) (date-month date2)) #t)
((> (date-month date1) (date-month date2)) #f)
((< (date-day date1) (date-day date2)) #t)
((> (date-day date1) (date-day date2)) #f)
(else #t))))

VertrŠge vereinfachen Leider ist der Code fŸr diecontract-rest -Funktion zwar vollstŠn-
dig, funktioniert aber nicht wie erwartet: Die Tests schlagen fehl, und zwar fast alle! Wie kann das
sein? Hier ist der erste:
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(check-expect (contract-rest euro100 date1) (make-nothing))

Hier ist die Meldung vom Fehlschlag:

Der tatsŠchliche Wert #<record:multiple 100 #<record:nothing>>
ist nicht der erwartete Wert #<record:nothing> .

Was ist passiert? Zur Erinnerung, der Vertrageuro100 ist so de+niert:

(define euro100 (make-multiple 100 (make-one-euro)))

Diecontract-rest -Funktionhatersteinmalberechnet,wasvondemeinenEuroŸbriggeblieben
ist und vom Rest dann "!! StŸck zurŸckgegeben: "!! StŸck von nichts. Das Ergebnis ist ja auch
formal korrekt, aber eben nicht wie vom Testfall erwartet. Unpraktisch ist es auf jeden Fall:

A!"#$%& +.,

Finde noch drei weitere komplizierte Wege, ÇVertrŠge Ÿber nichtsÈ aufzuschreiben.!

Um das Problem zu vermeiden, wŠre es gut, wenn das Programm VertrŠge Ÿber Çn mal nichtsÈ
gar nicht erst konstruieren wŸrden. DafŸr mŸssen wir beim Konstruktormake-multiple anset-
zen. Wenn der auf einennothing -Vertrag angewendet wird, muss das Ergebnis auch wieder ein
nothing -Vertrag sein. Um das zu erreichen, mŸssen wirmake-multiple umde+nieren. Da die
De+nition vonmake-multiple vondefine-record erledigt wird, wenden wir einen Trick an
und benennen den Konstruktor erst einmal um, in dem wir die Record-De+nition Šndern:

(define-record multiple
really-make-multiple
multiple?
(multiple-number rational)
(multiple-of contract))

Der Namereally-make-multiple ist reine Konvention Ð solange der Name nur anders ist als
make-multiple ! Als nŠchstes de+nieren wir eine neue Funktion mit dem alten Namen und dem
gleichen Vertrag. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und ein Testfall, der geradeeuro100 ent-
spricht:

; multiple- Vertrag konstruieren , dabei vereinfachen
(: make-multiple (rational contract -> contract))

(check-expect (make-multiple 100 (make-nothing))
(make-nothing))



FINANZVERTR€GE ABBILDEN #'#

Hier ist das GerŸst fŸr die Funktion:

(define make-multiple
(lambda (factor contract)

...))

Die Eingabecontract zerfŠllt in zwei FŠlle:nothing und alle anderen. Im ersten Fall geben wir
wiedernothing zurŸck, im zweiten rufen wir den richtigen Konstruktor auf:

(define make-multiple
(lambda (factor contract)

(if (nothing? contract)
(make-nothing)
(really-make-multiple factor contract))))

Damit funktionieren schonmal die ersten beiden TestfŠlle, die ursprŸnglich fehlgeschlagen sind. Es
bleiben aber noch weitere. Der erste ist dieser hier:

Der tatsŠchliche Wert
#<record:both #<record:nothing> #<record:nothing>>
ist nicht der erwartete Wert
#<record:nothing> .

Das deutet auf ein analoges Problem wie beimultiple hin: Nichts und nochmal nichts ist eben
nichts, aber der Konstruktor vonboth wei§ das nicht. Wir wenden den gleichen Trick an und
benennen zunŠchst den Konstruktor um:

(define-record both
really-make-both
both?
(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract))

Als NŠchstes de+nieren wir einen neuen Konstruktor selber:

; Kombinationsvertrag konstruieren , dabei vereinfachen
(: make-both (contract contract -> contract))

(check-expect (make-both (make-nothing) (make-nothing))
(make-nothing))
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Durch diesen Testfall ist Çnichts und nichtsÈ abgedeckt. Das kšnnen wir aber noch etwas verall-
gemeinern. Das illustrieren am besten die folgenden TestfŠlle, bei denen jeweils nur die linke bezie-
hungsweise rechte Seite desboth -Vertrags nichts ist:

(check-expect (make-both (make-one-euro) (make-nothing))
(make-one-euro))

(check-expect (make-both (make-nothing) (make-one-euro))
(make-one-euro))

Hier ist das GerŸst zur Funktion:

(define make-both
(lambda (contract-1 contract-2)

...))

Die Eingaben zerfallen in drei Klassen, nŠmlich wenncontract-1 nichts ist, wenncontract-2
nichts ist und alle anderen. Entsprechend brauchen wir eine Verzweigung mit drei Zweigen:

(define make-both
(lambda (contract-1 contract-2)

(cond
((nothing? contract-1) contract-2)
((nothing? contract-2) contract-1)
(else
(really-make-both contract-1 contract-2)))))

Und nun endlich verlaufen alle Tests erfolgreich.
Die Funktionenmake-multiple undmake-both, welche die ursprŸnglichen Konstrukto-

ren gleichen Namens ersetzen und bei der Konstruktion die entstehenden VertrŠge gleich schon
etwas vereinfachen hei§en auchsmart constructors.

KombinatorreprŠsentationen Þnden Die Autoren des Papers Ÿber FinanzvertrŠge haben Mo-
nate gebraucht, um die beschriebene elegante ReprŠsentation zu +nden. Sie sind nach zwei Prinzi-
pien vorgegangen, die auch auf viele andere Problemstellungen Ÿbertragbar sind.

¥ Sie haben FinanzvertrŠge in ihre kleinsten Bestandteile zerlegt.
¥ Sie haben nach Kombinatoren fŸr FinanzvertrŠge gesucht und welche gefunden, entsprechend

Mantra ) auf Seite #).
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AUFGABEN
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Schreibe Funktionen zum Umgang mit Duschprodukten!
". Beginne mit zwei verschiedenen Duschprodukten: Seife und Shampoo. Bei Seife ist die Farbe

und der pH-Wert relevant, bei Shampoo die Farbe und der Haartyp. Schreibe eine Datende+-
nition fŸr Duschprodukte und den Code dafŸr!

$. FŸge Duschgel als weiteres Duschprodukt hinzu, das zur HŠlfte aus einer beliebigen Seife und
zur HŠlfte aus einem beliebigen Shampoo besteht. (Wir tun einfach so, als wŠre das so.)

#. FŸge eine ÇMixturÈ als weiteres Duschprodukt hinzu, das aus zwei beliebigen Duschproduk-
ten zusammengerŸhrt wird, mit wŠhlbaren Anteilen fŸr das erste und zweite Duschprodukt.

%.Schreibe eine Funktion, die den Seifenanteil eines beliebigen Duschprodukts berechnet.

A!"#$%& +..

Eine geometrische Figur in der zweidimensionalen Ebene ist entweder
¥ einQuadratparallel zu den Koordinatenachsen,
¥ einKreis
¥ oder eine†berlagerungzweier geometrischer Figuren. (Die Figuren werden Ÿbereinanderge-

legt; die FlŠchen der beiden Figuren werden also vereinigt.)
FŸhre eine Datenanalyse fŸr geometrische Figuren durch! Schreibe eine Funktion, die ŸberprŸft,
ob ein gegebener Punkt innerhalb der FlŠche einer gegebenen geometrischen Figur liegt.

Falls Du bei dieser Aufgabe eine Funktion brauchst, die eine Quadratwurzel zieht (muss nicht
zwingend sein), so hat diese den Namensqrt (fŸr Çsquare rootÈ) und folgende Signatur:

(: sqrt (number -> number))

A!"#$%& +./

Schreibe einen sinnvollensmart constructorfŸr later -VertrŠge.

A!"#$%& +.'0

Kann der folgende Vertrag vereinfacht werden? Erweitere den entsprechendensmart constructor:

(make-multiple 100 (make-multiple 100 (make-one-euro)))
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A!"#$%& +.''

FŸge eine weitere Klasse von VertrŠgen hinzu, diegive -VertrŠge: Eingive -Vertrag dreht alle Zah-
lungen um, die sich aus einem Vertrag ergeben. Das hei§t, eingive -Vertrag vone " fŸhrt dazu, dass
der Vertragsinhaber dem Vertragspartnere "gebenmuss und nicht bekommt. Erweitere die beiden
Funktionen, so dass sie auch mitgive -VertrŠgen klarkommen. Benutze, um Zahlungen Çin die
andere RichtungÈ zu reprŠsentieren, ein negatives Vorzeichen.

A!"#$%& +.'(

Die Funktionencontract-payment und contract-rest passen nicht so recht zusammen:
Die eine berechnetalleZahlungen, die anderen den Rest eines Vertrags ab einem bestimmten Zeit-
punkt. Schreibe eine Funktioncontract-payment-until , die alle Zahlungen bis zu einem be-
stimmten Zeitpunkt berechnet!

A!"#$%& +.')

Statt nullstelliger zusammengesetzter Daten wienothing oderone-euro kšnnte man theoretisch
auch Ðwie bei AufzŠhlungen Ð feste Zeichenketten wie" nothing " und" one-euro" verwenden.
Versuch dies umzusetzen!



' PROGRAMMIEREN MIT LISTEN

Im vorigen Kapitel haben wir bereits Daten mit Selbstbezug kennengelernt, die Informationen va-
riabler Grš§e reprŠsentieren kšnnen: FlŸsse, Bilder und FinanzvertrŠge. Die ReprŠsentationen da-
fŸr waren recht speziell das jeweilige Einsatzgebiet gekoppelt. In diesem Kapitel lernen wir eine
besonders praktische Datende+nition mit Selbstbezug kennen, die in nahezu allen Einsatzgebieten
nŸtzlich ist:Listen.

Hier sind einige Listen aus dem tŠglichen Leben:

Brot Herbert " Axl Dauerwelle Pumps
Butter Mike $ Slash Dreadlocks
KŠse # Du. Irokese

% Dizzy Vokuhila
& Izzy
' Melissa

Brain
Bumblefoot

Keine dieser Listen ist auf ihre jeweilige LŠnge festgelegt: Zur Liste mit ÇBrotÈ kšnnten beispiels-
weise noch ÇGurkenÈ hinzukommen, zur Liste mit Axl, Slash undsoweiter kšnnte zum Beispiel
noch Steven dazukommen.

'.# LISTEN REPR€SENTIEREN

listen/list0.rkt Code

In der EinfŸhrung haben wir Listen mit unterschiedlichen Sorten von Elementen gesehen. FŸr
den Anfang konzentrieren wir uns zunŠchst einmal auf Listen von Zahlen, um die Dinge einfach
zu halten. Dann schreiben wir eine Funktion, um die Zahlen aus so einer Liste zu addieren. Es
gibt verschiedene Mšglichkeiten, Listen zu reprŠsentieren. Die ReprŠsentation, die wir in diesem
Kapitel einfŸhren, hat als besonders einfach und universell verwendbar herausgestellt.

Diese ReprŠsentation ist nach dem gleichen Prinzip entstanden die zum FinanzvertrŠge in Ab-
schnitt &.# auf Seite "%$: Wir suchen zunŠchst nach der einfachsten Liste, die wir uns vorstellen kšn-
nen. Man kšnnte auf die Idee kommen, dass dies eine Liste mit nur einem Element ist, aber noch
einfacher ist eine mit gar keinen Elementen Ð dieleere Liste. NatŸrlich werden wir auch nichtleere
Listen brauchen, darum ist der erste Entwurf einer Datende+nition wie folgt:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/list0.rkt
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; Eine Liste aus Zahlen ist eins der folgenden:
; - eine leere Liste
; - eine nichtleere Liste

Die leere Liste hat keine Bestandteile, wir werden sie aber spŠter von den nichtleeren Listen unter-
scheiden mŸssen. Wir benutzen deshalb eine leere Record-De+nition:

; leere Liste
(define-record empty-list

make-empty-list
empty?)

BeimNamen fŸrdasPrŠdikathabenwiretwasgemogelt.VonAmtswegenmŸssteesempty-list?
hei§en. Da es aber noch šfter vorkommen wird, kŸrzen wir es zuempty?ab.

Wir de+nieren au§erdem eine AbkŸrzung fŸr die leere Liste. Auch diese kommt noch šfter
vor, und wir mŸssen sie so nicht jedesmal neu komstruieren:

(define empty (make-empty-list))

Nun sind die nichtleeren Listen dran. Nach dem Kombinatorprinzip aus dem vorigen Kapitel soll-
ten wir eine nichtleere Liste konstruieren, indem wir eine bestehende Liste erweitern:

; Eine nichtleere Liste besteht aus:
; - dem ersten Element
; - einer Liste aus Zahlen mit den restlichen Elementen

Diese spezielle De+nition fŸr nichtleere Listen hei§tCons-Liste. Das zweite Feld enthŠlt eine ÇListe
aus ZahlenÈ Ð da ist der Selbstbezug.

Wir Šndern die Datende+nition fŸr Listen entsprechend ab:

; Eine Liste aus Zahlen ist eins der folgenden:
; - eine leere Liste
; - eine Cons-Liste

; Eine Cons-Liste besteht aus:
; - dem ersten Element
; - einer Liste aus Zahlen mit den restlichen Elementen

Die Datende+nition fŸr Cons wandeln wir in eine Record-De+nition um. DafŸr nehmen wir an,
dass die Signatur fŸr Listen von Zahlenlist-of-numbers hei§t Ð die werden wir im Nachgang
de+nieren:
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(define-record cons-list
cons
cons?
(first number)
(rest list-of-numbers))

€hnlich wie beiempty-list haben wir die Funktionen der Record-De+nition kŸrzer genannt als
sonst, weil sie noch oft vorkommen werden: sonst: Der Konstruktor hei§t stattmake-cons-list
hiercons, das PrŠdikat nurcons? stattcons-list? und bei den Selektoren fehlt jeweils das
cons- vorn.

Es fehlt noch die De+nition der Signaturlist-of-numbers fŸr ÇListe von ZahlenÈ, die aus
leeren Listen und Cons-Listen gemischt wird:

(define list-of-numbers
(signature
(mixed empty-list

cons-list)))

Hier sind einige Beispiele fŸr Listen:

; leere Liste
(define list0 empty)
; einelementige Liste mit der Zahl 42
(define list1 (cons 42 empty))
; Liste mit den Zahlen 1 2 3
(define list3 (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty))))
; Liste mit den Zahlen e und pi
(define list2 (cons 2.7183 (cons 3.14159 empty)))
; Liste mit den Zahlen 2 3 5 7
(define list4 (cons 2 (cons 3 (cons 5 (cons 7 empty)))))

An den Beispielen kann man sehen, dass es einen Unterschied zwischen der intuitiven Struktur
von Listen und ihrer ReprŠsentation gibt. Intuitiv besteht eine Liste aus einer Aneinanderreihung
ihrer Elemente. Die ReprŠsentation ist aber geschachtelt, wie Abbildung '." zeigt. Sie erlaubt uns
insbesondere, aus kleineren Listen grš§ere zu bauen und trotzdem die kleineren Listen wiederzu-
verwenden:

; Liste mit den Zahlen 1 2 3 5 7
(define list5 (cons 1 list4))
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cons-list

2
cons-list

3
cons-list

5 empty-list

Abbildung &.!: Struktur der Liste mit den Elementen ! $ &

Dieses Beispiel zeigt au§erdem, dass der Konstruktorcons an eine existierende Listevornein Ele-
ment anhŠngt.

Nun sind wir bereit, eine Funktion Ÿber Listen zu schreiben, welche die Zahlen einer Liste
aufaddiert. Kurzbeschreibung und Signatur sehen so aus:

; Summeder Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-sum (list-of-numbers -> number))

Als NŠchstes brauchen wir TestfŠlle, die wir mit Hilfe der Beispiel-Listen von oben (und gegebe-
nenfalls einem Taschenrechner) konstruieren:

(check-expect (list-sum list2) 5.85989)
(check-expect (list-sum list3) 6)
(check-expect (list-sum list4) 17)

A!"#$%& ,.'

Schreibe auch TestfŠlle fŸrlist-sum auf Basis der Beispiel-Listenlist0 und list1 ! Falls Du
Dir nicht sicher bist, rate! !

Als NŠchstes kommt wie immer das GerŸst:

(define list-sum
(lambda (list)

...))

Die Signatur sagt, dasslist-sum eine Liste als Eingabe akzeptiert Ð gemischte Daten. Die Scha-
blone dazu sieht so aus:
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(define list-sum
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list) ...))))

Beimcons-list -Fall handelt es sich um zusammengesetzte Daten, wir kšnnen also entsprechend
der Schablone dafŸr Selektor-Aufrufe hinschreiben. Beirest sitzt au§erdem ein Selbstbezug, wir
schreiben also auch einen rekursiven Aufruf in die Schablone:

(define list-sum
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
...
(first list)
(list-sum (rest list))
...))))

Nun sind alle mšglichen Konstruktionsanleitungen angewendet. Wir vervollstŠndigen die Schablo-
ne, zuerst den Fall fŸr Cons-Listen. Dort steht in der Schablone(first list) und(list-sum
(rest list)) . Zum VerstŠndnis hilft, die beiden Ausdrucke ins Deutsche zu Ÿbersetzen:

¥ (first list) ist daserste Element der Listeund
¥ (list-sum (rest list)) ist dieSumme der restlichen Elemente.

Gefragt ist aber die Summealler Elemente, dazu mŸssen wir die beiden noch addieren:

(+ (first list) (list-sum (rest list)))

Es bleibt der Fall der leeren Liste. Intuitiv hat die gar keine Summe, aber irgendetwas mŸssen wir da
hinschreiben. Wir schreiben vorlŠu+g0 ins Programm, werden diese Wahl aber noch diskutieren:

(define list-sum
(lambda (list)

(cond
((empty? list) 0)
((cons? list)
(+ (first list) (list-sum (rest list)))))))

Damit funktionieren die TestfŠlle und die Funktion ist fertig!
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A!"#$%& ,.(

Verfolge die Auswertung der TestfŠlle im Stepper! !

A!"#$%& ,.)

€ndere den Zweig fŸr die leere Liste und schreibe etwas anderes als ! hin. Funktionieren die Test-
fŠlle dann noch? !

TatsŠchlich ist0die einzig richtige Zahl, die imempty-Fall stehen darf. Das mag intuitiv einleuch-
ten: die leere Liste ist schlie§lich ÇnichtsÈ und ! ist auch irgendwie ÇnichtsÈ. Ein weiteres Beispiel
wird aber gleich zeigen, dass diese Argumentation zu einfach ist.

Wir schreiben als NŠchstes eine Funktion, die alle Zahlen einer Listemultipliziert. Hier sind
Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und GerŸst:

; Produkt der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-product (list-of-numbers -> number))

(check-expect (list-product list1) 42)
(check-expect (list-product list3) 6)
(check-expect (list-product list4) 210)

(define list-product
(lambda (list)

...))

Die Schablone entsteht genau wie beilist-sum aus den Konstruktionsanleitungen fŸr gemischte
Daten, zusammengesetzte Daten und SelbstbezŸge:

(define list-product
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
...
(first list)
...
(list-product (rest list))))))
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Wir kŸmmern uns wieder zuerst um dencons-Fall. In der Schablone stehen(first list) , das
erste Element und(list-product (rest list)) , das Produkt der restlichen Elemente. Wir
mŸssen nur noch beide miteinander multiplizieren, um das Produkt aller Elemente zu berechnen:

(* (first list) (list-product (rest list)))

Bleibt wieder derempty-Fall Ð wieder die leere Liste. Die Versuchung ist gro§, wieder ÇnichtsÈ
hinzuschreiben, also !. Dann allerdings schlagenalleTestfŠlle fehl:

Der tatsŠchliche Wert 0 ist nicht der erwartete Wert 42.
Der tatsŠchliche Wert 0 ist nicht der erwartete Wert 6.
Der tatsŠchliche Wert 0 ist nicht der erwartete Wert 210.

Warum kommt immer0heraus? Das kšnnen wir anhand der Auswertung von(list-product
list3) sehen. Die sieht so aus Ð wir haben einige Zwischenschritte ausgelassen:

(list-product list3)
"! (list-product (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty))))
"! (cond ((empty? (cons 1 ...)) ...) ((cons? (cons 1 ...)) ...))
"! (cond ((empty? (cons 1 ...)) ...) ((cons? (cons 1 ...)) ...))
"! (* (first (cons 1 ...)) (list-product (rest (cons 1 ...))))
"! (* 1 (list-product (rest (cons 1 ...))))
"! (* 1 (list-product (cons 2 (cons 3 empty))))
"! (* 1 (* 2 (list-product (cons 3 empty))))
"! (* 1 (* 2 (* 3 (list-product empty))))
"! (* 1 (* 2 (* 3 (cond ((empty? empty) 0) ...))))
"! (* 1 (* 2 (* 3 (cond (#t 0) ...))))
"! (* 1 (* 2 (* 3 0)))

Die Auswertung ist auf so einem guten Weg Ð aber um Schluss machtlist-product alles kaputt
und multipliziert mit0. Und so ist es mitjederEingabe. Wir mŸssten also statt mit0mit einer Zahl
multiplizieren, die das Ergebnis nicht kaputtmacht sondern genauso lŠsst, wie es ist. Im Fall der
Multiplikation ist das die1, nicht die0. Die richtige Funktion sieht damit so aus:

(define list-product
(lambda (list)

(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(* (first list) (list-product (rest list)))))))
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RŸckblickend kšnnen wir damit auch erklŠren, warum beilist-sum im empty-Fall0 stehen
muss: Die0 macht beim Addieren das Ergebnis nicht kaputt. Darum spricht man auch davon,
dass0 dasneutrale ElementbezŸglich der Addition ist,1 das neutrale Element bezŸglich der Mul-
tiplikation.

'.! LISTEN MIT ANDEREN ELEMENTEN

listen/list-of.rkt Code

Das Prinzip ÇListeÈ ist nicht auf Listen von Zahlen beschrŠnkt: Genauso gut kann man sich Listen
aus Zeichenketten, den Tieren aus Kapitel %." oder Bildern vorstellen. Um das zu ermšglichen, kšn-
nen wir die Datende+nition anpassen. Wir entfernen alle ErwŠhnungen von Zahlen und sprechen
ausschlie§lich von ÇElementenÈ:

; Eine Liste ist eins der folgenden:
; - eine leere Liste
; - eine Cons-Liste

; Eine Cons-Liste besteht aus:
; - dem ersten Element
; - einer Liste mit den restlichen Elementen

TatsŠchlich kšnnen wir Listen bereits bauen, deren Elemente keine Zahlen sind:

(define string-list (cons " Mike" (cons " Sperber " empty)))

A!"#$%& ,.*

Probiere die De+nition vonstring-list aus! !

Diese De+nition kann DrRacket zwar ausfŸhren, aber es gibt jede Menge Signaturverletzungen.
Die verletzten Signaturen sind allesamtnumber, am prominentesten in der Record-De+nition

voncons-list . Wenn wir dort auch Zeichenketten verwenden wollen, ohne Listen aus Zahlen zu
verbieten, mŸssen wir Ÿbernumberundstring abstrahieren. Bei der Record-De+nition geht das,
indem wir auscons-list stattdessen(cons-list-of element) machen. Das wirkt wie ein
lambdamit element als Parameter. Wir kšnnen dannelement innerhalb der Record-De+nition
benutzen:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/list-of.rkt
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(define-record (cons-list-of element)
cons
cons?
(first element)
(rest ...))

DieseRecord-De+nitionde+niertcons-list alsFunktion,dieeineSignaturakzeptiert (dieSigna-
tur der Elemente) und eine Signatur zurŸckliefert, nŠmlich die der Cons-Listen mit der gegebenen
Signatur fŸr die Elemente. Die Signatur kšnnen wir auch hinschreiben:

(: cons-list-of (signature -> signature))

Dacons-list eine Signatur konstruiert, nennen wir diese Funktion auchSignatur-Konstruktor.
Daselement ist einSignatur-Parameter. Wir mŸssen also immer da, wo wir vorhercons-list
stand,(cons-list-of ...) schreiben und eine Signatur fŸr die Elemente angeben, also zum
Beispiel(cons-list-of number) oder(cons-list-of string) .

Die Signatur vonrest war vorherlist-of-numbers , die mŸssen wir also auch Šndern. Wie
genau,ergibt sicherst imZusammenhangmitderabstrahiertenDe+nitionvonlist-of-numbers .
Da es sich hier um eine ganz normale De+nition mitdefine handelt, kšnnen wir einlambdabe-
nutzen, um Ÿber den Signatur der Elemente zu abstrahieren:

(define list-of
(lambda (element)

(signature
(mixed empty-list

(cons-list-of element)))))

Wir kšnnen mit dieser De+nition nun stattlist-of-numbers also(list-of number ) schrei-
ben. Damit kšnnen wir auch die Record-De+nition voncons-list vervollstŠndigen, indem wir
beimrest -Feld als Signatur(list-of element) hinschreiben, wo vorherlist-of-numbers
stand:

(define-record (cons-list-of element)
cons
cons?
(first element)
(rest (list-of element)))

Das erledigt die Signaturverletzungen.
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Einedefine-record -Form mit Signatur-Parametern hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record ( t sp1 . . . spk )
c
p
( sel1 sig1)
. . .
( seln sign ))

¥ Die Signatur-Parametersp1 . . . spk kšnnen in den Signaturensig1 . . . sign verwendet wer-
den.

¥ t ist der Name des Signatur-Konstruktors mit der Signatur:

(: t (signature . . . (k-mal) -> signature))

¥ c, p undsel1, . . . , seln sind die Namen von Konstruktor, PrŠdikat und Selektoren.
Abbildung &.": define-record mit Signatur-Parametern

Abbildung '.$ fasstdieneueFormvondefine-record mitSignatur-Parameternzusammen.
Bei dieser neuen Form vondefine-record ist nicht mehr o.ensichtlich, wie die Signaturen des
Konstruktors und der beiden Selektoren aussehen sollen, wenn wir sie ausschreiben. Wir brauchen
dafŸr ein neues Konstrukt, um auszudrŸcken, dass potenziell bei jedem Aufruf voncons, first
undrest eine andere Elementsignatur verwendet wird. Das sieht so aus:

(: cons (%element (list-of %element) -> (cons-list-of %element)))
(: first ((cons-list-of %element) -> %element))
(: rest ((cons-list-of %element) -> (list-of %element)))

Das%kennzeichnetSignaturvariablen. Die Signaturvariable%elementsteht fŸr eine beliebige
Signatur. Die Signatur-Deklaration voncons bedeutet au§erdem, dass die Signatur von neuem
Element (das erste%element) und die Signatur der Listenelemente (das%elementin (list
%element) Ÿbereinstimmen sollten. (DrRacket ŸberprŸft dies aber nicht.)

Vielleicht ist Dir der Gedanke gekommen, dass statt%elementin den obigen Signaturen auch
any stehen kšnnte. Rein technisch gesehen ist das korrekt. Allerdings wŠren die resultierenden
Signaturen weniger prŠzise. Nimm einmal an, dort stŸnde zum Beispiel das hier:

(: cons (any (list-of any) -> (cons-list-of any)))

Diese Signatur sagt Çconsakzeptiert irgendeinen Wert und irgendeine Liste und produziert wieder
irgendeine ListeÈ. Zum Vergleich sagt die Signatur

(: cons (%element (list-of %element) -> (cons-list-of %element)))
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aus, dass das neue Element, dascons akzeptiert, die gleiche Signatur erfŸllen muss wie die schon
vorhandenen Elemente der Liste und die Elemente der Resultatliste: Alle drei Vorkommen von
%elementmŸssen in einer konkreten Anwendung voncons die gleiche Signatur sein.

Bevor das Programm wieder funktioniert, mŸssen wir noch ein kleines Problem beheben:
List-of-numbers ist nicht mehr de+niert, steht aber noch in den Signatur-Deklarationen

vonlist-sum undlist-product .Wir kšnnenentwederlist-of-numbers durch(list-of
number) ersetzen oder eine Signatur-De+nition dazuschreiben:

(define list-of-numbers (signature (list-of number)))

Diese De+nition muss vorlist-sum undlist-product stehen, damit sie dort bekannt ist.

'.$ KONSTRUKTIONSANLEITUNG

Bei der Konstruktion von Funktionen, die Listen akzeptieren, haben wir drei Schablonen kombi-
niert: gemischte und zusammengesetzte Daten sowie SelbstbezŸge. Wir werden noch viele Funk-
tionen mit Listen als Eingabe schreiben. Deshalb lohnt es sich, solchen Funktionen eine eigene
Konstruktionsanleitung zu widmen:

K12345!647123$28&74!2# '. (L734&2 $83 E72#$%&: S:;$%812&)

Die Schablone fŸr eine Funktion, die eine Liste akzeptiert, sieht folgenderma§en aus:

(: f (... (list-of elem) ... -> ...))

(define f
(lambda (... list ...)

(cond
((empty? list ) ...)
((cons? list )
...
(first list )
...
( f ... (rest list ) ...)
...
))))
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Die eingebaute Funktionlist erlaubt es, Listen aus ihren Elementen ohne Verwendung von
cons zu erzeugen. Sie akzeptiert eine beliebige Anzahl von Argumenten, macht daraus eine Liste
und gibt diese zurŸck:

(list 1 2 3)
"! #<list 1 2 3>
(list " Axl " " Slash" " Izzy " )
"! #<list " Axl " " Slash" " Izzy " >

Abbildung &.#: list

'.% EINGEBAUTE LISTEN

Da Listen in diesem Buch noch oft vorkommen und es umstŠndlich ist, jedesmal die De+nitionen
fŸrconsundlist-of an den Anfang von Programmen zu setzen, macht die nŠchste Sprachebene
das Programmieren mit Listen einfacher.

Schalte deshalb in die nŠchste Sprachebene hoch:

Fange eine neue Datei an. WŠhle danach wieder das MenŸSprache aus, darunter den MenŸ-
punktSprache auswŠhlenund dannSchreibe Dein Programm! (ohneAnfŠnger). Dann
drŸcke noch einmalStart .

Absofort sindcons,cons?,first undrest vorde+niertgenauwiederSignaturkonstruktor
list-of . Es gibt au§erdem eine praktische neue Funktionlist , die in Abbildung '.# beschrieben
ist.

In der neuen Sprachebene werden nichtleere Listen Ÿbersichtlicher ausgedruckt als bisher,
nŠmlich als#<list ...> , wobei die Listenelemente zwischen den spitzen Klammern aufgereiht
sind:

(list " Axl " " Slash" " Izzy " )
"! #<list " Axl " " Slash" " Izzy " >

'.& PARAMETRISCHE POLYMORPHIE

listen/polymorphism.rkt Code

Keine Angst vor der hochtrabenden †berschrift: Wir schreiben in diesem Abschnitt eine recht
einfache Funktion, welche die LŠnge einer Liste ermittelt. Hier ist die Kurzbeschreibung:

; LŠnge einer Liste berechnen

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/polymorphism.rkt
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Der Anfang einer Signatur-Deklaration sieht so aus:

(: list-length ((list-of ...) -> natural))

Was kšnnen wir anstelle der Ellipse hinschreiben? Der Funktion sollte egal sein, auf welche Signatur
die Elemente der Liste passen. Wir kšnnen dies zum Ausdruck bringen, indem wir eine Signatur-
variable verwenden, genau wie bei den Signaturen voncons, first undrest . Das sieht so aus:

(: list-length ((list-of %element) -> natural))

Die Verwendung der Signaturvariable%elementbedeutet, genau wie oben, dass die Signatur der
Elemente der Liste bei jedem Aufruf vonlist-length anders sein kann.

Solche Funktionen, die Argumente akzeptieren, deren Signaturen Signaturvariablen enthal-
ten, hei§enpolymorphoder auchparametrisch polymorph(weil die Signaturvariable eine Art Para-
meter abgibt), und das dazugehšrige Konzept hei§tparametrische Polymorphie: ein gro§es Wort,
das hier fŸr eine kleine Sache steht. Mehr und interessantere Beispiele fŸr parametrische Polymor-
phie wird es in Kapitel * geben.

Weiter mitlist-length Ð hier ist das GerŸst:

(define list-length
(lambda (lis)

...))

Die Schablone ist wie gehabt:

(define list-length
(lambda (lis)

(cond
((empty? lis) ...)
((cons? lis)
... (first lis) ...
... (list-length (rest lis)) ...))))

Es istlist-length egal, was der Wert von(first lis) ist. Die LŠnge der Liste ist unabhŠngig
davon, was fŸr Werte sich darin be+nden Ð entscheidend ist nur, wieviele es sind. (Dieser Umstand
ist gerade verantwortlich fŸr die parametrische Polymorphie.) Deshalb kšnnen wir den Selektorauf-
ruf (first lis) aus der Schablone streichen und diese dann zum vollstŠndigen Rumpf ergŠn-
zen:

(define list-length
(lambda (lis)
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(cond
((empty? lis) 0)
((cons? lis)
(+ 1

(list-length (rest lis)))))))

Die Funktionlist-length ist unter dem Namenlength fest eingebaut.

'.' FUNKTIONEN, DIE LISTEN PRODUZIEREN

listen/dillo-list.rkt Code

In den vorherigen Abschnitten haben wir ausschlie§lich Funktionen programmiert, die Listenak-
zeptieren. In diesem Abschnitt schreiben wir Funktionen, die Listenproduzieren. Das geht mit
Techniken, die wir bereits vorgestellt haben. Wir machen die Sache interessanter, indem wir in ei-
nem ersten Beispiel Listen von zusammengesetzten Daten betrachten und in einem zweiten Beispiel
zwei Listen verarbeiten.

'.'.# G†RTELTIERE †BERFAHREN

Auf Seite *( haben wir die Funktionrun-over-dillo geschrieben, die fŸr das †berfahren von
GŸrteltieren zustŠndig ist. In diesem Abschnitt schreiben wir die Funktion, die das gleich massen-
weise erledigt, beispielsweise fŸr alle GŸrteltiere auf einem Highway.

Dazu Ÿbernehmen wir Daten- und Record-De+nition von GŸrteltieren aus Abschnitt #.% so-
wie die Funktionde+nition vonrun-over-dillo . Du kannst auch einfach den GŸrteltier-Code
erweitern Ð dann musst Du allerdings die Sprachebene aufSchreibe Dein Programm! hoch-
schalten, damit die Listen zur VerfŸgung stehen.

GŸrteltiere kšnnen wir in Listen stecken, ebenso wie Zahlen, Zeichenketten oder boolesche
Werte. Hier ist ein Beispiel:

; GŸrteltiere auf Highway 75
(define highway75 (list dillo1 dillo2 dillo3 dillo4))

(Dillo1 , dillo2 , dillo3 unddillo4 sind die BeispielgŸrteltiere aus Abschnitt #.%.)
Diese Liste hat die Signatur(list-of dillo) . Wenn wir eine Funktion schreiben wollen,

die alle GŸrteltiere aus einer Liste ŸberfŠhrt, mŸsste diese also folgende Kurzbeschreibung und Si-
gnatur haben:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/dillo-list.rkt
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; GŸrteltiere Ÿberfahren
(: run-over-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))

Als Testfall kann obige Beispielliste herhalten:

(check-expect (run-over-dillos highway75)
(list (make-dillo 55000 #f)

dillo2
(make-dillo 60000 #f)
dillo4))

Zur Erinnerung:dillo2 unddillo4 sind bereits tot, dementsprechend sind sie Ÿberfahren wie
zuvor. Hier ist das GerŸst:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)

...))

Die Funktion akzeptiert eine Liste als Eingabe, wir kšnnen also, wie schon so oft, die entsprechende
Schablone zum Einsatz bringen:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) ...)
((cons? dillos)
... (first dillos) ...
... (run-over-dillos (rest dillos)) ...))))

Im ersten Zweig ist die Sache klar: Geht eine leere Liste rein, kommt auch eine leere Liste raus. Im
zweiten Zweig kšnnen wir uns erst einmal um das erste GŸrteltier kŸmmern. Wir haben ja bereits
eine Funktion, die ein einzelnes GŸrteltier ŸberfŠhrt; diese kšnnen wir auf das erste Element der
Liste anwenden:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
... (run-over-dillo (first dillos)) ...
... (run-over-dillos (rest dillos)) ...))))
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Lesen wir noch einmal die beiden AusdrŸcke, die im zweiten Zweig stehen:
¥ (run-over-dillo (first dillos)) ist das erste GŸrteltier der Liste, Ÿberfahren.
¥ (run-over-dillos (rest dillos)) ist eine Liste der restlichen GŸrteltiere, auch Ÿber-

fahren.
Gefragt ist eine Listealler GŸrteltiere, Ÿberfahren: Wir mŸssen also nur die Resultate der beiden
Ausdrucke mitcons kombinieren:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(cons (run-over-dillo (first dillos))

(run-over-dillos (rest dillos)))))))

Fertig!
DiesesBeispiel zeigt, dasswir fŸrFunktionen,dieListenproduzieren,keineneueTechnikbrau-

chen: Wenn eine Funktion eine leere Liste produzieren soll, benutzen wir an der entsprechenden
Stelleempty, und bei nichtleeren Listen benutzen wircons, bringen also die Schablone fŸr Funk-
tionen zum Einsatz, die zusammengesetzte Daten produzieren.

'.'.! G†RTELTIERE EXTRAHIEREN

Wir nehmen uns noch eine weitere †bung vor, bei der Listen produziert werden: Aus einer Liste
von GŸrteltieren wollen wir alle (noch) lebenden herausholen, vielleicht, um sie in Sicherheit zu
bringen.

So sehen Kurzbeschreibung, Signatur, ein Testfall und GerŸst aus:

; Lebendige GŸrteltiere aufsammeln
(: live-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))

(check-expect (live-dillos highway75)
(list dillo1 dillo3))

(define live-dillos
(lambda (dillos)

...))
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Wir fŸgen als NŠchstes die Standard-Schablone fŸr Funktionen ein, die Listen akzeptieren:

(define live-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) ...)
((cons? dillos)
... (first dillos) ...
... (live-dillos (rest dillos)) ...))))

Der erste Fall betri.t die leere Liste Ð aus einer leeren Liste von GŸrteltiere kšnnen wir keine leben-
digen GŸrteltiere herausholen, da kommt alsoemptyhin. Im zweiten Fall ist es etwas aufwendiger.
Wir machen uns wieder klar, was die beiden Bestandteile bedeuten, die in der Schablone stehen:

¥ (first dillo) ist das erste GŸrteltier in der Liste.
¥ (live-dillos (rest dillos)) sind die lebendigen unter den restlichen GŸrteltieren.

Da die Gesamtaufgabe ist, die lebendigen GŸrteltiere zu extrahieren, sollten wir beim ersten GŸr-
teltier feststellen, ob es (noch) lebt. Da steht dann folgender Zwischenstand:

(define live-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
... (dillo-alive? (first dillos)) ...
... (first dillos) ...
... (live-dillos (rest dillos)) ...))))

Der Aufruf (dillo-alive? (first dillos)) bietet sich fŸr eine binŠre Verzweigung an:

(define live-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))

...

...)
... (first dillos) ...
... (live-dillos (rest dillos)) ...))))
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Wir mŸssen uns jetzt Ÿberlegen, was wir in die beiden Zweige desif schreiben. Im ersten Zweig Ð
der Konsequente Ð ist das GŸrteltier(first dillos) (noch) am Leben, im zweiten Ð der Alter-
native Ð ist es tot.

In der Alternative (GŸrteltier tot) ist(live-dillos (rest dillos)) schon die richtige
Antwort. (first dillos) fŠllt unter den Tisch:

(define live-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))

...
(live-dillos (rest dillos)))

... (first dillos) ...))))

Auch,wennwirden rekursivenAufruf(live-dillos (rest dillos)) scheinbarschonÇver-
brauchtÈ haben Ð im anderen Zweig (GŸrteltier lebt (noch)) brauchen wir die restlichen lebendi-
gen GŸrteltiere noch einmal. Wir mŸssen diesmal aber darauf achten, dass wir das erste GŸrteltier
in der Ausgabe wieder unterbringen und vorn an die restlichen GŸrteltiere dran-cons-en:

(define live-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))

(cons (first dillos)
(live-dillos (rest dillos)))

(live-dillos (rest dillos)))))))

Fertig!

'.'.$ ZWEI LISTEN ANEINANDERH€NGEN

In unserem nŠchsten Beispiel ist eine Funktionconcatenate gefragt, die zwei Listen aneinander-
hŠngt. Kurzbeschreibung, Signatur und GerŸst sehen folgenderma§en aus:

; zwei Listen aneinanderh Šngen
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(: concatenate ((list-of %element) (list-of %element)
-> (list-of %element)))

Diese Funktion ist wielist-length polymorph Ð in der Signatur kommt die Signaturvariable
%elementvor. Beachte, dass%elementdreimalvorkommt: Die Signatur besagt, dass die Signa-
turen der Elemente der beiden Eingabelisten und die Signatur der Ausgabeliste sich einander ent-
sprechen. Hier sind Testfall und GerŸst fŸrconcatenate :

(check-expect (concatenate (list 1 2 3) (list 4 5 6))
(list 1 2 3 4 5 6))

(define concatenate
(lambda (list1 list2)

...))

Konstruktionsanleitung ") auf Seite "(& ist eigentlich nur fŸr Funktionen gedacht, die eine einzelne
Liste akzeptieren. Welche von beiden ist daslist aus der Anleitung? Im Zweifelsfall kšnnen wir
beide Alternativen ausprobieren. Wir versuchen es zunŠchst mitlist2 :

(define concatenate
(lambda (list1 list2)

(cond
((empty? list2) ...)
((cons? list2)
... (first list2) ...
... (concatenate list1 (rest list2)) ...))))

Der erste Zweig descond ist noch einfach: Wennlist2 leer ist, musslist1 herauskommen.
Jedoch wŠre fŸr das obige Beispiel der Wert von(concatenate list1 (rest list2)) die
Liste#<list 1 2 3 5 6> . Bei dieser Liste fehlt das Element % in der Mitte, und es ist nicht
ersichtlich, wie unsere Funktion sie passend ergŠnzen kšnnte. Diese Mšglichkeit fŸhrt also in eine
Sackgasse. Wir versuchen deshalb, die Schablone auflist1 statt auflist2 anzuwenden:

(define concatenate
(lambda (list1 list2)

(cond
((empty? list1) ...)
((cons? list1)
... (first list1) ...
... (concatenate (rest list1) list2) ...))))
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Die erste Ellipse ist einfach zu ersetzen: Ist die erste Liste leer, ist das Ergebnis die zweite Liste
list2 . FŸr den zweiten Fall sollten wir uns noch einmal ins GedŠchtnis rufen, was fŸr einen Wert
(concatenate (rest list1) list2) liefert: das Ergebnis dieses Aufrufs ist eine Liste, die
aus(rest list1) undlist2 zusammengesetzt wurde. Auf das obige Beispiel Ÿbertragen, falls
list1 dieListe#<list 1 2 3> istundlist2 dieListe#<list 4 5 6> ,sohat(rest list1)
den Wert#<list 2 3> . Der Wert von(concatenate (rest list1) list2) wŠre also:

#<list 2 3 4 5 6>

Es fehlt das erste Element vonlist1 , (first list1) , das vorn an das Ergebnis angehŠngt wer-
den muss. Das geht mitcons:

(define concatenate
(lambda (list1 list2)

(cond
((empty? list1) list2)
((cons? list1)
(cons (first list1)

(concatenate (rest list1) list2))))))

Dieses Beispiel zeigt ein weiteres Schablonenelement, das noch šfter vorkommen wird: Wie bei
anderen zusammengesetzten Daten mŸssen Funktionen, die Listen konstruieren sollen, irgendwo
eincons enthalten.

Da viele Programme die Funktionenlist-length und concatenate benštigen, sind sie
in den Lehrsprachen Ÿbrigens bereits unter den Namenlength undappendeingebaut.

'.( MINIMUM EINER LISTE UND LOKALE VARIABLEN

listen/list-min.rkt Code

Wir nehmen uns noch eine weitere †bung vor, nŠmlich das Minimum einer Liste von Zahlen zu
berechnen. Das ist scheinbar einfach, birgt aber einige Untiefen. Hier sind der erste Anlauf fŸr
Kurzbeschreibung, Tests und GerŸst:

; Minimum einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-min ((list-of real) -> real))

(check-expect (list-min (list 5 3 1 4)) 1)
(check-expect (list-min (list 5 3 1 4 -4 3)) -4)

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/list-min.rkt
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Vielleicht siehst Du schon das erste Problem. Die Tests sparen einen einfachen aber wichtigen Fall
aus, nŠmlich die leere Liste Ð und die hat kein Minimum.

Eine Mšglichkeit wŠre, in dem Fallviolation aufzurufen wie in Abschnitt $."! auf Seite (%.
(Siehe dazu Aufgabe '."' auf Seite "*'.) Eine andere ist, wie in Abschnitt %.% auf Seite "$% einen
Extra-Wert fŸr diesen Fall zu benutzen. Das hat wie dort den Vorteil, dass wir in der Signatur ablesen
kšnnen, dass die Funktion auch fehlschlagen kann. Wir fŸhren also folgenden leeren Record-Typ
dafŸr ein:

; Kein Resultat
(define-record no-result

make-no-result
no-result?)

Die Signatur erweitern wir entsprechend:

(: list-min ((list-of real) -> (mixed real no-result)))

Au§erdem schreiben wir noch einen Testfall dafŸr:

(check-expect (no-result? (list-min empty)) #t)

Nun kšnnen wir wie gewohnt die Schablone fŸr Listen anwenden:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (list-min (rest list)) ...))))

Derempty-Fall ist gerade der, in dem es kein Resultat gibt:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
... (first list) ...
... (list-min (rest list)) ...))))
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Im cons-Fall mŸssen wir darauf achten, dass der rekursive Aufruf vonlist-min gemischte Da-
ten liefert. Wir mŸssen also eine Verzweigung einbauen, die zwischenno-result und einer Zahl
unterscheidet. Wir machen das mit einer binŠren Verzweigung:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))

...

...)
... (first list) ...
... (list-min (rest list)) ...))))

Fallsder rekursiveAufrufeinno-result liefert, habenwirnurdasersteElementderListe(first
list) in der Hand Ð der Rest der Liste muss dann ja leer sein. In dem Fall muss(first list)
auch das Minimum sein:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))

(first list)
...)

... (first list) ...

... (list-min (rest list)) ...))))

Falls der rekursive Aufruf vonlist-min ein Resultat liefert, ist dieses Resultat das Minimum der
restlichen Liste. Um das Minimum der Gesamtliste zu berechnen, mŸssen wir es allerdings noch
mit (first list) vergleichen, das ebenfalls das Minimum sein kšnnte. AbhŠngig vom Ergebnis
des Vergleichs ist das eine oder das andere das Minimum:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))
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Im Rumpf eineslambdaund im Zweig einescond kann jeweils am Anfang eine De+nition ste-
hen. Eine solchelokale De!nitionbindet einelokale Variable.
Diese De+nition wir jedesmal ausgewertet, wenn die Auswertung beim Rumpf deslambdabezie-
hungsweise beim Zweig descondankommt und ist auch nur innerhalb davon (ÇlokalÈ) sichtbar.

Abbildung &.$: lokale DeÞnition, lokale Variable

((cons? list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))

(first list)
(if (< (first list)

(list-min (rest list)))
(first list)
(list-min (rest list))))))))

Diese Funktion ist korrekt.
Allerdings hat sie noch einen Makel:(list-min (rest list)) taucht insgesamt dreimal

auf, und es ist tatsŠchlich mšglich, dass alle drei tatsŠchlich ausgewertet werden: Dreimal die glei-
che Arbeit. (Du kannst Dich mit dem Stepper davon Ÿberzeugen.) Wir sollten dafŸr sorgen, dass
der rekursive Aufruf nur einmal ausgewertet wird. Dazu fŸhren wir ein neues Programmierkon-
strukt ein, dielokale Variable(siehe Abbildung '.%), fŸr die zunŠchst eine De+nition innerhalb des
Rumpfes vonlist-min anlegen:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))
...))))

Diese De+nition wird jedesmal ausgewertet, wenn die Auswertung dencond-Zweig fŸrcons er-
reicht und ist auch nur innerhalb dieses Zweiges aktiv. Wir ersetzen nun(list-min (rest
list)) durch die neue Variablerest-min :

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))



#)) FUNKTIONEN AUF NICHTLEEREN LISTEN

((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))
(if (no-result? rest-min)

(first list)
(if (< (first list)

rest-min)
(first list)
rest-min))))))

Fertig!
Das hei§t . . .ein kleines bi§chen verbessern kšnnen wir sie noch: Derif -Ausdruck am Ende

berechnet das Minimum von(first list) undrest-min . FŸr die Berechnung des Minimums
zweier Zahlen gibt es schon eine eingebaute Funktion namensmin, die wir verwenden kšnnen:

(define list-min
(lambda (list)

(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))
(if (no-result? rest-min)

(first list)
(min (first list) rest-min))))))

Jetzt aber fertig!

'.) FUNKTIONEN AUF NICHTLEEREN LISTEN

Daslist-min -Beispiel war nŸtzlich, um zu demonstrieren, wie wir Çes gibt kein ErgebnisÈ reprŠ-
sentieren kšnnen. Es gibt aber noch eine andere Mšglichkeit, mit dem Problem der leeren Liste bei
list-min fertigzuwerden: Wir verbieten sie einfach! Dann brauchen wirno-result gar nicht
mehr.

Wir de+nieren also eine alternative Version vonlist-min mit Kurzbeschreibung und Signa-
tur wie folgt:

; Minimum einer nichtleeren Liste von Zahlen berechnen
(: list-min-nonempty ((cons-list-of real) -> real))
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Der Signaturkonstruktorcons-list-of entspricht dem gleichnamigen Signatur-Konstruktor
aus Abschnitt '.$ und beschreibt Cons-Listen Ð das sind ja genau die nichtleeren.

Wir benutzen die gleichen TestfŠlle wie vorhin:

(check-expect (list-min-nonempty (list 5 3 1 4)) 1)
(check-expect (list-min-nonempty (list 5 3 1 4 -4 3)) -4)

Die Schablone mŸssen wir gegenŸber der fŸrlist-of allerdings etwas anpassen. Schlie§lich liefert
fŸr eine nichtleere Liste die Bedingung(empty? list) immer#f und(empty? list) immer
#t , die Verzweigung damit wŠre also sinnlos. Es ist stattdessen(rest list) , das entweder leer
oder nichtleer sein kann. Das sieht dann so aus:

(define list-min-nonempty
(lambda (list)

(cond
((empty? (rest list)) ...)
((cons? (rest list))
... (first list) ...
... (list-min-nonempty (rest list)) ...))))

Im ersten Zweig hat die Liste also genau ein Element, im zweiten Zweig hat sie mindestens zwei
Elemente. Das Minimum einer Liste mit einem Element ist einfach dieses eine Element. Im zweiten
Fall kšnnenwir, genauwie beilist-min , dasMinimum von(first list) unddem Minimum
des Rests der Liste berechnen:

(define list-min-nonempty
(lambda (list)

(cond
((empty? (rest list))
(first list))

((cons? (rest list))
(min (first list)

(list-min-nonempty (rest list)))))))

Fertig!

A!"#$%& ,.+

Kannst Du vorhersagen, was genau passiert, wenn Dulist-min-nonempty trotzdem auf eine
leere Liste anwendest? Probiere es aus! !
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A!"#$%& ,.,

Schreibe eine spezielle Konstruktionsanleitung fŸr Funktionen, die nichtleere Listen akzeptieren!
!

ANMERKUNGEN

Listen sind eine Art Alleskleber: Sie taugen auch fŸr die ReprŠsentation von Tabellen, Mengen und
vielen anderen zusammengesetzten Daten. FŸr Listen gibt es eine riesige Anzahl praktischer Funk-
tionen, von denen die Funktionen in diesem Kapitel nur die Spitze des Eisberges sind. Da ab hier
Listen in den Lehrsprachen fest eingebaut sind, kšnnen sie als universelles Kommunikationsmit-
tel zwischen Programmen dienen, weil sich Funktionen auf Listen aus einem Programm auch in
einem anderen verwenden lassen. Dies unterscheidet funktionale Sprachen von vielen anderen Pro-
grammiersprachen, in denen Listen vom Programmierer selbst de+niert werden mŸssen oder nur
eine untergeordnete Rolle spielen.

AUFGABEN

A!"#$%& ,.-

Schreibe AusdrŸcke fŸr Listen, welche die Beispiellisten vom Anfang von Kapitel ' auf Seite "'&
reprŠsentieren.

A!"#$%& ,..

Schreibe folgende Funktionen auf Listen:
". Eine Funktioncount-zeroes , die die Anzahl von Nullen in einer Liste von Zahlen berech-

net.
$. Eine Funktioncontains>10? , die feststellt, ob eine Liste von Zahlen eine Zahl enthŠlt, die

grš§er als "! ist.

A!"#$%& ,./

Schreibe Versionen vonlist-sum und list-product , die nur auf nichtleeren Listen funktio-
nieren und bei denen Du kein neutrales Element angeben musst. !
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A!"#$%& ,.'0

Auf einem Acker gibt es Ð vereinfacht dargestellt Ð Karto.eln, Erdklumpen und Steine. Ein Acker-
bestandteil ist also eine Karto.el, ein Erdklumpen oder ein Stein. Jedes dieser Ackerbestandteile hat
ein Gewicht in Gramm; Karto.eln besitzen au§erdem zusŠtzlich noch die Eigenschaft, ob sie essbar
sind oder nicht (und daher aussortiert werden mŸssen). Schreibe ein Programm fŸr eine Karto.el-
Erntemaschine, die die essbaren Karto.eln aus den Ackerbestandteilen heraus+ltern muss.

". FŸhre eine Datenanalyse fŸr Ackerbestandteile durch und schreibe dazu passende Daten- und
Record-De+nitionen. Gib ein paar Beispiele fŸr Ackerbestandteile an, die Du in den nŠchsten
Teilaufgaben in TestfŠllen verwenden kannst.

$. Schreibe eine Funktionedible-potato? , die ŸberprŸft ob ein Ÿbergebener Ackerbestand-
teil eine essbare Karto.el ist.

#. Schreibe eine Funktionweight , die das Gewicht eines beliebigen Ackerbestandteils zurŸck-
gibt.

%.Schreibe eine Daten- und Record-De+nition fŸr Listen von Ackerbestandteilen. Gib alle Si-
gnaturen an! Gib au§erdem mindestens fŸnf verschiedene Beispiele fŸr Listen mit Ackerbe-
standteilen an.

&. Schreibe eine Funktiontotal-weight , die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und
das Gesamtgewicht aller Ackerbestandteile in der Liste ausrechnet.

'. Schreibe eine Funktiontotal-edible-potatoes-weight , die eine Liste von Ackerbe-
standteilen akzeptiert und das Gesamtgewicht aller essbaren Karto.eln in der Liste ausrechnet.

(. Schreibe eine Funktioncount , die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und die An-
zahl der Ackerbestandteile in der Liste bestimmt.

). Schreibe eine Funktioncount-edible-potatoes , die eine Liste von Ackerbestandteilen
akzeptiert und die Anzahl der essbaren Karto.eln in der Liste bestimmt.

*. Eine Maschine soll nun die Karto.eln aus dem Acker automatisch ernten. Leider ist die Ma-
schine sehr alt und kommt deswegen mit gro§en Steinen und Erdklumpen nicht klar. Der
Erntevorgang wird abgebrochen, sobald ein Stein oder ein Erdklumpen, der schwerer als "kg
ist, in die Maschine gerŠt. Schreibe die Funktionharvester , die diesen Vorgang simuliert.
Als Eingabe bekommt diese Funktion eine Liste von Ackerbestandteilen, die sie nach und nach
abarbeitet. Herauskommen soll eine Liste von Ackerbestandteilen, in der die geerneteten ess-
baren Karto.eln enthalten sind. Schreibe ausreichend TestfŠlle, beachte auch den Fall, dass die
Maschine im Leerlauf betrieben wird. Verwende die Funktionen aus den vorherigen Aufga-
benteilen.

"!. Schreibe eine Funktionheaviest-potato , die aus einer Liste von Ackerbestandteilen die
schwerste essbare Karto.el heraussucht und zurŸckgibt. Wenn in der Liste keine essbare Kar-
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to.el enthalten ist, soll die Funktion(make-no-result) zurŸckgeben. (Siehe Abschnitt %.%
auf Seite "$%.)

"". Schreibe eine Funktionfilter-edible-potatoes , die eine Liste von Ackerbestandteilen
akzeptiert und essbaren Karto.eln als Liste zurŸckgibt.

"$. Schreibe eine Funktiondrop-stones , die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und
eine Liste zurŸckgibt, in der es keine Steine mehr gibt.

"#. Schreibe eine Funktionaverage-weight-edible-potatoes , die eine Liste von Ackerbe-
standteilen akzeptiert und das durchschnittliche Gewicht der essbaren Karto.eln berechnet.

A!"#$%& ,.''

Wir reprŠsentieren einen Lithium-Ionen-Akku als eine Liste von Lithium-Ionen-Zellen. Eine Zelle
besteht aus einer maximalen Ladung (in Milliamperestunden, mAh) und einer momentanen La-
dung (ebenfalls in mAh).

Wenn eine Zelle eine Ladung von "!!!mAh hat, bedeutet das, dass die Zelle eine Strom-stŠrke
von"!!!mA(Milliampere) fŸreineStunde lang liefernkann.DiemomentaneLadungdarfnieŸber
die maximale Ladung steigen und nie unter "!% der maximalen Ladung fallen, in unserer Beispiel-
Zelle also "!!mAh, sonst geht die Zelle kaputt.

". FŸhre eine Datenanalyse fŸr Li-Ionen-Akkus und Li-Ionen-Zellen durch, schreibe die Daten-
de+nitionen auf und setze die Datende+nitionen um.

$. Schreibe folgende Funktionen:
¥ cell-full? , die ŸberprŸft, ob eine Zelle vollstŠndig geladen ist (das hei§t ob die momen-

tante Ladung gleich der maximalen Ladung ist)
¥ cell-empty? , die ŸberprŸft, ob eine Zelle entladen ist (das hei§t ob die momentane La-

dung gleich der minimalen Ladung ist, also "!% der maximalen Ladung)
¥ cell-defect? , die ŸberprŸft, ob eine Zelle defekt ist (das hei§t ob die momentane Ladung

die maximale Ladung Ÿberschreitet oder die minimale Ladung unterschreitet)
¥ cell-ok? , die ŸberprŸft, ob eine Zelle funktioniert (das hei§t ob die momentane Ladung

innerhalb der minimalen und maximalen Ladung liegt)

#. Schreibe folgende Funktionen:
¥ battery-full? , die ŸberprŸft, ob ein Akku vollstŠndig geladen ist (das hei§t ob alle Zellen

voll sind); eine Batterie ohne Zelle gilt als geladen.
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¥ battery-empty? , die ŸberprŸft, ob ein Akku entladen ist (das hei§t ob alle Zellen leer
sind); eine Batterie ohne Zelle gilt auch als leer.

¥ battery-broken? , die ŸberprŸft, ob ein Akku defekt ist (das hei§t ob mindestens eine
Zelle defekt ist); eine Batterie ohne Zelle gilt als nicht defekt.

¥ battery-ok? , die ŸberprŸft, ob ein Akku funktioniert (das hei§t ob alle Zellen funktio-
nieren); eine Batterie ohne Zelle gilt als funktionstŸchtig.

Gehe in den folgenden Teilaufgaben davon aus, dass nurfunktionierendeZellen und Batterien
Ÿbergeben werden:

%.Das LadegerŠt kann eine Zelle um &!!mAh pro Stunde au-aden. Schreibe eine Funktion
time-to-fully-charge-cell , die ausrechnet, wieviele Stunden es dauert, bis das Lade-
gerŠt die Zelle aufgeladen hat.

&. Schreibe eine Funktioncharge-cell , die eine Zelle und eine Zeit in Stunden akzeptiert und
die Zelle zurŸckgibt, die mit dem in der vorherigen Teilaufgabe genannten LadegerŠt fŸr die
ŸbergebeneZeit geladenwurde.DieLadungdarfabernichtŸberdiemaximaleLadungsteigen!
Die restliche Zeit verfŠllt, wenn die Zelle bereits voll ist.

'. Schreibe eine Funktioncharge-battery , die einen Akku au-Šdt. Die Funktion gibt einen
Akku zurŸck, der mit dem LadegerŠt fŸr die Ÿbergebene Zeit geladen wurde. Ist eine Zelle
vollstŠndig geladen, so wird die nŠchste Zelle mit der restlichen Zeit geladen. Sind alle Zellen
geladen und ist die Zeit jedoch noch nicht aufgebraucht, so verstreicht diese.

(. Das Entladen einer Zelle hŠngt vom Verbraucher ab. Ein GerŠt hat einen Verbrauchswert, an-
gegeben in mA. Schreibe eine Funktiontime-to-fully-discharge-cell , die eine Zelle
und einen Verbrauch pro Stunde akzeptiert und ausrechnet, wie lange es dauert, bis die Zelle
entladen ist.

). Schreibe eine Funktiontime-to-fully-discharge-battery , die einen Akku und einen
Verbrauch pro Stunde akzeptiert und ausrechnet, wie lange es dauert, bis der Akkus leer ist.
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*. Schreibe eine Funktiondischarge-cell , die eine Zelle, einen Verbrauch pro Stunde und
die Dauer (in Stunden) akzeptiert, fŸr die der Verbraucher den Strom der Zelle verbraucht. Die
Funktion soll eine Zelle zurŸckgeben, die fŸr die Dauer den Verbraucher mit Strom versorgt
hat. Die Ladung darf aber nicht unter die minimale Ladung fallen! Die restliche Zeit verfŠllt,
wenn die Zelle bereits leer ist. (TatsŠchlich geht dem Verbraucher einfach der Strom aus.)

"!. Schreibe eine Funktiondischarge-battery , die eine Batterie, einen Verbrauch pro Stunde
und die Dauer (in Stunden) akzeptiert. Die Funktion soll eine Batterie, zurŸckgeben, die fŸr
die Dauer den Verbraucher mit Strom versorgt hat. Ist die Ladung einer Zelle verbraucht, wird
die Ladung der nŠchsten Zelle fŸr die verbleibende Zeit verbraucht. Sind alle Zellen entladen
und ist die Zeit jedoch noch nicht aufgebraucht, so verstreicht diese, dem Verbraucher geht
der Strom aus.

A!"#$%& ,.'(

Schreibe eine Funktion, die auf mšglichst einfache Weise eine Liste von Zahlen aufsteigend sortiert!
Gehe dazu wie folgt vor:

". Schreibe eine Funktiondelete-once , die aus einer Liste von Zahlen das erste Vorkommen
einer gegebenen Zahl entfernt.
Beispiel:(delete-once 5 (list 1 2 5 3 4 5)) ergibt#<list 1 2 3 4 5> .
(Wenn die Liste die Zahl nicht enthŠlt, soll sie unverŠndert zurŸckgegeben werden.)

$. Schreibe eine Funktionsort , die eine Liste von Zahlen in aufsteigender Reihenfolge sortiert.
Benutze dazulist-min auf Abschnitt '.( auf Seite ")% unddelete-once .
Beispiel:(sort (list 1 5 3 2 4)) ergibt#<list 1 2 3 4 5> .

A!"#$%& ,.')

In einer Firma stempeln die Mitarbeiter Stempelkarten, um ihre Arbeitszeit nachzuweisen: Auf
jeder Stempelkarte ist die Nummer des Mitarbeiters vermerkt sowie eine Liste von jeweils gearbei-
teten Stunden. Gehe der Einfachheit halber davon aus, dass nur ganze Stunden notiert werden.
Au§erdem gibt es fŸr jeden Mitarbeiter eine Personalakte mit Name, Nummer und Stundenlohn
(auch nur in ganzen Euros) des Mitarbeiters. Am Ende jedes Monats muss an jeden Mitarbeiter der
Lohn Ÿberwiesen werden. Dazu werden †berweisungen erzeugt; jede †berweisung besteht aus der
Mitarbeiternummer und einem †berweisungsbetrag.
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Schreibe Daten- und Record-De+nitionen fŸr Stempelkarten, Personalakten und †berwei-
sungen.

Schreibe eine Funktion, die eine Liste von Personalakten und eine Liste von Stempelkarten fŸr
einen Monat akzeptiert, fŸr jeden Mitarbeiter die gearbeiteten Stunden aufsummiert und eine Liste
der †berweisungen zurŸckliefert.

A!"#$%& ,.'*

Du bist Besitzer eines Parkplatzes mit Bereichen fŸr unterschiedliche Fahrzeuge: PKWs (car ), Last-
wagen (truck ), Wohnmobile (caravan) , Busse (bus) und FahrrŠder (bike ). Wegen der Finanz-
not hat die Stadt TŸbingen beschlossen, dass Du fŸr jedes Fahrzeug, das auf Ihrem Parkplatz parkt,
Abgaben entrichten musst, und zwar pro Tag je:

- car : # Cent

- truck : & Cent + # Cent pro Achse

- caravan: % Cent

- bus: "! Cent + " Cent pro Sitzplatz

- bike : " Cent.

Der Fahrzeughalter kann die Abgaben nur fŸr den jeweiligen Tag begleichen, so dass Du die Park-
dauer nicht beachten musst.

". Mache eine Datenanalyse und schreibe Daten- und Record-De+nitionen fŸr die Fahrzeugty-
pentruck , bus und simple-vehicle . Dabei werden untersimple-vehicle die Fahr-
zeuge zusammengefasst, bei denen keine variablen Kosten anfallen.

$. SchreibeFunktionentax-truck ,tax-bus undtax-simple-vehicle zurErmittlungder
Abgaben fŸr diese Fahrzeugtypen

#. De+niere einen Datentypvehicle . Schreibe eine Funktiontax-vehicle , die die Abgaben
fŸr ein beliebiges Fahrzeug berechnet.

%.SchreibenuneineFunktioncalculate-tax ,diedie tŠglichenAbgabenberechnet, dieDuan
das Finanzamt fŸr alle Fahrzeuge auf ihrem Parkplatz bezahlen musst. Die Funktion akzeptiert
eine Liste von Fahrzeugen und berechnet die Gesamtabgaben eines Tages.

Benutze bei jeder Funktion und jedem Record, den Du schreibst, die Konstruktionsanleitungen:
Erstelle zunŠchst Kurzbeschreibung, Signatur, einige TestfŠlle und das GerŸst der Funktion. Ver-
vollstŠndige anschlie§end das GerŸst und vergewissere Dich, dass die TestfŠlle korrekt durchlaufen!
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Da Du jetzt mit Listen programmieren kannst, bittet Dr. Knaubichler Dich nochmals um Ihre Hil-
fe (siehe Aufgabe %.( auf Seite "$)): Schreibe ein Programm, das aus einer Liste von Grundkreaturen
die zwei Grundkreaturen auswŠhlt, die miteinander gekreuzt die leistungsstŠrkste Kreatur ergeben.
Gehe dazu wie folgt vor:

". Schreibe ein PrŠdikat fŸr Kreaturen.
$. Schreibe eine Funktioncreature-power , die eine beliebige Kreatur akzeptiert und deren

Leistung berechnet. Die Leistung ist die Summe aller Eigenschaften.
#. SchreibeeineFunktionfind-optimal-breeding-partner ,dieeineGrundkreaturc1 und

eine Liste von Grundkreaturen akzeptiert. Die Funktion soll die Grundkreaturc2 aus der Lis-
te auswŠhlen und zurŸckgeben, die der beste Kreuzungspartner vonc1 ist. Die Kreuzung von
c1 undc2 soll also unter allen mšglichen Kreuzungen die Kreatur mit der hšchsten Leistung
ergeben. Falls die Liste der Grundkreaturen leer ist, soll die Funktion(make-no-result)
zurŸckgeben. (Siehe Abschnitt %.% auf Seite "$%.)

%.Schreibe eine Funktionbreed-optimal-partner , die eine Grundkreaturc1 und eine Liste
von Grundkreaturen akzeptiert. Die Funktion sollc1 mit der Grundkreatur aus der Liste kreu-
zen, die zur leistungsstŠrksten Kreatur fŸhrt. Falls die Liste der Grundkreaturen leer ist, soll die
Funktion(make-no-result) zurŸckgeben.Benutzefind-optimal-breeding-partner .

&. Schreibe eine Funktionoptimal-breed , die eine Liste von Grundkreaturen akzeptiert. Die
Funktion soll die beiden Grundkreaturen aus der Liste miteinander kreuzen, die unter allen
mšglichen Kreuzungen die Kreatur mit der hšchsten Leistung ergeben. Benutze die Funktio-
nen aus den vorherigen Teilaufgaben.

A!"#$%& ,.',

Programmiere eine Variante der Funktionlist-min in Abschnitt '.( auf Seite ")%, in der Du statt
(make-no-result) die Funktionviolation aufrufst. Was musst Du noch alles Šndern?
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In diesem Kapitel geht es um Funktionen, die etwas zŠhlen und sich dementsprechend mit Zahlen
beschŠftigen. Wir haben schon eine Reihe von Programmen gesehen, die mit Zahlen rechnen, aber
ZŠhlen ist etwas besonderes und verdient deshalb ein eigenes Kapitel mit eigener Konstruktionsan-
leitung.

(.# ZAHLEN, DIE Z€HLEN

natuerliche-zahlen/natural.rkt Code

Du kennst bestimmt aus dem Mathematikunterricht diePotenzeiner Zahl (derBasis) bzu einem
Exponentene:

be

Uns interessierenhierExponenten,dieganzeZahlenab !sind.FŸrsolcheExponenten istdiePotenz
folgenderma§en de+niert:

be def= b, . . . , b% &' (
e-mal

Der Exponentemuss also eine natŸrliche Zahl sein."

Umgangssprachlich sind natŸrliche Zahlen gerade die Zahlen, die GegenstŠnde zŠhlen. In un-
serer Intuition sind die natŸrlichen Zahlen einfach auf einem Zahlenstrahl angeordnet und bilden
eine Reihe. FŸr das Programmieren ist das aber wenig hilfreich. Viel mehr kšnnen wir mit der fol-
genden Datende+nition anfangen:

; Eine nat Ÿrliche Zahl ist eine der folgenden:
; - 0
; - der Nachfolger einer nat Ÿrlichen Zahl

In dieser De+nition +ndet man alte Bekannte wieder: Es handelt sich um eine Fallunterscheidung,
und der zweite Fall enthŠlt einen Selbstbezug.

Dir mag der Begri. ÇNachfolgerÈ etwas befremdlich erscheinen: Der Nachfolger einer Zahl
ist einfach nur die Zahl Çplus "È. Weil der Nachfolger im Zusammenhang mit natŸrlichen Zahlen
eine besondere Bedeutung hat, spendieren wir ihm zunŠchst eine eigene Hilfsfunktion:

" SpitzÞndige Leser kšnnen anmerken, dass in manchen LehrbŸchern die natŸrlichen Zahlen mit # beginnen, aber
wir halten uns an DIN &%($, und da ist die " mit dabei.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/natural.rkt
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; Nachfolger einer Zahl
(: successor (natural -> natural))

(define successor
(lambda (n)

(+ n 1)))

Wo ein Nachfolger ist, muss es auch einen VorgŠnger geben, und der zieht Eins ab:

; VorgŠnger einer Zahl
(: predecessor (natural -> natural))

(define predecessor
(lambda (n)

(- n 1)))

Allerdings haben wir bei dieser De+nition etwas geschummelt, weil der VorgŠnger nur fŸr die na-
tŸrlichen Zahlen funktioniert, welche die Nachfolger anderer natŸrlicher Zahlen sind Ð also fŸr
sogenanntepositivenatŸrliche Zahlen. Die Signatur kann das nicht zum Ausdruck bringen, da es
keine eingebaute Signatur dafŸr gibt. Aber wir kšnnen eine Verzweigung entsprechend der Daten-
de+nition einbauen, um die Funktion vor Missbrauch zu schŸtzen:

(define predecessor
(lambda (n)

(cond
((zero? n)
(violation " 0 does not have a predecessor " ))

((positive? n)
(- n 1)))))

Du siehst in der Funktionsde+nition die beiden eingebauten Funktionenzero? undpositive? ,
welche die beiden FŠlle der Datende+nition der natŸrlichen Zahlen unterscheiden.

ZurŸck zur eigentlichen Aufgabe, der Potenz. So kšnnten Kurzbeschreibung, Signatur und
zwei Tests aussehen:

; Potenz einer Zahl berechnen
(: power (number natural -> number))

(check-expect (power 5 0) 1)
(check-expect (power 5 3) 125)
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Als NŠchstes ist das GerŸst dran:

(define power
(lambda (base exponent)

...))

FŸr den Rumpf kšnnen wir eine Schablone aus der Datende+nition fŸrexponent ableiten, das ist
ja die natŸrliche Zahl. Die Datende+nition fŸr natŸrliche Zahlen ist eine Fallunterscheidung mit
zwei FŠllen, dementsprechend brauchen wir eine Verzweigung mit zwei Zweigen:

(define power
(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent) ...))))

Im zweiten Fall der Datende+nition steckt au§erdem eine Selbstreferenz, wir schreiben also noch
einen rekursiven Aufruf in die Schablone:

(define power
(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent)
... (power base (predecessor exponent)) ...))))

Beim ersten Fall ÐExponent0Ð muss als Potenz1herauskommen, das neutrale Element bezŸglich
der Multiplikation: Das ist ja nichts anderes, als die Zahlen der leeren Liste zu multiplizieren. (Siehe
dazu auch Seite "($ in Abschnitt '.".) FŸr den anderen Fall ist das Ergebnis des rekursiven Aufruf die
Potenz vonbase mit dem VorgŠnger vonexponent als Exponent. Damit wir als Ergebnisbase
mit sich selbstexponent-mal multipliziert bekommen, fehlt noch eine Multiplikation mitbase:

(define power
(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) 1)
((positive? base)
(* base (power base (predecessor exponent)))))))

Fertig!



!"" NAT†RLICHE ZAHLEN UND LISTEN

Der Begri. des VorgŠngers ist hier eher im Weg: Er passt zwar gut zur Verwendung des Worts
ÇNachfolgerÈ in der Datende+nition.(predecessor exponent) ist aber hier das gleiche ist
wie(- exponent 1) , und entsprechend werden wir auch in der Schablone direkt(- ... 1)
stattpredecessor verwenden.

A!"#$%& -.'

Die Funktionpredecessor hat zwei Zweige: Warum ist der Aufruf inpower immer gleichbe-
deutend zu(- exponent 1) Ð was ist mit dem anderen Zweig?

K12345!647123$28&74!2# '/ (N$4<587:;& Z$;8&2 $83 E72#$%&: S:;$%812&)

Eine Schablone fŸr eine Funktion, die eine natŸrliche Zahl akzeptiert, sieht folgenderma§en
aus:

(define f
(lambda (... n ...)

(cond
((zero? n) ...)
((positive? n)
...
( f ... (- n 1) ...)
...
))))

(.! NAT†RLICHE ZAHLEN UND LISTEN

natuerliche-zahlen/list.rkt Code

Zwischen natŸrlichen Zahlen und Listen besteht eine enge Beziehung: Die Datende+nition fŸr
natŸrliche Zahlen entspricht in ihrer Struktur der von Listen. Die Funktionlist-length in Ab-
schnitt '.& auf Seite "(( macht aus einer Liste eine natŸrliche Zahl. Das geht auch umgekehrt:

; Liste aus Kopien eines Werts erzeugen
(: copies (natural %element -> (list-of %element)))

(check-expect (copies 4 23) (list 23 23 23 23))

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/list.rkt


NAT†RLICHE ZAHLEN UND LISTEN !"#

(check-expect (copies 5 " Mike" )
(list " Mike" " Mike" " Mike" " Mike" " Mike" ))

Die Signatur der Funktion enthŠlt die Signaturvariable%element, ist also polymorph und macht
klar, dass die Elemente der Liste nur zur Signatur%elementgehšren kšnnen.

(define copies
(lambda (count element)

...))

Die Konstruktionsanleitung schlŠgt folgende Schablone vor:

(define copies
(lambda (count element)

(cond
((zero? count) ...)
((positive? count)
... (copies (- count 1) element) ...)))))

FŸr den ersten Fall brauchen wir eine Liste mit ! Elemente. Im zweiten Fall liefert der rekursive
Aufruf eine Liste mit einem Element weniger, als wir brauchen. Das ergŠnzen wir zur fertigen De-
+nition so:

(define copies
(lambda (count element)

(cond
((zero? count)
empty)

((positive? count)
(cons element

(copies (- count 1) element))))))

Eine weitere nŸtzliche Funktion akzeptiert die Nummer eines Listenelementes Ð einen sogenann-
tenIndexÐ und liefert das Element:

; Nummeriertes Element aus einer Liste holen
(: nth ((list-of %element) natural -> %element))

(check-expect (nth (list 1 2 3 4 5) 0) 1)
(check-expect (nth (list 1 2 3 4 5) 2) 3)
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Wir sollten uns noch Ÿberlegen, was passieren soll, wenn es den Index in der Liste gar nicht gibt. Die
Funktion kann kein sinnvolles Ergebnis liefern, das zur Signatur passt Ð es muss ja ein Element der
Liste herauskommen. Wir kšnnen also nur einen Fehler anzeigen. Daraus wird folgender Testfall:

(check-error (nth (list 1 2 3 4 5) 5))

Das GerŸst der Funktion sieht folgenderma§en aus:

(define nth
(lambda (list index)

...))

Wir kšnnen die Schablone fŸr Listen als Eingabe benutzen oder die fŸr natŸrliche Zahlen. Hier
ist der Index federfŸhrend Ð beim zweitem Element einer tausendelementigen Liste ist die LŠnge
irrelevant. Wir halten uns also an die Konstruktionsanleitung fŸr natŸrliche Zahlen:

(define nth
(lambda (list index)

(cond
((zero? index) ...)
((positive? index)
... (nth (rest list) (- index 1)) ...))))

Im ersten Fall ist der Index0, also das erste Element gefragt. Im zweiten Fall liefert der rekursive
Aufruf im Rest der Liste das Element an Stelle(- index 1) , also dasindex -te Element inlist .
Die Funktion sieht so aus:

(define nth
(lambda (list index)

(cond
((zero? index) (first list))
((positive? index)
(nth (rest list) (- index 1))))))

Alle TestfŠlle laufen bereits durch Ð obwohl wir fŸr den Fehlerfall gar nichts programmiert haben.

A!"#$%& -.(

Werte mit dieser De+nition folgenden Ausdruck aus:

(nth (list 1 2 3 4 5) 5)

!
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Die Fehlermeldung ist zwar technisch richtig, gibt aber keinen Aufschluss auf die Ursache des Feh-
lers. Das kšnnen wir korrigieren, indem wir doch noch die Schablone fŸr Listen als Eingabe ergŠn-
zen undviolation benutzen. (Siehe Abschnitt $."! auf Seite (%.)

(define nth
(lambda (list index)

(cond
((empty? list)
(violation " nth: Die Liste ist nicht lang genug" ))

((cons? list)
(cond

((zero? index) (first list))
((positive? index)
(nth (rest list) (- index 1))))))))

Fertig!

(.$ ANDERSRUM Z€HLEN

natuerliche-zahlen/count-from.rkt Code

Wir programmieren noch ein weiteres Beispiel: Zwei Zahlen bestimmen Unter- und Obergrenze ei-
nes Bereichs ganzer Zahlen und wir wollen die Liste dieser Zahlen generieren. Die Zahlen zwischen
# und ( sind zum Beispiel #, %, &, ', (.

Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und ein Test:

; Liste aufeinanderfolgender ganzer Zahlen berechnen
(: between (integer integer -> (list-of integer)))

(check-expect (between 3 7) (list 3 4 5 6 7))

Hier ist das GerŸst fŸr die Funktion:

(define between
(lambda (from to)

...))

Es ist gar nicht so klar, was fŸr eine Schablone wir anwenden sollten, um die Funktion zu vervoll-
stŠndigen: In der Signatur stehtinteger , die Eingaben kšnnen also auch negative Zahlen sein,

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/count-from.rkt
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mithin keine natŸrlichen Zahlen. Die Konstruktionsanleitung fŸr natŸrliche Zahlen ist also nicht
direkt anwendbar. Allerdings geht es bei der Funktion doch augenscheinlich ums ZŠhlen, irgendwie
sind also doch natŸrliche Zahlen im Spiel.

Wir kšnnen uns der Lšsung nŠhern, indem wir zŠhlen, wieviele Elemente die Ausgabe-Liste
hat. Am Testfall sind es fŸnf Elemente, allgemein ist das eins mehr als die Di.erenz der beiden
Eingabezahlen Ð und das ist immer eine natŸrliche Zahl.

Wir kšnnen die Aufgabe also leicht umformulieren: Nicht Çdie Zahlen zwischen # und (È
generieren, sondern Çdie & Zahlen ab #È. DafŸr kšnnen wir eine eigene Funktion schreiben:

; Aufeinanderfolgende Zahlen ab einer Zahl generieren
(: count-from (integer natural -> (list-of integer)))

(check-expect (count-from 3 5) (list 3 4 5 6 7))

Das GerŸst ist wie folgt:

(define count-from
(lambda (from count)

...))

Dacount eine natŸrliche Zahl ist, kšnnen wir die entsprechende Schablone anwenden:

(define count-from
(lambda (from count)

(cond
((zero? count) ...)
((positive? count)
... (count-from ... (- count 1)) ...))))

Im ersten Fall sind null Elemente gefragt, da muss das Ergebnisemptysein. Da eine Liste heraus-
kommt, werden wir im zweiten Fallcons benutzen, um diese zu konstruieren. Au§erdem ist das
gewŸnschte erste Element geradefrom. Wir kšnnen die Schablone also wie folgt weiterentwickeln:

(define count-from
(lambda (from count)

(cond
((zero? count) empty)
((positive? count)
(cons from

... (count-from ... (- count 1)) ...)))))
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FŸr den Rest der Ausgabe-Liste brauchen wir eine Liste, die mit der nŠchsten Zahl anfŠngt, also
mit (+ from 1) . Wenn wir das als erstes Argument des rekursiven Aufrufs benutzen, ist dieser
schon genau die benštigte Rest-Liste:

(define count-from
(lambda (from count)

(cond
((zero? count) empty)
((positive? count)
(cons from

(count-from (+ from 1) (- count 1)))))))

Nun istcount-from fertig, aber unsere eigentliche Funktionbetweennoch nicht. Wir kšnnen
abercount-from benutzen, umbetweenzu realisieren:

(define between
(lambda (from to)

(count-from from (+ (- to from) 1))))

Fertig!
Vielleicht erscheint Dir umstŠndlich, die Aufgabe erst einmal umzumodeln auf eine Aufgabe

Ÿber natŸrliche Zahlen und dann die zu bearbeiten. Geht das nicht ÇdirektÈ? Es geht.
Der SchlŸssel zur direkten Lšsung ist die Einsicht, dass die natŸrliche Zahl in der Aufgabe

gerade die Di.erenz zwischenfrom und to ist. Wir kšnnen eine entsprechende Verzweigung so
formulieren:

(define between
(lambda (from to)

(cond
((= from to) ...)
((< from to)
... (between ... ...) ...))))

Beim ersten Zweig brauchen wir eine einelementige Liste. Im zweiten ist es wieder sinnvoll, zu-
nŠchst dascons hinzuschreiben, weil wir wissen, dass das erste Elementfrom ist:

(define between
(lambda (from to)

(cond
((= from to) ...)
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((< from to)
(cons from (between ... ...))))))

Nun kšnnen wir die Argumente des rekursiven Aufrufs ergŠnzen. Wir benštigen eine Liste, die mit
der nŠchsten Zahl anfŠngt und genau wie gehabt aufhšrt:

(define between
(lambda (from to)

(cond
((= from to) (list from))
((< from to)
(cons from (between (+ from 1) to))))))

Fertig! Vielleicht fŠllt Dir bei dieser Aufgabe auf, dass es leicht passieren kann, dass die ganzen Zah-
len Çum eins verrutschenÈ. Man kšnnte zum Beispiel leicht auf die Idee kommen, im ersten Zweig
statt(list from) einfachemptyhinzuschreiben. Es ist deswegen sinnvoll, beim Programmieren
von Funktionen Ÿber natŸrliche und ganze Zahlen genau hinzuschauen, ob sie korrekt sind.

(.% EXKURS: POTENZ OPTIMIEREN

natuerliche-zahlen/power.rkt Code

Wir kehren in diesem Abschnitt noch einmal zur Potenz zurŸck. Mit einem Trick kšnnen wir nŠm-
lich den Rechenaufwand reduzieren: Zum Beispiel kšnnen wir310 folgenderma§en berechnen:

310 = 3 5 , 35

Wir mŸssen also nicht mŸhsam die # zehnmal mit sich selbst multiplizieren, es reicht,35 zu be-
rechnen und mit sich selbst zu multiplizieren. Bei ungeraden Exponenten geht der Trick auch, wir
mŸssen aber einmal extra mit der Basis multiplizieren:

39 = 3 4 , 34 , 3

Diesen Trick kšnnen wir auch zu einem Programm machen. Wir nennen die Funktion der Einfach-
heit halberpower2, die aber ansonsten genau wiepowerfunktionieren soll. Hier ist das GerŸst:

(define power2
(lambda (base exponent)

...))

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/power.rkt
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In power2wird nicht mehr direkt gezŠhlt, obwohl der Exponent immer noch eine natŸrliche Zahl
ist. Weil nicht gezŠhlt wird, kšnnen wir die Schablone fŸr natŸrliche Zahlen (wieder) nicht direkt
verwenden. Allerdings kšnnen wir eine alternative Datende+nition fŸr natŸrliche Zahlen unter-
stellen, die Zahlen halbiert, statt sich (wie die erste De+nition) auf den VorgŠnger zu beziehen.

; Eine nat Ÿrliche Zahl ist:
; - 0
; - das Doppelte einer nat Ÿrlichen Zahl
; - der Nachfolger des Doppelten einer nat Ÿrlichen Zahl

Da die Datende+nition drei FŠlle hat, muss der Rumpf aus einer Verzweigung mit drei Zweigen
bestehen:

(define power2
(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) ...)
((even? exponent) ...)
((odd? exponent) ...))))

Der erste Fall entspricht der ursprŸnglichenpower-Funktion Ð da muss eine1hin. Der zweite und
der dritte Fall enthalten jeweils einen Selbstbezug, weswegen dort rekursive Aufrufe stehen mŸssen.
Im zweiten Fall steht Çdas DoppelteÈ, wir mŸssen also halbieren. Im dritten Fall mŸssen wir vor
dem Halbieren noch eins abziehen. Wir benutzen jeweilsquotient , weil wir ganzzahlig halbieren:

(define power2
(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
... (power2 base (quotient exponent 2)) ...)

((odd? exponent)
... (power2 base (quotient (- exponent 1) 2)) ...))))

Wir kŸmmern uns nun um den zweiten Fall: Wenn dortbdie Basis undeder Exponent sind, dann
kommt beim rekursiven Aufruf heraus:

b
e
2

Gesucht ist
be = b

e
2 , b

e
2 .



!") EXKURS: POTENZ OPTIMIEREN

DafŸr mŸssen wirb
e
2 mit sich selbst multiplizieren. Damit diese Zahl nicht zweimal berechnet wird,

legen wir dafŸr eine lokale De+nition an:

(define power2
(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
(define half (power2 base (quotient exponent 2)))
(* half half))

((odd? exponent)
... (power2 base (quotient (- exponent 1) 2)) ...))))

Im dritten Fall gilt:
be = b

e! 1
2 , b

e! 1
2 , b.

Entsprechend kšnnen wir den letzten Zweig ausfŸllen:

(define power2
(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
(define half (power2 base (quotient exponent 2)))
(* half half))

((odd? exponent)
(define half (power2 base (quotient (- exponent 1) 2)))
(* half half base)))))

A!"#$%& -.)

†berzeuge Dich mit dem Stepper, dasspower2weniger Multiplikationen benštigt alspower! !

AUFGABEN

A!"#$%& -.*

Schreibe eine Funktion, welche dieFakultŠteiner Zahln berechnet! Die ist de+niert als:

n! def= 1 , 2 , á á á , n
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A!"#$%& -.+

Programmieren Sie folgende Funktionen auf Listen:
". Programmiere eine Funktiontake , die als Argumente eine Listel und eine Zahln akzeptiert,

und die erstenn Elemente der Listel zurŸckgibt. Beispiel:

(take (list 1 2 3 4 5 6 7 8) 5)
"! #<list 1 2 3 4 5>

Gehe davon aus, dassl mindestensn Elemente lang ist.
$. Programmiere eine Funktiondrop, die als Argumente eine Listel und eine Zahln akzeptiert,

und die Listel ohne die erstenn Elemente zurŸckgibt. Beispiel:

(drop (list 1 2 3 4 5 6 7 8) 3)
"! #<list 4 5 6 7 8>

Gehe davon aus, dassl mindestensn Elemente lang ist.

A!"#$%& -.,

¥ Die eingebaute Funktioneven?akzeptiert eine ganze Zahl und liefert#t , falls diese gerade ist
und#f wenn nicht. Schreibe mit Hilfe voneven?eine Funktion namensevens, welche fŸr
zwei Zahlena undbeine Liste der geraden Zahlen zwischena undbzurŸckgibt:

(evens 1 10)
"! #<record:pair 2

#<record:pair 4
#<record:pair 6

#<record:pair 8
#<record:pair 10 #<empty-list>>>>>>

¥ Die eingebaute Funktionodd?akzeptiert eine ganze Zahl und liefert#t , falls diese ungerade ist
und#f wenn nicht. Schreibe mit Hilfe vonodd?eine Funktionodds, welche fŸr zwei Zahlen
a undbeine Liste der ungeraden Zahlen zwischena undbzurŸckgibt:

(odds 1 10)
"! #<record:pair 1

#<record:pair 3
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#<record:pair 5
#<record:pair 7

#<record:pair 9 #<empty-list>>>>>>
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In den vergangenen Kapiteln haben wir uns oft mit SelbstbezŸgen in Datende+nitionen beschŠftigt
und den rekursiven Funktionen, die sie akzeptieren. Dieses Kapitel beschŠftigt sich mit der mathe-
matischen Seite solcher Funktionen. Es ist fŸr Dich als LektŸre sinnvoll, wenn Du Dich besonders
fŸr Mathematik interessierst oder studiumshalber dafŸr interessieren musst. FŸr das VerstŠndnis
der folgenden Kapitel kannst Du es aber auch weglassen.

Die Mathematik bildet Daten mit Selbstbezug als sogenannteinduktiv de!nierteMengen ab.
Dies ermšglicht uns, dass wir uns von der Korrektheit einer Funktion mit Hilfe eines sogenannten
induktiven Beweises Ÿberzeugen. Dieses Kapitel zeigt, was das ist und wie das geht.

).# MENGEN

Bevor wir Ÿber induktiv de+nierte Mengen reden, reden wir erstmal Ÿber Mengen als solche. Dabei
benutzen wir den Mengenbegri. aus der sogenannten Çnaiven MengenlehreÈ, die sich um eine
stringente mathematische Formalisierung drŸckt, fŸr unsere Zwecke aber ausreicht. Uns geht es
vor allem um die Notation fŸr den Umgang mit Mengen, die wir in weiteren Exkursen benutzen
werden. Es kann gut sein, dass Du dies alles schon kennst. Dann kannst Du diesen Abschnitt gern
Ÿberspringen oder kurz Ÿber-iegen.

In der naiven Mengenlehre herrscht die Grundannahme, dass die Welt aus ÇObjektenÈ be-
steht: Das kann alles mšgliche sein, reale Dinge genauso wie eingebildete. Wenn Du Dir nun einige
dieser Objekte herauspickst, also eine Art Sammlung von Objekten, dann hast Du eine Menge.
Wichtig: FŸr jede Menge und jedes Objekte musst Du ein klares Kriterium haben, dass besagt, ob
das Objekt in der Menge ist oder drau§en. Auch eine Menge ist ein Objekt. Du kannst also eine
Menge de+nieren, deren Elemente selbst Mengen sind." Wichtig au§erdem noch beim Mengenbe-
gri.: Die Elemente einer Menge sind immer unterschiedlich, ein Element kann nur einmal in einer
Menge enthalten sein.

Die Objekte einer MengeM hei§enElementevonM . Die Notationx - M bedeutet, dassx
ein Element vonM ist,x .- M , dassx kein Element vonM ist.

HŠu+g haben wir es mit Mengen von Zahlen zu tun: So bezeichnetN die Menge dernatŸr-
lichen Zahlen, entspricht also der Signaturnatural (siehe Seite $').Z bezeichnet die Menge der

" Wenn man diesen Gedanken weiterfŸhrt, kommt man schnell zu WidersprŸchen. Die Menge aller Mengen enthŠlt
sich zum Beispiel selbst. Aber was ist mit der Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten Ð enthŠlt die
sich auch selbst? Der BuchklassikerGšdel, Escher, Bach[Hof(*] macht aus solchen Fragen gro§e Unterhaltung.
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ganzen Zahlen, entspricht also der Signaturinteger . R ist die Menge derreellen Zahlen; die Si-
gnatur dazu istreal .

Endliche Mengen, also Mengen mit endlich vielen Elementen schreiben wir als Aufreihung
ihrer Elemente, eingeschlossen in geschweirte Klammern geschlossen werden:

M = { 11, 13, 17, 19} .

HŠu+g werden Mengen jedoch auch durch eine bestimmte Eigenschaft de+niert, die ihre Elemen-
te haben. Das geht auch mit geschweiften Klammern und einem senkrechten Strich. Hier ist ein
Beispiel:

M = { x | x ist Primzahl, 10 ' x ' 20} .

Dieleere Mengeist die Menge, die keine Elemente besitzt und wird durch! bezeichnet.
A hei§tTeilmengevonB , geschriebenA / B , wenn jedes Element vonA auch Element von

B ist.
Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen. Das ist der Fall, wenn die

eine Menge Teilmenge der anderen ist und umgekehrt:

A / B undB / A

Daraus ergibt sich zum Beispiel folgende Gleichtung.

{ 11, 13, 17, 19} = { 17, 13, 19, 11}

Die Reihenfolge, in der die Elemente in den geschweiften Klammern geschrieben sind, ist also un-
erheblich. Au§erdem spielt es keine Rolle, wenn ein Element mehrmals in den geschweiften Klam-
mern auftaucht. Wie oben schon gesagt, jedes Element ist in einer Menge nur einmal oder keinmal
enthalten:

{ 11, 13, 17, 19} = { 11, 13, 11, 17, 17, 11, 13, 19}

Die NotationA ./ B bedeutet, dassA / B nicht gilt,A .= B , dassA = B nicht gilt.A hei§t
echte TeilmengevonB , wennA / B , aberA .= B . Die Notation dafŸr istA 0 B . Es bedeutet
B 1 A, dassA / B gilt, ebenso fŸrB 2 A.

DieVereinigungA 3 B zweier MengenA undB ist so de+niert:

A 3 B = { a | a - A odera - B }
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DerDurchschnittA 4 B zweier MengenA undB ist so:

A 4 B = { a | a - A unda - B }

DieDi"erenzA \ B zweier MengenA undB ist so de+niert:

A \ B = { a | a - A unda .- B }

Daskartesische ProduktA , B zweier MengenA undB ist de+niert durch

A , B = { (a, b) | a - A, b - B }

Die Elemente des kartesisches Produkt Ð Paare aus jeweils einem Element vonA und ausB Ð wer-
den mit Klammern drum und Komma dazwischen geschrieben und hei§en auchTupel.

Wenn zum BeispielA = { 1, 2, 3} undB = { 4, 5} , dann gilt:

A , B = { (1, 4), (2, 4), (3, 4), (1, 5), (2, 5), (3, 5)}

Tupel sind also das mathematische GegenstŸck zu zusammengesetzten Daten.
Warum hei§t es ÇProduktÈ, fragst Du Dich vielleicht, und warum ist das Symbol, das glei-

che wie beim Produkt zweier Zahlen? Nun, wennA undB endliche Mengen sind, alsoA ausm
Elementen besteht undB ausn Elementen, dann bestehtA , B ausm, n Elementen. Im Beispiel
oben hat deshalb das Produkt3 , 2 = 6 Elemente.

Tupel gibt es nicht nur zweistellig, sondern mit beliebigen Stelligkeiten: #-Tupel, %-Tupel und-
soweiter.

).! AUSSAGEN †BER NAT†RLICHE ZAHLEN

In der Mathematik gibt es viele kuriose Aussagen Ÿber natŸrliche Zahlen. Legendenstatus hat zum
Beispiel die Gau§sche Summenformel. Diese besagt, dass fŸr eine natŸrliche Zahln die Summer
aller Zahlen von " bisn mit der Formel

n , (n + 1)
2
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berechnet werden kann: Man muss also gar nicht mŸhsam die Zahlen einzeln addieren. Mathemati-
ker lieben spezielle Schreibweisen und kšnnten Gau§Õ Behauptung folgenderma§en aufschreiben:

5n - N :
n)

i =0

i =
n , (n + 1)

2

Das5 hei§t ÇfŸr alleÈ, das- hei§t ÇElement vonÈN ist das KŸrzel fŸr die Menge der natŸrlichen
Zahlen. Am Anfang steht also ÇfŸr allen, die Element vonN sindÈ oder ganz lapidar ÇfŸr alle
natŸrlichen ZahlennÈ.

Das
*

ist ein griechisches Sigma und steht fŸr ÇSummeÈ. Dasi = 0 untendrunter und das
n obendrŸber bedeuten, dass eine neue Variablei eingefŸhrt wird, und die nacheinander die Werte
0, 1, 2, . . . n annimmt, und fŸr jeden Wert in die Formel rechts vom

*
eingesetzt wird.

In
* i

i 0
i steht rechts vom" nur i , das hei§t deshalb0 + 1 + 2 + á á á+ n. Die Gau§sche

Summenformel besagt also, dass diese Summe immer das gleiche Ergebnis liefert wie die Formel
n $ (n +1)

2 .
Wie kšnnen wir die Gau§sche Summenformel beweisen? Gau§Õ Argument war, dass, wenn er

die Summe ausschreibt (wir lassen die0 weg):

1 + 2 + . . . + ( n %1) + n

.. . die beiden ÇŠu§erenÈ Summanden1undn zusammenn +1 ergeben, die beiden ÇnŠchstinne-
renÈ Summanden2undn%1ebenfallsn+1 undsoweiter bis zur ÇMitteÈ Ðe.ektiv alsohalb so oft
n + 1 auf sich selbst addiert wird wie die Reihe selbst lang ist. Es ist also einfach nachzuvollziehen,
wie Gau§ auf die Formel kam und warum sie korrekt ist.

Was ist aber mit folgender Reihe?
n)

i =0

i 2

Der Blick auf die ausgeschriebene Form hilft nicht direkt weiter:

1 + 4 + 9 + 16 + . . . + ( n %1)2 + n2

Allerdings lohnt es sich, einen Blick auf die ersten paar Glieder der Reihe zu werfen, und diese
tabellarisch Ÿber die Gau§sche Summen zu setzen:

n 0 1 2 3 4 5 6 . . .
* n

i =0 i 2 0 1 5 14 30 55 91 . . .
* n

i =0 i 0 1 3 6 10 15 21 . . .
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Wenn Du die Paare der Summen der beiden Reihen lang genug anstarrt, siehst Du vielleicht, dass
sich alle als BrŸche auf den Nenner3 kŸrzen lassen:

n 0 1 2 3 4 5 6 . . .* n
i =0 i 2

* n
i =0 i

?
3

3
3

5
3

7
3

9
3

11
3

13
3

. . .

Einzige Ausnahme ist der Bruch fŸr0: dort wird durch0 geteilt, es ist also unklar, welcher Bruch
an dieser Stelle in der Tabelle stehen sollte. Ansonsten suggeriert die Tabelle folgende Formel:

* n
i =0 i 2

* n
i =0 i

=
2n + 1

3

Die Gleichung kšnnen wir mit
* n

i =0 i = n(n + 1) / 2 multiplizieren:

n)

i =0

i 2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6
().")

Schšne Formel Ð aber stimmt sie auch fŸr allen - N? (FŸr den unklaren Fall0 stimmt sie.) Du
kannst sie noch fŸr weiteren, zum Beispiel7, 8, . . . ausprobieren, und es kommt immer das richtige
heraus. Aber das reicht nicht, um die Behauptung fŸrallen - N zu beweisen.

Wenn die Behauptung fŸr allen - N stimmt, also insbesondere auch fŸr ein bestimmtesn -
N, dann sollte sie auch fŸrn + 1 gelten, das wŠre dann die folgende Gleichung, bei der gegenŸber
der Gleichung oben fŸrn jeweilsn + 1 eingesetzt wurde:

n +1)

i =0

i 2 =
(n + 1)(( n + 1) + 1)(2( n + 1) + 1)

6

Das kšnnen wir etwas vereinfachen:

n +1)

i =0

i 2 =
(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)

6
().$)

Bei der Reihe
* n +1

i =0 i 2 kšnnen wir den letzen Summand ausgliedern und die Gleichung damit
folgenderma§en schreiben:

(
n)

i =0

i 2) + ( n + 1) 2 =
(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)

6
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Damit bietet sich die Chance, die jeweiligen Seiten von Gleichung )." von den Seiten von Glei-
chung ).$ abzuziehen:

(
n)

i =0

i 2) + ( n + 1) 2 %
n)

i =0

i 2 =
(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)

6
%

n(n + 1)(2 n + 1)
6

Es bleibt:

(n + 1) 2 =
(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)

6
%

n(n + 1)(2 n + 1)
6

Wenn diese Gleichung stimmt, dann stimmt auch Gleichung ).$. Das lŠsst sich ausrechnen:

(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)
6

%
n(n + 1)(2 n + 1)

6
=

(n + 1)( n + 2)(2 n + 3) %n(n + 1)(2 n + 1)
6

=
(n + 1)(( n + 2)(2 n + 3) %n(2n + 1))

6

=
(n + 1)(2 n2 + 3n + 4n + 6 %2n2 %n)

6

=
(n + 1)(6 n + 6)

6

=
6(n + 1) 2

6
= ( n + 1) 2

Tatsache! Aber was wurde jetzt eigentlich gezeigt? Es ist leicht, bei den vielen Schritten von oben
den Faden zu verlieren. Hier noch einmal die Zusammenfassung:

Esschienso, als ob folgende Gleichung stimmen wŸrde:

n)

i =0

i 2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6

Esistso, dass folgende Gleichung stimmt:

(n + 1) 2 =
(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)

6
%

n(n + 1)(2 n + 1)
6

Wenn also die erste Gleichung (Çschien soÈ), stimmen wŸrde, dann folgte daraus diese Gleichung:

n +1)

i =0

i 2 =
(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)

6
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Das ist aber die gleiche Behauptung, nur fŸrn + 1 stattn Ð mit anderen Worten folgt aus der Be-
hauptung fŸrn die Behauptung fŸrn + 1 . Da wir oben durch Ausrechnen bereits gezeigt haben,
dass die Behauptung fŸr1, . . . , 6gilt, gilt sie auch fŸr7. Da sie fŸr7gilt, gilt sie auch fŸr8. Undso-
weiter fŸr alle natŸrlichen Zahlen. Wir mŸssen das nicht fŸr jede Zahl einzeln auszuprobieren. Die
Vermutung von oben ist deshalb bewiesen.

).$ INDUKTIVE BEWEISE F†HREN

Das im vorigen Abschnitt verwendete Beweisprinzip fŸr Beweise von SŠtzen der Form ÇfŸr allen -
N .. .È hei§tvollstŠndige Induktion.$ Diese funktioniert bei Aufgaben, bei denen eine Behauptung
fŸr allen - N zu beweisen ist. FŸr den Beweis werden folgende Zutaten benštigt:

". ein Beweis dafŸr, dass die Behauptung fŸrn = 0 stimmt und
$. ein Beweis dafŸr, dass, wenn die Behauptung fŸr ein beliebigesn gilt, sie auch fŸrn + 1 gilt.

Die erste Zutat (derInduktionsanfang) lŠsst sich meist durch Einsetzen beweisen, fŸr die zweite
Zutat (denInduktionsschluss) ist in der Regel Algebra nštig. Da die Behauptung nach Zutat Nr. "
fŸr0 gilt, muss sie nach Zutat Nr. $ auch fŸr1 gelten, und deshalb auch fŸr2, . . . und damit fŸr
alle natŸrlichen Zahlen.

Es muss nicht unbedingt bei0 losgehen, sondern kann auch bei einer beliebigen Zahla begin-
nen Ð dann gilt aber die Behauptung nur fŸr alle natŸrlichen Zahlen aba.

Wenn die Behauptung erst einmal formuliert ist, sind induktive Beweise oft einfach zu fŸh-
ren, da sie meist dem obigen Schema folgen. Das wichtigste dabei ist, das Schema auch tatsŠchlich
einzuhalten. Darum emp+ehlt es sich, dass Du folgende Anleitung befolgst Ð eine Art Konstrukti-
onsanleitung fŸr Beweise mit vollstŠndiger Induktion:

". Formuliere die zu beweisende Behauptung als Behauptung der Form ÇFŸr allen - N gilt . . .È,
falls das noch nicht geschehen ist.

$. Schreibe die †berschrift Çn = 0 :È. Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das
ÇfŸr allen - NÈ weglassen und fŸrn die0 einsetzt.

#. Beweise die abgeschriebene Behauptung. (Das ist oft einfach.)
%.Schreibe das Wort ÇInduktionsvoraussetzung:È Schreibe darunter die Behauptung noch ein-

mal ab, wobei Du das ÇfŸr allen - NÈ weglŠsst Ð lass dasn da, wo es ist.
&. Schreibe ÇInduktionsschluss (zu zeigen):È. Schreibe darunter die Behauptung noch einmal

ab, wobei Du fŸrn stattdessen(n + 1) einsetzt. (Das ÇfŸr allen - NÈ wieder weg.)

$ Nicht zu verwechseln mit der philosophischen Induktion . Die vollstŠndige Induktion ist zwar verwandt, philo-
sophisch gesehen aber eher eine deduktive Technik.
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'. Beweise den Induktionsschluss unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung.
Wenn die Behauptung eine Gleichung der FormA = B ist, kannst Du hŠu+g die Induktions-
voraussetzung direkt oder nach einigen Umformungen in den Induktionsschluss einsetzen.

Wir gehen die Anleitung anhand des obigen Beispiels durch. Die Behauptung ist:

n)

i =0

i 2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6

Die Behauptung ist durch Raten entstanden Ð es gibt leider keine Patentanleitung, solche Glei-
chungen zu +nden: Hier sind Experimentierfreude und Geduld gefragt. Steht die Behauptung erst
einmal fest, ist sie allerdings recht einfach zu beweisen:

". Ausgeschrieben hat die Behauptung bereits die richtige Form:

5n - N :
n)

i =0

i 2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6

$. n = 0 :
0)

i =0

i 2 =
0(0 + 1)(2 , 0 + 1)

6

#. Beide Seiten der Gleichung sind0, sie ist also bewiesen.
%.Induktionsvoraussetzung:

n)

i =0

i 2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6

&. Induktionsschluss (zu zeigen):

n +1)

i =0

i 2 =
(n + 1)(( n + 1) + 1)(2( n + 1) + 1)

6

'. Die Summe auf der linken Seite kšnnen wir aufteilen:

(
n)

i =0

i 2) + ( n + 1) 2 =
(n + 1)(( n + 1) + 1)(2( n + 1) + 1)

6

Damit kšnnen wir die Induktionsvoraussetzung einsetzen, in der
* n

i =0 i 2 auf der linken Seite
steht. Das funktioniert fast immer bei Induktionsbeweisen Ÿber Summen oder Produkte:

(
n(n + 1)(2 n + 1)

6
) + ( n + 1) 2 =

(n + 1)(( n + 1) + 1)(2( n + 1) + 1)
6
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Die linke Seite kšnnen wir folgenderma§en vereinfachen:

n(n + 1)(2 n + 1)
6

+ ( n + 1) 2 =
n(n + 1)(2 n + 1) + 6( n + 1) 2

6

=
(n + 1)( n(2n + 1) + 6( n + 1))

6

=
(n + 1)(2 n2 + n + 6n + 6)

6

=
(n + 1)(2 n2 + 7n + 6)

6

Die rechte Seite kšnnen wir folgenderma§en vereinfachen:

(n + 1)(( n + 1) + 1)(2( n + 1) + 1)
6

=
(n + 1)( n + 2)(2( n + 1) + 1)

6

=
(n + 1)( n + 2)(2 n + 2 + 1)

6

=
(n + 1)( n + 2)(2 n + 3)

6

=
(n + 1)(2 n2 + 4n + 3n + 6)

6

=
(n + 1)(2 n2 + 4n + 3n + 6)

6

=
(n + 1)(2 n2 + 7n + 6)

6

Damit ist bei der linken und der rechten Seite jeweils das gleiche herausgekommen und die Behaup-
tung ist bewiesen.

).% STRUKTUR DER NAT†RLICHEN ZAHLEN

Die vollstŠndige Induktion aus dem vorigen Abschnitt ist nur fŸr die Menge der natŸrlichen Zahlen
geeignet. Sie funktioniert aber nicht fŸr alle Mengen: FŸr die reellen ZahlenR zum Beispiel erreicht
die Konstruktion Çbei0anfangen und dann immer um1hochzŠhlenÈ einfach nicht alle Elemente
der Menge.Die natŸrlichen Zahlen sind also etwas besonderes. Das haben wir schon in Kapitel (
gesehen: es sind Zahlen, die zŠhlen, und auf Seite "*( steht eine Datende+nition:

; Eine nat Ÿrliche Zahl ist eine der folgenden:
; - 0
; - der Nachfolger einer nat Ÿrlichen Zahl
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Diese Datende+nition kšnnen wir als Bastelanleitung fŸr die Menge der natŸrlichen Zahlen au.as-
sen: Diese Datende+nition erreichtjedenatŸrliche Zahl Ð jede Zahl kann in der Form0+1+ . . .+1
geschrieben werden. FŸr diese Art Bastelanleitung fŸr Mengen ist charakteristisch, dass es ein oder
mehrereBasiselementegibt (in diesem Fall die0) und dann ein oder mehrere Regeln, die aus belie-
bigeren ÇkleinerenÈ Elementen Çgrš§ereÈ Elemente mit Hilfe eines Selbstbezug konstruieren, in
diesem Fall die Regel, die besagt, dass fŸr jede natŸrliche Zahl auch ihr Nachfolger eine natŸrliche
Zahl ist.

Hier ist das mathematische Pendant zu der Datende+nition der natŸrlichen Zahlen:

D&B274712 ..' (2$4<587:;& Z$;8&2)

Die Menge der natŸrlichen ZahlenN ist folgenderma§en de+niert:
". 0 - N
$. FŸrn - N ist auchn + 1 - N.
#. Die obigen Regeln de+nierenallen - N.

Eine solche De+nition hei§t auchinduktive De!nition, die eineinduktive Mengede+niert. Die
letzte Klausel ist bei induktiven De+nition immer dabei Ð ohne sie kšnnte zum Beispiel die Menge
der reellen Zahlen alsN durchgehen, weil die Klauseln davor keinen Anspruch auf VollstŠndigkeit
erheben kšnnten. Diese Klausel hei§tinduktiver Abschluss.

Wenn Du genau hinschaust, siehst Du, dass die induktive De+nition genau die gleiche Struktur
hat wie die De+nition der Induktion von Seite $"(: Es gibt eine Klausel fŸr die0 und eine Klausel
fŸr den Schritt vonn nachn + 1 . Die induktive De+nition sagt, dass es zwei verschiedene Sor-
ten von natŸrlichen Zahlen gibt, nŠmlich das Basiselement0 aus der ersten Regel der De+nition
und die (positiven) Zahlenn + 1 aus der zweiten Klausel. Diese Struktur entspricht au§erdem der
Datende+nition und der Schablone aus Konstruktionsanleitung "* auf Seite $!!.

Entsprechend muss eine Behauptung Ÿber die natŸrlichen Zahlen fŸr beide Sorten bewiesen
werden:

Einerseits fŸr das Basiselement0 und andererseits fŸr die positiven Zahlen, die keine Basisele-
mente sind. Die Klauseln fŸr die Basiselemente hei§enInduktionsverankerungen. Da die zweite
Klausel einenSelbstbezugenthŠlt Ð es muss schon eine natŸrliche Zahl da sein, um eine weitere
zu +nden Ð muss dort ein Induktionsschluss bewiesen werden.

Die natŸrlichen Zahlen haben nur ein Basiselement und es gibt nur eine Klausel mit Selbstbe-
zug. In Abschnitt &.# auf Seite &.# ging es um FinanzvertrŠge Ð da gab es mehr als eine Klausel mit
Selbstbezug, und auch in diesem Kapitel werden wir noch ein solches Beispiel sehen.
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).& ENDLICHE FOLGEN

Die natŸrlichen Zahlen sind nicht die einzige induktiv de+nierte Menge. Ein weiteres Beispiel sind
dieendlichen Folgen, die den Listen entsprechen. Beim Programmieren verwenden wir die Nota-
tion (list-of s) , um die Signatur fŸr Listen hinzuschreiben, die aus Werten der Signaturess
bestehen. Das GegenstŸck in der Mathematik ist die NotationM ! , die Menge der Folgen mit Ele-
menten aus der MengeM .

D&B274712 ..(

SeiM eine beliebige Menge. Die MengeM %derendlichen Folgen ŸberM ist folgenderma§en de-
+niert:

". Es gibt eineleere Folge## - M %.
$. Wennf - M %eine Folge ist undm - M , so istmf - M %, also auch eine Folge.
#. Die obigen Regeln de+nierenallef - M %.

Eine Folge entsteht also aus einer bestehenden Folge dadurch, dass vorn noch ein Element ange-
hŠngt wird. Folgen ŸberM = { a, b, c} sind deshalb etwa

#, a#, b#, c#, aa#, ab#, ac#, . . . , abc#, . . . cbba#, . . .(nicht alphabetisch sortiert)

Da das#bei nichtleeren Folgen immer dazugehšrt, wird es oft nicht mitnotiert.
Die De+nition der endlichen Folgen ist analog zur De+nition ).": Die erste Klausel ist derBa-

sisfall, die zweite Klausel enthŠlt einenSelbstbezugund die dritte Klausel bildet den induktiven Ab-
schluss.

).&.# FUNKTIONEN AUF ENDLICHEN FOLGEN

Dieser Abschnitt demonstriert, wie mathematische Funktionen auf endlichen Folgen formuliert
werden. Als Beispiel ist eine Funktion namenssgefragt, die fŸr eine Folge deren Summe ausrechnet,
also zum Beispiel:

s(1 2 3#) = 6

s(2 3 5 7#) = 17

s(17 23 42 5#) = 87

# Dieser griechische Buchstabe " ist ein kleines Epsilon, in der Mathematik oft fŸr Dinge verwendet, die ÇleerÈ
oder ÇkleinÈ sind.
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Die Funktion entspricht alsolist-sum aus Abschnitt '.". Da es zwei verschiedene Sorten endli-
cher Folgen gibt Ð die leere Folge und die ÇnichtleerenÈ Folgen Ð liegt es nahe, die entsprechende
Funktion mit einer Verzweigung zu schreiben, die zwischen den beiden Sorten unterscheidet:

s(f ) def=

!
#

$
? fallsf = #

? fallsf = mf &, m - M, f &- M %%

Diese De+nition hat eine Verzweigung mit zwei Zweigen. Der erste Zweig greift, wennf die leere
Folge ist. Der zweite Zweig greift entsprechend, wennf nicht leer ist. Das ist verklausuliert alsf =
mf &, was hei§t, dassf dieFormmf &hat, also aus einem ersten Elementm und einer Restfolgef &

besteht. Wenn also zum Beispielf die Folgeabcd#ist, dann istm = a undf &= bcd.
Es fehlen noch die Stellen, wo Fragezeichen stehen. Die Summe der leeren Folge ist0: Wenn

es sich um eine andere Zahlm .= 0 handeln wŸrde, lie§e sich die Summe einer beliebigen Folge
durch das AnhŠngen der leeren Folge umm verŠndern. Die erste LŸcke ist also schon geschlossen:

s(f ) def=

!
#

$
0 fallsf = #

? fallsf = mf &, m - M, f &- M %

Im zweiten Fall handelt es sich beif um ein zusammengesetztes Objekt mit den Bestandteilenm
undf &. Deshalb kšnnenm undf &fŸr die Konstruktion des Funktionswerts herangezogen werden:

s(f ) def=

!
#

$
0 fallsf = #

. . . m . . . f &. . . fallsf = mf &, m - M, f &- M %

Soweit sinddiebekanntenTechniken fŸrdieKonstruktionvonFunktionenaufgemischtenundzu-
sammengesetzten Daten zur Anwendung gekommen, lediglich Ÿbertragen von Programm-Funk-
tionen auf mathematische Funktionen.

FŸr den nŠchsten Schritt passt Ð genau wie beim Programmieren Ð ein rekursiver Aufruf zum
Selbstbezug. Die Funktionsde+nition verdichtet sich folgenderma§en:

s(f ) def=

!
#

$
0 fallsf = #

. . . m . . . s(f &) . . . fallsf = mf &, m - M, f &- M %

% Vielleicht irritiert Dich das Apostroph bei f " , weil es in der Schulanalysis fŸr ÇAbleitungÈ steht. Das ist in diesem
Buch Ð und auch oft sonst in der Mathematik Ð nicht so: f " ist nur eine weitere Variable, gesprochen Çf StrichÈ.
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Hier ists(f &) die Summe aller Folgenelemente inf &. Gefragt ist die Summe aller Folgenelemente
vonf = mf &. Es fehlt also zur Summe nur nochm selbst:

s(f ) def=

!
#

$
0 fallsf = #

m + s(f &) fallsf = mf &, m - M, f &- M %

Mit Papier und Bleistift kšnnen wir schnell nachvollziehen, dass die De+nition korrekt arbeitet:

s(17 23 42 5#) = 17 + s(23 42 5#)

= 17 + 23 + s(42 5#)

= 17 + 23 + 42 + s(5 #)

= 17 + 23 + 42 + 5 + s(#)

= 17 + 23 + 42 + 5 + 0

= 87

Die De+nition vons ruft sich also an der Stelle selbst auf, an der die induktive De+nition der end-
lichen Folgen den Selbstbezug Çf &- M %eine FolgeÈ enthŠlt.

Vielleicht begegnest Du der De+nition vons mit Skepsis, taucht dochs sowohl auf der linken
als auch auf der rechten Seite auf. Es sieht so aus, als seis Çdurch sich selbst de+niertÈ. TatsŠchlich
ist dies jedoch kein Problem, da:

¥ sichs(f ) stets selbst auf einerkŸrzerenFolgef &aufruft, und
¥ schlie§lich bei der leeren Folge landet, bei der die Verzweigung greift und keinen weiteren re-

kursiven Aufruf mehr vornimmt.
Solange eine rekursive Funktion dem Schema vons folgt und damit der Struktur der Folgen selbst,
sind diese beiden Bedingungen automatisch erfŸllt.

).&.! FOLGENINDUKTION

Das GegenstŸck zur vollstŠndigen Induktion hei§t bei den FolgenFolgeninduktion. Der ÇSchluss
vonn aufn + 1È wird bei der Folgeninduktion zu je einem Schluss vonf aufmf fŸr alle Folgen
f und allem - M . Oft kommt es dabei auf das Folgenelementm gar nicht an.

Um zu beweisen, dass eine Behauptung fŸr allef - M %gilt, genŸgen folgende Schritte:
". Die Behauptung gilt fŸrf = #(Induktionsanfang)
$. Wenn die Behauptung fŸr eine Folgef gilt, so gilt sie auch fŸr alle Folgenmf wobeim - M .

(Induktionsschluss).
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Die Folgeninduktion funktioniert, weil sie der Struktur der De+nition der endlichen Folgen ).$
genauso folgt wie die vollstŠndige Induktion der Struktur der natŸrlichen Zahlen. Das Lemma lŠsst
sich auch mit Hilfe der vollstŠndigen Induktion beweisen Ð siehe Aufgabe ).).

Entsprechend der vollstŠndigen Induktion gibt es auch fŸr die Folgeninduktion eine Anlei-
tung:

". FormulierediezubeweisendeBehauptungalsBehauptungderFormÇFŸrallef - M %gilt . . .È,
falls das noch nicht geschehen ist.

$. Schreibe die †berschrift Çf = #:È. Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das
ÇfŸr allef - M %È weglŠsst und fŸrf das#einsetzt.

#. Beweise die abgeschriebene Behauptung. (Das ist oft einfach.)
%.Schreibe das Wort ÇInduktionsvoraussetzung:È Schreibe darunter die Behauptung noch ein-

mal ab, wobei Du das ÇfŸr allef - M %È weglŠsst Ð lass dasf da, wo es ist.
&. Schreibe ÇInduktionsschluss (zu zeigen):È. Schreibe darunter die Behauptung noch einmal

ab, wobei Du fŸrf stattdessenmf einsetzt. (Lass das ÇfŸr allef - M %È wieder weg.)
'. Beweise den Induktionsschluss unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung. Denke dar-

an, die Behauptung fŸrallem - M zu beweisen Ð das ist meist aber nicht immer einfach.
Wenn die Behauptung eine Gleichung der FormA = B ist, kannst Du hŠu+g die Induktions-
voraussetzung in den Induktionsschluss einsetzen.

FŸr ein sinnvolles Beispiel dient die Funktion cat, die Folgen aneinanderhŠngt:

cat(f 1, f 2) def=

!
#

$
f 2 fallsf 1 = #

m cat(f &
1, f 2) fallsf 1 = mf &

1, m - M, f &
1 - M %

Es soll bewiesen werden, dass cat assoziativ ist, das hei§t fŸr alleu, v, w - M %gilt

cat(u, cat(v, w)) = cat(cat( u, v), w).

". DieFormderBehauptung istnochproblematisch,da in ihrdreiFolgenauftauchenÐundkeine
davon hei§tf . Im schlimmsten Fall musst Du raten, Ÿber welche Folge die Induktion geht und
gegebenenfalls alle Mšglichkeiten durchprobieren. Wir entscheiden uns fŸr die erste Folgeu
und benennen sie inf um, damit der Beweis auf die Anleitung passt. Au§erdem mŸssen wir
bei der Anwendung der De+nition von cat fŸrf 1 diesesf einsetzen.

5f - M %5v, w - M %: cat(f, cat(v, w)) = cat(cat( f, v ), w)
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$. f = #: Hier gilt

cat(#,cat(v, w)) = cat( v, w)

cat(cat(#, v), w) = cat( v, w)

nach der de+nierenden Gleichung.
#. Induktionsvoraussetzung:

cat(f, cat(v, w)) = cat(cat( f, v ), w)

%.Induktionsschluss (zu zeigen):

cat(mf, cat(v, w)) = cat(cat( mf, v ), w)

&. Wir benutzen die De+nition von cat, um die linke Seite weiter auszurechnen:

cat(mf, cat(v, w)) = mcat(f, cat(v, w))

Hier steht abercat(f, cat(v, w)) Ð und das steht auch auf der linken Seite der Induktionsvor-
aussetzung. Wir kšnnen also einsetzen:

= mcat(cat( f, v ), w)

Ebenso kšnnen wir die rechte Seite ausrechnen:

cat(cat(mf, v ), w) = cat( mcat(f, v ), w)

= mcat(cat( f, v ), w)

Das ist aber das gleiche, das auch bei der linken Seite herausgekommen ist Ð der Beweis ist fertig.

).' NOTATION F†R INDUKTIVE DEFINITIONEN

Induktive Mengen kommen in der Informatik enorm hŠu+g vor Ð so hŠu+g, dass sich eine Kurz-
schreibweise fŸr ihre induktiven De+nitionen eingebŸrgert hat, die sogenanntekontextfreie Gram-
matik. In den meisten Informatik-BŸchern geht mit dem Begri. eine langwierige mathematische
De+nition einher, die wir fŸr dieses Buch nicht in aller AusfŸhrlichkeit benštigen. Wir benutzen
die kontextfreie Grammatik (ab hier einfach nur ÇGrammatikÈ) informell als AbkŸrzung fŸr eine
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lŠnger ausgeschriebene induktive De+nition. Hier die Grammatik fŸr die natŸrlichen Zahlen:

6N7 ! 0 | 6N7 + 1

In der Grammatik steht6N7fŸr Çeine natŸrliche ZahlÈ. Lesen kannst Du die Grammatik so: Eine
natŸrliche Zahl ist entweder die0oder hat die Formn + 1 wobein wiederum eine natŸrliche Zahl
ist. Der obligatorische induktive Abschluss (ÇDie obigen Regeln de+nierenallen - N.È) wird
stillschweigend vorausgesetzt und darum weggelassen.

Das Zeichen! kann also als ÇistÈ oder Çhat die FormÈ gelesen werden, das Zeichen| als
ÇoderÈ. Die Notation6X 7de+niert eine entsprechende MengeX . Die Grammatik ist also eine Art
mathematische Schreibweise fŸr zusammengesetzte Daten, gemischte Daten (|) und SelbstbezŸge,
nur eben fŸr mathematische Objekte.

FŸr die Menge der Folgen Ÿber einer MengeM genŸgt also folgende Notation:

6M %7 ! # | 6M 7 6M %7

In beiden De+nitionen ist jeweils der Selbstbezug klar zu sehen: Bei den natŸrlichen Zahlen taucht
6N7in einer Klausel auf, bei den Folgen6M %7. Alle anderen Klauseln Ð also die ohne Selbstbezug Ð
beschreiben BasisfŠlle.

).( STRUKTURELLE REKURSION

In Abschnitt ).& ist zu sehen, dass die De+nition der beiden Beispielfunktionen auf Folgen (s und
cat) jeweils der induktiven De+nition der Folgen ÇfolgtÈ Ð die De+nition beider Funktionen hat
die Form:

F (f, . . . ) def=

!
#

$
. . . fallsf = #

. . . F (f &) . . . fallsf = mf &, m - M, f &- M %

Das ist kein Zufall: Die rekursive Funktionsde+nition gehšrt zur induktiven Mengende+nition wie
Pech zu Schwefel. Zwei Grundregeln legen diese Form fest:

". FŸr jede Klausel gibt es eine Verzweigung mit einem Zweig der induktiven De+nition.
$. Bei SelbstbezŸgen steht im entsprechenden Zweig ein Selbstaufruf.

Auch bei den natŸrlichen Zahlen lassen sich viele Operationen rekursiv aufschreiben. Zum Beispiel
die Potenz:

bn def=

!
#

$
1 fallsn = 0

bbn
"

fallsn = n&+ 1 , n&- N
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Die Notationn = n&+ 1 folgt zwar der induktiven De+nition, ist hier aber gleichbedeutend mit
n > 0 undn& = n %1. Deshalb werden induktive De+nitionen auf natŸrlichen Zahlen meist so
geschrieben:

bn def=

!
#

$
1 fallsn = 0

bbn # 1 fallsn > 0

Die Korrespondenz zwischen induktiven De+nitionen und den rekursiven Funktionen lŠsst sich
auch allgemein formulieren. Angenommen, die MengeX ist durch einer Grammatik de+niert, die
n Klauseln hat:

6X7 ! C1 | ... | Cn

Eine Funktion auf dieser Menge braucht dann Ð genau wie bei gemischten Daten Ð eine Verzwei-
gung mitn Zweigen, eine fŸr jede Klausel:

F (x) def=

!
""#

""$

R1 fallsx = F1

. . .

Rn fallsx = Fn

Die Bedingungx = Fi ergibt sich jeweils aus der entsprechenden Klausel. Wenn dort BezŸge zu
anderen Mengen oder SelbstbezŸge stehen, so werden diese durch Variablen ersetzt und entspre-
chende Mengenzugehšrigkeiten. Angenommen, die KlauselCi hat beispielsweise diese Form:

[ 6A7 & 6B7 ]

Dann mŸssteFi entsprechend so aussehen:

x = [ a & b], a - A, b - B

Eine KlauselCi mit Selbstbezug sŠhe beispielsweise so aus:

{ 6X7 }

Das dazugehšrigeFi sŠhe so aus:
x = { x&} , x&- X

Dementsprechend steht hšchstwahrscheinlich in der rechten SeiteRi ein rekursiver AufrufF (x&).
Funktionen dieser Form, die der Struktur einer induktiven Menge direkt folgen, hei§enstruk-

turell rekursiv.
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Die folgende Grammatik beschreibt einfache aussagenlogische AusdrŸcke, also Aussagen mit
ÇundÈ, ÇoderÈ und ÇnichtÈ:

6E7 ! 8 | 9
| 6E7 : 6E7
| 6E7 ; 6E7
| Â 6E7

Gedacht ist das folgenderma§en:8 steht fŸr ÇwahrÈ,9 fŸr ÇfalschÈ,: fŸr ÇundÈ,; fŸr ÇoderÈ
undÂ fŸr ÇnichtÈ. Beispiele fŸr AusdrŸcke sind:

8
8 ; 9
9 ; 8
Â9

Beim Ausdruck8 ; 9 : 8 ist nicht klar, wie er gemeint ist, da die Klammerung fehlt. In solchen
FŠllen schreiben wir einen Ausdruck genau wie in der Arithmetik mit Klammern:

(8 ; 9 ) : 8
8 ; (9 : 8 )

Jeder solche Ausdruck hat einen Wahrheitswert, also ÇwahrÈ oder ÇfalschÈ, und eine strukturell
rekursive Funktion kann diesen Wahrheitswert errechnen. Diese Funktion Çhei§tÈ! "&Ð fŸr einen
Ausdruckeliefert!e" den Wert1, falls der Ausdruck ÇwahrÈ ist und1, falls ÇfalschÈ. Die doppel-
ten eckigen Klammern hei§en in der Fachsprache ÇSemantikklammernÈ und werden oft benutzt,
um Funktionen auf Mengen zu schreiben, die durch eine Grammatik de+niert sind.

Die Funktionsde+nition besteht, wie oben beschrieben, auf jeden Fall aus einer Verzweigung,
die fŸr jede Klausel der Grammatik einen Zweig aufweist:

!e" def=

!
""""""""#

""""""""$

? fallse = 8

? fallse = 9

? fallse = e1 : e2

? fallse = e1 ; e2

? fallse = Âe&

& Eine elegante mŸndliche Aussprache gibt es dafŸr leider nicht.
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In den Zweigen fŸr: , ; undÂ sind rekursive Aufrufe angezeigt, weil in der Grammatik dort Selbst-
bezŸge stehen:

!e" def=

!
""""""""#

""""""""$

? fallse = 8

? fallse = 9

. . . !e1" . . . !e2" fallse = e1 : e2

. . . !e1" . . . !e2" fallse = e1 ; e2

. . . !e&" . . . fallse = Âe&

Die ersten beiden FŠlle liefern1und0respektive, fŸr die weiteren FŠlle werden folgende Hilfsfunk-
tionen de+niert:

a(t1, t2) def=

!
#

$
1 fallst1 = 1 undt2 = 1

0 sonst
o(t1, t2) def=

!
#

$
0 fallst1 = 0 undt2 = 0

1 sonst

n(t) def=

!
#

$
1 fallst = 0

0 fallst = 1

Die Funktiona liefert nur dann ", wennt1 und t2 " sind (sonst0). Die Funktiono liefert dann ",
wennt1 odert2 " sind (sonst0). Die Funktionn liefert dann ", wennt nicht" ist (sonst0). Diese
Funktionen vervollstŠndigen nun die De+nition von! ":

!e" def=

!
""""""""#

""""""""$

1 fallse = 8

0 fallse = 9

a(!e1", !e2") fallse = e1 : e2

o(!e1", !e2") fallse = e1 ; e2

n(!e&") fallse = Âe&

).) STRUKTURELLE INDUKTION

Beweise von Eigenschaften strukturell rekursiver Funktionen funktionieren Ð entsprechend den
natŸrlichen Zahlen und den Folgen Ð mitstruktureller Induktion. Strukturelle Induktion folgt der
Struktur der Grammatik Ð vollstŠndige Induktion und Folgeninduktion sind SpezialfŠlle. Das fol-
gende Beispiel dafŸr baut auf den aussagenlogischen AusdrŸcken aus dem vorigen Abschnitt auf:
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S$49 ..) Aus einem aussagenlogischen Ausdruckeentsteht der Ausdrucke, indem jedes8 durch
9 , jedes9 durch8 , jedes: durch; und jedes; durch: ersetzt wird. Es gilt fŸr jeden Ausdruck
e:

!e" = n(!e")

Die Behauptung hat bereits die fŸr einen Induktionsbeweis geeignete Form ÇfŸr alleeÈ, wobeie
aus einer induktiv de+nierten Menge kommt. Die Behauptung muss jetzt fŸr alle mšglichen FŠlle
vonebewiesen werden Ð da die Grammatik fŸr AusdrŸcke fŸnf FŠlle hat, sind auch fŸnf FŠlle zu
beweisen:e = 8 , e = 9 , e = e1 : e2, e1 ; e2 und e = Âe&, wobeie1, e2 und e&ihrerseits
AusdrŸcke sind.

Hier sind die Beweise fŸr die FŠllee = 8 , e = 9 :

!8 " = 1

!8 " = !9 "

= 0

= n(1)

!9 " = 0

!9 " = !8 "

= 1

= n(0)

Als NŠchstes ist der Falle = e1 : e2 an der Reihe. Da die Klausel

6E7 ! . . . | 6E7 : 6E7

zwei SelbstbezŸge hat, gibt es auch eine zweiteilige Induktionsvoraussetzung Ð die Behauptung
kann fŸre1 und e2 angenommen werden:!e1" = n(!e1"), !e2" = n(!e2"). Der Induktions-
schluss dazu sieht so aus:

!e1 : e2" = a(!e1", !e2")

!e1 : e2" = !e1 ; e2" De+nition von

= o(!e1", !e2")

= o(n(!e1"), n(!e2")) Induktionsvoraussetzung

= n(a(!e1", !e2"))

Der letzte Schritt ergibt sich aus genauer Betrachtung der De+nitionen vono und a beziehungs-
weise durch Einsetzen aller mšglichen Werte fŸrt1 undt2.

Der Falle = e1 ; e2 folgt analog. Wieder gibt es zwei SelbstbezŸge, also gilt wieder die zwei-
teilige Induktionsvoraussetzung!e1" = n(!e1"), !e2" = n(!e2"). Induktionsschluss (zu zeigen):
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!e1 ; e2" = o(!e1", !e2")

!e1 ; e2" = !e1 : e2" De+nition von

= a(!e1", !e2")

= a(n(!e1"), n(!e2")) Induktionsvoraussetzung

= n(o(!e1", !e2"))

Schlie§lich fehlt noch der Falle = Âe&. Hier gibt es nur einen Selbstbezug, entsprechend lautet die
Induktionsvoraussetzung:!e&" = n(!e&"). Induktionsschluss (zu zeigen):

!Âe&" = n(!e&")

!Âe&" = Âe& De+nition von

= n(!e&")

= n(n(!e&")) Induktionsvoraussetzung

Das Beispiel zeigt, dass strukturell induktive Beweise durchaus mehr als einen ÇInduktionsanfangÈ
haben kšnnen Ð hier die FŠlle8 und9 . Ebenso gibt es mehr als einen Induktionsschluss Ð einen
fŸr jede Klausel mit Selbstbezug, hier sind das drei FŠlle.

FŸr Beweise mit struktureller Induktion gilt also folgende Anleitung:
". Formuliere Du die zu beweisende Behauptung als Behauptung der Form ÇFŸr allex - X

gilt . . .È (wobeiX eine induktiv de+nierte Menge ist), falls das noch nicht geschehen ist.
$. FŸhre jetzt einen Beweis fŸr jede einzelne KlauselCi der induktiven De+nition:
#. Schreibe die †berschrift Çx = Fi È, wobeiFi eine Bedingung ist, die der Klausel entspricht.

Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das ÇfŸr allex - X È weglŠsst und fŸrx
stattdessenFi einsetzt.

%.Wenn die Klausel keinen Selbstbezug enthŠlt, so beweise die Behauptung direkt.
&. Wenn die Klausel einen oder mehrere SelbstbezŸge enthŠlt, so stehen in der †berschrift Varia-

blenxj oderx&o.Š., die ihrerseits Element vonX sind. Schreibe dann die †berschrift ÇInduk-
tionsvoraussetzung:È. Schreibe darunter fŸr jeden Selbstbezug die Behauptung noch einmal
ab, wobei Du das ÇfŸr allex - X È weglŠsst und fŸrx stattdessenxj beziehungsweisex&

einsetzt.
Schreibe darunter das Wort ÇInduktionsschlussÈ und beweise die Behauptung. Denke daran,
die Induktionsvoraussetzung zu benutzen.
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ANMERKUNGEN

Die erste konstruktive De+nitionen der natŸrlichen Zahlen wurde bereits im Jahr "))* vonP!'#%
vorgeschlagen:

D&B274712 ..* (P&$21-AC71=&)

Die MengeN der natŸrlichen Zahlen ist durch folgende Eigenschaften, diePeano-Axiome, gegeben:
". Es gibt eine natŸrliche Zahl0 - N.
$. Zu jeder Zahln - N gibt es eine Zahln&- N, dieNachfolger von nhei§t.
#. FŸr allen - N istn&.= 0 .
%.Ausn&= m&folgtn = m.
&. Eine MengeM von natŸrlichen Zahlen, welche die0enthŠlt und mit jeder Zahlm - M auch

deren Nachfolgerm&, ist mitN identisch.

Diese De+nition ist Šquivalent zu De+nition )." von Seite $$!. Wie in De+nition ).", lŠsst sichN sich
aus den Peano-Axiomen schrittweise konstruieren. Aus ". und $. folgt, dass es natŸrliche Zahlen

0, 0&, 0&&, 0&&&, 0&&&&, . . .

gibt. Ohne die0 am Anfang entsteht die Darstellung der natŸrlichen Zahlen durch Striche. Die
Axiome # und % besagen, dass es fŸr jede Zahl nur eine einzige Strichdarstellung gibt: jedes AnfŸgen
eines Striches Ç&È erzeugt eine všllig neue Zahl. Ohne Klausel % kšnnte man theoretisch auf die
Idee kommen, dass es zwei unterschiedliche Zahlen gibt, die beide den gleichen Nachfolger haben.

Die Peano-Formulierung ist zwar Šhnlich zu De+nition ).", weist aber auch interessante Un-
terschiede auf:

¥ FŸr Çn&È ist im tŠglichen Umgang natŸrlich die Bezeichnung Çn + 1È gebrŠuchlich.
¥ Die dritte und vierte Bedingung zusammen besagen, dass die Nachfolgerfunktion injektiv ist,

das hei§t durch fortgesetzte Anwendung der Nachfolgerfunktion entstehen immer neue Ele-
mente.

¥ Schlie§lich beschreibt die fŸnfte Bedingung deninduktiven Abschluss, der festlegt, dass au§er
den solcherma§en erzeugten Elementen keine weiteren existieren. Axiom & wird auchIndukti-
onsaxiomgenannt. In De+nition )." hat das Induktionsaxiom die Ÿblichere Form ÇDie obigen
Regeln de+nierenallen - N.È Ebenfalls Ÿblich ist eine Formulierung wie wie Ç.. .diekleinste
Menge mit den Eigenschaften .. .È.
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AUFGABEN

A!"#$%& ..'

Beweise die Gau§sche Summenformel mit vollstŠndiger Induktion:

5n - N :
n)

i =0

i =
n , (n + 1)

2

A!"#$%& ..(

Betrachte folgende Tabelle:

1 = 1

1 %4 = %(1 + 2)

1 %4 + 9 = 1 + 2 + 3

1 %4 + 9 %16 = %(1 + 2 + 3 + 4)

Rate die Gleichung, die dieser Tabelle zugrundeliegt und schreibe in mathematischer Notation auf.
Beweise die Gleichung!

A!"#$%& ..)

Beweise, dass folgende Gleichung fŸr allen - N gilt:

n)

i =0

i 3 =

+
n)

i =0

i

, 2

A!"#$%& ..*

Was ist falsch an folgendem Induktionsbeweis fŸr die Behauptung ÇAlle Pferde haben die gleiche
FarbeÈ?
InduktionsanfangFŸr eine leere Menge von Pferden gilt die Behauptung trivialerweise.
InduktionsschlussGegeben sei eine Menge vonn + 1 Pferden. Nimm ein Pferd aus der Menge
heraus Ð die restlichen Pferde haben per Induktionsannahme die gleiche Farbe. Nimm ein anderes
Pferd aus der Menge heraus Ð wieder haben die restlichen Pferde per Induktionsannahme die glei-
che Farbe. Da die Ÿbrigen Pferde die Farbe in der Zwischenzeit nicht plštzlich gewechselt haben
kšnnen, war es in beiden FŠllen die gleiche Farbe, und allen + 1 Pferde haben diese Farbe.
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A!"#$%& ..+

FŸr boolesche VariablenA undB gelten die sogenanntenDeMorganÕschen Gesetze: :

Â(A ; B ) = ÂA : Â B

Â(A : B ) = ÂA ; Â B

Zeige, dass die Gesetzen gelten, indem Du alle mšglichen Werte fŸrA undB durchprobierst.

A!"#$%& ..,

Beweise mittels Induktion, dass Ÿber Folgen fŸru, v - M %gilt:

len(cat(u, v)) = len( u) + len( v)

Dabei seilen die LŠnge von Folgen, de+niert als:

len(f ) def=

!
#

$
0 fallsf = #

len(f &) + 1 fallsf = mf &

A!"#$%& ..-

Beweise durch Folgeninduktion:

cat(v, w) = cat( z, w) * v = z

cat(v, w) = cat( v, z) * w = z

A!"#$%& ...

Beweise die Korrektheit der Folgeninduktion aus Abschnitt ).&.$ (Seite $$#) mit Hilfe der vollstŠn-
digen Induktion. Beschreibe dazu, wie sich eine Aussage Ÿber alle Folgen in eine Aussage Ÿber die
LŠngen der Folgen umwandeln lŠsst. Setze dann die Klauseln der vollstŠndigen Induktion mit den
entsprechenden Klauseln der Folgeninduktion in Beziehung.

A!"#$%& ../

Gibeine induktiveDe+nitionderumgangssprachlichde+niertenFunktionausAbschnitt ).) (Sei-
te $#!) an.
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A!"#$%& ..'0

Gib eine Datende+nition fŸrdie aussagenlogischen AusdrŸcke aus Abschnitt ).) an. Programmiere
die Funktion! " sowie die Funktion.

A!"#$%& ..''

DieFibonacci-Funktion auf den natŸrlichen Zahlen ist folgenderma§en de+niert:

Þb(n) def=

!
"#

"$

0 fallsx = 0
1 fallsx = 1
Þb(n %2) + Þb(n %1) sonst

Beweise, dassÞb(n) die ganze Zahl ist, die am nŠchsten zu# n /
&

5 liegt, wobei# = (1 +
&

5)/ 2.
Anleitung: Zeige, dassÞb(n) = (# n %$ n )/

&
5, wobei$ = (1 %

&
5)/ 2.

A!"#$%& ..'(

Eine partielle Ordnung" auf einer MengeM hei§twohlfundiertodernoethersch, wenn es keine
unendlichen Folgen(xi )i ' N gibt, so dass fŸr allei - N gilt

xi +1 " xi undxi +1 .= xi

auch geschrieben als:
xi +1 < xi .

DasBeweisprinzipderwohlfundiertenodernoetherschen Induktionist dafŸrzustŠndig,dieGŸl-
tigkeit einer EigenschaftP aufM zu beweisen, wenn es eine wohlfundierte Ordnung" auf aufM
gibt. Es besagt, dass es ausreicht,P(z) unter der Voraussetzung nachzuweisen, dassP(y) fŸr alle
VorgŠngery vonz gilt. Anders gesagt:

5z - M : (5y - M : y < z * P(y)) * P(z)) * 5 x - M : P(x)

Leite die vollstŠndige und die strukturelle Induktion als SpezialfŠlle der wohlfundierten Induktion
her.





* HIGHER-ORDER-PROGRAMMIERUNG

Der renommierte Informatiker Paul Hudak wurde einst gefragt, was die drei wichtigsten Dinge
beimProgrammierenseien.Erantwortete:ÇAbstraktion,Abstraktion,AbstraktionÈ.Entsprechend
ist das Mantra % auf Seite #( auch eins der wichtigsten:

M$245$ *
Wenn Du zwei Programmteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inhalt-
lich verwandt sind, abstrahiere!

In diesem Kapitel werden wir dieses Mantra konsequent anwenden. Dabei kommt oft eine beson-
dere Art Funktion heraus: Funktionen, die andere Funktionen als Eingabe akzeptieren oder als
Ausgabe liefern. Solche Funktionen hei§en auchFunktionen hšherer OrdnungoderHigher-Order-
Funktion. Um die resultierende Art der Programmierung Ð dieHigher-Order-ProgrammierungÐ
geht es in diesem Kapitel.

*.# FUSSBALL-FAKTEN ERMITTELN

higher-order/soccer.rkt Code

Eine nahezu unerschšp-iche Quelle fŸr Diskussionen stellen die Fu§ballergebnisse dar. Hier stellen
sich so bedeutsame Fragen wie:

¥ Wie hat diese Saison Bayern MŸnchen gegen ". FC Kaiserslautern auswŠrts gespielt?"

¥ Wie viele Tore sind in dieser Saison gefallen?
¥ Welche Mannschaft ist abstiegsgefŠhrdet?

All diese Informationen speisen sich aus Ergebnissen der Spiele einer Saison. Ein Spiel kšnnen wir
folgenderma§en charakterisieren:

; Ein Spiel hat folgende Eigenschaften:
; - Spieltag
; - Heimmannschaft
; - Heimmannschaft-Tore
; - Gastmannschaft
; - Gastmannschaft- Tore

" Wir wissen, das ist schon eine Weile her.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/higher-order/soccer.rkt
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Es handelt sich sichtlich um zusammengesetzte Daten. Wir mŸssen uns Ÿberlegen, welche Signatu-
ren zu den einzelnen Bestandteilen passen. Spieltag und Tore sind allesamt natŸrliche Zahlen. Eine
Mannschaft kšnnen wir durch ihren Namen als Zeichenkette reprŠsentieren. Das ergibt folgende
Record-De+nition:

(define-record game
make-game game?
(game-matchday natural)
(game-home-team string)
(game-home-goals natural)
(game-guest-team string)
(game-guest-goals natural))

Es folgen hier beispielhaft die Ergebnisse des ersten Spieltags der Bundesliga-Saison $!!*/$!"!:

(define game1 (make-game 1 " Wolfsburg " 2 " Stuttgart " 0))
(define game2 (make-game 1 " Mainz" 2 " Bayer 04" 2))
(define game3 (make-game 1 " Hertha " 1 " Hannover" 0))
(define game4 (make-game 1 " Bremen" 2 " Frankfurt " 3))
(define game5 (make-game 1 " NŸrnberg " 1 " Schalke" 2))
(define game6 (make-game 1 " Dortmund" 1 " 1. FC Kšln " 0))
(define game7 (make-game 1 " Hoffenheim" 1 " Bayern" 1))
(define game8 (make-game 1 " Bochum" 3 " Gladbach" 3))
(define game9 (make-game 1 " Freiburg " 1 " Hamburg" 1))

(define day1
(list game1 game2 game3 game4 game5 game6 game7 game8 game9))

Eine recht einfache Frage ist die Bestimmung der Punktzahl, welche die Gastgebermannschaft in
einem bestimmten Spiel erzielt hat. Die Punktzahl ist zwar eine natŸrliche Zahl, es gibt aber nur
drei Mšglichkeiten:0, 1 und3. Wir kšnnen also eine prŠzisere Signatur alspoints de+nieren:

; Punktzahl in Spiel
(define points

(signature (enum 0 1 3)))

Unsere Funktion fŸr die Bestimmung der Punktzahl hat Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und
GerŸst wie folgt:

; Punktzahl f Ÿr Heimmannschaft berechnen



FUSSBALL-FAKTEN ERMITTELN !$*

(: home-points (game -> points))

(check-expect (home-points game1) 3)
(check-expect (home-points game2) 1)
(check-expect (home-points game3) 3)
(check-expect (home-points game4) 0)

(define home-points
(lambda (game)

...))

Entsprechend der Signatur der Ausgabe fallen die Spiele in drei unterschiedliche Klassen, das hei§t
wir brauchen eine Verzweigung mit drei Zweigen entsprechend den drei mšglichen Punktzahlen:

(define home-points
(lambda (game)

(cond
(... 3)
(... 0)
(... 1))))

Die Bedingungen der drei Zweige kommen aus den Fu§ballregeln Ð wir mŸssen die Tore von Heim-
und Gastmannschaft vergleichen:

(define home-points
(lambda (game)

(cond
((> (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 3)
((< (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 0)
((= (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 1))))

Das funktioniert schon korrekt, ist aber noch unelegant. Das(game-home-goals game) ist
dreimal wiederholt Ð wir sollten eine lokale De+nition einfŸhren, damit es nur einmal dasteht.
Ebenso fŸr den Aufruf vongame-guest-goals . Das sieht dann so aus:

(define home-points
(lambda (game)

(define goals1 (game-home-goals game))
(define goals2 (game-guest-goals game))
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(cond
((> goals1 goals2) 3)
((< goals1 goals2) 0)
((= goals1 goals2) 1))))

Du kšnntest berechtigterweise fragen, warum die lokalen Variablengoals1 undgoals2 hei§en,
und nichthome-goals undguest-goals hei§en. Das wird bei der nŠchsten Funktion (ho.ent-
lich) klar, welche die Punkte ausrechnet, die dem GŠsteteam zustehen:

; Punktzahl f Ÿr Gastmannschaft berechnen
(: guest-points (game -> points))

(define guest-points
(lambda (game)

(define goals1 (game-guest-goals game))
(define goals2 (game-home-goals game))
(cond

((> goals1 goals2) 3)
((< goals1 goals2) 0)
((= goals1 goals2) 1))))

Diese beiden Funktionen sind weitgehend identisch, der einzige Unterschied ist die De+nition der
lokalen Variablengoals1 undgoals2 . Eine solche Duplizierung von Code ist immer schlecht, vor
allem, wenn sich etwas Šndert. Theoretisch kšnnte der Fu§ballbund die Regeln fŸr die Vergabe von
Punkten Šndern, und dann mŸssten wir beide Funktionen in gleicher Weise anpassen. Die Lšsung
fŸr das Problem zeigt sich dadurch, dass wir aus dem gemeinsamen Code der beiden Funktionen
eine neue Funktion machen, entsprechend dem Abstraktions-Mantra:

M$245$ *
Wenn Du zwei Programmteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inhalt-
lich verwandt sind, abstrahiere!

Um zu abstrahieren, kopieren wir eine der beiden Funktionsde+nitionen und geben ihr einen neu-
en Namen, in diesem Fallcompute-points :

(define compute-points
(lambda (game)

(define goals1 (game-guest-goals game))
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(define goals2 (game-home-goals game))
(cond

((> goals1 goals2) 3)
((< goals1 goals2) 0)
((= goals1 goals2) 1))))

Nun identi+zieren wir in der kopierten Funktion die Stellen, die sich bei den beiden ursprŸngli-
chen Funktionen unterscheiden und ersetzen diese Stellen durch neue Namen. Hier sind das gerade
game-guest-goals undgame-home-goals, wir ersetzen sie durch die Namenget-goals-1
undget-goals-2 :

(define compute-points
(lambda (game)

(define goals1 (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond

((> goals1 goals2) 3)
((< goals1 goals2) 0)
((= goals1 goals2) 1))))

Diese neuen Variablen sind noch ungebunden, wir mŸssen sie deshalb noch imlambdaunterbrin-
gen:

(define compute-points
(lambda (get-goals-1 get-goals-2 game)

(define goals1 (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond

((> goals1 goals2) 3)
((< goals1 goals2) 0)
((= goals1 goals2) 1))))

Damit kšnnen wir die bisherigen De+nitionen vonhome-points undguest-points ersetzen
durch die folgenden:

(define home-points
(lambda (game)

(compute-points game-home-goals game-guest-goals game)))
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(define guest-points
(lambda (game)

(compute-points game-guest-goals game-home-goals game)))

Diese neuen De+nitionen lassen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede beider Funktionen klar
erkennen und vermeiden die doppelte De+nition der Fu§ball-Punkteregeln.

Wichtig: Diese beiden De+nitionen mŸssennachder De+nition voncompute-points ste-
hen, da davorcompute-points noch nicht de+niert ist.

Der neuen Funktion fehlt noch eine Signatur. Die Funktion akzeptiert drei Argumente. Das
letzte hat die Signaturgame. Die ersten beiden werden aus den Funktionengame-home-goals
undgame-guest-goals bestŸckt, die jeweils die Signatur(game -> natural) haben. Daraus
kšnnen wir die Signatur fŸrcompute-points zusammensetzen:

(: compute-points ((game -> natural) (game -> natural) game ->
points))

In der Signatur tauchen mehrere Pfeile auf, weil die Funktioncompute-points ihrerseits zwei
Funktionen als Argumente akzeptiert. Solche Funktionen mit mehreren Pfeilen in der Signatur
hei§enFunktionen hšherer OrdnungoderHigher-Order-Funktionen.

Die Abstraktion bei der Entwicklung voncompute-points hŠtten wir auch etwas anders
anstellen kšnnen: Wir haben beicompute-points die beiden Parameterget-goals-1 und
get-goals-2 zu dem schon bestehendenlambdahinzugefŸgt. Wir kšnnen stattdessen auch ein
neueslambda einfŸgen. (Bei De+nitionen, in denen noch keinlambda steht, mŸssten wir das
sowieso.) Das sieht dann so aus:

(define make-compute-points
(lambda (get-goals-1 get-goals-2)

(lambda (game)
(define goals1 (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond

((> goals1 goals2) 3)
((< goals1 goals2) 0)
((= goals1 goals2) 1)))))

Die Signatur dieser Funktion unterscheidet sich leicht von der Signatur voncompute-points .
Sie akzeptiert nicht mehr drei Argumente sondern nur zwei, aber liefert dafŸr eine Funktion, die
von einem Spiel die Punkte liefert:
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(: make-compute-points ((game -> natural) (game -> natural)
-> (game -> points)))

Mit der Funktionmake-compute-points kšnnen wir ebenfalls alternative De+nitionen von
home-points und guest-points schreiben. Auf den ersten Blick ist das umstŠndlich, wenn
wir das genauso machen wie mitcompute-points , da wir noch mehr Klammern brauchen:

(define home-points
(lambda (game)

((make-compute-points game-home-goals game-guest-goals) game)))

(define guest-points
(lambda (game)

((make-compute-points game-guest-goals game-home-goals) game)))

Vielleicht fŠllt Dir aber das Muster auf, das diese beiden De+nitionen gemeinsam haben:

(define f
(lambda (x)

(g x)))

Das hei§t, wenn das Programmf aufruft, ruft diese Funktion direktg auf, mit der gleichen Einga-
be:f undg sind also Šquivalent, und wir kšnnten genauso gut schreiben:

(define f g)

Das gleiche Prinzip kšnnen wir auch aufhome-points undguest-points anwenden:

(define home-points
(make-compute-points game-home-goals game-guest-goals))

(define guest-points
(make-compute-points game-guest-goals game-home-goals))

Man kann auch schšn an der Signatur vonmake-compute-points sehen, dass diese als Resultat
eine Funktion mit Signatur(game -> points) liefert, das ist gerade die gewŸnschte Signatur
vonhome-points undguest-points .

Vielleicht hast Du Dich Ÿber den Namenmake-compute-points gewundert: WŠhrend die
Funktioncompute-points direkt eine Punktzahl berechnet, machtmake-compute-points
eine Funktion, welche die Punktzahl berechnet: Darum der PrŠ+xmake-. Es handelt sich also um
eine Art ÇFunktionsfabrikÈ.
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Wir hŠtten das neuelambdaauch unterhalb des altenlambdaeinfŸgen kšnnen statt oberhalb.
Welche Signatur hŠtte die Funktionmake-compute-points dann? Warum ist das keine so gute
Idee? !

Die Abstraktionstechnik, die wir fŸr die Konstruktion der Funktionencompute-points
und make-compute-points verwendet haben, wenden wir in diesem Buch noch šfter an. Sie
verdient deshalb eine eigene Konstruktionsanleitung:

K12345!647123$28&74!2# (0 (A%345$64712)

Wenn Du zwei De+nitionen geschrieben hast, die inhaltlich verwandt sind und viele €hnlich-
keiten aufweisen, abstrahiere wie folgt:

". Kopiere eine der beiden De+nitionen und gib ihr einen neuen Namen.
$. Ersetze die Stellen, bei denen sich die beiden De+nitionen unterscheiden, jeweils durch

eine neue Variable.
#. FŸge die neuen Variablen als Parameter zumlambdader De+nition hinzu oder fŸge ein

neueslambdamit diesen Parametern ein. Du musst gegebenenfalls rekursive Aufrufe der
Funktion anpassen.

%.Schreibe eine Signatur fŸr die neue Funktion.
&. Ersetze die beiden alten De+nitionen durch Aufrufe der neuen De+nition.

*.! HIGHER-ORDER-FUNKTIONEN AUF LISTEN

higher-order/list.rkt Code

Als NŠchstes wollen wir herausbekommen, welche Spiele einer Saison unentschieden ausgingen.
Dazu ist zunŠchst eine Funktion notwendig, die feststellt, obeinbestimmtes Spiel unentschieden
war:

; Ist Spiel unentschieden ?
(: game-draw? (game -> boolean))

(define game-draw?
(lambda (g)

(= 1 (home-points g))))

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/higher-order/list.rkt
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Die Spiele der Saison liegen in einer Liste, wir schreiben also eine Funktion, die aus einer Liste
von Spielen die unentschiedenen herausholt. Kurzbeschreibung, Signatur und GerŸst folgen der
Konstruktionsanleitung fŸr Funktionen auf Listen. Hier ist die Schablone:

; Unentschiedene Spiele rausfiltern
(: drawn-games ((list-of game) -> (list-of game)))

(check-expect (drawn-games day1) (list game2 game7 game8 game9))

(define drawn-games
(lambda (list)

...))

Die Funktion hat eine Liste als Eingabe, es kommt also die entsprechende Schablone zur Anwen-
dung:

(define drawn-games
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (drawn-games (rest list)) ...))))

Der rekursive Aufruf liefert die unentschiedenen Spiele des Rests, wir mŸssen also nur noch beim
ersten Spiel entscheiden, ob es unentschieden ausging:

(define drawn-games
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (game-draw? (first list)) ...
... (drawn-games (rest list)) ...))))

Die Funktiongame-draw?liefert einen booleschen Wert, den kšnnen wir eigentlich nur in eine
binŠre Verzweigung stecken:

(define drawn-games
(lambda (list)
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(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(if (game-draw? (first list))

...

...)
... (drawn-games (rest list)) ...))))

AbhŠngig davon, ob das Spiel unentschieden ist oder nicht, bringen wir es im Ergebnis unter:

(define drawn-games
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (game-draw? (first list))

(cons (first list) (drawn-games (rest list)))
(drawn-games (rest list)))))))

Analog zudrawn-gamesschreiben wir nun eine Funktion, die alle Spiele aus einer Liste extrahiert,
diedieHeimmannschaftgewonnenhat.DazubrauchenwireineFunktionanalogzugame-draw?:

; Hat die Heimmannschaft gewonnen?
(: home-won? (game -> boolean))

(check-expect (home-won? game1) #t)
(check-expect (home-won? game2) #f)
(check-expect (home-won? game4) #f)

(define home-won?
(lambda (game)

(= 3 (home-points game))))

Die Funktionhome-won-gamesentsteht analog zudrawn-games.

; Spiele herausfiltern , bei denen die Heimmannschaft gewann
(: home-won-games ((list-of game) -> (list-of game)))

(check-expect (home-won-games day1) (list game1 game3 game6))
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(define home-won-games
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (home-won? (first list))

(cons (first list)
(home-won-games (rest list)))

(home-won-games (rest list)))))))

Die beiden Funktionendrawn-gamesundhome-won-gamessind bis auf den Namen fast iden-
tisch. Der einzige Unterschied ist, dass an der Stelle vongame-draw?in der zweiten Funktion
home-won?steht. DarŸber kšnnen wir nach Konstruktionsanleitung $! auf Seite $%% abstrahie-
ren. Dazu kopieren wir die letzte Funktion und denken uns einen neuen Namen aus Ð da es in
beiden FŠllen ums ÇextrahierenÈ geht, nehmen wirextract-games :

(define extract-games
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (home-won? (first list))

(cons (first list)
(extract-games (rest list)))

(extract-games (rest list)))))))

Als NŠchstes mŸssen wir die Stelle, die sich bei beiden De+nitionen unterscheidet (game-draw?
beziehungsweisehome-won?), durch eine neue Variable bezeichnen. Die nennen wirf? :

(define extract-games
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (f? (first list))

(cons (first list)
(extract-games (rest list)))

(extract-games (rest list)))))))
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Als NŠchstes mŸssen wir die neue Variable als Parameter zumlambdahinzufŸgen. Aufpassen: Die
beiden rekursiven Aufrufe mŸssen ebenfalls um den Parameter erweitert werden:

(define extract-games
(lambda (f? list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (f? (first list))

(cons (first list)
(extract-games f? (rest list)))
(extract-games f? (rest list)))))))

(Es ist Geschmackssache, ober der neue Parameter vor oder hinter die alten kommt.)
Die Funktionsde+nition ist damit fertig, aber wir mŸssen noch eine Signatur schreiben. Wir

fangen mit der Signatur vonhome-won-gamesan und erweitern um den zusŠtzlichen Parameter:

(: extract-games (... (list-of game) -> (list-of game)))

Der zusŠtzliche Parameter istf? , den wir fŸrgame-draw?undhome-won?eingesetzt haben. Die-
se beiden Funktionen haben die Signatur(game -> boolean) , das kšnnen wir also fŸr die El-
lipse einsetzen:

(: extract-games ((game -> boolean) (list-of game) -> (list-of game)))

Nun kšnnen wir Aufrufe der alten Funktionen durch Aufrufe der neuen ersetzen. Wir tun das,
indem wir die TestfŠlle fŸrdrawn-gamesundhome-won-gamesanpassen:

(check-expect (extract-games game-draw? day1)
(list game2 game7 game8 game9))
(check-expect (extract-games home-won? day1)
(list game1 game3 game6))

Fertig!
Vielleicht hast Du das GefŸhl, das Muster der Funktionextract-games schon gesehen zu

haben. In der Tat sieht die Funktionlive-dillos in Abschnitt '.'.$ auf Seite '.'.$ ebenfalls
den Funktionendrawn-gamesundhome-won-gamessehr Šhnlich. Hier ist sie noch einmal zur
Erinnerung:

(: live-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))
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(define live-dillos
(lambda (dillos)

(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(if (dillo-alive? (first dillos))

(cons (first dillos)
(live-dillos (rest dillos)))

(live-dillos (rest dillos)))))))

Und tatsŠchlich Ð wenn wirdillos in list umbenennen und den gleichen Abstraktionsprozess
wie beidrawn-gamesundhome-won-gamesdurchlaufen, dann entsteht die identische Funkti-
onsde+nition zuextract-games . Allerdings gibt es dann immer noch einen Unterschied Ð die
Signaturen sind unterschiedlich. Die Funktionextract-games kann nur Listen von Spielen ver-
arbeiten, wŠhrendlive-dillos eine Liste von GŸrteltieren akzeptiert. Kšnnen auch darŸber Ð
einmalgame, das andere Maldillo Ð abstrahieren?

Kšnnen wir! Dazu sollten wir die Funktion noch umbenennen, wir wŠhlenextract-list
stattextract-games . Vor allem aber mŸssen wir die Signatur Šndern, die bisher aufgameabon-
niert ist. Auf Signaturebene abstrahieren wir durch Signaturvariablen und ersetzen einfach mal pro-
behalber jedesgamedurch%a:

(: extract-list ((%a -> boolean) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Diese Funktion kšnnen wir nun versuchen zu verstehen: Sie akzeptiert eine Liste von%as und eine
Funktion, die%as akzeptiert. Man kann daran fast schon sehen, was die Funktion macht: Das ein-
zige, was sie mit der Funktion anfangen kann, ist sie auf die Elemente der Liste anzuwenden Ð sonst
gibt es ja weit und breit keine anderen%as. Dass die Funktion einen booleschen Wert produziert,
suggeriert schon, dass anhand dieses Werts unterschieden wird. Die Signatur liefert also wertvolle
Informationen darŸber, was die Funktion macht Ð wenn auch nicht alle.

A!"#$%& /.(

Schreibe eine andere sinnvolle Funktion mit der gleichen Signatur wieextract-list ! !

Wir betrachten noch eine weitere Anwendung vonextract-list : Wir wollen aus einer Liste von
Spielen die Spiele extrahieren, an denen eine bestimmte Mannschaft teilgenommen hat. Auch dazu
de+nieren wir eine Hilfsfunktion, die feststellt, ob eine Mannschaft bei einem Spiel die Heim- oder
die Gastmannschaft ist:
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; Spielt Mannschaft bei Spiel ?
(: plays-game? (team game -> boolean))

(check-expect (plays-game? " Wolfsburg " game1) #t)
(check-expect (plays-game? " Stuttgart " game1) #t)
(check-expect (plays-game? " Hannover" game1) #f)

(define plays-game?
(lambda (team game)

(or (string=? team (game-home-team game))
(string=? team (game-guest-team game)))))

Nehmen wir an, wir wollen alle Spiele mit Beteiligung von NŸrnberg extrahieren, indem wir die
Funktionextract-list verwenden. DafŸr brauchen wir eine Funktion mit Signatur(game
-> boolean) . Die kšnnen wir folgenderma§en de+nieren:

; Spielt NŸrnberg mit ?
(: plays-nŸrnberg? (game -> boolean))

(check-expect (plays-nŸrnberg? game1) #f)
(check-expect (plays-nŸrnberg? game5) #t)

(define plays-nŸrnberg?
(lambda (game)

(plays-game? " NŸrnberg " game)))

Damit kšnnen wir zum Beispiel alle NŸrnberg-Spiele aus der Saison extrahieren:

(extract-list plays-nŸrnberg? season-2009/2010)

Soweit so gut. Aber was, wenn wir auch die Spiele des HSV extrahieren wollen? Wir kšnnten eine
Funktionplays-hamburg? de+nieren, aber wenn wir viele solcher Anfragen stellen, wird es auf
Dauer umstŠndlich, fŸr jeden Verein extra eine De+niton zu schreiben.

Einfacher ist es, stattdessen die Funktion, die wir anextract-list Ÿbergeben, Çad hocÈ
mit einemlambdazu konstruieren:

(extract-list (lambda (game) (plays-game? " NŸrnberg " game))
season-2009/2010)

(extract-list (lambda (game) (plays-game? " Hamburg" game))
season-2009/2010)
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Wir sind von der Signatur her vorgegangen:extract-list erwartet eine Funktion mit einem
Parameter der Signaturgame, also schreiben wir einlambdamit einem entsprechenden Parameter.
Wir wollen alle Spiele extrahieren, bei denen NŸrnberg beziehungsweise Hamburg dabei ist, also
schreiben wir den entsprechenden Ausdruck in den Rumpf.

A!"#$%& /.)

Schreibe eine Funktiongames-playing , die alle Spiele aus einer Liste extrahiert, bei denen eine
bestimmte Mannschaft dabei war. !

Die Funktionextract-list ist so praktisch, dass sie unter dem Namenfilter fest eingebaut
ist.

*.$ LISTEN UMWANDELN

Bestimmte Fu§ballstatistiken beschŠftigen sich damit, wieviele Tore in einem Spiel, an einem Spiel-
tag oder in einer ganzen Saison geschossen wurden. Grundlage dafŸr ist die Anzahl Tore eines ein-
zelnen Spiels. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und GerŸst dafŸr:

; Gesamttore eines Spiels berechnen
(: total-goals (game -> natural))

(check-expect (total-goals game1) 2)
(check-expect (total-goals game2) 4)

(define total-goals
(lambda (game)

...))

Als Schablone machen wir davon Gebrauch, dass die Eingabe zusammensetzte Daten sind:

(define total-goals
(lambda (game)

... (game-matchday game) ...

... (game-home-team game) ...

... (game-home-goals game) ...

... (game-guest-team game) ...

... (game-guest-goals game) ...))



!&! LISTEN UMWANDELN

FŸrdieGesamt-Torzahlbenštigenwirnur(game-home-goals game)und(game-guest-goals
game), die addiert werden:

(define total-goals
(lambda (game)

(+ (game-home-goals game)
(game-guest-goals game))))

Als NŠchstes wollen wir die Gesamttore jeweils aller Spiele eines Spieltags herausbekommen. Dazu
wollen wir aus einer Liste der Spiele eine Liste der zugehšrigen Gesamttore machen:

; Gesamttore in einer Liste von Spielen berechnen
(: list-total-goals ((list-of game) -> (list-of natural)))

Das erste Element des Ergebnisses soll die Toranzahl des ersten Spiels der Eingabeliste sein, das zwei-
te Element die Toranzahl des zweiten Spiels undsoweiter. Dieser Test illustriert die Funktionsweise:

(check-expect (list-total-goals day1)
(list 2 4 1 5 3 1 2 6 2))

Es folgt das GerŸst mit der obligatorischen Schablone fŸr Funktionen auf Listen:

(define list-total-goals
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list)
... (list-total-goals (rest list)) ...))))

Falls die Eingabe eine leere Liste ist, so kann auch die Ausgabe nur leer sein. Im anderen Zweig steht
in der Schablone das erste Spiel: von dem muss die Funktion die Toranzahl ermitteln, fŸr den Rest
ist das schon passiert. Die beiden Ergebnisse kombinieren wir mitcons:

(define list-total-goals
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (total-goals (first list))

(list-total-goals (rest list)))))))
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Benutze die Funktionlist-sum aus Abschnitt '." auf Seite "'), um eine Funktion zu schreiben,
welche die durchschnittliche Toranzahl einer Liste von Spielen berechnet. !

Fans sind vielleicht weniger an Gesamttoren interessiert als an den Toren ihrer Mannschaft. Damit
wir uns da einen †berblick verscha.en kšnnen, benštigen wir wieder erst einmal eine Funktion,
welche fŸr ein einzelnes Spiel die Anzahl der Tore einer bestimmten Mannschaft berechnet:

; Tore einer Mannschaft aus einem Spiel berechnen
(: team-goals (team game -> natural))

(check-expect (team-goals " Wolfsburg " game1) 2)
(check-expect (team-goals " Stuttgart " game1) 0)

Was soll passieren, wenn die gewŸnschte Mannschaft bei dem Spiel nicht dabei war? Ein Fehler:

(check-error (team-goals " Hannover" game1))

GerŸst und Schablone machen zunŠchst wieder davon Gebrauch, dass es sich beigamezum zu-
sammengesetzte Daten handelt:

(define team-goals
(lambda (team game)

... (game-matchday game) ...

... (game-home-team game) ...

... (game-home-goals game) ...

... (game-guest-team game) ...

... (game-guest-goals game) ...))

Au§erdem gibt es eine Fallunterscheidung in den Daten, je nachdem, ob die gesuchte Mannschaft
die Heim- oder die Gastmannschaft ist, was zu einer Verzweigung mit zwei Zweigen fŸhrt:

(define team-goals
(lambda (team game)

(cond
((string=? team (game-home-team game))
(game-home-goals game))

((string=? team (game-guest-team game))
(game-guest-goals game)))))
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Jetzt wollen wir auch diese Funktion benutzen, um eine ganze Liste von Spielen, bei denen eine
bestimmte Mannschaft mitspielt, in die Liste der Tore dieser Mannschaft verwandelt. Signatur und
Kurzbeschreibung sehen so aus:

; Tore einer Mannschaft aus einer Liste von Spielen auflisten
(: list-team-goals (team (list-of game) -> (list-of natural)))

A!"#$%& /.+

Schreibe einen Testfall, der eine Liste der Tore von Hamburg in einer Saison berechnet. Benutze
dazufilter ! !

GerŸst und Schablone sehen so aus:

(define list-team-goals
(lambda (team list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (list-team-goals team (rest list)) ...))))

Und wieder kommt bei einer leeren Liste als Eingabe eine leere Liste heraus, und wir wenden im
cons-Fall die zuvor geschriebene Hilfsfunktion auf das erste Element an und bauen mitcons die
Ergebnis-Liste:

(define list-team-goals
(lambda (team list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (team-goals team (first list))

(list-team-goals team (rest list)))))))

Fertig!
Allerdings ruft mal wieder das Abstraktions-Mantra: Die Funktionenlist-total-goals

und list-team-goals Šhneln sich stark. Sie unterscheiden sich nur darin, dass bei der ersten
total-goals auf dem ersten Element der Liste auferufen wird und beim zweitenteam-goals .

Um zu abstrahieren, gehen wir wieder nach Konstruktionsanleitung $! auf Seite $%% vor. Wir
kopieren eine der beiden Funktionen (wir nehmen die erste) und geben ihr einen neuen Namen:
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(define list-apply
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (total-goals (first list))

(list-apply (rest list)))))))

Die Funktion hei§tlist-apply , weil sie eine Funktion auf alle Elemente einer Liste anwendet.
Als NŠchstes mŸssen wir eine Variable dort einfŸhren, wo die beiden Funktionen sich unter-

scheiden, nŠmlich beitotal-goals . Wir nennen die Funktion einfachf :

(define list-apply
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))

(list-apply (rest list)))))))

Nun mŸssen wir die neue Variable noch imlambdaunterbringen, ohne zu vergessen, sie auch im
rekursiven Aufruf aufzufŸhren:

(define list-apply
(lambda (f list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))

(list-apply f (rest list)))))))

A!"#$%& /.,

€ndere die De+nition vonlist-total-goals so, dass sielist-apply benutzt. !

Wir brauchen noch eine Signatur fŸr die neue Funktion. Wir versuchen sie mal, Çvon nullÈ zu
konstruieren, indem wir aufschreiben, was wir wissen. Wir wissen, dasslist-apply zwei Argu-
mente hat, von denen das erste eine einstellige Funktion und das zweite eine Liste ist. Au§erdem
produziert die Funktion auch eine Liste als Ergebnis. Das sieht schriftlich so aus:
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(: list-apply ((... -> ...) (list-of ...) -> (list-of ...)))

Wir haben zwar Ÿber zwei Funktionen abstrahiert, die sich mit Spielen beschŠftigen. Aber die ent-
standene Funktionlist-apply hat nichts Fu§ball-spezi+sches mehr an sich. Wir wissen also
nichts Ÿber die Signatur der Elemente der Eingabeliste. Wir schreiben dort also eine Signaturva-
riable hin:

(: list-apply ((... -> ...) (list-of %element) -> (list-of ...)))

Nun wissen wir, dass die Elemente der Eingabeliste als Eingabe fŸr die Funktionf verwendet wer-
den, wir kšnnen also auch dort%elementhinschreiben:

(: list-apply ((%element -> ...) (list-of %element)
-> (list-of ...)))

DieDe+nitionvonlist-apply legtauch fŸrdasErgebnisvonf keineSignatur fest.Wir schreiben
also auch da eine Signaturvariable hin:

(: list-apply ((%element -> %result) (list-of %element)
-> (list-of ...)))

Es fehlt nur noch die Signatur fŸr die Elemente der Ergebnisliste. DafŸr mŸssen wir den Aufruf
voncons betrachten, dessen erstes Argument gerade das Ergebnis des Aufrufs vonf ist. Dort muss
deshalb auch%result hin:

(: list-apply ((%element -> %result) (list-of %element)
-> (list-of %result)))

Bei solchen Signaturen, in denen Ÿberhaupt nichts Ÿber die Signaturvariablen bekannt ist, ist es
Ÿblich, kŸrzere Namen fŸr die Signaturvariablen zu wŠhlen, zum Beispiel so:

(: list-apply ((%a -> %b) (list-of %a) -> (list-of %b)))

Fertig!
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Schreibe auchlist-team-goals so um, dass eslist-apply verwendet. Du musst einen Šhn-
lichen Trick verwenden wie bei der Kombination vonextract-list undplays-game? im vo-
rigen Abschnitt auf Seite $&!. !

Die Funktionlist-apply ist Šhnlich praktisch wiefilter aus dem vorigen Abschnitt und ist
darum unter dem Namenmapfest eingebaut.
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In Abschnitt '." haben wir auf Seite "') die Funktionenlist-sum undlist-product geschrie-
ben, welche die Summe einer Liste von Zahlen bildet:

; Summeder Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-sum ((list-of number) -> number))

(define list-sum
(lambda (list)

(cond
((empty? list) 0)
((cons? list)
(+ (first list) (list-sum (rest list)))))))

; Produkt der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-product (list-of-numbers -> number))

(define list-product
(lambda (list)

(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(* (first list) (list-product (rest list)))))))

Die De+nitionen vonlist-sum und list-product unterscheiden sich, bis auf den Namen,
nur an zwei Stellen: im Zweig fŸrempty, wo das jeweilige neutrale Element steht, und im Zweig
fŸrcons, wo die Funktion steht, die benutzt wird, um das erste Element mit dem Ergebnis des re-
kursiven Aufrufs zu kombinieren. Es ist also eine gute Idee zu abstrahieren! Wir gehen wieder nach
Konstruktionsanleitung $! auf Seite $%% vor. Weil wir noch nicht genau wissen, was die Funktion
machen wird, nennen wir siexxx in der Ho.nung, dass uns spŠter ein besserer Name einfŠllt:

(define xxx
(lambda (list)

(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(* (first list) (xxx (rest list)))))))
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Als NŠchstes mŸssen wir die Unterschiede zwischen den beiden Funktionen durch neue Varia-
blen ersetzen, das sind hier gerade1 und * . Die neuen Variablen nennen wirfor-empty und
for-cons , weil sie in den Zweigen fŸremptyrespektivecons stehen:

(define xxx
(lambda (list)

(cond
((empty? list) for-empty)
((cons? list)
(for-cons (first list) (xxx (rest list)))))))

FŸr den nŠchsten Schritt fŸgen wir die neuen Variablen zum bestehendenlambdahinzu. Wir mŸs-
sen wieder darauf achten, die Variablen auch zum rekursiven Aufruf hinzuzufŸgen:

(define xxx
(lambda (for-empty for-cons list)

(cond
((empty? list) for-empty)
((cons? list)
(for-cons (first list)

(xxx for-empty for-cons (rest list)))))))

Diese Funktion kann sowohl die Aufgabe vonlist-sum als auch die vonlist-product erledi-
gen:

(xxx 0 + (list 1 2 3 4))
"! 10

und so aufmultiplizieren:

(xxx 1 * (list 1 2 3 4))
"! 24

Als NŠchstes steht nach Konstruktionsanleitung die Signatur fŸr die neue Funktion an. Es liegt na-
he, die Signatur vonlist-sum beziehungsweiselist-product zu verallgemeinern. FŸr den neu-
en Parameterfor-empty verwenden wir die Signatur von0 und1, alsonumber. FŸrfor-cons
verwenden wir die Signatur von+ und* , also(number number -> number):

(: xxx (number (number number -> number) (list-of number) -> number))

BeinŠhererBetrachtungstehtaber inderDe+nitionvonxxx allerdingsnichtsÇzahlenspezi+schesÈ,
wir kšnnten also versuchen,numberdurch eine Signaturvariable zu ersetzen, wie wir es auch bei
list-apply beziehungsweisemapim vorigen Abschnitt gemacht haben:
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(: xxx (%a (%a %a -> %a) (list-of %a) -> %a))

Das hei§t, wir kšnnten versuchen,xxx mit etwas aufzurufen, das keine Liste von Zahlen ist. Wir
brauchen dafŸr ein passendes zweites Argument, also eine Funktion, deren Signatur die Form(%a
%a -> %a)hat. Ein Beispiel ist die Funktionappend, die zwei Listen aneinanderhŠngt und fol-
gende Signatur hat:

((list-of %element) (list-of %element) -> (list-of %element))

Weil wir(list-of %element) fŸr %aeinsetzen, brauchen wir als weitere Argumente fŸrxxx
noch eine Liste als erstes und eine Liste von Listen als drittes Argument. Das kšnnte so aussehen:

(xxx empty append (list (list 1 2 3) (list 4 5 6) (list 7 8 9)))
"! #<list 1 2 3 4 5 6 7 8 9>

Wir kšnnen alsoxxx benutzen, um eine Liste von Listen Ç-achzuklopfenÈ.
Aber ist das schon die beste Signatur fŸrxxx? Wir kšnnen wie beilist-map untersuchen,

ob die%as tatsŠchlich alle gleich sein mŸssen. Um das herauszubekommen, kšnnten wir mal an-
nehmen, sie seien alle verschieden:

(: xxx (%a (%b %c -> %d) (list-of %e) -> %f))

Wenn wir aber die De+nition vonxxx genau anschauen, dann sehen wir, dass jeweils einige Signa-
turvariablen gleich sein mŸssen:

¥ Die Signatur%avonfor-empty muss die gleiche sein wie%f, weilfor-empty als Ergebnis
vonxxx verwendet wird.

¥ Die Signatur%bdes ersten Arguments vonfor-cons muss die gleiche sein wie die der Listen-
elemente%a, weil als erstes Argument(first list) verwendet wird.

¥ Die Signatur%cdes Arguments vonfor-cons muss die gleiche sein wie%f, weil das Ergebnis
vonxxx dort verwendet wird.

¥ Die Signatur%ddes Ergebnisses vonfor-cons muss ebenfalls die gleiche sein wie%f, weil der
Aufruf vonfor-cons als Ergebnis vonxxx verwendet wird.

Aber immerhin mŸssen%aund%bnicht gleich sein. Es bleibt:

(: xxx (%a (%b %a -> %a) (list-of %b) -> %a))

A!"#$%& /..

Verfolge die Auswertung von

(xxx 0 + (list 1 2 3))

im Stepper! !
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Im Stepper kannst Du sehen, dassxxx folgenderma§en arbeitet:

(xxx e c #<list a1 . . . an >)
"! . . ."!
( c a1 ( c a2 ( . . . ( c an u) . . .)))

Im Fall von0 und+ wird die Liste dann zu einem einzelnen Wert reduziert oder Çzusammengefal-
tetÈ, weswegen wir die Funktionlist-fold nennen.

Die Funktionsweise vonlist-fold kšnnen wir daran veranschaulichen, dass sich die ur-
sprŸngliche Liste auch als

(cons a1 (cons a2 ( . . . (cons an empty . . .)))

schreiben lŠsst. Das hei§t, an die Stelle voncons tritt cund an die Stelle vonemptytritt e.
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Kannst Du daraus ableiten, was hierbei herauskommt, ohne DrRacket zu benutzen?

(list-fold empty cons (list 1 2 3))

!

Eine andere, praktische Darstellung vonlist-fold ist, die Gleichung mit dem Operatorzwischen
den Operanden zu schreiben (und nicht davor). Um das deutlich zu machen, schreiben wir fŸr
for-cons nichtcsondern= :

(list-fold c = #<list a1 . . . an >)
"! . . ."!
a1 = (a2 = (. . . (an = e) . . .))

Die Funktionlist-fold ist erstaunlich vielseitig und kann die Aufgaben vieler anderer Funk-
tionen auf Listen erledigen. Zum Beispiel kšnnen wir unslist-apply noch einmal vorknšpfen
und versuchen, die De+nition mitlist-fold zu schreiben. Hier zur Erinnerung die bisherige
Fassung:

(define list-apply
(lambda (f list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))

(list-apply f (rest list)))))))
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Wir wollenlist-apply in folgende Form umschreiben:

(define list-apply
(lambda (f list)

(list-fold ...
...
list)))

Wir mŸssen passende Werte fŸr die beiden Parameter vonlist-fold +nden,for-empty und
for-cons . In list-apply steht imempty-Zweigempty.

Beifor-cons ist es nicht so o.ensichtlich. Wir kšnnen uns aber an der Signatur orientieren.
Gefragt ist eine Funktion mit zwei Argumenten: das erste ist das erste Listenelement, das zweite das
Resultat des rekursiven Aufrufs. Wir kšnnen also so anfangen:

(define list-apply
(lambda (f list)

(list-fold empt
(lambda (first-list result)

...)
list)))

ImRumpfdesneuenlambdamŸssenwirnunCodehinschreiben,derdemCodeauslist-apply
im cons-Zweig entspricht, also:

(cons (f (first list))
(list-apply f (rest list)))

Allerdings mŸssen wir die Parameter aus demlambdabenutzen, alsofirst-list undresult :
first-list ist gerade der Wert von(first-lits) , result das Resultat des rekursiven Auf-
rufs. Wir ersetzen also ÇrŸckwŠrtsÈ:

(define list-apply
(lambda (f list)

(list-fold empty
(lambda (first-list result)

(cons (f first-list)
result))

list)))

Fertig!
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Schreibe auf die gleiche Weiseextract-list mit Hilfe vonlist-fold um! !

Die Funktionlist-fold ist so praktisch, dass auch sie fest eingebaut ist, und zwar unter dem
Namenfold .

*.& SCH…NFINKELN

Vielleicht erinnerst Du Dich an die Funktionplays-game? auf Seite $%*. Wir haben sie geschrie-
ben, um mit Hilfe vonextract-list Spiele zu extrahieren, bei denen eine bestimmte Mann-
schaft mitspielt. Allerdings konnten wirplays-game? nicht direkt mitextract-list verwen-
den, weilextract-list eine einstellige Funktion akzeptiert,plays-game? aber zweistellig ist.
Wir musstenlambdaverwenden, um eine passende Funktion zu konstruieren. Zur Erinnerung,
das sah so aus:

(extract-list (lambda (game) (plays-game? " NŸrnberg " game))
season-2009/2010)

(extract-list (lambda (game) (plays-game? " Hamburg" game))
season-2009/2010)

Die beidenlambdas sind bis auf den Namen der Mannschaft fast identisch, das schreit mal wieder
nach Abstraktion! DafŸr brauchen wir eine Funktion, die solchelambdas wie oben erzeugt. Wenn
wir eins davon kopieren und gerade die unterschiedliche Stelle durch eine Variable ersetzen, sieht
das so aus:

(lambda (game) (plays-game? team game))

Jetzt mŸssen wir nochteamirgendwo binden. Es ist nicht sinnvoll, es zum existierendenlambda
hinzuzufŸgen Ð dann hŠtten wir wieder eine zweistellige Funktion. Stattdessen machen wir ein
lambdadrumherum und geben dem ganzen einen Namen:

(define plays-game?/team
(lambda (team)

(lambda (game) (plays-game? team game))))

(Der SchrŠgstrich gehšrt ganz normal zum Namen.)
Diese Funktion akzeptiert eine Mannschaft und liefert wieder eine Funktion, die fŸr fŸr Spiel

einen booleschen Wert liefert. Sie hat also folgende Signatur:
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(: plays-game?/team (team -> (game -> boolean)))

Jetzt kšnnen wir die Aufrufe vonextract-list mit Hilfe vonplays-game?/team schreiben:

(extract-list (plays-game?/team " NŸrnberg " )
season-2009/2010)

(extract-list (plays-game?/team " Hamburg" )
season-2009/2010)

Eine Šhnliche Konstruktion kšnnen wir fŸrteam-goals durchfŸhren, um es zum Beispiel einfa-
cher mitlist-apply zu verwenden. Dabei kommt folgende De+nition heraus:

(: team-goals/team (team -> (game -> natural)))
(define team-goals/team

(lambda (team)
(lambda (game)

(team-goals team game))))

Wir kšnnen wieder abstrahieren, nŠmlich Ÿberplays-game?/team undteam-goals/team Ð
die sind identisch bis auf die Funktion, die am Ende aufgerufen wird. Wir kopieren also wieder
und ersetzen diese Funktion durch die neue Variablef . Weil wir noch nicht absehen kšnnen, wo
die Reise hingeht, nennen wir die Funktion erstmal wiederxxx:

(define xxx
(lambda (team)

(lambda (game)
(f team game))))

FŸr den neuen Namen machen wir wieder ein neueslambda:

(define xxx
(lambda (f)

(lambda (team)
(lambda (game)

(f team game)))))

Wir brauchen eine Signatur. Da dreilambdas involviert sind, brauchen wir drei Pfeile. Au§erdem
ist das erste Argument fŸrf eine Funktion, die zwei Argumente akzeptiert Ð noch ein Pfeil:

(: xxx ((... ... -> ...) -> (... -> (... -> ...))))

Viele Pfeile Ð lass Dich nicht aus der Ruhe bringen!
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Wir abstrahieren zwar Ÿber zwei Funktionen, die sich mit Fu§ball beschŠftigen, aberschon wie-
derist es so, dass die entstandene Funktion nichts fu§ball-spezi+sches hat. Wir versuchen es deshalb
erst einmal wieder mit Typvariablen und fangen mit der Signatur vonf an. Wir nehmen einfach mal
drei verschiedene Variablen Ð gegebenenfalls +nden wir spŠter heraus, dass einige davon gleich sein
mŸssen:

(: xxx ((%a %b -> %c) -> (... -> (... -> ...))))

Innerhalb vonxxx wird f aufgerufen mitteamundgame, die zu den Signaturen%arespektive%b
gehšren. Die weitere Analyse wird darum vereinfacht, wenn wirteamin a undgamein b umbe-
nennen:

(define xxx
(lambda (f)

(lambda (a)
(lambda (b)

(f a b)))))

Mit diesen Namen wir den Rest der Signatur ablesen:

(: xxx ((%a %b -> %c) -> (%a -> (%b -> %c))))

Wie sollte die Funktion hei§en? TatsŠchlich ist sie berŸhmt und geht auf Arbeiten der Mathemati-
kerM%)!) S*+,#-"#.!/ undH').!// C0$$1 zurŸck. Im englischsprachigen Raum hei§t das
Verb dazu darumcurry, im deutschsprachigen Raumschšn!nkelnodercurry!zieren. Hier also die
+nale Version:

; Funktion schšnfinkeln
(: curry ((%a %b -> %c) -> (%a -> (%b -> %c))))

(define curry
(lambda (f)

(lambda (a)
(lambda (b)

(f a b)))))

Hier ist ein Testfall, dercurry zusammen mitplays-game? verwendet:

(check-expect (list-apply ((curry team-goals) " Hamburg" )
(filter ((curry plays-game?) " Hamburg" )

season-2009/2010))
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(list 1 4 4 3 3 1 1 3 0 3 2 2 0 1 0 4 2
2 0 1 3 3 0 0 1 2 2 0 0 2 0 1 4 1))
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Schreibe ein Beispiel, dascurry zusammen mitteam-goals verwendet! !

Die curry -Funktion macht aus einer zweistelligen eine einstellige Funktion, die aber im Prinzip
das gleiche macht. Um die zweistellige Funktion aufzurufen, muss das Programm beide Argumente
auf einmal liefern, im anderen Fall kommen sie nacheinander Ð aber das Ergebnis ist am Ende das
gleiche.

Wenn wir aus einer zweistelligen Funktion eine einstellige machen kšnnen (also eine einstellige
Funktion, die eine einstellige Funktion liefert), geht das auch umgekehrt? Na klar! Dazu drehen
wir die Signatur gegenŸbercurry um, indem wir die Teile vor und hinter dem Pfeil in der Mitte
vertauschen:

; Funktion entsch šnfinkeln
(: uncurry ((%a -> (%b -> %c)) -> (%a %b -> %c)))

Als Test lassen wiruncurry auf das Resultat voncurry los:

(check-expect ((uncurry (curry +)) 3 4) 7)

FŸr die Konstruktion orientieren wir uns wie beicurry an der Signatur:curry akzeptiert eine
Funktion und liefert eine zweistellige Funktion. Wir fangen deshalb folgenderma§en an:

(define uncurry
(lambda (f)

(lambda (a b)
...)))

Die innere Funktion soll einen Wert mit Signatur%cproduzieren. Um den zu bekommen, mŸssen
wir zunŠchstf mit einem Wert der Signatur%aaufrufen Ð den haben wir mita:

(define uncurry
(lambda (f)

(lambda (a b)
... (f a) ...))

Der Aufruf (f a) liefert wiederum eine Funktion mit Signatur(%b -> %c), wir mŸssen also
noch einmal Klammern drummachen und ein%bliefern Ð das ist in diesem Fallb:
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(define uncurry
(lambda (f)

(lambda (a b)
((f a) b))))

Fertig!
Damit ist die Transformation einIsomorphismus; es gilt folgende Gleichung fŸr Funktionenf

mit zwei Parametern:

(uncurry (curry f )) = f

A!"#$%& /.'(

Versuche, Funktionencurry3 unduncurry3 zu schreiben. Sie sollen wiecurry unduncurry
arbeiten, aber fŸr Funktionen mit drei statt nur mit zwei Eingaben. !

*.' LEXIKALISCHE BINDUNG

In diesem Abschnitt schreiben wir ausnahmsweise keine neuen Funktionen, sondern untersuchen
einen subtilen Aspekt des Verhaltens von Funktionen: den Umgang mit Variablen. Dir ist sicher
schon aufgefallen, dass wir in unterschiedlichen Funktionen oft die gleichen Namen verwenden,
zum Beispiel hier:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)

...))
(define run-over-dillo

(lambda (dillo)
...))

Obwohl der Parameter in beiden Funktionendillo hei§t, haben die beiden nichts miteinander zu
tun. Das kannst Du im Stepper nachvollziehen, wenn Du bei der Auswertung zusiehst. Du kannst
es aber auch direkt am Programm sehen. Um der Sache auf den Grund zu gehen, betrachten wir
folgendes Programm:

(define pi 3.14159265)

; Fl Šche eines Kreises ausrechnen
(: circle-area (real -> real))
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(check-expect (circle-area 5) 78.53981625)

(define circle-area
(lambda (radius)

(* pi radius radius)))

In dem Programm interessieren uns die Variablenpi undradius , die mehrmals auftauchen Ð man
spricht darum auch von unterschiedlichenVorkommendieser Variablen.

Die Auswertung des Tests fŸhrt dazu, dass im Rumpf deslambda von circle-area die
Variableradius ersetzt wird. Dieser Vorgang hei§t auchBindungund das ist so, weilradius als
Parameter imlambdasteht. Dieses Vorkommen als Parameter hei§t auchBindungder Variable.
Die beiden Vorkommen vonradius im Rumpf(* pi radius radius) , die ersetzt werden,
hei§engebundene Vorkommen. Auch daspi im Rumpf voncircle-area wird ersetzt und ist
darum ein gebundenes Vorkommen. Das dazugehšrige bindende Vorkommen steht imdefine
obendrŸber.

Je nachdem, ob die Bindung mitdefine oderlambdapassiert, verhŠlt sie sich unterschied-
lich. Das kannst Du sehen, wenn Du das obige Programm laufen lŠsst und in der REPLradius
undpi auswertest:

> radius
radius: Variable ist nicht definiert
> pi
3.14159265

Das hei§t,pi kšnnen wir Ÿberall benutzen: Man sagt auch, dasspi Ÿberall im Programmsichtbar
ist. Es handelt sich beipi um eineglobale Variable. Globale Variablen werden auch von Record-
De+nitionen mitdefine-record gebunden. Im Gegensatz dazu istradius nur im Rumpf des
lambdasichtbar, dessen Parameter es ist Ð es ist eine sogenanntelokale Variable.

LokaleVariablenentstehenau§erdemdurch lokaleDe+nitionenwiezumBeispielbeiderFunk-
tion home-points in Abschnitt *." auf Seite $#*. Wenn eine lokale De+nition am Anfang eines
lambda-Rumpfes steht, ist sie in dem Rumpf sichtbar. Wenn sie im Zweig einescondsteht, ist sie
nur in diesem Zweig sichtbar.

Die Beziehung zwischen den Bindung und gebundenen Vorkommen kannst Du in DrRacket
visualisieren, indem Du auf den KnopfSyntaxprŸfung (EnglischCheck Syntax) drŸckst und
dann mit dem Mauszeiger Ÿber Variablenvorkommen streichst. Abbildung *." zeigt exemplarisch,
wie das aussieht.
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Abbildung ).!: Anzeige von Bindung nach SyntaxprŸfung
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Probiere dieSyntaxprŸfung auf dem Fu§ball-Code aus und untersuche zum Beispiel die Varia-
blen in der Funktionhome-points . !

Eine dritte Kategorie von Bindung gibt es auch noch, nŠmlich die ÇeingebautenÈ Variablen
wiestring-append und+, die Šhnlich global sichtbar sind wie die globalen Variablen. Wenn Du
Ÿber sie nachSyntaxprŸfung streichst, wirdimportiert aus angezeigt.

Damit kšnnte man meinen, es sei alles zur Bindung gesagt: Globale und eingebaute Variablen
sind Ÿberall sichtbar; eine lokale Variable ist innerhalb ihreslambda-Rumpfes beziehungsweise
cond-Zweiges sichtbar. Aber was ist mit der folgenden Funktion?

(define f
(lambda (x)

(define y (+ x 1))
(lambda (x)

(+ x y))))

Die ist zugegeben kŸnstlich konstruiert. Aber wie verhŠlt sie sich?
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Was liefert die Auswertung von((f 1) 2) ? !

In dieser Funktion gibt eszweiVariablen namensx: Zwei Bindungen als Parameter und auch zwei
gebundende Vorkommen. Welche gebundenen Vorkommen gehšren zu welchen Bindungen? Hier
gilt die Regel der sogenanntenlexikalischen Bindung:
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Du +ndest die zu einem gebundenen Vorkommen zugehšrige Bindung, indem Du von innen nach
au§en in der Klammerstruktur der Funktion suchst: Die erste Bindung als Parameter oder lokale
De+nition, die Du so +ndest, gehšrt zu dem gebundenden Vorkommen.

Wenn Du auf diese Art und Weise keine Bindung +ndest, halte Ausschau nach einer globalen
De+nition. Wenn Du keine globale De+nition +ndest, muss es sich um eine eingebaute beziehungs-
weise importierte De+nition handeln.

Die lexikalische Bindung ordnet einer Bindung ihre gebundenden Vorkommen zu. Das bedeutet,
dass Du, wenn Du eine Bindung und all ihre gebundenen Vorkommen unbenennst, das Verhalten
des Programms nicht Šnderst. Entsprechend sind also Variablen, die zu unterschiedlichen Bindun-
gen gehšren, unterschiedliche Variablen. Wenn Du nach einer SyntaxprŸfung Ÿber einer Variable
das KontextmenŸ (Çrechte MaustasteÈ) aufrufst, gibt es dort einen Punktumbenennen, der das
Umbenennen automatisiert.

Die De+nition vonf kommt Dir vielleicht esoterisch vor Ð wir haben kŸnstlich unterschied-
liche Variablen gleichen Namens angelegt. TatsŠchlich haben wir aber schon oft Programme ge-
schrieben, bei denen mehrere Variablen gleichen Namens auftauchen, zuletzt zum Beispiel bei der
Funktionhome-points :

(: home-points (game -> points))
...
(define home-points

(lambda (game)
...))

Hier gibt es zwei Variablen namensgame: In der Signaturdeklaration ist das die Signaturgameaus
der gleichnamigen Record-De+nition. In der Funktion ist es der Parametergame. Dieser erfŸllt die
SignaturgameÐ darum haben die Signatur und der Parameter ja gerade den gleichen Namen, um
diese Beziehung deutlich zu machen.

Der Begri. Çlexikalische BindungÈ suggeriert, dass es noch andere Formen der Bindung gibt:
TatsŠchlich funktioniert Bindung in einigen anderen, vornehmlich Šlteren Sprachen, nach ande-
ren Prinzipien, oft unter dem Begri.dynamische Bindungzusammengefasst. Lexikalische Bindung
wird oft auchstatische Bindunggenannt. ÇStatischÈ bedeutet im Kontext der Programmierung
Çbevor das Programm lŠuftÈ und statische Bindung bedeutet, dass Du die Beziehung zwischen
Bindungen und gebundenen Vorkommen am Programmtext ablesen kannst. Bei dynamischer Bin-
dung ergibt sich diese Beziehung erst, wenn das Programm lŠuft.
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Man kšnnte meinen,jetztwŠre alles gesagt zur Bindung. Aber es gibt noch eine weitere Beson-
derheit, nŠmlich wenn in einer De+nition (gleich ob lokal oder global) die Variable, die de+niert
wird, auch gleich wieder auftaucht. Auch davon haben wir schon stŠndig Gebrauch gemacht, nŠm-
lich in rekursiven Funktionen, wo fŸr den rekursiven Aufruf genau die Variable benutzt wird, in
deren De+nition sie sich be+ndet.

A!"#$%& /.'+

Zu welchen Bindungen gehšren die gebundenden Vorkommen vonx in folgendem Programm?

(define g
(lambda (x)

(define x (+ x 1))
(define y (+ x 1))
(lambda (x)

(+ x y))))

Kannst Du vorhersagen Ð ohne es in der REPL auszuprobieren Ð was((g 1) 2) liefert? !

AUFGABEN
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Schreibe eine Funktionany?, die eine Liste akzeptiert sowie eine Funktion, die fŸr jedes Listenele-
ment entweder#t oder#f liefert.Any?soll#t zurŸckgeben, wenn mindestens die Funktion fŸr
mindestens ein Element der Liste#t zurŸckgibt, sonst#f .

Schreibe eine analoge Funktionevery? , die dann#t zurŸckgibt, wenn die Funktion fŸr alle
Elemente der Liste#t zurŸckgibt, sonst#f . Schreibe zunŠchst eine Fassung nach dem Muster von
any?. Schreibe eine zweite Fassung, die einfachany?aufruft und selbst keine Rekursion benutzt.

A!"#$%& /.'-

Schreibe Funktionenfeed-animals undrun-over-animals die mit Hilfe der Funktionen in
Abschnitt %.$ auf Seite ""& alle Tiere einer Liste fŸttert respektive ŸberfŠhrt.

A!"#$%& /.'.

Schreibe folgende Funktionen unter der Verwendung vonfilter !
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¥ Schreibe eine Funktionevens, welche die ungeraden Zahlen aus einer Liste entfernt,
¥ eine Funktioncount-zeroes , die in einer Liste von Zahlen die Nullen zŠhlt,
¥ und eine Funktionmultiples , die eine Zahln und eine Liste von Zahlen akzeptiert, und eine

Liste alle Vielfachen der Zahln liefert.
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Programmiere eine Funktionfilter-map , die als Argumente eine Funktionp mit einem Argu-
ment sowie eine Listel akzeptiert.Filter-map soll als Ergebnis die Liste der RŸckgabewerte von
p fŸr diejenigen Elemente vonl zurŸckgeben, fŸr diep nicht#f zurŸckgibt.

Beispiel:

(filter-map (lambda (x)
(if (even? x)

(+ x 1)
#f))

(list 1 2 5 17 24 13))
"! #<list 3 25>

A!"#$%& /.(0

Verwende die Funktionlist-fold um folgende Funktionen zu schreiben:
". Schreibe eine neue Version der Funktionlist-map , die eine Funktion auf jedes Element einer

Liste anwendet und die Liste der Ergebnisse liefert.
$. Schreibe eine Funktionlist-or , die eine Funktion auf alle Elemente einer Liste anwendet,

die jeweils ein Boolean liefert, und die Resultate mitor verknŸpft.
#. Schreibe eine Funktioncount-trues , die ein Funktion mit boolescher RŸckgabe auf alle

Elemente einer Liste anwendet und zŠhlt, wie hŠu+g#t zurŸckgegeben wird.
%.Schreibe eine Funktioncontains? , die#t liefert, wenn ein Element in einer Liste enthalten

ist, sonst#f .
&. Schreibe eine Funktionremove-duplicates , die alle doppelten Elemente aus einer Liste

+ltert.

A!"#$%& /.('

Fu§ballreporter zitieren gern obskure Fakten Ÿber vergangene Spiele, wenn sie zum Spielverlauf
wenig zu sagen haben.
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Hier ein Beispiel:

ÇIn der Saison $!!*/$!"! gab es ja immerhin vier Spieltage, an denen die grš§te Tor-
di.erenz kleiner als # war.È

". Stelle dem Fu§ballreporter Hilfsfunktionen zur VerfŸgung, die ihm erlauben, eine Antwort
auf solch eine Frage zu +nden:

An wie vielen Spieltagen der Saison #$$%/#$&$ war die grš§te Tordi"erenz kleiner als
'?

Schreibe mit Hilfe dieser Funktionen einen Ausdruck, der testet, ob die am Anfang dieser Auf-
gabe zitierte Aussage Ÿber die Tordi.erenzen in der Saison $!!*/$!"! stimmt!

(a) Schreibe eine Funktion, die aus einer Liste die Dubletten entfernt. Diese Funktion akzeptiert
eine Liste sowie eine Funktion, die zwei Elemente der Liste akzeptiert und zurŸckliefert, ob
diese gleich sind. (Also zum Beispiel= bei Listen von Zahlen.) Sie liefert dann eine Liste, in
der jedes Element Çnur einmal vorkommtÈ, also kein anderes, das dazu gleich ist.

(b) Schreibe eine Funktion, die aus der Liste aller Spiele eine Liste aller Spielplannummern ex-
trahiert.

(c) Schreibe eine Funktion, die aus der Liste aller Spiele eine Liste von Listen aller Spiele macht Ð
so dass in jeder Teilliste alle Spiele eines Spieltags zusammengefasst sind.

(d) Schreibe eine Funktion, welche die Tordi.erenz eines Spiels zurŸckliefert.
(e) Schreibe eine Funktion, welche das maximale Element einer Liste berechnet. Die Funktion

sollteneben derListeeineFunktion akzeptieren,dieberechnet, obeinElement Çkleineroder
gleichÈ einem anderen ist.

(f) Schreibe schlie§lich einen Ausdruck, der die Anzahl der Spieltage der Saison $!!*/$!"! lie-
fert, bei denen die grš§te Tordi.erenz kleiner als # war.

$. Schreibe AusdrŸcke, die folgende Fragen beantworten Ð entwickele dazu, falls nštig, weitere
Hilfsfunktionen:
¥ An welchem Spieltag gab es die meisten Heimsiege?
¥ An welchem Spieltag +elen die meisten Tore?
¥ Gab es mehr Siege fŸr die Heimmanschaften an ungeraden Spieltagen als an geraden?

A!"#$%& /.((

Betrachte das folgende Programm:

(define x 2) ; - - > zwei
(define y -1) ; - - > minuseins
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(define z -3) ; - - > minusdrei
(define f

(lambda (x z)
(+ (* x x) z y)))

(f 4 -2)

Benenne die Variablenx, y undz, die in den ersten drei Zeilen des Programms de+niert werden,
im kompletten Programm um, und zwarx in zwei,y in minuseins undz in minusdrei . Achte
bei der Umbenennung auf die lexikalische Bindung. Benenne keine Parameter der Funktionf um.

Nachdem Du die Umbenennung durchgefŸhrt hast, welches Ergebnis liefert der Ausdruck
(f 4 -2) ?

A!"#$%& /.()

Betrachte das folgende Programm:

(define x 2) ; - - > zwei
(define y 4) ; - - > vier
(define z ; - - > f

(lambda (x y z)
(+ x (z y))))

(z y x (lambda (z) (+ x z)))

Benenne die Variablenx, y undz, die in den ersten drei Zeilen des Programms de+niert werden,
im kompletten Programm um. Der neue Name der Variable steht als Kommentar im Programm
hinter dem Pfeil (--> ). Achte bei der Umbenennung auf die lexikalische Bindung. Benenne keine
Parameter der Funktionz um.

Berechne,nachdemDudieUmbenennungdurchgefŸhrthaben,vonHand(z y x (lambda
(z) (+ x z)))) und halte die Zwischenschritte fest.

A!"#$%& /.(*

Betrachte folgendes Programm:

(define x 1)
(define y 3)
(define z 5)
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(define f
(lambda (x)

((lambda (y)
((lambda (z)

(+ z (* x y)))
(+ x z)))

(+ x y))))
(f y)

Benenne hier alle lokalen Variablen, die innerhalb der Funktionf gebunden werden, um. Ver-
Šndere nicht den Namen der Variablenx, y undz aus den ersten drei Zeilen des Programms. Wel-
ches Ergebnis liefert der Ausdruck(f y) nach der Umbenennung?

A!"#$%& /.(+

Programmiere ein einfaches Telefonbuch: Ein Telefonbuch ist als Funktion reprŠsentiert, die den
Namen einer Person akzeptiert und die Telefonnummer der Person zurŸckliefert.

". De+niere zunŠchst eine Signaturphonebook-result fŸr das Ergebnis des Nachschlagens in
einem Telefonbuch. Ein solches Ergebnis ist entweder eine Telefonnummer oder ein Wert, der
Çnicht gefundenÈ darstellt,
Die Signatur des Telefonbuchs ist(string -> phonebook-result) .

$. De+niere einen Wertempty-phonebook, der das leere Telefonbuch reprŠsentiert.
#. De+niere eine Funktionadd-to-phonebook , die ein Telefonbuch, einen Namen und eine

Telefonnummer erwartet und das um den neuen Eintrag erweiterte Telefonbuch zurŸckliefert.
%.Schreibe eine Funktionlookup-in-phonebook , die ein Telefonbuch und einen Namen ei-

ner Person erwartet und die Nummer der Person im Telefonbuch zurŸckliefert. Beispiele:
¥ (lookup-in-phonebook empty-phonebook " Hans" ) liefert Çnicht gefundenÈ.
¥ (lookup-in-phonebook

(add-to-phonebook empty-phonebook " Hans" " 754829" )
" Hans" )

liefert die Nummer (&%)$*.
¥ (lookup-in-phonebook

(add-to-phonebook empty-phonebook " Hans" " 754829" )
" Lea" )

liefert Çnicht gefundenÈ.
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Diese Aufgabe ist fŸr Dich geeignet, falls Du das entsprechende Wissen aus der Mathematik besitzt:
Ein Polynom ist eine Funktion vonR nachR und hat folgende Form:

p(x) = a0 + a1 , x + a2 , x2 + . . . + an , xn

Ein Polynom wird also eindeutig durch die Koe,zientena0 bisan bestimmt.
". Schreibe die Datende+nition fŸr Polynome.
$. Programmiere eine Funktionpolynomial+ , die zwei Polynome addiert. Schreibe ggf. zutref-

fende Eigenschaften auf und ŸberprŸfe diese!
#. Programmiere eine Funktionpolynomial* , die zwei Polynome multipliziert. Beispielsweise

werden die Polynomea0 + a1x undb0 + b1x nach folgendem Schema multipliziert:

a0 , (b0 + b1 , x)

+ a1x , (b0 + b1 , x)

= a0 , b0 + a0 , b1x + a1 , b0x + a1 , b1x2

Schreibe ggf. zutre.ende Eigenschaften auf und ŸberprŸfe diese!
%.Schreibe eine Funktionpolynomial-function , die ein Polynom akzeptiert und eine Funk-

tion liefert, die ein Polynom an einer bestimmten Stelle auswertet, also gerade der Funktionp
aus der De+nition entspricht.

&. Die Ableitung eines Polynomsp wie oben ist bekanntlich durch

p&(x) = a1 + 2 , a2 , x + 3 , a3 , x2 + . . . + n , an , xn # 1

gegeben. Schreibe die Funktionpolynomial-derivative , die von einem gegebenen Poly-
nom das abgeleitete Polynom berechnet.

A!"#$%& /.(-

Listen lassen sich nach verschiedenen Kriterien sortieren: zum Beispiel aufsteigend, absteigend,
oder abhŠngig von einem Feld der Elemente. So kann eine Liste von Fu§ballspielen nach der Ge-
samtanzahl der Tore, der Anzahl der Tore des Heimteams oder der Anzahl der Tore des GŠsteteams
oder der Anzahl der Tore der gewinnenden Mannschaft sortiert werden. Das Kriterium fŸr die
Sortierung wird durch eine Funktion festgelegt, die ermittelt, ob ein Elemente vor einem anderen
stehen soll.



!(' LEXIKALISCHE BINDUNG

". Schreibe eine Funktion, die eine Liste nach einem beliebigen Kriterium sortiert. Die Funktion
sollte folgende Signatur haben:

(: list-sort ((%a %a -> boolean) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Das erste Argument ist eine Funktion, die eineOrdnungrealisiert, also zwei Elemente ver-
gleicht, und#t zurŸckliefert, falls sie schon in der richtigen Reihenfolge sind und#f , falls
nicht. Zum Beispiel kšnnen<= oder>= fŸr das Sortieren von Listen von Zahlen verwendet
werden.

$. Benutze diese Funktion, um eine Liste von Fu§ballspielen nach den folgenden Kriterien zu
sortieren:
¥ Gesamtanzahl der Tore,
¥ Anzahl der Tore der Heimmannschaft,
¥ Anzahl der Tore des Gastmannschaft oder
¥ Anzahl der Tore der gewinnenden Mannschaft

A!"#$%& /.(.

Folgen mit unendlicher LŠnge lassen sich als zusammengesetzte Daten mit zwei Komponenten
reprŠsentieren: Dabei ist die erste Komponente das erste Element der Folge und die zweite eine
Funktion ohne Parameter, die, wenn sie angewendet wird, eine Folge mit den restlichen Elementen
ohne das erste liefert. Solche unendlichen Folgen hei§enStreams. Schreibe Daten- und Record-
De+nition fŸr Streams!

Folgende Funktion soll einen Stream aus natŸrlichen Zahlen liefern, ab einer Zahln:

; Stream mit Zahlen ab n erzeugen
(: from (natural -> stream))
(define from

(lambda (n)
(make-stream n

(lambda () (from (+ n 1))))))

(Dabei ist angenommen, dass der Konstruktor der Record-De+nitionmake-stream hei§t.) Zur
Betrachtung von Streams ist folgende Funktion nŸtzlich, welche die erstenn Elemente eines Stre-
ams als Liste extrahiert:

; erste Elemente eines Streams in eine Liste extrahieren
(: stream-take (natural stream -> (list-of %a)))
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(define stream-take
(lambda (n stream)

(if (= n 0)
empty
(cons (stream-first stream)

(stream-take (- n 1)
((stream-rest-function stream)))))))

(Dabeihabenwirangenommen,dassdieSelektorenstream-first undstream-rest-function
hei§en.)

Stream-take lŠsst sich zum Beispiel auf das Ergebnis vonfrom anwenden:

(stream-take 17 (from 4))
"! #<list 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20>

Programmiere einige intellektuelle Herausforderungen mit Streams!
". Programmiere eine Funktionstream-drop , die eine natŸrliche Zahln und einen Stream ak-

zeptiert, und einen neuen Stream liefert, der aus dem alten durch Weglassen der erstenn Ele-
mente entsteht:

(stream-take 17 (stream-drop 3 (from 4)))
"! #<list 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23>

$. Programmiere eine Funktionstream-filter analog zufilter :

(stream-take 10 (stream-filter odd? (from 1)))
"! #<list 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19>

#. Programmiere eine Funktiondrop-multiples , die eine Zahln und einen Stream von Zah-
lens akzeptiert.Drop-multiples soll einen Stream liefern, in dem gegenŸbers alle Vielfa-
chen vonn entfernt wurden:

(stream-take 10 (drop-multiples 3 (from 1)))
"! #<list 1 2 4 5 7 8 10 11 13 14>

%.Schreibe eine Funktionsieve , die aus einem Stream von Zahlen all diejenigen Zahlen ent-
fernt, die Vielfache von VorgŠngern im Stream sind:

(stream-take 10 (sieve (from 2)))
"! #<list 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29>

Um was fŸr Zahlen handelt es sich in dem Beispielaufruf und warum?
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&. Schreibe eine Funktionpowers, die fŸr eine Zahln einen Stream ihrer Potenzen liefert:

(stream-take 10 (powers 2))
"! #<list 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024>

'. Schreibe eine Funktionstream-mapanalog zulist-map :

(stream-take 10 (stream-map (lambda (x) (+ x 1)) (from 1)))
"! #<list 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11>

(. Schreibe eine Funktionmerge, die zwei aufsteigende Streams von Zahlen zu einem aufsteigen-
den Stream der Elemente beider Streams vereinigt:

(stream-take 10 (merge (powers 2) (powers 3)))
"! #<list 2 3 4 8 9 16 27 32 64 81>

). Schreibe eine De+nition fŸr einen Stream aufsteigend sortierter Potenzen von Primzahlen:

(stream-take 10 prime-powers)
"! #<list 2 3 4 5 7 8 9 11 13 16>

De+niere dazu zunŠchst einen Stream aus Streams von Potenzen

(define prime-powers-stream (stream-map powers (sieve (from 2))))

De+niere eine Funktionmerge-streams, welche diesen Stream akzeptiert und die Elemente
der Streams ausprime-powers-stream mit Hilfe vonmergeaufsteigend sortiert.
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Betrachte folgende mysterišse Funktion:

(: // ((%a -> (%b -> %b)) (list-of %a) -> (%b -> %b)))

(define //
(lambda (proc lis)

(cond
((empty? lis)
(lambda (y)

y))
((cons? lis)
(lambda (y)
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((proc (first lis))
((// proc (rest lis))
y)))))))

Hinweise:Beachte die Signaturen! In mehreren Teilaufgaben gibt es Gelegenheiten,curry bezie-
hungsweiseuncurry zu benutzen.

¥ Vergleiche die Funktion mitlist-fold und beschreibe, wie// undlist-fold zueinander
in Beziehung stehen. Schreibe, falls mšglich, eine De+nition von// , dielist-fold benutzt
und umgekehrt.

¥ Schreibe mit Hilfe von// eine Funktionlist-sum , welche die Elemente einer Liste addiert.
¥ Schreibe eine Funktioninsert , die eine reelle Zahln akzeptiert und eine Funktion zurŸcklie-

fert, die eine aufsteigend sortierte Liste von reellen Zahlen konsumiert und eine Liste zurŸck-
liefert, in dern an die entsprechende Stelle der Liste einsortiert wurde.

¥ Schreibe mit Hilfe von// eine Funktion, die eine Liste von reellen Zahlen aufsteigend sortiert.

A!"#$%& /.)0

Betrachte folgendes mysterišse Programm:

(define y
(lambda (f)

((lambda (x)
(f (lambda (z) ((x x) z))))

(lambda (x)
(f (lambda (z) ((x x) z)))))))

(define m
(y
(lambda (f)

(lambda (x)
(cond

((= x 1)
1)

((> x 1)
(* x (f (- x 1)))))))))
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Probieremaus Ð was macht die Funktion?
DieFunktiony wirdauchFixpunktkombinatorgenannt.DasThemakommt inAbschnitt "%.).#

auf Seite %&! noch einmal ausfŸhrlich:
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Beweise, dass fŸr Funktionenp1 mit einem Parameter, die einparametrige Funktionen zurŸckge-
ben, und Funktionenp2 mit zwei Parametern gilt:

(curry (uncurry p1)) = p1

(uncurry (curry p2)) = p2

A!"#$%& /.)(

Eine Funktionf istidempotent, wenn gilt:

(compose f f ) = f

Zeige, dass folgende Funktion idempotent ist:

(define abs
(lambda (x)

(if (negative? x)
(- x)
x)))

Welche anderen idempotente Funktionen kennst Du?
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Manche Berechnungen funktionieren am einfachsten, wenn sie ein Zwischenergebnis mitfŸhren
und aktualisieren. Die bisherigen Konstruktionsanleitungen fŸr Funktionen, die Listen oder na-
tŸrliche Zahlen verarbeiten, kšnnen das aber nicht. Wir brauchen dafŸr eine neue Programmier-
technik, das Programmieren mitAkkumulatoren, und entsprechend angepasste Konstruktionsan-
leitungen. Beides behandeln wir in diesem Kapitel.

#".# ZWISCHENERGEBNISSE MITF†HREN

akkumulatoren/accumulator.rkt Code

Wir fangen mit einer scheinbar einfachen Funktion an: Gefragt ist eine Funktion, die eine Liste
invertiert, also die Reihenfolge ihrer Elemente umdreht:

; Liste umdrehen
(: invert ((list-of %a) -> (list-of %a)))

(check-expect (invert empty) empty)
(check-expect (invert (list 1 2 3 4)) (list 4 3 2 1))

GerŸst und Schablone sehen wie folgt aus:

(define invert
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (invert (rest list)) ...
... (first list) ...))))

Um den Rumpf zu vervollstŠndigen, kšnnen wir uns an dem zweiten Testfall orientieren Ð da ist
list die Liste mit den Elementen " $ # %. Entsprechend ist(first list) die Zahl ",(rest
list) die Liste mit den Elementen $ # %, das hei§ der rekursive Aufruf liefert die Liste mit den
Elementen % # $. Um das gewŸnschte Ergebnis mit den Elementen % # $ " zu bekommen, mŸssen
wir deshalb(first list) hinten an das Ergebnis des rekursiven Aufrufs anhŠngen.

UmeinElementhintenaneineListezuhŠngen,habenwirbishernochkeine fertigeFunktionÐ
die mŸssen wir erst noch schreiben. Wir kšnnten die Arbeit jetzt unterbrechen, um das zu tun. Wir

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/akkumulatoren/accumulator.rkt
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machen erstmal nur eine Notiz, dass wir das spŠter machen Ð in Form einer Kurzbeschreibung und
einer Signatur:

; Element an Liste anhŠngen
(: append-element ((list-of %a) %a -> (list-of %a)))

Wenn wir diese Funktion voraussetzen, kšnnen wirinvert recht einfach fertigschreiben:

(define invert
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(append-element (invert (rest list))

(first list))))))

Die Funktionappend-element ist ganz Šhnlich der Funktionconcatenate aus Abschnitt '.&.
ZunŠchst TestfŠlle:

(check-expect (append-element (list 1 2 3) 4) (list 1 2 3 4))
(check-expect (append-element empty 4) (list 4))

GerŸst und Schablone:

(define append-element
(lambda (list element)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (append-element (rest list) element) ...))))

Im cons-Fall kšnnen wir auch hier die Lšsung anhand eines Beispiels +nden: Im Testfall hatlist
die Elemente " $ #, der rekursive Aufruf liefert also $ # %. Wir mŸssen(first list) , also die ",
nur noch vorne dranhŠngen, mitcons. Im empty-Fall hŠngen wirelement hinten an eine leere
Liste Ð wir brauchen deshalb eine einelementige Liste mitelement drin, das kšnnten wir mit der
eingebautenlist machen:

(define append-element
(lambda (list element)

(cond
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((empty? list) (list element))
((cons? list)
(cons (first list)

(append-element (rest list) element))))))

Hier wollten wir gern ÇFertig!È wie sonst auch schreiben, aber die Funktion funktioniert nicht:
DrRacket beschwert sich, dass nach der š.nenden Klammer von(list element) keine Funk-
tion steht sondern#<empty-list> . Wups! Das liegt daran, dass wir zwar in(list element)
die eingebaute Funktionlist gemeint haben, wir aber auch einen Parameter mit dem Namen
list benutzen, und der Ÿberdeckt nach den Regeln der lexikalischen Bindung aus Abschnitt *.'
auf Seite $'' die eingebaute Funktion.

Wir kšnnen das Problem auf zwei Arten lšsen Ð wir benennen den Parameter um oder wir
konstruieren die einelementige Liste Çvon HandÈ. Wir haben uns fŸr letzteres entschieden:

(define append-element
(lambda (list element)

(cond
((empty? list) (cons element empty))
((cons? list)
(cons (first list)

(append-element (rest list) element))))))

Doch zurŸck zuinvert . Schon das Invertieren von Listen der LŠnge "!!! eine ganze Wei-
le. Du kannst das ausprobieren, indem Du die Funktioncopies aus Abschnitt (.$ auf Seite $!!
verwendest und das hier in der REPL auswertest:

(invert (copies 1000 42))

Das dauert auf dem alten Computer von Michael Sperber immerhin ein paar Sekunden: Das wŠre
vielleicht in den (!er Jahren noch akzeptabel gewesen. Das Invertieren einer Liste der LŠnge %!!
dauertmehrals doppelt so lang wie das Invertieren einer Liste der LŠnge $!! benštigt. Das liegt dar-
an, dassinvert bei jedem rekursiven Aufrufappend-element aufruft, undappend-element
selbst macht soviele rekursive Aufrufe wie die Liste lang ist. Das sind fŸr eine Liste der LŠnge $! fŸr
den ersten Aufruf vonappend-element "* Aufrufe, fŸr den zweiten ") Aufrufe undsoweiter.

Das sind also19 + 18 + 17 + . . . + 1 rekursive Aufrufe. Vielleicht erinnerst Du Dich Ð das
ist ein Beispiel fŸr die Gau§sche Summenformel, siehe Abschnitt ).$ auf Seite $"#:

5n - N :
n)

i =0

i =
n , (n + 1)

2
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Abbildung !*.!: Funktionaufrufe bei invert

Wenn Du diese Formel fŸr immer grš§er werdenden ausrechnest, wird die Zahl schwindelerregend
schnell grš§er, wie Abbildung "!." zeigt. Woran liegt das?

Wenn Du die rechte Seite ausmultiplizierst, steht da:

n , (n + 1)
2

=
n2 + n

2

In der Formel bestimmt dasn2 das schnelle Wachstum, auchquadratischgenannt.
Zum GlŸck gibt es eine bessere Methode, eine Liste umzudrehen: Die obigeinvert -Funk-

tion konstruiert die Ergebnisliste, indem stets ElementehintenangehŠngt werden. Das entspricht
nicht der ÇnatŸrlichenÈ Konstruktion von Listen mitcons, das ein ElementvornanhŠngt. Das Er-
gebnis lie§e sich durch AnhŠngen vorn ganz einfach konstruieren, indem in folgender Reihenfolge
Zwischenergebnisse berechnet werden, wie hier fŸr den Testfall(invert (list 1 2 3 4)) :

#<empty-list>
#<list 1>
#<list 2 1>
#<list 3 2 1>
#<list 4 3 2 1>
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JedesZwischenergebnisentstehtausdemvorhergehenden, indemeinElementvornandieListedar-
Ÿber angehŠngt wird. Dies geschieht in der Reihenfolge, in der die Elemente in der ursprŸnglichen
Liste auftreten: scheinbar einfach. Allerdings erlaubt die normale Konstruktionsanleitung fŸr Lis-
ten nicht, dieses Zwischenergebnis mitzufŸhren: Das Ergebnis des rekursiven Aufrufs(invert
(rest lis)) ist unabhŠngig vom Wert von(first lis) . Damit aber ist es der Funktion aus
der normalen Konstruktionsanleitung unmšglich, die obige Folge von Zwischenergebnissen nach-
zuvollziehen, da von einem Zwischenergebnis zum nŠchsten gerade(first lis) vorn angehŠngt
wird. Wir mŸssen also etwas anders an das Problem herangehen.

Um das Zwischenergebnis mitzufŸhren, benutzen wir einen separaten Parameter, einen soge-
nanntenAkkumulator. Dieser sammelt die invertierte Liste der bisher schon ÇgesehenenÈ Elemen-
te auf. Hier ist die Signatur der neuen Funktioninvert-helper :

; Hilfsfunktion zum Umdreheneiner Liste
(: invert-helper ((list-of %a) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Der folgende Testfall soll illustrieren, wie die Funktion arbeitet:

(check-expect (invert-helper (list 4 5 6) (list 3 2 1))
(list 6 5 4 3 2 1))

Die zweite Liste Ð der Akkumulator Ð enthŠlt die Çbereits invertiertenÈ Elemente. Die erste Liste
ist noch nicht verarbeitet; die Elemente werden nacheinander an den Akkumulator vorn drange-
hŠngt. FŸr die De+nition der Funktion setzen wir erst einmal die bereits bekannte Schablone ein
fŸr Funktionen, die eine Liste akzeptieren:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
... (first list) ...
... (invert-helper (rest list) ...) ...))))

Ziemlich viele LŸcken noch! FŸllen wir erstmal die einfachste, imempty-Fall: Dann nŠmlich hat
die Funktion schon Çalle Elemente gesehenÈ und diese in den Akkumulatorinverted Çhinein-
akkumuliertÈ Ð der enthŠlt dann die invertierte Eingabeliste:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)

(cond
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((empty? list) inverted)
((cons? list)
... (first list) ...
... (invert-helper (rest list) ...) ...))))

Im cons-Fall mŸssen wir das Argument zum zweiten Parameter voninvert-helper ergŠnzen:
Wir sind natŸrlich versucht, da einfachinverted hinzuschreiben wie bei vielen anderen rekursi-
ven Funktionen vorher. Aber wir mŸssen doch die Elemente vonlist da noch Çhineinakkumulie-
renÈ und aus dem vorigen Zwischenergebnis das nŠchste machen. FŸr das ÇHineinakkumulierenÈ
nehmen wir das erste Element und hŠngen es vorn an, so wie wir es in der Beispielrechnung auch
gemacht haben:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)

(cond
((empty? list) inverted)
((cons? list)
...
(invert-helper (rest list)

(cons (first list) inverted))
...))))

Was mŸssen wir noch dazuschreiben? Die Funktion arbeitet schon die Eingabeliste ab und akku-
muliert ihre Elemente ininverted hinein. Sie ist bereits fertig, wir mŸssen nur die Ellipsen weg-
machen:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)

(cond
((empty? list) inverted)
((cons? list)
(invert-helper (rest list)

(cons (first list) inverted))))))

Die Funktion kann schon was, ist aber nicht identisch zur ursprŸnglicheninvert -Funktion, die
ja nur eine Eingabe hat. Um Çeinfach nur eine Liste umzudrehenÈ, kšnnen wirinvert-helper
mit einem leeren Akkumulator aufrufen, wie in diesem Testfall:

(check-expect (invert-helper (list 1 2 3) empty)
(list 3 2 1))
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A!"#$%& '0.'

De+niereinvert um, so dass esinvert-helper benutzt! !

Die neue Version voninvert benutzt keine Hilfsfunktion und macht soviele rekursive Aufrufe
wie die Eingabeliste Elemente hat, ihre Laufzeit wŠchst alsolinear.

Die Funktioninvert ist so nŸtzlich, dass sie unter dem Namenreverse eingebaut ist.

#".! SCHABLONEN F†R FUNKTIONEN MIT AKKUMULATOR

Auch fŸr Funktionen mit Akkumulator entwickeln wir eine Konstruktionsanleitung. Vorher wol-
len wir aber noch einmal anhand eines weiteren Beispiels Revue passieren lassen, wie der Konstruk-
tionsprozess bei solchen Funktionen eigentlich genau aussieht. Wir nehmen uns eine Funktion vor,
die wir eigentlich schon kennen, nŠmlich aus Abschnitt '." auf Seite "'):

; Summeder Elemente einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-sum ((list-of number) -> number))

Wir nehmen uns allerdings diesmal vor, mit Akkumulator zu arbeiten. Dazu mŸssen wir uns Ÿber-
legen, was fŸr Information der Akkumulator eigentlich akkumulieren soll. Das sollte einZwischen-
ergebnissein, eine vorlŠu+ge Version des gewŸnschten Endergebnisses. Da hier das Endergebnis die
Summe aller Listenelemente ist, nehmen wir als Zwischenergebnis die Summe aller Listenelemente,
die unsere Funktion schon ÇgesehenÈ hat und nennen essum. Wir schreiben folgende Schablone:

(define list-sum-helper
(lambda (list sum)

(cond
((empty? list) ... sum ...)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list)

(... (first list) ... sum ...))))))

Warum sieht sie gerade so aus, beziehungsweise: Was ist der Unterschied zur ganz normalen Scha-
blone fŸr Listen als Eingabe aus Konstruktionsanleitung ") auf Seite "(&? Hier ist sie zur Erinnerung
noch einmal:

(define f
(lambda (... list ...)
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(cond
((empty? list ) ...)
((cons? list )
...
(first list )
( f (first list ))
...
))))

Im empty-Zweig steht der Akkumulatorsum, wŠhrend in der Schablone aus Konstruktionsanlei-
tung ") gar nichts steht: Hier ist die Liste am Ende und es ist Zeit, das Endergebnis auszurechnen,
das imempty-Zweig herauskommen soll. Weil der Akkumulator ein Zwischenergebnis ist, muss
er am Schluss zumindest nah am Endergebnis dran sein. Meististdas letzte Zwischenergebnis das
Endergebnis.

Im cons-Fall steht ein rekursiver Aufruf mit(rest list) als Listen-Argument Ð wie in
Konstruktionsanleitung ") auch. Au§erdem steht dort eine Hilfestellung fŸr die Berechnung des
Akkumulator-Arguments, also des nŠchsten Zwischenergebnisses. Da sollte das letzte Zwischen-
ergebnis Ð hiersumÐ und das nŠchste Listenelement(first list) eingehen. Darum stehen
sie in der Schablone. Dieser Teil der Schablone ist also nur eine Erweiterung der ursprŸnglichen
Schablone.

Au§erdem fŠllt Dir vielleicht auf, dass um den rekursiven Aufruf herum keine Ellipsen...
stehen: Du solltest da nichts drumherum schreiben. Das liegt daran, dass der letzte rekursive Auf-
ruf vonlist-sum-helper am Ende der Liste das Ergebnis produziert Ð das muss die Funktion
einfach unverŠndert zurŸckliefern, und darum steht da nichts drumherum.

Um die Funktion zu vervollstŠndigen, mŸssen wir noch klarer als bisher formulieren, was ge-
nau der AkkumulatorsumreprŠsentiert. Oben haben wir etwas salopp geschrieben, dass es sich um
die Summe aller Listenelemente handelt, welche die Funktion schon ÇgesehenÈ hat. Die sind aber
fŸr list-sum-helper gar nicht mehr sichtbar. Wir kšnnen sie sichtbar machen, indem wir die
Funktionlist-sum einbeziehen, dielist-sum-helper aufruft. Hier ist die Schablone dafŸr:

(define list-sum
(lambda (list0)

(list-sum-helper list0 ...)))

Wir haben bewusst den Namenlist0 gewŠhlt, damit wir ihn nicht mit demlist aus der Funk-
tion list-sum-helper durcheinanderbringen. (Anders als noch beireverse Ð wir versuchen,
es besser zu machen.)
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list

list0

ÇgesehenÈ

Abbildung !*.": Gesehene Elemente einer Liste in einer Funktion mit Akkumulator

Abbildung "!.$ zeigt die Beziehung zwischenlist0 undlist : list0 ist die Listealler Ele-
mente,list markiert die Stelle, an der sichlist-sum-helper gerade be+ndet, besteht also aus
noch nicht gesehenen Elementen.

Bevor wir nun die Schablone ausfŸllen, sollten wir Ÿberlegen, in welchem VerhŠltnislist0 ,
list undsumstehen. Hier ist das nŠmlich noch einfach, aber bei machen Funktionen mit Akku-
mulator werden wir sehen, dass es schwieriger ist. In diesem Fall kšnnte das so aussehen:

sumist die Summer aller Elemente inlist0 vorlist .

Diese Aussage sollten wir als Kommentar in die Funktion schreiben, denn daraus ergibt sich alles
weitere. Weil sie so wichtig ist, hat sie einen eigenen Namen:Invariante. (ÇVarioÈ hei§t im Latei-
nischen Çsich ŠndernÈ, entsprechend ist eine In-variante etwas, was sich nicht verŠndert.)

UmdieFunktion fertigzustellen, fangenwirdamitan,dieLŸcke inlist-sum zuschlie§en,die
list-sum-helper mit list0 aufruf.List0 undlist sind also gleich Ð es gibt keine Elemente
Çvorlist È. Die Summe dieser leeren Liste ist0 und damit auch das Argument im Aufruf von
list-sum-helper :

(define list-sum
(lambda (list0)

(list-sum-helper list0 0)))

Als nŠchstes ist derempty-Zweig dran. Hier istsumdie Summe aller Elemente vorlist , und, weil
list leer ist, sind dasalleElemente vonlist0 . Deswegen istsumdas gewŸnschte Endergebnis.
Zwischenstand:

(define list-sum-helper
; sum ist die Summealler Elemente in list0 vor list
(lambda (list sum)

(cond
((empty? list) sum)
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((cons? list)
(list-sum-helper (rest list)

(... (first list) ... sum ...))))))

Es bleibt der rekursive Aufruf. Hier muss derneueWert vonsumberechnet werden, also die Sum-
me aller Elemente vor(rest list) . Dazu mŸssen wir auf die bisherige Summe(first list)
addieren:

(define list-sum-helper
; sum ist die Summealler Elemente in list0 vor list
(lambda (list sum)

(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list) (+ (first list) sum))))))

Fertig!
Also na ja Ð es nervt etwas, immer zwei Funktionen schreiben zu mŸssen und immer-helper

dranzuhŠngen. Wir kšnnen die Funktion Ÿbersichtlicher machen, indem wirlist-sum-helper
zu einer lokalen De+nition innerhalb vonlist-sum machen:

(define list-sum
(lambda (list0)

(define list-sum-helper
; sum ist die Summeraller Elemente in list0 vor list
(lambda (list sum)

(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list) (+ (first list) sum))))))

(list-sum-helper list0 0)))

Au§erdem kannst Du, wenn Dich dashelper nervt, einen knackigeren Namen wŠhlen, der Dir
besser gefŠllt. Wir nehmenaccumulate :

(define list-sum
(lambda (list0)

(define accumulate
; sum ist die Summeraller Elemente in list0 vor list
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(lambda (list sum)
(cond

((empty? list) sum)
((cons? list)
(accumulate (rest list) (+ (first list) sum))))))

(accumulate list0 0)))

Aus diesem Beispiel ergibt sich folgende Konstruktionsanleitung:

K12345!647123$28&74!2# (' (L734&2 $83 E72#$%&, =74 A66!=!8$415: S:;$%812&)

Wenn Du eine Funktion schreibst, die eine Liste akzeptiert und einen Akkumulator benutzen
soll, gehe folgenderma§en vor:

". †berlege Dir, was fŸr Information der Akkumulator reprŠsentieren soll. Das ist typi-
scherweise ein Zwischenergebnis Ð also ein vorlŠu+ger Wert fŸr das Endergebnis. Ins-
besondere ist die Signatur des Akkumulators die gleiche wie die des Endergebnisses.

$. Konstruiere die Schablone wie folgt:

(define f
(lambda (... list 0 ...)

(define accumulate
(lambda ( list acc)

(cond
((empty? list ) ... acc ...)
((cons? list )
(accumulate (rest list )

(... (first list ) ... acc ...))))))
(accumulate list 0 ...)))

#. Formuliere eine mšglichst konkrete Invariante zwischenlist 0, list undaccund schreibe
sie als Kommentar zuaccumulate .

%.FŸlle mit Hilfe der Invariante die Ellipsen in der Funktion aus.

Die Konstruktionsanleitung zeigt auch, warum es schwieriger ist, eine Funktion mit Akkumulator
zu schreiben, als eine ÇnormaleÈ Funktion, die Listen akzeptiert: Du musst eine Invariante +nden,
und dafŸr gibt es nur wenig allgemeingŸltige Hilfestellung.

A!"#$%& '0.(

Schreibe die Funktionlist-min-nonempty aus Abschnitt '.) auf Seite ")) noch einmal, diesmal
mit Akkumulator.
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†berlege Dir, was der Akkumulator reprŠsentieren sollte sowie eine sinnvolle Invariante!
Genau wie beilist-min-nonempty musst Du dafŸr die Konstruktionsanleitung etwas vari-

ieren: Die nichtleere Liste kannst Du schon vorab in erstes Element und Rest aufteilen und daraus
die richtigen Eingaben fŸraccumulate berechnen.Accumulate ist aber wie in der Schablone.!

#".$ †BER NAT†RLICHE ZAHLEN AKKUMULIEREN

Auch Ÿber natŸrliche Zahlen kšnnen wir Funktionen schreiben, die einen Akkumulator sinn-
voll benutzen. Wir zeigen das anhand derpower-Funktion, die wir schonmal ÇnormalÈ in Ab-
schnitt (." auf Seite "*) programmiert haben.

Kurzbeschreibung, Signatur und Tests sind wie gehabt:

; Potenz einer Zahl berechnen
(: power (number natural -> number))

(check-expect (power 5 0) 1)
(check-expect (power 5 3) 125)

Wir benutzen nun schon von vornherein die gleiche Namenskonvention wie in Konstruktionsan-
leitung $" und benennen den entscheidenen Parameter mit einer0 am Ende.

(define power
(lambda (base exponent0)

...))

Die Schablone entsteht jetzt ganz Šhnlich wie bei den Listen: Wir schreiben eineaccumulate -
Funktion mit Parameternexponent undacc. Accumulate macht genau wie in der Schablone
aus Konstruktionsanleitung "* auf Seite $!! eine Verzweigung nach den zwei FŠllen natŸrlicher
Zahlen.Der rekursiveAufruf impositive? -Zweigmussgenauwiedort(- exponent 1) Ÿber-
geben:

(define power
(lambda (base exponent0)

(define accumulate
(lambda (exponent acc)

(cond
((zero? exponent)
... acc ...)
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((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) ... acc ...)))))

(accumulate exponent0 ...)))

Jetzt mŸssen wir uns noch Ÿberlegen, wasacc eigentlich sein soll. Da die Potenz ein wiederholtes
Produktvonbaseist, sollteacc aucheinProduktsein.WŠhrendaccumulate jedesmalexponent
um eins herunterzŠhlt, kšnnten wir den Akkumulator bei jeder Runde ein weiteres Mal mitbase
multiplizieren Ð Šhnlich, wie wir es vielleicht auch auf einem Zettel machen wŸrden. Der Akku-
mulator ist also eine ÇZwischenpotenzÈ und wir nennen ihn deshalb einfachpower.

Wir sollten noch eine Invariante formulieren, damit auch alles richtig lŠuft. DafŸr mŸssen wir
klŠren,welcheZwischenpotenzpowereigentlich ist. Daexponent immer kleiner wird, bietet sich
die Di.erenz zwischenexponent0 undexponent an Ð die fŠngt bei0an und wird immer grš§er.
Das HŸtchen̂ im Kommentar hei§t hier ÇhochÈ:

(define power
(lambda (base exponent0)

(define accumulate
; power ist base^(exponent0 - exponent)
(lambda (exponent power)

(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) ...)))))

(accumulate exponent0 ...)))

Mit der Invariante kšnnen wir die LŸcken fŸllen: Im ersten Zweig istexponent 0. Das bedeutet,
dasspowergerade Çbasehochexponent0È ist Ð das Endergebnis. Im zweiten Zweig mŸssen wir
entsprechend dem reduziertenexponent einmalbasean das Zwischenergebnis dranmultiplizie-
ren. Es fehlt nur noch der Wert fŸrpower im ersten Aufruf vonaccumulate . Dab0 = 1 ist,
mŸssen wir1 einsetzen:

(define power
(lambda (base exponent0)

(define accumulate
; power ist base^(exponent0 - exponent)
(lambda (exponent power)

(cond
((zero? exponent) power)
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((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) (* power base))))))

(accumulate exponent0 1)))

Fertig!
Auch fŸr solche Funktionen mit Akkumulator, die natŸrliche Zahlen konsumieren, kšnnen

wir eine Schablone formulieren:

K12345!647123$28&74!2# (( (N$4<587:;& Z$;8&2 $83 E72#$%&, =74 A66!=!8$415:
S:;$%812&)

WennDueineFunktionschreibst, dieeinenatŸrlicheZahlakzeptiert undeinenAkkumulator
benutzen soll, gehe folgenderma§en vor:

". †berlege Dir, was fŸr Information der Akkumulator reprŠsentieren soll. Das ist typi-
scherweise ein Zwischenergebnis Ð also ein vorlŠu+ger Wert fŸr das Endergebnis.

$. Konstruiere die Schablone wie folgt:

(define f
(lambda (... n0 ...)

(define accumulate
(lambda ( n acc)

(cond
((zero? n) ... acc ...)
((positive? n)
(accumulate (- n 1)

(... acc ...))))))
(accumulate n0 ...)))

#. Formuliere eine mšglichst konkrete Invariante zwischenn0, n undaccund schreibe sie
als Kommentar zuaccumulate .

%.FŸlle mit Hilfe der Invariante die Ellipsen in der Funktion aus.

A!"#$%& '0.)

Programmiere eine Funktion, welche dieFakultŠteiner Zahl berechnet (auf englisch ÇfactorialÈ).
FŸr eine Zahln ist deren FakultŠtn! das folgende Produkt:

1 , 2 , á á á , (n %1) , n

!
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Hier noch ein Tipp fŸr Funktionen auf natŸrlichen Zahlen mit Akkumulator. Bei den Funktio-
nenexponent und list-sum ist es egal, ob die Funktion von ! hochzŠhlt oder von einer Zahl
n herunterzŠhlt: Bei Addition und Multiplikation spielt die Reihenfolge keine Rolle. Das ist aber
nicht immer so: HŠu+g macht es einen Unterschied, ob die Funktion bei ! (oder manchmal auch
") anfŠngt und hochzŠhlt oder von einer Zahln herunterzŠhlt. (Schau Dir gegebenenfalls noch ein-
mal Abschnitt (.# auf Seite $!# an.) Um das zu entscheiden, Ÿberlege Dir, ob Du mit Bleistift und
Papier ÇuntenÈ oder ÇobenÈ anfangen wŸrdest.

#".% AKTIENKURSE ANALYSIEREN

akkumulatoren/profit.rkt Code

Es gibt durchaus Funktionen, bei denen mehrere Zwischenergebnisse nštig sind. Um das zu de-
monstrieren, schreiben wir eine Funktion, die den maximalen Gewinn aus einer Reihe von Akti-
enkursen berechnet.

Diese Reihe von aufeinanderfolgenden Kursen reprŠsentieren wir als Liste von Zahlen. Ent-
sprechend sehen Kurzbeschreibung und Signatur so aus:

; Bestmšglichen Gewinn durch Kauf und Verkauf ermitteln
(: max-profit ((nonempty-list-of real) -> real))

Gewinn erzielt man hier, indem die Aktie zunŠchst gekauft und dann wieder verkauft wird Ð und
nicht umgekehrt. Die Di.erenz zwischen Verkaufs- und Kaufpreis ist dann der Gewinn. Der fol-
gende Testfall illustriert dies:

(check-expect (max-profit (list 5 2 7 3 9 5 1)) 7)

Hier hŠtte man den maximalen Gewinn erzielt durch Kauf zum Kurs $ und Verkauf zum Kurs *.
Das GerŸst sieht so aus:

(define max-profit
(lambda (spots)

...)))

(ÇSpotÈ ist ein englisches Wort fŸr ÇKursÈ.)
Aber wie geht es weiter?
Die einfache Strategie, einfach die Di.erenz zwischen Maximum und Minimum der Liste als

maximalen Gewinn auszuweisen, funktioniert leider nicht: Das Minimum ist ", liegt aber leider
hinter dem Maximum von *.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/akkumulatoren/profit.rkt
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Ebensowenig eignet sich dieses Problem fŸr eine naive, ÇnormaleÈ rekursive Funktion. Die
Schablone wŠre diese hier:

(define max-profit
(lambda (spots)

(cond
((empty? spots) ...)
((cons? spots)
... (first spots) ...
... (max-profit (rest spots) ...)))))

Das Problem ist, dass der Pro+t des Rests der Liste nicht ausreicht, um daraus und dem ersten Ele-
ment den Pro+t der Gesamtliste auszurechnen. Wir mŸssten dafŸr auch noch den dazugehšrigen
Verkaufskurs wissen.

Wir versuchen es also mal mit Zwischenergebnissen. DafŸr sieht die Schablone so aus:

(define max-profit
(lambda (spots0)

(define accumulate
(lambda (spots acc)

(cond
((empty? spots) acc)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)

... (first spots) ... acc ...)))))
(accumulate spots0 ...)))

Da die Funktion im ganzen den maximalen Gewinn ausrechnen soll, bietet es sich an, als Zwischen-
ergebnis den maximalen Gewinn der bisher gesehenen Kurse zwischenspots0 undspots als Zwi-
schenergebnis mitzufŸhren:

(define max-profit
(lambda (spots0)

(define accumulate
; max-profit ist der maximale Gewinn zwischen
; spots0 und spots
(lambda (spots max-profit)

(cond
((empty? spots) max-profit)
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((cons? spots)
(accumulate (rest spots)

... (first spots) ... acc ...)))))
(accumulate spots0 0)))

Das Dumme ist, dass wir auch hier nicht genug Daten haben, um beim rekursiven Aufruf von
accumulate einen neuen Wert fŸrmax-profit zu berechnen. GrundsŠtzlich gibt es aber nur
zwei Mšglichkeiten:

¥ Max-profit bleibt, wie es ist.
¥ Max-profit wird aktualisiert, weil es besser ist, zum Kurs(first spots) zu verkaufen als

zum bisher besten Verkaufskurs.
Wir mŸssen also herausbekommen, wie hoch der Gewinn wŠre, wenn wir zum Kurs(first
spots) verkaufen wŸrden. Dazu mŸssten wir den bestmšglichenKaufkurskennen. Dieser Kauf-
kurs ist der minimale Kurs unter den vergangenen Kursen: Dieses Minimum fŸhren wir als weiteres
Zwischenergebnis mit. Aktualisiert wird dieses Minimum mit der eingebauten Funktionmin:

(define max-profit
(lambda (spots0)

(define accumulate
; min- spot ist das Minimum der Elemente zwischen
; spots0 und spots
; max-profit ist der maximale Gewinn zwischen
; spots0 und spots
(lambda (spots min-spot max-profit)

(cond
((empty? spots) max-profit)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)

(min (first spots) min-spot)
...)))))

(accumulate spots0 ... 0)))

Es fehlt noch der richtige Anfangswert fŸrmin-spot beim ersten Aufruf vonaccumulate . Hier
machen wir Gebrauch von der Tatsache, dassspots0 eine nicht-leere Liste ist: Wir kšnnen sie in
erstes Element und Rest aufteilen wie schon beilist-min in Abschnitt '.) auf Seite ")) sowie in
Aufgabe "!.$ auf Seite $*". Das erste Element ist dann das erste Minimum:

(accumulate (rest spots0) (first spots0) 0)))
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Es fehlt nur noch der aktualisierte Wert fŸrmax-profit : Der ist das Maximum aus dem bisherigen
max-profit und dem mšglichen Gewinn aus dem Verkauf zum Kurs(first spots) . Hier das
Ergebnis:

(define max-profit
(lambda (spots0)

(define accumulate
; min- spot ist das Minimum der Elemente zwischen
; spots0 und spots
; max-profit ist der maximale Gewinn zwischen
; spots0 und spots
(lambda (spots min-spot max-profit)

(cond
((empty? spots) max-profit)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)

(min (first spots) min-spot)
(max (- (first spots) min-spot)

max-profit))))))
(accumulate (rest spots0) (first spots0) 0)))

Fertig!

A!"#$%& '0.*

DieFibonacci-Folgeist eine Folge natŸrlicher Zahlen, die mit ! und " anfŠngt. Jede weitere Zahl ist
die Summer der beiden Zahlen davor.

Schreibe eine Funktion, welche fŸr eine Zahln dien-te Zahl aus der Fibonacci-Zahl berechnet.
Schreibe dafŸr eine Funktion mit zwei Akkumulatoren.

Wichtig bei dieser Aufgabe: †berlege Dir vorher, ob Du die Fibonacci-Zahlen mit Papier und
Bleistift ausrechnen wŸrdest, indem Du bei ! anfŠngst und hochzŠhlst oder stattdessen vonn her-
unterzŠhlst. Schreibe Deine Funktion entsprechend. !

#".& KONTEXT UND ENDREKURSION

In diesem Abschnitt werfen wir einen Blick darauf, wie die Auswertung rekursiver Funktionsaufru-
fe funktioniert. Dabei wird ein wichtiger Unterschied zwischen den Funktionen mit Akkumulator
und den ÇnormalenÈ Funktionen davor sichtbar.



KONTEXT UND ENDREKURSION !**

Als Beispiel betrachten wir ein weiteres Mallist-sum , zunŠchst in der Version mit Akkumu-
latorausAbschnitt "!.$aufSeite$)(.Ambesten ist,wennDuDir selbst imStepperdieAuswertung
von

(list-sum (list 1 2 3 4))

anschaust. Hier sind die wichtigsten Schritte bei der Auswertung:

(list-sum #<list 1 2 3 4>)
"! (accumulate #<list 1 2 3 4> 0)
"! (accumulate (rest #<list 1 2 3 4>) (+ (first #<list 1 2 3 4>) 0))
"! (accumulate #<list 2 3 4> 1)
"! (accumulate #<list 3 4> 3)
"! (accumulate #<list 4> 6)
"! (accumulate #<empty-list> 10)
"! 10

Wir haben den Wert dessum-Parameters immer untereinander geschrieben, und man sieht gut, wie
sich das Zwischenergebnis von ! schrittweise auf das Endergebnis "! zubewegt.

Wenn Du das ÇalteÈlist-sum in Abschnitt '." auf Seite '." im Stepper laufen lŠsst, sieht das
schon optisch ganz anders aus:

(list-sum #<list 1 2 3 4>)
"! (+ (first #<list 1 2 3 4>) (list-sum (rest #<list 1 2 3 4>)))
"! (+ 1 (list-sum #<list 2 3 4>))
"! (+ 1 (+ 2 (list-sum #<list 3 4>))
"! (+ 1 (+ 2 (+ 3 (list-sum #<list 4>))))
"! (+ 1 (+ 2 (+ 3 (+ 4 (list-sum #<empty-list>)))))
"! (+ 1 (+ 2 (+ 3 (+ 4 0))))
"! (+ 1 (+ 2 (+ 3 4)))
"! (+ 1 (+ 2 7))
"! (+ 1 9)
"! 10

Hier sieht man, dass die rekursiven Aufrufe die einzelnen Additionen ÇaufstauenÈ, und die eigent-
liche Arbeit der Addition erst nach dem letzten rekursiven Aufruf statt+ndet. Dieses ÇAufstauenÈ
kommt daher, dass der rekursive Aufruf in der alten Version innerhalb des Aufrufs von+ steht:

(+ (first list) (list-sum (rest list)))
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Bei der Version mit Akkumulator ist es genau umgekehrt und der rekursive Aufruf steht um den
Aufruf von+ herum:

(accumulate (rest list) (+ (first list) sum))

Wenn der Computer in der alten Version einen rekursiven Aufruf auswertet, muss er sich merken,
dass nach dem rekursiven Aufruf noch eine Addition passieren muss. Entsprechend wird die Kette
von+-Aufrufen bei jedem rekursiven Aufruf lŠnger. Dieser Aufruf von+ hei§t derKontextdes
rekursiven Aufrufs Ð er ist um ihn herumgewickelt.

Bei der Version mit Akkumulator hat der rekursive Aufruf vonaccumulate keinen Kontext,
dementsprechend staut sich bei der Auswertung und im Stepper da auch nichts auf. Ein rekursiver
Aufruf ohne Kontext hei§tendrekursiv, weil nach dem Aufruf nichts mehr passieren muss, der
Aufruf also Çam EndeÈ steht.

Der Begri. ÇEndrekursionÈ ist etwas unglŸcklich: Ob ein Funktionsaufruf einen Kontext hat
oder nicht, hat eigentlich gar nichts damit zu tun, ob er rekursiv ist oder nicht. Im Englischen gibt
es den besseren Begri.tail call , der sowohl auf rekursive als auch nicht-rekursive Aufrufe zutri.t.

Dass der Aufruf im altenlist-sum nicht endrekursiv ist, legt schon die Schablone fest, in
der das Ergebnis des rekursiven Aufrufs noch mit dem ersten Element der Liste kombiniert werden
muss. Bei der Schablone fŸr Funktionen mit Akkumulator ist das nicht so, entsprechend haben die
entstehenden rekursiven Aufrufe auch keinen Kontext.

Die Auswertungsprozesse, die von endrekursiven Aufrufen generiert werden, gehen in einer
geraden Linie voran und hei§en auchiterativeProzesse. In anderen Programmiersprachen spricht
man auch vonSchleifen; viele Programmiererinnen und Programmierer benutzen deshalb den Na-
menloop stattaccumulate .

#".' DAS PH€NOMEN DER UMGEDREHTEN LISTE

Von list-sum kennen wir jetzt zwei Varianten: die ursprŸngliche Çnormal rekursiveÈ Version
und die iterative. Bei allen Funktionen, die wir bisher auf Listen geschrieben haben, ist es auch
mšglich, eine endrekursive Fassung zu schreiben. Die endrekursiven Versionen sind nicht besser.
Im Gegenteil: sie sind ja schwieriger zu schreiben. In diesem Kapitel ist das deshalb nur eine Finger-
Ÿbung. Wir werden aber in Kapitel "& auf Seite %&( zeigen, dass wir in vielen anderen Programmier-
sprachen die Listenfunktionen iterativ schreibenmŸssen. Darum ist es gut, wenn wir das schonmal
gemacht haben.

Bei Funktionen, die Listen als Ergebnis produzieren, ist eine Kleinigkeit zu beachten, wenn
wir sie iterativ schreiben. Wir zeigen, was diese Kleinigkeit ist, anhand einer Funktion, die aus einer
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Liste von ganzen Zahlen die geraden Zahlen extrahiert. Das geht auch, indem wir einfachfilter
aufrufen, aber wir programmieren das zur †bung noch einmal. Kurzbeschreschreibung, Signatur
und Testfall sind wie folgt:

; Aus einer Liste gerade Zahlen extrahieren
(: evens ((list-of integer) -> (list-of integer)))

(check-expect (evens (list 1 2 3 4 5 6))
(list 2 4 6))

Die Schablone gibt folgendes her:

(define evens
(lambda (list0)

(define accumulate
(lambda (list acc)

(cond
((empty? list) ... acc ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

... (first list) ... acc ...)))))
(accumulate list0 ...)))

Wir mŸssen uns wieder einen geeigneten Akkumulator Ÿberlegen: Es bietet sich an, die schon gese-
henen geraden Zahlen aufzusammeln. Wir nennen also den Akkumulator genau wie die Funktion
evens und schreiben eine geeignete Invariante:

(define evens
(lambda (list0)

(define accumulate
; evens enth Šlt die geraden Zahlen zwischen list0 und list
(lambda (list evens)

(cond
((empty? list) ... evens ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

... (first list) ... evens ...)))))
(accumulate list0 ...)))
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Der erste Wert fŸr den Akkumulator muss gemŠ§ der Invarianteemptysein. Ebenfalls gemŠ§ der
Invariante istevens am Ende das Endergebnis. Au§erdem mŸssen wir im rekursiven Aufruf von
accumulate noch einen neuen Wert fŸrevens berechnen: Wir hŠngen(first list) an das
bisherige Zwischenergebnis an, falls es gerade ist:

(define evens
(lambda (list0)

(define accumulate
; evens enth Šlt die geraden Zahlen zwischen list0 und list
(lambda (list evens)

(cond
((empty? list) evens)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

(if (even? (first list))
(cons (first list) evens)
evens))))))

(accumulate list0 empty)))

Sieht gut aus, oder? Es gibt allerdings ein kleines Problem: Der Testfall schlŠgt fehl. Die Funktion
liefert#<list 6 4 2> statt#<list 2 4 6> Ð die Liste ist verkehrt herum!

Das ist eine natŸrliche Konsequenz, wenn eine Liste iterativ erzeugt wird: Bei einem rekursiven
Aufruf, bei dem die Ergebnisliste wŠchst, wird ja mitcons ein neues ElementvornangehŠngt, das
erste Element kommt also zuletzt.

Das bedeutet, dass die Invariante zwar richtig, aber unprŠzise ist: Sie sagt, welche Elemente in
evens drin sind, aber nicht, in welcher Reihenfolge. Wir sollten sie erweitern:

; evens enth Šlt die geraden Zahlen zwischen list0 und list
; in umgekehrter Reihenfolge

(Vielleicht magst Duevens sogar ininverted-evens umbenennen.)
Wir mŸssen die Funktion natŸrlich noch korrigieren. GlŸcklicherweise geht das einfach: Wir

rufen einfach einfach am Endeinvert auf dem Ergebnis auf, und das Ergebnis passt. Wir mŸssen
uns keine Sorgen machen, dass dadurch die Funktion wieder quadratisch wird, weil wirinvert
nur am Ende aufrufen, nicht bei jedem rekursiven Aufruf.

A!"#$%& '0.+

Schreibe eine iterative Variante vonconcatenate aus Abschnitt '.'.# auf Seite ")$. Vergleiche sie
mit der Funktioninvert-helper auf Seite $)': gibt es eine Gemeinsamkeit? !
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Du erinnerst Dich vielleicht: In Abschnitt *.% auf Seite $&( haben wir die Mutter aller Listenfunk-
tionen geschrieben,list-fold , indem wir aus der Schablone fŸr Listenfunktionen eine Funkti-
on gemacht haben. Alle Listenfunktionen, die nach dieser Schablone programmiert sind, kšnnen
durch einen einfachen Aufruf vonlist-fold ersetzt werden.

FŸr die Funktionen mit Zwischenergebnis gibt es eine andere Schablone, und wir machen in
diesem Abschnitt fŸr diese Schablone das gleiche, waslist-fold fŸr die frŸhere Schablone ge-
macht hat. Diesmal leiten wir die Funktion von vornherein aus der Schablone her und geben ihr
gleich einen Namen, nŠmlichlist-fold-left .

Warumlist-fold-left ? Wenn Du Dir die Arbeitsweise vonlist-fold im Stepper an-
schaust, siehst Du, dass sie die Liste von rechts nach links aufrollt. Eine Funktion mit Zwischener-
gebnis arbeitet aber von links nach rechts, darum das-left .

Hier ist die Schablone fŸr die gewŸnschte Funktion aus Konstruktionsanleitung $" auf Sei-
te $*":

(define list-fold-left
(lambda (list0 ...)

(define accumulate
(lambda (list acc)

(cond
((empty? list) ... acc ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

... (first list) ... acc)))))

(accumulate list0 ...)))

†berall, wo Ellipsen stehen, mŸssen wir Namen hinschreiben: Das sind insgesamt drei Stellen. Wir
arbeiten uns von hinten nach vorn, zunŠchst ist der erste Aufruf vonaccumulate an der Reihe.
Die dortige Ellipse steht fŸr den ersten Wert des Akkumulatorsacc Ð wir wŠhlen dafŸr den Namen
start-acc und nehmen ihn in die Parameter vonlist-fold-left auf.

Beim rekursiven Aufruf vonaccumulate mŸssen(first list) und acc zum nŠchsten
Wert fŸr den Akkumulator kombiniert werden. Das lassen wir von einer Funktion erledigen, analog
zufor-cons beilist-fold . Schlie§lich bleibt noch die Ellipse am Ende imempty?-Zweig, bei
der aus dem letzten Akkumulator das Endergebnis wird. Diesen †bergang lassen wir ebenfalls von
einer Funktion erledigen, die wirfinal-acc->result nennen.
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(define list-fold-left
(lambda (list0 start-acc next-acc final-acc->result)

(define accumulate
(lambda (list acc)

(cond
((empty? list) (final-acc->result acc))
((cons? list)
(accumulate (rest list)

(next-acc (first list) acc))))))

(accumulate list0 start-acc)))

Damit kšnnen wir die Aufgaben der bisherigen iterativen Funktionen erledigen. Das machen wir
gleich als TestfŠlle. Hier sindinvert undlist-sum :

(check-expect (list-fold-left (list 1 2 3)
empty
cons
(lambda (inverted) inverted))

(list 3 2 1))

(check-expect (list-fold-left (list 1 2 3 4 5)
0 +
(lambda (sum) sum))

15)

A!"#$%& '0.,

Bildeevens mit einem Aufruf vonlist-fold-left nach! !

Es fehlt noch eine Signatur fŸrlist-fold-left . Wir schreiben wieder auf, was wir wissen, nŠm-
lich dasslist-fold-left vierstellig und dasslist0 eine Liste ist:

(: list-fold-left ((list-of %a) ... ... ... -> ...))

Beim ersten Testfall sieht man, dass der Akkumulator nicht die gleiche Signatur haben muss wie
die Listenelemente. Wir benutzen fŸr den Akkumulator deshalb eine neue Signaturvariable%acc:

(: list-fold-left ((list-of %a) %acc ... ... -> ...))
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%a %a %a %a %a %a %a%acc

%acc

%acc
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Abbildung !*.#: Ablauf von list-fold-left

Wir wissen au§erdem, dassnext-acc eine zweistellige undfinal-acc->result eine einstellige
Funktion ist:

(: list-fold-left
((list-of %a) %acc (... ... -> ...) (... -> ...) -> ...))

DieArgumentevonnext-acc sindeinListenelementunddervorigeAkkumulator,herauskommt
der nŠchste Wert fŸr den Akkumulator. Wir kšnnen also folgenderma§en ergŠnzen:

(: list-fold-left
((list-of %a) %acc (%acc %a -> %acc) (... -> ...) -> ...))

Es bleibtfinal-acc->result , das als Argument den letzten Akkumulator akzeptiert. Das Er-
gebnis wird zum Endergebnis der Funktion, wofŸr wir die Signaturvariable%bwŠhlen:

(: list-fold-left
((list-of %a) %acc (%acc %a -> %acc) (%acc -> %b) -> %b))

Abbildung "!.# illustriert den Zusammenhang zwischen dem Ablauf vonlist-fold-left und
der Signatur. Die Verarbeitung lŠuft sichtlich von links nach rechts.

Abbildung "!.% zeigt im Gegensatz dazu die Arbeitsweise vonlist-fold , das von rechts nach
links arbeitet. Zur Erinnerung hier noch einmal die Signatur:

(: list-fold (%a (%b %a -> %a) (list-of %b) -> %a))
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Abbildung !*.$: Ablauf von list-fold

ANMERKUNGEN

Bei der Auswertung von Programmen durch den Computer wird fŸr die Verwaltung von Kontex-
ten Speicherplatz benštigt: Bei rekursiven Funktionen ohne Akkumulator wŠchst dieser Speicher-
platz mit der Grš§e der Argumente. Entsprechend wird prinzipiell kein Speicherplatz benštigt,
wenn kein Kontext anfŠllt. In den Lehrsprachen wird auch tatsŠchlich kein Speicherplatz fŸr end-
rekursive Aufrufe verbraucht. Leider sind viele andere Programmiersprachen nicht so sparsam und
verbrauchen sinnlos Speicherplatz auch fŸr endrekursive Aufrufe. Mehr dazu in Kapitel "&.

AUFGABEN

A!"#$%& '0.-

Schreibe eine Funktionlist-sum+product , die eine Liste von Zahlen akzeptiert und eine zwei-
elementige Liste zurŸckgibt, deren erstes Element die Summe der Listenelemente und deren zwei-
tes Element ihr Produkt ist. Schreibe zwei Varianten der Funktion: eine Çnormal-rekursiveÈ ohne
Akkumulator und eine iterative mit zwei Akkumulatoren.

A!"#$%& '0..

Schreibe eine Version vonpower2aus Abschnitt (.% auf Seite $!' mit Akkumulator. Hinweis: Du
kannst die gleiche Invariante wie beipowerverwenden.
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Identi+ziere die Kontexte der Aufrufe der Funktionen namensp in folgenden AusdrŸcken:

(+ (p (- n 1)) 1)
(p (- n 1) acc)
(* (p (rest lis)) b)
(+ (* 2 (p (- n 1))) 1)
(p (- n 1) (* acc n))
(f (p n))
(+ (f (p n)) 5)
(p (f (- n 1)) (* n (h n)))
(+ (f (p n)) (h n))

Welche Aufrufe sind endrekursiv beziehungsweisetail calls?

A!"#$%& '0.'0

Schreibe eine iterative Variante vonlist-length .

A!"#$%& '0.''

Schreibe eine iterative Variante vonconcatenate .

A!"#$%& '0.'(

Schreibelist-fold-left mit Hilfe vonlist-fold , indem Du die Eingabeliste umdrehst.
Schreibe umgekehrtlist-fold mit Hilfe vonlist-fold-left ! !

A!"#$%& '0.')

Das Newton-Verfahren dient zur nŠhrungsweisen Berechnung von Nullstellen. FŸr ein gegebenen
Startwert nŠhert sich die Iteration

xn +1 = xn %
f (xn )
f &(xn )

immer nŠher an eine Nullstelle an.
Programmiere das Newton-Verfahren!
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Hinweis: Die Lšsung ist fertig, wenn der Funktionswert nahe bei0 liegt, also kleiner als ei-
ne Toleranz ist. Da das Newton-Verfahren nicht immer eine Lšsung liefert, programmiere Deine
Funktion so, dass sie nach einer gewissen Anzahl von Schritten automatisch abbricht.



## VIDEOSPIELE PROGRAMMIEREN

In diesem Kapitel programmieren wir zum ersten Mal ein vollstŠndiges, benutzbares Programm,
nŠmlich ein kleines Videospiel. DafŸr brauchen wir zwei ZusŠtze fŸr die Lehrsprache in DrRacket,
die Teachpacksimage.rkt unduniverse.rkt . Ersteres ist fŸr das Anzeigen der Gra+k zustŠn-
dig (wir haben es im ersten Kapitel schon einmal benutzt), unduniverse.rkt ist dafŸr da, die
Gra+ken zu bewegen und interaktiv zu machen.

Beide Teachpacks kšnnen noch viel mehr als in dieses Kapitel passt. Zum GlŸck steht im Hil-
fezentrum von DrRacket umfangreiche Dokumentation, allerdings leider derzeit nur auf Englisch:
FŸr dasimage.rkt -Teachpack muss man dort nach2htdp/image suchen, fŸruniverse.rkt
nach2htdp/universe ." Hier sind direkte Links auf die Dokumentation:

https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpimage.html
https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpuniverse.html

##.# BILDER MITIMAGE.RKT

FŸr die Gra+kprogrammierung mit DrRacket laden wir ein sogenanntesTeachpack, ein kleiner
Sprachzusatz, in diesem Fall mit einer Reihe von Funktionen zur Erzeugung von Bildern. Wir sind
ihm bereits in Abschnitt ".%.$ auf Seite "& begegnet: Um das Teachpack zu laden, musst Du im Me-
nŸSprache (oderLanguagein der englischen Ausgabe) den PunktTeachpack hinzufŸgen
(Add teachpack) anwŠhlen, und im dann erscheinenden Auswahl-Dialog die Dateiimage.rkt
auswŠhlen.

##.#.# EINFACHE BILDER

Im Teachpackimage.rkt erzeugen verschiedene Funktionen einfache Bilder. So hat zum Beispiel
die Funktionrectangle folgende Signatur:

(: rectangle (real real mode color -> image))

Dabei sind die ersten beiden Argumente Breite und Hšhe eines Rechtecks in Pixeln. Das Argu-
ment mit Signaturmodeist eine Zeichenkette, die entweder" solid " oder" outline " sein muss.
Sie bestimmt, ob das Rechteck als durchgŠngiger Klotz oder nur als Umriss gezeichnet wird. Das

" 2htdp bezieht sich auf den Titel des Buchs How to Design Programs in der zweiten Außage [FFFK#%], fŸr das
diese Teachpacks ursprŸnglich entwickelt wurden.

https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpimage.html
https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpuniverse.html
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Argument mit der Signaturcolor ist eine Zeichenkette, die eine Farbe (auf Englisch) bezeichnet,
zum Beispiel" red " , " blue " , " yellow " , " black " , " white " oder" gray " . Als Ergebnis liefert
rectangle ein Bild, das von der DrRacket-REPL entsprechend angezeigt wird wie andere Werte
auch. Beispiel:

(rectangle 100 30 " outline " " brown" )

"!

Als Farbe geht Ÿbrigens auch" transparent " , die das Bild durchsichtig beziehungsweise unsicht-
bar macht. (Wozu ist ein unsichtbares Bild gut, fragst Du vielleicht. Zum Beispiel, wenn wir ein
kleineres Bild nicht ganz mittig platzieren wollen Ð dann kšnnen es auf ein transparentes Bild le-
gen.)

Es gibt es noch weitere Funktionen, die geometrische Figuren zeichnen:

(: circle (real mode color -> image))

Diecircle -Funktion liefert einen Kreis, wobei das erste Argument den Radius angibt. Diemode-
undcolor -Argumente sind wie beirectangle . Beispiel:

(circle 50 " solid " " red " )

"!

(: ellipse (real real mode color -> image))

Diese Funktion liefert eine Ellipse, wobei das erste Argument die Breite und das zweite die Hšhe
angibt. Beispiel:

(ellipse 50 100 " solid " " green" )

"!

(: triangle (real mode color -> image))

Diese Funktion liefert ein nach oben zeigendes gleichseitiges Dreieck, wobei das erste Argument
die SeitenlŠnge angibt. Beispiel:
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(triangle 50 " solid " " gold " )

"!

(: line (real real color -> image))

zeichnet eine Linie. Der Aufruf(line w h c) liefert ein Bild mit Breitew und Hšheh, in dem
die Linie von der linken oberen in die rechte untere Ecke verlŠuft. Falls die Linie entlang der anderen
Diagonale verlaufen soll, kannst Du einfach das Vorzeichen vonw oder vonh umdrehen.

Beispiele:

(line 150 100 " blue " )

"!
(line -150 100 " blue " )

"!

Wir kšnnen auch ein Bild erzeugen, in dem Text steht, und zwar mit der Funktiontext , die fol-
gende Signatur hat:

(: text (string real color -> image))

Die Zahl ist die Hšhe der Buchstaben. Beispiel:

(text " Schreibe Dein Programm!" 20 " red" )
"!

Manchmal reichen einfache Rechtecke und Kreise nicht aus und wir wollen komplexere Formen
erzeugen. Eine Mšglichkeit ist die Funktionpolygon , die ein n-Eck zeichnet. Sie hat folgende Si-
gnatur:

(: polygon ((list-of (mixed posn pulled-point)) mode color -> image))

Diese Funktion akzeptiert eine Liste von Eckpunkten und die Ÿblichenmode- undcolor -Argu-
mente. Ein Eckpunkt muss entweder zur Signaturposnoder zupulled-point gehšren. Das sind
eingebaute Record-Typen, bei denenposnso de+niert sein kšnnte:
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(define-record posn
make-posn
posn?
(posn-x real)
(posn-y real))

Dieser Typ de+niert also ganz normale kartesische Koordinaten mit X- und Y-Komponente. Hier
ist ein Beispiel fŸr ein Polygon mit solchen Eckpunkten:

(polygon (list (make-posn 0 0)
(make-posn -20 40)
(make-posn 120 0)
(make-posn -20 -40))

" solid "
" plum" )

"!

Beiposn-Eckpunkten sind die Kanten also alles gerade Linien. Mitpulled-point -Eckpunkten
ist es mšglich, die Kanten zu Kurven zu machen. Auchpulled-point ist ein Record-Typ:

(define-record pulled-point
make-pulled-point
pulled-point?
(pulled-point-lpull real)
(pulled-point-langle real)
(pulled-point-x real)
(pulled-point-y real)
(pulled-point-rpull real)
(pulled-point-rangle real))

Wieposnhat auchpulled-point eine X- und eine Y-Koordinate. Au§erdem gibt es jeweils zwei
ÇPullÈ- und ÇAngleÈ-Komponenten, die spezi+zieren, wie die Kanten gebogen werden. Abbil-
dung ""." zeigt, wie das funktioniert: FŸr jeden Eckpunkt gibt es eine Kante vom vorigen Punkt Ð
dieeingehendeKante Ð und die Kante zum nŠchsten Punkt Ð dieausgehendeKante.

Diepulled-point-langle -KomponentegibtdenWinkelan,mitdemdieeingehendeKan-
te gebogen wird, diepulled-point-rangle -Komponente den Winkel ist fŸr die ausgehende
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"

$

#

langle

rangle

Abbildung !!.!: Funktionsweise von pulled-point

Kante zustŠndig. Abbildung ""." zeigt, in welche Richtunglangle undrangle die beiden Kan-
ten von Punkt Nummer $ biegen: Die eingehende Kante kommt von Punkt " her, die ausgehende
Kante geht zu Punkt #. Die Komponentenpulled-point-lpull undpulled-point-rpull
geben an, wieviel die Kanten verbogen werden auf einer Skala zwischen0 und1.

(polygon (list (make-pulled-point 1/2 0 0 0 1/2 -20)
(make-posn -20 40)
(make-pulled-point 1/2 -20 120 0 1/2 20)
(make-posn -20 -40))

" solid "
" plum" )

"!

Es ist auch mšglich, Bilder-Dateien inimage.rkt -Bilder zu verwandeln. Das macht der MenŸ-
punktBild einfŸgen im Spezial -MenŸ. Alternativ ist es mšglich, Bilder in anderen Applika-
tionen auszuwŠhlen und zu kopieren und dann in DrRacket einzufŸgen. Die eingefŸgten Bilder
dienen dann als Literale fŸr Bild-Werte. Abbildung "".$ zeigt ein Beispiel.

Schlie§lich ermitteln die folgenden Funktionen Breite und Hšhe eines Bildes:

(: image-width (image -> natural))
(: image-height (image -> natural))
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Abbildung !!.": Bilddatei in Programm einbetten

##.#.! BILDER ZUSAMMENSETZEN UND VER€NDERN

Da diese geometrischen Formen fŸr sich genommen langweilig sind, kšnnen wir mehrere Bilder zu
einem zusammensetzen.

Zum Aufeinanderlegen gibt es die Funktionoverlay , die ein Bild mittig auf ein anderes Bild
drau-egt. Das Ergebnis ist gro§ genug, dass beide Bilder hineinpassen. Signatur und Beispiel:

(: overlay (image image -> image))

(overlay
(circle 50 " solid " " gold " )
(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

Die Funktionoverlay/xy erlaubt, das untere Bild gegenŸber dem oberen in X- und Y-Richtung
zu verschieben. Signatur und Beispiel:

(: overlay/xy (image real real image -> image))
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(overlay/xy
(circle 50 " solid " " gold " )
10 -20
(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

Das Beispiel zeigt, das auchoverlay/xy das Ergebnisbild gerade so gro§ macht, dass die beiden
Eingabebilder hineinpassen.

Manchmal macht auchoverlay/xy nicht das richtige, nŠmlich wenn einfach nur ein Bild in
eine ÇSzeneÈ platziert werden soll, zum Beispiel das GŸrteltier auf einem Stra§enabschnitt. In dem
Fall wollen wir genau wie beioverlay/xy kontrollieren, an welchen Koordinaten das daraufgeleg-
te Bild erscheint, aber das Bild soll nicht grš§er werden, wenn zum Beispiel ein Teil des GŸrteltiers
Ÿber den Stra§enabschnitt hinausragt. Diese Aufgabe erledigt die Funktionplace-iamge , deren
Signatur der vonoverlay/xy entspricht:

(: place-image (image real real image -> image))

Die beiden Koordinaten werden anders als beioverlay/xy nicht relativ zur mittigen Anordnung
interpretiert. Stattdessen geben die beiden Koordinaten die Position im zweiten Bild an, wo die
Mitte des ersten Bilds platziert wird, ausgehend von der oberen linken Ecke des ersten Bildes:

(place-image
(circle 50 " solid " " gold " )
40 70
(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

Die Funktionplace-image hat noch eine gro§e Schwesterplace-image/align . WŠhrend
place-image den Bezugspunkt in der Mitte des ersten Bilds setzt, erlaubtplace-image auch
anderee Bezugspunkte. Hier die Signatur:

(: place-image/align (image real real x-place y-place image -> image))
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Die Signaturenx-place undy-place kšnnten folgenderma§en de+niert sein:

(define x-place (signature (enum " left " " right " " center " )))
(define y-place (signature (enum " top " " bottom" " center " )))

Diese Argumente geben an, ob der Bezugspunkt horizontal am linken oder rechten Rand oder in
der Mitte liegt und vertikal oben, unten oder in der Mitte:

(place-image/align
(circle 20 " solid " " gold " )
40 70 " left " " center "
(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

(place-image/align
(circle 20 " solid " " gold " )
40 70 " right " " center "
(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

(place-image/align
(circle 20 " solid " " gold " )
40 70 " center " " center "
(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

(place-image/align
(circle 20 " solid " " gold " )
40 70 " center " " top "
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(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

(place-image/align
(circle 20 " solid " " gold " )
40 70 " center " " bottom"
(rectangle 100 100 " solid " " blue " ))

"!

Die folgenden Funktionenaboveundbeside kennst Du vielleicht noch aus dem ersten Kapitel
auf Seite "(. Sie setzten zwei Bilder Ÿbereinander respektive nebeneinander:

(: above (image image -> image))
(: beside (image image -> image))

Manchmal sieht ein Bild gut aus, ist aber zu klein oder zu gro§ geraten. Die Funktionscale kann
es grš§er oder kleiner machen. Signatur:

(: scale (real image -> image))

Beispiel:

(define c (circle 20 " solid " " green" ))
(beside (scale 0.5 c)

c
(scale 1 c)
(scale 1.5 c)
(scale 2 c)
(scale 3 c))

"!
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##.! MODELLE UND ANSICHTEN

videospiele/dillo-world.rkt Code

In unserem Videospiel geht es um GŸrteltiere auf dem texanischen Highway. Vielleicht erinnerst
Du Dich, wir sind ihnen schon in Abschnitt #.% auf Seite *% begegnet:

; Ein GŸrteltier hat folgende Eigenschaften:
; - Gewicht (in g)
; - lebendig oder tot
(define-record dillo

make-dillo
dillo?
(dillo-weight natural)
(dillo-alive? boolean))

(: make-dillo (natural boolean -> dillo))
(: dillo-weight (dillo -> natural))
(: dillo-alive? (dillo -> boolean))

(define dillo1 (make-dillo 55000 #t)) ; 55 kg, lebendig
(define dillo2 (make-dillo 58000 #f)) ; 58 kg, tot
(define dillo3 (make-dillo 60000 #t)) ; 60 kg, lebendig
(define dillo4 (make-dillo 63000 #f)) ; 63 kg, tot

; GŸrteltier Ÿberfahren
(: run-over-dillo (dillo -> dillo))

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)

(make-dillo (dillo-weight dillo)
#f)))

Die Datende+nition mit dem zugehšrigen Code hŠlt zwar einige Eigenschaften von GŸrteltieren
fest, fŸr ein Videospiel fehlt aber eine gra+sche Darstellung. Eine solche ReprŠsentation mit zuge-
hšrigen Operationen hei§t in der Softwararchitektur auchModelloder auchDomŠnenlogik, und
bei grš§eren Softwaresystemen ist es eine gute Idee, das Modell von der gra+schen Darstellung zu
trennen, damit das Modell stabil bleiben kann, auch wenn die gra+sche Darstellung geŠndert wird.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/videospiele/dillo-world.rkt
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Abbildung !!.#: Umriss eines GŸrteltiers

Die gra+sche Darstellung eines Modells nennen wir dessenAnsicht(auf englischView). Wenn
wir uns also mit GŸrteltieren als Modell fŸr ein Videospiel beschŠftigen, mŸssen wir daraus eine
Ansicht in Form eines Bildes berechnen.

Wir warnen Dich schonmal vor: Der gra+sche Gestaltung in diesem Kapitel fehlt es an Finesse.
Wir ho.en, Du kannst sie verbessern!

Die folgende Funktion macht aus einemdillo -Wert ein Bild:

; GŸrteltier- Bild erzeugen
(: dillo-image (dillo -> image))

Als Basis dafŸr machen wir erstmal ein Bild mit dem Kšrper des GŸrteltiers. Zu diesem Zweck
haben wir in Abbildung "".# zunŠchst von Hand eine Zeichnung mit dem Umriss des GŸrteltiers in
ein Koordinatensystem gezeichnet und die Punkte markiert, an denen sich die Richtung des Strichs
abrupt Šndert Ð also quasi die Ecken. Diese Ecken haben wir durchnummeriert und daraus haben
wir dieses Polygon gemacht:

(define dillo-body
(overlay/xy (polygon

(list (make-pulled-point 0.3 30
5 (- 60 5)
0.2 5)

(make-pulled-point 0.4 20
20 (- 60 32)
0.5 -70)
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(make-pulled-point 0.5 120
90 (- 60 22)
0.2 -30)

(make-pulled-point 0.5 90
60 (- 60 10)
0.5 90)

(make-pulled-point 0 0
90 (- 60 22)
0.2 -30)

(make-pulled-point 0 0
55 (- 60 20)
0.3 -30)

(make-pulled-point 0 0
29 (- 60 17)
0.5 20))

" solid "
" brown" )

0 -30
(rectangle 100 60

" solid " " transparent " )))

Du siehst, da haben wir ganz schšn viel herumprobiert, bis es einigerma§en aussah, insbesondere
bei den Zahlen fŸr diepulled-point s. Immerhin haben wir die Koordinaten aus der Zeichnung
direkt Ÿbertragen,dabei ist unsaber aufgefallen, dass dieKoordinaten in derMathematik von unten
nach oben, im Teachpack aber von oben nach unten laufen. Darum steht da zum Beispiel(- 60
5) fŸr die Y-Koordinate &, weil der obere Rand der Zeichnung bei '! liegt.

Au§erdem ist das GŸrteltier vor allem nach oben und rechts nach au§en gewšlbt. DrRacket
schneidet das Polygon bei der Anzeige ab, weswegen wir es mitoverlay/xy noch auf einen trans-
parenten Hintergrund montiert haben. So sieht das Ergebnis aus:

dillo-body

"!

Jetzt wollen wir ja nicht jedes GŸrteltier genau gleich darstellen, sondern wir wollen dessen Eigen-
schaften bei der Darstellung berŸcksichtigen. DafŸr schreiben wir die Funktiondillo-image ,
von der wir ja schon Kurzbeschreibung und Signatur gesehen haben. Hier ist das GerŸst mit der
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Schablone fŸr zusammengesetzte Daten als Eingabe:

(define dillo-image
(lambda (dillo)

...
(dillo-weight dillo)
(dillo-alive? dillo)
...))

Wir sollten also noch berŸcksichtigen, wieviel das GŸrteltier wiegt und au§erdem, ob es noch lebt.
Das Gewicht berŸcksichtigen wir, indem wir das GŸrteltier grš§er oder kleiner machen:

(define dillo-image
(lambda (dillo)

(scale (+ 1
(/ (- (dillo-weight dillo) 50000)

15000))
dillo-body)

...
(dillo-alive? dillo)
...))

DenFaktorbeiscale habenwirdurchProbierenermittelt.Aber(dillo-alive? dillo) steht
noch da Ð wir bauen das ein, indem wir einem toten GŸrteltier Çtote AugenÈ ins Gesicht setzen:

(define dillo-image
(lambda (dillo)

(scale (+ 1
(/ (- (dillo-weight dillo) 50000)

15000))
(if (dillo-alive? dillo)

dillo-body
(overlay/xy dead-eyes

-25 -25
dillo-body)))))

(define dead-eyes
(overlay (line 10 10 " green" )

(line -10 10 " green" )))
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Abbildung !!.$: GŸrteltiere auf der Stra§e

##.$ DEN HIGHWAY MODELLIEREN

Ein GŸrteltier allein macht noch kein Videospiel: Wir setzen gleich mehrere GŸrteltiere auf die
Stra§eundÐnatŸrlichÐŸberfahrensiedann.Dassiehtdannsoauswie inAbbildung "".%.DasAuto
bewegt sich auf der Stra§e und kann entweder auf die linke oder rechte Stra§enseite wechseln, wo
es dann gegebenfalls Ÿber GŸrteltiere fŠhrt. Oben links steht ein Punktestand Ð wieviele GŸrteltiere
schon vom lebenden Zustand in den toten ŸberfŸhrt wurden.

Damit wir das alles darstellen kšnnen, mŸssen fŸr alles Datende+nition schreiben, was auf dem
Bild der Stra§e zu sehen sind:

¥ die Position des Autos
¥ die Positionen der GŸrteltiere zusammen mit ihren ZustŠnden
¥ der Punktestand

FŸr diese Aspekte des Spiels entwickeln wir Datende+nitionen. Man sieht schon, dass ÇPositio-
nenÈ eine wichtige Rolle spielen, sowohl fŸr das Auto als auch fŸr die GŸrteltiere. In dem Bild
kann man sehen, dass dazu gehšrt, auf welcher Seite der Stra§e sich etwas aufhŠlt und bei welchem
ÇStra§enmeterÈ. Hier sind Datende+nitionen fŸr die Stra§enseite und die Position heraus:

; Stra §enseite
(define side

(signature (enum " left " " right " )))
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; Eine Position auf der Stra §e besteht aus:
; - Stra §enmeter (Abstand vom Stra §enanfang in Meter)
; - Seite
(define-record position

make-position
position?
(position-m-from-start real)
(position-side side))

Als nŠchstes mŸssen wir die Idee ÇPositionen der GŸrteltiere zusammen mit ihren ZustŠndenÈ in
eine Datende+nition umwandeln. Wir machen das erstmal fŸr ein einzelnes GŸrteltier und nennen
das Konzept ÇGŸrteltier auf der Stra§eÈ:

; Ein GŸrteltier auf der Stra §e hat folgende Eigenschaften:
; - GŸrteltier- Zustand
; - Position auf der Stra §e
(define-record dillo-on-road

make-dillo-on-road
dillo-on-road?
(dillo-on-road-state dillo)
(dillo-on-road-position position))

##.% STRASSENANSICHTEN

Jetzt wo wir die Welt modelliert haben kšnnen wir sie auch auf den Bildschirm bringen. Wir fan-
gen erstmal mit den einfachen und o.ensichtlichen Elementen an: der Stra§e Stra§e, inklusive der
Markierung auf dem Mittelstreifen und deme Auto. Die GŸrteltiere haben wir ja schon.

Damit wir einigerma§en realistisch Ÿber die Proportionen von allem nachdenken kšnnen,
messen wir alles in Metern ab und wandeln zwischen Metern und Pixeln hin und her. Auf un-
serem Bildschirm sieht ein VerhŠltnis von "m:"!! Pixel gut aus. Diese Funktionen konvertieren hin
und her:

; Meter in Pixel umwandeln
(: meters->pixels (real -> real))
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(define meters->pixels
(lambda (meters)

(* meters 100)))

; Pixel in Meter umwandeln
(: pixels->meters (real -> real))

(define pixels->meters
(lambda (pixels)

(/ pixels 100)))

Die Stra§e selbst ist nur ein schwarzes Rechteck, das ist einfach. Schwieriger sind die Stra§enmar-
kierungen, also abwechselnd ein wei§er und ein schwarzer Streifen. Damit das realistisch aussieht,
de+nieeren wir erst einmal die LŠnge der Markierungen und die der LŸcken:

(define marking-height 2) ; Hšhe der Streifen
(define gap-height 1) ; Hšhe der LŸcken

Die Markierungen und die LŸcken mŸssen wir abwechseln aneinanderkleben. Wie oft fragst Du?
Nun, der texanische Highway ist unendlich lang, das wŠre schwierig. Aber wir zeigen ja nur einen
Ausschnitt, und darum machen wir nur soviele Streifen, wie in den Ausschnitt passen. Wieviele das
sind, hŠngt von der Hšhe des Ausschnitts ab. Wir kšnnten natŸrlich von Hand nachzŠhlen, das
wŸrde aber bedeuten, dass wir uns frŸhzeitig auf die Hšhe des Ausschnitts festlegen mŸssten. Um
das zu vermeiden, schreiben wir erst einmal eine Funktion, die als Eingabe die Anzahl der Streifen
akzeptiert. Wir folgen der Schablone fŸr Funktionen auf natŸrlichen Zahlen:

; Stra §enmarkierung mit bestimmter Anzahl von Streifen malen
(: markings (natural -> image))

(define markings
(lambda (n)

(cond
((zero? n) empty-image)
((positive? n)
(above (rectangle (meters->pixels .20)

(meters->pixels marking-height)
" solid "
" white " )
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(rectangle (meters->pixels .20)
(meters->pixels gap-height)
" solid "
" black " )

(markings (- n 1)))))))

Hier jetzt die tatsŠchliche Hšhe des Stra§enabschnitts:

(define road-window-height 12) ; Hšhe des Stra §enausschnitts

Die Idee ist, dass Du spŠter nur diese eine De+nition Šndern musst, falls Dir die Ausschnittshšhe
nicht passt, und sich dann alles andere automatisch anpasst.

Um die Anzahl der nštigen Markierungen zu berechnen, teilen wir die Hšhe des Stra§enaus-
schnitts durch die LŠnge einer Markierung plus LŸcke. Zur Sicherheit addieren wir noch eins drauf:
Die Division kšnnte nicht ganz aufgehen. Au§erdem wird mšglicherweise am Ende nur ein Teil
eines Streifens zu sehen sein, auch dafŸr ist es gut, wenn im Zweifelsfall einer mehr da ist.

; Anzahl der nštigen Markierungen
(define marking-count

(+ 1
(quotient road-window-height

(+ marking-height gap-height))))

Aus der Zahl machen wir schlie§lich das Bild der Streifen:

; sichtbare Markierungen
(define visible-markings

(markings marking-count))

Zur Erinnerung: Die Funktionquotient haben wir auf Seite *! eingefŸhrt, sie teilt ganzzahlig.
Nun kšnnen wir das Bild des Stra§enausschnitts zusammensetzen. Wir brauchen neben der

Hšhe auch noch die Breite und machen erstmal eine leere Szene nur aus schwarzem Asphalt:

; in Meter
(define road-width 5)

(define blank-road-window
(empty-scene (meters->pixels road-width)

(meters->pixels road-window-height)
" black " ))
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Wie Mittelstreifen auf dem Stra§enausschnitt platziert werden, hŠngt davon ab, an welchem Stra-
§enmeter sich der Bildausschnitt be+ndet. Wir schreiben also eine Funktion, welche die Stra§en-
meter akzeptiert und ein passendes Bild liefert:

; Stra §enausschnitt anzeigen
(: road-window (real -> image))

Wir benutzenplace-image/align (siehe Seite #"&), um die Mittelstreifen auf den Asphalt zu
setzen:

(define road-window
(lambda (meters)

(place-image/align visible-markings
...
...
... ...
blank-road-window)))

Wir setzen zunŠchst den Bezugspunkt beim Mittelstreifen nach oben in die Mitte:

(define road-window
(lambda (meters)

(place-image/align visible-markings
...
...
" center " " top "
blank-road-window)))

In X-Richtung muss der Mittelstreifen in die Mitte, da kšnnen wir einfach die Breite der Stra§e
halbieren.

BeiderY-Koordinate istesschwieriger:DiehŠngtvondenStra§enmeternab.DieStra§enmeter
sind aber (au§er ganz am Anfang) mehr als der Ausschnitt hoch beziehungsweise das Mittelstrei-
fenbild lang ist. Das Mittelstreifenbild wiederholt sich aber immer, wenn ein Streifen plus LŸcke
vorbeigezogen ist. Wir rechnen also die Anzahl der Pixel dafŸr aus:

(define marking-segment-pixels
(meters->pixels (+ marking-height gap-height)))

Durch diese Zahl teilen wir und nehmen den Divisionsrest, um die Y-Position zu bekommen. Das
hei§tnichtganzÐderDivisionsrest ist immerpositiv, unddamit ist derMittelstreifenzuweit unten:
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Wir ziehen das Bild noch um einen Streifen nach oben, indem wirmarking-segment-pixels
abziehen. Das kommt dabei heraus:

(define road-window
(lambda (meters)

(place-image/align visible-markings
(/ (image-width blank-road-window) 2)
(- (remainder (meters->pixels meters)

marking-segment-pixels)
marking-segment-pixels)

" center " " top "
blank-road-window)))

A!"#$%& ''.'

Probiereroad-window aus. Entferne die Substraktion vonmarking-segment-pixels und
untersucht, wie sich das auswirkt! !

##.& BEWEGTE BILDER MITUNIVERSE.RKT

Bisher haben wir nur statische, langweilige Bilder. Es ist Zeit, sie in Bewegung zu setzen. DafŸr brau-
chen wir ein weiteres Teachpack namensuniverse.rkt . Um es zu aktivieren, musst Du noch-
mal insSprache/Language-MenŸ und dort aufTeachpack hinzufŸgen/Add Teachpack
drŸcken und in dem dann auftauchenden Dialog aufuniverse.rkt und schlie§lich aufOK
drŸcken.

Zumuniverse.rkt -Teachpack gehšrt eine Funktion namensanimate . Was sie macht, ver-
deutlicht am einfachsten ein Beispiel, dass Du in die REPL eintippen kannst:

(animate
(lambda (ticks)

(place-image/align (circle 5 " solid " " red " )
100 ticks " center " " top "
(square 200 " solid " " black " ))))

A!"#$%& ''.(

Probier es aus! !
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Dusiehsteinenkleinen rotenKreissich ineinemquadratischenBildvonobennachuntenbewegen.
Die neue Funktionanimate akzeptiert eine Funktion mit einer Eingabe namesticks , die

ein Bild produziert:

(: animate ((natural -> image) -> natural))

Animate ruft die Funktion $)mal in der Sekunde auf und zeigt die entstehenden Bilder hinter-
einander als Animation an. Dabei Ÿbergibtanimate alsticks eine natŸrliche Zahl, die bei Null
anfŠngt, und jedesmal um eins grš§er wird: Sie misst also die Zeit, in sogenanntenTicks.

Wir benutzen jetztanimate , um das Bild des Stra§enausschnitts in Bewegung zu setzen Ð
so, dass das Wagen genau in der Mitte ist. Wir legen zuerst fest, wie schnell der Wagen fŠhrt. Wir
haben uns fŸr ein recht gemŠchliches Tempo entschieden, damit wir auch wirklich alle GŸrteltiere
erwischen:

; Meter pro Tick
(define meters-per-tick 0.1)

Diese Funktion ist so einfach, dass sich ausnahmsweise separates Testen nicht lohnt:

; Ticks in Meter umwandeln
(: ticks->meters (natural -> rational))

(define ticks->meters
(lambda (ticks)

(* meters-per-tick ticks)))

Damit schreiben wir Funktion, die aus Ticks Stra§enmeter macht undroad-window aufruft:

; Stra §enausschnitt zu Zeitpunkt anzeigen
(: road-window-at-ticks (natural -> image))

(define road-window-at-ticks
(lambda (ticks)

(road-window (ticks->meters ticks))))

also folgendes ausprobieren:

(animate road-window-at-ticks)

A!"#$%& ''.)

Schreibe eine andere Funktion Deiner Wahl mit der fŸranimate passenden Signatur und probiere
animate damit aus! !
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Die Stra§e ist fertig, als nŠchstes ist das Auto dran. Wir fangen mit einem Rad an:

; Rad
(define wheel

(rectangle (meters->pixels 0.2) (meters->pixels .5)
" outline " " white " ))

Als nŠchstes setzen wir zwei RŠder zu einem Bild zusammen, das dann links und rechts von der
Karosserie platziert werden:

; Zwei RŠder auf einer Seite des Autos
(define wheels-on-one-side

(above wheel
(rectangle 0 (meters->pixels 1.2) " solid " " black " )
wheel))

; Breite des Autos
(define car-width 1.5)
; LŠnge des Autos
(define car-length 3.0)

; Bild des Autos
(define car

(beside
wheels-on-one-side
(rectangle (meters->pixels car-width) (meters->pixels car-length)

" solid " " blue " )
wheels-on-one-side))

Schlie§lich mŸssen wir Auto und GŸrteltiere auf der Stra§e platzieren. Bei der Funktion dafŸr ist
klar, dass ein Bild herauskommen soll. Als Eingaben stehen schon einmal fest:

¥ das Bild, das auf der Stra§e platziert werden soll
¥ die Position des Bildes

Wir benštigen au§erdem noch:
¥ die Zeit, weil sie bestimmt, welcher Ausschnitt der Stra§e angezeigt wird
¥ das Bild der Stra§e
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Letzteres Ÿberrascht Dich vielleicht. Ist das Bild der Stra§e nicht immer das gleiche? Nein, ist es
nicht! ZunŠchst einmal ist die Position des Mittelstreifens je nach Zeit immer unterschiedlich. Au-
§erdem wollen wir ja nicht nur ein Bild auf der Stra§e platzieren, sondern viele. DafŸr fŸttern wir
das Ergebnis der Funktion wieder in die Funktion hinein, um ein weiteres Bild zu platzieren.

Kurzbeschreibung, Signatur und GerŸst sehen entsprechend aus wie folgt:

; Bild auf der Stra §e platzieren
(: place-image-on-road (image natural image position -> image))

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)

...))

Da es sich beiposition um zusammengesetzte Daten handelt, stehen in der Schablone Aufrufe
der Selektoren:

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)

...
(position-m-from-start position)
(position-side position)
...))

Wir mŸssen jetzt die Pixelkoordinaten des Bildes relativ zum Stra§enausschnitt berechnen. Bei der
X-Koordinate ist das verhŠltnismŠ§ig einfach. Wir legen eine Variablepixels-from-left an, die
sich aus(position-side position)) ergibt, was schon in der Schablone steht. Die Seite ist
relativ zum Mittelstreifen, fŸr dessen X-Koordinate wir ebenfalls eine Zwischenvariable anlegen:

; X-Koordinate der Mitte der Stra §e, in Pixeln
(define middle-pixels (/ (image-width road-image) 2))

Daraus ergibt sichpixels-from-left so:

; X-Koordinate des Mittelpunkts des Bilds
(define pixels-from-left

(cond
((string=? (position-side position) " left " )
(* middle-pixels 0.5)) ; Mitte der linken Spur

((string=? (position-side position) " right " )
(* middle-pixels 1.5)))) ; Mitte der rechten Spur
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Als nŠchstes brauchen wir die Y-Koordinate, da ist es etwas komplizierter: Wir benštigen die Y-
Koordinate vonimage relativzum unteren Rand des Bildes. (Oder des oberen, das geht auch.)
Das wŠre folgender Ausdruck:

(- (position-m-from-start position)
(ticks->meters ticks))

Diese Koordinate ist noch in Metern, die mŸssen wir noch in Pixel umrechnen. Au§erdem mŸs-
sen wir berŸcksichtigen, dass die Pixel-Koordinaten von oben nach unten laufen, die Stra§enmeter
aber von unten nach oben Ð wir ziehen also diese Zahl von der Hšhe des Bildes ab. Damit kšnnen
wir wieder einmalplace-image/align (siehe Seite #"&) bemŸhen, um das Bild auf die Stra§e zu
setzen. Die Funktion sieht vollstŠndig so aus:

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)

; X-Koordinate der Mitte der Stra §e, in Pixeln
(define middle-pixels (/ (image-width road-image) 2))

; X-Koordinate des Mittelpunkts des Bilds
(define pixels-from-left

(cond
((string=? (position-side position) " left " )
(* middle-pixels 0.5)) ; Mitte der linken Spur

((string=? (position-side position) " right " )
(* middle-pixels 1.5)))) ; Mitte der rechten Spur

(place-image/align
image
pixels-from-left
(- (image-height road-image)

(meters->pixels (- (position-m-from-start position)
(ticks->meters ticks))))

" center " " center "
road-image)))

Die Funktion ist kompliziert genug, dass wir sie testen sollten. Einencheck-expect -Test vorab
zu konstruieren ist schier unmšglich, aber wir kšnnen die Funktion zumindest in der REPL aus-
probieren, am einfachsten bei0 Ticks, also am Anfang des Spiels:
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(place-image-on-road (road-window 0) 0 car (make-position 0 " left " ))

"!

Da ist noch ein Problem! Das Auto ist am unteren Rand und nur zur HŠlfte zu sehen, wir wollen es
aber gern in der Mitte. Wir mŸssen also noch die HŠlfte der Hšhe des Stra§enabschnitts abziehen,
entsprechend den Aufruf vonplace-image/align korrigieren:

(place-image/align
image
pixels-from-left
(- (image-height road-image)

(meters->pixels (+ (- (position-m-from-start position)
(ticks->meters ticks))

(/ road-window-height 2))))
" center " " center "
road-image)

Jetzt ist alles bei0 in der Mitte!
Diese Funktion kšnnen wir jetzt benutzen, um zunŠchst das Autobild auf dem Stra§enab-

schnitt zu platzieren:

; Auto auf die Stra §e setzen
(: place-car-on-road (natural position image -> image))

(define place-car-on-road
(lambda (ticks car-position road-image)

(place-image-on-road road-image
ticks
car car-position)))

A!"#$%& ''.*

Konstruiere auf Basis vonplace-car-on-road eine Funktion, die Du ananimate Ÿbergeben
kannst und probiere sie aus! !

€hnlich machen wir das fŸr das GŸrteltier-Bild. Die nštigen Angaben, zu Position und Zustand
des GŸrteltiers ziehen wir aus demdillo-on-road -Record:
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; Ein Tier auf die Stra §e malen
(: place-dillo-on-road (natural dillo-on-road image -> image))

(define place-dillo-on-road
(lambda (ticks dillo-on-road road-image)

(place-image-on-road road-image
ticks
(dillo-image

(dillo-on-road-state dillo-on-road))
(dillo-on-road-position dillo-on-road))))

Jetzt gibt es ja auf der Stra§e nicht nur ein GŸrteltier sondern viele, die als Liste imworld -Record
stecken. DafŸr brauchen wir eine Funktion mit folgender Kurzbeschreibung und Signatur:

; Alle Tiere auf die Stra §e malen
(: place-dillos-on-road

(natural (list-of dillo-on-road) image -> image))

Wir kšnnten das nach Konstruktionsanleitung fŸr Listen programmieren. Einfacher ist aber, die
universelle Funktionfold zu benutzen. (Siehe Abschnitt *.% auf Seite $&(.) Das sieht so aus:

(define place-dillos-on-road
(lambda (ticks dillos-on-road road-image)

(fold road-image
(lambda (dillo-on-road image)

(place-dillo-on-road ticks dillo-on-road image))
dillos-on-road)))

Neben Auto und GŸrteltieren fehlt noch die Punktzahl oben links in der Ecke:

; Punktzahl anzeigen
(: place-score (natural image -> image))

(define place-score
(lambda (score image)

(place-image/align
(text (number->string score) 100 " blue " )
0 0 " left " " top "
image)))
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##.( DIE WELT EIN HIGHWAY

Es wird Zeit, dass wir alles zusammensetzen zu einem Spiel, das sich bewegt und dass auf Knopf-
druck reagiert. Dasuniverse.rkt -Teachpack fordert, dass wir eine Datende+nition erstellen, in
der der gesamte Zustand des Spiels stecks. In Abschnitt "".# auf Seite #$$ hatten wir schon folgende
Aspekte aufgelistet:

¥ die Position des Autos
¥ die Positionen der GŸrteltiere zusammen mit ihren ZustŠnden
¥ der Punktestand

Wir wissen, dass uns dasuniverse.rkt -Teachpack spŠter die Zeit als Ticks liefern wird: Daraus
kšnnen wir die Stra§enmeter der Position des Autors berechnen. Nur noch die Seite mŸssen wir
explizit reprŠsentieren. Es entsteht also folgende etwas angepasste Datende+nition:

; Die Welt des Spiels besteht aus:
; - Ticks seit Spielanfang
; - Seite , auf der das Auto f Šhrt
; - Tiere auf der Stra §e
; - Punktzahl
(define-record world

make-world
world?
(world-ticks natural)
(world-car-side side)
(world-dillos-on-road (list-of dillo-on-road))
(world-score natural))

Hier ein Beispiel dafŸr:

; Vier GŸrteltiere auf der Stra §e
(define dillos-on-road

(list (make-dillo-on-road dillo1 (make-position 20 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 26 " right " ))
(make-dillo-on-road dillo3 (make-position 30 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo4 (make-position 42 " left " ))))

; Welt am Anfang, Auto steht links
(define initial-world

(make-world 0 " left " dillos-on-road 0))
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Wir werden fŸrplace-car-on-road die Position des Autos alsposition -Record benštigen,
die noch nicht direkt imworld -Record vorhanden ist. Die Seite steht immerhin schon da. Die
Stra§enmeter berechnen wir aus den Ticks. Die Funktion dafŸr hat Kurzbeschreibung, Signatur
und TestfŠlle wie folgt:

; Position des Autos
(: world-car-position (world -> position))

(check-expect (world-car-position (make-world 0 " left " empty 0))
(make-position 0 " left " ))

(check-expect (world-car-position (make-world 100 " right " empty 0))
(make-position (ticks->meters 100) " right " ))

Die Schablone fŸr die Funktion berŸcksichtigt, dass es sich sowohl bei Ein- als auch bei der Ausgabe
jeweils um zusammengesetzte Daten handelt:

(define world-car-position
(lambda (world)

(make-position ... ...)
...
(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)
...))

Nur die ersten beiden Felder vonworld sind relevant fŸr die Position des Autos Ð GŸrteltiere und
Punktzahl sind sichtlich nicht relevant. FŸr die Position brauchen wir die Stra§enmeter, die wir aus
den Ticks mit Hilfe vonticks->meters berechnen kšnnen:

(define world-car-position
(lambda (world)

(make-position (ticks->meters (world-ticks world))
(world-car-side world))))

Jetzt haben wir endlich alle Funktionen, die wir benštigen, um die ganze Welt anzuzeigen. Wir
mŸssen sie nur kombinieren, um alles in einemworld -Record als Stra§enabschnitt anzuzeigen:

; Spiel anzeigen
(: world->image (world -> image))
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(define world->image
(lambda (world)

(define ticks (world-ticks world))
(place-score
(world-score world)
(place-car-on-road
ticks
(world-car-position world)
(place-dillos-on-road
ticks
(world-dillos-on-road world)
(road-window ticks))))))

Du kannst jetzt natŸrlich(world->image initial-world) ausprobieren, aber da ist nur der
anfŠngliche, leere Stra§enabschnitt zu sehen.

Besser wird es mitanimate . DafŸr brauchen wir eine Funktion mit Signatur(natural ->
image). Da wir schonworld->image mit der Signatur(world -> image) haben, brauchen
wir noch eine Funktion mit Signatur(natural -> world) , die einen passendenworld -Wert
erzeugt:

; Statische Welt zu einem bestimmten Zeitpunkt darstellen
(: world-at-ticks (natural -> world))

(define world-at-ticks
(lambda (ticks)

(make-world ticks " left " dillos-on-road 0)))

Nun kšnnen wiranimate mit einer Kombination aus den beiden aufrufen:

(animate (lambda (ticks) (world->image (world-at-ticks ticks))))

Da sieht man die Stra§e vorbeiziehen, und schlie§lich tauchen auch GŸrteltiere auf. Aber das Auto
ist links festgeklebt und die GŸrteltiere sterben auch nicht, wenn das Auto drŸberfŠhrt.

##.) †BERFAHREN KONKRET

Was fehlt noch, damit aus demworld -Record alle Aspekte des Spiels berechnet werden kšnnen,
mithin der texanische Highway simuliert:
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". Wir mŸssen feststellen ob das Auto die Position eines GŸrteltiers berŸhrt und dieses damit
ŸberfŠhrt.

$. Wir mŸssen zŠhlen, wieviele Tiere vo einem gegebenen Zeitpunkt vom Auto touchiert, mithin
Ÿberfahren werden, damit wir die Punktzahl entsprechend erhšhen kšnnen.

#. Schlie§lich mŸssen wir alle Tiere Ÿberfahren, deren Position unter das Auto gerŠt.
Diese Liste arbeiten wir in diesem Abschnitt ab.

BerŸhrung eines GŸrteltiers Als nŠchstes auf der Liste von Seite ##' mŸssen wir feststellen, ob
das Auto die Position eines GŸrteltiers berŸhrt. Hier Kurzbeschreibung und Signatur dafŸr:

; BerŸhrt das Auto eine Position ?
(: car-on-position? (position position -> boolean))

Das Auto berŸhrt eine Position, wenn die Position auf der gleichen Stra§enseite nah dran ist. Hier
die TestfŠlle dazu:

(check-expect (car-on-position? (make-position 10 " left " )
(make-position 10 " right " ))

#f)
(check-expect (car-on-position? (make-position 10 " left " )

(make-position 10 " left " ))
#t)

(check-expect (car-on-position? (make-position 11 " left " )
(make-position 10 " left " ))

#t)
(check-expect (car-on-position? (make-position 10 " left " )

(make-position 11 " left " ))
#t)

FŸr die Schablone haben wir es bei beiden Eingaben mit zusammengesetzten Daten zu tun:

(define car-on-position?
(lambda (car-position position)

...
(position-side car-position)
(position-side position)
(position-m-from-start car-position)
(position-m-from-start position)
...))
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Die beiden Stra§enseiten mŸssen gleich sein. Bei den Stra§enmetern der beiden Positionen ist rele-
vant, dass die Stra§enmeter des Autos genau in der Mitte des Autos sind Ð die Position darf nicht
mehr als die HŠlfte davon entfernt sein. Um den Vergleich zu erleichtern, egal ob die Position vor
oder hinter dem Mittelpunkt ist, benutzen wir die eingebaute Funktionabs. Diese Funktion be-
rechnet denAbsolutbetrageiner Zahl: Sie macht aus negativen Zahlen die entsprechenden positiven
Zahlen:

(abs 5)
"! 5
(abs -5)
"! 5

Hier die fertige Funktion:

(define car-on-position?
(lambda (car-position position)

(and (string=? (position-side car-position)
(position-side position))

(<= (abs (- (position-m-from-start car-position)
(position-m-from-start position)))

(/ car-length 2)))))

Wieviele Tiere sind gerade unter dem Auto? Als nŠchstes schreiben wir eine Funktion, welche
die Tiere unter dem Auto zŠhlt, damit wir die Punktzahl entsprechend erhšhen kšnnen. Genauer
gesagt zŠhlen wir nur dielebendigenGŸrteltiere: FŸr das nochmalige †berfahren eines toten GŸr-
teltiers gibt es keinen Punkt. Hier Kurzbeschreibung und Signatur:

; Wieviele Tiere werden vom Auto berŸhrt ?
(: live-dillos-under-car-count

(position (list-of dillo-on-road) -> natural))

FŸr den Test sollten wir in der Eingabe sowohl lebendige als auch tote GŸrteltiere unterbringen,
ebenso wie solche, die unter dem Auto liegen, und solche, die weiter weg sind:

(check-expect
(live-dillos-under-car-count

(make-position 10 " left " )
(list (make-dillo-on-road dillo1 (make-position 10 " left " ))

(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 10 " right " ))
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(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 11 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 9 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 12 " left " ))))

2)

Der Test zŠhlt das erste und das vorletzte GŸrteltier.
FŸr die De+nition kšnnten wir die Schablone fŸr Funktionen auf Listen heranziehen. Da es

aber darum geht, aus einer Liste einige Elemente auszuwŠhlen, die einem bestimmten Kriterium
entsprechen, kšnnen wir auch die Funktionfilter von Seite $&" benutzen, die eingebaute Version
vonextract-list .Damit extrahierenwirdiezuzŠhlendenGŸrteltiere.DiemŸssenwirnurnoch
mit der ebenfalls eingebauten Funktionlength zŠhlen. (Length ist die eingebaute Version von
list-length , siehe Seite "().)

(define live-dillos-under-car-count
(lambda (car-position dillos-on-road)

(length
(filter (lambda (dillo-on-road)

(and (car-on-position?
car-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))

(dillo-alive?
(dillo-on-road-state dillo-on-road))))

dillos-on-road))))

GŸrteltiere tatsŠchlich Ÿberfahren Als letzter Arbeitsauftrag bleibt noch, die GŸrteltiere, die
vom Auto touchiert werden, vom lebenden in den toten Zustand zu ŸberfŸhren. Die Funktion
akzeptiert wielive-dillos-under-car-count die Position des Autos und die GŸrteltiere und
liefert eine Liste von aktualisierten GŸrteltier-ZustŠnden:

; Alle Tiere Ÿberfahren , die das Auto berŸhrt
(: run-over-dillos-on-road

(position (list-of dillo-on-road) -> (list-of dillo-on-road)))

Beim Testen gibt es jede Menge tote GŸrteltiere, darum de+nieren wir den dazugehšrigen Zustand
zwecks Wiederverwendung:

(define dead-dillo1 (run-over-dillo dillo1))
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(check-expect
(run-over-dillos-on-road
(make-position 10 " left " )
(list (make-dillo-on-road dillo1 (make-position 10 " left " ))

(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 10 " right " ))
(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 11 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 9 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 12 " left " ))))

(list (make-dillo-on-road dead-dillo1 (make-position 10 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 10 " right " ))
(make-dillo-on-road dead-dillo1 (make-position 11 " left " ))
(make-dillo-on-road dead-dillo1 (make-position 9 " left " ))
(make-dillo-on-road dillo1 (make-position 12 " left " ))))

Die Funktion wendet also eine Operation auf jedes Element der Liste an und gibt uns die Ergeb-
nisse in einer Liste zurŸck: DafŸr kšnnen wir wieder eine Higher-Order-Funktion aus Kapitel *
verwenden, nŠmlichmap, die eingebaute Version vonlist-map , siehe Seite $&'.

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)

(map (lambda (dillo-on-road)
...)

dillos-on-road)))

Bei dem Argument derlambda-Funktion handelt es sich um zusammengesetzte Daten. Es kom-
men also Selektoraufrufe in die Schablone:

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)

(map (lambda (dillo-on-road)
...
(dillo-on-road-position dillo-on-road)
(dillo-on-road-state dillo-on-road)
...)

dillos-on-road)))

DieGŸrteltiere fallen inzweiKlassen:Die,dievomAutogerade touchiertwerden,undalleanderen.
Wir kšnnen die Funktioncar-on-position? benutzen, um eine binŠre Verzweigung zu bilden:
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(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)

(map (lambda (dillo-on-road)
(if (car-on-position?

car-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))

...

...)
...
(dillo-on-road-position dillo-on-road)
(dillo-on-road-state dillo-on-road)
...)

dillos-on-road)))

Im ersten Fall sollten wir das GŸrteltier Ÿberfahren, das machen wir mitrun-over-dillo . Im
anderen Fall gebenwirdillo-on-road unverletzt zurŸck:

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)

(map (lambda (dillo-on-road)
(if (car-on-position?

car-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))

(make-dillo-on-road
(run-over-dillo (dillo-on-road-state dillo-on-road))
(dillo-on-road-position dillo-on-road))

dillo-on-road))
dillos-on-road)))

A!"#$%& ''.+

Was ist die Konsequenz, wenn auch das †berfahren toter GŸrteltiere Punkte geben wŸrde? Versu-
che, das hier schon einmal durch reines Nachdenken zu klŠren und probiere es spŠter aus!!

##.* REAKTIVE ANIMATION

An diesem Punkt haben wir alle Grundaspekte des Spiels durch Funktionen beschrieben. Wir mŸs-
sen sie noch zu einem Spiel zusammensetzen. Das sollte dann insbesondere auch auf TastendrŸcke
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reagieren. FŸr solche reaktiven Animationen brauchen wir noch UnterstŸtzung vom Teachpack
universe.rkt , das dafŸr extea ein neues Programmiersprachene-Element mitbringt, das hei§t
big-bang . Es startet das Spiel und hat folgende Form:

(big-bang world clause . . .)

Der erste Operandworld ist die Welt am Anfang des Spiels, danach kommen einige Klauseln, die
beschreiben, was das Spiel machen soll, wenn bestimmte Sachen passieren. Das kann sein:

¥ eine Taste auf der Tastatur wird gedrŸckt
¥ eine Taste auf der Tastur wird losgelassen
¥ die Maus wird bewegt oder eine Maustaste wird gedrŸckt

Au§erdem gibt es eine Klausel, die festlegt, wie aus der Welt ein Bild generiert wird. Die sieht so
aus:

(to-draw function )

. . . und die Funktion muss die Signatur(world -> image) erfŸllen. Damit reicht gerade so aus,
umbig-bang ein erstes Mal auszuprobieren:

(big-bang initial-world
(to-draw world->image))

Da wird immerhin die Welt am Anfang angezeigt, die sich aber noch nicht bewegt. DafŸr kšnnte
sie auf Tastendruck reagieren, das geht mit einer Klausel folgender Form:

(on-key function )

Diese Funktion muss folgende Signatur haben:

(world string -> world)

Sie wird immer dann aufgerufen, wenn eine Taste gedrŸckt wird Ð und zwar mit der Welt vor dem
Tastendruck und einer Zeichenkette, die er Taste entspricht. Also zum Beispiel" a" fŸr die A-Taste,
" +" fŸr die +-Taste undsoweiter. FŸr die ÇSondertastenÈ sieht das so aus:

" left " Linkspfeil
" right " Rechtspfeil
" up" Obenpfeil
" down" Untenpfeil
" shift " linke Shift-Taste
" rshift " rechte Shift-Taste

FŸr unser Spiel brauchen wir nur die Links- und Rechts-Pfeiltasten, die das Auto auf die linke oder
rechte Stra§enseite befšrdern. Wir brauchen also eine Funktion mit folgender Signatur:
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; Auf Tastendruck reagieren
(: react-to-key (world string -> world))

Wir testen beide Pfeiltasten Ð alle anderen Tasten sollten die Welt unverŠndert lassen:

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 " right " dillos-on-road 5) " left " )
(make-world 12 " left " dillos-on-road 5))

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 " left " dillos-on-road 5) " right " )
(make-world 12 " right " dillos-on-road 5))

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 " left " dillos-on-road 5) " a" )
(make-world 12 " left " dillos-on-road 5))

Hier das GerŸst:

(define react-to-key
(lambda (world key)

...))

Beikey handelt es sich e.ektiv um eine AufzŠhlung: links, rechts, alles andere. Die Schablone sieht
also so aus:

(define react-to-key
(lambda (world key)

(cond
((string=? key " left " ) ...)
((string=? key " right " ) ...)
(else ...))))

Au§erdemsteuerndieKonstruktionsanleitungenSchablonen fŸrzusammengesetzteDatenalsEin-
und als Ausgabe bei:

(define react-to-key
(lambda (world key)

(cond
((string=? key " left " )
(make-world ... ... ... ...))
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((string=? key " right " )
(make-world ... ... ... ...))

(else ...))
...
(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score-road world)
...))

Bei Links- und Rechtspfeil Šndert sich jeweils nur die Seite des Autos. Bei allen anderen Tasten
Šndert sich nichts:

(define react-to-key
(lambda (world key)

(cond
((string=? key " left " )
(make-world (world-ticks world)

" left "
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)))

((string=? key " right " )
(make-world (world-ticks world)

" right "
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)))

(else world))))

Damit kšnnen wir denbig-bang -Aufruf erweitern:

(big-bang initial-world
(to-draw world->image)
(on-key react-to-key))

Die Stra§e steht zwar immer noch permanent auf Anfang, aber wir kšnnen mit den Pfeiltasten das
Auto nach links und rechts bewegen.

Dass die Stra§e sich bewegt, hatten wir schonmal, aber da haben wiranimate benutzt. Bei
big-bang funktioniert das ein wenig anders, da gibt es eine Klausel dieser Form:

(on-tick function )
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Die Funktion beion-tick wird immer aufgerufen, wenn ein Tick verstreicht, und muss die fol-
gende Signatur haben:

(world -> world)

Dashei§t, dasdieFunktionnichtwiebeianimate dieAnzahlderTicksgeliefert bekommtsondern
selbst zŠhlen muss. Wir fangen mal an, eine solche Funktion zu schreiben:

; Wie ver Šndert sich die Welt , wenn ein Tick Zeit vergeht ?
(: next-world (world -> world))

GerŸst und Schablone nutzen aus, dass sowohl Ein- als auch Ausgabe zusammengesetzte Daten
sind:

(define next-world
(lambda (world)

(make-world ... ... ... ...)
...
(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)
...))

Wir schreiben erst einmal eine ganz einfache Funktion, bei der nur die Zeit vergeht:

(define next-world
(lambda (world)

(make-world (+ 1 (world-ticks world))
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world))))

Die Funktion binden wir jetzt in denbig-bang -Ausdruck ein:

(big-bang initial-world
(to-draw world->image)
(on-tick next-world)
(on-key react-to-key))

Das sieht schon besser aus: Die Stra§e bewegt sich, und man kann das Auto nach links und rechts
steuern. Aber Ÿberfahrene GŸrteltiere sterben noch nicht, und die Punktzahl geht frustrierender-
weise auch noch nicht hoch. Das liegt daran, dass wir die beiden dafŸr zustŠndigen Funktionen Ð
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run-over-dillos-on-road undlive-dillos-under-car-count Ð noch nicht eingesetzt
haben. Das holen wir nach:

(define next-world
(lambda (world)

(define car-position (world-car-position world))
(define dillos-on-road (world-dillos-on-road world))
(make-world (+ 1 (world-ticks world))

(world-car-side world)
(run-over-dillos-on-road car-position dillos-on-road)
(+ (live-dillos-under-car-count

car-position dillos-on-road)
(world-score world)))))

Voilˆ, viel Spa§ beim GŸrteltiere-Ÿberfahren!

A!"#$%& ''.,

€ndere das Spiel so, dass auch das †berfahren toter GŸrteltiere Punkte gibt! Ist das sinnvoll?!

Hier sind noch einige weitere nŸtzliche Klauseln fŸrbig-bang fŸr anspruchsvollere Spiele:

(on-mouse function )

Die Funktionfunction wird immer dan aufgerufen, wenn die Maus bedient wird Ð also wenn sie
bewegt wird, oder wenn ein Knopf gedrŸckt wird. Sie muss folgende Signatur haben:

(world integer integer mouse-event -> world)

Die beideninteger -Argumente sind die X- und Y-Koordinaten der Mausposition. Die Signatur
mouse-event ist folgenderma§en de+niert:

(define mouse-event
(signature
(enum " button- down" " button- up" " drag" " move" " enter " " leave " )))

Die einzelnen FŠlle haben folgende Bedeutungen:

" button- down" Der Maus-Knopf wurde gedrŸckt.
" button- up" Der Maus-Knopf wurde losgelassen.
" drag" Die Maus wird gezogen, bewegt sich also mit gedrŸcktem Knopf.
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" move" Die Maus wurde bewegt.
" enter " Der Maus-Cursor wurde insuniverse.rkt -Fenster bewegt.
" leave " Der Maus-Cursor wurde aus demuniverse.rkt -Fenster herausbewegt.

Es gibt eine weitere coole Klausel namenson-pad:

(on-pad function )

Wenn die spezi+ziert ist, wird ein ÇGame-PadÈ angezeigt, das so aussieht:

In der Signatur der Funktion entsprechen diepad-event -Werte den Tasten auf dem Pad:

(world pad-event -> world)

(define pad-event
(signature

(enum " left " " right " " up" " down" " w" " s" " a" " d" " "
" shift " " rshift " )))

A!"#$%& ''.-

Erweitere den Aufruf vonbig-bang so, dass man das Spiel auch mit dem Pad spielen kann!!

AUFGABEN

A!"#$%& ''..

Mache das GŸrteltier-Spiel besser!

A!"#$%& ''./

Schreibe ein Telespiel Deiner Wahl.
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BŠume sind eine Form von Daten, die (wie Listen) besonders oft in der Informatik vorkommt.
Oft ergeben sich baumfšrmige Datende+nitionen aus der Problemstellung. Wenn wir Ÿber diese
Datende+nitionen abstrahieren, entsteht eine universell verwendbare Form von Daten, derBinŠr-
baum. Diese BinŠrbŠume sind Šhnlich vielseitig wie Listen und erlauben uns au§erdem, Daten so
in BŠumen zu organisieren, dass wir sie schnell wieder+nden kšnnen.

#!.# STAMMB€UME

baeume/family-tree.rkt Code

Die Idee, den Baum als Metapher fŸr eine bestimmte Form von Daten zu benutzen, +ndet sich
bereits in der Bibel, die Wšrter wie ÇBaumstumpfÈ und ÇSprossÈ benutzt, um Abstammmung
zu beschreiben. Erste bildliche Darstellungen von StammbŠumen sind aus diesen Beschreibungen
ab dem "". Jahrhundert abgeleitet worden. In StammbŠumen sind in der Regel fŸr eine Person ihr
Name sowie Verbindungen zu den beiden Eltern vermerkt. Das fŸhrt zu folgender Datende+nition:

; Eine Person hat folgende Eigenschaften:
; - Name
; - Elternteil #1
; - Elternteil #2

Diese De+nition lŠsst o.en,um was fŸr Datenes sich beiden beidenElternteilen handelt. NatŸrlich
sind es auch Personen, aber wenn wir in einem Stammbaum weit genug nach oben gehen, sind
diese irgendwann unbekannt: Jederkonkrete Stammbaumendet irgendwo. Wirbrauchenalso auch
noch eine ReprŠsentation fŸr einen Çunbekannten ElternteilÈ ohne (bekannte) Eigenschaften:

; Ein unbekannter Elternteil hat keine Eigenschaften
(define-record unknown-parent

make-unknown-parent
unknown-parent?)

Daraus entsteht eine Datende+nition fŸr ÇElternteilÈ:

; Ein Elternteil ist eins der folgenden:
; - eine Person
; - ein unbekannter Elternteil

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/baeume/family-tree.rkt
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Diese Ð und die Datende+nition fŸr ÇPersonÈ Ð kšnnen wir nun in Code Ÿbersetzen:

(define-record person
make-person
person?
(person-name string)
(person-parent-1 parent)
(person-parent-2 parent))

(define parent
(signature
(mixed person unknown-parent)))

FŸr das unbekannte Elternteil stellen wir gleich mal einen Wert her:

(define an-unknown-parent (make-unknown-parent))

Hier ein kleiner Stammbaum als Beispiel:

(define slash
(make-person " Slash"

(make-person " Ola Hudson"
an-unknown-parent
an-unknown-parent)

(make-person " Anthony Hudson"
an-unknown-parent
an-unknown-parent)))

(define london-hudson
(make-person " London Hudson"

slash
(make-person " Perla Ferrar "

an-unknown-parent
an-unknown-parent)))

Wir schreiben nun eine Funktion, die feststellen soll, ob jemand der Vorfahr einer Person ist, so
etwa:

; Ist jemand Vorfahr:in einer Person?
(: ancestor? (string person -> boolean))
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(check-expect (ancestor? " Slash" london-hudson) #t)
(check-expect (ancestor? " Axl " london-hudson) #f)

Die Schablone fŸr diese Funktion sieht folgenderma§en aus:

(define ancestor?
(lambda (name person)

...
(person-name person)
(person-parent-1 person)
(person-parent-2 person)
...))

Was kšnnen wir mit diesen Bestandteilen anfangen? Den Namen der Person kšnnten wir mit dem
gesuchten Namen vergleichen Ð wenn ja, handelt es sich um einen Vorfahren:

(define ancestor?
(lambda (name person)

(if (string=? name (person-name person))
#t
...)

(person-parent-1 person)
(person-parent-2 person)
...))

Bei(person-parent-1 person) und(person-parent-2 person) handelt es sich um ge-
mischte Daten. Wir kšnnten die nštige Verzweigung direkt inancestor? einbauen. Genauso
kšnnen wir eine separate Funktion schreiben, welche die Frage beantwortet, ob ein Elternteil Vor-
fahr ist. Da es zwei Elternteile gibt, lohnt sich tendenziell eine solche separate Funktion mit Kurz-
beschreibung und Signatur wie folgt:

; Ist jemand Vorfahr:in eines Elternteils ?
(: parent-ancestor? (string parent -> boolean))

Diese Funktion schreiben wir im Anschluss. Aber ihre Signatur ist genug, um die Schablone von
ancestor? weiter auszufŸllen. Wir ŸberprŸfen, ob Elternteil Nr. " oder Nr. $ Vorfahr ist:

(define ancestor?
(lambda (name person)

(if (string=? name (person-name person))
#t
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(if (or (parent-ancestor? name (person-parent-1 person))
(parent-ancestor? name (person-parent-2 person)))

#t
#f))))

DieseFunktion ist schonkorrekt, abersiekšnntenochetwaselegantersein.Derzweiteif -Ausdruck
liefert#t , falls die Bedingung#t und#f , falls die Bedingung#f liefert: Es kommt also immer das
Ergebnis der Bedingung heraus. Das ist eine allgemein anwendbare Regel:

(if b #t #f) = b

Wir kšnnenancestor? also verkŸrzen auf:

(define ancestor?
(lambda (name person)

(if (string=? name (person-name person))
#t
(or (parent-ancestor? name (person-parent-1 person))

(parent-ancestor? name (person-parent-2 person))))))

Auch den verbleibendenif -Ausdruck kšnnen wir noch loswerden, weil er#t ergibt, wenn die
Bedingung#t ergibt oder wenn deror -Ausdruck#t liefert. Wir kšnnen deshalb die Funktion mit
einem gro§enor schreiben:

(define ancestor?
(lambda (name person)

(or (string=? name (person-name person))
(parent-ancestor? name (person-parent-1 person))
(parent-ancestor? name (person-parent-2 person)))))

Notwendig war diese Vereinfachung nicht, aber schšner sieht das Resultat schon aus, +nden wir!
Es fehlt noch die Hilfsfunktionparent-ancestor? . Hier sind ein paar Tests:

(check-expect (parent-ancestor? " Slash" london-hudson) #t)
(check-expect (parent-ancestor? " Axl " london-hudson) #f)
(check-expect (parent-ancestor? " Slash" an-unknown-parent) #f)

GerŸst und Schablone ergeben sich Ð wie immer Ð aus der Datende+nition vonparent :

(define parent-ancestor?
(lambda (name parent)

(cond
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((person? parent) ...)
((unknown-parent? parent) ...))))

FŸr den ersten Fall kšnnen wirancestor? benutzen, im zweiten Fall kšnnen wir mit#f antwor-
ten:

(define parent-ancestor?
(lambda (name parent)

(cond
((person? parent) (ancestor? name parent))
((unknown-parent? parent) #f))))

Fertig!

A!"#$%& '(.'

€ndere die Funktionancestor? dahingehend, dass eine Person nicht ihr eigener Vorfahr ist. Ach-
te darauf, dass ansonsten die Funktion noch richtig arbeitet! Wird die Funktion einfacher?!

#!.! BIN€RB€UME

baeume/binary-tree.rkt Code

Wir schauen uns nochmal die Record-De+niniton vonperson an:

(define-record person
make-person
person?
(person-name string)
(person-parent-1 parent)
(person-parent-2 parent))

Vielleicht erinnert Dich das an eine Record-De+nition aus Kapitel &:

(define-record confluence
make-confluence
confluence?
(confluence-location string)
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river))

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/baeume/binary-tree.rkt
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Die Struktur ist bei beiden De+nitionen gleich. Insbesondere enthalten beide De+nitionen jeweils
zwei Selbstreferenzen. Beiperson ist die Selbstreferenz aufparent , das so de+niert ist:

(define parent
(signature
(mixed person unknown-parent)))

Beiconfluence ist die Selbstreferenz aufriver :

(define river
(signature (mixed creek confluence)))

Die jeweils anderen FŠlle vonparent undperson unterscheiden sich leicht:

(define-record unknown-parent
make-unknown-parent
unknown-parent?)

(define-record creek
make-creek
creek?
(creek-origin string))

In beiden steckt selbst aber keine Selbstreferenz mehr. Beide Datende+nitionen bilden baumartige
Strukturen ab: Einperson- oderconfluence -Record bildet einen Ast, der zweifach verzweigt.
Ein Baum endet jeweils beiunknown-parent - odercreek -Records. Weil die ÇinnerenÈ €ste im-
mer zweifach verzweigen, handelt es sich in beiden FŠllen umBinŠrbŠume.

†ber diese beiden SŠtze von De+nitionen kšnnen wir abstrahieren. Fangen wir mitperson
und confluence an. Der gŠngige Name fŸr die Verzweigungen innerhalb eines BinŠrbaums ist
Knotenoderinnerer Knoten, auf Englischnode. Wir brauchen au§erdem einen Namen fŸr die
ÇNamensdatenÈ, die bei beiden noch dabei sind. †blich istMarkierung, auf Englischlabel. Die
Signatur fŸr den Selbstbezug nennen wir einfachtree :

(define-record node
make-node node?
(node-label string)
(node-left-branch tree)
(node-right-branch tree))

Das Wort ÇbranchÈ hei§t wšrtlich Ÿbersetzt ÇZweigÈ, wir verwenden aber die Begri.e Çlinker
TeilbaumÈ und Çrechter TeilbaumÈ, was im Deutschen Ÿblicher ist.
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Bei der De+nition fŸrtree brauchen wir noch einen Namen fŸr die Werte an den RŠndern
des Baums Ð genanntBlŠtter, auf Englischleaf.

(define tree
(signature (mixed leaf node)))

Es fehlt noch die De+nition vonleaf . Hier ist es nicht ganz so einfach, weilcreek noch einen
Namen enthŠlt,unknown-parent aber nicht. Wir mŸssen also Ÿber beide abstrahieren. Einen
Namen haben wir ja schon Ðleaf Ð es fehlt noch daslambda:

(define tree-of
(lambda (leaf)

(signature (mixed leaf node))))

Dasziehtnocheineweitere€nderungnachsich,weiltree ja inderDe+nitionvonnodeverwendet
wird. Wir mŸssen da entsprechend denleaf -Parameter mit durchziehen:

(define-record (node-of leaf)
make-node node?
(node-label string)
(node-left-branch (tree-of leaf))
(node-right-branch (tree-of leaf)))

Die Notation fŸr die Abstraktion der Record-Signatur mit den Extra-Klammern um(node-of
leaf) habenwirbisherersteinmalgesehen,beiderDe+nitionvoncons-list-of inAbschnitt '.$
auf Seite "($.

Wir kšnnten an dieser Stelle fertig sein. Wir nehmen aber noch eine Verallgemeinerung vor:
Wie wir sehen werden, mŸssen die Markierungen in BŠumen nicht unbedingt Zeichenketten sein Ð
wir werden da noch andere Arten von Werten ablegen wollen. Darum abstrahieren wir auch Ÿber
die Signatur der Markierungen noch. Au§erdem reichen wir noch die Datende+nitionen nach:

; Ein Knoten besteht aus
; - Markierung
; - linken Ast
; - rechter Ast
(define-record (node-of leaf label)

make-node node?
(node-label label)
(node-left-branch (tree-of leaf label))
(node-right-branch (tree-of leaf label)))
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Abbildung !".!: BeispielbŠume

; Ein BinŠrbaum ist entweder ein Blatt oder ein Knoten
(define tree-of

(lambda (leaf label)
(signature (mixed leaf (node-of leaf label)))))

Das nun ist die De+nition eines BinŠrbaums in Reinform. Hier sind zwei Beispiele, bei denen wir
einfach den Wert#f als Blatt verwendet haben:

(: tree1 (tree-of false number))
(define tree1 (make-node 3 (make-node 4 #f (make-node 7 #f #f)) #f))
(: tree2 (tree-of false number))
(define tree2 (make-node 17 (make-node 3 #f tree1) #f))

Hier ist noch ein weiteres Beispiel, bei dem die BlŠtter Zahlen sind und die Markierungen Zeichen-
ketten

(: tree3 (tree-of number string))
(define tree3 (make-node " Axl "

(make-node " Slash" 17
(make-node " Duff " 14 23))

12))

Abbildung "$." stellt die drei BŠumetree1 , tree2 undtree3 gra+sch dar. Dort hat jeder Baum
erkennbar einen ÇoberstenÈ Knoten, die sogenannteWurzelÐ ein Begri., der im Zusammenhang



BIN€RB€UME $&(

mit BŠumen hŠu+g verwendet wird. Bei dem Begri. muss immer mitgesagt werden,wovondie Wur-
zel gemeint ist. So isttree1 ein Teil vontree2 . Entsprechend steckt die Wurzel vontree1 (der
Knoten mit der #) auch intree2 drin, aber die Wurzel vontree2 ist eben der Knoten mit der "(.

Mit der Wurzel hŠngt auch der Begri.Pfadzusammen: Der Pfad eines Knotens oder Blattes
ist die Liste der Knoten von der Wurzel zu diesem Knoten oder Blatt. Der Pfad der "% intree3 in
Abbildung "$." besteht zum Beispiel aus den Knoten Axl, Slash und Du..

Wir kšnnentree-of benutzen, um die De+nitionen vonriver undconfluence zu ver-
einfachen:

(define river (tree-of creek string))
(define river? node?)
(define make-confluence make-node)
(define confluence-location node-label)
(define confluence-main-stem node-left-branch)
(define confluence-tributary node-right-branch)

A!"#$%& '(.(

De+niereperson mit Hilfe vontree-of ! !

Auf BŠumen kann man alle mšglichen Sachen berechnen. Ein Beispiel ist dieTiefe, also die ma-
ximale Anzahl Knoten auf dem Weg zu einem Blatt. (Manchmal hei§t diese Grš§e auch dieHšhe
eines Baums.) FŸr die Tiefe des Baums sind die Signaturen der BlŠtter und Markierungen egal:

; Tiefe eines Baumsberechnen
(: depth ((tree-of %leaf %label) -> natural))

Hier sind zwei TestfŠlle:

(check-expect (depth tree1) 3)
(check-expect (depth tree2) 5)

Beitree1 sind es die Knoten mit den Markierunen #, % und (, die den maximal langen Weg zu
einem Blatt bilden. Beitree2 sind es "(, #, #, %, (.

Es geht wieder los mit der Konstruktionsanleitung. Wir brauchen die Schablone fŸr gemischte
Daten als Eingabe. Da die Datende+nition fŸr BinŠrbŠume zwei FŠlle hat, brauchen wir eincond
mit zwei Zweigen. Beim ersten kšnnen wir Bedingungen mitnode?bilden. Die BlŠtter haben kein
festes PrŠdikat, aber das sind einfach alle BŠume, die keine Knoten sind Ð wir kšnnen also statt einer
Bedingungelse schreiben:
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(define depth
(lambda (tree)

(cond
((node? tree) ...)
(else ... 0))))

In den Knoten stecken zwei SelbstbezŸge, wir brauchen also zwei rekursive Aufrufe:

(define depth
(lambda (tree)

(cond
((node? tree)
...
(depth (node-left-branch tree))
(depth (node-right-branch tree))
...)

(else ...))))

FŸr die Tiefe zŠhlt nur der Weg mit der maximalen Anzahl von Knoten. Au§erdem mŸssen wir den
Knoten intree noch mitzŠhlen. BlŠtter zŠhlen Ÿberhaupt nicht:

(define depth
(lambda (tree)

(cond
((node? tree)
(+ 1

(max (depth (node-left-branch tree))
(depth (node-right-branch tree)))))

(else 0))))

Fertig!

A!"#$%& '(.)

Schreibe eine Funktion, die alle Knoten eines Baums zŠhlt! !

A!"#$%& '(.*

Schreibe eine Funktion, die fŸr einen Baum eine Liste aller BlŠtter des Baums liefert!!
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#!.$ B€UME F†RÕS SUCHEN

Viele Probleme bei der Programmierung sind ÇSuchproblemeÈ: Einen Namen, eine Telefonum-
mer, eine Bestellnummer aus einer Liste heraussuchen. Darum geht es in diesem Abschnitt und wir
fangen damit an, dass wir das Wort ÇListeÈ wšrtlich nehmen und eine Funktion wie folgt schrei-
ben:

; ist Wert Element einer Liste ?
(: member? (%a (list-of %a) -> boolean))

Wir haben eine Signaturvariable verwendet, weil es sich bei den Listenelementen mal um Zahlen,
mal um Zeichenketten, mal um etwas anderes handeln kann. Hier sind ein paar TestfŠlle:

(check-expect (member? 5 empty) #f)
(check-expect (member? 2 (list 1 2 3)) #t)
(check-expect (member? " Slash" (list " Axl " " Slash" )) #t)
(check-expect (member? " Buckethead" (list " Axl " " Slash" )) #f)

Hier GerŸst und Schablone fŸr Funktionen auf Listen:

(define member?
(lambda (element list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
...
(first list)
(member? element (rest list))
...))))

Bei der leeren Liste kann die Funktion nur#f zurŸckgeben. Bei der Cons-Liste legt die Schablone
nahe, dass die Funktion erst einmal prŸfen sollte, ob(first list) das gesucht Element ist.

Klingt einfach, oder? AberwieprŸfen wir das? Wir kšnnten das hier hinschreiben:

(= element (first list))

. . . aberdaswŸrdedieFunktionaufZahlenbeschrŠnken,weil=nuraufZahlen funktioniert.FŸrdie
beiden TestfŠlle mit Zeichenketten mŸssten wirstring=? verwenden. Wir mŸssen alsomember?
Ÿber=respektivestring=? abstrahieren, noch bevor die Funktion Ÿberhaupt fertig ist. Wir brau-
chen wie immer einen weiteren Parameter und nennen ihnequals? :



$'" B€UME F†RÕS SUCHEN

(define member?
(lambda (equals? element list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
...
(first list)
(member? equals? element (rest list))
...))))

(Aufpassen: Der rekursive Aufruf muss Ð wie immer Ð auch durch den neuen Parameter erweitert
werden.)

Jetzt kšnnen wir den Vergleich mit Hilfe vonequals? durchfŸhren und diesen mit einer
binŠren Verzweigung verarbeiten:

(define member?
(lambda (equals? element list)

(cond
((empty? list) #f)
((cons? list)
(if (equals? element (first list))

#t
(member? equals? element (rest list)))))))

Signatur und TestfŠlle haben von dem neuen Parameter noch nichts mitbekommen. Dieequals? -
Funktionakzeptiert zweiListenelementeund liefert einbooleschesErgebnis.DadieListenelemente
die Signatur%ahaben, sieht die Signaturdeklaration fŸrmember?so aus:

(: member? ((%a %a -> boolean) %a (list-of %a) -> boolean))

Bei den TestfŠllen mŸssen wir jeweils noch die richtige Vergleichsfunktion Ÿbergeben. Das ist= fŸr
Zahlen undequals? fŸr Zeichenketten.

(check-expect (member? = 5 empty) #f)
(check-expect (member? = 2 (list 1 2 3)) #t)
(check-expect (member? string=? " Slash" (list " Axl " " Slash" )) #t)
(check-expect (member? string=? " Buckethead" (list " Axl " " Slash" )) #f)

Fertig!
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Allerdings hatmember?einen Nachteil: Bei kurzen Listen oder wenn das gesuchte Element
am Anfang der Liste steht, wirdmember?ziemlich schnell fertig. Aber stell Dir vor, die Liste hat
ein paar Millionen Elemente und das gesuchte Element ist am Ende. Oder gar nicht drin: Dann
mussmember?die gesamte Liste abklappern.

A!"#$%& '(.+

Schreibe mit Hilfe vonmember?eine Funktion, die von zwei Listen alle Elemente liefert, die in
beiden Listen stehen. Wie lange braucht diese Funktion im ungŸnstigsten Fall? !

Kann ein Programm irgendwie schneller heraus+nden, ob ein Wert Element einer Menge ist oder
nicht? In der Tat ist das mšglich, aber nicht mit Listen: Wir brauchen eine andere Struktur, um das
Suchen zu beschleunigen Ð BŠume.

M

B
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¥ ¥

D

¥ ¥

O

N

¥ ¥

R

¥ ¥

Abbildung !".": Sortierter Baum Ÿber Buchstaben

Schau Dir mal Abbildung "$.$ an. In diesem Baum musst Du nicht alle Elemente anschau-
en, um ein bestimmtes Element zu +nden. Das liegt daran, dass die Buchstaben in dem Baum auf
bestimmte Art nach dem Alphabet sortiert sind:

Die Wurzel mit der MarkierungM hat zwei TeilbŠume Ð die Markierungen des linken Teil-
baums liegenallesamtvorM imAlphabet,alleMarkierungendes rechtenTeilbaumsnachM .Wenn
Du also nach einem Buchstaben suchst Ð nehmen wir malD Ð dann wei§t Du, wenn Du die Wur-
zel mitM siehst, dassD im linken Teilbaum vonM Ð mit der MarkierungB und von da aus im
rechten Teilbaum vonB stehen muss. Die KnotenA, O, N , R kannst Du ignorieren.

Die Suche braucht also hšchstens so viele Schritte wie der Baum tief ist. Das ist schonmal bes-
ser, als in der Liste zu suchen, wo wir potenziell alle Elemente anschauen mŸssen.
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Programmieren wir das also!
Wir fangen mit einem sortierten Baum Ÿber reellen Zahlen an. (Reelle Zahlen deshalb, weil wir

sie einfach mit=und<vergleichen kšnnen. Wir verallgemeinern das spŠter.) Die Zahlen kleben als
Markierungen an den Knoten. An den BlŠttern steht nichts relevantes, wir benutzen deshalb immer
#f . Entsprechend sehen Kurzbeschreibung und Signatur so aus:

; Ist eine Zahl in einem sortierten Baumvorhanden?
(: tree-member? (real (tree-of false real) -> boolean))

Die Signaturfalse ist neu: Sie beschreibt nur den Wert#f . Entsprechend gibt es natŸrlich auch
eine Signaturtrue fŸr#t .

Hier ein Beispielbaum und einige Tests, die ihn benutzen:

(define tree4
(make-node 5

(make-node 3 #f #f)
(make-node 17

(make-node 10 #f (make-node 12 #f #f))
#f)))

(check-expect (tree-member? 5 tree4) #t)
(check-expect (tree-member? 17 tree4) #t)
(check-expect (tree-member? 3 tree4) #t)
(check-expect (tree-member? 10 tree4) #t)
(check-expect (tree-member? 2 tree4) #f)

Hier ist das GerŸst:

(define tree-member?
(lambda (value tree)

...))

In die Schablone fŸr BŠume tragen wir gleich den zweiten Fall ein: Wenn die Funktion ein Blatt
erreicht, dann ist dasvalue de+nitiv nicht im Baum, das Ergebnis dann#f :

(define tree-member?
(lambda (value tree)

(cond
((node? tree)
...
(node-label tree)
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(tree-member? value (node-left-branch tree))
(tree-member? value (node-right-branch tree))
...

(else #f)))))

Bei Knoten kšnnen wir drei FŠlle unterscheiden: Wenn die Markierung gerade das gesuchtvalue
ist, wennvalue kleiner ist als die Markierung (also im linken Teilbaum stehen muss) und wenn sie
grš§er ist. Daraus ergibt sich folgende Weiterentwicklung:

(define tree-member?
(lambda (value tree)

(cond
((node? tree)
...
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(tree-member? value (node-right-branch tree))
...
(cond

((= value (node-label tree)) #t)
((< value (node-label tree)) ...
(else ...)))

(else #f))))

Da(node-label tree) zweimal vorkommt, machen wir dafŸr eien De+nition und setzen die
Bestandteile der Schablone so zusammen:

(define tree-member?
(lambda (value tree)

(cond
((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond

((= value label) #t)
((< value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #f))))
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In den TestfŠllen fŸrtree-member? haben wir immer den Baumtree4 vwerwendet, den wir
direkt mitmake-nodekonstruiert haben. Dabei mussten wir selbst darauf achten, dass er auch
sortiert ist. In diesem Abschnitt automatisieren wir diese Konstruktion. Wir schreiben dafŸr eine
Funktion, die ein neues Element in einen bestehenden sortierten Baum einfŸgt:

; Zahl in sortierten Baumeinf Ÿgen
(: tree-insert (real (tree-of false real) -> (tree-of false real)))

TestfŠlle brauchen wir als nŠchstes. Wir kšnnten das so machen wie immer: Wir schreiben einen
Aufruf vontree-member? hin und den Ergebniswert, den wir uns erho.en. In diesem Fall aber ist
es gar nicht so wichtig, was der Ergebniswert genau ist. Wichtig ist, dass ein eingefŸgtes Element im
Ergebnisbaum auch drin ist. Au§erdem ist es mŸhsam, immer den ganzen Baum hinzuschreiben.
Darum benutzen wirtree-member?, umtree-insert zu testen.

(check-expect (tree-member? 5 (tree-insert 5 tree4)) #t)
(check-expect (tree-member? 11 (tree-insert 11 tree4)) #t)

SpŠter werden wir feststellen, dasstree-insert unterschiedliche sortierte BŠume liefern kann,
die allesamt korrekt sind.
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DiebeidenTestserwarten jeweils,dass#t beitree-member? herauskommt.WŠreessinnvoll, auch
noch welche mit#f zu schreiben? !

Wenn Du ein mulmiges GefŸhl bei den spŠrlichen beiden Tests hast: richtig! In Kapitel "# auf Sei-
te #*# werden wir zeigen, wie man Funktionen wietree-insert besser testet.

GerŸst und Schablone vontree-insert sind genau wie beitree-member?:

(define tree-insert
(lambda (value tree)

(cond
((node? tree)

...
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(tree-insert value (node-right-branch tree))
...)

(else ...))))
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Die Fallunterscheidung bei Knoten ist ebenfalls wie intree-member?, darum kšnnen wir auch
die Verzweigung aus der dortigen Schablone Ÿbernehmen:

(define tree-insert
(lambda (value tree)

(cond
((node? tree)

...
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(tree-insert value (node-right-branch tree))
...
(cond
((= value (node-label tree)) ...)
((< value (node-label tree)) ...)
(else ...)))

(else ...))))

Auch hier ist der erste Fal einfach: Wennvalue gerade die Markierung eines Knotens ist, dann ent-
hŠlt der Baum den Wert bereits, die Funktion muss nichts einfŸgen und kann einfachtree liefern.
Auch fŸr den Fall, dasstree ein Blatt ist (das letzteelse ), ist es recht einfach: Wir konstruieren
einen neuen, einelementigen Baum:

(define tree-insert
(lambda (value tree)

(cond
((node? tree)

...
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(tree-insert value (node-right-branch tree))
...
(cond
((= value (node-label tree)) tree)
((< value (node-label tree)) ...)
(else ...)))

(else (make-node value #f #f)))))

Es bleiben noch zwei FŠlle, in denen der einzufŸgende Wert links beziehungsweise rechts von der
Knotenmarkierung liegt.Ermussentsprechend im linkenoder rechtenTeilbaumeingefŸgtwerden.
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Genau das erledigen die beiden rekursiven Aufrufe aus der Schablone. Der jeweils andere Teilbaum
bleibt so wie er ist:

(define tree-insert
(lambda (value tree)

(cond
((node? tree)
(cond

((= value (node-label tree)) tree)
((< value (node-label tree))
(make-node (node-label tree)

(tree-insert value (node-left-branch tree))
(node-right-branch tree)))

(else
(make-node (node-label tree)

(node-left-branch tree)
(tree-insert value (node-right-branch tree))))))

(else
(make-node value #f #f)))))

Fertig!

#!.& SUCHB€UME

Unsere Funktionentree-member? undtree-insert funktionieren nur auf Zahlen. Die BŠu-
me aus den Abbildungen "$.$ und "$.% enthalten aber beide Buchstaben. Wenn wir andere Werte
als Zahlen zulassen wollen, mŸssen wir wieder einmal abstrahieren Ÿber alles, was mit Zahlen zu
tun hat.

Schau Dir nochmal die De+nition vontree-member? an: Es gibt zwei Stellen, die Çzahlen-
spezi+schÈ sind, nŠmlich= und <. Wenn Zeichenketten in einem sortierten Baum unterbringen
wollten, mŸssten wir dastring=? undstring<? hinschreiben.
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Abstrahieretree-member? undtree-insert Ÿber= und<.
†bergib mal statt<die Funktion>. Funktionierentree-member? undtree-insert dann

noch korrekt? Wie unterscheiden sich die BŠume, die mit<austree-insert herauskommen von
denen mit>? !
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Die abstrahierten Versionen vontree-member? undtree-insert haben einen Nachteil:
Bei jedem Aufruf dieser Funktionen mŸssen wir die beiden Argumente fŸr= und< hinschreiben.
Das nervt und ist jedesmal eine Gelegenheit fŸr einen Fehler, weil wir das vollkommen konsistent
machen mŸssen. Wir wollen also versuchen, ohne diese zusŠtzlichen Parameter auszukommen. Da-
zu benutzen wir einen Trick und packen die Funktionen fŸr= und < zusammen mittree . Das
Ergebnis hei§tSuchbaum. Heraus kommt folgende Datende+nition:

; Ein Suchbaumbesteht aus
; - Funktion f Ÿr =
; - Funktion f Ÿr <
; - BinŠrbaum

Um die De+nition in Code umzusetzen, benutzen wir eine Record-De+nition. Diesmal abstrahie-
ren wir Ÿber die Signatur der Elemente mit einem Signatur-Parameter namenselement :

(define-record (search-tree-of element)
make-search-tree search-tree?
(search-tree-label-=?-function (element element -> boolean))
(search-tree-label-<?-function (element element -> boolean))
(search-tree-tree (tree-of false element)))

Vergleiche die Signatur vonsearch-tree-tree mit der Signatur der BŠume beitree-member?
undtree-insert !

Hier ist der Suchbaum aus Abbildung "$.$ auf Seite #'":

(define search-tree1
(make-search-tree
string=? string<?
(make-node " M"

(make-node " B"
(make-node " A" #f #f)
(make-node " D" #f #f))

(make-node " O"
(make-node " N" #f #f)
(make-node " R" #f #f)))))

Wir schreiben nun eine Variante vontree-member?, die SuchbŠume akzeptiert:

; festellen , ob Element in Suchbaumvorhanden ist
(: search-tree-member? (%a (search-tree-of %a) -> boolean))
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(check-expect (search-tree-member? " M" search-tree1) #t)
(check-expect (search-tree-member? " D" search-tree1) #t)
(check-expect (search-tree-member? " N" search-tree1) #t)
(check-expect (search-tree-member? " R" search-tree1) #t)
(check-expect (search-tree-member? " Z" search-tree1) #f)

Hier ist das GerŸst fŸr die Funktionsde+nition, zusammen mit der Schablone fŸrsearch-tree :

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

...
(search-tree-label-=?-function search-tree)
(search-tree-label-<?-function search-tree)
(search-tree-tree search-tree)
...))

Wir verwendentree-member? wieder und kopieren sie dafŸr in den Rumpf:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

...
(search-tree-label-=?-function search-tree)
(search-tree-label-<?-function search-tree)
(search-tree-tree search-tree)
...
(define tree-member?

(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond

((= value label) #t)
((< value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #f))))
...))
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Wir mŸssen allerdings noch Ÿber= und < abstrahieren. Dazu denken wir uns erstmal nur neue
Namen aus, nŠmlichlabel=? fŸr= undlabel<? fŸr<:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

...
(search-tree-label-=?-function search-tree)
(search-tree-label-<?-function search-tree)
(search-tree-tree search-tree)
...
(define tree-member?

(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond

((label=? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #f))))
...))

Anders als sonst legen wir aber keine Parameter fŸrlabel=? und label<? an: Die Funktionen
dafŸr stehen ja schon in der Schablone, wir mŸssen ihnen nur die richtigen Namen geben mit Hilfe
von lokalen De+nitionen:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

(define label=? (search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (search-tree-label-<?-function search-tree))
...
(search-tree-tree search-tree)
...
(define tree-member? ...)
...)))
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Zu guter letzt brauchen wir noch einen Aufruf vontree-member?, damit es auch losgeht. DafŸr
verbrauchen wir den letzten Baustein aus der Schablone:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

(define label=? (search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-member?

(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond

((label=? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #f))))
(tree-member? value (search-tree-tree search-tree))))
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Schreibe entsprechend zusearch-tree-member? eine Funktionsearch-tree-insert auf
Basis vontree-insert ! !

#!.' SORTIERTE B€UME SIND EFFIZIENTER ALS LISTEN

Sortierte BŠume sind beim Suchen e,zienter. Um zu verstehen warum, betrachte den Baum in
ÇEbenenÈ Ð die erste Ebene ist die Wurzel, die zweite Ebene deren TeilbŠume, die dritte Ebene
wiederum deren TeilbŠume undsoweiter. Je besser der Baum sortiert ist, desto weniger Ebenen gibt
es, und desto weniger Schritte sind beim Suchen notwendig.

Ein jede Ebene passen doppelt soviele Knoten wie in die Ebene darŸber. In einen Baum der
Tiefe " passt1 = 20 Knoten, in einen der Tiefe $ passen20 + 2 1 = 1 + 2 = 3 Knoten, dann
(, dann "& undsoweiter. Dir fŠllt vielleicht auf, dass die Zahlen1, 3, 7, 15 jeweils VorgŠnger einer
Zweierpotenz sind. Wir kšnnen deshalb versuchen, das zu einer Formel zu verallgemeinern. Die
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Tiefe des Baums hei§t dabeit. Dann nehmen wir an (oder ho.en zumindest), dass fŸr fŸr allet
gilt:

20 + ... + 2 t # 1 =
i = t # 1)

i =0

2i = 2 t %1

Da es sich beit um eine natŸrliche Zahl handelt, kšnnen wir vollstŠndige Induktion anwenden
nach der Anleitung in Abschnitt ).# auf Seite $"(. Wir mŸssen beweisen, dass fŸr allet - N gilt:

i = t # 1)

i =0

2i = 2 t %1

FŸrt = 0 lŠuft die Summe von0bis%1. und ist deshalb leer. Das Ergebnis ist das neutrale Element
bezŸglich der Addition:

i = # 1)

i =0

2i = 0

= 1 %1

= 2 0 %1

Induktionsvoraussetzung:
i = t # 1)

i =0

2i = 2 t %1

Induktionsschluss (zu zeigen):
i =( t +1) # 1)

i =0

2t = 2 t +1 %1

Beweis:

i =( t +1) # 1)

i =0

2i =
i = t)

i =0

2i

=
i = t # 1)

i =0

2i + 2 t

= 2 t %1 + 2t Induktionsvoraussetzung

= 2 t , 2 %1

= 2 t +1 %1
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Abbildung !".#: Beziehung zwischen Anzahl von Knoten und Tiefe eines BinŠrbaums

Wozu ist diese Formel gut, fragst Du Dich vielleicht. Nun, die rechte Seite kšnnen wir umdrehen.
(Bei der linken Seite ist das schwieriger.) Wenn die Anzahl der Knotenk ist, dann gilt:

k = 2 t %1
+* k + 1 = 2 t

+* log2(k + 1) = t

Dielog2 ist der sogenannteLogarithmuszur Basis $, auch genannteZweierlogarithmus. Das ist die
Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion mit der Basis $.

Schau Dir Abbildung "$.# an: Da siehst Du, dass die Tiefe Ð mithin der Logarithmus Ð viel
langsamer wŠchst als die Anzahl der Knoten, und die Kurve immer -acher wird. Diese Kurve er-
klŠrt, warum das mit dem sortierten Baum eine gute Idee ist: Die Tiefe des Baums ist ja die Anzahl
der Elemente des Baums, die man abklappern muss, um das gewŸnschte Element zu +nden. (Bezie-
hungsweise herauszubekommen, dass es nicht im Suchbaum ist.) Das gilt allerdings nur, wenn der
Suchbaum Çvoll besetztÈ ist. Wir mŸssen uns also irgendwann Gedanken machen, wie wir dafŸr
sorgen, dass SuchbŠume immer mšglichst voll besetzt sind. Dazu kommen wir spŠter.
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Abbildung !".$: Entarteter Suchbaum

#!.( SUCHB€UME BALANCIEREN

Abbildung "$.% zeigt einen Suchbaum, der nicht voll besetzt ist Ð einen sogenanntenentarteten
Suchbaum. Bei diesem Suchbaum dauert die Suche genau so lang wie in einer Liste.

A!"#$%& '(./

Schreibe einen Ausdruck aus Aufrufen vonsearch-tree-insert , um den Suchbaum in Ab-
bildung "$.% zu erzeugen! !

In diesem Abschnitt wollen wir eine Variante vonsearch-tree-insert schreiben, bei der nie-
mals so ein entarteter Suchbaum herauskommen kann und die den Baum immmerbalanciert.
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SpŠtestens jetzt betreten wir einen Bereich der Programmierung, der in der Informatik meist
Algorithmen und Datenstrukturenhei§t [BG$!]. (Manchmal auch nurAlgorithmenoder nurDa-
tenstrukturen.) Ein Algorithmus ist in der Regel eine Funktion, die in vielen Programmen verwen-
det werden kšnnen. Entsprechend ist eine Datenstruktur eine Datende+nition, auf der ein Algo-
rithmus aufbaut: Die beiden gehšren oft zusammen."

Viele Algorithmen basieren auf cleveren Ideen, von denen die Schšpfys selbst gar nicht so ge-
nau erklŠren kšnnen, wie sie auf sie gekommen sind. Dementsprechend erwarten wir nicht von Dir
(und auch nicht von uns), auf das Material dieses Abschnitts selbst zu kommen. GlŸcklicherwei-
se gibt es in vielen Bereichen der Programmierung schon fertige Algorithmen und Datenstruktu-
ren, die wir entsprechend nicht selbst programmieren mŸssen. In diesem Abschnitt zeigen wir bei-
spielhaft, wie und warum so eine Datenstruktur funktioniert. Vielleicht +ndest Du es interessant Ð
wenn nicht, reicht es, diesen Abschnitt zu Ÿber-iegen oder Ÿberspringen.

Wie also kšnnen wir einen Suchbaum balancieren? Dabei sollten wir nicht nur dafŸr sorgen,
dass das Suchen e,zient funktioniert. Auch das Balancieren sollte nicht zuviel Arbeit machen Ð
sonst werden die Vorteile beim Suchen durch den Aufwand beim Balancieren wieder zunichte ge-
macht. Wir mŸssen einen Kompromiss suchen zwischen den Einsparungen beim Suchen und dem
Aufwand fŸr das Balancieren. Solche Kompromisse gibt es oft bei Algorithmen, und oft werden
Messungen eingesetzt, um sie auszuwŠhlen und schrittweise zu verbessern. So ist es auch hier.

Wir zeigen Dir hier eine Balancier-Funktion, die in einem wissenschaftlichen Aufsatz von Ste-
phen Adams [Ada*#] aus dem Jahr "**# beschrieben ist. Dieser beruht auf einem Programmierwett-
bewerb, bei dem Adams den zweiten Platz belegte, was die E,zienz betri.t. Gleichzeitig ist seine
Lšsung aber deutlich eleganter als die erstplatzierte, weswegen der Aufsatz bis heute oft eingesetzt
wird, um e,ziente SuchbŠume zu programmieren.

Die Idee von Adams beruht auf einer Variante vonsearch-tree-insert , die bei der Kon-
struktion eines neuen Knotens darauf achtet, dass der Baum nicht zu sehr aus dem Gleichgewicht
gerŠt. Falls dies doch droht zu passieren, wird der Baumrotiertund so balanciert.

#!.(.# GR…SSENANNOTIERTE B€UME

Um festzustellen, obder Baum aus dem Gleichgewicht gerŠt, vergleicht der Algorithmus die Anzahl
der Knoten in den beiden TeilbŠumen eines Knotens. Nun wŠre es blšd, wenn er dafŸr jedesmal
nachzŠhlen mŸsste, wieviele das denn sind. Viel e,zienter ist es, die Grš§e eines Baums im Baum

" Der Begri+ ÇAlgorithmusÈ stammt vom Namen des persischen RechenmeistersAl-Chwarizmi. Die deutsche
Schulinformatik kennt noch detaillierte DeÞnitionen des Begri+s, die aber fŸr die praktische Programmierung
weitgehend irrelevant sind.
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selbst mitzufŸhren, als Teil der Markierung eines Knotens. Die de+nieren wir erstmal, bevor es mit
dem Ausbalancieren losgeht.

BŠume, bei denen die Grš§e an jedem Knoten dransteht, nennen wirgrš§enannotiert. Im Eng-
lischen ist der Begri. nicht ganz so sperrig:sized. Neben der Grš§e brauchen wir an jedem Kno-
ten auch noch die ÇeigentlicheÈ Markierung. Zusammen ergibt das folgende Daten- und Record-
De+nition:

; Die Markierung an einem gr š§enannotierten Baumbesteht aus:
; - Anzahl der Knoten
; - " eigentliche " Markierung
(define-record (sized-label-of label)

make-sized-label
sized-label
(sized-label-size natural)
(sized-label-label label))

Hier ist nochmal der Baum aus Abbildung "$.$ auf Seite #'", aber diesmal grš§enannotiert:

(define sized-tree1
(make-node (make-sized-label 7 " M" )

(make-node (make-sized-label 3 " B" )
(make-node (make-sized-label 1 " A" ) #f #f)
(make-node (make-sized-label 1 " D" ) #f #f))

(make-node (make-sized-label 3 " O" )
(make-node (make-sized-label 1 " N" ) #f #f)
(make-node (make-sized-label 1 " R" ) #f #f))))

Ganz schšn umstŠndlich, jedesmal von Hand die richtige Grš§e hinzuschreiben. Das kšnnen wir
auchgutdenComputererledigen lassen, indemwireineHilfsfunktionschreiben,welchedieGrš§e
bei der Konstruktion eines Knotens ausrechnet. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; Grš§enannotierten Knoten konstruieren
(: make-sized-node (%label (tree-of %leaf (sized-label-of %label))

(tree-of %leaf (sized-label-of %label))
-> (node-of %leaf (sized-label-of %label))))

Diese Signatur entspricht der vonmake-nodeÐ hier ist diese zum Vergleich:

(: make-node (%label (tree-of %leaf %label) (tree-of %leaf %label)
-> (node-of %leaf %label)))
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FŸreinenTestnehmenwirdenAusdruckvonsized-tree1 ersetzendieAufrufevonmake-node
durch welche vonmake-sized-node . Es sollte das gleiche herauskommen:

(check-expect (make-sized-node
" M"
(make-sized-node " B"

(make-sized-node " A" #f #f)
(make-sized-node " D" #f #f))

(make-sized-node " O"
(make-sized-node " N" #f #f)
(make-sized-node " R" #f #f)))

sized-tree1)

Hier ist GerŸst mit Schablone fŸr die Funktion. Die Signatur besagt, dass die Funktion einennode-
Record liefert, entsprechend besteht die Schablone aus einem Aufruf des Konstruktors:

(define make-sized-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(make-node ... ... ...)))

Die beiden Argumente fŸrleft-branch und right-branch kšnnen wir direkt an den Kon-
struktor weiterreichen. Allein die Grš§e mŸssen wir noch ausrechnen: Diese ist die Summe der
beiden TeilbŠume, plus ", weil dasmake-nodenoch einen neuen Knoten erzeugt:

(define make-sized-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(make-node
(make-sized-label (+ 1

(sized-tree-size left-branch)
(sized-tree-size right-branch))

label)
left-branch right-branch)))

Schau den Teilausdruck an, der die Grš§e berechnet: Da wird eine Funktionsized-tree-size
benutzt, welche die Grš§e eines Baums berechnet. Die gibt es aber noch gar nicht Ð reines Wunsch-
denken! Das mŸssen wir noch nachholen. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und zwei Tests:

; Grš§e eines gr š§enannotierten Baumsliefern
(: sized-tree-size

((tree-of %leaf (sized-label-of %label)) -> natural))
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(check-expect (sized-tree-size " A" ) 0)
(check-expect (sized-tree-size sized-tree1) 7)

Hier sind GerŸst und Schablone. Die Funktion verarbeitet gemischte Daten, also brauchen wir eine
Verzweigung:

(define sized-tree-size
(lambda (tree)

(cond
((node? tree) ...)
(else ...))))

Im node-Fall wissen wir schon, wo die Grš§e steht, nŠmlich in dersized-label -Markierung.
Im anderen Fall handelt es sich um ein Blatt, das hat Grš§e0:

(define sized-tree-size
(lambda (tree)

(cond
((node? tree)
(sized-label-size (node-label tree)))

(else 0))))

Wenn Du Dir die Signaturdeklarationen vonmake-sized-node und sized-tree-size an-
schaut, dann siehst Du, dass folgende Signaturen mehrfach vorkommen:

(node-of %leaf (sized-label-of %label))
(tree-of %leaf (sized-label-of %label))

Das wird noch šfter passieren, darum abstrahieren wir:

; Signatur f Ÿr gr š§enannotierte Knoten
(define sized-node-of

(lambda (leaf label)
(node-of leaf (sized-label-of label))))

; Signatur f Ÿr gr š§enannotierte BŠume
(define sized-tree-of

(lambda (leaf label)
(tree-of leaf (sized-label-of label))))
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Schreibe bessere Signaturdeklarationen fŸrmake-sized-node undsized-tree-size mit Hil-
fe dieser Funktionen! !

Wir kšnnen au§erdem schon absehen, dass wir noch hŠu+g die Markierung eines grš§enannotier-
ten Knotens benštigen werden. Wir de+nieren deshalb eine Hilfsfunktion:

; aus gr š§enannotiertem Knoten die Markierung extrahieren
(: sized-node-label ((sized-node-of %leaf %label) -> %label))

(define sized-node-label
(lambda (node)

(sized-label-label (node-label node))))

#!.(.! BALANCIERTE SUCHB€UME

FŸr die Entwicklung von Algorithmen gibt es leider keine Ÿbergreifende Strategie analog zu den
Konstruktionsanleitungen. HŠu+g steht am Anfang eine Idee, die aus einer bestimmten Sichtweise
des Problems entsteht, verbunden mit Variationen und Experimenten.

Der Ausgangspunkt von Stephen AdamsÕ Idee ist die Funktionsearch-tree-insert . Die
platziert das neue Element an die erstbeste Stelle im Suchbaum, die passt: Das ist der minimal mšg-
liche Aufwand. AdamsÕ Idee ist nun,search-tree-insert im wesentlichen beizubehalten, aber
mit einer ErgŠnzung: Wenn das EinfŸgen eines neuen Elements den Baum aus dem Gleichgewicht
bringt, wird er ein bisschen neu ausbalanciert. So, als wŸrde man immer, wenn man was neues
kauft, den neuen Gegenstand im Zimmer ins Regal legen und dann ein kleines bisschen aufrŠu-
men. Die Kunst ist, gerade genug aufzurŠumen, dass das Zimmer auf Dauer trotzdem nicht im
Chaos versinkt. Dabei hilft wiederum die Annotation mit der Grš§e.

Wir brauchen also erstmal eine Variante der Datende+nition fŸr SuchbŠume mit grš§enanno-
tierten BŠumen:

; Ein gr š§enannotierter Suchbaumbesteht aus
; - Funktion f Ÿr =
; - Funktion f Ÿr <
; - gr š§enannotierter BinŠrbaum
(define-record (sized-search-tree-of element)

make-sized-search-tree sized-search-tree?
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(sized-search-tree-label-=?-function (element element -> boolean))
(sized-search-tree-label-<?-function (element element -> boolean))
(sized-search-tree-tree (sized-tree-of false element)))

Hier ist ein Beispiel:

(define sized-search-tree1
(make-sized-search-tree
string=? string<?
(make-sized-node " M"

(make-sized-node " B"
(make-sized-node " A" #f #f)
(make-sized-node " D" #f #f))

(make-sized-node " O"
(make-sized-node " N" #f #f)
(make-sized-node " R" #f #f)))))

A!"#$%& '(.''

Warum mŸssen wir einen neuen Record-Typ de+nieren? Kšnnten wirsized-search-tree-of
nicht folgenderma§en de+nieren?

(define sized-search-tree-of
(lambda (element)

(search-tree-of (sized-label-of element)))) !

Wir machen aussearch-tree-member? nun sized-search-tree-member? . DafŸr kopie-
ren wir sie, benennen sie um und Šndern sie, so dass siesized-search-tree benutzt.

; festellen , ob Element in Suchbaumvorhanden ist
(: sized-search-tree-member?

(%a (sized-search-tree-of %a) -> boolean))

(check-expect (sized-search-tree-member? " M" sized-search-tree1) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? " D" sized-search-tree1) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? " N" sized-search-tree1) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? " R" sized-search-tree1) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? " Z" sized-search-tree1) #f)
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(define sized-search-tree-member?
(lambda (value search-tree)

(define label=? (sized-search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (sized-search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-member?

(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)
(define label (sized-node-label tree))
(cond

((label=? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #f))))
(tree-member? value (sized-search-tree-tree search-tree))))

Vergleiche sie mitsearch-tree-insert . Es gibt nur zwei Unterschiede:
¥ Die Funktion benutzt grš§enannotierte SuchbŠume und BŠume anstatt der ÇnormalenÈ.
¥ Die Funktion ruft stattnode-label sized-node-label auf.

Nun widmen wir uns der Konstruktion von balancierten SuchbŠumen. Die Funktion dafŸr ent-
steht entsteht aussearch-tree-insert durch Umstellen aufsized-search-tree :

; neues Element in gr š§enannotierten Suchbaumeinf Ÿgen
(: balanced-search-tree-insert

(%a (sized-search-tree-of %a) -> (sized-search-tree-of %a)))

(define balanced-search-tree-insert
(lambda (value search-tree)

(define label=? (sized-search-tree-label-=?-function search-tree))
(define label<? (sized-search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-insert

(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)
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(cond
((label=? value (sized-node-label tree))
tree)

((label<? value (sized-node-label tree))
(make-balanced-node

(sized-node-label tree)
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(node-right-branch tree)))

(else
(make-balanced-node

(sized-node-label tree)
(node-left-branch tree)
(tree-insert value (node-right-branch tree))))))

(else
(make-sized-node value #f #f)))))

(make-sized-search-tree
label=? label<?
(tree-insert value (sized-search-tree-tree search-tree)))))

FŸr die Konstruktion eines neues Knotens benutzt die Funktion nichtmake-node(beziehungs-
weisemake-sized-node ), sondern eine noch zu schreibende Funktionmake-balanced-node.
DiemusssichdannumdasobenbeschriebeneÇbisschenAufrŠumenÈdurchAusbalancierenkŸm-
mern. Sie hat die gleiche Signatur wiemake-sized-node :

; neuen Knoten herstellen , dabei neu ausbalancieren
(: make-balanced-node (%label (sized-tree-of false %label)

(sized-tree-of false %label)
-> (sized-node-of false %label)))

Hier das GerŸst:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

...))

Wir kšnnten es uns einfach machen und schreiben:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(make-sized-node label left-branch right-branch)))
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Das entspricht aber der Strategie eines gewissen "$jŠhrigen Kindes eines der Autoren: Einfach das
neue Element aufs Bett werfen, TŸr zu, fertig. Aber die Idee ist ja: Wenn die Unordnung zu gro§
ist, wollen wir ein bisschen aufrŠumen. Wobei Unordnung hier hei§t ÇUngleichgewicht zwischen
left-branch undright-branch È. Und das Ungleichgewicht de+nieren wir (genauer gesagt:
Stephen Adams) Ÿber die Grš§e der TeilbŠume. Naiv kšnnten wir es folgenderma§en machen:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(cond
((= (sized-tree-size left-branch)

(sized-tree-size right-branch))
(make-sized-node label left-branch right-branch))

(else ...)))) ; ausbalancieren

.. . aber das wŠre zu hart: Das wŸrde hei§en, dass die Funktionjedesmalausbalancieren mŸsste,
wenn auch nur das kleinste bisschen Ungleichgewicht entstehen wŸrde. Abgesehen davon ist das
auch unmšglich: Ein Baum der Grš§e3 kann gar nicht perfekt balanciert sein zum Beispiel.

Wir brauchen also ein ÇweicheresÈ Kriterium. Stephen Adams hatte nun folgende Idee: Wenn
ein Teilbaum mehr alsn mal so gro§ ist wie der andere, dann wird neu ausbalanciert.

Wie ist er darauf gekommen und wie gro§ sollten sein? Wie er darauf gekommen ist, ist nicht
Ÿberliefert, aber wir gehen davon aus, dass er unterschiedliche Kriterien ausprobiert hat und dieses
hier dazu fŸhrte, das die entstehende Funktion sowohl einfach ist als auch im Schnitt schnell funk-
tioniert. Dabei hat er auch ermittelt, wie gro§n sinnvollerweise ist, nŠmlich &. Es entsteht folgende
Schablone:

(define ratio 5)

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond

((> right-size ; rechts hat †bergewicht
(* ratio left-size)) ...)

((> left-size ; links hat †bergewicht
(* ratio right-size)) ...)

(else
(make-sized-node label left-branch right-branch)))))
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Du siehst, wir haben die5 in eine separate De+nition verlagert, weil sie zweimal benutzt wird und
so einfach geŠndert werden kann. Adams hat die Funktion noch etwas weiter verbessert, indem er
ein weiteres Kriterium hinzufŸgte, bei dem kein Ausbalancieren notwendig ist:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond

((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))

((> right-size ; rechts hat †bergewicht
(* ratio left-size)) ...)

((> left-size ; links hat †bergewicht
(* ratio right-size)) ...)

(else
(make-sized-node label left-branch right-branch)))))

Der erste Zweig kommt immer dann zum Zug, wenn in den beiden TeilbŠumen zusammen nur ein
Knoten ist: Dann macht Ausbalancieren auch keinen Sinn.

#!.) AUSBALANCIEREN DURCH ROTATION

Um den Baum auszubalancieren, schauen wir, wie so ein Ungleichgewicht aussehen kann. In Ab-
bildung "$.& steht links oben ein Baum mit Markierungena undc sowie dreieckigen TeilbŠumen
X , Y undZ .

Stell Dir nun vor, der Baum hat rechts deutlich mehr Knoten als links. Dann ist er aus dem
Gleichgewichtundsollteneuausbalanciertwerden.DaserledigteineRotation,dieausdiesemBaum
den Baum oben rechts macht: Der TeilbaumY wird von rechts nach links geschoben, was das Un-
gleichgewicht zumindest etwas lindert.

Unten links siehst Du ebenfalls einen Baum, der aus dem Gleichgewicht gekommen ist: Auch
hier wird ein Teilbaum von rechts nach links verschoben, der sich aber noch eine Ebene tiefer be-
+ndet. Diese Rotation ist etwas komplizierter, darum hei§t sie ÇdoppelteÈ Rotation, die erste hei§t
entsprechend ÇeinfachÈ.
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Abbildung !".%: Ausbalancieren von BŠumen durch Rotation
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Warum bewirken die Rotationen in Abbildung "$.& nicht, dass die BŠume auf der rechten Seite
nicht mehr sortiert sind? !

Wann sollte der Algorithmus nun einfach und wann doppelt rotieren? Schau Dir dazu noch einmal
in Abbildung "$.& den oberen linken Baum an. Von den TeilbŠumenX undY ist einer grš§er als
der andere. Nehmen wir mal an, das istX . Dann vermindert eine einfache Rotation das Ungleich-
gewicht zwischen links und rechts. Wenn aberY grš§er istZ , dann macht die einfache Rotation
das Ungleichgewichtgrš§er: Der eh grš§ere BrockenY tut sich dann auch noch mitX zusam-
men, wŠhrend der kleine BrockenZ rechts ganz allein zurŸckbleibt. In diesem Fall ist die doppelte
Rotation angezeigt, die nur einen Teilbaum vonY , nŠmlichY1, nach links verlagert.

A!"#$%& '(.')

Nimm Dir ein StŸck Papier und male die beiden Rotationen aus "$.& so auf, dass jeweils links †ber-
gewicht herrscht. !
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Diese Rotationen Ÿbertragen wir jetzt in den Rumpf vonmake-balanced-node. Damit wir da-
bei mšglichst keine Fehler machen, verwenden wir die gleichen Namen im Code wie in Abbil-
dung "$.&:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond

((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))

((> right-size (* ratio left-size))
(define a label)
(define X left-branch)
(define c (sized-node-label right-branch))
(define Y (node-left-branch right-branch))
(define Z (node-right-branch right-branch))
...)

...)))

A!"#$%& '(.'*

Die De+nitionen vonc, Yund YŸberprŸfen gar nicht, obright-branch wirklich ein Knoten
ist. Kšnnte es nicht auch ein Blatt sein? !

Als nŠchstes ist die Rotation dran: Die Funktion muss noch entscheiden, ob sie eine einfache oder
eine doppelte Rotation vornimmt. Das hŠngt davon ab, ob derY oderY grš§er ist:

(if (< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
... ; einfach
...) ; doppelt

Bei der einfachen Rotation mŸssen wir die rechte Seite von Abbildung "$.& in Code Ÿbersetzen:

(if (< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node c

(make-sized-node a X Y)
Z)

...)
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Bei derdoppelten Rotationstehen in derAbbildung nochweitere Namen fŸr die TeilbŠumevonY .
Es ist sinnvoll, die ebenfalls zu binden. Leider erlaubtif nicht die Bindung von lokalen Variablen,
wir mŸssen daraus eincondmachen:

(cond
((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node c

(make-sized-node a X Y)
Z))

(else
(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))

(make-sized-node b
(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node c Y2 Z))))

A!"#$%& '(.'+

Bei der doppelte Rotation nimmt die Funktion an, dassYein Knoten ist. Kšnnte es nicht auch ein
Blatt sein? !

Wir benštigen in der Funktion nun noch den umgekehrten Fall, dass also das †bergewicht links
und nichts rechts ist. Der Code dafŸr ist gegenŸber dem gerade behandelten Fall ÇgespiegeltÈ.
Auch der letzte Fall fehlt noch: Der tritt dann ein, wenn der Baum kein exzessives Ungleichgewicht
aufweist. Dann kšnnten wir einfachmake-sized-node benutzen.

Hier die ganze Funktion:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond

((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))

((> right-size (* ratio left-size))
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(define a label)
(define X left-branch)
(define c (sized-node-label right-branch))
(define Y (node-left-branch right-branch))
(define Z (node-right-branch right-branch))
(cond

((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node c

(make-sized-node a X Y) Z))
(else

(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))
(make-sized-node b

(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node c Y2 Z)))))

((> left-size (* ratio right-size))
(define c label)
(define a (sized-node-label left-branch))
(define X (node-left-branch left-branch))
(define Y (node-right-branch left-branch))
(define Z right-branch)
(cond

((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size X))
(make-sized-node a

X (make-sized-node c Y Z)))
(else
(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))
(make-sized-node b

(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node c Y2 Z)))))

(else
(make-sized-node label left-branch right-branch)))))



$)) AUSBALANCIEREN DURCH ROTATION

FŸrbalanced-search-tree-insert undmake-balanced-node gibt es bisher noch keine
Tests. Das ist bedenklich, insbesondere weil die Funktionen ziemlich kompliziert sind und viele
FŠlle abdecken mŸssen. Es lohnt sich, ein weiteres Mal an Mantra ( auf Seite #) zu erinnern:

M$245$ -
Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthŠlt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damit ihre Lšsung
fehleranfŠllig ist.

So richtig testen werden wirbalanced-search-tree-insert und make-balanced-node
erst im nŠchsten Kapitel. Hier eine Aufgabe zur Vorbereitung:

A!"#$%& '(.',

Mach Dir schomal ein paar Gedanken darŸber,waseigentlich getestet werden mŸsste. Reicht es,
die Funktion so zu testen wiesearch-tree-insert , also nur zu testen, ob eingefŸgte Elemente
hinterher auch tatsŠchlich im Suchbaum sind? !

AUFGABEN

A!"#$%& '(.'-

Schreibe eine Funktion, die einen BinŠrbaum akzeptiert und eine Liste aller Markierungen in dem
Baum zurŸckgibt.

A!"#$%& '(.'.

Die Funktionsearch-tree-member? ŸberprŸft nur,obein Element in einem Suchbaum vor-
handen ist. Das hilft nicht zum Beispiel beim Suchen von Telefonnummern zu gegebenen Namen.
Erweitere die Funktionen so, dass sie zum Beispiel auch zum Suchen von Telefonnummern verwen-
det werden kann. Realisiere exemplarisch das Suchen nach Telefonnummern!

Benutze als Markierungen im Suchbaum sogenannteEintrŠge, die aus eineSchlŸssel(zum Bei-
spiel dem Namen) und demWert bestehen. Schreibe Daten-, Record- und Signatur-De+nitionen
fŸr EintrŠge. €ndere die Funktionsearch-tree-insert dahingehend, dass sie SchlŸssel und
Element akzeptiert. Schreibe eine Funktionsearch-tree-find , die zu einem SchlŸssel den zu-
gehšrigen Wert +ndet.
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Abbildung !".&: Red-Black-Tres

In Abbildung "$.' ist eine alternative Strategie abgebildet, um SuchbŠume auszubalancieren. Diese
Strategie benutzt nicht grš§enannotierte BŠume sondern solche, wo an jedem Knoten eineFarbe
Teil der Markierung ist. Es gibt nur die Farben Rot und Schwarz, entsprechend hei§en diese BŠume
Red-Black-Trees. (Falls Du die Abbildung in Schwarz-Wei§ anschaust: Die grauen Markierungen
sind rot, die schwarzen schwarz.) BlŠtter haben immer die Farbe Schwarz.

FŸr einen Red-Black-Tree gelten die folgenden Bedingungen:
¥ Kein roter Knoten hat einen roten Teilbaum.
¥ Auf jedem von der Wurzel ausgehenden Weg zu den BlŠttern ist die Anzahl der schwarzen

Knoten gleich.
Durch diese Bedingungen wird garantiert, dass der lŠngste mšgliche Weg, also ein Weg, bei dem
sich rote und schwarze Knoten abwechseln, weniger als doppelt so lang wie der kŸrzestmšgliche
Weg ist. (Der kŸrzestmšgliche Pfad besteht nur aus schwarzen Knoten.)

Soll ein Red-Black-Tree um einen Knoten erweitert werden, muss nach dem EinfŸgen diese
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Bedingung immer noch gelten, er muss also ausbalanciert werden.
Programmiere Red-Black-Trees mit Hilfe der folgenden Anleitung!

¥ Schreibe zunŠchst Daten- und Record-De+nition fŸr Red-Black-Trees analog zu grš§enanno-
tierten BŠumen und SuchbŠumen.

¥ Schreibe Funktionenred-tree? undblack-tree? , die ŸberprŸfen, ob ein (Teil)baum rot
oder schwarz ist.

¥ Schreibe eine Funktionred-black-tree-member? analog zusized-tree-member? .
¥ Schreibered-black-tree-insert analog zubalanced-search-tree-insert .

A!"#$%& '(.(0

Schreibe eine Funktionsearch-tree-delete , die ein Element aus einem Suchbaum entfernt.

A!"#$%& '(.('

Entwickle eine alternative ReprŠsentation fŸr endliche Folgen auf Basis folgender Datende+nition:

; Eine AListe ist eins der folgenden:
; - die leere AListe
; - eine einelementige AListe
; - eine AneinanderhŠngung von zwei AListen

Programmiere einige der Funktionen aus Kapitel ' auf dieser neuen ReprŠsentation, zum Beispiel
list-sum ,concat , list-map undlist-filter . Welche Vor- und Nachteile hat diese ReprŠ-
sentation gegenŸber Listen?

A!"#$%& '(.((

BŠume mŸssen nicht immer binŠr sein: Es ist auch mšglich, BŠume so zu de+nieren, dass ein Kno-
ten statt immer zwei eine beliebig lange Liste von TeilbŠumen mit sich fŸhrt. Die entstehenden
BŠume hei§en ÇRosenbŠumeÈ oder auf Englisch Çrose treeÈ.

". Schreibe eine Datende+nition fŸr RosenbŠume und Ÿbersetze sie in Code!
$. Benštigst Du noch eine separate De+nition fŸr BlŠtter?
#. Man kann RosenbŠume verwenden, um eine spezielle Form von Suchbaum zu programmie-

ren, bei dem die EintrŠge Listen sind.
Der Suchbaum hat fŸr jeden Eintrag einen Pfad im Baum, bei dem die Knoten entlang des
Pfades die Elemente der Liste sind. Die Markierung an der Wurzel wird ignoriert.
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Abbildung !".': Rosen-Suchbaum

Abbildung "$.( zeigt ein Beispiel fŸr einen Rosen-Suchbaum, in dem die Listen#list<1 3> ,
#list<1 5 3> , #list<1 5 1> , #list<1 7> und#list<2> stehen.
Schreibe Funktionen analog zusearch-tree-insert und search-tree-member? fŸr
Rosen-SuchbŠume!
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Woher wissen wir eigentlich, dass die Funktion, die wir geschrieben haben, auch richtig funktio-
niert? Wenn wir mit Konstruktionsanleitungen arbeiten, stehen die Chancen nicht schlecht. Die
systematische Konstruktion hilft, von vornherein die Funktion richtig zu schreiben. Aber Kontrol-
le ist besser: Die Tests helfen, etwaige Fehler zu +nden. Leider funktioniert das nicht immer, weil
jeder Tests nur ein einzelnes Beispiel ŸberprŸft. Zumindest war das bisher so. In diesem Kapitel
Šndern wir das, in dem wir statt einzelner Beispiele allgemeineEigenschaftenvon Funktionen for-
mulieren. Aus diesen Eigenschaften kšnnen wir automatisch Tests machen, die e.ektiver sind als
die bisherigen, aufcheck-expect basierenden Tests. FŸr hunderprozentige Sicherheit kšnnen
wir gelegentlich auch Eigenschaften mathematisch beweisen. Dieses Kapitel zeigt, wie es geht.

#$.# KORREKTHEIT UND TESTS

eigenschaften/heat-water.rkt Code

Erinnerst Du Dich an die Funktionheat-water aus Abschnitt $.& auf Seite &"? Die hatte ziem-
lich komplizierte Verzweigungen. Dabei sind auch ein paar Fehler passiert. Zum Schluss hatten wir
heat-water in zwei Funktionen aufgeteilt,heat->temperature undtemperature->heat .
Hier ist die erste davon, wobei wir die Bedingungen in der Verzweigung etwas vereinfacht haben:

; Aus WŠrme Temperatur berechnen
(: heat->temperature (real -> real))

(define heat->temperature
(lambda (heat)

(cond
((<= heat 0) heat)
((<= heat 80) 0)
((<= heat 180) (- heat 80))
(else 100))))

Da waren au§erdem ziemlich viele TestfŠlle:

(check-expect (heat->temperature -50) -50)
(check-expect (heat->temperature 0) 0)
(check-expect (heat->temperature 20) 0)

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/eigenschaften/heat-water.rkt
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(check-expect (heat->temperature 80) 0)
(check-expect (heat->temperature 81) 1)
(check-expect (heat->temperature 180) 100)
(check-expect (heat->temperature 200) 100)

Die TestfŠlle haben eigentlich zwei Aufgaben:
". Sie sollen als Beispiele die Funktiondokumentieren.
$. Sie sollen au§erdem sicherstellen, dass die Funktionkorrektprogrammiert ist.

BeidieserFunktionallerdingsgibtesbeibeidenAspektenProbleme.EssindsovieleTestfŠlleundsie
sind willkŸrlich und scheinbar zufŠllig ausgewŠhlt. Das macht es Leserinnen und Lesern schwer, das
Wirkprinzip dahinter zu erkennen. Das fŸhrt dazu, dass uns (und vielleicht auch Dich) das GefŸhl
nicht loslŠsst, dass bei den TestfŠllen noch Fehler durchschlŸpfen kšnnten.

A!"#$%& ').'

€ndere die Funktion absichtlich so, dass sie einen Fehler enthŠlt, und zwar so, dass trotzdem noch
alle TestfŠlle erfolgreich laufen. !

Eincheck-expect -Test ist eben leider immer nur ein einzelnes Beispiel, was seine Aussagekraft
einschrŠnkt." Oft ist eine allgemeine Aussage die bessere Dokumentation.

In diesem Fall kšnnten wir zum Beispiel aussagen, dass es um Wasser geht, die Temperatur also
niemals grš§er als "!!" C sein kann. Das geht nicht nur als Text, sondern auch als ein StŸck Code:

(<= (heat->temperature heat) 100)

FŸr sich genommen ergibt dieser Ausdruck keinen Sinn:heat ist nicht gebunden. Wir brauchen
noch den Zusatz, dass die AussagefŸr alleWerte vonheat gilt. Also streng genommen auch nicht
fŸr wirklichalleWerte, nur alle Werte der Signaturreal . Das kšnnen wir tatsŠchlich hinschreiben,
mit Hilfe einer neuen Form namensfor-all :

(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100))

Dasfor-all bedeutet, wie der Name schon sagt, ÇfŸr alleÈ. Da steht:

FŸrallereellenZahlennamensheat mussdasErgebnisvon(heat->temperature
heat) kleiner oder gleich "!! sein.

" In der professionellen Entwicklung hei§t ein solcher Test Unit-Test..
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For-all ermšglicht das Formulieren vonEigenschaften. Einfor-all -Ausdruck hat die folgen-
de allgemeine Form:

(for-all (( var1 sig1) . . . ( varn sign )) b)

Dabei mŸssen dievar i Variablen sein, die _i Signaturen undb(der Rumpf) ein Ausdruck, der
entweder einen booleschen Wert oder eine Eigenschaft liefert. Derfor-all -Ausdruck hat als
Wert eine Eigenschaft, die besagt, dassbgilt fŸralleWerte dervar i , welche die Signaturensigi
erfŸllen.

Abbildung !#.!: for-all

ÇWarum sind da doppelte Klammern umheat real ?È wunderst Du Dich vielleicht. Das liegt
daran, dass in dem Šu§eren Klammernpaar mehrere Variablen vorkommen kšnnen, jede davon mit
Signatur in einem inneren Klammernpaar. DafŸr wird es noch Beispiele geben. Abbildung "#." be-
schreibt genauer, wiefor-all -AusrdrŸcke im allgemeinen aufgebaut sind.

Das Ergebnis desfor-all -Ausdrucks wird in der REPL etwas undurchsichtig angezeigt:

(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100))

"! #<:property>

Auf deutsch hei§t ÇpropertyÈ ÇEigenschaftÈ, denn es handelt sich um eine Eigenschaft der Funk-
tion heat-temperature .

Diese Eigenschaft ersetzt nicht (immer) die Unit-Tests, ist aber eine wertvolle ErgŠnzung der
Dokumentation.

Sie kann au§erdem auch dazu beitragen, die Korrektheit sicherzustellen. Dazu wickeln wir um
die Eigenschaft noch eincheck-property :

(check-property
(for-all ((heat real))

(<= (heat->temperature heat) 100)))

Check-property macht wiecheck-expect odercheck-within einen Testfall.
Daheat->temperature korrekt programmiert ist, meldetcheck-property nur einen be-

standenen Test. Wozucheck-property fŠhig ist, sieht man erst, wenn die Funktion einen Fehler
enthŠlt. Wenn wir zum Beispiel aus der180eine280machen, dann erscheint folgende Meldung:

Eigenschaft falsifizierbar mit heat = 206

Wichtig: Wenn Du das bei Dir ausprobierst, kann die konkrete Zahl eine andere sein.
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Check-property testet eine Eigenschaft analog zucheck-expect . Einecheck-property -
Form sieht so aus:

(check-property e)

e ist ein Ausdruck, der eine Eigenschaft liefern muss Ð in der Regel also einfor-all -Ausdruck.
Die Form testet dann diese Eigenschaft. (Mehr dazu im nŠchsten Abschnitt.)
Check-property funktioniert nur fŸr Eigenschaften, bei denen aus den Signaturen sinnvoll
Werte generiert werden kšnnen. Dies ist fŸr die meisten Signaturen der Fall, aber nicht fŸrany
und Signaturvariablen de+niert wurden.

Abbildung !#.": check-property

Dickes Wort, Çfalsi+zierbarÈ: Es hei§t, das Racket einGegenbeispielfŸr die Eigenschaft gefun-
den hat. Wir kšnnen das nachprŸfen:

(heat->temperature 206)
"! 126

.. . und "$' ist grš§er als "!!. Das Gegenbeispiel, das dercheck-property -Test gefunden hat,
kšnnte, wenn wir den Fehler nicht absichtlich gemacht hŠtte, dabei helfen, ihn zu +nden und zu
beseitigen.

Abbildung "#.$ beschreibt den Aufbau voncheck-property genau.

A!"#$%& ').(

Mache noch absichtlich ein paar weitere Fehler inheat->temperature . Welche davon werden
von demcheck-property -Test gefunden und welche nicht? !

Dacheck-property eine Eigenschaft testet, hei§t diese Technik auchproperty-based testing.
Die werden wir im Laufe dieses Kapitels noch auf andere Funktionen anwenden.

#$.! WIECHECK-PROPERTYFUNKTIONIERT

ZunŠchst machen wir aber einen kleinen Exkurs: Was passiert bei so einemcheck-property -
Test?

Toll wŠre natŸrlich, wenn dieser mit Gewissheit sagen kšnnte, was die Eigenschaft besagt: Dass
zum Beispiel die Temperatur wirklich fŸralleEingaben hšchstens100ist. Das ist im allgemeinen
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leider unmšglich.$ In manchen FŠllen ist es trotzdem mšglich, Eigenschaften von Funktionen for-
mal zu beweisen. (Dazu mehr in Abschnitt "#.* auf Seite %$%.)

Check-property kann also nicht beweisen, dass eine Eigenschaft gilt. Stattdessen fŸhrt es
Stichproben durch: DafŸr wŠhlt es fŸr die Signaturen zufŠllig Werte aus, und wiederholt diesen
Prozess, um so aus einem Testfall viele individuelle Tests zu machen Ð typischerweise100.

Die Verwendung des Begri.s ÇzufŠlligÈ ist in diesem Zusammenhang in der Informatik so
Ÿblich, ein besseres Wort wŠre aber ÇchaotischÈ. TatsŠchlich produziertcheck-property bei
jedem Durchlauf des Programms die gleichen Tests.

Die Technik desproperty-based testing, also zunŠchst allgemeine Eigenschaften zu formulieren
und fŸr diese dann TestfŠlle zu erzeugen, ist ursprŸnglich unter dem NamenQuickCheckveršf-
fentlicht worden [CH!!] und war ein gro§er Durchbruch bei der E.ektivitŠt von automatischen
Tests.

#$.$ MEHR EIGENSCHAFTEN UND INEXAKTE ZAHLEN

Es geht weiter mitheat-water : Heat->temperature ist nur eine Hilfsfunktion dafŸr, zusam-
men mittemperature->heat . Auch hier kšnnten wir eine Eigenschaft aufschreiben, die etwas
Ÿber den Zahlenbereich aussagt, der aus der Funktion herauskommt.

Allerdings gibt es noch eine weitaus ergiebigere Eigenschaft:temperature->heat soll ist
ja geradeheat->temperature ÇumdrehenÈ. Daraus kšnnen wir folgende Eigenschaft bezie-
hungsweise folgenden Test machen:

(check-property
(for-all ((temp real))

(= (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp)))

Der besagt also dass, wenn eine Temperatur in WŠrme gewandelt wird und wieder zurŸck in eine
Temperatur, dass dann das gleiche herauskommen soll. Leider schlŠgt der Test fehl:

Eigenschaft falsifizierbar mit temp = 0

Wir kšnnen in der REPL fŸrtempmal0 einsetzen:

(heat->temperature (temperature->heat 0))
"! cond: alle Bedingungen ergaben #f

$ Dass das unmšglich ist, wurde mathematisch bewiesen und als Satz von Ricefestgehalten. Der ist Thema in der
theoretischen Informatik.
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In einer Eigenschaft steht die Form

(==> p e)

dafŸr, dass die Eigenschaftenur dann gelten muss, wenn der Ausdruckp den Wert#t ergibt.
Bei einer==>-Form generiertcheck-property nur solche Tests, bei denenp #t ergibt.

Abbildung !#.#: Voraussetzung bei Eigenschaften

Da war doch was? Vielleicht erinnerst Du Dich: Eine Temperatur von0" C kann nicht eindeutig
einer WŠrmezahl zugeordnet werden, die kann zwischen0und80liegen. Deshalb weigert sich auch
heat->temperature , fŸr die Eingabe0 ein Ergebnis zu produzieren. Wir mŸssen also unseren
Test anpassen, so dass da steht ÇfŸr alle reellen Zahlenau§er0È.

Das geht folgenderma§en:

(check-property
(for-all ((temp real))

(==> (not (= temp 0))
(= (heat->temperature (temperature->heat temp))

temp))))

Der Pfeil==>ist neu und funktioniert nur im Kontext einer Eigenschaft: Er bedeutet Çgilt unter
der VoraussetzungÈ. Abbildung "#.# erklŠrt im Detail, wie die Form funktioniert. Hier steht also,
dass die Gleichung nur gelten muss unter der Voraussetzung, dasstempnicht0 ist.

Anmerkung:Du kšnntest die Eigenschaft oben auch mitif statt==>hinschreiben:

(check-property
(for-all ((temp real))

(if (= temp 0))
#t
(= (heat->temperature (temperature->heat temp))

temp)))

BedeutenwŸrdedieEigenschaft sodasgleiche.Allerdingsbehandeltcheck-property
diese Schreibweise anders, nŠmlich schlechter. Wenncheck-property "!! Tests ge-
neriert, dann werden alle, bei denentemp0 ist, als Erfolg gewertet, obwohl da eigent-
lich nichts getestet wird. Wenn fŸr (hypothetisch) drei von den Teststemp0ist, dann
werden also nur *( richtige Tests durchgefŸhrt.
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In der Variante mit==>stelltcheck-property sicher, dass tatsŠchlich100Tests
durchgefŸhrt werden, bei denentempnicht0 ist. Damit wird mehr getestet.

Wenn wir den Testfall laufen lassen, gibt es allerdings eine merkwŸrdige †berraschung:

Eigenschaft falsifizierbar mit temp = #i24.571428571428573

Wie schon gesagt, die konkrete Zahl kann anders aussehen, aber es geht um das merkwŸrdige#i .
Das steht fŸr ÇinexaktÈ, weil es sich um eine sogenannteinexakte Zahlhandelt. Solche Zahlen
werden von DrRacket (und so gut wie allen anderen Programmiersprachen) verwendet, um die
Ergebnisse von Berechnungen darzustellen, die (zumindest mit vertretbarem Aufwand) nicht ganz
genau durchgefŸhrt werden kšnnen.

Bisher ging in diesem Buch alles noch ganz genau, weil unsere Programme bisher intern exakte
Bruchrechnung verwendet haben. Um so eine inexakte Zahl zu berechnen, kannst Du zum Beispiel
das hier in der REPL ausprobieren, um die Quadratwurzel (Çsquare rootÈ) von $ auszurechnen:

(sqrt 2)
"! #i1.4142135623730951

Die Wurzel von $ hat unendlich viele Nachkommestellen, weswegen Racket davon nur einige aus-
rechnet und rundet. Und damit wir und Du wissen, dass gerundet wurde, steht das#i davor.

Das mit dem Runden ist sogar noch komplizierter, als es scheint: Es wird nŠmlichbinŠrge-
rechnet. Wie genau ablŠuft, ist ziemlich kompliziert und wŸrde ein weiteres Buch fŸllen. Mehr zu
dem Thema +ndet sich zum Beispiel im Standardwerk von David Goldberg [Gol*"].

Aber was ist denn nun genau bei unserer Eigenschaft passiert? Wir kšnnen die#i -Zahl von
Hand in die Eigenschaft einsetzen und in der REPL auswerten:

(heat->temperature (temperature->heat #i24.571428571428573))
"! #i24.57142857142857

Dukannstsehen,dasso.ensichtlichbeimRechnengerundetwurde,undzwarbeider letztenNach-
kommastelle. Das erscheint Dir vielleicht merkwŸrdig, weil intemperature->heat doch aus-
schlie§lich addiert und subtrahiert wird Ð da ist keine Spur von ÇRundenÈ. Wenn wir das#i weg-
lassen, wird auch exakt gerechnet:#

(heat->temperature (temperature->heat 24.571428571428573))
"! 24.571428571428573

# Falls Du es mal mit einer der anderen Sprachen zu tun hast, die beim Racket-System dabei sind: Bei den meisten
von ihnen wird, anders als hier, jede Zahl mit Dezimalpunkt als inexakt behandelt.
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Das liegt daran, dass ÇInexaktheitÈ ansteckend ist: Wenn beim Aufruf einer Rechenfunktion wie
+ oder* auch nur eine Eingabe inexakt ist, wird gerundet.

Weil diese Rundung manchmal Ÿberraschend ist, weigert sich Ÿbrigenscheck-expect , inex-
akte Zahlen zu vergleichen.

A!"#$%& ').)

ProbierÕs aus:(check-expect #i1 #i1) !

Bei unserer Eigenschaft haben fŸrtempdie Signaturreal angegeben: In dieser Signatur sind auch
inexakte Zahlen enthalten, deshalb nimmt da das Problem seinen Anfang. Wir kšnnen es auf zwei
Arten angehen:

¥ Wir ersetzen in der Eigenschaft die Signaturreal durchrational . In rational sind kei-
ne inexakten Zahlen drin. Das hat allerdings den Nachteil, dass auch nur auf exakten Zahlen
getestet wird, obwohl die Funktionen auch auf inexakten Zahlen funktionieren.

¥ Wir berŸcksichtigen den E.ekt der Rundung, indem wir die Bedingung in der Eigenschaft
etwas aufweichen.

Wir machen letzteres und fordern nur, dass der Abstand zwischen echtem und erwartetem Ergebnis
einen bestimmten Betrag nicht Ÿberschreitet:

(check-property
(for-all ((temp real))

(==> (not (= temp 0))
(<= (abs

(- (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp))

0.0000001))))

Zur Erinnerung: Die eingebaute Funktionabs berechnet den Absolutbetrag, dreht also bei nega-
tiven Zahlen das Vorzeichen um, siehe Abschnitt "".) auf Seite ##).

Leider schlŠgt der Test immer noch fehl, zum Beispiel mit folgender Ausgabe:

Eigenschaft falsifizierbar mit temp = 105

Das kšnnen wir in der REPL ausprobieren:

(heat->temperature (temperature->heat 105))
cond: alle Bedingungen ergaben #f

Das liegt daran, dasstemperature->heat nur fŸr Temperaturen bis "!!" C funktioniert: Wasser
kann ja nicht hei§er werden. Wir mŸssen also unsere Vorbedingung erweitern:
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(check-property
(for-all ((temp real))

(==> (and (not (= temp 0))
(< temp 100))

(<= (abs
(- (heat->temperature (temperature->heat temp))

temp))
0.0000001))))

Dieser Text drŸckt ganz gut aus, wieheat->temperature undtemperature->heat zueinan-
der stehen: Die eine dreht die andere um, zumindest ungefŠhr. In der Mathematik hei§t es, dass die
eine Funktion dieInverseandere anderen Funktion ist.

A!"#$%& ').*

Versuche, den letztencheck-property -Test auszutricksen. Anstatt kleine Fehler einzufŸhren,
versuche es mal mit ganz anderen Funktionen, die gar nichts mit Wassertemperaturen zu tun haben,
aber trotzdem die obige Eigenschaft haben. !

Die Aufgabe zeigt, dass Eigenschaften kein Garant fŸr Korrektheit sind: Genau wie bei Unit-Tests
auch braucht es oft mehrere davon oder zusŠtzlichecheck-expect -Tests, um fŸr genug Sicherheit
zu sorgen.

Die Technik aus der Aufgabe ist dabei hilfreich: †berlege, wie Du einen Testfall durch falsche
Funktionen austricksen kannst. FŸge dann TestfŠlle hinzu, die diese Fehler aufspŸren.

#$.% RELATIONALE PROBLEME

eigenschaften/sort.rkt Code

DieEigenschaften fŸrheat-water hŠttenwirauchdurcheine (lange)Reihevoncheck-expect -
Tests ersetzen kšnnen. Die Eigenschaften sind da hilfreich, aber nicht unverzichtbar. Aber es gibt
Funktionen, bei denen Unit-Tests grundsŠtzlich nicht das richtige sind, nŠmlich solche, die soge-
nannterelationale Problemelšsen. Um die geht es in diesem Abschnitt.

Wir schreiben zunŠchst eine solche Funktion, um das Konzept zu erklŠren: Sie soll die Mitglie-
der einer Band nach Alter sortieren.

Hier sind Daten- und Record-De+nition fŸr ein Bandmitglied:

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/eigenschaften/sort.rkt
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(define-record band-member
make-band-member
(band-member-name string)
(band-member-born natural))

Und hier die konkrete Band dazu (Stand $!$"):

(define axl (make-band-member " Axl Rose" 1962))
(define duff (make-band-member " Duff McKagan" 1964))
(define slash (make-band-member " Slash" 1965))
(define dizzy (make-band-member " Dizzy Reed" 1963))
(define richard (make-band-member " Richard Fortus " 1966))
(define frank (make-band-member " Frank Ferrer " 1966))
(define melissa (make-band-member " Melissa Reese" 1990))

(define guns-n-roses
(list axl duff slash dizzy richard frank melissa))

Wir machen das mit einem einfachen, wenn auch ine,zienten Verfahren namensInsertionsort: Die
Sortierfunktion arbeitet mit einer sortierten Liste als Akkumulator. Diese ist anfŠnglich leer, und
die Funktion fŸgt jeweils ein Element aus der Eingabeliste hinzu, indem sie dies an der richtigen
Stelle einfŸgt. Wir schreiben zunŠchst eine Hilfsfunktion zum EinfŸgen eines Elements. Das Testen
hebenwirunsausnahmsweisebiszumTestenderSortierfunktionauf.Kurzbeschreibung,Signatur,
GerŸst und Schablone:

; Bandmitglied in eine sortierte Liste einf Ÿgen
(: insert

(band-member (list-of band-member) -> (list-of band-member)))

(define insert
(lambda (band-member list)

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
...
(first list)
(insert band-member (rest list))
...))))
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Im ersten Fall fŸgt die Funktion eine leere Liste ein: Das Ergebnis sollte dann die Liste mitelement
als einzigem Element sein. Im zweiten Fall ist noch unklar, woband-membereingefŸgt wird, vor
oder nach(first list) . Die Funktion muss die beiden Geburtsjahre miteinander vergleichen:

(define insert
(lambda (band-member list)

(cond
((empty? list) (cons band-member empty))
((cons? list)
(if (<= (band-member-born band-member)

(band-member-born (first list)))
(cons band-member list)
(cons (first list)

(insert band-member (rest list))))))))

Mit Hilfe von insert bauen wir nun die Funktionsort-band . Kurzbeschreibung, Signatur und
Unit-Test:

; Band nach Alter sortieren
(: sort-band ((list-of band-member) -> (list-of band-member)))

(check-expect (sort-band guns-n-roses)
(list axl dizzy duff slash richard frank melissa))

Hier die Schablone fŸr die Funktion Ð mit Akkumulator:

(define sort-band
(lambda (list0)

; Invariante: ...
(define accumulate

(lambda (list acc)
(cond

((empty? list) ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

... (first list) ... acc ...)))))
(accumulate list0 ...)))

Beim Akkumulieren enthŠltlist die schon gesehenen Elemente auslist0 , und zwar sortiert.
Daraus kšnnen wir eine Invariante formulieren:



%"% RELATIONALE PROBLEME

; Invariante: list enth Šlt die Bandmitglieder
; zwischen list0 und list , sortiert.

Damit kšnnen wir die LŸcken fŸllen:acc ist beim ersten Aufruf leer. Wennlist leer ist, dann ist
acc das gewŸnschte Endergebnis. Das neue Zwischenergebnis berechnet die Funktion mit Hilfe
voninsert :

(define sort-band
(lambda (list0)

; Invariante: list enth Šlt die Bandmitglieder
; zwischen list0 und list , sortiert.
(define accumulate

(lambda (list acc)
(cond

((empty? list) acc)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

(insert (first list) acc))))))
(accumulate list0 empty)))

Fertig! Halt, da ist noch ein kleines Problem:

Der tatsŠchliche Wert
#<list
#<record:band-member "Axl Rose" 1962>
#<record:band-member "Dizzy Reed" 1963>
#<record:band-member "Duff McKagan" 1964>
#<record:band-member "Slash" 1965>
#<record:band-member "Frank Ferrer" 1966>
#<record:band-member "Richard Fortus" 1966>
#<record:band-member "Melissa Reese" 1990>>

ist nicht der erwartete Wert
#<list
#<record:band-member "Axl Rose" 1962>
#<record:band-member "Dizzy Reed" 1963>
#<record:band-member "Duff McKagan" 1964>
#<record:band-member "Slash" 1965>
#<record:band-member "Richard Fortus" 1966>
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#<record:band-member "Frank Ferrer" 1966>
#<record:band-member "Melissa Reese" 1990>>.

Woran liegtÕs? Richard Fortus und Frank Ferrer sind im selben Jahr geboren. Der Unit-Test nimmt
an, dass Fortus vor Ferrer einsortiert wird, abersort-band macht es aber genau umgekehrt. Des-
wegen istsort-band nicht verkehrt: Es gibt einfach mehrere korrekte Antworten.

Der Unit-Test ist also ungŸnstig, selbst wenn wir die Reihenfolge so wŠhlen, dass er nicht fehl-
schlŠgt. Wenn wir die Suchfunktion irgendwann mal Šndern, kann sich die Reihenfolge Šndern
und der Test schlŠgt wieder fehl, auch wenn die Funktion korrekt ist.

Da es fŸrsort-band fŸr eine gegebene Eingabe mehr als ein korrektes Ergebnis geben kann,
sprechen wir von einem Çrelationalen ProblemÈ: Es steht nicht das prŠzise Ergebnis fest, nur die
Beziehung (ÇRelationÈ) zwischen Ein- und Ausgabe. Und um die zu beschreiben, ist eine Eigen-
schaft das richtige Mittel. Wie kšnnte eine sinnvolle Eigenschaft einer Funktion aussehen, die sor-
tiert? Nun, dass die Ausgabe sortiert ist. Um das festzustellen, schreiben wir eine Funktion:

; Band sortiert ?
(: band-sorted? ((list-of band-member) -> boolean))

Die Tests lassen unterschiedliche Reihenfolgen zu, solange sie sortiert sind:

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff slash frank richard melissa))
#t)

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff slash richard frank melissa))
#t)

(check-expect
(band-sorted? (list dizzy axl duff slash richard frank melissa))
#f)

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff richard slash frank melissa))
#f)

Hier sind GerŸst und Schablone:

(define band-sorted?
(lambda (list)

(cond
((empty? list) ...)
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((cons? list)
... (first list) ...
... (band-sorted? (rest list) ...)))))

Derempty-Fall ist einfach: Eine leere Liste ist sortiert. Imcons-Fall ist es etwas schwieriger. Um
die Reihenfolge zu ŸberprŸfen, mŸssen wir zwei Elemente der Liste miteinander vergleichen, da ist
aber nur(first list) . Wir brauchen also noch das zweite Element. Das gibt es nur bei Listen
mit mehr als einem Element, weswegen wir eine zweite Verzweigung brauchen:

(define band-sorted?
(lambda (list)

(cond
((empty? list) #t)
((cons? list)
(cond

((empty? (rest list)) ...)
((cons? (rest list))
...
(first list)
(first (rest list))))
(band-sorted? (rest list))
...))))

Der innereempty-Fall ist die Liste mit einem Element: Die ist auch immer sortiert. Imcons-Fall
schlie§lich kšnnen wir die beiden ersten Elemente vergleichen:

(define band-sorted?
(lambda (list)

(cond
((empty? list) #t)
((cons? list)
(cond

((empty? (rest list)) #t)
((cons? (rest list))
(and (<= (band-member-born (first list))

(band-member-born (first (rest list))))
(band-sorted? (rest list)))))))))
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Diese Funktion kšnnen wir nun benutzen, um aufzuschreiben, dasssort-band immer sortierte
Listen produziert:

(check-property
(for-all ((list (list-of band-member)))

(band-sorted? (sort-band list))))

Diese Eigenschaft bringt auf den Punkt, wassort-band ausmacht, nŠmlich dass sie sortierte Lis-
ten produziert. Sie ist also schon mal eine gute Dokumentation.

Ist sie auch ein guter Testfall? Vielleicht hast Du ein mulmiges GefŸhl, dass wir fŸr den Test von
sort-band eine weitere selbstgeschriebene Funktion benutzt haben, die fast ebenso kompliziert
ist wiesort-band selbst. Was, wenn wir inband-sorted? einen Fehler gemacht haben, und
zwar so, dass der Eigenschafts-Testfall dann einen Fehler insort-band nicht mehr +ndet. Das ist
natŸrlich theoretisch mšglich, ist aber unwahrscheinlich und wird umso unwahrscheinlicher, je
mehr TestfŠlle mit aussagekrŠftigen Eigenschaften dazukommen.

Diese Eigenschaften sind eine Form von Redundanz, analog dazu, bei GebŠuden lieber die tra-
genden WŠnde etwas stŠrker zu machen als unbedingt notwendig. Ob diese Redundanz die Arbeit
wert ist, eine Funktion wieband-sorted? zu schreiben, die nur fŸr das Testen gut sind, hŠngt
vom Einzelfall ab: Je wichtiger die Korrektheit der Funktion und je komplizierter sie ist, desto grš-
§er ist der Wert solcher TestfŠlle.

Trotzdem kann man die obige Eigenschaft austricksen, ziemlich einfach sogar:

(define sort-band
(lambda (list0)

empty))

Das ist natŸrlich ein bisschen gemein. Aber die Funktion, die den Testfall austrickst, ist einfacher,
als die richtige Funktion. Es ist also einfacher, es falsch zu machen als richtig. Deshalb sollten wir
nach weiteren Eigenschaften suchen, die solche einfachen aber falschen Lšsungen +nden. Zum
Beispiel kšnnten wir fordern, dass die Ausgabeliste genauso lang ist wie die Eingabe:

(check-property
(for-all ((list (list-of band-member)))

(= (length (sort-band list))
(length list))))

A!"#$%& ').+

Die folgende Version vonsort-band besteht die bisherigen TestfŠlle:
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(define sort-band
(lambda (list)

(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(map (lambda (band-member)

(first list))
list)))))

Kannst Du einen Testfall schreiben, der den Fehler in dieser Funktion +ndet? !

#$.& KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN F†R TESTF€LLE?

Die bisherigen Beispiele fŸr TestfŠlle mit Eigenschaften haben Dich ho.entlich Ÿberzeugt, dass es
eine gute Idee ist, solche TestfŠlle zu schreiben. Aberwiegeht das eigentlich bei der nŠchsten Funkti-
on,diegetestetwerdensoll?TollwŠrenKonstruktionsanleitungenanalogzudenen fŸrFunktionen,
die zeigen, wie wir Eigenschaften aus der Signatur der zu testenden Funktion herleiten kšnnen. Das
hŠtte zumindest bei den Funktionen der bisherigen Abschnitte dieses Kapitels nicht funktioniert.

Trotzdem gibt es ein paar Dinge, die Du probieren kannst, wenn Du Eigenschaften fŸr eine
neue Funktion formulieren willst:

". Benutze das Wissen Ÿber die Grš§en Deines Problems.
Beispiele:
¥ Wenn es um die Temperatur von Wasser geht, wei§t Du, dass die Temperatur nicht grš§er

als100" C sein kann.
¥ Du wei§t, das die Ausgabe einer Sortierfunktion sortiert sein sollte.

$. Oft gehšren zu einem Problem mehrere Funktionen, die auf bestimmte Art und Weise zusam-
menarbeiten. Schreibe auf, wie diese Zusammenarbeit aussieht.
Beispiel:Temperature->heat drehtheat->temperature um.

#. Versuche, die bestehenden Eigenschaften durch einfache aber fehlerhafte Varianten Deiner
Funktion auszutricksen. Suche dann nach Eigenschaften, die das Austricksen verhindern.
Beispiel: Die leere Liste als Resultatsort-band ist immer sortiert, aber trotzdem falsch.

Abschnitt "#.( auf Seite %"* wird diese Liste noch ergŠnzen um Eigenschaften, die tatsŠchlich mit
den Signaturen der zu testenden Funktionen zu tun haben.
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#$.' SUCHB€UME TESTEN

baeume/binary-tree.rkt Code

In Abschnitt "$.(.$ auf Seite #() haben wir die Funktionbalanced-search-tree-insert , und
die war ziemlich kompliziert. Vielleicht ging es Dir wie uns Ð wir hatten ein etwas mulmiges Ge-
fŸhl, ob die Funktion auch wirklich korrekt ist. Sie hat ziemlich viele Verzweigungen, nicht nur in
der Funktion selbst sondern auch in der Hilfsfunktionmake-balanced-node. Dass die TestfŠlle
wirklich jede mšgliche Form von Suchbaum testen, ist ziemlich unwahrscheinlich.

Eine weitere Schwierigkeit beim Testen vonbalanced-search-tree-insert ist, dass die
Funktion ein relationales Problem lšst: Es gibt mehr als ein korrektes Ergebnis. Bei einem Testfall
mit check-expect -, der ein bestimmtes Ergebnis vonbalanced-search-tree-insert er-
wartet, kann es sein, dass die Funktion ein anderes, aber trotzdem korrektes Ergebnis liefert. Der
Testfall schlŠgt dann fehl, und die Suche nach der Ursache ist mŸhsam.

Aber mit ein paar Eigenschaften kšnnen wir (ho.entlich) das mulmige GefŸhl beseitigen und
unser Vertrauen in die Funktion erhšhen. Der vorige Abschnitt hatte einige VorschlŠge, wie wir
vorgehen kšnnen. Der erste Vorschlag war:

Benutze das Wissen Ÿber die Grš§en Deines Problems.

Die Grš§e unseres Problems ist hier der balancierte Suchbaum. In dem Begri. steckt schon ziem-
lich viel Wissen:

". Das Ergebnis vonbalanced-search-tree-insert sollte ein sortierter Baum sein, bei dem
alle Markierungen im linken Teilbaum eines Knotens kleiner sein sollte als die Markierung des
Knotens.

$. Die BŠume sind grš§enannotiert: Die Grš§enannotation sollte auch stimmen, also bei jedem
Knoten die tatsŠchliche Grš§e des Baums darunter wiedergeben.

#. Schlie§lich und endlich sollte der balancierte Suchbaum natŸrlich auchbalanciertsein.
Wir fangen mal mit dem zweiten Punkt an, und Ÿberlassen Dir danach den ersten als †bungs-
aufgabe. Um zu ŸberprŸfen, ob die Grš§enannotation stimmt, mŸssen wir die Annotation jeden
Knoten des Baums betrachten. DafŸr brauchen wir eine Hilfsfunktion. Sie hat folgende Kurzbe-
schreibung und Signatur:

; Stimmt die Grš§enannotation am Suchbaum?
(: proper-sized-search-tree? ((sized-search-tree-of %a) -> boolean))

Hier sind zwei einfache TestfŠlle dafŸr:

(check-expect (proper-sized-search-tree? sized-search-tree1) #t)

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/baeume/binary-tree.rkt
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(check-expect (proper-sized-search-tree?
(make-sized-search-tree
= <
(make-sized-node
5
(make-node (make-sized-label 5 3) #f #f)
(make-node (make-sized-label 2 7) #f #f))))

#f)

Nur zwei popelige TestfŠlle, magst Du einwenden, mehr wŠren sicher besser. Allerdings werden wir
sie noch incheck-property -Tests zusammen mitbalanced-search-tree-insert aufru-
fen und wir ho.en, dass dies die benštigte Redundanz scha.t und unser Vertrauen in die Korrekt-
heit vonbalanced-search-tree-insert erhšht. Aber ist diese Ho.nung auch berechtigt?
Wir kšnnen uns zwei Szenarien vorstellen, in denen das nicht der Fall ist, also der Testfall keine
Fehler +ndet, obwohl welche vorhanden sind:

¥ Proper-sized-search-tree? liefertimmer#t , dann ist jeder Testfall damit nutzlos. Das
haben wir aber durch den einencheck-expect -Testfall ausgeschlossen.

¥ Proper-sized-search-tree? ist zufŠllig genau so fehlerhaft, dass die Funkktion inkor-
rekte Resultate ausbalanced-search-tree-insert als korrekt absegnet. Allerdings ist
proper-sized-search-tree? viel einfacher ist alsbalanced-search-tree-insert
und Fehler dort unwahrscheinlicher. Durch die Absicherung der einen durch die andere Funk-
tion haben wir die Redundanz im Gesamtsystem erhšht.

Hier das GerŸst fŸr die Funktion:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)

...))

Wir gehen beim Rumpf vor wie bei der Funktionsized-search-tree-member? auf Seite #(*.
Der eigentliche Baum steckt in demsearch-tree -Record. Den extrahieren wir und lassen die
eigentliche Arbeit von einer internen Hilfsfunktion erledigen.

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)

(define proper?
(lambda (tree)

...))
(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))
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Hier die Schablone:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)

(define proper?
(lambda (tree)

(cond
((node? tree)
...
(proper? (node-left-branch tree))
(proper? (node-right-branch tree))
(node-label tree)
...)

(else ...))))
(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))

Ein paar LŸcken kšnnen wir schon fŸllen: Bei einem Blatt ist die Grš§enannotation immer kor-
rekt, weil nicht vorhanden. Bei Knoten ist eine Grš§enannotation korrekt, wenn sie die Summe
der Grš§en der TeilbŠume plus " (fŸr den Knoten selbst ist). Au§erdem muss die Funktion auch
die Grš§enannotationen der TeilbŠume ŸberprŸfen, das erledigen die rekursiven Aufrufe aus der
Schablone. Fertig sieht das ganze so aus:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)

(define proper?
(lambda (tree)

(cond
((node? tree)
(define left (node-left-branch tree))
(define right (node-right-branch tree))
(and (proper? left)

(proper? right)
(= (sized-label-size (node-label tree))

(+ 1
(sized-tree-size left)
(sized-tree-size right)))))

(else #t))))
(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))
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AbergeschriebenhattenwirdieFunktion,umbalanced-search-tree-insert zu testen.Falls
die korrekt ist, dann produziert sie nur BŠume, bei denenproper-sized-search-tree? als Er-
gebnis#t liefert. Wir kšnnten versucht sein, so etwas hier zu schreiben:

(check-property
(for-all ((search-tree (sized-search-tree-of natural))

(element natural))
(proper-sized-search-tree?

(balanced-search-tree-insert element search-tree))))

Das funktioniert aber nicht, weil die Signatur(sized-search-tree-of natural) nicht da-
fŸr geeignet ist, SuchbŠume zu generieren. Insbesondere steht in der Signatur nur, dass die Grš§e-
nannotation eine natŸrliche Zahl ist, aber nicht welche: Bei den meisten so generierten SuchbŠu-
men wŠre sie falsch. Und wenn die Eingabe fŸrbalanced-search-tree-insert schon falsch
ist, kšnnen wir nicht erwarten, dass die Ausgabe korrekt ist: Garbage in, Garbage out.

A!"#$%& ').,

Noch andere Aspekte der Signatur(sized-search-tree-of natural) machen sie ungeeig-
net, korrekte SuchbŠume zu generieren. Finde einen! !

Stattdessen rufen wirbalanced-search-tree-insert wiederholt auf, um korrekte grš§enan-
notatierte SuchbŠume zu erzeugen. Die Elemente dafŸr holen wir aus einer Liste und schreiben
entsprechend eine Funktion, die aus einer Liste einen Suchbaum macht:

; Aus allen Elementen einer Liste einen Suchbaummachen
(: list->balanced-search-tree ((%a %a -> boolean) (%a %a -> boolean)

(list-of %a)
-> (sized-search-tree-of %a)))

Das ist eine typische Aufgabe fŸrfold : Mit einem leeren Suchbaum anfangen (fŸr dessen Kon-
struktion wir die Funktionen fŸr den Vergleich der Markierungen brauchen) und dann fŸr jedes
Listenelementbalanced-search-tree-insert aufrufen:

(define list->balanced-search-tree
(lambda (label=? label<? elements)

(fold (make-empty-sized-search-tree label=? label<?)
balanced-search-tree-insert
elements)))
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Und mit Hilfe dieser Funktion kšnnen wir endlich den Test schreiben, der sicherstellt, dass die
Funktionbalanced-search-tree-insert die Grš§enannotation richtig macht:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))

(proper-sized-search-tree?
(list->balanced-search-tree = < elements))))

A!"#$%& ').-

Schreibe eine Funktion analog zuproper-sized-search-tree? , die feststellt, ob ein Such-
baum auch wirklich sortiert ist und mache daraus eine Eigenschaft und einencheck-property -
Testfall fŸrbalanced-search-tree-insert ! !

Aus der Liste vom Anfang dieses Abschnitts haben wir zwei Punkte abgehakt. Einer fehlt noch,
nŠmlich zu testen, obbalanced-search-tree-insert auch wirklich BŠume liefert, die balan-
ciert sind, wie es der Name suggeriert.

Nehmen wir an,balanced-search-tree-insert wŸrdenichtkorrekt balancieren. Das
wŠre ziemlich tŸckisch, weil die Tests nur die Suchbaumeigenschaft testen, nicht aber die Balan-
ciertheit. Erst, wenn Programme es mit grš§eren Datenmengen zu tun bekommt, gibt es Probleme,
weil die Laufzeit beim Suchen im Baum grš§er ist als erwartet.

Was hei§t eigentlichgenaubalanciert? Die Funktionbalanced-search-tree-insert be-
nutzt dafŸr ja ein ÇweichesÈ Kriterium, um nicht jedesmal mit viel Aufwand alles aufzurŠumen.
Wie oft die Funktion neu balanciert, wird durch die De+nition vonratio auf Seite #)$ kontrol-
liert. Stephen Adams, der Autor des zugrundeliegenden Papers, behauptet, dass bei die SuchbŠume
immer so ausbalanciert sind, dass fŸr einen Knoten, dessen linker Teilbaum die Grš§el und dessen
rechter Teilbaum die Grš§er gilt, folgende Formel gilt:

l
ratio

' r ' l , ratio

Aus dieser Formel kšnnen wir eine Funktion machen, die einen Suchbaum darauf ŸberprŸft, dass
sie durch den gesamten Baum hindurch eingehalten ist. Das geht nach dem gleichen Muster wie
beiproper-sized-search-tree? :

; Ist ein Suchbaumbalanciert ?
(: balanced-search-tree? ((sized-search-tree-of %a) -> boolean))
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(define balanced-search-tree?
(lambda (search-tree)

(define balanced?
(lambda (tree)

(cond
((node? tree)
(define left (node-left-branch tree))
(define right (node-right-branch tree))
(define left-size (sized-tree-size left))
(define right-size (sized-tree-size right))
(and (balanced? left) (balanced? right)

(<= (/ left-size ratio)
right-size
(* left-size ratio))))

(else #t))))
(balanced? (sized-search-tree-tree search-tree))))

Ebenfalls nach dem gleichen Muster wie beiproper-sized-search-tree? kšnnen wir damit
eine Eigenschaft und einencheck-property -Testfall formulieren:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))

(balanced-search-tree?
(list->balanced-search-tree = < elements))))

(Inzwischen kommen soviele Tests zusammen, dass es eine Weile dauert, bis sie alle durchlaufen.)
Aber hoppla, der Testfall schlŠgt fehlt. Bei uns hat er folgendes Gegenbeispiel produziert:

Eigenschaft falsifizierbar mit elements = #<list 1 1 3>

Wir probieren mal in der REPL aus, was fŸr ein Suchbaum bei dieser Liste herauskommt:

(list->balanced-search-tree = < (list 1 1 3))
"! #<record:sized-search-tree-of #<function:=> #<function:<>

#<record:node-of #<record:sized-label-of 2 3>
#<record:node-of #<record:sized-label-of 1 1>

#f
#f>

#f>>
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(Die zweite1hŠtte sichcheck-property auch sparen kšnnen. O.enbar ist es nicht ganz optimal
programmiert.)

Was ist passiert? Gra+sch dargestellt sieht der Baum aus der REPL so aus:

3

1

¥ ¥

¥

Und in der Tat: Dieser Baum verletzt die Gleichung

l
ratio

' r ' l , ratio .

In diesem Fall istl = 1 und r = 0 . So richtig schlimm unbalanciert ist das allerdings gar nicht.
Au§erdem ist es gar nicht mšglich, die Gleichung bei einem Suchbaum mit den Elementen " und
# zu erfŸllen. Die einzige andere Mšglichkeit ist diese hier:

1

¥ 3

¥ ¥

Hier giltl = 0 undr = 1 und die Gleichung gilt ebenfalls nicht. Dass die Gleichung nicht erfŸllbar
ist, liegt daran, dass der Baum sehr klein ist: Nur zwei Elemente.

Dieser Umstand ist in der Programmierung vonbalanced-search-tree-insert berŸck-
sichtigt. Schau Dir nochmalmake-balanced-node auf Seite #)' an. Zur Erinnerung:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))
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(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond

((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))

...)))

Der erste Zweig descond schlŠgt genau dann zu, wenn der Baum sehr klein ist: Dann wird nicht
rotiert oder anderweitig balanciert. Das ist bei uns gerade der Fall. Bei allen grš§eren BŠumen greift
die Gleichung. Das ist also etwas schlampig formuliert in dem Paper, das der Funktion zugrunde-
liegt, und wir mŸssen es im Testfall berŸcksichtigen, indem wir

(<= (/ left-size ratio)
right-size
(* left-size ratio)))))

ersetzen durch:

(or (< (+ left-size right-size) 2)
(<= (/ left-size ratio)

right-size
(* left-size ratio)))))

Undsieheda:Jetzt lŠuftderTestfall durch.Eskommt immermalwiedervor,dasseincheck-property -
Testfall Gegenbeispiele +ndet, die eigentlich keine sind, weil wir die Bedingung fŸr den Test nicht
ganz richtig formuliert haben. Den eigentlichen Fehler zu +nden, nervt oft, aber manchmal erfah-
ren wir auch etwas bei der Gelegenheit, was wir noch nicht gewusst haben. (In diesem Fall: Dass
kleine BŠume gesondert behandelt werden mŸssen.)

A!"#$%& ')..

Was passiert, wenn Du den Zweig fŸr kleine BŠume ausmake-balanced-node entfernst? Findet
das einer der TestŠlle heraus? Was genau ist die Ursache des angezeigten Fehlers?!

Die Liste vom Anfang des Abschnitts haben wir damit abgearbeitet. Haben wir mit den bisherigen
Tests ausreichend sichergestellt, dassbalanced-search-tree-insert korrekt funktioniert?
Nun, wir haben ŸberprŸft, dass die entstehenden SuchbŠume die korrekte Form haben. Allerdings
haben wir noch gar nicht ŸberprŸft, dass auch der Inhalt stimmt. Dazu benutzen wir den zweiten
Hinweis aus Abschnitt "#.& auf Seite %!):

OftgehšrenzueinemProblemmehrereFunktionen,dieaufbestimmteArtundWeise
zusammenarbeiten. Schreibe auf, wie diese Zusammenarbeit aussieht.



SUCHB€UME TESTEN %#(

Die Funktionbalanced-search-tree-insert ist ja nur insofern sinnvoll, dass die damit ein-
gefŸgten Elemente mitsized-search-tree-member? auch gefunden werden kšnnen. Das ist
gerade das gefragte Zusammenspiel mehrerer Funktionen. Zu diesem Zweck benutzen wir wieder
list->balanced-search-tree , um aus einer Liste einen Suchbaum herzustellen und Ÿber-
prŸfen, dasssized-search-tree-member? auch fŸr jedes Element der Liste#t liefert:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))

(define search-tree (list->balanced-search-tree = < elements))
(every? (lambda (element)

(sized-search-tree-member? element search-tree))
elements)))

Die Funktionevery? haben wir extra fŸr diesen Testfall programmiert:

; Liefert eine Funktion f Ÿr alle Elemente einer Liste #t ?
(: every? ((%a -> boolean) (list-of %a) -> boolean))

(check-expect (every? even? (list 2 4 6)) #t)
(check-expect (every? positive? (list 1 2 3)) #t)
(check-expect (every? positive? (list 1 0 3)) #f)

(define every?
(lambda (p? list)

(cond
((empty? list) #t)
((cons? list)
(and (p? (first list))

(every? p? (rest list)))))))

Das ist schon mal gut, aber Du erinnerst Dich an den dritten Hinweis in Abschnitt "#.& auf Sei-
te %!)?

Versuche, die bestehenden Eigenschaften durch einfache aber fehlerhafte Varianten
Deiner Funktion auszutricksen.

A!"#$%& ')./

Finde eine einfache, aber fehlerhafte Variante der Funktionbalanced-search-tree-insert ,
die alle bisherigen TestfŠlle austrickst! !
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Wir benštigen also auf jeden Fall noch eine Funktion, die ŸberprŸft, dass Werte, dienichtin einem
Suchbaum stehen, auch tatsŠchlichnichtgefunden werden. Wir fangen so an wie bisher:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))

...
(list->balanced-search-tree = < elements)
...))

Wir brauchen jetzt noch irgendeine Zahl, die wir darauf ŸberprŸfen kšnnen, dass sie nicht im Such-
baum ist. Die holt sich der Testfall auch mitfor-all :

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural))

(number natural))
...
(not (sized-search-tree-member?

number
(list->balanced-search-tree = < elements)))

...))

Um sicherzustellen, dassnumbernicht zufŠllig doch im Suchbaum ist, benutzen wir==>:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural))

(number natural))
(==> (not (member? = number elements))

(not (sized-search-tree-member?
number
(list->balanced-search-tree = < elements))))))

Da steht also umgangssprachlich formuliert:
FŸr alle Listen von Elementenelements und jede Zahlnumbergilt: Wennnumbernicht zu

elements gehšrt, dann liefertsized-search-tree-member? fŸrnumberund den Suchbaum
aus den Zahlen inelements das Ergebnis#f . Mit dieser Eigenschaft haben wir das Zusammen-
spiel zwischenbalanced-search-tree-insert und sized-search-tree-member? aus-
reichend beschrieben und kšnnen ziemlich ruhig schlafen in der Gewissheit, dass die Funktionen
korrekt arbeiten.
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#$.( ALGEBRAISCHE EIGENSCHAFTEN

Hast Du das hier schonmal gesehen?

(a + b) + c = a + ( b+ c)

Oder das hier?
(a , b) , c = a , (b, c)

Diese Gleichungen sind unter dem NamenAssoziativitŠtbekannt, manchmal auch alsAssoziativ-
gesetz. Kurz kam das Wort schonmal auf Seite $$% vor, und da steht folgende Gleichung:

cat(u, cat(v, w)) = cat(cat( u, v), w).

Die AssoziativitŠt ist eine Šu§erst nŸtzliche Gleichung, weil sie aussagt, dass in einer Aneinander-
reihung von+ oder, jeweils die Klammern vollkommen egal sind: Und wenn sie schon egal sind,
kann man sie auch weglassen.

Die AssoziativitŠt ist nicht einfach eine Gleichung (hier sind es ja schon drei), sondern eine
Eigenschaft der Funktionen+ und , und cat. Entsprechend kann man sagen Ç+ ist assoziativÈ
oder Çcat ist assoziativÈ. Alle diese Funktionen haben die Struktur ihrer Signaturen gemeinsam.
Hier sind diese Signaturen, so als wenn sie in einem Programm stŸnden:

(: + (number number -> number))
(: * (number number -> number))
(: concatenate ((list-of %a) (list-of %a) -> (list-of %a)))

(Statt dermathematischenFunktioncathabenwirdieFunktionconcatenate ausAbschnitt '.'.#
auf Seite ")$ aufgefŸhrt.)
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Sindandundor assoziativ? Wie passen ihre Signaturen zu denen von den Funktionen oben?!

Diese Form von Signaturen haben wir schon gesehen, als es um Kombinatoren ging, in Kapitel &
auf Seite "##. Eine assoziative Funktion ist also eine spezielle Sorte Kombinator.

Assoziative Operationen gibt es so viele, dass es sich lohnt, auf Verdacht danach zu suchen,
wenn Du eine neue Datende+nition erstellst. Und wenn Du einen assoziativen Kombinator gefun-
den hast, lohnt es sich, diese Erkenntnis aufzuschreiben. Im GesprŠch mit anderen kannst Du dann
einfach sagen Çcat ist assoziativÈ, und im besten Fall wissen alle, was gemeint ist.
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Expect liefert eine Eigenschaft analog zur Funktionsweise voncheck-expect . Einexpect -
Ausdruck hat folgende Form:

(expect e1 e2)

e1 unde2 sind AusdrŸcke. Die resultierende Eigenschaft ist erfŸllt, wenne1 unde2 den gleichen
Wert liefern Ð der Vergleich wird dabei wie beicheck-expect angestellt.
Daexpect wiecheck-expect vergleicht, funktioniert es nicht auf inexakten Zahlen.

Abbildung !#.$: expect

Wir kšnnen die AssoziativitŠt aber auch als Eigenschaft mitcheck-property aufschreiben.
Wir machen das erstmal mitconcatenate , + und* kommen danach.

(check-property
(for-all ((a (list-of integer))

(b (list-of integer))
(c (list-of integer)))

(expect (concatenate (concatenate a b) c)
(concatenate a (concatenate b c)))))

Du fragst Dich vielleicht, warum(list-of integer) als Signatur und nicht(list-of %a) ,
wie es in der Signaturdeklaration vonconcatenate steht. Das liegt daran, dass bei Signaturen in
for-all keine Signaturvariablen stehen dŸrfen, damit DrRacket dafŸr vernŸnftig zufŠllige Werte
generieren kann. (Siehe dazu auch Abbildung "#.$ auf Seite #*'.)

Und dann ist da noch was, nŠmlich die Funktionexpect : Die brauchen wir, um die beiden
Listen zu vergleichen, die beiconcatenate herauskommen. Bisher kennen wir ja nur Funktionen,
die Zahlen vergleichen (=), Zeichenketten (string=? ) und Booleans (boolean=?). Eine allgemei-
ne Vergleichsfunktion fŸr Listen gibt es nicht.Expect liefert eine Eigenschaft, die beliebige Werte
vergleicht Ð siehe Abbildung "#.%.
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Schreibe mit Hilfe des Teachpacksimage.rkt Eigenschaften fŸr die AssoziativitŠt der Kombina-
toren aus Abschnitt &.$ auf Seite "%" Ðoverlay , beside undabove. !

Eine assoziative Funktion macht aus zwei ÇDingsenÈ ein ÇDingsÈ.+ macht aus zwei Zahlen eine,
concatenate aus zwei Listen eine,andaus zwei booleschen Werten einen.

†ber die Signaturdeklarationen von+, * , concatenate kšnnen wir abstrahieren:

(: op ( s s -> s))
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Zur AssoziativitŠt gehšrt also neben der Operationopauch die Signaturs, so dassopdie Signatur
( s s -> s) hat. (Und natŸrlich die AssoziativitŠtsgleichung selbst.)

Solche ÇDreigestirneÈ aus ÇGrundsignaturÈ, Operation (oder mehreren Operationen) und
Gleichungen werden in der mathematischen Algebra studiert und klassi+ziert. (Dort wird statt mit
Signaturen mit Mengen hantiert.) Die besonders nŸtzlichen, interessanten oder hŠu+g vorkom-
menden dieser Dreigestirne Ð algebraischer Strukturen Ðbekommen eigene Namen.

Eine Kombination aus Signatur, Kominator mit Signatur( s s -> s) und Assoziativgesetz
hei§t zum BeispielHalbgruppe.%

Viele Halbgruppen erfŸllen noch eine weitere Eigenschaft: Sie besitzen einen Wert der Signa-
tur, der Çnichts machtÈ, das sogenannte Çneutrale ElementÈ. Das hat in Abschnitt '." auf Seite '."
schonmal eine Rolle gespielt. Jetzt kšnnen wir es endlich richtig einordnen.

Nennen wir das neutrale Elementn. Dann gelten folgende Eigenschaften:

(for-all ((a s))
(expect ( op a n) a))

(for-all ((a s))
(expect ( op n a) a)))

Falls Du Dich fragst, warum wir nicht einfachandbenutzen, um beide Eigenschaften zusammen-
zufassen. Das liegt daran, dassand nur auf Booleans funktioniert,expect aber eine Eigenschaft
liefert.

DasneutraleElementkannvonHalbgruppezuHalbgruppevarrieren, selbstwenndieSignatur
s immer die Gleiche ist. Zum Beispiel ist0das neutrale Element von+ und1das neutrale Element
von, , auch wenn es beide Male um Zahlen geht.
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Was ist das neutrale Element vonor beziehungsweiseand? !

Beiconcatenate ist das neutrale Element die leere Liste. Das kšnnen wir mitcheck-property
festhalten:

(check-property
(for-all ((a (list-of integer)))

(expect (concatenate a empty) a)))

% Wenn es ÇHalbgruppenÈ gibt, gibt es dann auch ÇGruppenÈ, magst Du fragen. Gibt es, und in der Algebra gibt es
einen gro§en Teilbereich namens ÇGruppentheorieÈ. Gruppen gibt es in der Programmierung aber viel seltener
als Halbgruppen, darum konzentrieren wir uns auf letztere.
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(check-property
(for-all ((a (list-of integer)))

(expect (concatenate empty a) a)))

Auch fŸroverlay , beside undabovegibt es ein neutrales Element. Es hei§tempty-image.
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Formulierecheck-property -TestfŠlle, die zeigen dassempty-image ein neutrales Element be-
zŸglichoverlay , beside undaboveist. !

Wie Du siehst, haben alle Halbgruppen, die wir bisher betrachtet haben, ein neutrales Element.
In der Tat ist das meistens so. Sogar so oft, dass, wenn bei Deiner Datenanalyse eine Halbgruppe
herausgekommen ist, Du immer auch nach einem neutralen Element Ausschau halten solltest. Eine
Halbgruppe mit einem neutralen Element hat entsprechend auch einen Namen, nŠmlichMonoid.

Falls Dir die AssoziativitŠt schon frŸher bekannt war, dann wahrscheinlich im Zusammenhang
mit Zahlen. Die kšnnen wir natŸrlich auch mitcheck-property zum Ausdruck bringen:

(check-property
(for-all ((a number)

(b number)
(c number))

(= (+ a (+ b c))
(+ (+ a b) c))))

Dabei gibt es aber eine †berraschung:

Eigenschaft falsifizierbar mit
a = #i9.75 b = -9 c = #i-7.7

(Die genauen Zahlen lauten bei Dir vielleicht anders.)
Und Tatsache, wenn wir das in der REPL ausprobieren, kommt bei den beiden Seiten der

Gleichheit etwas unterschiedliches heraus:

(+ #i9.75 (+ -9 #i-7.7))
"! #i-6.949999999999999
(+ (+ #i9.75 -9) #i-7.7)
"! #i-6.95
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Du erinnerst Dich an Abschnitt "#.# auf Seite "#.#: Das#i steht fŸr ÇinexaktÈ, was bedeutet, dass
die Addition bei diesen Zahlen rundet. Leider macht das Runden auch die AssoziativitŠt kaputt.
Es wird besser, wenn wirnumberdurchrational ersetzen, denn beim Rechnen mit rationalen
Zahlen wird nicht gerundet.

Vorsicht also beim Verwenden von reellen Zahlen in Eigenschaften, also der Signaturenreal
undnumber. Im Zweifelsfall lieberrational benutzen!

#$.) EIGENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN AUF LISTEN

Listen bilden ja mitconcatenate eine Halbgruppe, wasconcatenate eine besondere Bedeu-
tung als Listenoperation zukommen lŠsst. Die kšnnen wir ausspielen, wenn wir Tests auf Listen-
funktionen formulieren wollen, indem wir sie im Zusammenhang mitconcatenate bringen.

Zur Erinnerung, dielist-sum -Funktion hat folgende Signatur:

(: list-sum ((list-of number) -> number))

Da die Funktion eine Liste als Eingabe hat, kšnnen wir untersuchen, was passiert, wenn die Liste
durchconcatenate entsteht:

(check-property
(for-all ((a (list-of rational))

(b (list-of rational)))
(= (list-sum (concatenate a b))

(+ (list-sum a) (list-sum b)))))

Dran denken: Beifor-all nichtnumber, sondernrational benutzen, um Problemen mit der
Rundung aus dem Weg zu gehen.

Was passiert hier? Der Aufruf vonlist-sum wird von der linken auf die rechte Seite der Glei-
chung Çnach innenÈ gedrŸckt. Au§erdem wird aus demconcatenate auf Listen auf der linken
Seite der Gleichung die Addition zweier Zahlen auf der rechten Seite.

Nun bilden Listen mitconcatenate eine Halbgruppe, genauso wie Zahlen mit+. Die Funk-
tion list-sum bildet nicht nur Listen auf Zahlen ab, sondern macht auch ausconcatenate bei
den Listen die Summe bei den Zahlen: Die Struktur der einen Halbgruppe wird mitlist-sum in
die Struktur der anderen Halbgruppe abgebildet. Eine solche Funktion hei§t in der AlgebraHomo-
morphismus. Wenn man den Begri. verwendet, sollte man immer dazusagen, auf welche algebrai-
sche Struktur er sich bezieht. Hier handelt es sich um einenHalbgruppen-Homomorphismus. Wenn
Du einen Homomorphismus in Deinem Code +ndest, ist das fast immer ein gutes Zeichen Ð Du
bist wahrscheinlich einer nŸtzlichen Einsicht auf der Spur.
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Zeige, dasslist-sum sogar ein Monoiden-Homomorphismus ist, also aus dem neutralen Element
in dem einen Monoiden das neutrale Element in dem anderen Monoiden wird. Schreibe dazu einen
check-property -Testfall! !
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Formuliere eine Eigenschaft voninvert mit Hilfe vonconcatenate und schreibe dazu einen
check-property -Testfall! !

#$.* EXKURS: EIGENSCHAFTEN BEWEISEN

Check-property ist ziemlich gut darin, Gegenbeispiele zu +nden fŸr Eigenschaften, die nicht
gelten. Aber wŸrden wircheck-property Ð sagen wir mal Ð zutrauen, die Korrektheit der Steu-
ersoftware fŸr ein Flugzeug sicherzustellen? Immerhin ist es mšglich, dass bei den "!! Tests, die
check-property zufŠllig generiert, das eine Gegenbeispiel einfach nicht dabei ist.

Wenn also eine Eigenschaft wirklich unverzichtbar fŸr den Einsatz einer Software ist, sollten
wir die Sicherheit, dass kritische Eigenschaften gelten, noch weiter erhšhen. Das geht zum Beispiel,
indem wir mathematischbeweisen, dass eine Eigenschaft gilt. Wie das gehen kann, zeigt dieser Ab-
schnitt exemplarisch.

Wie wir sehen werden, ist das ganz schšn mŸhsam: Wir haben ja schon Eigenschaften von
Funktionen in Kapitel ) bewiesen, zum Beispiel die AssoziativitŠt von cat in Abschnitt ).&.$ auf
Seite $$#. Wir nehmen uns hier noch einmal die AssoziativitŠt vor, allerdings diesmal nicht auf der
mathematischen cat, sondern der programmierten Funktionconcatenate .

Wir wollen also folgendes beweisen: FŸr alle Listenu, v undw gilt:

(expect (concatenate u (concatenate v w))
(concatenate (concatenate u v) w))

GrundsŠtzlich fŸhren wir den Beweis wie bei der mathematischen Funktion cat auch Ÿber In-
duktion. Anders als dort kšnnen wir beiconcatenate aber nicht einfach beliebig Gleichungen
einsetzen. Wir mŸssen stattdessen bewesen, dass DrRacket bei der Auswertung fŸr beide Seiten
derexpect -ÇGleichungÈ das gleiche Ergebnis berechnet. Dabei mŸssen wir berŸcksichtigen, dass
DrRacket die Auswertungsschritte fŸr einen Aufruf vonconcatenate in einer bestimmten Rei-
henfolge durchfŸhrt. Wir mŸssen also beim Beweis so vorgehen, wie es der Stepper tun wŸrde.
Eigentlich mŸssten wir diese Auswertungsstrategie sogar noch formalisieren, um wirklich einen
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Beweis zu fŸhren. Das machen wir im spŠteren Kapitel "% auf Seite %#". Hier begnŸgen wir uns mit
der Einsicht, dass bei einem Funktionsaufruf die Argumente ausgewertet werden, bevor es mit der
Auswertung des Funktionsrumpfes weitergeht.

Wir benutzen eine Induktionsschablone wie in Abschnitt ).&.$ auf Seite $$#.
". Wir entscheiden uns genau wie dort fŸr eine Induktion Ÿberu. Damit die Schablone passt,

benutzen wir dafŸr den Namenf , formulieren also die Eigenschaft so um:

(expect (concatenate f (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f v ) w))

$. Als nŠchstes betrachten wir den Fall, dassf die leere Liste#<empty-list> ist. Die Gleichung
sieht dann so aus:

(expect (concatenate #<empty-list> (concatenate v w))
(concatenate (concatenate #<empty-list> v) w))

#. DieseGleichungbeweisenwirnun,angefangenmitderÇlinkenSeiteÈderGleichung.DrRacket
wŸrde bei der Auswertung zunŠchst das ersteconcatenate auswerten, also durch seine De-
+nition ersetzen sowieemptyzu#<empty-list> auswerten:

(concatenate #<empty-list> (concatenate v w))
"! (( ! (list1 list2) ...) #<empty-list> (concatenate v w))

(Wir haben! stattlambdageschrieben um Platz zu sparen.)
Als nŠchstes wird(concatenate v w) ausgwertet. Da wir gar nicht wissen, wasv undw
sind, wissen wir weder, was da herauskommt, noch, wie viele Schritte das benštigt. Irgendwas
wird aber herauskommen Ð wir nennen dasvw:

"! . . . "! (( ! (list1 list2) ...) #<empty-list> vw)

Jetzt kšnnen wir endlich mit dem Rumpf der Funktion weitermachen. Wir setzen fŸrlist1
#<empty-list> ein, fŸrlist2 vw:

"! (cond ((empty? #<empty-list>) vw) ((cons? #<empty-list>) ...))

Beimcondgreift sofort der erste Zweig:

"! (cond (#t vw) ((cons? #<empty-list>) ...))
"! vw

Weiter gehtÕs hier nicht. Wir nehmen uns deshalb die andere Seite der Gleichung vor:

(concatenate (concatenate f v ) w)
= (concatenate (concatenate #<empty-list> v) w)
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Auch hier wird DrRacket fŸr die beidenconcatenate jeweils die De+nition einsetzen:

"! (( ! (list1 list2) ...) (concatenate #<empty-list> v) w)
"! (( ! (list1 list2) ...)

(( ! (list1 list2) ...) #<empty-list> v) w)

Hier wird der ÇinnereÈ Aufruf vonconcatenate zuerst ausgewertet:

"! (( ! (list1 list2) ...)
(cond ((empty? #<empty-list>) v)

((cons? #<empty-list>) ...)) w)
"! (( ! (list1 list2) ...) v w)
"! ... "! vw

Es kommt also dasselbe heraus wie bei der linken Seite der Gleichung. FŸr die leere Liste ist die
Eigenschaft also bewiesen.

%.Als nŠchstes mŸssen wir die Induktionsvoraussetzung formulieren. Die sieht so aus:

(expect (concatenate f (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f v ) w))

&. Es folgt der Induktionsschluss. DafŸr mŸssen wir eine Liste betrachten, die um Çeins lŠngerÈ
ist alsf , also aus einem ersten Elementf 1 und Restf besteht. Wir nennen diese Listef 1f :

(expect (concatenate f 1f (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f 1f v ) w))

'. Um den Induktionsschluss zu beweisen, werten wir zunŠchst die linke Seite aus. Wir benutzen
wieder den Namenvw fŸr das Ergebnis von(concatenate v w) :

(concatenate f 1f (concatenate v w))
"! (( ! (list1 list2) ...) f 1f (concatenate v w))
"! . . . "! (( ! (list1 list2) ...) f 1f vw )
"! (cond ((empty? f 1f ) vw)

((cons? f 1f )
(cons (first f 1f ) (concatenate (rest f 1f ) vw))))

Diesmal ist dercons?-Zweig dran, weilf 1f nicht leer ist:

"! (cond (#f vw)
((cons? f 1f )
(cons (first f 1f ) (concatenate (rest f 1f ) vw))))
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"! (cond ((cons? f 1f )
(cons (first f 1f ) (concatenate (rest f 1f ) vw))))

"! (cond (#t (cons (first f 1f ) (concatenate (rest f 1f ) vw))))
"! (cons (first f 1f ) (concatenate (rest f 1f ) vw))
"! (cons f 1 (concatenate (rest f 1f ) vw))
"! (cons f 1 (concatenate (rest f 1f ) vw))
"! (cons f 1 (( ! (list1 list2) ...) (rest f 1f ) vw))
"! (cons f 1 (( ! (list1 list2) ...) f vw ))

Weiter geht es nicht. Wir nehmen uns darum die rechte Seite vor:

(concatenate (concatenate f 1f v ) w)
"! (( ! (list1 list2) ...) (concatenate f 1f v ) w)
"! (( ! (list1 list2) ...) (( ! (list1 list2) ...) f 1f v ) w)
"! (( ! (list1 list2) ...)

(cond ((empty? f 1f ) v)
((cons? f 1f ) (cons (first f 1f )

(concatenate (rest f 1f ) v)))) w)
"! (( ! (list1 list2) ...)

(cond (#f v)
((cons? f 1f ) (cons (first f 1f )

(concatenate (rest f 1f ) v)))) w)
"! (( ! (list1 list2) ...)

(cond ((cons? f 1f ) (cons (first f 1f )
(concatenate (rest f 1f ) v)))) w)

"! (( ! (list1 list2) ...)
(cond (#t (cons (first f 1f ) (concatenate (rest f 1f ) v)))) w)

"! (( ! (list1 list2) ...)
(cons (first f 1f ) (concatenate (rest f 1f ) v)) w)

"! (( ! (list1 list2) ...) (cons f 1 (concatenate (rest f 1f ) v)) w)
"! (( ! (list1 list2) ...)

(cons f 1 (( ! (list1 list2) ...) (rest f 1f ) v)) w)
"! (( ! (list1 list2) ...) (cons f 1 (( ! (list1 list2) ...) f v )) w)

Wir wissen nicht, wasf , v und w sind. Wir nehmen aber an, dass bei der Auswertung von
(( ! (list1 list2) ...) f v ) irgendetwasherauskommt und nennen dasfv :

"! . . . "! (( ! (list1 list2) ...) (cons f 1 fv ) w)
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Dem Ergebnis von(cons f 1 fv ) kšnnen wir ebenfalls einen Namen geben, wir nehmen
wenig einfallsreichf 1fv . Da diese Liste ein erstes Elementf 1 hat, ist sie nicht leer:

"! (( ! (list1 list2) ...) f 1fv w )
"! (cond ((empty? f 1fv ) ...)

((cons? f 1fv )
(cons (first f 1fv ) (concatenate (rest f 1fv ) w))))

"! (cond (#f ...)
((cons? f 1fv )
(cons (first f 1fv ) (concatenate (rest f 1fv ) w))))

"! (cond ((cons? f 1fv )
(cons (first f 1fv ) (concatenate (rest f 1fv ) w))))

"! (cond (#t (cons (first f 1fv ) (concatenate (rest f 1fv ) w))))
"! (cons (first f 1fv ) (concatenate (rest f 1fv ) w))
"! (cons f 1 (concatenate (rest f 1fv ) w))
"! (cons f 1 (( ! (list1 list2) ...) (rest f 1fv ) w))
"! (cons f 1 (( ! (list1 list2) ...) fv w ))

Jetzt geht es aber wirklich nicht mehr weiter. Wir kšnnen das mit dem Ergebnis der linken Seite
vergleichen, die immerhin auch mit(cons f 1 ...) anfŠngt. Ansonsten steht da links:

(( ! (list1 list2) ...) f vw )

. . . und rechts:

((lambda (list1 list2) ...) fv w )

Um zu beweisen, dass diese beiden AusdrŸcke das gleiche liefern, ziehen wir die Induktionsvoraus-
setzung hinzu. Hier ist sie zur Erinnerung:

(expect (concatenate f (concatenate v w))
(concatenate (concatenate f v ) w))

Wir hatten den Namenvw fŸr das Ergebnis von(concatenate v w) und den Namenfv
fŸr das Ergebnis von(concatenate f v ) . Au§erdem steht( ! (list1 list2) ...) ja fŸr
concatenate . Wenn wir das in die Induktionsvoraussetzung einsetzen, steht da genau das, was
wir brauchen, nŠmlich dass linke und rechte Seite das gleiche Ergebnis haben. Gescha.t!

Aber das ist schon ziemlich viel Arbeit, und auch fehleranfŠllig. In der Praxis funktioniert das
nur fŸr kleine Funktionen. Wer Eigenschaften grš§erer Programme beweisen mšchte, benutzt da-
fŸr in der Regel spezielle Werkzeuge, welche die Beweise ŸberprŸfen und in weiten Teilen auch
automatisch herleiten kšnnen.
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AUFGABEN

A!"#$%& ').',

Welche interessanten Eigenschaften hat die Division? Schreibe diese als Eigenschaften von/ auf.

A!"#$%& ').'-

Schreibe eine mšglichst vollstŠndige Liste interessanter Eigenschaften der Dir bekannten arithme-
tischen und logischen Operationen auf. Beziehe dazu auch die Vergleichsoperationen< , ' etc. ein.
Finde au§erdem fŸr jede Operation eine interessante Eigenschaft, dienichtgilt und ŸberprŸfe, ob
DrRacket jeweils ein Gegenbeispiel +ndet.

A!"#$%& ').'.

FŸr Multiplikation und Addition gilt dasDistibutivgesetz:

a á(b+ c) = a áb+ a ác

Auch dieses Gesetz ist nicht auf Zahlen beschrŠnkt. FŸrand undor gilt es ebenfalls. Formuliere
dieses als Eigenschaften und lasse sie DrRacket sie ŸberprŸfen.

A!"#$%& ').'/

Formuliere Eigenschaften vonfilter undmapim Zusammenhang mitconcatenate und teste
diese.

A!"#$%& ').(0

Die folgende Funktion quadriert natŸrliche Zahlen:

(: square (natural -> natural))
(define square

(lambda (n)
(cond
((zero? n) 0)
((positive? n)
(+ (square (- n 1))

(- (+ n n) 1))))))
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Formuliere dies als Eigenschaft und ŸberprŸfe sie mitcheck-property .

Bonus:Beweise die Eigenschaft mit Induktion.
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In diesem Kapitel geht es um eine wichtige Grundlage fŸr die Programmierung, die unter anderem
erklŠrt, wie die Auswertung eines Programms funktioniert. Das haben wir bisher nur umgangs-
sprachlich gemacht und dabei einige subtile Aspekte der Auswertung gar nicht oder nur unprŠzise
erlŠutert. Das wollen wir in diesem Kapitel korrigieren.

Dazu benutzen wir den sogenannten! -KalkŸl, ausgeschrieben:Lambda-KalkŸl, der formal
fasst,wasderStepper inDrRacketvisualisiert.DasÇLambdaÈ imNamendesKalkŸls istdieVorlage
fŸr daslambdain unseren Lehrsprachen.

#%.# WAS HAT EIN ALTER ÇKALK†LÈ MIT PROGRAMMIEREN ZU TUN?

Vielleicht hast Du Dich schon gefragt, warumlambdaeigentlich so hei§t und nichtfunction
oder so. In Wort ÇLambdaÈ steckt der historische SchlŸssel fŸr viele Aspekte der Programmierung
heute. Bevor wir in die Technik dazu einsteigen, fasst dieser Abschnitt kurz die Historie zusammen,
die erklŠrt, warum der! -KalkŸl so gro§e Bedeutung fŸr das Programmieren hat.

Als in den "*%!er Jahren die ersten Programmiersprachen entwickelt wurden, haben ihre Er-
+nderinnen und Er+nder nach Inspiration in existierenden ÇSprachenÈ gesucht. Es gab zwei na-
heliegende Ausgangspunkte:

¥ schriftliche natŸrliche Sprachen
¥ Mathematik

Beide AnsŠtze haben zu unterschiedlichen Traditionen in der Entwicklung von Programmierspra-
chen gefŸhrt, die sich gegenseitig beein-usst haben.

Die Mathematik ist deswegen eine wichtige Inspiration, weil die Menschheit sie schon Jahr-
hunderte vor der Er+ndung von Computern benutzt hat, um Sachverhalte unmissverstŠndlich und
eindeutig zu beschreiben: So etwas benštigen wir auch fŸr die Programmierung.

Mit unseren Lehrsprachen be+nden wir uns in der Tradition der Mathematik. Der heute be-
rŸhmte Informatiker John McCarthy arbeitete den spŠten "*&!er Jahren an einem System, das Çge-
sunden MenschenverstandÈ abbilden sollte.

Als Teil dieses Projekts entwickelte er die Programmiersprache LISP [McC'!]. Als ausgebilde-
ter Mathematiker suchte McCarthy dafŸr Inspiration in der Mathematik. Mathematische Notati-
on hat das Problem, dass die gleiche Notation in unterschiedlichen Kontexten fŸr unterschiedliche
Zwecke benutzt wird. Allgemein mathematische Notation fŸr den Computer verstŠndlich zu ma-
chen, ist darum extrem aufwendig und war fŸr McCarthy undenkbar, der es mit Computern zu
tun hatte, die nur einen winzigen Bruchteil der heutigen Rechen- und SpeicherkapazitŠt haben.
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McCarthybrauchtedeshalbeinenbesonderseinfachenmathematischenFormalismus,der trotz-
dem mŠchtig genug war, mathematische Funktionen ausdrŸcken zu kšnnen. FŸr die De+nition
von Funktionen war (und ist) mathematische Notation aber besonders vielfŠltig. (Manche wŸrden
ÇschlampigÈ sagen.) McCarthy stellte fest, dass ein mathematischer KalkŸls aus den "*#!er Jahren
ihm gerade die benštigte Notation fŸr die De+nition von Funktionen und ihrer Anwendung gab
und entwickelte LISP deshalb auf Grundlage dieses KalkŸls.

Dieser KalkŸl war der! -KalkŸl des Mathematikers Alonzo Church [Chu%"], der ihn als Beitrag
zu den Grundlagen der Logik entwickelt hatte. (Das! selbst war durch einen Unfall entstanden,
weil Churchs Schriftsetzer bei der Notationöx fŠlschlicherweise glaubte, statt des ÇDachsÈ ein!
zu erkennen.) Die Computer der damaligen Zeit konnten nur ršmische Buchstaben darstellen,
deshalb schrieb McCarthy das! als Wortlambdaaus.

LISP hatte bereits eine Notation, die der Notation der Lehrsprachen sehr Šhnelt: Alles wurde
vollstŠndig geklammert, und der Operator stand immer vorn. (McCarthy hatte auch noch eine an-
dere Notation entwickelt, die sich aber als unpopulŠr erwies.) Auch die Idee der Listen wie wir sie
heute kennen war damals schon genauso vorhanden. (ÇLISPÈ steht fŸr Çlist processingÈ.)

Der ! -KalkŸl +el noch anderen als mšgliche Grundlage fŸr die Entwicklung von Program-
miersprachen auf. Besonders ein-ussreich war Peter Landins Aufsatz mit dem gro§spurigen Titel
The next ($$ programming languages[Lan''], in dem er vorschlug, den! -KalkŸl als Grundlage fŸr
eine ganze Familie von Programmiersprachen zu benutzen.

LISP und die in Landins Aufsatz vorgeschlagene Sprache ISWIM (ÇIf you See What I MeanÈ)
standen Patin fŸr fast alle modernen Programmiersprachen. Es gab zwar seit den "*'!er Jahren viele
alternative AnsŠtze fŸr Programmiersprachen mit anderen Grundlagen (zum Beispiel die objekt-
orientierte Programmierung), bei deren Entwicklung auf den! -KalkŸl verzichtet wurde. Bei fast
allen von ihnen stellten ihre Entwicklerinnen und Entwickler aber spŠter fest, dass die Elemente des
! -KalkŸls beziehungsweise der darauf aufbauenden Programmiersprachen eine Bereicherung sind
und fŸgten sie hinzu.

Wenn Du also den! -KalkŸl kennst, kennst Du die Grundlage fŸr die moderne Programmie-
rung. Der Weg dahin benštigt etwas Geduld. Insbesondere mŸssen wir noch etwas mehr mathema-
tische Notation einfŸhren, die Dir aber helfen wird, falls Du mal einen der einschlŠgigen AufsŠtze
oder BŸcher zu diesem Thema verstehen mšchtest.

#%.! DIE SPRACHE DES! -KALK†LS

Der! -KalkŸl bricht die Elemente der Programmierung auf nur das absolut notwendige herunter:
Je weniger Elemente es gibt, desto weniger mŸssen wir erklŠren und de+nieren.
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Was also ist an unseren Lehrsprachen absolut notwendig? In Kapitel " haben wir angefangen
mit einer Zahl. Brauchen wir also Zahlen? Wir haben viele Programme ohne Zahlen geschrieben.
Wir werden sehen, dass wir Zahlen mit anderen Elementen der Sprache nachbilden kšnnen.

Das nŠchste Element sind Funktionsanwendungen. Die gibt es nun wirklich in jedem Pro-
gramm. Funktionsanwendungen wiederum machen nur dann Sinn, wenn wir auch Funktionen
herstellen kšnnen: Wir brauchen also Abstraktionen. Und da zu jeder Abstraktion auch eine oder
mehrere Variablen gehšren, brauchen wir auch Variablen. Drei fundamentale Ideen also:

¥ Applikation
¥ Abstraktion
¥ Variable

Variablen sind Namen und alle drei Ideen des! -KalkŸls haben fundamental mit Variablen zu tun:
Eine Abstraktionbindeteine Variable, eine Applikation setzt fŸr eine Variable etwas ein.

Wir beschrŠnken uns bei Anwendung und Abstraktion sogar auf einen einzelnen Parameter.
Alle anderen Elemente unserer Programmiersprachen kšnnen wir nachbilden, indem wir sie in
diese drei Konstrukte Ÿbersetzen. Sie bilden das RŸckgrat des! -KalkŸls.

Damit es losgeht, benštigen wir zunŠchst eineSprachefŸr den KalkŸl. Die de+nieren wir mit
Hilfe einer Grammatik. (Das ist die Notation fŸr induktive De+nitionen, die wir in Abschnitt ).'
auf Seite $$& eingefŸhrt haben.)

In der De+nition taucht der Begri.abzŠhlbare Mengeauf. Der Begri. ÇabzŠhlbarÈ ist zwar
technisch notwendig, Du benštigst ihn aber nicht fŸr VerstŠndnis und Intuition des! -KalkŸls,
kannst ihn also ignorieren. Falls es Dich doch interessiert: Das Adjektiv ÇabzŠhlbarÈ an einer Men-
ge bedeutet, dass die Menge unendlich gro§ ist und dass die Menge durchnummeriert oder Çabge-
zŠhltÈ werden kann. Hier geht es um die abzŠhlbare Menge der Variablen, welche den Variablen in
Programmen entsprechen. Die kšnnten wir auch durchnummerieren, indem wir den Buchstaben
Nummern geben.

D&B274712 '*.' (S>5$:;& @&3! -K$86<83L # )

SeiV eine abzŠhlbare Menge von Variablen. Die Sprache des! -KalkŸls, die Menge der! -Terme,
L # , ist durch folgende Grammatik de+niert:

6L# 7 ! 6 V7
| ( 6L# 7 6L# 7)
| ( ! 6V7. 6L# 7)

Ein! -Term der Form(e0 e1) hei§tApplikation. Ein Term der Form(!v.e ) hei§tAbstraktion, wo-
beiv Parameter der Abstraktionhei§t undeRumpf.
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Hier sind ein paar Beispiele fŸr! -Terme. In diesen konkreten Beispielen haben wir als Variablenx,
y und f verwendet. Du solltest der Auswahl dieser Buchstaben keine Bedeutung beimessen. Wir
hŠtten genauso guta, b undc verwenden kšnnen.

x Variable
(f x) Applikation

((f x) ( ! x.x)) Applikation
(! x.(! y.(x y)) Abstraktion

(! x.(f x)) Abstraktion
(! x.(f ( ! x x)) Abstraktion

(( ! x.x) ( ! x.x)) Applikation

Wir haben jeweils dazugeschrieben, um welche Art Term es sich handelt. Das entspricht der Klau-
sel der Grammatik fŸr! -Terme. Beix sollte klar sein, dass es sich um eine Variable handelt. Sowohl
Applikationen als auch Abstraktionen fangen mit einer š.nenden Klammer an. Bei Abstraktio-
nen wird die Klammer aber direkt von einem! gefolgt: Entsprecht sind die nŠchsten beiden Terme
Applikationen, die drei darauf Abstraktionen. Der letzte Term ist eine Applikation Ð nach der š.-
nenden Klammer steht ein weitere Klammer, das! kommt erst danach.

A!"#$%& '*.'

Klassi+ziere, ob es sich jeweils um eine Variable, eine Applikation oder eine Abstraktion handelt:

y
(x y)

(! x.y)
(( ! x.y) f )

f
(f ( ! x.y)) !

Manchmal sprechen wir aber auch Ÿber! -Terme einer bestimmten Form im Allgemeinen, zum
Beispiel stehtoben inderDe+nitionÇ! -TermderForm(e0 e1)È.Damit sindalle! -Termegemeint,
die aus der zweiten Regel der Grammatik stammen, alsoe0 unde1 beliebige! -Terme sein kšnnen.
Hier sind einige Beispiele fŸr! -Terme dieser Form:

(f x) , (f ( ! x.x)) , (( ! x.x) ( ! x.x))
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In der De+nition sind au§erdem Terme Çder Form(!v.e )È erwŠhnt, das kšnnte zum Beispiel sein:

(! x.x), (! y.x), (! x.x x) , (! x.(f x) y) , (! y.x)

Du sieht, der Buchstabev in (!v.e ) steht fŸr eine Variable, also zum Beispiel fŸrx, y oderf . Wenn
Du genau hinschaust, siehst Du, dass beide sich typogra+sch unterscheiden: Die ÇnormalenÈ Va-
riablenx, y, f sehen aus wie regulŠre Buchstaben, wŠhrendv in Kursivschrift gesetzt ist. Dasv ist
also eine Variable, die fŸr eine andere Variable steht Ð eine sogenannteMetavariable.

In diesem Kapitel steht die Metavariablee fŸr einen beliebigen! -Term,u, v undw sind im-
mer Metavariablen. Das ist aber reine Konvention: Wir hŠtten genauso gut irgendwelche anderen
Buchstaben wŠhlen kšnnen.

In Publikationen werden! -Termen oft abgekŸrzt, entsprechend machen wir das hier. Das ge-
schieht vermutlich aus Faulheit, ist aber erstmal gewšhnungsbedŸrftig. Die erste Form der AbkŸr-
zung lŠsst Klammern weg. Statt des vollstŠndig geklammerten Terms

(! f .(! x.(f x)))

werden wir das hier schreiben:
! f .! x.f x

Prinzipiell lŠsst sich dieser Term unterschiedlich klammern:(! f .(( ! x.f) x)) , (!f. (! x.(f x))) oder
(( ! f .! x.f) x) . Wir verwenden aber die gŠngige Konvention, dass der Rumpf einer Abstraktion sich
so weit wie mšglich nach rechts erstreckt. Damit steht der ungeklammerte Term eindeutig fŸr den
vollstŠndig geklammerten Term, der darŸber steht.

Die Terme der Form!v.e sind auf einen Parameter beschrŠnkt. Es gibt aber zwei weitere Ab-
kŸrzungen in der Notation von! -Termen:

¥ !x 1 . . . xn .esteht fŸr!x 1.(!x 2.(. . . !x n .e) . . .).
¥ e0 . . . en steht fŸr(. . . (e0 e1) e2) . . . en ).

! fxy.f x y ist also eine andere Schreibweise fŸr den Term(! f .(! x.(! y.((f x) y)))) .
Hier sind weitere Beispiele fŸr Terme und ihre AbkŸrzungen:

(f x) f x
(f x) y f x y

(! x.(x x)) ! x.x x
(! x.((x y) z)) ! x.x y z

(! x.(! y.(x y))) ! xy.x y
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A!"#$%& '*.(

Schreibe fŸr die folgenden AbkŸrzungen die ÇvollstŠndigenÈ! -Terme auf:

f x y z
! xyz.x y z

(( ! xy.x y) a b)

#%.$ ! -INTUITION

Es ist kein Zufall, dass die Lehrsprachen genau die gleichen Begri.e verwenden wie der! -KalkŸl.
EinLambda-Ausdruckmit einemParameterentsprichteinerAbstraktion im! -KalkŸl, unddieAp-
plikationen in den Lehrsprachen entsprechen den Applikationen im! -KalkŸl. Die Lehrsprachen
wurden bewusst auf dem! -KalkŸl aufgebaut.

Die Intuition fŸr die! -Terme ist Šhnlich wie in den Lehrsprachen: Eine Abstraktion steht fŸr
eine mathematische Funktion, speziell fŸr eine solche Funktion, die sich durch ein Computerpro-
gramm berechnen lŠsst. Eine Applikation steht fŸr die Anwendung einer Funktion, und eine Varia-
ble bezieht sich auf den Parameter einer umschlie§enden Abstraktion und steht fŸr den Operanden
der Applikation.

Wichtig ist aber: Das ist an diesem Punkt nur eine Intuition. Wir haben bisher nur die Sprache
des! -KalkŸls de+niert, nicht aber, was die! -Terme bedeuten oder wie sie sich verhalten.

Bemerkenswert am! -KalkŸl ist, dass es dortnur Funktionen gibt, noch nicht einmal Zahlen,
#t ,#f oderzusammengesetzteDaten.DarumerscheintdieSprachedesKalkŸlsaufdenerstenBlick
noch spartanisch und unintuitiv: So unmittelbar lŠsst sich noch nicht einmal eine Funktion hin-
schreiben, die zwei Zahlen addiert Ð schlie§lich gibt es keine Zahlen. Wie sich jedoch weiter unten
in Abschnitt "%.) herausstellen wird, lassen sich all diese Dinge durch Funktionen nachbilden.

Noch etwas: Die Funktionen haben auch nur jeweils einen Parameter. Dies ist aber keine wirk-
liche EinschrŠnkung: Funktionen mit mehreren Parametern kšnnen wir schšn+nkeln, um aus ih-
nen mehrstu+ge Funktionen mit jeweils einem Parameter zu machen, wie schon in Abschnitt *.&
auf Seite $'$.

#%.% WIE FUNKTIONIEREN VARIABLEN?

Im ! -KalkŸl dreht sich (fast) alles um Variablen. Die funktionieren nach dem gleichen Prinzip
wie bei den Lehrsprachen, der lexikalischen Bindung. Die lexikalische Bindung haben wir in Ab-
schnitt *.' auf Seite $'' behandelt.
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Kurz zur Erinnerung: Das Vorkommen einer Variablev als! -Term gehšrt immer zur innersten
umschlie§enden Abstraktion!v.e , deren Parameter ebenfallsv ist. Bei! x.y (! y.y)) ist also das
erstey das freie, wŠhrend das zweitey durch die zweite Abstraktion gebunden wird.

Au§erdem: Wenn es fŸr eine Variable keine Abstraktion gibt, die diese bindet, hei§t die Varia-
blefrei. Um Bindung und ÇFreiheitÈ prŠzise zu de+nieren, brauchen wir zwei Hilfsfunktionen fŸr
den Umgang mit Variablen.

D&B274712 '*.( (F5&7& !2@ #&%!2@&2& V$57$%8&2)

Die Funktionenfreeundbound liefern fŸr einen! -Terms die Mengen seinerfreienbeziehungs-
weise seinergebundenenVariablen.

free(e) def=

!
""#

""$

{ v} fallse = v

free(e0) 3 free(e1) fallse = e0 e1

free(e0) \ { v} fallse = !v.e 0

bound(e) def=

!
""#

""$

! fallse = v

bound(e0) 3 bound(e1) fallse = e0 e1

bound(e0) 3 { v} fallse = !v.e 0

Ein! -Termehei§tabgeschlossenfallsfree(e) = ! .

Einige Beispiele:

free(! x.y) = { y}

bound(! x.y) = { x}

free(! y.y) = !

bound(! y.y) = { y}

free(! x.! y.! x.x (! z.a y)) = { a}

bound(! x.! y.! x.x (!z. a y)) = { x, y, z}

Die Intuition ist folgende: Eine Abstraktion in einem! -Termbindeteine Variable innerhalb seines
Rumpfes. Eine freie Variable hingegen ist eine, die nicht durch eine Abstraktion gebunden ist. Dar-
um bildetfreebei einer Abstraktion die Di.erenz aus den freien und den gebundenen Variablen.
Dahingegen sammeltboundalle Variablen aus Abstraktionen auf. Wenn manfreeundboundei-
nes Terms alsfree(e) 3 bound(e) zusammennimmt, bekommt man alle Variablen eines! -Terms.
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In einem Term kann die gleiche Variable sowohl frei als auch gebunden vorkommen:

free(! x.y (! y.y)) = { y}

bound(! x.y (! y.y)) = { x, y}

Dasy taucht innerhalbundau§erhalb einer bindenden Abstraktion auf. Das Frei- und Gebunden-
sein bezieht sich also immer auf bestimmte Vorkommen einer Variablen in einem! -Term.

A!"#$%& '*.)

Schreibe auf, was bei folgenden Anwendungen vonfreeundbound herauskommt:

free(x y)
free(! x.x y)
free(! xy.x y)
free((! x.y) x)
bound(x y)

bound(! x.x y)
bound(! xy.x y)
bound((! x.y) x) !

Der! -KalkŸl ist darauf angewiesen, Variablen durch andere zu ersetzen, ohne dabei die Zugehšrig-
keit von Variablenvorkommen und den dazu passenden Abstraktionen zu verŠndern. Der Mecha-
nismus dafŸr hei§t auch hierSubstitution:

D&B274712 '*.) (S!%3474!4712)

FŸre, f - L # bedeutete[v )! f ], dass inedie Variablev durchf ersetzt odersubstituiertwird.
Die Funktion ist folgenderma§en de+niert:

e[v )! f ] def=

!
""""""""""""""#

""""""""""""""$

f fallse = v

e fallseeine Variable ist unde .= v

!v.e 0 fallse = !v.e 0

!u. (e0[v )! f ]) fallse = !u.e 0 undu .= v, u .- free(f )

!u &.(e0[u )! u&][v )! f ]) fallse = !u.e 0

undu .= v, u - free(f ), u&.- free(e0) 3 free(f )

(e0[v )! f ]) (e1[v )! f ]) fallse = e0 e1
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Die De+nition der Substitution erscheint auf den ersten Blick kompliziert, folgt aber dem Prinzip
der lexikalischen Bindung. Die erste Regel besagt, dass das Vorkommen einer Variable durch eine
Substitution genau dieser Variablen ersetzt wird:

v[v )! f ] = f

Die zweite Regel besagt, dass das Vorkommen eineranderenVariable durch die Substitution nicht
betro.en wird:

e[v )! f ] = e eist eine Variable unde .= v

Die dritte Regel ist auf den ersten Blick etwas Ÿberraschend:

(!v.e 0)[v )! f ] = !v.e 0

Ein ! -Ausdruck, dessen Parameter gerade die Variable ist, die substitutiert werden soll, bleibt un-
verŠndert. Das liegt daran, dass mit dem! -Ausdruck die Zugehšrigkeit aller Vorkommen vonv in
e0 bereits festgelegt ist: ein Vorkommen vonv in e0 gehšrt entweder zu dieser Abstraktion oder
einer anderen Abstraktion mitv als Parameter, die ine0 weiter innen steht Ðv ist in (!v.e 0) ge-
bunden undv - bound(!v.e 0). Da die Substitution diese Zugehšrigkeiten nicht verŠndern darf,
lŠsst sie dasv in Ruhe.

Anders sieht es aus, wenn die Variable der Abstraktion eine andere ist Ð die vierte Regel:

(!u.e 0)[v )! f ] = !u. (e0[v )! f ]) u .= v, u .- free(f )

In diesem Fall wird die Substitution auf den Rumpf der Abstraktion angewendet. Wichtig ist, dass
u nicht frei inf vorkommt Ð sonst kšnnte es vorkommen, dass beim Einsetzen vonf ein freies
Vorkommen vonu durch die umschlie§ende Abstraktion gebunden wird. Damit wŸrde auch die
Zugehšrigkeitsregel der lexikalischen Bindung verletzt.

Was passiert, wennu eben doch frei inf vorkommt, beschreibt die fŸnfte Regel:

(!u.e 0)[v )! f ] = !u &.(e0[u )! u&][v ! f ]) u .= v, u - free(f )
u&.- free(e0) 3 free(f )

Um zu verhindern, dass die freienu in f durch die Abstraktion ÇeingefangenÈ werden, wird dasu
in der Abstraktion durch ein ÇfrischesÈu&ersetzt, das noch nirgendwo frei vorkommt.

Die Regel fŸr Substitution auf Applikationen taucht in Operator und Operand rekursiv ab:

(e0 e1)[v )! f ] = ( e0[v )! f ])(e1[v )! f ])
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Hier ist ein etwas umfangreicheres Beispiel fŸr die Substitution:

(! x.! y.x (! z.z) z)[z )! x y] = ! x&.(( ! y.x (! z.z) z)[x )! x&][z )! x y])

= ! x&.(( ! y.((x ( ! z.z) z)[x )! x&]))[z )! x y])

= ! x&.(( ! y.(x[x )! x&] (( ! z.z)[x )! x&]) z[x )! x&]))[z )! x y])

= ! x&.(( ! y.(x&(! z.z) z))[z )! x y])

= ! x&.! y&.((x &(! z.z) z)[y )! y&][z )! x y])

= ! x&.! y&.((x &[y )! y&] (( ! z.z)[y )! y&]) z[y )! y&])[z )! x y])

= ! x&.! y&.((x &(! z.z) z)[z )! x y])

= ! x&.! y&.x&[z )! x y] (( ! z.z)[z )! x y]) z[z )! x y]

= ! x&.! y&.x&(! z.z) (x y)

Deutlich zu sehen ist, wie die freien Variablenx und y aus der Substitutionz )! x y auch im
Ergebnis frei bleiben, wŠhrend die gebundenen Variablenx undy aus dem ursprŸnglichen Term
umbenannt werden, um eine irrtŸmliche Bindung ihrer hereinsubstitutierten Namensvettern zu
vermeiden.

#%.& REDUKTION IM! -KALK†L

Der! -KalkŸl ist ein sogenannterReduktionskalkŸl. Das hei§t, er legt Regeln fest, wie ein! -Term
in einen anderen! -Term ŸberfŸhrt beziehungsweisereduziertwird. (ÇReduzierenÈ klingt so, als
wŸrde der Term dabei kleiner werden. Manchmal wird er auch kleiner, manchmal aber auch grš-
§er.) Ein Beispiel fŸr einen ReduktionskalkŸl haben wir bereits gesehen, nŠmlich den Stepper im
DrRacket, der auch jeweils einen Ausdruck ÇlinksÈ in einen Ausdruck ÇrechtsÈ ŸberfŸhrt. Hier
sind die wichtigsten Reduktionsregeln im! -KalkŸl, auch mit griechischen Buchstaben benannt:

D&B274712 '*.* (R&@!6471235&#&82)

Die Reduktionsregeln im! -KalkŸl sind die$-Reduktion! $ und die%-Reduktion! %:

!x.e ! $ !y. (e[x )! y]) y .- free(e)

(!v.e ) f ! % e[v )! f ]
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Die$-Reduktion (oft auch$-Konversiongenannt) benennt eine gebundene Variable in eine andere
um. Hier sind einige Beispiele:

! a.a ! $ ! c.c

! a.a b ! $ ! c.c b

! a.(! a.a a) a ! $ ! c.(! a&.a&a&) c

Die%-Reduktion ist die zentrale Regel des! -KalkŸls und steht fŸr Funktionsapplikation: eine Ab-
straktion wird angewendet, indem die Vorkommen ihres Parameters durch den Operanden einer
Applikation ersetzt werden. Hier sind zwei Beispiele:

(! x.x) y ! % y

(! a.a a) (! x.x) ! % (! x.x) ( ! x.x)

In den obigen Beispielen wird jeweils die Reduktionsregel auf einen ganzen! -Termin angewendet.
Es ist allerdings auch erlaubt, eine Reduktionsregel auf einen Teilterm anzuwenden:

! b.! a.a ! $ ! b.! c.c

! z.(! x.x) y ! % ! z.y

Das ist bei jedem ReduktionskalkŸl so, gehšrt also zum Begri. ÇReduktionÈ an sich. Du kennst
das Prinzip vom ganz normalen Rechnen:

y , (x + x + x) = y , (3 , x)

Der Stepper zeigt, dass auch in den Lehrsprachen Reduktion auf Teiltermen arbeitet: Dieser wird
ja farblich markiert. Allerdings gibt es einen Unterschied: Beim Rechnen und im! -KalkŸl darf
aufjedemTeilterm reduziert werden. Unter UmstŠnden sind mehrere verschiedene Reduktionen
mšglich:

(! v.v v) (( ! u.u) w) ! % (! v.v v) w

(! v.v v) (( ! u.u) w) ! % (( ! u.u) w) (( ! u.u) w)

Wir haben jeweils unterstrichen, welcher Teilterm reduziert wird: Dieser Teilterm hei§tRedex. Bei
den Lehrsprachen ist immer genau vorgeschrieben, welcher Teilterm der Redex ist. Die Regeln da-
fŸr werden wir in Abschnitt "%.( auf Seite %%% kennenlernen.
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Wenn Du beim letzten Beispiel weiterreduzierst, dann sieht das so aus:

(! v.v v) w ! % w w

(( ! u.u) w) (( ! u.u) w) ! % w (( ! u.u) w)

! % w w

A!"#$%& '*.*

Kannst Du die bei diesem Beispiel auch noch auf einem anderen Weg reduzieren, den Redex also bei
mindestens einem anderen Schritt anders wŠhlen? Wenn ja, kommt auch dann das gleiche Ergebnis
heraus, wenn Du weiterreduzierst? !

Wenn wir mehrere Schritte benštigen, um von einem Term zum anderen zu kommen, werden wir
die folgende Notation Çmit SternchenÈ benutzen:

e %! $ e&

e %! % e&

Das bedeutet, dass wir in mehreren Reduktionsschritten (es kšnnen auch ! Schritte sein, alsoe =
e&) jeweils vone nache&kommen. Diese Konstruktion Ð Ç! oder mehr SchritteÈ Ð hei§t auch
transitiv-re)exiver Abschluss. Das Çre-exivÈ bedeutet, dass auch ! Schritte mšglich sind, das Çtran-
sitivÈ, dass es mehrere Schritte sein kšnnen.

Wir werden au§erdem die Notation! $,% benutzen, um auszudrŸcken, dass es eine$- oder
eine%-Reduktion ist. Entsprechend ist%! $,% eine Folge von$- und%-Reduktionen, die sich belie-
big abwechseln kšnnen. Wir setzen noch eins drauf:? %bedeutet, dass die Reduktion auch ÇrŸck-
wŠrtsÈ laufen kann. Entsprechend gibt es auch? $,% und %? $,%. ? $,% hei§tsymmetrischer Ab-
schlussvon! $,% (ÇsymmetrischÈ, weil die Reduktion in beide Richtungen gleich funktioniert),

%? $,% derre)exiv-transitiv-symmetrische Abschluss.
Wenn wir mit %? $,% einen! -Term in einen anderen ŸberfŸhren kšnnen, so nennen wir diese

beiden Terme im! -KalkŸlŠquivalent:

D&B274712 '*.+ (€D!7E$8&29 7=! -K$86<8)

Zwei Termee1, e2 - L # hei§en$%-Šquivalentoder einfach nurŠquivalent, wenne1
%? $,% e2

gilt. Die Schreibweise dafŸr iste1 @e2.
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#%.' NORMALFORMEN

Im letzten Abschnitt haben wir anhand des Beispiels(! v.v v) (( ! u.u) w) gesehen, dass es von
ein und demselben! -Term aus mehrere mšgliche Reduktionsfolgen gibt. Wenn Du jede mit%-
Reduktionen bis zum Ende weiterfŸhrst, stellst Du fest, dass am Ende jedesmal der gleiche Term
herauskommt. Das hei§t nicht ganz: Der Term hat am Ende immer die gleiche Struktur, aber unter
UmstŠnden unterschiedliche Namen fŸr die Variablen. Du kannst aber mit Hilfe der$-Reduktion
die Variablen so umbennen, dass auch sie gleich sind.

Um Ÿber diese Eigenschaft des! -KalkŸls zu sprechen, brauchen wir den Begri. derNormal-
form, der Terme beschreibt, die nicht mehr weiter reduziert werden kšnnen:

D&B274712 '*., (N15=$8"15=)

Seieein! -Term. Ein! -Terme&ist eineNormalformvone, wenne %! % e&gilt und kein! -Term
e&&existiert mite&! % e&&.

Normalformen kšnnen wir dazu benutzen, um den Beweis von Gleichungen im KalkŸl zu erleich-
tern: Wenn jemand behauptet, dasse1 @e2 gilt, wissen wir ja nicht, welche Abfolge von$- und
%-Reduktionen den einen in den anderen Term ŸberfŸhrt hat. Es kšnnte sein, dass wir viele Re-
duktionsfolgen probieren mŸssen, um eine richtige zu +nden.

GlŸcklicherweise ist der Beweis fŸre1 @ e2 einfacher, wenn wir beide jeweils zu einer Nor-
malform reduzieren kšnnen. Dann mŸssen wir nur schauen, ob wir die Normalformen durch$-
Reduktionen ineinanderŸberfŸhrenkšnnen.Wenn ja,dannsinde1 unde2 Šquivalent, sonstnicht.
FŸr diese Situation werden auch die Sprechweisen Çdie Normalformen sind$-ŠquivalentÈ oder
Çdie Normalformen sind gleich modulo$-ReduktionÈ benutzt.

Eine wichtige Eigenschaft auf dem Weg zur Eindeutigkeit von Normalformen ist der Satz von
Church/Rosser:

S$49 '*.- (C;!5:;/R133&5-E7#&23:;$"4) Die %-Reduktionsregel hat dieChurch/Rosser-Ei-
genschaft: FŸr beliebige! -Termee1 und e2 mit e1

%? % e2, gibt es immer einen! -Terme&mit
e1

%! % e&unde2
%! % e&.

Abbildung "%." stellt die Aussage des Satzes von Church/Rosser gra+sch dar. Der Beweis des Satzes
ist leider recht umfangreich und technisch. Die einschlŠgige Literatur Ÿber den! -KalkŸl hat ihn
vorrŠtig [HS)'].

Die Church/Rosser-Eigenschaft ebnet den Weg fŸr Benutzung von Normalformen zum Fin-
den von Beweisen im! -KalkŸl:
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e1 e2

e&

%! %

%! %
%! %

Abbildung !$.!: Die Church/Rosser-Eigenschaft

S$49 '*.. (E72@&!47#6&74 @&5 N15=$8"15=)Ein ! -Terme hat hšchstens eine Normalform
modulo$-Reduktion.

Beweis Angenommen, es gebe zwei unterschiedliche Normalformene1 und e2 von e. Nach
Satz "%.( muss es dann aber einen weiteren! -Terme&geben mite1

%! % e&unde2
%! % e&. Entweder

sinde1 unde2 also nicht unterschiedlich, oder zumindest einer von beiden ist keine Normalform
im Widerspruch zur Annahme. !

Satz "%.) bestŠtigt, dass der! -KalkŸl ein sinnvoller Mechanismus fŸr die Beschreibung des Verhal-
tens von Computerprogrammen ist: Bei einem! -Term ist es gleichgŸltig, in welcher Reihenfolge
die Reduktionen angewendet werden: Jede Reduktionsfolge, die zu einer Normalform fŸhrt, fŸhrt
immer zur gleichen Normalform.

Manche! -Terme haben leider keine Normalform. Hier ein Beispiel:

(! x.x x)( ! x.x x) ! % (! x.x x) ( !x. x x)

Solche Terme ohne Normalformen lassen sich endlos weiterreduzieren, ohne dass der Prozess je-
mals zum Schluss kommt. Sie entsprechen damit Programmen, die endlos weiterrechnen. Dies ist
kein spezieller Defekt des! -KalkŸls: Jeder KalkŸl, der mŠchtig genug ist, um beliebige Computer-
programme zu modellieren, hat diese Eigenschaft.

#%.( AUSWERTUNGSSTRATEGIEN

Die Anwendung des Satzes von Church/Rosser hat in der Praxis einen Haken: Er besagt zwar, dass
sich die €quivalenz von zwei Termen dadurch beweisen lŠsst, dass ihre Normalformen verglichen
werden. Leider sagt er nichts darŸber, wie diese Normalformen gefunden werden. Wenn wir die
Auswertung einem Computer Ÿbertragen, sollten wir uns eine Strategie Ÿberlegen, die mšglichst
e,zient zur Normalform fŸhrt und mšglichst keine Ÿber-Ÿssigen Auswertungsschritte begeht.



AUSWERTUNGSSTRATEGIEN %%&

Eine solcheAuswertungsstrategiewird in der Regel so formuliert, dass sie ausgehend von einem
! -Termden%-Redex fŸrdennŠchstenAuswertungsschritt eindeutig festlegt.FŸrden! -KalkŸlgibt
es mehrere populŠre Auswertungsstrategien, die jeweils ihre eigenen Vor- und Nachteile haben, was
das e.ektive Finden von Normalformen betri.t.

Eine populŠre Auswertungsstrategie ist die Linksau§en-Reduktion, auchnormal-order reduc-
tionoderleftmost-outermost reductiongenannt.

D&B274712 '*./ (L7263$!33&2-R&@!64712)

Bei der Linksau§en-Reduktion wird immer der%-Redex reduziert, der mšglichst weit links au§en
steht. Das bedeutet konkret:

". Wenn der! -Term die Form(!v.e ) f hat, so ist der ganze Term der nŠchste Redex Ð alsoau§en.
$. Wenn der! -Term die Forme f hat, unde keineAbstraktion ist, so suche nach dem Redex

innerhalb voneÐ alsolinks.
#. Wenn der! -Term die Forme f hat, undekeineAbstraktion ist und wenn inekein Redex zu

+nden ist, suche nach dem Redex innerhalb vonf .
%.Wenn der! -Term die Form!v.e hat, so suche nach dem Redex innerhalb vone.

Hier ist ein Beispiel:

(! x.! z.(! y.y) x) (( ! y.y) z) ! % ! z.(! y.y) (( ! y.y) z)

! % ! z.(! y.y) z

! % ! z.z

Die Linksau§en-Reduktion hat folgende Šu§erst angenehme Eigenschaft:

S$49 '*.'0 Wenne&eine Normalform vone ist, so fŸhrt die Linksau§en-Reduktion vonezue&,
modulo$-Reduktion.

Falls es also eine Normalform gibt, so +ndet die Linksau§en-Reduktion sie auch. Es gibt noch wei-
tere Auswertungsstrategien:

D&B274712 '*.'' (C$88-%?-N$=&-R&@!64712)

Die Call-by-Name-Reduktionist wie die Linksau§en-Reduktion, allerdings ohne die letzte Regel
fŸr Terme der Form!v.e .
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Die Call-by-Name-Reduktion hšrt also verglichen mit der Linksau§en-Reduktion vorzeitig auf,
sobald eine Abstraktion herauskommt. Beim Beispiel von oben ist schon nach dem ersten Schritt:

(! x.! z.(! y.y) x) (( ! y.y) z) ! % ! z.(! y.y) (( ! y.y) z)

Dass die Linksau§en-Reduktion immer eine Normalform +ndet, wenn es eine gibt, ist toll. Leider
geschieht dies nicht immer auf die e,zienteste Art und Weise. Beim folgenden Beispiel wird der
Subterm(( ! y.y) z) zunŠchst ÇverdoppeltÈ und muss deshalb zweimal reduziert werden.

(! x.x x) (( ! y.y) z) ! % (( ! y.y) z) (( ! y.y) z)

! % z ((! y.y) z)

! % z z

Eine andere Auswertungsstrategie vermeidet solche doppelte Arbeit: DieLinksinnen-Reduktion,
auch genanntapplicative-order reductionoderleftmost-innermost reduction.

D&B274712 '*.'( (L7263722&2-R&@!64712)

Bei der Linksinnen-Reduktion wird immer der%-Redex reduziert, der mšglichst weit links innen
steht. Das bedeutet konkret:

". Wenn der! -Term die Forme f hat, so suche nach dem Redex innerhalb vone Ð alsolinks
innen.

$. Wenn der! -Term die Forme f hat und wenn inekein Redex zu +nden ist, suche nach dem
Redex innerhalb vonf .

#. Wenn der! -Term die Form(!v.e ) f hat und inf kein Redex zu +nden ist, so ist der ganze
Term der nŠchste Redex.

%.Wenn der! -Term die Form!v.e hat, so suche nach dem Redex innerhalb vone.

Die Linksinnen-Reduktion ist beim obigen Beispiel e.ektiver als Linksau§en-Reduktion, da zu-
nŠchst das Argument der Šu§eren Applikation ausgewertet wird:

(! x.x x) (( ! y.y) z) ! %i (! x.x x) z
! %i z z

Leider fŸhrtdieLinksinnen-Reduktionnicht immerzueinerNormalform,selbstwennesdieLinks-
au§en-Reduktion tut. Der folgende Term zum Beispiel hat zwei Redexe Ð den ganzen Term und
(! z.z z) (! z.z z):

(! x.! y.y) (( ! z.z z) (! z.z z))
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Die Linksinnen-Strategie wŠhlt den inneren Subterm als ersten Redex aus:

(! z.z z) (! z.z z) ! %i (! z.z z) (! z.z z)

Damit lŠuft die Linksinnen-Reduktion unendlich im Kreis, wŠhrend die Linksau§en-Reduktion
sofort den gesamten Term reduziert und die Normalform! y.y liefert.

Eine Variante der Linksinnen-Reduktion, die in den meisten Programmiersprachen Anwen-
dung +ndet, ist dieCall-by-Value-Reduktion. Sie ist die Grundlage insbesondere fŸr unsere Lehr-
sprachen.

D&B274712 '*.') (C$88-%?-V$8!&-R&@!64712)

DieCall-by-Value-Reduktionist wie die Linksinnen-Reduktion, allerdings ohne die letzte Regel fŸr
Terme der Form!v.e .

A!"#$%& '*.+

Lasse folgendes Programm (und gern auch noch andere) im Stepper laufen und Ÿberzeuge Dich,
dass er die Call-by-Value-Reduktion benutzt:

(define z " z" )
((lambda (x) (lambda (z) ((lambda (y) y) x))) ((lambda (y) y) z))

!

Programmiersprachen mit Call-by-Value-Reduktion hei§enstrikte Sprachen. Es gibt auchnicht-
strikteSprachen wie zum Beispiel Haskell [Mar"!], die auf der sogenanntenlazy evaluationberu-
hen. Ihre Auswertungsstrategie ist eng mit der Call-by-Name-Auswertung im! -KalkŸl verwandt,
vermeidet aber mehrfache Ÿber-Ÿssige Auswertung von AusdrŸcken dadurch, dass sie den Wert
beim ersten Mal abspeichern und danach wiederverwenden.

#%.) DER! -KALK†L ALS PROGRAMMIERSPRACHE

Bisher sieht es so aus, als kšnne man mit dem! -KalkŸl nichts anfangen: Die drei Arten von! -
Termen entsprechen zwar den Abstraktionen, Applikationen und Variablen aus den Lehrsprachen,
aber alles andere fehlt, zum Beispiel das Rechnen mit Zahlen, aber auch boolesche Werte und Ver-
zweigungen. Wir kšnnten das alles zum! -KalkŸl hinzufŸgen, was aber den KalkŸl komplizierter
macht und damit erschwert, wichtige Eigenschaften des KalkŸls zu beweisen.
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Wir kšnnen aber auch versuchen, die fehlenden Konstrukte innerhalb des KalkŸls nachzubil-
den.Wirwissen jazumBeispiel, dasswirFunktionenmitmehrerenParameterndurchSchšn+nkeln
nachbilden kšnnen. Diese Strategie verfolgen wir in diesem Kapitel und zeigen, dass wir folgende
Konstrukte durch †bersetzung in den ÇreinenÈ! -KalkŸl nachbilden kšnnen:

¥ Verzweigungen und boolesche Werte
¥ Zahlen
¥ define und Rekursion

Diese Konstrukte machen den! -KalkŸl ebenso mŠchtig wie eine ausgewachsene Programmierspra-
che, ohne dass wir den KalkŸl selbst komplizierter machen mŸssen.

#%.).# VERZWEIGUNGEN UND BOOLESCHE WERTE

Die binŠre Verzweigung(if b k a) wŠhlt, abhŠngig vom booleschen Wertb, die Konsequente
k oder die Alternativea aus. Diese Idee kšnnen wir in! -Termen ausdrŸcken. Wir de+nierentrue
als Term, der das erste von zwei Argumenten auswŠhlt und das zweite verwirft;false umgekehrt.
Die Verzweigung wendet die Bedingung auf Konsequente und Alternative an:

true def= ! xy.x

false def= ! xy.y

if def= ! tka.t k a

Wieif funktioniert, zeigt das folgende Beispiel:

if true e1 e2 = ( ! tka.t k a) true e1 e2

! % (! ka.true k a) e1 e2

! 2
% true e1 e2

= ( ! ka.k) e1 e2

! % (! a.e1) e2

! % e1

A!"#$%& '*.,

Schreibe den analogen Beweis fŸrfalse auf! !
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#%.).! NAT†RLICHE ZAHLEN

FŸrdieNachbildungvonZahlengibtesverschiedeneAnsŠtze.Einerdavonhei§tChurch-Numerale.
Das Church-NumeralAnBeiner natŸrlichen Zahln ist eine Funktion, die einen-fache Applikation
vornimmt.

AnBdef= ! f .! x.(f n (x))

Die Notation dort verwendetef n ist folgenderma§en induktiv de+niert:

f n (e) def=

!
#

$
e fallsn = 0

f (f n # 1(e)) sonst

A0Bist nach dieser De+nition! f .! x.x, A1Bist! f .! x.f x, A2Bist! f .! x.f (f x) usw.
Hier ist die De+nition derNachfolgerfunktionsucc, die auf eine Zahl eins addiert. Sie macht

eine Applikation dazu:

succ def= ! n.! f .! x.n f (f x)

Hier ein Beispiel fŸr die Anwendung vonsucc:

succ A1B = ( ! n.! f .! x.n f (f x)) ( ! f .! x.f x)

! % ! x.(! f .! x.f x) f (f x)

! % ! x.(! x.f x) (f x)

! % ! x.(! x.f (f x))

= A2B

Folgende De+nition dieVorgŠngerfunktion. Sie zieht von einer Zahl eins ab:

pred def= ! x.! y.! z.x (! p.! q.q (p y)) (( ! x.! y.x) z) ( ! x.x)

A!"#$%& '*.-

Zeige, dasspred A3BzuA2Breduziert! !

In Verbindung mit den booleschen Werten test die folgende Funktionzerop eine Zahl darauf, ob
sie0 ist:

zerop def= ! n.n (! x.false) true
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Die Funktionsweise vonzerop lŠsst sich am einfachsten an einem Beispiel erkennen:

zerop A0B= ( ! n.n (! x.false) true ) A0B

! % A0B(! x.false) true

= ( ! f .! x.x) ( ! x.false) true

! % (! x.x) true

! % true

#%.).$ REKURSION UND FIXPUNKTSATZ

Um Funktionen auf natŸrlichen Zahlen zu schreiben, brauchen wir noch Rekursion. Wenn wir in
den Lehrsprachen rekursive Funktionen geschrieben haben, dann war das immer im Zusammen-
hang mitdefine , damit die Funktion Ÿberhaupt einen Namen bekommt.

Daseinfachedefine kšnnenwir ineineKombinationausAbstraktionundApplikationŸber-
setzen. Aus einem Programm dieser Form:

(define n e) ...

kšnnen wir folgendes Programm ohne dasdefine machen:

((lambda ( n) ...) e)

Allerdings funktioniert dieser Trick nicht fŸr Rekursion, da nach den Regeln der lexikalischen Bin-
dung dasn in e gar nicht sichtbar ist. Wie es trotzdem geht, zeigen wir anhand des Beispiels der
FakultŠt. Schšn wŠre eine De+nition wie folgt:

fac def= ! x.if (zerop x) A1B($ x (fac (pred x)))

$steht fŸr einen! -Terme, der Church-Numerale multipliziert. Wir tun so, als hŠtten wir die schon
de+niert Ð ihre Formulierung ist Teil der †bungsaufgabe "%.*.

Leider ist das keine richtige De+nition fŸrfac: fac taucht sowohl auf der linken als auch auf
der rechten Seite auf. Wennfac aus der rechten Seite entfernt wird, bleibt folgender Term Ÿbrig:

! x.if (zerop x) A1B($ x (? (pred x)))

Immerhin berechnet dieser Term korrekt die FakultŠt von0, nŠmlich1. FŸr alle Zahlen grš§er als
0 ist Ç?È allerdings noch unbekannt. Weil der Term nur fŸr0 taugt, nennen wir ihnfac0:

fac0
def= ! x.if (zerop x) A1B($ x (? (pred x)))
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Nun wŠre es schšn, einen Term zu haben, der zumindest auch die FakultŠt von1ausrechnen kann.
Dazu wirdfac0 in seine eigene De+nition anstelle des?eingesetzt. Das Ergebnis sieht so aus:

! x.if (zerop x) A1B($ x (fac0 (pred x)))

Dafac0 keinenSelbstbezugenthŠlt, lŠsst sichseineDe+nitioneinsetzen;dasErgebnissoll derFunk-
tion entsprechendfac1 hei§en:

fac1
def= ! x.if (zerop x) A1B($ x (( ! x.if (zerop x) A1B($ x (? (pred x)))) ( pred x)))

Auf die gleiche Art und Weise lŠsst sich ein Term konstruieren, der die FakultŠten bis2ausrechnet:

fac2
def= !x. if (zerop x) A1B($ x (fac1 (pred x)))

DiesesMuster lŠsst sich immersoweiter fortsetzen.Leiderentstehtdabei trotzdemnieeinTerm,der
die FakultŠtenallernatŸrlichen Zahlen berechnen kann, da die Terme immer endlich gro§ bleiben.
Immerhin unterscheiden sich diefacn -Terme nur durch den Aufruf vonfacn # 1, der jedesmal
anders ist. Wir abstrahieren deshalb und de+nieren folgenden TermFAC :

FAC def= ! fac.! x.if (zerop x) 1 ($ x (fac (pred x)))

Nun kšnnen wir diefacn -Funktionen mit Hilfe vonFAC einfacher beschreiben:

fac0
def= ! x.if (zerop x) A1B($ x (? (pred x)))

fac1
def= FAC fac 0

fac2
def= FAC fac 1. . .

FAC ist also eine Fabrik fŸr FakultŠtsfunktionen und teilt mit allenfaci die Eigenschaft, dass ihre
De+nition nicht rekursiv ist. Damit ist zwar die Notation kompakter geworden, eine korrekte De+-
nition vonfac mŸsste aber eine unendliche Kette von Applikationen vonFAC enthalten. Da sich
solch ein Term nicht aufschreiben lŠsst, hilft nur Wunschdenken weiter. DafŸr sei angenommen,
fac wŠre bereits gefunden. Dann gilt folgende Gleichung:

fac @FAC fac

Die eine zusŠtzliche Applikation, dieFAC vornimmt, landet auf einem ohnehin schon unendli-
chen Stapel, macht diesen also auch nicht grš§er. Damit ist aberfac ein sogenannterFixpunktvon
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FAC : Wennfac hineingeht, kommt es auch genauso wieder heraus. Wenn es nun eine Mšglich-
keit gŠbe, fŸr einen! -Term einen Fixpunkt zu +nden, wŠre das Problem gelšst. Der folgende Satz
zeigt, dass dies tatsŠchlich mšglich ist:

S$49 '*.'* (F7C>!2643$49)FŸr jeden! -TermF gibt es einen! -TermX mit F X @X .

Beweis:WŠhleX def= Y F , wobei

Y def= ! f .(! x.f (x x)) ( ! x.f (x x)) .

Dann gilt:
Y F = ( ! f .(! x.f (x x)) ( ! x.f (x x))) F

! % (! x.F (x x)) ( ! x.F (x x))
! % F (( ! x.F (x x)) ( ! x.F (x x)))
C % F (( ! f .(! x.f (x x)) ( ! x.f (x x))) F)
= F (Y F ) !

Der! -TermY , der Fixpunkte berechnet, hei§tFixpunktkombinator. Mit seiner Hilfe lŠsst sich die
FakultŠt de+nieren:

fac def= Y FAC

Abbildung "%.$ zeigt, wie die Berechnung der FakultŠt von3 mit dieser De+nition funktioniert.
Es gibt immer noch Elemente von Programmiersprachen, die wir in diesem Kapitel nicht in

den! -KalkŸl abgebildet haben, zum Beispiel Zeichenketten oder Signaturen. All dies ist aber prin-
zipiell mšglich. Das macht! -KalkŸl zu einem nŸtzlichen Modell fŸr die Programmierung und zur
Grundlage gro§er Teile der Programmiersprachenforschung.

In anderen Teilen der Informatik ist ein alternatives Modell fŸr Programmierung Ÿblich, die so-
genannteTuring-Maschine. Die funktioniert zwar ganz anders, ist aber ebenso fŠhig, alle Funktio-
nen einer ÇrichtigenÈ Programmiersprache abzubilden. Entsprechend beziehen sich der! -KalkŸl
und die Turing-Maschine auf den gleichen Grundbegri. derberechenbaren Funktionen, der in der
theoretischen Informatik eine wichtige Rolle spielt.
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fac ( 3) = Y FAC ( 3)

(Satz "%."%)
#

* ! FAC (Y FAC ) ( 3)

* ! (#x.if (zerop x) ( 1) (%x (( Y FAC ) ( pred x)))) ( 3)

* ! if (zerop ( 3) ) ( 1) (% (3) (( Y FAC ) ( pred ( 3) )))
#

* ! if false ( 1) (% (3) (( Y FAC ) ( 2) ))
#

* ! % (3) (( Y FAC ) ( 2) )

(Satz "%."%)
#

* ! % (3) (FAC (Y FAC ) ( 2) )

* ! % (3) (( #x.if (zerop x) ( 1) (%x (( Y FAC ) ( pred x)))) ( 2) )

* ! % (3) ( if (zerop ( 2) ) ( 1) (% (2) (( Y FAC ) ( pred ( 2) ))))
#

* ! % (3) ( if false ( 1) (% (2) (( Y FAC ) ( 1) )))
#

* ! % (3) (% (2) (( Y FAC ) ( 1) ))

(Satz "%."%)
#

* ! % (3) (% (2) (FAC (Y FAC ) ( 1) ))

* ! % (3) (% (2) (( #x.if (zerop x) ( 1) (%x (( Y FAC ) ( pred x)))) ( 1) ))

* ! % (3) (% (2) ( if (zerop ( 1) ) ( 1) (% (1) (( Y FAC ) ( pred ( 1) )))))
#

* ! % (3) (% (2) ( if false ( 1) (% (1) (( Y FAC ) 0))))
#

* ! % (3) (% (2) (% (1) (( Y FAC ) 0)))

(Satz "%."%)
#

* ! % (3) (% (2) (% (1) (FAC (Y FAC ) 0)))

* ! % (3) (% (2) (% (1) (( #x.if (zerop x) ( 1) (%x (( Y FAC ) ( pred x)))) 0)))

* ! % (3) (% (2) (% (1) ( if (zerop 0) ( 1) (% (1) (( Y FAC ) ( pred 0))))))
#

* ! % (3) (% (2) (% (1) ( if true ( 1) (% (1) (( Y FAC ) ( pred 0))))))
#

* ! % (3) (% (2) (% (1) ( 1) ))
#

* ! ( 6)

Abbildung !$.": Berechnung der FakultŠt von $ im #-KalkŸl

†BUNGSAUFGABEN

A!"#$%& '*..

Beweise, dasspred den VorgŠnger eines positiven Church-Numerals berechnet! Zeige dazu:

pred (succ AnB) %! % AnB

A!"#$%& '*./

Beweise, dass es! -Terme fŸr die folgenden Operationen auf Church-Numeralen gibt:
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add AmBAnB = Am + nB

mult AmBAnB = AmnB

exp AmBAnB = Amn BfŸrm > 0

= AmBAnB =

!
#

$
true fallsm = n

false sonst

Benutze dazu die folgenden De+nitionen:

add def= ! x.! y.! p.! q.x p (y p q)

mult def= ! x.! y.! z.x (y z)

exp def= ! x.! y.yx

und gib eine eigene De+nition fŸr= an. Die Korrektheit vonadd lŠsst sich direkt beweisen.
FŸrmult undexp kannst Du folgende Hilfsgleichungen benutzen, die Du mšglichst auch

beweisen solltest:
(AnBx)m y ? % xnm y

AnBm x ? % Anm BfŸrm > 0

A!"#$%& '*.'0

DerY -Kombinator lŠsst sich auch wšrtlich in die Lehrsprachen Ÿbersetzen. Dabei kommt folgen-
de De+nition heraus:

(define y
(lambda (f)

((lambda (x) (f (x x)))
(lambda (x) (f (x x))))))

Probiere diese De+nition aus, zum Beispiel mit:

(define FAC
(y
(lambda (fac)

(lambda (n)
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(cond
((zero? n) 1)
((positive? n)
(* n (fac (- n 1)))))))))

(FAC 3)

Du wirst sehen, dassy mit dieser De+nition nicht funktioniert. Warum ist das so? Benutze fŸr die
ErklŠrung die De+nition der Call-by-Value-Reduktion!

Zeige, dass die folgende Variante vony ein Fixpunktkombinator ist, der funktioniert:

(define y
(lambda (f)

((lambda (x)
(f (lambda (y) ((x x) y))))

(lambda (x)
(f (lambda (y) ((x x) y)))))))

A!"#$%& '*.''

(Quelle: Ralf Hinze) Zeige, dassF mit der folgenden De+nition ebenfalls ein Fixpunktkombinator
ist:

F def= G [26]

G def= ! abcdefghijklmnopqstuvwxyzr.r(dasisteinÞxpunktkombinator)

Dabei stehtG [26] fŸr den Lambda-Term, der durch $'faches Hintereinanderschreiben vonG ent-
steht, alsoGG . . . G = ( . . . ((GG )G) . . . G).





#& EXKURS: DIE SECD-MASCHINE

DiesesKapitelbautaufdem! -KalkŸlausdemvorigenKapitel auf.Der! -KalkŸl istals theoretisches
Modell fŸr berechenbare Funktionen lange vor der Er+ndung des Computers entwickelt worden.
Er bildet zwar die Grundlage fŸr unsere Lehrsprachen, erklŠrt aber nicht, wie diese eigentlich auf
einem ÇechtenÈ Computer ablaufen. Moderne Mikroprozessoren werden in einerMaschinenspra-
cheprogrammiert, die sich erheblich vom! -KalkŸl unterscheidet. Damit unsere Programme auf so
einem Prozessor laufen kšnnen, mŸssen sie in die Maschinensprache Ÿbersetzt werden, mit einem
sogenanntenCompiler.

In diesem Kapitel beschreiben wir eine idealisierte Maschine, die zwar so nie gebaut wurde,
dessen Maschinensprache aber auf den gleichen Prinzipien basiert wie reale Maschinen Ð dieSECD-
Maschine. Dann schreiben wir einen Compiler vom! -KalkŸl in die SECD-Maschinensprache und
au§erdem eine sogenanntevirtuelle Maschine, die es uns erlaubt, die compilierten Programme auch
laufenzulassen.

#&.# DER ANGEWANDTE! -KALK†L

Abschnitt "%.) auf Seite %%( zeigte bereits, dass sich auch boolesche Werte und Zahlen im! -KalkŸl
durch! -Terme darstellen lassen. Das ist zwar aus theoretischer Sicht gut zu wissen. FŸr die Praxis ist
es aber zu mŸhsam, immer mit Church-Numeralen zu arbeiten. Darum erweitern wir den! -KalkŸl
um einige Extras, so dass er mit Zahlen und Booleans direkt umgehen kann. Abschnitt "%.) hat Dich
ho.entlich Ÿberzeugt, dass wir jederzeit auf die neuen Elemente verzichten kšnnten, indem wir sie
in die Terme aus Abschnitt "%.) Ÿbersetzen.

Der resultierende erweiterte! -KalkŸl hei§tangewandter! -KalkŸl:

D&B274712 '+.' (S>5$:;& @&3 $2#&F$2@4&2! -K$86<83L #A )

SeiV eine abzŠhlbare Menge von Variablen, wie im! -KalkŸl.
SeiB eine Menge vonBasiswerten. Zu den Basiswerten gehšren mindestens die booleschen

Werte und die natŸrlichen Zahlen, also:

B def= { #f , #t , 0, 1, 2, . . .}

Sei fŸr eine natŸrliche Zahli jeweils" i eine Menge voni -stelligen PrimitivaÐ die Namen von
Çeingebauten OperationenÈ. JedemF - " i ist einei -stellige FunktionF op Ð ihreOperationÐ
zugordnet.
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Zum Beispiel kšnnte die Addition eine primitive Operation+ - " 2 sein. Die Operation dazu
wŠre:

+ op(a, b) def= a + b

Die Sprache des angewandten! -KalkŸls, die Menge derangewandten! -Terme, L #A , ist durch
folgende Grammatik de+niert:

6L#A 7 ! 6 V7
| ( 6L#A 7 6L#A 7)
| ( ! 6V7. 6L#A 7)
| 6B 7
| ( 6" 17 6L#A 7)
| ( 6" 27 6L#A 7 6L#A 7)
...
| ( 6" n 7 6L#A 7 ... 6L#A 7) (n-mal)

Die Grammatik ist abgekŸrzt notiert: Die letzen Klauseln besagen, dass es fŸr jede Menge von Pri-
mitiva6" i 7mit Stelligkeiti eine entsprechende Klausel miti Operanden gibt. Terme der Form
(F i e1 . . . ei ) hei§enprimitive Applikationen. Im angewandten! -KalkŸl sind also Terme wie
zum Beispiel(+ ( %5 3) 17)mšglich, wenn+ und%in " 2 enthalten sind.

D&B274712 '+.( (W&54& 7= $2#&F$2@4&2! -K$86<8)

Die Vereinigung aus Abstraktionen und Basiswerten hei§tWerte.

Damit die primitiven Operationen auch tatsŠchlich eine Bedeutung bekommen, muss eine spezielle
Reduktionsregel fŸr sie eingefŸhrt werden:

D&B274712 '+.) (&-R&@!64712)

(F i e1 . . . ei ) ! & F op(e1, . . . , ek ) e1, . . . , ei - B

Diese Regel besagt, dass eine primitive Applikation, wenn alle Operanden Werte sind, durch An-
wendung der entsprechenden Operation reduziert werden kann. Damit wird zum Beispiel der obi-
ge Beispielterm folgenderma§en reduziert:

(+ ( %5 3) 17) ! & (+ 2 17) ! & 19
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A!"#$%& '+.'

Es ist nicht mšglich, Verzweigungen mit einer&-Regel zu beschreiben. Warum? Zur Beantwortung
dieser Frage schreibe zunŠchst eine mšgliche De+nition der dazugehšrigen FunktionF if hin. Be-
denkenun,dassdie&-Reduktionerstdanngreift,wennalleArgumentevonif Wertesind.Kšnntest
Du mit diesemif zum Beispiel die FakultŠt aus Abschnitt "%.).# auf Seite %&! de+nieren?!

In den folgenden Abschnitten werden wir SECD-Maschine und Compiler fŸr den angewandten
! -KalkŸl ohne binŠre Verzweigungen de+nieren. Wir wissen ja, wie wir sie mit den Mitteln aus
Abschnitt "%.)." auf Seite %%) de+nieren kšnnen. Wir werden Dich bitten, binŠre Verzweigungen
als ErgŠnzung direkt zu realisieren in einer Reihe von †bungsaufgaben. Hier ist die erste davon:

A!"#$%& '+.(

". Erweitere den erweiterten! -KalkŸl um eine Grammatik-Klausel fŸr binŠre Verzweigungen.
$. De+niereeineReduktionsregel fŸrbinŠreVerzweigungen,analogzur&-Reduktion. (Dukannst

Sie' -Reduktion nennen Ð' ist der griechische Buchstabe ÇiotaÈ.)
!

#&.! DIE SECD-MASCHINE

Leider lŠuft auf handelsŸblichen Prozessoren der! -KalkŸl nicht direkt. Stattdessen fŸhren die-
se Prozessoren sogenannteMaschinenspracheaus. Maschinensprache besteht aus einzelnen An-
weisungen, die hintereinander im Speicher abgelegt und auch hintereinander ausgefŸhrt werden.
Das unterscheidet die Maschinensprache von unseren Lehrsprachen, die auf dem Call-by-Value-! -
KalkŸl aufbauen: Dort lŠuft die Auswertung von innen nach au§en.

Um eine BrŸcke zwischen beiden Ideen zu schlagen, entwickelte Peter Landin die SECD-Ma-
schine [Lan'%]. Die SECD-Maschine ist zwar Ÿber &! Jahre alt, aber auch auf modernen Maschinen
immer noch die Grundlage fŸr das Zusammenspiel zwischen Programmiersprache und Maschi-
nensprache. Die Sprache der SECD-Maschine ist eine idealisierte Maschinensprache, die auch aus
Anweisungen besteht, die hintereinander ausgefŸhrt werden. Viele Details echter Maschinenspra-
chen lŠsst die SECD-Maschine aber weg.

D&B274712 '+.* (S>5$:;& @&5 SECD-M$:;72&)

Die Anweisungen der SECD-Maschine hei§enInstruktionenund sind durch folgende Grammatik
de+niert:
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6I7 ! 6 B7
| 6V7
| ap
| prim F i fŸr alleF i - " i

| ( 6V7, 6C7)

Ein Maschinensprachen-Programm Ð auch genanntMaschinencodeoderCodeist eine Folge von
Instruktionen:

C def= I %

Diie SECD-Maschine operiert aber auf sogenanntenMaschinenzustŠnden. Ein Maschinenzustand
ist ein %-Tupel aus der MengeS , E , C , D (daher der Name der Maschine). Die Buchstaben
sind deshalb so gewŠhlt, weilS der sogenannteStack,E die sogenannteUmgebungbeziehungsweise
auf englisch dasEnvironment, C der schon bekannte Code undD der sogenannteDumpist. Die
formalen De+nitionen dieser Mengen sind wie folgt; dabei istW die Menge der Werte:

S def= W %

E / V , W

D def= ( S , E , C)%

W def= B 3 (V , C , E)

Der Stack ist eine Folge von Werten. In der Maschine sind dies die Werte der zuletzt ausgewerteten
Terme, wobei der zuletzt ausgewertete Term vorn beziehungsweise ÇobenÈ steht. Die Umgebung
ist eine partielle Abbildung von Variablen auf Werte: sie ersetzt die Substitution in der Reduktions-
relation des! -KalkŸls. Anstatt dass Werte fŸr Variablen eingesetzt werden, merkt sich die Umge-
bung einfach, an welche Werte die Variablen gebunden sind. Erst wenn der Wert einer Variablen
benštigt wird, holt ihn die Maschine aus der Umgebung.

Der Dump ist eine Liste frŸherer ZustŠnde der Maschine: Jeder Zustand ist ein Tupel aus
Stack, Umgebung und Code, auch genanntFrame. Ein Dump speichert den den Kontext, dem
wir in Abschnitt "!.& auf Seite $*) begegnet sind.

Die MengeW schlie§lich entspricht dem Wertebegri. aus De+nition "&.$: Die Basiswerte ge-
hšren dazu, au§erdem #-Tupel aus(V , C , E). Ein solches Tripel, genanntClosure, reprŠsentiert
den Wert einer Abstraktion. Eine Closure besteht aus der Variable einer Abstraktion, dem Maschi-
nencode ihres Rumpfs und der Umgebung, die notwendig ist, um die Abstraktion anzuwenden:
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Die Umgebung wird benštigt, damit die freien Variablen der Abstraktion entsprechend der lexika-
lischen Bindung ausgewertet werden kšnnen. Dies ist anders als im Stepper, wo Variablen bei der
Applikation direkt ersetzt werden und damit verschwinden.

Die SECD-Maschine ŸberfŸhrt einen Maschinenzustand durch einen Auswertungsschritt in
einen neuen Maschinenzustand.

Bei Umgebungen benutzen wir die Notatione(v): Das steht fŸr den Wertw des Tupels(v, w)
in e.

Im Verlauf der Auswertung werden Umgebungen hŠu+g um neue Bindungen von einer Varia-
ble an einen Wert erweitert. Dazu ist die Notatione[v )! w] nŸtzlich.e[v )! w] konstruiert aus
einer Umgebunge eine neue Umgebung, in der die Variablev an den Wertw gebunden ist. Hier
ist die De+nition:

e[v )! w] def= ( e \ { (v, w&)|(v, w&) - e} ) 3 { (v, w)}

Es wird also zunŠchst eine eventuell vorhandene alte Bindung entfernt und dann eine neue hinzu-
gefŸgt.

Achtung:Die Notatione[v )! w] haben wir schonmal im letzten Kapitel benutzt, nŠmlich
fŸr die Substitution beim! -KalkŸl in De+nition "%.# auf Seite %#). In diesem Kontext Ð bei der
SECD-Maschine Ð bedeutet die Notation etwas anderes. Lass Dich nicht verwirren!

Um die Maschine zu verstehen, ist es sinnvoll, erst einmal zu sehen, wie! -Terme in SECD-
Code umgewandelt werden. Ein Termeaus dem angewandten! -KalkŸl wird mit Hilfe der Funk-
tion ! " in ein Maschinensprache-Programm!e" Ÿbersetzt.

!e" def=

!
""""""""#

""""""""$

b fallse = b - B

v fallse = v - V

!e0" ! e1" ap fallse = ( e0 e1)

!e1" . . . !ek " prim F i fallse = ( F e1 . . . ei )

(v, !e0") fallse = !v.e 0

Zum Beispiel bedeutet die †bersetzung!e0" ! e1" apfŸr einen Term(e0 e1), dasse0 unde1 separat
Ÿbersetzt werden. Die Instruktionen der beiden †bersetzungen werden aneinandergehŠngt, so dass
die SECD-Maschine sie spŠter auch hintereinander ausfŸhrt, also erste0 auswertet, danne1. Wie
wir sehen werden, wird die SECD-Maschine die Ergebnisse der Auswertung vone0 unde1 auf dem
Stack plazieren. Die Instruktionap, die noch hinten dazukommt, sorgt dann dafŸr, dass die SECD-
Maschine die Ergebnisse vone0 (das muss die Funktion sein) und das Ergebnis vone1 vom Stack
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holt und das eine auf das andere anwendet. Entsprechend stehtap fŸr ÇApplikation ausfŸhrenÈ.
Au§erdem stehtprim F k fŸr ÇPrimitivF ausfŸhrenÈ.

Basiswerte und Variablen werden direkt in Maschinencode Ÿbersetzt. Eine Abstraktion wird
Ÿbersetzt in ein Tupel aus seiner Variable und dem Maschinencode fŸr seinen Rumpf. Alle diese
Anweisungen hinterlassen ihr Ergebnis jeweils auf dem Stack.

Hier ist ein Beispiel fŸr die †bersetzung:

! !f.!x.!y.f (+ x ($ y 2))" = ( f, ! !x.!y.f (+ x ($ y 2))")

= ( f, (x, ! !y.f (+ x ($ y2))"))

= ( f, (x, (y, ! f (+ x ($ y2))")))

= ( f, (x, (y, ! f "! (+ x ($ y2))"ap)))

= ( f, (x, (y, f ! (+ x ($ y2))"ap)))

= ( f, (x, (y, f ! x"! ($ y 2)"prim + ap)))

= ( f, (x, (y, f x ! ($ y 2)"prim + ap)))

= ( f, (x, (y, f x !y"! 2"prim %prim + ap)))

= ( f, (x, (y, f x y !2"prim %prim + ap)))

= ( f, (x, (y, f x y 2 prim %prim + ap)))

Das Beispiel zeigt deutlich, wie der Rumpf der innersten Abstraktion in eine Folge von Instruk-
tionen Ÿbersetzt wird, die der Reihenfolge nach der Call-by-Value-Reduktionsstrategie entspricht:
erstf auswerten, dannx, danny, dann das Primitiv$anwenden, dann+ , und schlie§lich die Ap-
plikation durchfŸhren.

A!"#$%& '+.)

†bersetze folgende! -Terme in die ZwischenreprŠsentation der SECD-Maschine:
". (! xy.(+ x y)) ( $ 5 6) 23
$. (! x.(! x)) ( ! xy.(&& x y)) (( ! xy.(> x y)) 23 42) true
#. (! xy. y x x) ( ! z. z) (! yz. (y y) (y z))

Dabei steht! fŸr das booleschenot und&& fŸr das boolescheand. !

Wir de+nieren nun die SECD-Maschine selbst. Diese macht immer einen Schritt auf einmal und
ŸberfŸhrt einen ZustandS, E , C und D einen neuen Zustand, und zwar indem die erste In-
struktion inc ÇabgearbeitetÈ wird. Diese †berfŸhrung schreiben wir mit dem Symbol"! , also
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(s, e, c, d) "! (s&, e&, c&, d&), wenn die SECD-Maschine den Zustand(s, e, c, d) in den Zustand
(s&, e&, c&, d&) ŸberfŸhrt.

In der folgenden De+nition von"! sind Bezeichner mit einem Unterstrich versehen, wenn es
sich um Folgen handelt, also zum Beispiel sfŸr einen Stack:

(s, e, bc, d) "! (bs, e, c, d) ("&.")

(s, e, vc, d) "! (e(v)s, e, c, d) ("&.$)

(bk . . . b1s, e,prim F k c, d) "! (bs, e, c, d) ("&.#)

wobeiF k - " k undF k
B (b1, . . . , bk ) = b

(s, e,(v, c&)c, d) "! ((v, c&, e)s, e, c, d) ("&.%)

(w(v, c&, e&)s, e,apc, d) "! (#, e&[v )! w], c&, (s, e, c)d) ("&.&)

(w, e, #,(s&, e&, c&)d) "! (ws&, e&, c&, d) ("&.')

Um einen! -Terme in die SECD-Maschine zu ÇinjizierenÈ, wird der Term in eine Folge von In-
struktionenc Ÿbersetzt Ð dieC-Komponente der SECD-Maschine. Daraus wird ein Anfangszu-
stand(#,! , c, #) gemacht.

Die Regeln de+nieren eine Fallunterscheidung nach der ersten Instruktion der Code-Kompo-
nente des Zustands, beziehungsweise greift die letzte Regel, wenn der Code leer ist. Der Reihe nach
arbeiten die Regeln wie folgt:

¥ Regel "&." (dieLiteralregel) schiebt einen Basiswert direkt auf den Stack.
¥ Regel "&.$ (dieVariablenregel) ermittelt den Wert einer Variable aus der Umgebung und schiebt

diesen auf den Stack.
¥ Regel "&.# ist diePrimitivregel. Bei einer primitiven Applikation mŸssen soviele Basiswerte

oben auf dem Stack liegen wie die Stelligkeit des Primitivs. Dann ermittelt die Primitivregel
das Ergebnis der primitiven Applikation und schiebt es oben auf den Stack.

¥ Regel "&.% ist dieAbstraktionsregel: Das Tupel(v, c&) ist bei der †bersetzung aus einer Abstrak-
tion entstanden. Die Regel ergŠnztv undc&mit ezu einer Closure, die auf den Stack geschoben
wird.

¥ Regel "&.& ist dieApplikationsregel: Bei einer Applikation mŸssen oben auf dem Stack ein Wert
sowie eine Closure liegen. (Zur Erinnerung: Eine Applikation kann nur ausgewertet werden,
wenn eine Abstraktion vorliegt. Abstraktionen werden zu Closures ausgewertet.) In einem sol-
chen Fall ÇsichertÈ die Applikation den aktuellen Zustand auf den Dump, und die Auswer-
tung fŠhrt mit einem leeren Stack, der Umgebung aus der Closure Ð erweitert um eine Bindung
fŸr die Variable Ð und dem Code aus der Closure fort.
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¥ Regel "&.' ist dieRŸckkehrregel: Sie ist anwendbar, wenn das Ende des Codes erreicht ist. Das
hei§t, dass gerade die Auswertung einer Applikation fertig ist. Auf dem Dump liegt aber noch
ein gesicherter Zustand, der jetzt ÇzurŸckgeholtÈ wird.

Hier ein Beispiel fŸr den Ablauf der SECD-Maschine fŸr den Term((( !x.!y. (+ x y)) 1) 2) :

(!, ! , (x, (y, x y prim + )) 1 ap2 ap, ! )

"! (( x, (y, x y prim + ), ! ), ! , 1 ap2 ap, ! )

"! (1 (x, (y, x y prim + ), ! ), ! , ap2 ap, ! )

"! (!, { (x, 1)} , (y, x y prim + ), (!, ! , 2 ap))

"! (( y, x y prim + , { (x, 1)} ), { (x, 1)} , !, (!, ! , 2 ap))

"! (( y, x y prim + , { (x, 1)} ), ! , 2 ap, ! )

"! (2 (y, x y prim + , { (x, 1)} ), ! , ap, ! )

"! (!, { (x, 1), (y, 2)} , x y prim + , (!, ! , ! ))

"! (1, { (x, 1), (y, 2)} , y prim + , (!, ! , ! ))

"! (2 1, { (x, 1), (y, 2)} , prim + , (!, ! , ! ))

"! (3, { (x, 1), (y, 2)} , !, (!, ! , ! ))

"! (3, ! , !, ! )

A!"#$%& '+.*

Betrachte folgendes SECD-Programm:

(f, (x, (y, f x ap y ap))) ( a, (b, a bprim + )) ap $#ap %$ap

". †bersetze das SECD-Programm ÇrŸckwŠrtsÈ in den entsprechendenL #A -Term.
$. Werte das SECD-Programm aus und schreibe die einzelnen Auswertungsschritte auf!!

DieZustandsŸbergangsrelation"! istdieGrundlage fŸrdieAuswertungsfunktionderSECD-Maschine,
die fŸr einen! -Term dessen Bedeutung ausrechnet. Dies ist scheinbar ganz einfach:

evalSECD : L #A ! B

evalSECD (e) = x wenn(#,! , !e", #) "! %(x, e, #, #)

Diese De+nition hat jedoch zwei Haken:
¥ Die Auswertung von! -Termen terminiert nicht immer (wie zum Beispiel fŸr den ÇEndlos-

TermÈ(!x. (x x )) ( !x. (x x )) ), es kommt also nicht immer dazu, dass die ZustandsŸbergangs-
relation bei einem Zustand der Form(#,! , !e", #) terminiert.

¥ Dasx aus dieser De+nition ist nicht immer ein Basiswert Ð es kann auch eine Closure sein.
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Der erste Haken sorgt dafŸr, dass die Auswertungsfunktion nur eine Çpartiellen FunktionÈ ist.
Beim zweiten Haken, wennx eine Closure ist, lŠsst sich mit dem Resultat nicht viel anfangen: Um
die genaue Bedeutung der Closure herauszubekommen, mŸsste sie angewendet werden Ð das Pro-
gramm ist aber schon fertig gelaufen. Es ist deshalb nicht sinnvoll, zwischen verschiedenen Closures
zu unterscheiden. Darum wird fŸr die Zwecke der Auswertungsfunktion eine MengeZ derAnt-
wortende+niert, die einen designierten Spezialwert fŸr Closures enthŠlt:

Z def= B 3 { function }

Damit kšnnen wir die Evaluationsfunktion wie folgt de+nieren:

evalSECD - L #A , Z

evalSECD (e) =

!
#

$
b falls(#,! , !e", #) "! %(b, e, #, #)

function falls(#,! , !e", #) "! %((v, c, e&), e, #, #)

Diese Funktion wollen wir natŸrlich auch laufen sehen. DafŸr programmieren wir die mathemati-
schen De+nitionen im Rest des Kapitels nach.

A!"#$%& '+.+

Fahre fort mit der Realisierung von binŠren Verzweigungen:
". Erweitere die Grammatik fŸr SECD-Instruktionen um eine Instruktion fŸr binŠre Verzwei-

gungen. Die muss den Code fŸr die beiden Zweige desif -Ausdrucks enthalten.
$. Erweitere die Funktion! " um eine Klausel fŸrif -AusdrŸcke: Sie sollte zunŠchst den Code

fŸr die Bedingung liefern, gefolgt von der neuen Instruktion.
#. Erweitere die De+nition von"! um die neue Instruktion.

!

#&.$ QUOTEUND SYMBOLE

secd/compute.rkt Code

Um die De+nitionen mšglichst elegant nachzuprogrammieren, machen wir Gebrauch von einer
weiterenSprachebeneSchreibe Dein Programm! - fortgeschritten .DieseEbenemuss
mit dem DrRacket-MenŸSprache unterSprache auswŠhlenaktiviert sein, damit die Pro-
gramme dieses Kapitels funktionieren.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/secd/compute.rkt
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Die entscheidende €nderung gegenŸber den frŸheren Sprachebenen ist die Art, mit der die
REPL Werte ausdruckt. Bei Zahlen, Zeichenketten und booleschen Werten bleibt alles beim alten:

5
"! 5
" Mike ist doof "
"! " Mike ist doof "
#t
"! #t

Bei Listen sieht es allerdings anders aus:

(list 1 2 3 4 5 6)
"! (1 2 3 4 5 6)

Die REPL druckt also eine Liste aus, indem sie zuerst eine š.nende Klammer ausdruckt, dann die
Listenelemente (durch Leerzeichen getrennt) und dann eine schlie§ende Klammer. Das funktio-
niert auch fŸr die leere Liste:

empty
"! ()

In der neuen Sprachebene kann das Apostroph Literale fŸr Listen bilden:

! (1 2 3 4 5 6)
"! (1 2 3 4 5 6)
! (1 #t " Mike" (2 3) " doof " 4 #f 17)
"! (1 #t " Mike" (2 3) " doof " 4 #f 17)
! ()
"! ()

In der neuen Sprachebene benutzen die Literale und die ausgedruckten externen ReprŠsentatio-
nen fŸr Listen also die gleiche Notation. Sie unterscheiden sich nur dadurch, dass beim Literal der
Apostroph voransteht. Der Apostroph funktioniert auch bei Zahlen, Zeichenketten und boole-
schen Werten:

! 5
"! 5
! " Mike ist doof "
"! " Mike ist doof "
! #t
"! #t
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Der Apostroph am Anfang eines Ausdrucks kennzeichnet diesen also als Literal. Der Wert des Li-
terals wird genauso ausgedruckt, wie es im Programm steht. (Abgesehen von Leerzeichen und Zei-
lenumbrŸchen.) Der Apostroph hei§t auf englisch ÇquoteÈ, und deshalb ist diese Schreibweise
fŸr Literale auch unter diesem Namen bekannt. Wir nennen dieses Apostroph ab jetzt Çdas Quo-
teÈ. Bei Zahlen, Zeichenketten und booleschen Literalen ist auch ohne Quote klar, dass es sich um
Literale handelt. Das Quote ist darum bei ihnen rein optional; sie hei§enselbstquotierend.

Bei Listen hingegen sind MissverstŠndnisse mit anderen zusammengesetzten Formen mšglich,
die ja auch mit einer š.nenden Klammer beginnen."

Mit der EinfŸhrung von Quote kommt noch eine neue Sorte Werte hinzu: dieSymbole. Sym-
bole sind Werte Šhnlich wie Zeichenketten und bestehen aus Text. Sie unterscheiden sich allerdings
dadurch, dass sie als Literal mit Quote statt AnfŸhrungszeichen geschrieben und in der REPL ohne
AnfŸhrungszeichen ausgedruckt werden:

! mike
"! mike

Symbole kšnnen wir mit dem PrŠdikatsymbol? von anderen Werten unterscheiden:

(symbol? ! mike)
"! #t
(symbol? " Mike" )
"! #f

Symbole sind auch der Grund, warum Listen nicht selbstquotierend sind. Andernfalls wŠre miss-
verstŠndlich, ob(run-over-dillo d1) eine Literal fŸr eine Liste ergibt (mit den Symbolen
run-over-dillo undd1als Elementen) oder den Aufruf der Funktionrun-over-dillo . Des-
wegen ist ein Quote notwendig.

Vergleichen kšnnen wir Symbole mit der eingebauten Funktionequal? Ð siehe dazu Abbil-
dung "&."):

(equal? ! mike ! herb)
"! #f
(equal? ! mike ! mike)
"! #t

" TatsŠchlich ist die neue Schreibweise fŸr externe ReprŠsentationen die Standard-ReprŠsentation in Racket. Die
frŸheren Sprachebenen benutzten die alternative Schreibweise, um die Verwirrung zwischen Listenliteralen und
zusammengesetzten Formen zu vermeiden.
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Die Funktionequal? vergleicht beliebige Werte: Booleans, Zeichen und Zeichenketten. Bei Lis-
ten werden die Elemente verglichen und bei Records die Komponenten.

(equal? 23 23)
"! #t
(equal? #t #f)
"! #f
(equal? " Axl " " Slash" )
"! #f
(equal? " Axl " " Axl " )
"! #t
(equal? (list " Axl " " Slash" ) (list " Axl " " Slash" ))
"! #t
(equal? (list " Axl " " Slash" ) (list " Axl " " Slash" " Duff " ))
"! #f
(equal? (make-wallclock-time 12 24) (make-wallclock-time 12 24))
"! #t
(equal? (make-wallclock-time 12 24) (make-wallclock-time 12 25))
"! #f
(equal? (make-wallclock-time 12 24) (list " Axl " " Slash" ))
"! #f

Abbildung !%.!: equal?

Symbole kšnnen nicht aus beliebigem Text bestehen; Leerzeichen sind zum Beispiel verboten. Tat-
sŠchlich entsprechen die Namen der zulŠssigen Symbole genau den Namen von Variablen:

! karl-otto
"! karl-otto
! lambda
"! lambda
! +
"! +
! *
"! *

Diese Entsprechung wird in diesem Kapitel noch eine entscheidene Rolle spielen. Symbole kšnnen
natŸrlich auch in Listen und damit auch in Listenliteralen vorkommen:

! (karl-otto mehrwertsteuer duftmarke)
"! (karl-otto mehrwertsteuer duftmarke)
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Mit Hilfe von Symbolen kšnnen Werte konstruiert werden, die in der REPL ausgedruckt wie Aus-
drŸcke aussehen:

! (+ 1 2)
"! (+ 1 2)
! (lambda (n) (+ n 1))
"! (lambda (n) (+ n 1))

Der Wert vonÕ(+ 1 2) ist eine Liste mit drei Elementen: das Symbol+, die Zahl1und die Zahl2.
Der Wert vonÕ(lambda (n) (+ n 1)) ist ebenfalls eine Liste mit drei Elementen: das Symbol
lambda, eine Liste mit einem einzelnen Element, nŠmlich dem Symboln, und einer weiteren Liste
mit drei Elementen: dem Symbol+, dem Symboln und der Zahl1.

Quote hat noch eine weitere verwirrende Eigenheit:

!! ()
"! ! ()

Dieses Literal bezeichnet nicht die leere Liste (dann wŸrde nur() ausgedruckt, ohne Quote):

(cons? !! ())
"! #t
(first !! ())
"! quote
(rest !! ())
"! (())

Der Wert des AusdrucksÕÕ()ist also eine Liste mit zwei Elementen: das erste ist das Symbolquote
und das zweite ist die leere Liste.! t ist selbst nur syntaktischer Zucker fŸr(quote t) :

(equal? (quote ()) ! ())
"! #t
(equal? (quote (quote ())) !! ())
"! #t

Quote funktioniert fŸr viele Werte, aber nicht fŸr alle. Ein Wert, fŸr den Quote ein Literal konstru-
ieren kann, hei§treprŠsentierbar. Ein reprŠsentierbarer Wert ist eins der folgenden:

¥ eine Zahl
¥ ein boolescher Wert
¥ eine Zeichenkette
¥ ein Symbol
¥ eine Liste aus reprŠsentierbaren Werten
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Um zu demonstrieren, wozu Symbolen und Quote gut sind, programmieren wir sowas wie einen
Taschenrechner. Der kann den Wert von AusdrŸcken wir(+ 23 65) ausrechnen. Wir legen dafŸr
folgende Datende+nition zugrunde:

; Ein Ausdruck ist eins der folgenden:
; - eine Zahl
; - eine Liste der Form (+ Ausdruck Ausdruck)
; - eine Liste der Form (* Ausdruck Ausdruck)

Es handelt sich entsprechend der Formulierung Çeins der folgendenÈ um gemischte Daten. Um
dafŸr eine passende Signatur zu de+nieren, benštigen wir Signaturen fŸr alle FŠlle. FŸr den ersten
Fall tut esnumber.FŸrdiebeidenanderen istesnichtganzsoeinfach,weil eskeindefine-record
gibt, das die Signatur einfach fŸr uns de+niert. Wir mŸssen also die Signatur selbst de+nieren und
machen das mit Hilfe von PrŠdikaten fŸr die beiden FŠlle, die wir selbst schreiben.

Zur Erinnerung: Ein PrŠdikat ist eine Funktion, die einen beliebigen Wert akzeptiert, auf eine
bestimmte Eigenschaft testet und entsprechend entweder#t oder#f zurŸckgibt. So etwas brau-
chen wir fŸr die beiden FŠlle, die mit Çeine Liste der FormÈ beginnen. ZunŠchst die Addition:

; Ist ein Wert ein Additionsausdruck ?
(: addition? (any -> boolean))

(check-expect (addition? ! 5) #f)
(check-expect (addition? ! (+ 1 2)) #t)
(check-expect (addition? ! (* 1 2)) #f)

(define addition?
(lambda (x)

(and (cons? x)
(equal? ! + (first x)))))

Beim PrŠdikataddition? haben wir nur das nštigste programmiert, um Additionen von den
anderen FŠllen zu unterscheiden:

A!"#$%& '+.,

In der Datende+nition oben hei§t es Çeine Liste der Form (+ Ausdruck Ausdruck) È.
Gibt es Eingaben, bei denenaddition? als Ergebnis#t liefert, obwohl es sich nicht um Listen
genau dieser Form handelt? Wenn ja, nenne Beispiele und Šndere die De+nition vonaddition?
so, dass sie diese Beispiele ausschlie§t.

!
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Bei einer Signatur der Form

(predicate p)

mussp ein PrŠdikat, also eine Funktion mit folgender Signatur sein:

(any -> boolean)

Diese Signatur passt fŸr alle Werte, bei denen das PrŠdikat#t liefert.

Abbildung !%.": predicate

Aus dem PrŠdikataddition? kšnnen wir eine Signaturaddition machen mit Hilfe einer Signa-
tur mit predicate . Daspredicate -Konstrukt ist neu und in Abbildung "&.$ beschrieben. Hier
ist die De+nition vonaddition :

(define addition
(signature (predicate addition?)))

Entsprechend machen wir das fŸr Multiplikationen:

; Ist ein Wert ein Multiplikationsausdruck ?
(: multiplication? (any -> boolean))

(check-expect (multiplication? ! 5) #f)
(check-expect (multiplication? ! (* 1 2)) #t)
(check-expect (multiplication? ! (+ 1 2)) #f)

(define multiplication?
(lambda (x)

(and (cons? x)
(equal? ! * (first x)))))

(define multiplication
(signature (predicate multiplication?)))

Nun haben wir Signaturen fŸr die drei FŠlle und kšnnen damit eine Signatur fŸr AusdrŸcke de+-
nieren:

(define expression
(signature (mixed number addition multiplication)))

Jetzt kšnnen wir den ÇTaschenrechnerÈ programmieren. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur
und TestfŠlle:
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; Wert eines Ausdrucks berechnen
(: compute (expression -> number))

(check-expect (compute ! 23) 23)
(check-expect (compute ! (+ 23 42)) 65)
(check-expect (compute ! (+ 23 (* 6 7))) 65)

Die Funktionsde+nition geht strikt nach Konstruktionsanleitung. Hier die Schablone:

(define compute
(lambda (exp)

(cond
((number? exp) ...)
((addition? exp) ...)
((multiplication? exp) ...))))

Beim ersten Zweig istexp schon eine Zahl Ð die muss die Funktion nur zurŸckgeben:

(define compute
(lambda (exp)

(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp) ...)
((multiplication? exp) ...))))

Beimaddition -Fall istexp eine Liste, deren zweites und drittes Element jeweils wieder ein Aus-
druck ist. Es handelt sich also um zusammengesetzte Daten, allerdings nicht mit einem Record
de+niert. Die Komponenten extrahieren wir mitfirst undrest :

(define compute
(lambda (exp)

(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp)
... (first (rest exp)) ...
... (first (rest (rest exp))) ...)

((multiplication? exp) ...)))))

Au§erdem haben wir es jeweils mit SelbstbezŸgen zu tun, also mŸssen noch rekursive Aufrufe in
die Schablone:
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(define compute
(lambda (exp)

(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp)
... (compute (first (rest exp))) ...
... (compute (first (rest (rest exp)))) ...)

((multiplication? exp) ...)))))

Die beiden rekursiven Aufrufe liefern jeweils den Wert der beiden Operanden der Addition; die
muss die Funktion nur noch addieren. Bei der Multiplikation lŠuft es genauso:

(define compute
(lambda (exp)

(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp)
(+ (compute (first (rest exp)))

(compute (first (rest (rest exp))))))
((multiplication? exp)
(* (compute (first (rest exp)))

(compute (first (rest (rest exp)))))))))

Fertig!

A!"#$%& '+.-

€ndere die Datende+nitionen so, dass Addition und Multiplikation jeweils eine beliebige Anzahl
von Argumenten akzeptiert, nicht nur zwei. €nderecomputeentsprechend! !

#&.% DATENDEFINITIONEN F†R DEN! -KALK†L

secd/secd.rkt Code

Die SECD-Maschine ist ein Modell fŸr die Implementierung des! -KalkŸls. Eine solche Implemen-
tierung lŠsst sich in einfach bauen Ð dieser Abschnitt zeigt, wie. Der grobe Fahrplan ergibt sich dabei
aus der Struktur der SECD-Maschine selbst: Nach den obligatorischen Datende+nitionen Ÿberset-
zen wir Terme in Maschinencode. Dann kommt die ZustandsŸbergangsfunktion und schlie§lich
die Auswertungsfunktion an die Reihe.

https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/secd/secd.rkt
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Die erste Aufgabe ist dabei zunŠchst, wie immer, die Datenanalyse: Am Anfang stehen die
Terme des angewandten! -KalkŸls. Eine geeignete ReprŠsentation mit Listen und Symbolen lŠsst
dabei die Terme in der ÇfortgeschrittenenÈ Sprachebene genau wie entsprechenden Programm-
Terme aussehen:

(+ 1 2) steht fŸr (+ 1 2)
(lambda (x) x) steht fŸr ! x.x
((lambda (x) (x x)) (lambda (x) (x x))) steht fŸr (! x.(x x)) ( ! x.(x x))
etc.

Die Datende+nition dafŸr orientiert sich direkt an De+nition "&.":

; Ein Lambda-Term ist eins der folgenden:
; - ein Symbol (f Ÿr eine Variable)
; - eine zweielementige Liste (f Ÿr eine regul Šre Applikation)
; - eine Liste der Form (lambda (x) e) (f Ÿr eine Abstraktion)
; - ein Basiswert
; - eine Liste mit einem Primitiv als erstem Element
; (f Ÿr eine primitive Applikation)

Hier die dazu passende Signatur-De+nition:

(define term
(signature

(mixed symbol
application
abstraction
primitive-application
base)))

Die Signaturen fŸrapplication , abstraction , primitive-application undbase mŸs-
sen wir noch de+nieren, wie bei den AusdrŸcken des vorigen Abschnitts. Da es sich nicht um
Record-Typen handelt, mŸssen wir das selbst machen, und zwar, indem wir jeweils ein PrŠdikat
de+nieren. Hier ist das PrŠdikat fŸrabstraction :

; PrŠdikat f Ÿr Abstraktionen
(: abstraction? (any -> boolean))
(define abstraction?

(lambda (term)
(and (cons? term)

(equal? ! lambda (first term)))))
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Aus diesem PrŠdikat machen wir eine Signatur mitpredicate . Hier ist die De+nition:

(define abstraction (signature (predicate abstraction?)))

Entsprechend de+nieren wir die anderen Signaturen. Beiapplication mŸssen wir ein bisschen
aufpassen, damit wir bei den ÇnormalenÈ Applikationen keine Applikationen von Primitiva erwi-
schen:

; PrŠdikat f Ÿr regul Šre Applikationen
(: application? (any -> boolean))
(define application?

(lambda (term)
(and (cons? term)

(not (equal? ! lambda (first term)))
(not (primitive? (first term))))))

(define application (signature (predicate application?)))

Hier ist die dort benutzte Funktionprimitive? mit den allernštigsten primitiven Operationen:

; Ein Primitivum ist eins der Symbole +, - , *, /, =
; PrŠdikat f Ÿr Primitivum
(: primitive? (any -> boolean))
(define primitive?

(lambda (term)
(or (equal? ! + term)

(equal? ! - term)
(equal? ! * term)
(equal? ! / term)
(equal? ! = term))))

Die De+nition vonprimitive-application entsprichtapplication , nur dass hier nur Pri-
mitiva erwŸnscht sind:

; PrŠdikat f Ÿr primitive Applikationen
(: primitive-application? (any -> boolean))
(define primitive-application?

(lambda (term)
(and (cons? term)

(primitive? (first term)))))
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(define primitive-application
(signature (predicate primitive-application?)))

Es fehlt noch die De+nition vonbase. Der Einfachheit halber beschrŠnken wir uns auf boolesche
Werte und Zahlen:

; Ein Basiswert ist ein boolescher Wert oder eine Zahl

Auch dafŸr schreiben wir zunŠchst ein PrŠdikat und de+nieren damit eine Signatur:

; PrŠdikat f Ÿr Basiswerte
(: base? (any -> boolean))
(define base?

(lambda (term)
(or (boolean? term) (number? term))))

(define base (signature (predicate base?)))

A!"#$%& '+..

Erweitere die De+nition vonterm um binŠre Verzweigungen in Form vonif -AusdrŸcken. Schrei-
be dafŸr zunŠchst ein PrŠdikatbinary-conditional? und de+niere mit Hilfe davon eine Signa-
tur binary-condition . Erweitereterm umbinary-conditional . !

#&.& DATENDEFINITION F†R MASCHINENSPRACHE

Bevor nun ein die SECD-Maschine einen Term verarbeiten kann, muss dieser erst in Maschinenco-
de Ÿbersetzt werden. Dabei entsteht aus De+nition "&.% direkt Daten- und Signatur-De+nitionen
fŸr Instruktionen und Maschinencode:

; Eine Instruktion ist eins der folgenden:
; - ein Basiswert
; - eine Variable
; - eine Applikations- Instruktion
; - eine Instruktion f Ÿr eine primitive Applikation
; - eine Abstraktion
(define instruction

(signature
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(mixed base
symbol
ap
prim
abs))

; Eine Maschinencode-Programmist eine Liste von Instruktionen.
(define machine-code (signature (list-of instruction)))

Basiswerte und Variablen sind wie bei den Termen. FŸrap, prim und abs machen wir jeweils
eigene Datende+nitionen. Wie schon bei den leeren Listen hat auch die Applikations-Instruktion
keine Eigenschaften:

; Applikations- Instruktion
(define-record ap

make-ap ap?)

Die Instruktion fŸr die primitive Applikationprim F i hat als Eigenschaften den Namen des Ope-
ratorsF und dessen Anzahl von Argumenteni , auchStelligkeit. Stelligkeit hei§t auf Englisch Çari-
tyÈ. Entsprechend sehen Daten- und Record-De+nition so aus:

; Eine Instruktion f Ÿr eine primitive Applikation hat folgende
; Eigenschaften:
; - Operator
; - Stelligkeit
(define-record prim

make-prim prim?
(prim-operator symbol)
(prim-arity natural))

Die Abstraktions-Instruktion der Form (6V7, 6C7) hat als Eigenschaften sichtlich den Parameter
und den Code fŸr den Rumpf, das Ÿbersetzen wir direkt in Daten- und Record-De+nition:

; Eine Abstraktions- Instruktion hat folgende Eigenschaften:
; - Parameter (eine Variable)
; - Code f Ÿr den Rumpf
(define-record abst

make-abst abs?
(abst-variable symbol)
(abst-code machine-code))
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ErweiteredieDe+nitionvoninstruction umeine Instruktion fŸrbinŠreVerzweigungen.Schrei-
be dazu eine Daten- und eine Record-De+nition, die zur Erweiterung der Grammatik fŸr SECD-
Instruktionen passt. Erweitereinstruction damit. !

#&.' EIN COMPILER F†R DIE SECD-MASCHINE

Da nun Terme und Maschinencode Datende+nitionen haben, kšnnen wir †bersetzung vom ange-
wandten! -KalkŸl in die Maschinensprache der SECD-Maschine programmieren. Solch eine †ber-
setzung hei§tCompiler. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und GerŸst des Compilers:

; Term in Maschinencode Ÿbersetzen
(: term->machine-code (term -> machine-code))
(define term->machine-code

(lambda (term)
...))

Hier sind zwei TestfŠlle:

(check-expect (term->machine-code ! (+ 1 2))
(list 1 2 (make-prim ! + 2)))

(check-expect (term->machine-code
! ((lambda (x) (x x)) (lambda (x) (x x))))

(list (make-abst ! x (list ! x ! x (make-ap)))
(make-abst ! x (list ! x ! x (make-ap)))
(make-ap)))

Da es sich beiterm um gemischte Daten handelt, muss Ð wie immer Ð eine Verzweigung den
Rumpf der Funktion bilden:

(define term->machine-code
(lambda (term)

(cond
((symbol? term) ...)
((application? term) ...)
((abstraction? term) ...)
((base? term) ...)
((primitive-application? term) ...))))
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Die Implementierung entspricht in den einzelnen FŠllen genau der †bersetzungsfunktion! " in
Abschnitt "&.$ auf Seite %'". Zur Erinnerung sind hier die FŠlle fŸr Variablen und Basiswerte:

!e" def=

!
#

$
b fallse = b - B

v fallse = v - V

Der Code dafŸr entspricht dem direkt Ð wir mŸssen nur daran denken, immer eine Liste zu pro-
duzieren, auch wenn nur eine einzelne Instruktion herauskommt:

(define term->machine-code
(lambda (term)

(cond
((symbol? term) (list term))
((base? term) (list term))
...)))

Bei regulŠren Applikationen sieht die †bersetzungsfunktion so aus:

!e" def=
-

!e0" ! e1" ap fallse = ( e0 e1)

EswerdenalsoOperatorundOperandŸbersetzt, unddasganzezusammenmiteinerap-Instruktion
zu einer Liste zusammengesetzt:

(define term->machine-code
(lambda (term)

(cond
...
((application? term)
(append (term->machine-code (first term))

(append (term->machine-code (first (rest term)))
(list (make-ap)))))

...)))

Bei den primitiven Applikationen sieht die †bersetzungsfunktion so aus:

!e" def= !e1" . . . !ek " prim F i fallse = ( F e1 . . . ei )

Hier werden erst einmal die Operanden in Maschinencode Ÿbersetzt, die Resultate aneinanderge-
hŠngt, und schlie§lich kommt noch eineprim -Instruktion ans Ende:
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(define term->machine-code
(lambda (term)

(cond
...
((primitive-application? term)
(append
(append-lists
(map term->machine-code (rest term)))

(list (make-prim (first term) (length (rest term))))))
...)))

Dieses StŸck Code benutzt die Hilfsfunktionappend-lists , die aus einer Liste von Listen eine
einzelne Liste macht, indem die Elemente aneinandergehŠngt werden. Wir realisieren sie mit Hilfe
vonfold :

; die Elemente einer Liste von Listen aneinanderh Šngen
(: append-lists ((list-of (list-of %a)) -> (list-of %a)))

(define append-lists
(lambda (list)

(fold ! () append list)))

ZurŸck zur †bersetzung: Eine Abstraktion wird direkt in eineabs-Instruktion Ÿbersetzt, die den
Maschinencode fŸr den Rumpf enthŠlt. Den Rumpf mŸssen wir dementsprechend auch Ÿberset-
zen:

!e" def= ( v, !e0") fallse = !v.e 0

(define term->machine-code
(lambda (term)

(cond
...
((abstraction? term)
(list
(make-abst (first (first (rest term)))

(term->machine-code
(first (rest (rest term))))))))))

Fertig ist der Compiler!
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ErweiteredenCompilerterm->machine-code umbinŠreVerzweigungen.SchreibeeinpaarTests!
!

#&.( SECD-CODE AUSF†HREN

Eine SECD-Maschine gibtÕs leider nicht zu kaufen, wir simulieren sie deshalb mit einem weiteren
Programm, einer sogenanntenvirtuellen Maschine.

ZunŠchst sind Datende+nitionen fŸr die vier Bestandteile der Maschine fŠllig ÐS, E , C und
D. Die Menge hatten wir mathematisch so de+niert:

S def= W %

Entsprechend de+nieren wir den Stack als eine Liste von Werten:

; Ein Stack ist eine Liste von Werten
(define stack (signature (list-of value)))

Die De+nition von Wertenvalue , entsprechend der mathematischen De+nition fŸrW , kommt
etwas spŠter an die Reihe.

Umgebungen aus der MengeE sind mathematisch gesehen Mengen aus Tupeln:

E / V , W

Im Code sind Umgebungen Listen vonBindungen, den den TupelnV , W entsprechen:

; Eine Umgebungist eine Liste von Bindungen.
; Dabei gibt es f Ÿr jede Variable nur eine Bindung.
(define environment (signature (list-of binding)))

; Eine Bindung besteht aus:
; - Variable
; - Wert
(define-record binding

make-binding binding?
(binding-variable symbol)
(binding-value value))
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Die leere Umgebung wird šfter benštigt; wir de+nieren sie darum schon vor:

; die leere Umgebung
(define the-empty-environment empty)

(Aberempty ist doch kŸrzer, kšnntest Du einwenden. Ja, aber dann sehen wir dememptynicht
an, ob es eine leere Liste von Instruktionen oder eine Umgebung oder eine ganz andere Liste ist.)

Zwei Operationen gibt es fŸr eine Umgebunge: die Erweiterung um eine Bindunge[v )!
w] und das Nachschauen einer Bindunge(v). ZunŠchst die Erweiterung: die Implementierung
entspricht genau der mathematischen De+nition. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; eine Umgebungum eine Bindung erweitern
(: extend-environment (environment symbol value -> environment))

Hier sind ein paar TestfŠlle:

(check-expect (extend-environment the-empty-environment ! axl 59)
(list (make-binding ! axl 59)))

(check-expect (extend-environment
(extend-environment the-empty-environment

! axl 60)
! slash 57)

(list (make-binding ! slash 57) (make-binding ! axl 60)))
(check-expect (extend-environment

(extend-environment the-empty-environment
! axl 59)

! axl 60)
(list (make-binding ! axl 60)))

Die De+nition entfernt eine eventuell vorhandene Bindung fŸrv und fŸgt eine neue hinzu:

(define extend-environment
(lambda (environment variable value)

(cons (make-binding variable value)
(remove-environment-binding environment variable))))

FŸr das Entfernen der alten Bindung ist die Hilfsfunktionremove-environment-binding zu-
stŠndig. Sie folgt der Konstruktionsanleitung. Hier die Schablone:

; die Bindung f Ÿr eine Variable aus einer Umgebungentfernen
(: remove-environment-binding (environment symbol -> environment))
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(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)

(cond
((empty? environment) ...)
((cons? environment)
...
(first environment)
(remove-environment-binding (rest environment) variable)
...))))))

Da es sich bei(first environment) um eine Bindung, also zusammengesetzte Daten handelt,
kšnnen wir Aufrufe fŸr die Selektoren in die Schablone aufnehmen:

(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)

(cond
((empty? environment) ...)
((cons? environment)
...
(first environment)
(binding-variable (first environment))
(binding-value (first environment))
(remove-environment-binding (rest environment) variable)
...))))))

Bei der Bindung interessiert uns, ob zur gesuchten Variable gehšrt. Entsprechend vervollstŠndigen
wir die Schablone:

(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)

(cond
((empty? environment) empty)
((cons? environment)
(if (equal? variable (binding-variable (first environment)))

(rest environment)
(cons (first environment)

(remove-environment-binding (rest environment)
variable)))))))



%)% SECD-CODE AUSF†HREN

Auch die zweite Operation, das Nachschauen einer Bindung in der Umgebung, folgt der Konstruk-
tionsanleitung. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und TestfŠlle:

; die Bindung f Ÿr eine Variable in einer Umgebungfinden
(: lookup-environment (environment symbol -> value))

(check-expect
(lookup-environment (list (make-binding ! slash 57)

(make-binding ! axl 60))
! axl)

60)
(check-expect
(lookup-environment (list (make-binding ! slash 57)

(make-binding ! axl 60))
! slash)

57)

Hier ist die Schablone:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)

(cond
((empty? environment) ...)
((cons? environment)
...
(first environment)
(binding-variable (first environment))
(binding-value (first environment))
(lookup-environment (rest environment) variable)
...)))))

Wie beiremove-environment-binding vergleicht die Funktion die Variable der Bindung mit
der gesuchten Variable. Hier ist die fertige Funktion:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)

(cond
((empty? environment) (violation " unbound variable " ))
((cons? environment)
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(if (equal? variable (binding-variable (first environment)))
(binding-value (first environment))
(lookup-environment (rest environment) variable))))))

Damit sind die Operationen auf Umgebungen abgeschlossen. Als NŠchstes sind Dumps an der
Reihe:D ist als Folge von Frames de+niert:

D def= ( S , E , C)%

; Ein Dumpist eine Liste von Frames
(define dump (signature (list-of frame)))

Aus dem Frame-Tripeln machen wir eine Daten- und eine Record-De+nition:

; Ein Frame besteht aus:
; - Stack
; - Umgebung
; - Code
(define-record frame

make-frame frame?
(frame-stack stack)
(frame-environment environment)
(frame-code machine-code))

Schlie§lich fehlt noch eine ReprŠsentation fŸr die MengeW der Werte: Ein Wert ist entweder ein
Basiswert oder eine Closure. Basiswerte wurden bereits in Abschnitt "&.% auf Seite %(' de+niert; es
fehlen noch Closures, also Tupel aus der MengeV , C , E :

; Ein SECD-Wert ist ein Basiswert oder eine Closure
(define value (signature (mixed base closure)))
; Eine Closure besteht aus:
; - Variable
; - Code
; - Umgebung
(define-record closure

make-closure closure?
(closure-variable symbol)
(closure-code machine-code)
(closure-environment environment))
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Mit Hilfe dieser De+nitionen ist es mšglich, eine Daten- und eine Record-De+nition fŸr die Zu-
stŠnde der SECD-Maschine anzugeben, also die Tupel ausS , E , C , D :

; Ein SECD-Zustand besteht aus:
; - Stack
; - Umgebung
; - Code
; - Dump
(define-record secd

make-secd secd?
(secd-stack stack)
(secd-environment environment)
(secd-code machine-code)
(secd-dump dump))

Damit kšnnen wir endlich die ZustandsŸbergangsfunktion schreiben. Sie akzeptiert einen SECD-
Zustand und liefert auch wieder einen. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; ZustandsŸbergang berechnen
(: secd-step (secd -> secd))

TestfŠlle brauch wir auch noch. Wir machen einen Testfall pro Regel fŸr"! . Hier ist die erste Regel,
fŸr Basiswerte:

(s, e, bc, d) "! (bs, e, c, d)

Um es zu testen, legen wir einen SECD-Zustand an, der als Code nur den Basiswert hat. Der mŸsste
hinterher auf dem Stack gelandet sein:

(check-expect
(secd-step
(make-secd empty the-empty-environment (list 5) empty))

(make-secd (list 5) the-empty-environment empty empty))

Hier die Regel fŸr Variablen:

(s, e, vc, d) "! (e(v)s, e, c, d)

Falls also der Code mit einer Variable anfŠngt, muss die SECD-Maschine sie in der Umgebung nach-
schauen. Wir stecken also eine Variable namensaxl in den Code und legen eine Umgebung mit
einer Bindung fŸraxl bei. Der Wert der Bindung muss dann auf dem Stack landen:
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(check-expect
(secd-step
(make-secd empty (list (make-binding ! axl 60)) (list ! axl) empty))

(make-secd (list 60) (list (make-binding ! axl 60)) empty empty))

Hier die Regel fŸr Primitiva:

(bk . . . b1s, e,prim F k c, d) "! (bs, e, c, d)

wobeiF k - " k undFB (b1, . . . , bk ) = b

FŸr den Test nehmen wir die Addition. Sie benštigt die beiden Summanden auf dem Stack:

(check-expect
(secd-step
(make-secd (list 23 42) the-empty-environment

(list (make-prim ! + 2))
empty))

(make-secd (list 65) the-empty-environment empty empty))

Als nŠchstes ist die Abstraktionsregel dran:

(s, e,(v, c&)c, d) "! ((v, c&, e)s, e, c, d)

FŸr den Test bauen wir eine Abstraktion mit Parameteraxl und freier Variableslash . Die Um-
gebung enthŠlt eine Bindung fŸrslash Ð diese sollte dann in die Closure eingepackt werden:

(check-expect
(secd-step
(make-secd empty (list (make-binding ! slash 57))

(list (make-abst ! axl
(list ! axl ! slash (make-prim ! + 2))))

empty))
(make-secd (list (make-closure ! axl

(list ! axl ! slash (make-prim ! + 2))
(list (make-binding ! slash 57))))

(list (make-binding ! slash 57))
empty empty))



%)) SECD-CODE AUSF†HREN

Schlie§lich bleibt noch die Applikationsregel:

(w(v, c&, e&)s, e,apc, d) "! (#, e&[v )! w], c&, (s, e, c)d)

Um sie zu testen, legen wir die Closure aus dem vorigen Testfall auf den Stack, zusammen mit einem
Argument. Danach sollte der Stack leer sein, die Umgebung sollte aus der Closure Ÿbernommen
worden sein, im Code sollte es mit dem Code der Closure weitergehen und der Dump sollte ein
Frame enthalten:

(check-expect
(secd-step
(make-secd (list 60

(make-closure ! axl
(list ! axl ! slash (make-prim ! + 2))
(list (make-binding ! slash 57))))

the-empty-environment (list (make-ap)) empty))
(make-secd empty

(list (make-binding ! axl 60) (make-binding ! slash 57))
(list ! axl ! slash (make-prim ! + 2))
(list (make-frame empty the-empty-environment empty))))

Entsprechend den Regeln der SECD-Maschine muss der Rumpf vonsecd-step eine Verzeigung
zwischen den verschiedenen FŠllen bei der Code-Komponente vonstate sein. Diese folgen den
Konstruktionsanleitungen fŸr Listen und fŸr gemischte Daten. Es ist bereits an den Regeln abzule-
sen, dass alle Regeln Zugri. auf die Komponenten vonstate benštigen. FŸr diese werden gleich
am Anfang lokale Variablen angelegt:

(define secd-step
(lambda (state)

(define stack (secd-stack state))
(define environment (secd-environment state))
(define code (secd-code state))
(define dump (secd-dump state))
(cond

((cons? code)
(cond

((base? (first code)) ...)
((symbol? (first code)) ...)
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((prim? (first code)) ...)
((abs? (first code)) ...)
((ap? (first code)) ...)))

((empty? code) ...))))

Wir Ÿbersetzen nun die Regeln nacheinander in Code Hier noch einmal die Regel fŸr Basiswerte:

(s, e, bc, d) "! (bs, e, c, d)

(define secd-step
(lambda (state)

...
(cond

((base? (first code))
(make-secd (cons (first code) stack)

environment
(rest code)
dump))

...)
...))

Hier noch einmal die Regel fŸr Variablen:

(s, e, vc, d) "! (e(v)s, e, c, d)

(define secd-step
(lambda (state)

...
(cond

((symbol? (first code))
(make-secd (cons

(lookup-environment environment (first code))
stack)

environment
(rest code)
dump))

...)
...))
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Die Regel fŸr primitive Applikationen ist etwas aufwendiger:

(bk . . . b1s, e,prim F k c, d) "! (bs, e, c, d)

wobeiF k - " k undFB (b1, . . . , bk ) = b

FŸr die Implementierung werden Hilfsfunktionen gebraucht, welche die Argumente vom Stack
holen und in der Reihenfolge umdrehen, die Argumente vom Stack entfernen und schlie§lich die
eigentliche&-Transition berechnen:

(define secd-step
(lambda (state)

...
(cond

...
((prim? (first code))
(make-secd (cons

(apply-primitive
(prim-operator (first code))
(take-reverse (prim-arity (first code))

stack))
(drop (prim-arity (first code)) stack))

environment
(rest code)
dump))

...)
...))

Die Funktiondrop ist gerade die in Aufgabe (.& auf Seite $!* geforderte Funktion:

; die ersten Elemente einer Liste weglassen
(: drop (natural (list-of %a) -> (list-of %a)))

Die take-reverse -Funktion ist das Pendant zudrop, das die erstenn Elemente einer Liste in
umgekehrter Reihenfolge liefert. Dies machen wir mit einer endrekursiven Hilfsfunktion. Aus Ab-
schnitt "!.' auf Seite #!! wissen wir, dass bei endrekursiver Konstruktion von Listen gerade immer
die Reihenfolge umgedreht wird:

; die ersten Elemente einer Liste in umgekehrter Reihenfolge berechnen
(: take-reverse (natural (list-of %a) -> (list-of %a)))
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(check-expect (take-reverse 2 ! (1 2 3 4 5)) ! (2 1))
(check-expect (take-reverse 0 ! (1 2 3 4 5)) ! ())
(check-expect (take-reverse 5 ! (1 2 3 4 5)) ! (5 4 3 2 1))

(define take-reverse
(lambda (n list0)

; ; (: loop (natural (list- of a) (list- of a) - > (list- of a)))
(define accumulate

(lambda (n list acc)
(cond

((zero? n) acc)
((positive? n)
(accumulate (- n 1) (rest list)

(cons (first list) acc))))))
(accumulate n list0 ! ())))

A!"#$%& '+.''

Programmiere eine andere Version vontake-reverse , indem Du zunŠchst eine endrekursive
Funktiontake schreibst, welche fŸr eine Zahln die erstenn Elemente der Liste liefert. Schreibe
danntake-reverse als Kombination vontake undreverse . Was sind die Vor- und Nachteile
beider Versionen vontake-reverse ? !

Aus einem Primitivum und einer Liste von Argumenten berechnetapply-primitive das Re-
sultat der primitiven Applikation. Dabei handelt es sich beiprimitive um eine Fallunterschei-
dung, der Rumpf der Funktion ist also eine entsprechende Verzweigung. FŸr die Signatur von
apply-primitive benštigen wir noch eine Signatur passend zum PrŠdikatprimitive? auf
Seite %(&:

(define primitive (signature (predicate primitive?)))

; Delta- Transition berechnen
(: apply-primitive (primitive (list-of value) -> value))

(check-expect (apply-primitive ! + ! (1 2)) 3)
(check-expect (apply-primitive ! - ! (2 1)) 1)
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(define apply-primitive
(lambda (primitive args)

(cond
((equal? primitive ! +)
(+ (first args) (first (rest args))))

((equal? primitive ! -)
(- (first args) (first (rest args))))

((equal? primitive ! =)
(= (first args) (first (rest args))))

((equal? primitive ! *)
(* (first args) (first (rest args))))

((equal? primitive ! /)
(/ (first args) (first (rest args)))))))

Die Regel fŸr Abstraktionen macht aus einer Abstraktion eine Closure:

(s, e,(v, c&)c, d) "! ((v, c&, e)s, e, c, d)

Der Code macht dies genauso:

(define secd-step
(lambda (state)

...
(cond

...
((abs? (first code))
(make-secd (cons

(make-closure (abst-variable (first code))
(abst-code (first code))
environment)

stack)
environment
(rest code)
dump)))

...)))
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Hier die Regel fŸr die Applikation:

(w(v, c&, e&)s, e,apc, d) "! (#, e&[v )! w], c&, (s, e, c)d)

FŸre&[v )! w] benutzen wir die Funktionextend-environment , die wir weiter oben geschrie-
ben haben:

(define secd-step
(lambda (state)

...
(cond

...
((ap? (first code))
(define closure (first (rest stack)))
(make-secd empty

(extend-environment
(closure-environment closure)
(closure-variable closure)
(first stack))

(closure-code closure)
(cons
(make-frame (rest (rest stack))

environment
(rest code))

dump)))
...)

...))

Schlie§lich bleibt noch der Code fŸr die RŸckgabe eines Wertes von einer Funktion. Hier ist die
Regel:

(w, e, #,(s&, e&, c&)d) "! (ws&, e&, c&, d)

Hier ist der Code dazu:

(define secd-step
(lambda (state)

...
(cond
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...
((empty? code)
(define frame (first dump))
(make-secd
(cons (first stack)

(frame-stack frame))
(frame-environment frame)
(frame-code frame)
(rest dump))))

...))

Damit die SECD-Maschine in Betrieb genommen werden kann, muss ein Terme noch in einen
Anfangszustand(#,! , !e", #) Ÿbersetzt werden. Das erledigt folgende Hilfsfunktion:

; Aus Term SECD-Anfangszustand machen
(: inject-secd (term -> secd))
(define inject-secd

(lambda (term)
(make-secd empty

the-empty-environment
(term->machine-code/t term)
empty)))

Nun kšnnen wir die Maschine ausprobieren:

(secd-step (inject-secd ! (+ 1 2)))
"! #<record:secd (1) () (2 #<record:prim + 2>) ()>
(secd-step (secd-step (inject-secd ! (+ 1 2))))
"! #<record:secd (2 1) () (#<record:prim + 2>) ()>
(secd-step (secd-step (secd-step (inject-secd ! (+ 1 2)))))
"! #<record:secd (3) () () ()>

Es fehlt nochdieAuswertungsfunktionevalSECD ,dieeineHilfsfunktionbenštigt, umdenre-exiv-
transitiven Abschluss des ZustandsŸbergangs"! %zu berechnen:

; bis zum Ende ZustandsŸbergŠnge berechnen
(: secd-step* (secd -> secd))
(define secd-step*

(lambda (state)
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(if (and (empty? (secd-code state))
(empty? (secd-dump state)))

state
(secd-step* (secd-step state)))))

Die Auswertungsfunktion orientiert sich direkt an der mathematischen De+nition:

; Evaluationsfunktion zur SECD-Maschine berechnen
(: eval-secd (term -> (mixed value (enum ! function))))

(check-expect (eval-secd ! (+ 1 2)) 3)
(check-expect (eval-secd ! (((lambda (x) (lambda (y) (+ x y))) 1) 2))

3)

(define eval-secd
(lambda (term)

(define value (first
(secd-stack
(secd-step*
(inject-secd term)))))

(if (base? value)
value
! function)))

Damit lŠuft die SECD-Maschine:

(eval-secd ! (((lambda (x) (lambda (y) (+ x y))) 1) 2))
"! 3

Fertig!

A!"#$%& '+.'(

Erweitere die De+nition vonsecd-step um die Instruktion fŸr binŠre Verzweigungen. !

#&.) DIE ENDREKURSIVE SECD-MASCHINE

Die SECD-Maschine hat einen Schšnheitsfehler: Bei endkursiven Applikationen sollte sie eigent-
lich, wie in Lehrsprachen-Programmen, keinerlei zusŠtzlichen Platz verbrauchen, da kein Kontext
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anfŠllt. Folgende Beispielauswertung fŸr den Term(!x.x x ) ( !x.x x ) zeigt aber, dass der Dump
mit fortschreitender Auswertung immer grš§er wird:

(!, ! , (x, x x ap)

(x, x x ap)

ap, ! )

"! (( x, x x ap, ! ), ! , (x, x x ap) ap,! )

"! (( x, x x ap, ! ) ( x, x x ap, ! ),! , ap, ! )

"! (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } ,x x ap, (!, ! , ! ))

"! (( x, x x ap, ! ), { (x, (x, x x ap, ! )) } ,x ap, (!, ! , ! ))

"! (( x, x x ap, ! ) ( x, x x ap, ! ),{ (x, (x, x x ap, ! )) } ,ap, (!, ! , ! ))

"! (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } ,x x ap, (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } , ! )

(!, ! , ! ))

"! (( x, x x ap, ! ), { (x, (x, x x ap, ! )) } ,x ap, (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } , ! )

(!, ! , ! ))

"! (( x, x x ap, ! ) ( x, x x ap, ! ),{ (x, (x, x x ap, ! )) } ,ap, (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } , ! )

(!, ! , ! ))

"! (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } ,x x ap, (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } , ! )

(!, { (x, (x, x x ap, ! )) } , ! )

(!, ! , ! ))

"! (( x, x x ap, ! ), { (x, (x, x x ap, ! )) } ,x ap, (!, { (x, (x, x x ap, ! )) } , ! )

(!, { (x, (x, x x ap, ! )) } , ! )

(!, ! , ! ))

. . .

Dieses Manko kšnnen wir zum GlŸck reparieren: Die SECD-Maschine muss endrekursive und
ÇnormaleÈ Applikationen unterschiedlich behandeln. Dazu fŸhren wir eine neue Instruktion na-
menstailap ein, die wieapeine Applikation durchfŸhrt, aber eine Endrekursion signalisiert:

6I7 ! ...
| tailap

Als NŠchstes muss die †bersetzungsfunktion von Termen in Maschinencode geŠndert werden:
Applikationen, die Kontext um sich herum haben, sollen mitap Ÿbersetzt werden, solche ohne
Kontext mittailap . Da der Applikation allein der Kontext nicht anzusehen ist, sondern nur dem
Term ÇdrumherumÈ, wird die †bersetzungsfunktion! " in zwei Teile aufgespalten: fŸr einen Term
ewird die Auswertungsfunktion! " immer dann benutzt, wenn umeKontext steht. Eine weitere
Funktion! "&wird immer dann aufgerufen, wennkeinKontext drumherum steht.

Kontext entsteht immer durch Applikationen. Bei der Auswertung eines Terms(e0 e1) muss
nache0 noche1 ausgewertet werden, und nach Auswertung vone1 muss noch die Applikation
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durchgefŸhrt werden. Sowohle0 als auche1 stehen in Kontext. €hnlich ist es bei den Argumenten
von primitiven Applikationen.

Auf der anderen Seite schneiden Abstraktionen fŸr ihren Rumpf den Kontext erst einmal ab:
ObderRumpfKontexthatodernicht, entscheidet sicherstbei derApplikation. Dementsprechend
schalten Applikationen und Abstraktionen zwischen den beiden Funktionen! " und! "&hin und
her:

!e" def=

!
""""""""#

""""""""$

b fallse = b - B

v fallse = v - V

!e0" ! e1" ap fallse = ( e0 e1)

!e1" . . . !ek " prim F k fallse = ( F e1 . . . ek )

(v, !e0"&) fallse = !v.e 0

!e"& def=

!
""""""""#

""""""""$

b fallse = b - B

v fallse = v - V

!e0" ! e1" tailap fallse = ( e0 e1)

!e1" . . . !ek " prim F k fallse = ( F e1 . . . ek )

(v, !e0"&) fallse = !v.e 0

Jetzt brauchen wir noch eine ZustandsŸbergangsregel her, dietailap verarbeitet. Diese ergibt sich
direkt aus den Regeln fŸrapund die RŸckgabe eines Wertes:tailap funktioniert so, wieapdirekt
gefolgt von der RŸckgaberegel. Hier sind die beiden Regeln noch einmal zur Erinnerung:

(w(v, c&, e&)s, e,apc, d) "! (#, e&[v )! w], c&, (s, e, c)d)

(w, e, #,(s&, e&, c&)d) "! (ws&, e&, c&, d)

Da die erste Regel ein neues Dump-Frame erzeugt und die zweite ein Dump-Frame ÇvernichtetÈ,
entfŠllt diese Arbeit in der Regel fŸrtailap :

(w(v, c&, e&)s, e,tailap c, d) "! (s, e&[v )! w], c&, d)

Damit lŠuft das Beispiel zwar immer noch endlos, aber immerhin, ohne immer mehr Platz zu ver-
brauchen:
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(!, ! , (x, x x tailap )

(x, x x tailap )

ap, ! )

"! (( x, x x tailap , ! ), ! , (x, x x tailap )

ap, ! )

"! (( x, x x tailap , ! ) ( x, x x tailap , ! ), ! , ap, ! )

"! (!, { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x x tailap , (!, ! , ! ))

"! (( x, x x tailap , ! ), { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x tailap , (!, ! , ! ))

"! (( x, x x tailap , ! ) ( x, x x tailap , ! ), { (x, (x, x x tailap , ! )) } , tailap , (!, ! , ! ))

"! (!, { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x x tailap , (!, ! , ! ))

"! (( x, x x tailap , ! ), { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x tailap , (!, ! , ! ))

"! (( x, x x tailap , ! ) ( x, x x tailap , ! ), { (x, (x, x x tailap , ! )) } , tailap , (!, ! , ! ))

"! (!, { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x x tailap , (!, ! , ! ))

"! (( x, x x tailap , ! ), { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x tailap , (!, ! , ! ))

"! (( x, x x tailap , ! ) ( x, x x tailap , ! ), { (x, (x, x x tailap , ! )) } , tailap , (!, ! , ! ))

"! (!, { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x x tailap , (!, ! , ! ))

"! (( x, x x tailap , ! ), { (x, (x, x x tailap , ! )) } , x tailap , (!, ! , ! ))

Die ImplementierungderendrekursivenSECD-Maschine istGegenstandvon†bungsaufgabe"&."#.

†BUNGSAUFGABEN

A!"#$%& '+.')

Erweitere die Implementierung der SECD-Maschine um korrekte Behandlung der Endrekursion!
Erweitere dazu zunŠchst die Datende+nition fŸr Maschinencode. Implementiere dann die †ber-
setzung von! -Termen fŸr die endrekursive SECD-Maschine. Erweitere schlie§lich die Zustands-
Ÿbergangsfunktion um einen Fall fŸr dietailap -Instruktion.

A!"#$%& '+.'*

Erweitere die SECD-Maschine um Primitiva anderer Stelligkeiten, zum Beispielabs oderodd?.

A!"#$%& '+.'+

Erweitere den angewandten! -KalkŸl um Abstraktionen und Applikationen mit mehr als einem
Parameter. Erweitere die SECD-Maschine und ihre Implementierung entsprechend.
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Zeige in der um Endrekursion erweiterten SECD-Maschine, dasstailap immer am Ende steht,
also tatsŠchlich keinen Kontext besitzt.

A!"#$%& '+.'-

DieumEndrekursionerweiterteSECD-Maschine fŸhrteineneueMaschinencode-Instruktiontailap
ein. Dies ist aber nicht unbedingt nštig, weil man die endrekursivenap-Instruktionen auch daran
erkennen kann, dass sie am Ende vom Code stehen.

Formuliere die ZustandsŸbergangsregeln der SECD-Maschine mit Endrekursion so um, dass
die FunktionalitŠt, also insbesondere die richtige Behandlung endrekursiver Applikationen, so dass
sie auch mit dem Ergebnis des normalen Compilers funktioniert, der keinetailap -Instruktion
generiert.

A!"#$%& '+.'.

Anstatt Umgebungen durch Listen von Bindungen zu reprŠsentieren, ist es auch mšglich, Funk-
tionen zu verwenden, so dasslookup-environment folgenderma§en aussieht:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)

(environment variable)))

ErgŠnze eine passende De+nition fŸrextend-environment .

A!"#$%& '+.'/

Auf den ersten Blick erscheint es etwas aufwendig, jedesmal bei der Auswertung einer Abstraktion
die gesamte Umgebung in die Closure einzupacken. Was wŸrde sich Šndern, wenn dieser Schritt
weggelassen wŸrde, Closures also nur Variable und Maschinencode fŸr den Rumpf enthalten wŸr-
den? Formuliere die entsprechenden Regeln fŸr die SECD-Maschine und Šndere Sie die Implemen-
tierung entsprechend. Funktioniert die SECD-Maschine nach der €nderung noch korrekt?





NACHWORT

Das warÕs. Erstmal. Wir ho.en, dass dieses Buch Dir helfen konnte, programmieren zu lernen. Na-
tŸrlich gibt es Ÿber das Programmieren noch viel mehr, was es zu wissen und zu lernen gibt, aber
nicht in dieses Buch passte. Hier sind einige VorschlŠge, wie es weitergehen kšnnte zusammen mit
einigen Empfehlungen fŸr BŸcher dazu:

Wenn Du schonmal anderweitig programmiert hast, dann hast Du sicher in diesem Buch das
Programmieren mitZuweisungen an Variablenvermisst ebenso wie Ein- und Ausgabe, gra+sche
Benutzerschnittstellen und andere Interaktionen mit der ÇAu§enweltÈ. Dies sind im Program-
mierjargon alles sogenannteE"ekte, und sie gehšren zum tŠglichen Handwerk des Programmierens
hinzu. Leider machen E.ekte das Programmieren deutlich schwieriger und komplexer, wir mŸssen
also sparsam und sorgfŠltig mit ihnen umgehen. Den Umgang mit E.ekten kannst Du direkt im
Racket-System Ÿben, dazu gibt es jede Menge Information im Hilfezentrum und es gibt auch Lite-
ratur [FHB"#]. Ein guter Ansatzpunkt fŸr das Programmieren mit verŠnderbaren Variablen ist die
ProgrammierspracheRust, auch dazu gibt es ein gutes Buch [KN")].

Viele Programmiersprachen arbeiten mitTypen. Typen sind etwas Šhnliches wie die Signaturen
dieses Buchs, also eine Notation fŸr die zulŠssigen Ein- und Ausgaben von Funktionen. WŠhrend
bei uns die Signaturen zur Laufzeit ŸberprŸft werden, passiert dies bei Typen schon bevor das Pro-
gramm ausgefŸhrt wird. Typen sind ein mŠchtiges Hilfsmittel bei der Datenanalyse und der Ent-
wicklungkorrekterProgrammesein.TypensindaberaberauchgelegentlichgewšhnungsbedŸrftig,
weilwir einProgramm,dasnicht typkorrekt ist, nichtausprobierenkšnnen,wasgelentlichdenPro-
grammieraufwand erhšht und es erschwert, Fehlerursachen zu +nden. Bei den getypten Sprachen
sindScala[CB"%] undHaskell[Hut"'] besonders spannend und lehrreich.

In diesem Buch haben wir nur kleine Programme geschrieben, die jeweils in eine einzelne Datei
passen. Wenn aus einem einfachen Programm eingrš§eres Systemwird, mŸssen wir uns Gedanken
machen, wie wir das so organisieren, dass wir nicht stŠndig alles im Kopf behalten mŸssen, was in
dem System so passiert, wenn wir es weiterentwickeln. Diese Gedanken gehšren unter den Ober-
begri. Softwarearchitektur, und auch da gibt es noch mehr zu lernen. Spannend ist da aktuell eine
Sammlung von Techniken unter der †berschriftDomain-Driven Design[Eva!%].

Au§erdem gibt es natŸrlich viele andere Programmiersprachen mit teils anderen Ideen als die
Lehrsprachen dieses Buchs wie zum Beispielobjektorientierte ProgrammierungoderLogikprogram-
mierung. Am nŠchstliegenden sind die anderen Programmiersprachen des Racket-Systems, dar-
unter die ÇHauptspracheÈ, die auch Racket hei§t. Information darŸber +ndest Du im Hilfezen-
trum im Racket GuideAuch fŸr objektoriente Programmierung ist Racket ein guter Ausgangs-
punkt, schau im Hilfezentrum in den Racket Guide unterClasses and Objects. Bei Racket lŠsst sich
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auch die Sprache fŸr LogikprogrammierungMiniKanren installieren und es gibt dazu ein tolles
Buch [FBKH")]. Wer sich grundsŠtzlich fŸr Programmiersprachen und ihre Konzepte interessiert,
ist mit einschlŠgigen BŸchern von Christian Wagenknecht [Wag"'] und Norman Ramsey [Ram$$]
aufgehoben. Ersteres bildet die Konzepte sogar allesamt in Racket ab.

Viel Freude dabei!
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<, %%

<=, %%

=, %%

>, %%

>=, %%

abs, $)!, ##)

abst , %((

abstraction , %(&

abstraction? , %(%

addition , %("

addition? , %(!

alles , "$

an-unknown-parent , #&!

ancestor? , #&$

and, %%

animal-weight , ""%

animate , #$(

ap, %((

append, ")%

append-element , $)#

append-lists , %)!

application , %(&

application? , %(&

apply-primitive , %*"

balanced-search-tree-insert , #)!

balanced-search-tree? , %"#

band-sorted? , %!'

base, %('

base?, %('

between, $!#, $!&

big-bang , #%$

billig-strom , ##, #'

binding , %)"

blank-road-window , #$&

boolean, %&

boolean?, "$!

both , "%*, "'"

car , #$*

car-length , #$*

car-on-position? , ##(

car-width , #$*

check-error , (%

check-expect , $)

check-property , #*'

circle , #"!

circle-area , $''

closure , %)&

color , #"!

compute, %(#

concatenate , ")$, ")%

cond, '$

confluence , "#&

confluence-location , #&(

confluence-main-stem , #&(

confluence-tributary , #&(

cons, "'(

cons-list , "'', "'(

cons-list-of , "($

cons?, "'(

contract , "&!

contract-payment , "&#

contract-rest , "&)

copies , $!"

&!&
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count-from , $!%

creek , "#%

curry , $'%

cute? , &", '(

date , "%(

date<=?, "&*

dead-eyes, #$"

define-record , )!, )), ""#, "(%

depth , #&)

dillo , *%, ""$, #")

dillo-body , #"*

dillo-image , #$"

dillo-on-road , #$#

dillos-on-road , ##%

dizzy (make-band-member Dizzy
Reed1963)), %!$

drawn-games, $%&, $%'

duff (make-band-member Duff
McKagan1964)), %!$

dump, %)&

ellipse , #"!

else , '"

empty-image, %$$

empty-list , "''

enum, %*

environment , %)"

equal? , %')

eschach, "#&

euros , "%&

eval-secd , %*&

even?, $!*

evens, #!$

every? , %"(

exchange-for-cute , (!

expect , %$!
expression , %("
extend-environment , %)$
extract-games , $%)

false , #'$
feed-animal , ""(
feed-dillo , *(, "!"
feed-parrot , ""&
filter , $&"
first , "'', "'(
flows-from? , "#*
fold , $'$
for-all , #*%, #*&
frame, %)&
from, $('

game, $#)
game-draw?, $%%
gap-height , #$%
guest-points , $%", $%#
guns-n-roses , %!$

heat->temperature , '%, #*#
heat-water , '", (%
heat-water-0 , &$
heat-water-1 , &%
heat-water-2 , '&
highway75, "()
home-points , $#), $#*, $%"
home-won-games, $%'
home-won?, $%'
hour, )(

if , (!
image-height , #"#
image-width , #"#
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initial-world , ##%

inject-secd , %*%

insert , %!$

instruction , %('

integer , $(

integer-from-to , %(

invert , $)", $)$

invert-helper , $)'

lambda, "*

later , "%(

length , "(), ")%

line , #""

list , "('

list->balanced-search-tree , %"$

list-apply , $&&, $'"

list-fold-left , #!#

list-length , "(', "((

list-min , "))

list-min-nonempty , ")*

list-of , "(#

list-of-numbers , "'(, "(&

list-product , "(", $&(

list-sum , "'*, $&(, $)*, $*!

list-sum-helper , $)(, $*!

list-team-goals , $&%

list-total-goals , $&$

live-dillos , ")$, $%)

live-dillos-under-car-count , ##*

london-hudson , #&!

lookup-environment , %)%, %**

machine-code, %('

make-balanced-node, #)', %"&

make-both, "'$

make-compute-points , $%$

make-multiple , "'"

make-sized-node , #('

map, $&'

marking-count , #$&

marking-height , #$%

marking-segment-pixels , #$'

markings , #$%

max-profit , $*)

member?, #'!

meters->pixels , #$#

meters-per-tick , #$)

minute , )(

minutes-since-midnight , )), )*

minutes-since-midnight->wallclock-time ,
*!

mixed, """

mode, #!*

model, )%

mouse-event, #%'

multiple , "%', "'!

multiplication , %("

multiplication? , %("

natural , $(

natural? , "$!

neckar-1 , "#&

next-world , #%'

no-slope , "$&

node-of , #&&

not , %&

nothing , "%*

nth , $!$

number, $(

number?, "$!

odd?, $!*
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on-key , #%$

one-euro , "%%
or , %%
overlay , #"%

overlayxy , #"%

pad-event , #%(

parent , #&!, #&%
parent-ancestor? , #&#

parrot , "!*, ""$
person, #&#
pet , %*, '(

pixels->meters , #$#
place-car-on-road , ##$
place-dillos-on-road , ###

place-image , #"&
place-image-align , #"&
place-image-on-road , ##"

place-score , ###
plays-game?, $%*
plays-game?/team , $'$
plays-nŸrnberg? , $&!

polygon , #""
position , #$$
positive? , "*)

posn, #""
power, "**, $*#
power2, $!)

predecessor , "*)
prim , "#&, %((
prime-powers-stream , $()

primitive , %*"
primitive-application , %(&
primitive-application? , %(&

primitive? , %(&
proper-sized-search-tree? , %""

pulled-point , #"$

rational , $(

rational? , "$!

react-to-key , #%%

real , $(

real? , "$!

rectangle , #!*

remove-environment-binding , %)#

rest , "'', "'(

reverse , $)(

river , "#%

river? , #&(

road-width , #$&

road-window, #$(

road-window-at-ticks , #$)

road-window-height , #$&

run-over-dillo , *(, *), #")

run-over-dillos , ")!

run-over-dillos-on-road , #%"
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Schreibe Dein Programm!
Dieses Buch zeigt Dir, wie Du *Deine* Programme schreiben kannst.
Egal, ob Du noch nie programmiert hast oder schon programmieren kannst, Dich aber 
fragst, ob das wirklich immer so eine Frickelei sein muss.  Im Zentrum steht ein di-
daktischer Ansatz, der anders ist als bei den meisten anderen ProgrammierbŸchern: 
systematisch und nachvollziehbar, auf der Basis von *Konstruktionsanleitungen*.  Die 
speziell fŸr dieses Buch entwickelten Lehrprogrammiersprachen und die Programmier-
umgebung DrRacket unterstŸtzen Dich zusŠtzlich und ermšglichen Dir, schnell interes-
sante und korrekte Programme zu schreiben.  (Videospiele sind drin zum Beispiel.)

*Schreibe Dein Programm!* wurde ursprŸnglich fŸr die universitŠre AnfŠngerausbil-
dung entwickelt und seit mehr als 20 Jahre stetig verbessert und weiterentwickelt.  Seit 
vielen Jahren dient es au§erdem als EinfŸhrung in die *funktionale Programmierung* in 
professionellen Schulungen.
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